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Uvod

Isingiv model feromagnetizace latek patii k zndmym pfikladtim fyzikdlnich modelti. Na zédkladé
magnetickych dip6lovych momentt atomdarnich spinti se snazi nalézt makroskopicky popis magneti-
zace latky. V jedné a ve dvou dimenzich se podafilo tento model analyticky vyfesit, €ili nalézt predpis
pro fyzikdlni veliciny, které zaru€uji moZznost exaktniho popisu systému. Tato prace, psand jakoZto
diplomova préace, m4 cilti vice.

Prvnim cilem je sezndmeni se s problematikou Isingova modelu a nédsledné interpretovani jeho
feSeni v zavislosti na dimenzi. Nejzndméj$im ¢ldnkem shrnujicim historii Isingova modelu je [1]. Isin-
gtv model je pojmenovany po profesoru Ernstu Isingovi, ktery se timto modelem zabyval. Ackoliv
je tento model pojmenovany pravé po Isingovi, tento model poprvé zminil jeho vedouci vyzkumu,
profesor Wilhelm Lenz v préci [2] z roku 1920. Roku 1925 poté model vice specifikoval Ernst Ising v
puvodni préci [3]. Nésledujici roky se objevilo velké mnozstvi praci, které se pokousely Isingtiv mo-
del vytesit - naptiklad [4, 5, 6]. Kompletni feSeni Isingova dvourozmérného modelu publikoval v roce
1945 L. Onsager v [7].

Ctenafi bude prezentovano jak feSeni jednorozmérné verze modelu, tak také feseni ve dvou di-
menzich. Nejprve v§ak probéhne stru¢ny exkurz do zdkladnich oblasti fyziky. Nasledné budou v prvni
Casti této prace prezentovana jiz samotnd feSeni Isingova modelu. V jedné dimenzi bude predstaven
pfimocary postup, ktery lze nalézt v mnoha zdrojich, naptiklad v [8, 9, 10]. Reseni dvourozmérné
verze je ovSem o pozndni slozitéjsi. V této praci budou prezentovany dva pfistupy v feSeni. Prvnim
z nich bude ne tak zndmé metoda popsand v [11, 12, 13, 14]. Druhym feSenim zreplikovanym v této
praci se stane klasicky kombinatoricky postup, ktery kompletni jako prvni prezentoval L. Onsager [7].

Tento vypocet uzivd podobnych postupti jako feseni v jedné dimenzi - 1ze nalézt v [8, 15, 16].

Druhou ¢asti této prace bude stru¢né predstaveni teoretickych aspektti metody Markov Chain
Monte Carlo. Pfedstaveny budou jak Metropolistiv algoritmus, tak také Glauberova dynamika. Tyto
metody totiZ slouZi k simula¢nim feSenim studovaného Isingova modelu a pfedstavuji druhy cil této
préce.

V posledni, tedy tieti ¢asti této préace budou prezentovany jiz samotné vysledky numerickych ex-
perimentti. Cil numerickych experimentt bude vice. Prvnim z nich bude vizualizace Isingova mo-
delu, nebo-li zobrazeni konfiguraci Isingova modelu v zévislosti na dimenzi a také na teploté sys-
tému. Tyto vizualizace konkrétnich systémili budou provedeny pouze pro 1D a 2D verzi modelu. Ve
3D tyto vizualizace nejsou pfinosné, nebot by takovéto vizualizace nebyly pfehledné. Proto budou ve
tfirozmérné verzi simulacni vysledky zobrazovany za pomoci tzv. totdlni variace systému. Druhym ci-
lem simulac¢ni ¢ésti bude hledani tzv. kritické teploty systému. Kritickd teplota znaci fazovy pfechod
v latce. Pro hodnoty pod kritickou a nad kritickou teplotou se systém chova zcela odli§né. Pro tep-

ev s

loty niZ3i se systém dostdva do stavu, kdy magnetické spiny vSech ¢éstic se synchronizuji na stejnou
hodnotu. Naopak pro vyssi teploty systém setrva v ,ndhodné” konfiguraci. Takovouto teplotu se tedy
budeme snazit nalézt pro vSechny modely, tedy 1D, 2D i 3D.

11



Poslednim cilem tfeti ¢asti této diplomové prace je vyzkousSeni simulaci Isingova modelu na ji-
nych, nez ¢tvercovych grafech. Pro tyto tiCely byly vybrdny mfizky hexagondlni a triangulédrni, vzdy
pro dvourozmérny model. Hexagonélni mfiZka se vyznacuje tim, Ze kazd4 Cé4stice mé praveé tfi vazby
s ostatnimi ¢4sticemi. Trianguldrni mé pak pravé 6 vazeb. Pro takovéto mfizky se tedy opét budeme
snazit nalézt kritickou teplotu.

Celkovy cil této prace je tedy shrnout teoretické feSeni Isingova modelu v zdvislosti na dimenzi,
ve které je feSen, a podlozit toto feSeni numerickymi simulacemi vyuZivajici metody Markov Chain
Monte Carlo.

12



Kapitola 1

Teorie

1.1 Fyzikalni pohled

Vysvétleme si nejprve pohled na nas problém z hlediska fyziky. VSe z této kapitoly lze nalézt v
(17, 18].

Feromagnetizmus je jednim ze zékladnich principt fyziky. Rozumime jim takovy proces, kdy do-
chézi v urcitych materidlech (kovech) ke zméné magnetickych vlastnosti. Z latky se tak vlivem vnéj-
$itho magnetického pole vytvoii magnet. Tato magnetizace mtize byt bud’to tvrvald, nebo doc¢asna. K
latkdm podléhajicim feromagnetizaci patii naptiklad Zelezo, nikl, kobalt a vétsina jejich slitin.

Obecné mechanicka statistika nahliZi na cely systém, u kterého sledujeme vnéjsi makroskopické
vlastnosti (napf. teplota, hustota, magnetizace atd.), jako na systém mnoha individudlnich soucésti
(nejcastéji molekuly, atomy). Cilem je na zakladé znalosti vnitinich sil, stavi nebo déjt (sila mezi jed-
nostlivymi ¢asticemi) vyvodit zdvéry o systému jako celku. Uved'me jednoduchy piiklad. Na zakladé
znalosti mikrostavii systému ve vodé (sila mezi molekulami) bychom chtéli vyvodit zavislost hustoty.
Vime, Ze kdyZ teplota vzroste z 99° na 100° C, hustota systému o nékolik fadt klesne. To je zptisobeno
pfechodem kapalné vody na paru. Takovémuto pfechodu fikdme fidzovy prechod. Podobny fazovy
pfechod mtiZeme sledovat i u magnetizace latek. Kazdy pfechod nastava pii urcité teploté (nebo také
od/do urcité teploty) — tuto vjznamnou teplotu budeme nazyvat kritickd teplota.

Pro popis fyzikdlniho systému, u kterého se budeme zabyvat magnetizaci M, uvazujeme nésledu-
jici velic¢iny a konstanty:

e T -termodynamicka teplota,

* kg - Boltzmanova konstatna; kg = 1.380649-10723 J. K1,

1 . .
p = 7 —inverzni teplota,

* H -magnetické pole.

StéZejnim pojmem této prace je magnetizace M. D¥ive viak, neZ vysvétlime, co to magnetizace je,
budeme muset definovat nésledujici pojmy.

1.1.1 Konfigurace

Prvnim znich je definovani konfigurace o. Konfiguraci rozumime uspofddani ¢éstic (napf. atomu,
molekul), u kterych nés zajima hodnota jejich spini, které mohou nabyvat dvou rliznych hodnot (+1).
13



14 KAPITOLA 1. TEORIE

Definice 1.1. Necht mame N-C4sticovy systém na piimce (v jedné dimenzi). Pak konfiguraci tohoto
systému rozumime vektor o, kde
oge{-1,+1}Y,

neboli
o= (01,02,...,.0N), o;€{-1,+1} Vie{l,2,...,N}.

V jedné dimenzi, tedy pro ¢astice na pfimce, lze konfiguraci reprezentovat vektorem, ktery ob-
sahuje pouze hodnoty +1. Uved'me pfiklad konfigurace oy = (+1,+1,-1,+1,—-1,-1) pro N = 6. Tuto
konfigurace lze nalézt na obrazku 1.1, pficemz ¢dastici se spinem +1 budeme pro pifehlednost oznaco-
vat cervenou barvou a naopak ¢dstici se spinem -1 modrou barvou.

+1 +1 -1 +1 -1 -1
@ @ @ @ @ @

Obréazek 1.1: Pfiklad konfigurace o;.

Yoy

Ve dvou dimenzich (¢4stice na m¥iZece) 1ze konfigurace reprezentovat matici. P¥iklad konfigurace
pro systém velikosti 3 x 3 ¢astice (N =9) je

+1 -1 +1
oy=|+1 +1 +1
-1 +1 -1

a tuto konfiguraci lze nalézt na obrazku 1.2, kde vyuzivdme stejnou grafickou reprezentaci jako u

pfikladu v jedné dimenzi.
_l+ 1 l—l +1

+1 +1 +1
—e o o—
-1 +1 -1

RS

Obréazek 1.2: Priklad konfigurace o .

1.1.2 Parti¢ni suma
Dal$im pojmem je parti¢ni suma Z.

Definice 1.2. Necht X je mnozina vSech konfiguraci (ai)i.\i , IN-Casticového systému. Pak parti¢ni
sumu Z tohoto systému definujeme jako

Z=) exp(-PE(), (1.1)

(>

pficemz E(o) je energie konkrétni konfigurace o.
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Jak se energie E(0) vypocitd, bude zminéno v dalsi ¢asti 1.2. Pomoci parti¢ni sumy méZeme na-
sledné vyjadrit pravdépodobnost systému, Ze se bude nachdzet ve stavu s konfiguraci o, a to jako

1
P(o) = Zexp (-BE(a)). (1.2)

Parti¢ni suma tedy jinymi slovy plni roli normaliza¢ni konstanty rozdéleni pravdépodobnosti. Nékdy
budeme také parti¢ni sumu znacit Zy, ¢imz ddvdme najevo, Ze v systému, ktery zkouméame, uvazu-
jeme N Castic.

1.1.3 Magnetizace a ostatni fyzikalni veli€iny

Velmi dtlezitym pojmem potiebnym pro tuto préci je fyzikalni velicina magnetizace M, kterou
lze definovat jako

M= dm
=
kde dm je element magnetického momentu a dV je objemovy element. Magnetizace tak charakte-
rizuje stav (hustotu) magnetickych dipélovych momentt v objemovém elementu magnetické latky.
Mtizeme také fict, Ze charakterizuje, jestli a jak silny se z latky stal magnet. Tento stav mtiZe byt vyvo-
lan dvéma zptisoby.

Obecné je magnetizace M funkci H a T, kde H je vnéjsi magnetické pole a T je termodynamicka
teplota. Ve vét$iné pfipadt dochézi k mangetizaci vlivem vnéjstho magnetického pole H. Nékteré
latky vSak mohou podléhat tzv. spontdnni magnetizaci (znac¢ime M) — i pii nulové hodnoté mag-
netického pole H dojde k magnetizaci. Zkoumand spontanni magnetizace My = My(T) je zavisla jiz
pouze na teploté (H = 0). Zkoumanim této spontanni magnetizace bylo zjisténo, Ze k tomuto fyzikal-
nimu jevu dochézi pouze do urcité teploty — kritické teploty T¢. Graf priblizné zavislosti My na T je
mozné vidét na nésledujicim obrézku 1.3.

Mo(T) |

0 Tc

Obrézek 1.3: PfibliZzna zavislost spontdnni magnetizace My na 7.

Déle také zminime volnou energii F a vnitfni energii U, ktera je stfedni hodnotou energie konfi-
guracio.
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1
F=—-kgTInZ = —Ean,

1

U=<E>=Z

Y E(o)exp(-BE(a)),

ogeX

oT \T
Potfebnd bude také volné energie na ¢astici, kterou znacime f a pocitdme dle vztahu

d o (F
U=kgT?>—1 Z:—Tz—( )
BT

InZy(H, T
FUH,T) = lim fy(H,T) = —kpT lim 22N (1.3)
N—+o0o N—+oo
Préavé volnou energii na ¢4stici potfebujeme pro vyjddfeni pfedpisu pro magnetizaci M:
M((H,T) = af(HT) (1.4)
U eHT T '

Predchozi vztah (1.4) vychdzi z Gvahy, Ze magnetizace je ,primérny” magneticky moment na
Castici a nasledné je pouzito nékolik dalsich postupli pro odvozeni. Nicméné vSechny vySe zminéné
vztahy pochdzi z fyziky, proto je zde uvddime bez bliZ§iho odvozeni. Pro zdjemce je tato problematika
bliZe objasnéna napiiklad v [8].

1.2 Obecny Isingtiv model

V obecném Isingové modelu uvazujeme energii konfigurace o jako
E(U'):_Z]ijaiaj_,uzhjo'j- (1.5)
(ij) J
V tomto vztahu vystupuji nové veli¢iny a také znaceni, které popisuji
* Jij je interakce mezi ¢dsticemi i a j,
* 1 je magneticky moment,

* hj je externi magnetické pole, které ptisobi na j-tou ¢éstici,

2 vz

* (ij) znaci dvé sousedni cdstice i a j; sumaci pfes toto znaceni myslime sumu pfes vSechny
kombinace sousedd.

Interakce J; muze byt bud’to zdpornd, nulovd, nebo kladna. Podle znaménka rozlisujeme inter-
akci ¢astic i a j jako

* Jij >0 - feromagnetickd interakce,

* Jij <0 - antiferomagnetickd interakce,

* Jij =0 - Castice jsou neinteragujici.

Isingiv model obecné uvazuje ty latky, které maji J;; kladnou. Proto lze hovofit o Isingové mo-
delu feromagnetizace latek. Déle se jiz zaméiime na analytické feSeni Isingova modelu v jedné a ve
dvou dimenzich. V jedné dimenzi myslime feSenim Isingova modelu nalezeni pfedpisu pro magne-
tizaci, v pfipadé dvourozmérné verze (diky dodatecnym pifedpokladim, zejména absenci vnéjsiho

magnetického pole) nds bude zajimat nalezeni pfedpisu pro volnou energii f.
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1.3 Isingivmodel v1D

Vv,

V této Césti se zaméfime na feSeni Isingova modelu v jedné dimenzi (prezentovany v [8, 9]). Re-
Senim budeme rozumét vypocitani magnetizace M. Nalezeni kritické teploty T¢ neni mozné, jelikoz
neexistuje pro teploty vétsi nez 0 K. Této teploty neni oviem moZné dosdhnout.

Pro analytické feseni vS§ak musime pfedpoklddat dvé nasledujici omezeni. Zaprvé budeme uvazo-
vat systém N Céstic, které jsou na kruhu. Dostaneme tedy periodické okrajové podminky (o y+1 :=01)
a tim pddem budeme mit informace i o ¢asticich s indexy 1 a N. Konfigurace ¢ tohoto systému bude
N-slozkovy vektor, jak jiz bylo zminéno v ¢asti 1.1.1.

Druhym omezenim bude kratkodosahovost systému. Kazd4 c¢astice bude interagovat pouze se
svymi sousedy na kazdé strané.

Poslednimi pfedpoklady jsou stejné hodnoty J;; a hj pro vSechny i a j oproti rovnici (1.5) z ¢4sti
1.2.

S témito omezenimi pak mtizeme napsat energii konkrétni konfigurace o nasledujicim zptisobem

N N
E(@)=-]) ojoja—-H) oj, (1.6)
j=1 j=1

kde H = uh.

Pro vyfeSeni Isingova modelu v 1D (po zavedeni vSech dodate¢nych predpokladii a omezeni) je
dilezité vypocitat particni sumu Z, abychom mohli nasledné vyjadfit volnou energii F, pfipadné f,
a z té poté odvodit predpis pro magnetizaci M. Od této chvile budeme také parti¢ni sumu znacit
symbolem Zy namisto Z, abychom zdiraznili velikost systému, ktery je tvofen N ¢dsticemi.

Dosadime tedy vztah (1.6) do obecného vztahu (1.1)

). (1.7)

Pro zjednodus$eni ozna¢me k = §] a h = BH. MliZeme tedy pokracovat v upravovani vyrazu (1.7)

N N
—JY 0jojm-H) 0
=1

j=1

ZN = Z exp (—[3

o€eX

N N
ZN = Z exp ]CZO']'O']'+1+hZU]’)
j=1 j=1

gex

—Zex k(o102+ 0203+ )+(ﬁa +ﬁ0‘ +ﬁ0‘ +ﬁa+ )
_UEZp DRt PR A A A

h h
= Zexp k0102+5(01+02) ---exp kO'NO'1+§(0'N+0'1)

(1>

N h
=Y 1] exp(k0i0i+1 +—~(0; +Ui+1))-
ogelj=1 2

Zavedeme dalsi oznaceni. Funkci ¢ definujeme pro dvé castice i a j z libovolné konfigurace o
jako

h
$(o;,0;)) =exp k0i0j+5(ai+aj) . (1.8)
Diky této funkci ¢ pfepiSeme vztah pro parti¢ni sumu nasledovné

ZN= Y, Y, o Y ¢01,02) - ¢l02,03)...p0N,01). (1.9)

o1=x1l0,=%1 on==%1



18 KAPITOLA 1. TEORIE

Ve vztahu (1.9) se s¢itd pfes vSechny hodnoty 01,073,...,0n = £1. KdyZ tedy definujeme pomocnou
matici M jako

= (6L +D ¢(+1,—1))_(ek+h e—k)

S \p(-1,+1)  ¢p(-1,-1) ek ek=h

budeme moci vztah (1.9) pfepsat do ndsledujiho tvaru

ZN = Z Z Z ¢(01,02) - Pp(02,03)...¢p(0ON,01)

o1=*x10,=%1 on==%1

2 2 2
=) ) e Y (M), (M) (MD) 4
i1:1i2:1 iNzl
2 2 2 2 (1.10)
= Z Z Z (Z (M)iliz(M)iziS)(M)i3i4.--(M)iNi1
i1=1i3:1 iNzl i2=1
2 2 2 )
=) e D (M) (M . (VD) 4,
i1:1i3:1 lN:1
Postupnym vyuZzivdnim definice maticového ndsobeni tedy dospéjeme k vysledku, Ze
2
Zn=). MY 5, (1.11)
i]zl
nebo-li
Zy =Tr(M"). (1.12)

Nyni si vS§imneme, Ze je matice M symetrickd. Z teorie linedrni algebry vime, Ze tudiz existuje
matice R regularni a matice D diagondlni takova, Ze

M = RDR!. (1.13)

Prvky diagonélni matice D si oznac¢ime

M0
D_(O ﬂz)'

Nyni si rozepiseme matici MY, kdy za jednotlivé matice M dosadime z rozkladu (1.13) a upravime
MY =RDR ™ -RDR ' ---RDR™' = RDVR ™.

JelikoZ je matice D diagonélni, matice DV se vypo¢&ita velmi jednoduse, a to nasledovné

AN 0
N _ 1
D _(0 AgV)'

ws 2 v

Pro dalsi tucely si pfipomeneme jednoduché lemma.

Lemma 1.3. Nech? A,B € R™". Pak
Tr(AB) = Tr(BA).

Za vyuziti znacCeni z tohoto lemmatu 1.3, kdy oznacime
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s A=R,
s B=DVR!,
muiZeme psat
Zy =Tr(MY) = Tr RDVR ™) = Tr (DVR'R) = Tr (DV).
Parti¢ni suma Zy se tedy rovnd stopé diagonalni matice DV, proto

ZN:AIIV+A£V.

Zaroven také vime, Ze 1; a A, jsou vlastni ¢isla matice M (vlastnost rozkladu z linedrni algebry). Pro
vypocet téchto vlastnich ¢isel vyuZzijeme charakteristicky polynom matice M. Ten je feSenim rovnice

det(M— Al =0.

Dosadime za matici M

ekl -2 ek k+h k—h 2k _ 2k | 42 k+h k—h 2k !
ok ok=h_ g =@ - —eF=eF+ A1 - e - e -7 0.

Dostévame tedy kvadratickou rovnici pro proménnou A
!
A2 —(eFthyek=hy. g ek 72k 2,

Reseni této kvadratické rovnice je nasledujiciho tvaru

e2k _ =2k 4 \/e2k+2h _ 92k 4 ge—2k 4 p2k-2h
2

v

Toto feSeni si ndsledné upravime do co nejjednodussiho tvaru. K tomu vyuZzijeme ptepis do hyperbo-
lickych funkci

AI,Z =

1

1 1
M= ekcosh(h) +|e?k. 3 (cosh(2h)-1) + e 2k ’ .

Za vyuziti rovnosti

% (cosh(2h) — 1) = sinh?(h)

tak dostavame

1
A= ekcosh(h) + (estinhz(h) +e_2k)2. (1.14)
Pti znalosti vlastnich ¢isel 1; a 1, mGzeme dosadit do predpisu pro volnou energii na ¢dstici (1.3)

InZ 1
o, T) = —kp Tz = e T—In (AN + A2

N N
=—kpT—

N
! NlnA; +1n(1+(&) ))
N A
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Jelikoz 11 > A,, mGZeme upravit ndsledujici vyraz takto

1 Ao \N
f(H,T)= lim fy(H,T)=-kgTlnA;— lim kBT—ln(1+(—2) ):—kBTlnAI, (1.15)
N—+oo N—+oo N A1

nebot limita
. 1 A2\ N
Nl_l)l'_l"_loo kB Tﬁ ln(l + (/1—) ) =0,

jelikoZ A, < Ay, tedy 42 < 1 a tudiz

) A2\ N
Iim In|1+([— =0.
N—+o0 /11

Volnou energii avSak pro jednoduchost ponechdme v proménné % misto H.

f(h,T)=—kgTln (ek cosh(h) + (eZk sinh?(h) + e‘Z’C)Z) . (1.16)

V prvni ¢ésti jsme uvedli vztah (1.4), diky kterému nyni miizeme vypocitat magnetizaci M nasledovné

0 0
M(H,T)= —ﬁf(H, = —ﬁﬁf(h, I

1 1
= —m% (—kB Tln (ek cosh(h) + (eZk sinh?(h) + e—zk) 2 ))
1
= - (ek sinh(h) + (e?‘k sinh?(h) + e_Zk)
ek cosh(h) + (e2ksinh? (h) +e~2k)2

_1
2

ek sinh(h) cosh(h)

1
= ek sinh(h) -

ek cosh(h) + (e2k sinh?(h) + e~2k)

1
(e? sinh?(h) + e~2K)? + e* cosh(h)

(e2ksinh?(h) + e—Zk)%

NI—=

Po zpétném dosazeni za k a i dostaneme findlni vyraz

e/Psinh(Hp)

MH,T) = -, (1.17)

(e2/Psinh?(Hp) + e 2/F)2
pficemz zavislost na T je skryta v proménné .
Pro okomentovani vysledku si v§ak vztah (1.17) pfepiSeme do proménné T
J_
e*s” sinh (FHT)
M(H,T)= (1.18)

NI—=

(e% sinh? (%) + e’ﬁ%)

Pokud uvazujeme T > 0 (teplota T = 0 nelze dle sou¢asnych védeckych poznatki dosdhnout),

funkce M(H,T) je pro takovéto T a libovolné redlné H spojitou funkci na tomto svém defini¢nim

oboru. Nelze tedy najit Zzddnou kladnou hodnotu T, pfi které by v M nastdvala singularita (skok),

kterd by znacila ptitomnost fdzového pfechodu. To tedy potvrzuje fakt, Ze v jedné dimenzi nema Isin-

gliv model Zddnou (dosazitelnou) kritickou teplotu. Pro ndzornost 1ze na obrazku 1.4 vidét priibéh
magnetizace M dané pfedpisem (1.18).
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Obrazek 1.4: Pribéh magnetizace M v zdvislostina T pro hodnoty kg =1, J=1a H =0.01.

1.4 Isingv model ve 2D

V této ¢asti se budeme zabyvat feSenim Isingova dvourozmérného modelu. Konkrétné se budeme
zabyvat kombinatorickou metodou feSeni prezentovanou napiiklad v [11, 12, 13, 14], ktera je méné
Znama.

Pro jednoduchost budeme uvazovat miizku velikosti 7 x n. Celkem mame tedy n? = N &astic.
Kazda ¢astice mtlize mit hodnotu spinu +1 (o, j = £1). VSech konkrétnich konfiguraci o = (U,-, ])In i=1
je tedy celkem |Z| = 2N,

Dal$im pfedpokladem pro feSeni Isingova modelu ve 2D je absence vnéjstho magnetického pole
(H = 0) a zéroven toroiddlni podminka na periodi¢nost (periodi¢nost v obou smérech). Dal3im zjed-
nodusenim je opét podminka J;; = J pro kazdé i a j. To vSe nam implikuje tvar energie konfigurace
0. Ta pfechdzi na rozdil od (1.5) na jednodussi tvar

E(@)=-)_Jo0j, (1.19)
i)
pficemz soucet je pfes vSechny sousedici ¢édstice — s¢itancti je tedy celkem 2N. Zaved'me jesté pro
jednoduchost mnozinu .#, kterou ozna¢ime mnozinu vSech sousednich index, tj.

A=A ) Y
V nasem pfipadé, kdy uvazujeme N céstic spolu s toroiddlni periodickou podminkou, plati, Ze |.#| =
2N.
1.4.1 Zakladni dprava parti¢ni sumy

Stejné jako vsekci 1.3, pro analytické vyfeSeni modelu ve 2D potfebujeme vypocitat parti¢ni sumu
Zn. Za vyuziti pfedpisu (1.19) dosadime do obecného pfedpisu (1.1) a zatneme vyraz upravovat
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Zn=Y exp(-BE(a)) = Zexp(ﬂ Y. Jo; a,)_ Y Z 3 exp(k Y aa])

oex oex (ijye =+lo0,= on==1 (ijye

Symbolem £k, stejné jako v ¢dasti 1.3, oznacujeme k = /. Déle vyuZijeme vlastnost exponenciely
Yooy Y ] exp(koioj). (1.20)
o1=*10,=+1 O'N:il(ij>€./ﬂ
Exponencielu ve vyrazu (1.20) chceme nahradit hyperbolickymi funkcemi. K tomu vyuzijeme jedno-
duchého vztahu, ktery vychézi z definice funkci sinh a cosh
e* = cosh(x) + sinh(x).
Soucasné ve vztahu (1.20) vystupuje soucin ;0 ;. Jelikoz o; nabyva pouze hodnot +1, rovnéz soucin

0;0 j nabyvéd hodnot +1. Zaroven vime, Ze cosh je funkce suda a sinh funkce lich4, ¢ili plati

cosh(—x) = cosh(x),

sinh(—x) = —sinh(x).

Se vSemi zminénymi poznatky miizeme pfepsat soucin exponenciel z vyrazu (1.20) ndsledovneé:

[T exp(koioj)= ][] (cosh(ko;o;j)+sinh(koioj))= [] (cosh(k)+o;o;sinh(k)).
(ijyet Gjyett (ijyett

Tento vyraz chceme ddle zjednodusit. Budeme tedy dale upravovat
cosh(k) + 00 jsinh(k) = cosh(k) (1+0;0 jtanh(k)).
Po substituci u = tanh(k) a vyjadieni funkce cosh(k) pomoci proménné u, které vychdzi pouze z vlast-

nosti hyperbolickych funkci, dostdvame

B4
cosh(k) + o;0 ;sinh(k)) = l+o;0:u)=(1-u?)" % l1+0;0;iu).
(ijl)—eldﬂ( 2y ) (i]‘l)_({[ﬂm( 2y ) ( ) (ijl)_el_,ﬂ( g )

JelikoZ vime, Ze |.#| = 2N, mlizeme pfepsat vztah (1.20) jako

Zn=(1- ) Z Z Y [l (+oioju). (1.21)

=+l0,= UN:il(ij>€M
Déle se budeme snaZit upravovat tento vyraz. Rozepiseme si produkt vystupujici v tomto vyrazu.
[1 t+oioju)=(1+0405u)(1+04,0},u)... (1.22)
(i)t
Pfi roznasobovani tohoto produktu tedy budeme ziskdvat mocniny u s prislusnymi koeficienty. Tento
vyraz (1.22) 1ze tedy prepsat do tvaru

[[ (+oioju)= 3 u™ > lrj(aikffjkl

(ijyet m=0 {(1,71), @2, j2)se s (imy )Y EM =1
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Po dosazeni tohoto vysledku do (1.21) dostavame

m

Zy=(1-u)" PIRDIRESDS > u” > i) 029

=*lo,= on=+1m=0 {G1,1), @2, j2)sees (s Jm) Y= M k=1

Pfed dalsim pokracovdnim ve vypoctu si definujeme grafy, které budeme pro dalsi préci potte-
bovat. Obecné budeme grafem rozumét mnozinu vrcholti a hran. Kazdy vrchol bude reprezentovat
konkrétni o ;. Stupném vrcholu budeme rozumét pocet hran, které z daného vrcholu vychazi.

V pribéhu dalsich vypocta uvidime, Ze ze vSech obecnych grafti, které lze sestrojit na mnoziné
(i)} =1 nds budou zajimat pouze urcité grafy se specifickymi vlastnostmi.

Vrat'me se v8ak zpét k vyrazu (1.23). Uvédomme si, Ze scitaci index m ndm uddavé, kolik dvojic
sousednich c¢dstic bereme do konkrétniho grafu v potaz. Neboli m udéava pocet hran uvazovaného
grafu. JelikoZ je soucet komutativni, miiZeme zaménit ve vyrazu (1.23) sumy.

2N m
AT W Y ¥ ¥ fowon a2
m=0 {1,102, j2)sees Gy Jm)}EM O1=2102=%1  OoNn=%1k=1

V tomto vyrazu tedy vystupuje soucin rtiznych o, ktery s¢itime pies hodnoty +1. Pokud tedy v sou-
m

¢inu [] 0.0 bude néjaka o obsazena lichy pocet-krat (bude osahovat clen ai”“, kdy n € N),
k=1

V}’/sledr_ly soucet Y ) --- ) zafidi, Ze pfispévek od takovéhoto ¢lenu do hodnoty Zy bude

o1=tx1l0,=%1 on=z%1
nulovy. Jinymi slovy, grafy, které budou obsahovat o lichého stupné, nemusime uvaZovat, jelikoz

jejich pfispévek je nulovy. Pro dalsi praci tedy zavedeme pojem pripustny graf.

1.4.2 Pripustné grafy

Ozna¢me mnozinu pfipustnych grafti jako < (od slova admissible graphs). Tato mnozina bude
obsahovat pouze grafy, jejichZ vSechny vrcholy jsou sudého stupné. Ukazku ptipustného grafu lze
nalézt na obrazku 1.5, naopak ukdzku nepfipustného grafu na obrazku 1.6.

Obréazek 1.5: Ukézka piipustného grafu; vSechny vrcholy maji sudy stupen.
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Obrazek 1.6: Ukédzka nepiipustného grafu; graf obsahuje vrcholy lichého stupné.

m
Kdyz jiz tedy uvazujeme stupné vSech o sudé, pokazdé bude platit, Zze [] 0;0; =1, a tudiz
k=1

misto celého vyrazu (1.24) budeme moci psat

2N
Zn=(1-ut)" Y um > Y, Y X L
m=0 {(i1,)1),(i2,j2)sees (imy jm) €L O1=21 02=%1 on==%1

Ovsem

> Yy 1=2N, (1.25)

o1=x1l0,=%1 on=z%1

tudiz cely vyraz (1.4.2) je roven

2N 2N
In=—2 Y um y 1.
(L—1?)" m=0 (G, j), (i o)y (i o)} Et

JelikoZ pro m > 0 vyraz

1
(G, 1), 2, j2)sees (s ) YESA

predstavuje pocet grafl, které maji pravé m hran, mtizeme rovnici (1.4.2) nasledné pfepsat do tvaru

. (1.26)

oN
ZN = N (1+ > u™©
(1-u?) Gest
Zde znackou m(G) rozumime pocet hran v piipustném grafu G. Ve vyrazu (1.26) vystupuje suma pies
piipustné grafy </. Tuto sumu se nyni budeme snazit pfepsat do jiného tvaru, ktery se ndm nasledné
podafii vyjadrit do feSitelné podoby. K tomu definujeme nésledujici.
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1.4.3 Soucet pies cesty

Kazdy graf (v naSem piipadé pfipustny graf G € <) obsahuje pouze uzly se sudym stupném. Z
toho vyplyv4, Ze ho mtiZeme rozlozit na uzaviené smycky. Definujeme nyni cestu jako posloupnost
vazeb (zadnd vazba se nesmi opakovat vice nez jednou v kazdé cesté). Kazd4 dalsi vazba na cesté
zacind tam, kde pfedchozi skoncila, pfiCemZ posledni kon¢i tam, kde zacala prvni. Cesty jsou tedy
uzaviené.

Takto definované cesty jsou nejednoznacné v tom, Ze pocatecni bod cesty mtizeme zvolit libo-
volné (v cesté délky n to bude pravé n moznosti, jak vybrat pocate¢ni bod) a tyto cesty si jsou ekvi-
valentni. Déle tedy nebudeme rozliSovat mezi ekvivalentimi cestami, budeme s nimi pracovat jako
s tfidou ekvivalence. Ukdzku konkrétni cesty s riznou volbou pocétecnich bodii A a B 1ze vidét na
obréazku 1.7.

° - 1 ° °

. ! - .
|

° b =eB °

Obrazek 1.7: Ukézka cesty délky n = 8 a dvou moznych pocatecnich bodii A a B.

JelikoZ se pohybujeme na ¢tvercové miizce, celkovy pocet rotaci, které cesta opise, je celé Cislo.
Necht ¢ je tedy pocet rotaci provedeny tecnym vektorem cesty (tj. celkovy tihel rotace déleny 27, pii-
¢emz dodrzujeme konvenci, Ze kladny smeér je proti sméru hodinovych ruc¢icek). Diky tomuto poctu
rotaci mtizeme ddle definovat znaménko s cesty p, které provedla t rotaci, jako

s(p) =—(-1". (1.27)

Znaménko cesty je tedy +1, pokud cesta provedla lichy pocet rotaci, a -1, pokud provedla sudy pocet
rotaci. Pokud by néjaka cesta p’ byla periodické (na obrazku 1.7 bychom z bodu A prosli cestu 2x po

sobé; délka by tedy byla n = 16), oznacime jeji peridou w (w je tedy nejvetsi ¢islo takové, Ze w podcest
cesty p’ je jiz neperiodickych). Pro periodickou cestu p’ s periodou w definujeme znaménko

s(p)) = —(=)¥, (1.28)

kde t' je pocet rotaci pro nejvétsi neperiodickou podcestu cesty p’. PovS§imnéme si, Ze znaménko pe-
riodické cesty neni souc¢inem znamének jejich neperiodickych podcest. To plati pouze pro periodické
cesty s lichou periodou.
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Déle definujme vdhu (amplitudu) W cesty p jako

W(p) = s(p)u™P, (1.29)

kde m(p) je délka cesty p.
Pro postup vypoctu parti¢ni sumy predstaveny v této ¢asti prace je nédsledujici krok stézejni. Bu-
deme chtit ukdzat, Ze plati ndsledujici rovnost

1+ Y w9 =[](1+wW(p). (1.30)
Geod [p]
Tato rovnost ¥ik4, Ze soucCet pies vSechny grafy je ekvivalentni soucinu pfes viechny ekvivalentni cesty
(symbol [p] pfedstavuje oznaceni ekvivaletnich cest p). Toto se nyni budeme snazit dokazat.
Produkt na pravé strané rovnice (1.30) bude obsahovat kromé konstatniho ¢lenu 1 také Cleny,
které budou nésledujiciho tvaru

W(pD)W(p2)...W(pr) = stu™ spu”™ .. spu™, (1.31)

v s v P ozn. ozZn.
kde pouZivdme znaceni s; = s(p;) am; = m(p;).
k

> m;
OznaCme nyni s ogr $182...8k. Zaroven |s| = 1, Cili [W(p))W (p2)...W(pi)l = ui=t . Tento Clen
k

obsahujici uigl " budeme chtit rozloZit podle toho, kolikrdt se danéd konkrétni vazba v této cesté vy-
skytuje.

V ¢lenu (1.31) se budou objevovat jak vazby, které budou zastoupeny praveé jednou (v celém sou-
¢inu), tak vazby objevujici se vicekrat. Tyto dvé situace si rozdélime. Uvazujme tedy nejdiive piipad,
kdy se vSechny vazby ij vyskytuji ve vyrazu (1.31) nejvySe jednou v uvazovanych k cestach. Z toho
vyplyv4, Ze bud’to jsou cesty py, p2,..., px disjunktni (nemaji Zddny spole¢ny vrchol), a nebo se cesty
navzdjem kiiZi (obsahuji spole¢ny vrchol /, ktery je stupné 4).

Méjme tedy graf G € of. Oznatme N, jako pocet vrcholl stupné 4 grafu G. Kdyz bychom proché-

zeli vrcholy grafu G, v kazdém vrcholu, ktery ma stupen 4, miizeme bud'to (viz obrazek 1.8)
1. pokracovat rovné,
2. odbocit po sméru hodinovych rucicet (doprava),

3. odbocit proti sméru hodinovych rucicet (doleva).

Obrazek 1.8: Ukazka moZnych pokracovani v uzlu stupné 4.

Déle také zaved'me 11, t» a 3 jako pocet vrcholti, ve kterych vyuzijeme moznosti 1., 2. a 3.
Chceme urcit pocet kombinaci, kterym lze graf G rozloZit na cesty (resp. kolik moZnych cest 1ze
na grafu sestrojit). Se zavedenym znacenim vime, Ze cest bude celkem 3N (v kazdém uzlu stupné 4
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mame 3 moZznosti, kam jit). Také plati, Ze N, = 1 + to+ t3. Podivejme se nyni, jak jednotlivé typy kiiZeni
budou pfispivat ke zméné znaménka grafu G.

K¥iZeni typu 1. znamen4, Ze cesta v tomto uzlu provede rotaci o plny thel, tj. zména znaménka
bude krat (-1). Kdyz tedy mame #; uzlti, ve kterych dochézi ke kfizeni typu 1., vysledné znaménko
grafu G bude ndsobeno faktorem (—1)". Naopak, pokud dochazi ke kfiZeni typu 2. a 3., ke zméné zna-
ménka nedochdzi. Mizeme tedy psit, Ze vysledné znaménko bude ndsobeno faktory (+1)2 a (+1)%.

Urceme, kolika moznymi zplisoby lze vybrat trojici (#1, t2, t3) za podminky #; + £ + 3 = Ny. Tento
pocet oznatme P,. Jednoduse lze vypocitat, Ze vysledek bude

p, = Ny Nys— 11 1= Ny! (Ng— 17)!
Tln 3 Ny t)!t! BNy -t — 1))

Tento vyraz je po upravé roven
Ny!
P4 = .
lo'ts!
Pro vSechny kombinace cest a graf G plati, Ze soucet vSech vazeb v konkrétni kombinaci je vzdy
m(G). Kazd4d kombinace tedy obsahuje faktor (+1) a €len u™o), Podivejme se nyni, co se stane, kdyZ
tedy budeme chtit se¢ist vSechny moZzné kombinace cest pro konkrétni graf G, ktery stile uvazujeme
s neopakujicimi se vazbami a ktery je uzavieny. Pro tuto sumu dostdvime

(1.32)

!
Nat DO+ 2+ B U™, (1.33)

Y WpdWps) .. Wipd= Y
[p(G)] (4 5ots) Hli!ts!

Vyraz navic mizeme dle multinomické véty zjednodusit do tvaru

Ny!

FDIED2ED B ™ = (1 +1+ DN ™M@ = O, (1.34)
(11,1, 13) hlt!ts!

Tento vysledek je platny pro uzavieny graf, u kterého se zadnd vazba neopakuje vice nez jednou. Pro
graf G/, ktery je tvofeny uzavienymi podgrafy Gy, Gy, ..., G, vSak neni tézké ukdzat, Ze vysledek bude
stejny. Kazdy podgraf G; totiz dle pfedchozi argumentace p¥ispiva do partiéni sumy hodnotou (¢,
Podgrafy Gy, Gy, ..., G, tak celkové pfispivaji

T w6 = (5" m), (1.35)
=1

1

jelikoz 3. m(Gi) = m(G).

Celll<olvé tedy dostdvame vysledek, Ze pro kazdy graf G, ve kterém se vyskytujici vazby neopakuji,
je produkt pies cesty tvofici graf G roven hodnoté 1™,

Pro grafy s opakujicimi se vazbami nemusime znovu dokazovat, Ze jejich ptispévek do parti¢ni
sumy je nulovy, jelikoZ jsme to jiz ukézali. Takovéto grafy jsme vyloucili, kdyZ jsme zavedli oznaceni
pripustné grafy.

Zavérem tedy zopakujeme, Ze jsme dokdzali nasledujici stéZejni vztah

1+ Y u™O=T](1+wWp).
Geod [pl

Za pomoci této identity tedy pfepiSeme vztah (1.26) do nésledujiciho tvaru
oN

Zy=——=[10+Wp). (1.36)
(1-u?)" [p)
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N

Poslednim, a to nejdilezitéjsim krokem, je vyjadfit analyticky parti¢ni sumu. K tomu budeme
potiebovat spocitat vSechny cesty.

1.4.4 Pocitani vSech cest

V souladu se zavedenym znaménkem spolu s pozitivnim a negativnim smérem definujeme kazdé
otoCeni doprava ¢i doleva jako zménu znaménka o + %. K tomu vyuZijeme vlastnosti komplexni expo-
nenciely, a proto otoceni doprava (proti sméru hodinovych rucicek ) bude znamenat nésobeni vyrazu
znaménka faktorem @ = e~ 7, zatimco oto¢eni doleva bude znamenat nasobeni faktorem a = e’ . Po-
¢et provedenych rotaci je vzdy celé &islo, a proto vysledné znaménko bude vzdy e*"™, kdy n € N.
Tento vyraz je v§ak diky vlastnostem komplexni exponenciely vzZdy roven +1. Pokud cesta bude v
daném vrcholu pokracovat rovné, nedochdzi tudiZ k rotaci a budeme tedy vyraz nasobit faktorem 1
(nedochézi ke zméné).

Amplituda W (p) cesty p se sklddd ze znaménka a vyrazu u'”, kde m je délka cesty p. Znaménko
vyjadiime za pomoci definovanych faktort a a @ a celd amplituda cesty p je proto rovna

W(p) = a“al1¢. u® e (1.37)

kde a je pocet otoceni doprava, b pocet otoceni doleva a ¢ pocet pokracovani rovné na cesté p. Takto
bychom mohli po¢itat amplitudy pro jednotlivé cesty. My vSak postup trochu zménime a budeme se
snazit vypocitat amplitudy pro soubor cest, které budeme sdruzovat do skupin podle jistych vlast-
nosti.

Pro dalsi préci také budeme na zdkladé poznatki z kvantové mechaniky ¢i vinové mechaniky
pfedpokladat, Ze amplitudy cest podléhaji linearité, tedy zZe amplituda cesty sloZené z vice podcest
je rovna souctu amplitud jednotlivych podcest.

Ozna¢me nyni symbloly Uy, (x, y), D, (x, y), Ln(x, ¥), Ry (x, y) amplitudu pro soucet viech cest, které
v n krocich dojdou na pozici (x, y) ve sméru nahoru (U), dolu (D), doleva (L) nebo doprava (R). Sym-
bolem Uj((35,24) tedy myslime amplitudu vSech cest, které po 10-ti krocich skon¢i na pozici (35,24)
s tou podminkou, Ze do pozice (35, 24) dojdou zespodu (smér nahoru), tedy pfedposledni pozice cest
je (34,24). Dtlezité je také zminit, Ze uvazujeme bézné uzivany smér os, tedy osa x probiha od nuly
doprava a osa y od nuly nahoru.

Vyrazy Uy (x,y), Duy(x,y), Ln(x,y), Ry(x,y) 1ze diky jejich vlastnostem pocitat rekurzivné. To si
detailnéji vysvétlime pro amplitudu U, (x, y). Kdyz tedy zndme p¥islusné amplitudy pro krok (n—1) a
vSechny sméry, do stavu (x, y) se miizeme smérem nahoru dostat pouze z pozice (x, y —1). Soucasné,
pokud jsme do stavu (x, y — 1) pfisli zleva (L,-1(x, y — 1)), ndsobime tuto hodnotu faktorem a, jeli-
koz do stavu (x, y) musime provést odbocku doleva. Obdobné takto postupujeme pro R,_;(x,y—1)
a U,-1(x—1). Amplituda D,_;(x — 1) ve vyrazu pro Uy(x, y) vystupovat nebude, protoze v jednom
kroce se nelze vratit zpét do vychozi pozice. Cely tento soucet tfi amplitud v kroce (n — 1) ndsobeny
pfislusnymi faktory 1, a, @ ndsobime hodnotou u, jelikoZ ptibyl jeden krok (ceste se prodlouzila o
jednu vazbu). Celkem se tedy U, (x, y) vypocitd jako

Un(x, ) =u- (Up-1(x,y =D+ aLpy (X, y = 1) + @Rp-1(x, y - 1)). (1.38)

Podle stejnych pravidel napiSeme nyni pfedpisy pro ostatni aplitudy D, (x,y), L, (x, ¥), Rq (X, y)

Dn(x:J’) = u‘(anl(x;J""1)+aRn71(x;y+1)+dLn71(x;y+1)),

Lyx,y)=u-(Lp-1(x =1L y)+aDp_1(x—=1,y) +@Up_1(x-1,3)),
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Ry, ) =u-(Rpo1(x+ 1L, )+ aUp—1(x+1,y) + @Dp_1(x+1, ).

Uvazujeme také, Ze pokud je néjaké pozice (x, y) dosazitelnd pouze v m > n krocich, pak U, (x, y) =
Dy, (x,y) = Lp(x,y) = Ry(x,y) =0, nebot nemtizeme v n krocich dojit do bodu, ktery je od vychoziho
vzdalen alepsoni o n + 1 hran.

Problémem v téchto vyrazech je to, Ze rekurze nezavisi pouze na stavech (n — 1), ale také vystu-
puji hodnoty amplitud pro r@izné pozice (U, (x, y) zavisi také na U,_;(x, y —1)). Tento problém nadm
vSak pomuze vyrtesit velmi silny ndstroj matematiky, a to Fourierova transformace (zde Fourierova
transformace s diskrétnim ¢asem). Od U, (x, y) tedy piejdeme k U, (¢,n)

+00

+00
Uu&m= Y Y Unlx,y)e 1, (1.39)
X=—00y=—00
Obdobné bychom vypocitali D n(&m, in &,mn, I?n (¢,m). Dlivod, pro¢ pouzivame Fourierovu transfor-
maci je ten, Ze jednou z jejich vlastnosti je fakt, Ze linedrni posunuti v argumentu pfevadi na fazovy
posun. To tedy vyfesi nds problém v zavislosti (x, y) na riznych pozicich (x, y — 1) atd.
Uved'me také, jak se vypocitd v naSem piipadé inverzni Fourierova transformace, jelikoz ji bu-
deme pozdéji potfebovat

27121

! f f U (&,m)e*™ 1Y dg dn. (1.40)
00

(2m)?

Un(x,y) =
Fourierovu transformaci aplikujeme na vztah (1.38). Dostavame tak

+00 +00 . A
Up&m= Y Y e W[y (Upr(x,y-1)+aLy-1(x,y—1) + @Rp_1(x,y - 1)]
X=—00y=—00

+00 +00 . A
Yoy e IO [y (Upoy (3, ) + @Lp-1 (%, Y) + @Rp-1(x, )]

X=—00 y=—00

=u-e MNUp1Em) +alny_1 (& +aR,_1&mn].

(1.41)

Tento vypocet provedeme také pro D,,(&,m), Ln(&,m), R,(&,n). Pokud oznatime s = e a t = e,
dostdvame nésledujici Ctyfi rovnice (pro pfehlednost neuvddime argumenty (¢,17))

Uu,= u(t«Un_1+ ta-]:n_l + l'd'l?n_l),

A

Dy,

u(f-Dn_l + ia-}?n_l + id'in_l),
Ly=u(s-Lyp-1+sa -Dp_y+sa-Uy,_1),

ﬁn = U(Z'Rn_l +ta- f]n—l + id'Dn_l).

Tuto soustavu ¢tyf rovnic mtzeme se zavedenim vektoru

N

Un
Dy
; 1.42
i, (1.42)
R

n

Vn
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a matici
t 0 ta ta
0 t ta t
M=| @ e (1.43)
sa sa s O
Sa Sa O S
pfepsat jako rekurzivni vztah
Vp=uMy,_. (1.44)
Dokonce mtizeme provést iteraci n-krat, pficemz vysledkem bude
Wy = u"M" . (1.45)

V tomto vyrazu je v, amplituda smycky ,délky” nula, kterou bychom dosli do pocétku cesty pied
tim, neZ bychom udélali prvni krok. Jenze obecné tento smér zndt nemtizeme. OvSem v nasem pfi-
padé uvazujeme, Ze uzaviené smycky (cesty), ¢ili smér, ve kterém vychdzime, je totoZny se smérem,
v jakém do pocatecniho bodu dojdeme (pro uzavienou smycku je poc¢ate¢ni a koncovy bod totozny).
Pro uzaviené smycky (cesty) tedy plati o = y,,. Proto amplituda U, (x, y) bude mit ,nulty” krok vzdy
nahoru. Obdobné vSechny ostatni sméry. Oznacme ¢;, kdy i € {1,2,3,4}, jako jednotkové vektory ve
smérech nahoru, doli, doprava a doleva. KdyZ tedy chceme naptiklad vypoéitat amplitudu Uy, (x, y),
W pro tuto amplitudu bude €;. Celkem tedy Uy, (x, y) bude rovna

Un(x,y) = (u"M"€1),, (1.46)
coz lze diky vlastnostem jednotkovych smérovych vektort prepsat do tvaru
Un(x,y) = elTu”M”f:l. (1.47)
Stejnym postupem bychom vyjadfili ostatni apmlitudy D, (x, y), L, (x, y) i R (x, y).
Celkova amplituda uzavienych cest zacinajicich v bodé (x, y) (oznac¢ime A, (x, y)) je rovna souctu
amplitud ve v§ech smérech, tj.
An(x,Y) = Un(x,¥) + Dp(x, y) + Ln(x, ¥) + Ry (X, ).
Fourierova transformace je linedrni, proto tedy i

An&,m) = Upn(&,m) + Dp(&,m) + Ly (E,m) + Ry (E,m). (1.48)

Diky zavedeni vektorti £; mGzeme posledni vyraz pfepsat do tvaru sumy

4
el u"™"e; =) el (uM)"e;. (1.49)
1 i=1

Ap(x,y) = _

4
i=

Tato suma piedstavuje soucet diagondlnich prvki matice (uM)”, coZ je z hlediska linedrni algebry
stopa matice (uM)", kterou budeme oznacovat klasicky
Tr (uM)™.

Maéme tedy vysledek, ze
Ap(x,y) =Tr(uM)" . (1.50)
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KdyZ chceme vypocitat A, (x, y), musime provést inverzni Fourierovu transformaci A, (¢,n). Tu jsme
si jiz uvedli, proto rovnou piSeme, Ze

2m2m

! ffTr(uM)"dfdn, (1.51)
00

A, (0,0) =
0.0 =

pficemz vyc¢islujeme v bodé (0,0) proto, Ze chceme ziskat amplitudu v ptivodnim bodé. Vyraz (1.51)
téméf predstavuje sumu amplitud cest délky n. Oproti ptivodnimu zavedeni znaménka v (1.28), které
se vyuziva v definici amplitudy cesty v (1.29), se vyraz lisi ve znaménku. Déle také ve vyrazu (1.51)
uvazujeme vSechny amplitudy dvakrat, jelikoZ cesty pocitdime v obou smérech prochézeni (po sméru

hodinovych rucicek i proti). Zarovent mdme miizku o velikosti N atom, ¢ili mdme N vychozich pozic
pro cesty. Proto, kdyZ budeme chtit vyjadfit vyraz

2 Wip),

p(n)
kde s¢itdme pies cesty délky n, budeme muset A, (0,0) vyndsobit dle vySe zminénych korekci vyrazem
- % Celkem tedy dostdvame

2m 27

N 1

w =—— Tr (uM)"* dé dn. 1.52
> W) 2(2”)20fofr(u) £dn (1.52)

Nez vyjaddfime sumu amplitud, uvedeme zde jako vsuvku nékolik definici, vét a pozndmek z teorie
linedrni algebry.
1.4.5 Teoreticka vsuvka

Definice 1.4. Necht' A € R™*", Pak exponencielu matice A definujeme
eA:ﬂ+Z—. (1.53)

PozNAMKA 1.5. Takto definovand exponenciela matice A je dobfe definovand pro vSechny ¢tvercové
matice, nebot fada v rovnici (1.53) konverguje vzdy, viz [19].

Rovnéz mtizeme definovat logaritmus matice nasledujicim zptisobem.

Definice 1.6. Pro matici A € R"*" definujeme logaritmus jako

+00 A -1 k
InA=Y B0 (1.54)
k=1 k
pficemz tato rovnost plati pro takové matice A, které spliuji
[A-=Tn< 1. (1.55)

PozNAMKA 1.7. Norma || . | as v definici 1.6 znaci vyhovujici maticovou normu - tj. normu, kterd spl-
nuje podminku || (A —1)" ||<|| A—1|". Piikladem takové normy muiZe byt pro matici B € R"*" tzv.
spektrdlni norma

B [l2= [max [ Bx 2. (1.56)

X |2$1
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Véta 1.8. Necht je matice A € R"*". Pak plati
detexp{A} = exp{TrA}. (1.57)

Diikaz. Dtlikaz této véty lze najit napiiklad v [20].

1.4.6 Pokracovani vypoctu

Nyni se tedy vratme k vypoctu. Chceme vyjadfit sumu amplitud cest vSech délek. Vyraz (1.52)
tedy budeme scitat pies vSechna n. K tomuto vyrazu vSak pribude jesté faktor %, jelikoz kazda cesta
délky n ma pravé n pocatec¢nich bodd, které vedou na stejnou cestu. Dostavame

2m 21
Z Z W(p) = szTr(uM) d¢dn
p(n) n=1 2 (2 )
N 2n 21 +oo M)
_ 2[ Yy UM Gedn (1.58)
2(2m) =1 n

00
21 2m

O
2 (2m)?

f[Tr In(1-uM)d¢dn,

kde jsme v kroku (1) vyuzili definice 1.6. Zaroveni musime okomentovat zimény sumy a integralu.
V integralu vystupuje vyraz Tr (uM)”. Matice M mé prvky mensi nebo rovny (v absolutni hodnoté)
jedné. Kazdy prvek matice ndsobime proménnou u, kterou jsme definovali jako

J
=tanh k = tanh fJ = tanh —.
u=tan anh 8/ = tan k5T

Z této matice pocitame stopu. Celkem tedy stopa této matice mtize nabyt maximélni hodnoty 4 tanh ﬁ
Z tohoto vztahu dostdvdme podminku na absolutni konvergenci integrdlu pro ty teploty T, které spl-
nuji
1
tanh J < - (1.59)
kT 4
Pro takové teploty mizeme zaménit sumu a integral. Pfevod fady matic na logaritmus dle véty 1.6 je
mozny, nebot’ jiz bylo feCeno, Ze Zddny prvek matice (uM)” neni vétsi nebo roven jedné. Napiiklad
pro normu z poznamky 1.7 je tato podminka jisté splnéna.

Dospéli jsme k vyrazu pro soucet amplitud vSech neperiodickych cest. Ve vyrazu (1.58) s¢itdme
+00
pfes vSechny cesty délky n (s¢itdni Y ) a pak nésledné pfes vS8echna pfirozend n (s€itdni Y ). Chtéli
pn) n=1
bychom vSak opét pfejit k sumé pies ekvivalentni cesty (s€itdni ) ). Musime si uvédomit, Ze v souladu
[p]
s definici znaménka pro periodické cesty, které jsme definovali vztahem (1.28), plati ndsleduyjici. Zna-
ménko periodické cesty s lichou periodou je stejné jako znaménko jeji neperiodické podcesty, naopak
znaménko periodické cesty se sudou periodou je opacné nez znaménko jeji neperiodické podcesty.
Celkova amplituda periodické cesty p’ je tedy pro lichou periodu rovna W(p') = W(p)?"*!, za-

timco pro sudou periodu je to W (p') = =W (p)?", pticemZ n € Na W (p) znaéi amplitudu neperiodické
podcesty p cesty p'.
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Finédlné tedy mtiZeme pfepsat levou stranu vztahu (1.58) pro soucet amplitud vSech cest, které
s¢itdme pfes vSechny délky 7 jako soucet pfes ekvivalentni neperiodické cesty ndsledovné

+00 1 w 2 w 3
Y=Y wp=) [Wp- (p) + (p) —... (1.60)
n=1"pm) (p] 2 3

Pro nasledujici dpravu uved'me také tuto vétu.

Véta1.9. Pro kazdé x € (—1,1) plati

+00 xn
Ind+x) =) ("=,
n=1 n

Prava strana rovnice (1.60) vyjadfuje dle pfedchozi véty 1.9 Taylortiv rozvoj funkce In (1 + W(p)),
jelikoZz zcela jisté
[W(p)| <1.

Vztah (1.60) tedy upravime do tvaru obsahujici ¢len In (1 + W (p))

+00 1 w 2 w 3
Y LSy wip =Y (we - L@, Wer
n=1" pm) ) 2 3

=) In(1+W(p)) (1.61)
[p]

=In[J(1+W(p)).
(p]

Porovndnim vysledk (1.58) a (1.61) dostdvame, Ze

2n 21

N ffTrln(ﬂ—uM)dfdn,
00

2 (2m)?

In[J1+W(p)=
(p]

cili

2n 21
H(1+W)=exp N foTrln(ﬂ—uM)dfdn .
Ip] 2(27[) 0 b

Tento vysledek dosadime zpét do vyrazu (1.36), ¢imZ dostaneme

N 2 21
Tr In(1—uM)déd
2(2”)Zofofrn( uM) d¢ dn

Tento vyraz budeme déle upravovat. K vypocitdni stopy matice In (1— uM) z vyrazu (1.62) lze bud'to
vyuZzit ptimy vypocet, nebo vyuZzit identitu z véty 1.8.
Za pomoci této véty tedy pfepisujeme nésledujici vyraz jako

2N N

[T+wWm)=

(1- uZ)N [p] (1- uz)N

Iy = exp : (1.62)

Tr In (1- uM) = Indet (1- uM) =1n [(u2 +1)° = 2u(u? - 1) (cosé + cosn)] . (1.63)

V této rovnici vystupuje proménné u, kterou jsme substituovali na zacatku této Casti prace jako u =
tanh k = tanh (). Budeme tedy chtit tento vysledek pfevést zpét do proménné f. K tomu vyuZzijeme
vztahy a souctové vzorce pro hyperbolické funkce. Uvedeme pouze nékteré mezivysledky.
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2 cosh? (26))

+1)" = , 1.64
(1 cosh* (BJ) (1.64)
inh (2
2u(u2—1):—w. (1.65)
cosh* (8J)
Po dosazeni téchto vztahti do rovnice (1.63) dostdvame
h?(28J) - sinh (2
Tr In(1— uM) =Indet (1— uM) =In cos ( '6]) S £ '6]) (cos€+cosn)
cosh* (BJ) (1.66)
= —41ncosh (B7) +1In [cosh® (2B7) — sinh (28]) (cosé + cosn)] .
Celkovy vysledek pro parti¢ni sumu Zy vysel
2721
Zy =2 cosh*" (B]) exp e ff (—4Incosh (8]) +1n [cosh? (28]) —sinh (25)) (cosf+cosn)])d€dn] )
7T
00
(1.67)

V prvni ¢asti prace jsme zminili vztah (1.3) pro vypocet volné energie f na jednu ¢éstici. Dle to-
hoto vztahu nyni vypocitdme volnou energii na jednu ¢éstici pro dvourozmeérny Isingtiv model

. . InZy
f(n= hm fN(T)z_kBTNl—lH—loo ~
=—kgT l—l»TooN NIn2+2NIncosh(8])+
2721
+2(2\;)2ff(—4lncosh(,6])+ln[cosh2 (2BJ) —sinh (2BJ) (cosé +cosn)])dédn
00
2n 21
=—kpT|In2+2Incosh(BJ) + %ff 4Incosh (BJ)dédn + (1.68)
200 ,
—16n21ncosh(ﬁ])
2n 2w

+8—71T2ff(1n[cosh2 (2BJ) —sinh (28]) (COS'erCOSn)])dgdn]

2m 21

ln2+8—7112ff(1n[cosh2 (2B]) - sinh (28]) (cos£+cosn)])d€dn].

00

=—ksT

Po posledni tpravé tedy dostavame findlni vysledek, Ze

_ sinh(2p7) (cos¢ + cosn)

T)=—-kgT
J{T)=~ks Cosh2 (28])

In(2cosh(2f))) + f f In

dfdn]. (1.69)

KdyZ bychom v8ak nyni chtéli ziskat, stejné jako v jednorozmérném Isingové modelu, kritickou
teplotu, kterd by znacila moznost fizového pfechodu, neméme k dispozici vztah (1.4), jelikoZ ve dvou-
rozmérném modelu uvazujeme velikost magnetického pole H = 0. Kritickou teplotu znacici fazovy
pfechod vsak lze ziskat z tzv. Kramer-Wannierovy duality. Tento postup bude nastinén pozdéji.
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1.5 Isingiv model ve 2D - alternativni feSeni

V této casti predstavime postup feseni Isingova modelu druhym z mozZnych zptisobi - prezento-
vany v [8]. V ¢dsti 1.4 byl pfedstaven kombinatoricky pfistup feSeni. Nyni v§ak vyuzijeme obdobnych
postupt jako v feSeni jednorozmeérné verze.

Pro nésledujici postup v§ak nyni zobecnime piedpoklady pro zkoumany model. Pfedpis pro ener-
gii konfigurace o budeme uvazovat

E@)=-) Jijoio;, (1.70)
ij

pficemzZ interakeni ¢len J; j bude nabyvat dvou hodnot, a to K a L v zavislosti na sméru v mfiZce. Poté
muzeme oznaclit K = K- a L = L- . M¥izku si déle pro ndzornost nato¢ime. UvaZované konfigurace
tedy miizeme vidét na nésledujicim obrézku 1.9.

Obrazek 1.9: Ukdzka ¢4sti uvazované zrotované miizky s interakénimi ¢leny K a L.

Z obrézku lze vidét, ze castice tvoii horizontdlni fady. Pokud oznacime pocet fadka konfigurace
jako m, pak snadno nahlédneme, Ze m musi byt sudé ¢islo (aby byla zachovana periodickd podminka
na okraje, kterou stéle uvazujeme). Pocet ¢éstic v kazdém fddku pak oznacime n.

Necht konfigurace a',02,...,6%" jsou viechny piipustné konfigurace ¢astic 1,2, ..., n. Pak tedy

konfiguraci kazdého fadku mtizeme popsat jistym vektorem o = (ai, O'é, ceo aﬁl) pro néjaké konkrétni
ie{l,2,...,2".

Zaved'me nyni dvé nové funkce, a to V a W nésledujicim zptisobem

. . n . . 3 .
Vieg',al)=exp Z (KO';H_lO'{C +LU;CU{C) , (1.71)
k=1
. . n . ; . :
W', o)) =exp |y (Kotol+Lojol, ) (1.72)
k=1

Pro nézornost Ize na obrazku 1.10 vidét, jakym zptisobem se od sebe tyto dvé funkce lisi.
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Obrazek 1.10: Ukazka scitani ve funkcich Va W.

V definici parti¢ni sumy v (1.26) vystupuje soucet pfes viechny pfipustné konfigurace o € X z
vyrazu exp (—BE(0)), piicemz konkrétné v nasem piipadé se tento vyraz bude rovnat

Zy=Y exp(-PE@) =) exp(Z ﬂfijUin)-

o€ex o€ex aj

Pro tento dvourozmérny model viak uvazujeme pouze dvé hodnoty interakénich ¢lent, ato K a L v
zavislosti na sméru. Soucasné jsme zavedli oznageni K = K- a L = L- . Z vlastnosti exponenciely,
kterd pfevadi soucet v exponentu na soucin exponenciel, definice funkci V .a W dle (1.71) a (1.72) a
obréazku 1.10, ktery ukazuje, jakym zplisobem pokryva soucet ve funkcich V a W mfizku, mtizeme
pfepsat parti¢ni sumu do ndsledujiciho vyrazu

Zy =} exp(-PE(0))

o€eX

=YY ) V(01,02)W(02,03)V(03,00)W(04,05)...V(Om-1,0m)W (0 m01),

o) 02 Om

(1.73)

pficemz v tomto zdpisu pouzivime oznaceni o pro konfiguraci k-tého fddku celkové konfigurace o.
Na funkce V a W v8ak miizeme taktéz nahliZet jako na prvky matic V a W, kdy

n

V= (Vi) = (veheh)
on . .\ 2"
W= (Wij); oy = (W("l"ﬂ))i,j:l’

kdy nyni jako o pouzivimé opét pro i-tou moznou konfiguraci &astic 1,2,...,n ze viech moznych
konfiguraci na téchto ¢asticich. Rozméry obou matic jsou tedy 2” x 2", nebot’ kazdy fadek konfigurace
o muze mit 2" moZnosti, jelikoZ ol ={+1,-1}".

S vyuzitim oznaceni téchto matic V a W mtizeme piepsat vztah (1.73) do tvaru

2” 2ﬂ 271
Zn=3 ) 2 ViisWigiy o Vi i Wi -
i1:1i2:1 lm:1

Tento vyraz budeme dale upravovat.

on  on on
ZN: Z Z Z ‘/iliZVViZiS""/imflimM/imil
i1:1i2:1 lm:1
on  on on on (174)
= Z Z Z Z Vivi Wiyiy | Vigiy -+« Wiiy -
i1:1i3:1 imzl i2:1
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Vyraz uvnitf zavorek je dle definice ¢len sou¢inu matic, konkrétné
271
Y Vi, Wiyiy = (VW) 4, -

igzl

Tento vyraz dosadime zpét do (1.74) a pokracujeme v Gpravach

ZN = Z Z Z (\/W)lllg Vl;l4 Vvimil

i=1i3=1 im=1
2n 2" 2" (2"
=2 2 2| X (YW)iiy Vigs, | Wigis ... Wi (1.75)
i1_1i4_1 i,nzl i3_1
VL 2"
= Z Z Z VWV i, Wiis - .. Wi,y
i1=1lis=1 im=1
Takto vysCitdme vSechny sumy, az dospéjeme k vyrazu
2}1
Zn=Y (VWVW...VW);; = Tr(VW)?2 . (1.76)

i1:1

1.5.1 Vlastnosti matice (VW) 7

Obecné o matici (VW) zatim nevime nic konkrétniho. V této &asti uvazujeme 1Gzné vlastnosti
latky ve dvou smérech (parametry K a L). Podivejme se, jak vypadd matice VW.

27[
(VW);; = Z VW = Z Vie',a“ YW (", o)
k=1
2" n . .
=) exp Z(KO'§+10';C+LO';O';C) exp Z(Kaka +L0 l+1)
k=1 I1=1 (1.77)
2" n . )
=) exp Z(KO’;+10';C+LO';O';C+KO' ol +Loko {H)
k=1 =1
2" n . .
= HeXp(KU;+1O';C+LO';0';C+KU 0 +LU l+1)
k=11=1
Kdyz si nyni napiSeme clen (VW) ;;
2" n . . , .
(VW) j; = Z Hexp (KU;+105‘+L0{05‘+K0;“0} +L0’;CO'§+1), (1.78)
k=1I=1

zjistime, Ze pro obecné K a L neni matice VW symetrickd. Pokud vSak zavedeme dodate¢ny pfedpo-
klad, Ze K = L, pak vime, Ze tato matice symetricka je, jelikoZ vyrazy (1.77) a (1.78) se pro K = L rovnaji.
Naésledujici vypocet tedy rozdélime do dvou ptipadt.

1. Matice VW je symetricka, tj. K = L:

Pokud je matice VW symetrickd, existuje dle poznatkt z linedrni algebry rozklad

VW = RDR ™,
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PRy

pficemZ matice D je diagonélni a na diagondle této matice se nachdzeji vlastni ¢isla matice VW.
Soucasné z toho rozkladu vyplyvé, Ze pro matici (VW) 2 plati

(VW) 2 =RDZR".

Za vyuziti lemmatu 1.3 tak miiZzeme tvrdit, Ze

m

m m
ZN=A} +A; +-+ A,

pficemz A; jsou vlastni ¢isla matice VW.

2. Matice VW neni symetrick4, tj. K # L:

V piipadé, Ze matice VW symetrickd nebude, nelze pouZit stejnou argumentaci pro vypocet
parti¢ni sumy Zy jako v pfipadé symetrické matice. AvSak ke stejnému vysledku mtizeme dojit
jinou cestou.

Pro kazdou (i nesymetrickou) matici A plati, Ze
Tr(A) = ) Ai(A),
i

2 vz

kde A;(A) jsou vlastni ¢isla matice A. Soucasné také pro vS§echny A plati (dle véty 1.1.6 z [21])

o(p(A)=poA).

Oznacenim p(.) myslime polynom libovolného stupné a o (.) znaci spektrum matice. Diky témto
dvéma argumentiim, tedy rovnéZ pro nesymetricky piipad matice VW, pro parti¢ni sumu uva-
zZovaného modelu plati, Ze

m

IN=AF +A] +-+ A (1.79)

1.5.2 Uprava &lenu (VW);;

Podivejme se vice na cleny matice VW. Vezméme vyraz (1.77) a rozepiSme si prvni sumu
2" n . , . .
(VW);; =) []exp (af [KU;_H + Lo} + Koy + Lo

I+1 )
k=11=1

= Z Z Z ﬁexp(a;c[KU§+1+L0§+KU{+LU{+I]).

ok=+10k=+1 ok=+11=1

(1.80)

Jelikoz hodnota U;C = +1, bude ¢len (VW);; v (1.80) obsahovat 2" ¢lenii typu

[TexpEL...10exp(£[...1)...exp (£ [...])).
=1

Témito hranatymi zdvorkami myslime hranaté zavorky z rovnice (1.80). Ddle mtiZzeme v tomto pfi-
padé (1.80) pfepsat pomoci jedné sumy jako

n . . . .
(VW);; = H Z exp (U [KU;+1 +Lo; +K0{ + Lo’

[+1
[=10=%1

)

Nakonec pomoci definice hyperbolického kosinu mizeme vyjadrit (VW);; jako

n . . . .
(VW);; = ZHIZCOSh [Ka§+1 +Loj+Ko| +Lo7, |
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1.5.3 Dalsi vlastnosti matice VW

Na matice V a W budeme nyni pohliZet jako na funkce parametrti K a L, tedy
V=V(K,L),

W=W(K,L).

Pak tedy i soucin téchto matic bude funkci parametrti K a L, proto budeme psat V(K, L)W(K, L). Déle
tento soucin zobecnéme, takZe uvazujme soucin matic s rozdilnymi parametry

V(K, WK, L. (1.81)

Pro tento zobecnény soucin matic 1ze ukézat nékolik vlastnosti. V [8] je napiiklad ukédzéno, Ze
pokud je splnéna podminka

sinh(2K) sinh(2L) = sinh(2K") sinh (2L, (1.82)

pak plati, Ze
V(K,LDW(K', L) =V, LhYW(K, L). (1.83)

Tato vlastnost se bude hodit v dalsim postupu.

1.5.4 Inverzni matice k VW

K vypoctu stopy matice (VW) z se bude hodit, pokud budeme umét vypocitat inverzni matici k
(VW). Stale budeme uvazovat matice, kdy V a W budou mit rozdilné paramtery, tedy uvazujeme sou-
¢in matic a jejich ¢lend tvaru

n . . . .

(VIK, DW(K', L)), = l]‘[1 2cosh [KU;H +Loj+K'o)+ Lo}, |. (1.84)

Zavedeme pomocné oznaceni, kdy pokud a, b, ¢, d = +1, definujeme
X(a,b,c,d)=2cosh[La+Kb+K'c+L'd]. (1.85)

Pomoci tohoto oznaceni pak tedy budeme psat
Tx(oi of o o
! 7/ _ i i

(VK, HW(K', L ))ij = HX(UI’UHI’UI’UHl)' (1.86)

I=1

Abychom zajistili moZnost nalezeni inverze k tomuto souc¢inu matic, budeme chtit volit takové para-
metry K, L, K’, L', aby tento sou¢in matic byl diagondalni matici. Chceme tudiz, aby

(\/W)ij750 = i=],
nebo-li

(VW);j =0 < i#]. (1.87)
Tuto podminku vsak nelze zafidit. Chceme najit tedy néjakou matici, kterd je ,skoro”’-diagondlni a
fidka.

Cleny matice (VW);; mizeme rozdélit do tfi pfipadi:
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1. konfigurace o = ¢/, nebo-li pro viechny indexy k plati

J J

i_ io_
0p=03 N Op 1 =074, (1.88)
2. konfigurace o = —07, nebo-li pro viechny indexy k plati
ol=-0l A ol =-0] (1.89)
k k k+1 k+1 :
3. existuje index k takovy, Ze
ol ;éaj A ol =0'j nebo o' =O'j A Ol ;éaj (1.90)
k k k+1 k+1 k k k+1 k+1° ’

Pokud tedy vynulujeme vSechny cleny, které spadaji do tfetiho pfipadu, vyslednd matice VW bude
mit nenulové ¢leny na diagondle a na jisté vedlejsi diagondle. Ze vsech ¢lent bude mit tedy pouze
2 x 2" nenulovych.

Pokud tedy chceme vynulovat vSechny ¢leny, které spadaji pod pfipad (1.90), musime zajistit,
aby byl soucin v (1.86) nulovy. To znamen4, Ze alespon jeden ¢len tohoto sou¢inu bude nulovy. Na
parametry K, L, K’, L’ proto budeme klast podminky

cosh(K+L—-K'+L')=0 A cosh(K-L+K'+L')=0.

Pokud budou parametry spliiovat tyto podminky soucasné, ¢leny splnujici (1.90) budou nulové. Tyto
dvé rovnice maji feSeni pouze v oboru komplexnich ¢isel, a to

1
K' =L+ —mi,

2 (1.91)
L'=-K.

Pro prvni pfipad obsazeny v (1.88) oznaCime ¢leny soucinu v (1.86) jako Xstejne. Pro kazdy clen
tohoto soucinu pak plati

! !
Xstejné = X0k, 041,05k, Ok+1) = 2€08h (KO 41 + Lo+ K' o+ L'og41)

1
:Zcosh(K0k+1+Lak+(L+Eni)0k+(—K)0k+1)
1 . 1 .
=2cosh (O'k (2L+ Em)) =2cosh (2L+ Em)

=2

1 1
cosh (2L) cosh (Eni) +sinh (2L) sinh (Eﬂi)

=2isinh (2L).

V tomto vypoctu jsme postupné vyuzili, Ze pro K’ a L’ uvazujeme vztah (1.91), sudost funkce cosh,
souctové vzorce a také vztahy pro hodnoty funkci

1
cosh (Eni) =0,
1 (1.92)
sinh(—ﬂi) =1.
2
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Pro druhy piipad obsaZeny v (1.89) oznacime ¢leny soucinu v (1.86) jako X;q,dine. Pro kazdy ¢len
tohoto soucinu pak plati

!/ !/
Xrozdiing = X (O, Ok+1, =0k, =0 k+1) = 2c0sh (Ko g1 + Lok —K'of — L'041)

=2cosh (Kak+1 + Loy —

1
L+ Eni ) O — (—K)ak+1)
1,
=2cosh (2K0k+1 + Emak)

=2

1 1
cosh (2Ko 1) cosh (Eﬂi ak) —sinh (2Ko 1) sinh (Eniak)]
= —2i0;0 )41 sinh 2K).

V tomto vypoctu jsme opét postupné vyuzili vztahu (1.91), sudost funkce cosh, lichost funkce sinh,
souctové vzorce a opét vztahy (1.92).
Pomoci téchto vyse provadénych vypoctli mtizeme vztah (1.86) prepsat do nasledujici podoby

V(K, L)W(L + %ni, —K) = (2isinh (2L))" 1+ (-2isinh (2K))" R. (1.93)
Matice [ vystupujici ve vztahu (1.93) je identickd matice a matici R definujeme vztahem
R);;=60",—o))0h,-a))...800%, o)),
pficemz symbolem §(.,.) myslime Kronekerovo delta, neboli

1 =0,
6o, 0) = { M
0

og#0o'.

Obé matice [i R jsou tudiz matice rozmérc 2" x 2",
Pro matici R plati nasledujici vztah
R* =1,

o cemz se mlizeme jednoduse presvédcit.
2 & i k k_ j_ i 1 i=j,
(®2),; = (R)ik(nqe)kj:(((n%),-k;éo PP ) — —ok=0i=¢ |= Y
k=1 0 i#].
Diky tomuto faktu je prava strana rovnice (1.93) invertibilni. Proto je tento vztah dilezitym mezivy-
sledkem.

1.5.5 Komutac¢ni vztahy pro matice Va W

Nasim cilem v této ¢asti bude dokazat, Ze vSechny matice V(K, L), W(K, L),V(K’, L"), W(K’, L') ko-
mutuji, pokud je splnéna podminka (1.82).
K tomu zavedeme dalsi matici C, kterd je definovand jako

(©)j=0(0},09)8(a5,0%)...6(c%,a).
Matice C je opét matice rozmérti 2” x 2". Déle pro tuto matici plati ndsledujici identita

c"=1.



42 KAPITOLA 1. TEORIE

2" 2" . . . . . .
(€= Y. ©uQyj =Y. 80}, 058(0h,05)...8(0%,0%)-80%,0))6(0%,0))...6(0%, 0. (199
k=1 k=1

Prvek (C?);; je tedy nenulovy, pokud pro kazdé k plati

J
O'k—O'

Pokud budeme provadét opétovné nasobeni vyrazu (1.94) matici C, dospéjeme k podmince, Ze prvek
matice (C");; je nenulovy (konkrétné nabyva hodnoty 1), pokud pro kazdé k plati diky periodickym
podminkdm

Celkem tedy dostdvame, Ze

nebo-li
c" =1

Cilem této ¢4sti je vSak ukdzat, Ze matice V, W, C komutuji, neboli Ze

V(K,L) =C V(K L)C, (1.95)

W(K,L) =C'W(K, L)C. (1.96)

Dokézeme zde pouze prvni vztah (1.95), druhy vztah (1.96) by se dokdzal obdobnym zptisobem.
Vztah (1.95) plati pravé tehdy, kdyz
CV=VC.
RozepiSeme si za pomoci definic matic V a € a maticového ndsobeni levou a pravou stranu této rov-
nice.
2”
CV)ap = Z ©ay Vlyp= Z §(0t,03)8(0%,03)...6(07,07) V)yp.

Tento vyraz obsahuje pouze jediny ¢len souctu a nerovnd se nule pravé tehdy, kdyz

Y Y a_ Y
01 =0, A 0y=03 A ... A O, =0.

Ozna¢me tedy y = 7(a) permutaci takovou, ze 7 (6%) = o7, Pak tedy pokratujeme v ipravé

(C\/)aﬁ = (\/)T((X)ﬁ = exp

( T(a) ﬁ—i—LUT(“) f)

(1.97)

™M= m[v]:

= exp (KU‘}‘UJ. + LO'?_IO'?) .

I
—

J
Stejnym zptisobem si rozepiseme i ¢len (VC), B
2n 2n

(VOap = Y. Vay C)yp = Z(\/)ay (o7,08)8(0}.05)...5(ah.0%).
=
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Obdobné oznaéme y = #(B) permutaci takovou, ze 7 (0#) = a*#).

(\/C)aﬁ (\/)ar(ﬁ = exp j

$ ko0 107077
(1.98)

J_
- p
=exp Z‘(K0]+101+1+LU] ]+1)

JelikoZ stdle uvaZzujeme periodickou podminku na okraje, tak hned vidime, Ze vyrazy (1.97) a (1.98) se
rovnaji. Tim jsme tedy dokdzali platnost vztahu

V(K,L) =C'V(K, L)C.

Vztah (1.96) by se dokdzal obdobnym zptisobem.
Velmi podobnym zptisobem lze ukazat platnost vztahti

V(K,L) =R'V(K, DR,
W(K, L) =R 'W(K, L)R.

Déle také z rozpisu (1.98) a definice W snadno vidime, Ze plati
W(K, L) =V(K, L)C. (1.99)
Kdyz nésledné dosadime vztah (1.99) do vztahu (1.83), dostaneme tvrzeni, Ze za podminky
sinh(2K) sinh(2L) = sinh(2K") sinh(2L")

plati
V(K, LV, L) =V, LhV(K,L).

Rovnéz mizeme pomoci (1.99) upravit vztah (1.93) do podoby
1
V(K,L)V(L+ Eﬂi’ —K)C = (2isinh (2L))"1+ (—2isinh 2K))" R, (1.100)

coz tvofi prvni dilezity vysledek této ¢asti. Druhym vysledkem je pak fakt, Ze vSechny matice V, W, C, R
komutuji.
1.5.6 Vlastni ¢isla maticVaW

Na zacatek této ¢asti uvedeme duleZitou vétu, kterou budeme vyuZivat. Ta vychdzi z véty 1.3.12,
lemmatu 1.3.19 a poznatkt ¢asti 1.3 z [21].

Véta 1.10. Necht matice A, B rozmérii n x n komutuji, tj.

AB = BA.

Pak tyto matice maji spolecny podprostor vlastnich vektori.

Oznacme ddle k jako
= (sinh(2K) sinh(2L)) !. (1.101)

V pfedchozi ¢4sti jsme ukdzali, Ze vSechny matice V,W, R, C komutuji. Dle véty 1.10 maji tedy tyto
matice spole¢ny podprostor vlastnich vektorti. Ozna¢me tedy vektor z toho podprostoru x(k), kde
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tedy parametrem k v zavorce ddvdme najevo zavislost na parametru k, ktery uvadi vzdjemny vztah K
al.
Délenecht v(K, L), c, r jsou pfislusnd vlastni ¢isla matice V(K, L), C, R. Pak jisté pro K a L spliiujici
podminku (1.101) plati
V(K,L)x(k) = v(K, L)x(k),

Cx(k) = cx(k), (1.102)
Rx(k) = rx(k).
Soucasné pokud parametry K a L splfiuji (1.101), dle (1.82) tuto podminku splfiujii K’ a L'.

2 vz

Jelikoz C" = R? =1, pro vlastni &isla c a r plati
c"=r’=1.

Se vS§emi zminénymi poznatky této ¢asti nyni vyndsobime rovnici (1.100)

V(K, L)V (L+ %ni, —K)Cx(k) = (2isinh (2L))" x(k) + (—2isinh (2K))" Rx(k),

z které postupnymi Gipravami za vyuziti (1.102) ziskdme vztah
1
v(K,L)v(L+ zni, —K)c = (2isinh (2L))" + (-2isinh (2K))" . (1.103)

KdyZ jsme tedy symbolem A; oznacovali vlastni ¢isla matice V(K, L)W(K, L), miZeme za vyuZiti
vztahu (1.99) vyjadfit
A*(K, L) = v*(K, L)c.

Poté tento vysledek dosadime do (1.103) a ziskdme rovnici pro A jako
1 . . n - n
AK, L)AL+ Em, —K) = (2isinh L))" + (—2isinh 2K))" r, (1.104)

coZ tvoii stéZejni funkciondlni rovnici pro A(K, L). Resenim této rovnice bychom dostali konkrétni
vlastni ¢isla matice VW a nédsledné parti¢ni sumu celého systému.

1.5.7 Vysledek a shrnuti

Resenim této funkciondlni rovnice (1.104) se v této praci zabyvat nebudeme. V jejim feseni se
vyuzivaji nejriiznéjsi poznatky z komplexni analyzy. Detailni postup l1ze nalézt v kapitole 7 z [8].
JelikoZ nés zajim4, stejné jako v ¢dsti 1.4, termodynamickd limita pro pocet ¢éstic jdouci do +oo,

muzeme vidét, Ze parti¢ni suma se v limité bude chovat jako

ZN ~ (Amax) m

pro m — +o0. Proto chceme tedy nalézt takové nejvétsi A, které je feSenim rovnice (1.104).
Reseni této rovnice lze ziskat riznymi zptisoby v zavislosti na tom, jaké je hodnota teploty T —
zdalije T < Tx, T = Tg nebo T > Tk, kde Tk je kritickd teplota systému.
Vysledkem je zjisténi, Ze volna energie f(7T) Isingova modelu pro ¢tvercovou miizku se v termo-
dynamické limité rovna
kgT [T
f(TYy=——1] F(©)do, (1.105)
2n Jo

kde funkce F(0) je

F(0) = In 2| cosh(2K) cosh(2L) + k™! (1 + k2 — 2k cos(20)) : |
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Parametr k uzivdme v souladu s definici (1.101), tedy
B 1
~ sinh(2K)sinh(2L)"

Nezapomerime také, Ze ve funkci F () je implicitné zahrnuta zavislost na teploté T, nebot

K/
K=K'p= )
h kgT

!
kT’

Dosad'me jesté do rovnice (1.105) hodnoty pro funkci F(6), kdy K’ = L' = ], tedy K = L = ], abychom
dostali porovndni s vysledkem z ¢4sti 1.4.

L=L'p=

 kgT (7
f === | F©)do

2cos(29)
sinh*2B)) sinh2(2B)) ]
2co0s(20)
sinh*(26)) sinh?(2B ]))

In [ZCOShZ(Zﬁ])] +1n

1 +tanh?(2B]) (1 +

g

T n
=—kpTIn[2cosh2B))] - %/ In
0

1 +tanh?(2B)) (1 +

/v

1.6 Kriticka teplota pro ¢tvercovou mrizku

v

Na ctvercové dvourozmeérné miiZce lze teoreticky vypocitat kritickou teplotu tohoto systému.
Tento vypocet je zaloZeny na Kramer-Wannierové dualité. Vice o tomto problému se l1ze dozvédét
v [22] nebo v [23]. V této praci nebudeme provadét cely vypocet. Uvedeme pouze nékolik poznatki a
zavéreCny vztah.

Kramer-Wannierova dualita vychazi z faktu, Ze na zdkladé poznatk statistické fyziky lze parti¢ni
sumu upravit do jinych tvart pro nizké a vysoké teploty, presnéji pro teploty mensi a vétsi nez kriticka
teplota.

Necht’ Zy(K, L) je parti¢ni suma pro systém s hodnotou teploty mensi nez T¢, Zy(K, L) pak par-
ticni suma pro systém s teplotou vyssi nez T¢. Pak z Kramer—Wannierovy duality vyplyvd, Ze mezi
témito particnimi sumami plati ndsledujici vztah

Zn(R, 1) = 2(sinh(2K) sinh(2L)) "2 Zy (K, L.

Nyni, kdyz tento vztah dosadime do (1.3) (pouze s upravenymi zavislostmi — misto f(7) budeme za-
pisovat f(K, L), nebot v K a L je zavislost na T obsaZena), abychom vypoéitali voluminous energii na
Céstici pro systém ve stavu s teplotou mensi nez kritickou, dostaneme
A A N . .
I InZyn(K, L InZyn(K, L — % In (sinh(2K) sinh(2L))
fK,L)=-ksT lim ZNKL) ka7 lim % —kgT lim —2

N—+oo N N—+o0 N—+o0 N

=f(K,L)+ % In (sinh(2K) sinh(2L)).

(1.106)
Kriticka teplota znaci fazovy prechod v latce. Tento pfechod znaci zménu chovani latky. Pro tento stav
se tedy musi rovnat f(K,L) = f(K,L). Z rovnice (1.106) vidime, Ze tato rovnost nastava pravé tehdy,
kdyz vyraz

1 . . _
ﬁ In (sinh(2K) sinh(2L)) = 0.
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Jelikoz zlomek ﬁ je jisté vétsi nez 0, vyplyva z této tivahy, Ze kritickd teplota systému se vypocita z
podminky
In (sinh(2K) sinh(2L)) = 0.

Pokud budeme uvazovat symetricky pfipad miizky, tj. K = L = F]T' dostavame pro kritickou teplotu

Tc rovnici
sinh( J ) =1,
kB Tc

jejimZ feSenim je vysledek
J 2

= 1.107
ks In(1+v2) (1107

Tc



Kapitola 2

Markov Chain Monte Carlo

V druhé ¢asti prace se sezndmime s nékterymi teoretickymi aspekty simulaci Markov Chain Monte
Carlo. Pfedstaveny budou pouze zdklady téchto metod. Vice o téchto metoddach se lze dozvédét na-
piiklad v [24, 25, 26, 27], ze kterych budou ¢erpany podklady pro tuto ¢ast prace.

Metody Markov Chain Monte Carlo jsou hojné vyuZivané pro ziskdvani ndhodnych vzorki ze za-
danych pravdépodobnostnich distribuci, nejcastéji spojitych ndhodnych velicin.

Obecné metody Monte Carlo maji Sirokou paletu uplatnéni. Pfikladem jsou vypocty integral me-
todami Monte Carlo. Markov Chain, pfeloZeno jako markovsky fetézec, reprezentuje metody, u kte-
rych jsou po sobé jdouci vzorky zavislé na téch predchozich — tvofi tedy urcity fetézec. Dohromady
tedy Markov Chain Monte Carlo vytvafi ndhodné vzorky z vzorkovaci distribuce, a to pomoci algo-
ritmt aktualizace pfedchozich stavii. Definujme si vS§ak metodu Markov Chain Monte Carlo exaktnéji.

2.1 Zakladni definice

Definujme pouze nékteré zakladni pojmy potfebné pro metodu Markov Chain Monte Carlo. De-
tailnéjsi vhled do metod Markov Chain Monte Carlo je moZné nalézt nap¥iklad v [24] nebo v [25].

+

Definice 2.1. Markovskym fetézcem & nazveme posloupnost ndhodnych velicin (X))}

vSechna x, x2,..., x, plati

27, pokud pro
P(Xp+1=Xp111Xn =Xp AXp—1=Xp-1 A.o. AX1=X1) =P (Xpt1 = Xn+1l1 X = X)) 2.1)

P0OZNAMKA 2.2. Podminku (2.1) v definici 2.1 nazyvame Markovova vlastnost, obor hodnot ndhod-
nych veli¢in (X,,); % nazyvame stavovy prostor markovského fetézce & a znacime . .

Definice 2.3. Markovsky fetézec & nazveme staciondrni, pokud pravdépodobnost

P (Xpn+1 = Xn+11Xn = xp) 2.2)
nezavisi na n.
Definice 2.4. Necht je stavovy prostor markovského fetézce & konecny a |.#| = k. Pak definujeme

. k e
matici pfechodu P = (p;;); j=1» PitemZ

pij =P (Xnt1 = X1 X, = x;) ozt P(xj, xj).
47
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Definice 2.5. Necht & je markovsky fetézec s koneCnym stavovym prostorem a [P je jeho matice pfe-
chodu. Pak vektor & nazveme stacionarni distribuci, pokud tento vektor spliiuje nésledujici rovnost

7 =naP. (2.3)
PozNAMKA 2.6. Podminku (2.3) 1ze pfepsat do tvaru

n(y) = ) nx)P(x,y). (2.4)
xe¥

Cilem metody Markov Chain Monte Carlo je nésledujici: vzorkovat ze zadané pravdépodobnostni
distribuce. K tomu dospéjeme ndasledujicim zplisobem. Sestavime takovy markovsky fetézec, ktery
nechdme v Case vyvijet. Tento markovsky fetéZ bude sestaveny tak, Ze jeho limitni distribuce a staci-
onéarni distribuce (uvazovand distribuce, ze které chceme vzorkovat) tohoto fetézce se budou rovnat.
KdyZ proto mame Isingiv model, mdme také zadanou distribuci na konfiguracich . Metoda Mar-
kov Chain Monte Carlo ndm tedy bude poskytovat posloupnost vzorkd, které budou konvergovat ke
staciondrni distribuci Isingova modelu.

Matematicky tedy hleddme matici prechodu P, kterd bude vyhovovat rovnici (2.3), pficemz i je v
nasem piipadé distribuce, kterd odpovidd pravdépodobnosti (1.2).

2.2 Metropolistiv algoritmus

Metropolistv algoritmus slouzi k tomu, abychom fetézec s matici prechodu ¥ modifikovali tako-
vym zptisobem, aby modifikovany fetézec mél staciondrni distribuci rovnou 7. Nejprve si ukazeme
Metropolistv algoritmus, ktery upravuje symetricky fetézec.

2.2.1 Symetricky fetézec

Uvazujeme vstupni fetézec jako symetricky. Jinymi slovy matice pfechodu W tohoto fetézce je sy-
metrickd matice. Odvozeni vysledku zde provadét nebudeme. Jak jiZ bylo zminéno, postup odvozeni
lze nalézt napiiklad v [24].

Cilem je nalezeni matice pfechodu P. Postup je nésledujici. Mdme zadanou distribuci 7z (v nasem
pfipadé je to distribuce definovand vztahem (1.2)). Vybereme rovnomérné konkrétni stav x (v nasem

piipadé by to byla konkrétni ¢astice). Ndhodné bychom pfifadili dané ¢dstici novy stav y. Modifiko-
vand matice prechodu ma pak nésledujici tvar

‘P(x,y)min[l,% , pokud y # x,
Plen=4,_ y ‘I’(x,Z)min[l,%, pokud y = x. 2.5)

ZZ#X

)

) ] bychom stav x

Pokud by tedy novy stav y byl odlisny od stavu x, s pravdépodobnosti min [1
nahradili stavem y.

Pov§imnéme si, Ze algoritmus pracuje pouze s pomérem pravdépodobnosti % To i v naSem
piipadé pfedstavuje zdsadni skute¢nost. Mdme sice pfedpis (1.2), diky kterému miizeme vyjadfit
pravdépodobnost konkré(tr)li konfigurace o, nicméné nezndme pfedpis pro parti¢ni sumu Z z tohoto

iy

piedpisu. Diky poméru 7755 v8ak hodnotu této particni sumy zndt nemusime, protoZe metoda vystaci

pouze s pomérem pravdépodobnosti a vtomto poméru se hodnota parti¢ni sumy zkrati.
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2.2.2 Nesymetricky Fetézec

Pro nesymetricky vstupni fetézec je postup obdobny jako pro fetézec symetricky, vyslednd matice
pfechodu ma vsak tvar

. (MY (y,x)
Ly \P(x,y)mln[l,% , pokud y # x, 26
Y = 1- X ‘P(x,z)min[l,%], pokud y = x. .

Z:Z#X

Je to z toho dlivodu, Ze kdy?z je fetézec nesymetricky, neplati pro vSechna x a y
Y(x,y) =¥ (y, x).

V této préci je vSak pro simulace pouzit algoritmus Glauberovy dynamiky, kterou si stru¢né pred-
stavime nyni.

2.3 Glauberova dynamika

Druhym algoritmem, ktery zde zminime, je Glauberova dynamika. Tento algoritmus je vice dtle-
Zity pro tuto préci, jelikoZ je vyuzivéna v praktickych simulacich v sekci 3.

Glauberova dynamika se pfili$ nelisi od Metropolisova algoritmu. Na rozdil od ného je pfimo kon-
struovand napftiklad pro grafy obsahujici vrcholy na miiZce. Jeji zdkladni definice je nésledujici.

Definice 2.7. Necht' V je mnozina vrchold, S mnoZina moznych stavii téchto vrcholtia Q c V5. Necht
je déle m distribuce s definicnim oborem (2. Pak Glauberova dynamika pro distribuci 7 je reverzi-
bilni markovsky fetézec se stavovym prostorem (2, staciondrni distribuci 7 a pravdépodobnostmi
pfechodu definovanymi rovnici (2.7)

7(y)
75V (y) = 1 (yIQx, v)) = § T pokud y € Q(x, v), o
0, pokud y ¢ Q(x, v).

V této definici se objevil vyraz Q(x, v), ktery je definovany jako

Qx,v)={yeQ:y(w)=x(w) Yw# v} (2.8)

Q(x, v) tedy znaci mnozinu stavii, které jsou shodné s x vSude s jedinou moznou vyjimkou ve vrcholu
v.

Postup algoritmu Glauberovy dynamiky je tedy nasledujici:

* mame ptvodni stav x a z ného vybereme ndhodné vrchol v rovnomérné rozdélené na mnoziné
v,

* zvolime novy stav y vzhledem k mife 7, a to za podminky, Ze vSechny vrcholy y jsou kromé
vrcholu v jisté shodné s x.

Na rozdil od Metropolisova algoritmu Glauberova dynamika vrcholu v pfifazuje nové hodnoty z mno-
ziny S pouze z pfipustnych hodnot pro tento vrchol. Konvergence Glauberovy dynamiky ke stacio-
ndrni distribuci je tedy rychlejsi nezZ u Metropolisova algoritmu.
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2.3.1 Aplikace Glauberovy dynamiky na Isingtiv model

PopiSme si nyni stru¢né aplikaci vy$e zminéné Glauberovy dynamiky na Isingtiv model.
Pfipomenime, Ze distribuce pro Isingtiv model je ddna pfedpisem (1.2). Glauberova dynamika tedy
postupuje v piipadé Isingova modelu néasledovné:

e vybereme vrchol o; ndhodné (rovnomérné rozdélené) ze vSech vrchold ptivodni konfigurace
UX)

e pro vrchol o; z nové konfigurace o y zvolime ndhodné hodnotu spinu (+1 nebo -1),

* aktualizujeme konfiguraci o, na zékladé pravidla daného v (2.7), neboli vypocitime pomér

()

pravdépodobnosti 755

ktery se pro Isingtiv model vypocité jako

exp| X (oy))iloy);
ny) (j:<ij> Y ”)
m(Qx,v) (

exp

(2.9)

> (O'x)i(ax)j)
Ji )

* s takovouto pravdépodobnosti pfifazujeme konfiguraci o, novou hodnotu spinu ve vrcholu ;.



Kapitola 3

Simulace

Soucasti treti kapitoly je rovnéz dtlilezita ¢ast této prace, a to feSeni problému Isingova modelu
pomoci simulaci Markov Chain Monte Carlo, které byly pfedstaveny v pfedchozi ¢asti prace. Bude
provedena simulace v jedné dimenzi a poté se zaméfime na simulace ve dvou a ve tfech dimenzich.
Ve vSech simulacich této ¢4sti jsou uvazované konstanty kg a J rovny hodnoté 1. V§echny simulace

budou provadény v programovacim jazyce Matlab.

3.1 Simulace Isingova modeluv 1D

V této ¢asti provedeme simulace Isingova modelu v 1D. Simulace v jedné dimenzi jsou hiife zob-
razitelné, proto jsou provedeny pouze pro 100 ¢astic na pfimce.

Cilem simulaci jednorozmérného Isingova modelu je doloZeni toho, Ze pro jednorozmérny model
neexistuje kriticka teplota. To je simula¢né obtizné proveditelné. My se tedy budeme snazit ukézat,
Ze i pro velmi nizké teploty nebude systém konvergovat ke stavu, ve kterém by se v latce vytvoftily dva
shluky ¢astic, pficemz jeden by byl s hodnotami spinu +1 a druhy s hodnotami -1.

3.1.1 Kod simulaciv 1D

Nez vSak pristoupime k provedeni simulaci, zobrazime kéd, ktery byl k simulacim této ¢4sti prace
vyuZzit.

clear variables; close all; clc;
velikost = 100;

cast = 0.5;
dolni_hranice = @(x, n) (1 + mod(x-1, n));
k b = 1.38064852e-23;

vzorek = ones(1l,velikost);
x = randperm (numel(vzorek)) ;
x = x(1l:castxvelikost);
vzorek (x) = -1;

teplota = 2;
beta = 1/(teplota);
51
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kroky = [1 100 1000 10000 100000 1000000];

colormap([1 1 1; 0 0 0]) % cerna barva = 1, bila barva = -1
subplot(6,1,1)

imagesc(vzorek)

title ("Po\v{c}\ ate\v{c}in\ i n\’ahodn\’a konfigurace")

axis image

axis ([0.5 (velikost + 0.5) 0.5 1.5])

set(gca, YTickLabel’ ,[]);

for 1 = 2:6
for k kroky (1-1):kroky (1)
i = randi([1 velikost],1);

xx = [-1 1];

vzorek(i) = randsample(xx, 1);
a = dolni_hranice(i-1,velikost);
b = horni_hranice(i+1,velikost);

suma = —(vzorek(i)=vzorek(a) + vzorek(i)=vzorek(b));
pi_old = exp(— beta * suma);

pi_new = exp( beta * suma);

p = pi_new/pi_old;

p = min(1, p);
if rand < p
vzorek (i) = —vzorek(i);
end
end
colormap([1 1 1; 0 0 0]) % cerna barva = 1, bila barva = -1

subplot(6,1,1)
imagesc (vzorek)
title (["Po\v{c}et aktualizac\’i: ", num2str(kroky(1))])
axis image
axis ([0.5 (velikost + 0.5) 0.5 1.5])
set(gca, 'YTickLabel’,[]);
end

function y = horni_hranice (x,n)

if rem(x,n) == 0

y = mod(x, n) + n;
else

y = mod(x, n);
end

end
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Samotné pocitani pravdépodobnosti, kterou jsme uvadéli v rovnici (2.9) probihd na fadkéach 37-
41. Na fadkach 43-45 pak probihd aktualizace nového stavu na zdkladé rozhodovaciho pravidla.

3.1.2 Vysledky simulaciv 1D

Simulace provadime pro 100 ¢astic (z dGvodu lepsi pfehlednosti) na pfimce, pficemz bereme v
potaz periodickou podminku na okraje.

Jak jiz bylo zminéno v prvni ¢4sti této prace, pro jednorozmérny Isingtiv model neexistuje dosazi-
telnd kriticka teplota. Simulace tedy provedeme neprve pro teplotu 0.1 (obrazek 3.1), nebot’ tato velmi
nizka teplota se blizi hodnoté 0, kterou Ize jako jedinou povaZzovat za kritickou teplotu (neni v§ak do-
sazitelnd). V kazdé simulaci zobrazime pocétecni stav, ktery je ndhodny (ndhodné vygenerovanych
100 c¢éstic s hodnotami spint +1 a -1). Nasledné budou zobrazeny stavy po 100,1000,10000,100000 a

1000000 aktualizacich.

Pocatecni ndhodna konfigurace
= = E =5 5 EImmm Il 5 I Il Il 5 BN Il NN INiIlE & I BN .|

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
100
[ T W [ O N O N T W e W . |- | T |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
1000
T I T T I I I I ]
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
10000
.| I I I ]
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
100000
I I | I I I I I 1|
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
1000000
1 e S S N
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrazek 3.1: Simulace Isingova modelu v 1D pro teplotu T = 0.1.

Z obréazku 3.1 Ize vidét, Ze ackoliv po 100000 aktualizacich pocatecniho stavu pievazovaly ¢dastice
se spinem +1 (Cernd barva), po 1000000 aktualizacich se situace kompletné zménila a viechny ¢éstice
se preoreintovaly na spin -1. Z toho nemtizeme pfilis vyvodit.

Proto déle provedeme simulace pro teploty 0.5K (obrédzek 3.2), teplotu 1K (obrézek 3.3) a teplotu
2K (obrazek 3.4).
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Pocéateéni ndhodnd konfigurace
[ W W T W T N DN B B W W W O T T

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizact:
100
[ W T N N D || I I I |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizact:
1000
[ T T I | I |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizact:
10000
[ | I I |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizact:
100000
[ | I I I I I I |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizact:
1000000
[ I I I I I T I I I 1]
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrazek 3.2: Simulace Isingova modelu v 1D pro teplotu T = 0.5.

Pocatecni nahodna konfigurace
E_ W EEENT W [ N T N NN W BN W OW W (W D D W W BT W e W

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
100
[N T B | 2 N B W ] B 0000 B0 O |00 .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
1000
N T 9 . I T I | T |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
10000
T T T I I T I | | [ 00
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
100000
[ " 290 T T N 0 O 00 W [
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
1000000
| I I I [ D
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrazek 3.3: Simulace Isingova modelu v 1D pro teplotu T = 1.
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ustdleného stavu. Z toho pouze vidime, Ze ¢im je teplota vyssi, tim méné je systém uspoiddany.

Casti.

Pocatetni nahodnd konfigurace

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
100
| EmEm | || B N W 2 T B W00 A0 N N W OB W
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
1000
I ] TN TN 0O S O 00000 N O N 0 .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
10000
|l I IIE I EBaBaE = I IS aI S EEas |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
100000
| - I | I N T NN 20O 000 0w
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet aktualizaci:
1000000
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrazek 3.4: Simulace Isingova modelu v 1D pro teplotu T = 2.

55

Jak mizeme opét vidét, na zadném ze tii obrazka 3.2, 3.3 nebo 3.4 nedoslo k ustaleni systému do
stavu s dvéma ¢astmi opacnych spind. Naopak, ¢im teplota roste, tim méné systém konverguje do

MYz

Nézornéjsi vysledky vSak poskytnou simulace ve dvou dimenzich, které budou nésledovat v dalsi

3.2 Simulace Isingova modelu ve 2D

vz

Velikost mfiZky jsme pro simulace dvourozmérného modelu stanovili na 250 x 250 s periodickou
podminkou na okraje, tedy v obou smérech plati to, Ze ¢astice s indexy x.,59 sousedi s ¢dstici x.; a
totoZné pro prvni index. Takovyto systém budeme uvaZovat v célé této cdsti.

NezZ vsak ptistoupime k samotné prezentaci vysledki, uved'me rovnéz na zacétek této ¢asti kéd k
simulacim Isingova modelu ve dvou dimenzich.

3.2.1 Koéd simulaci ve 2D

clear variables; close all; clc;

dims

cast

[250,250];

0.5xdims (1) xdims (2) ;

matice = ones(dims) ;

X
X

randperm (numel (matice) ) ;
x(1l:cast);
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matice(x) = —1;
dolni = @(x, n) (1 + mod(x-1, n));

teplota = 10;
beta = 1/teplota;

for 1 = 1:6
for k=1:2000000
i = randi([1 250],1);
j = randi([1 250],1);

xx = [-1 1];
matice(i,j) = randsample(xx, 1);

i_left=mod(i-2,dims(1))+1; i_right=mod(i,dims(1))+1;
j_left=mod(j—2,dims(2))+1; j_right=mod(j,dims(2))+1;

suma = —matice(i,j)*(matice(i_left,j) + matice(i,j_left) + matice(
i_right,j) + matice(i,j_right));

pi_old = exp(— beta * suma);

pi_new = exp( beta * suma);

p = pi_new/pi_old;

p = min(1l, p);

if rand < p

matice(i,j) = —matice(i,j);
end
end
subplot(2,3,1)
colormap([1 1 1; 0 0 0]) % cerna barva = 1, bila barva = -1

imagesc (matice)
title (["Po\v{c}et aktualizac\’i: " num2str(2000000=1)])
axis equal
set(gca, 'XTick’,[], 'YTick’, [1])
axis ([0.5 250.5 0.5 250.5])
pause (0.05)
end
sgtitle ([" Teplota: ",num2str(teplota)])

Opét uved’'me, Ze samotné pocitani pravdépodobnosti z rovnice (2.9) probihd na fddkach 28-32.
Aktualizace nového stavu na zdkladé rozhodovaciho pravidla pak probihd na fadkach 34-36.
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3.2.2 Vysledky simulaci ve 2D

Zobrazme vysledky pro simulaci dvourozmérného Isingova modelu. Simulace provedeme nejprve
pro 3 teploty, a to pro hodnoty 0,2, 1 a 10. Ke kazdé teploté zobrazime 6 grafii, které budeme vykreslo-
vat po 1000000 aktualizaci. Takto nizké ¢islo volime z toho diivodu, abychom vidéli, s jakou rychlosti
a jak se konfigurace vyviji.

Vykreslime tedy onéch 6 zminénych grafi.

Teplota:
0.2

Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci:
1000000 3000000

Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci:
4000000 5000000 6000000

Ky

Obrazek 3.5: Simulace Isingova modelu ve 2D pro T = 0,2.
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Teplota:
1
Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci:
1000000 2000000 3000000
. _ e g

Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci:
4000000 5000000 6000000
_ -

Obrézek 3.6: Simulace Isingova modelu ve 2D pro T = 1.

Teplota:
10
Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci: Pocet aktualizact:
1000000 2000000 3000000
G y FERT AR ‘WW

Pocet aktualizaci: Pocet aktualizaci: Pocet aktualizact:
4000000 5000000 6000000

s

Obrazek 3.7: Simulace Isingova modelu ve 2D pro T = 10.
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Vidime, Ze pro velmi nizké teploty (napft. 0,5) dochdazi k rychlému ustalovani konfigurace. Naopak
pro teploty vyssi (napf. 10) nedochdzi k ustdleni, a to ani pro velké mnozstvi aktualizaci stavi.

Nyni bychom chtéli experimentalné zjistit kritickou teplotu. Vykreslime tedy grafy po 10000000
aktualizaci a toto provedeme pro rtizné teploty od 0,5 do 3.

Pocet aktualizaci: 107

Teplota: Teplota:

Teplota: Teplota: Teplota:
2 2.25

Obréazek 3.8: Simulace Isingova modelu ve 2D - teplota (0,5 - 3), 107 aktualizaci.

Po vykresleni simulaci o 107 aktualizacich nejsou vidét zna¢né rozdily. Napiiklad simulace pro
teploty 0.5,1 a 1.5 vypadaji velmi podobné. Pro lepsi ndroznost zkusime zvysit pocet aktualizaci na
108,
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Pocet aktualizaci: 108

Teplota: Teplota: Teplota:
0.5 1 1.5

Teplota: Teplota: Teplota:
2.1 2.25

Teplota: Teplota: Teplota:
2.4 2.5

Obrazek 3.9: Simulace Isingova modelu ve 2D — teplota (0,5 — 3), 108 aktualizaci.

Z obrézku 3.9 vidime, Ze se zvySujicim se poctem aktualizaci pro hodnoty od T = 2.5 jiZ systém
nejevi znamky vytvoreni pékné oddélenych shlukii s opa¢nym spinem. Naopak pro hodnotydo T =2
je zfetelné viditelny rozdil. Mezi hodnotami T =2 a T = 2.5 je interpretace nejista. Shluky jsou sice
oddélené, nicméné zaSuméni (¢astice s jednim spinem jsou €asto zastoupeny uvniti shluku se spi-
nem opacnym) je jiz znacné. Z toho usuzujeme, Ze kritickd teplota bude leZet uvnitf intervalu (2,2.5).
Pro pfesnéjsi urceni kritické teploty budeme provadét experimenty, které popiSeme v ¢dsti 3.4.

3.3 Simulace Isingova modelu ve 3D

vy

V této ¢dasti zobrazime nékteré vysledky ze simulaci Isingova modelu ve 3D. Velikost miizky uvazu-
jeme 50x50x50. Zobrazeni vysledkii simulaci v§ak ve 3D neni snadné. Zobrazit cely trojrozmérny stav
uvazované krychle by nebylo pfehledné. Proto v této ¢asti budeme zobrazovat barplot, kdy v priibéhu
poctu aktualizaci stavu budeme vyndset absolutni velikost magnetizace, tj. na ose y budeme vyndaset
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veli¢inu

1
m=—
N

N
>0
i=1

61

. 3.1

Takto definovand magnetizace je v souladu s definici z [28]. Zobrazime tedy ndsledujici vysledky.

Teplota:
0.01

0.5

1

50 100 150

)

Teplota:
0.68

50 100 150

o

Teplota:
1.34

Teplota:
0.34

o

50 100 150

Teplota:
1.01

0.5

|

o

50 100 150

Teplota:
1.68

o

Teplota:
2.01

0.5

\

()

50 100 150

50 100 150

o

50 100 150

Teplota:
2.34

0

50 100 150

Obrazek 3.10: Simulace Isingova modelu ve 3D (teploty 0.01 -2.34).
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Teplota: Teplota:
2.68 3.01

o
ot
)

100 150

Teplota: Teplota:
3.34 3.68

o
ot
o

100 150

0.5

\

o

50 100 150 50 100 150

Teplota: Teplota:
4.01 4.34

o

0 50 100 150 0 50 100 150
Teplota: Teplota:
4.68 5.01
1 ‘ 1 ;
0.5} 1 0.5}
0 (S P W SR || NS Y " N SR O . o, il o sl
0 50 100 150 0 50 100 150

Obrézek 3.11: Simulace Isingova modelu ve 3D (teploty 2.68 —5.01).

Z téchto vysledkd nevidime zadny pfesvédcivy zavér. Hodnota magnetizace pro rizné teploty ne-
naznacuje, Ze by existovala jasnd hranice (hodnota kritické teploty), kterd by znacila zménu chovédni
latky. V téchto konkrétnich simulacich sice pro teploty 0,34, 1,34 nebo 1,68 systém dospél do stavu s
magnetizacirovnou 1, av§ak pro teploty 0,01, 0,68 nebo 1,01 se systém ustdlil s magnetizaci podstatné
niz§i. Pfi detailnéj§im zkoumani vysledné prostorové konfigurace jsme zjistili, Ze systém utvoii ¢4sti,
které maji shodny spin. V zavislosti na poméru mezi zastoupenim kladnych a zdpornych spinti poté
vyjde konkrétni hodnota magnetizace.

Vysledky téchto simulaci ndzorné koresponduji s obrdzkem 3.14, ze kterého jiz plijde kriticka tep-
lota vy¢ist. Soucasné v ¢dsti 3.5 bude prezentovan jiny zptisob zobrazeni simulaci ve 3D.
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3.4 Kriticka teplota pomoci simulaci

V této Casti zkusime pomoci simulaci nalézt pfiblizny praibéh kritické teploty pro Isingtiv model v
1D a také ve 2D.
Magnetizaci m pomoci numerickych simulaci miazeme vypocitat dle (3.1) jako

N
>0
i=1

’

1
m=—
N

kde o; je hodnota spinu i-té Céstice a N je celkovy pocet ¢astic. Magnetizaci m lze tedy chédpat jako
pramérnou absolutni hodnotu spinu na jednu ¢4stici.
Provedeme tedy simulace Isingova modelu v pfislusnych dimenzich.

3.4.1 Kriticka teplotav 1D

Simulace vjedné dimenzi provedeme ve shodé s pfedchozimi simulacemi pro 100 ¢4stic na pfimce.
Tyto simulace soucasné provedeme pro 100 teplot ekvidistan¢né rozdélujici interval [0.01,5.01]. Pro
tyto teploty vypocitdme pfislusné hodnoty magnetizace dle defini¢niho vztahu (3.4). Simulaci prove-
deme s poctem aktualizaci 500000, nebot’ pro zvysujici se pocet aktualizaci nedochdazelo ke zlepSeni.
Vysledky 1ze nalézt na nésledujicim obrazku 3.12.

1 ammoo
0.8
s
206r %
N °
R3]
& ° ®
< 04+t e o
= . °°
e o o ® o°
0.2+ ’.’ ° .. ::noo °
°
o Yooy Yot ages
0 o o 00 @ ° % _°
0 2 4 6
Teplota

Obrazek 3.12: Simulace kritické teploty pro model v 1D.

Vidime, Ze dle zminéné teorie v ¢4sti 1.3 nelze nalézt pro hodnoty T > 0 kritickou teplotu (srovnani
s obrazkem 1.4).

3.4.2 Kriticka teplota ve 2D

vz

Simulace pro dvourozmeérny Isingliv model provedeme pro velikost miizky 50 x 50, a to kvtili lep-
§im vysledkiim. Pocet aktualizaci na rozdil od pfedchoziho jednorozmérného pfipadu budeme uva-
Zovat 100000000. Teploty, pro které budeme simulovat a pocitat magnetizaci, vybereme opét jako 100
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ekvidistantné rozdélenych hodnot v intervalu [0.01,6.01]. Vysledky téchto simulaci 1ze nalézt na na-
sledujicim obrazku 3.13.

1«“‘s
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s °
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0 1 2 3 4 ) 6
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Obrazek 3.13: Simulace kritické teploty pro model ve 2D.

ev v,

Z tohoto obrézku lze vidét, Ze zatimco pro teplotu niz§i nez 2 K je hodnota magnetizace m téméf
konstantné rovna 1. V intervalu mezi hodnotami 2 a 3 se vSak chovani systému zméni a od teploty 3

se hodnota magnetizace bliZi nule. Kritickd teplota tedy dle simulaci vychazi pfiblizné okolo hodnoty
2,5, respektive o trochu nizsi.

Tento vysledek nyni porovname s teoretickou kritickou teplotou T¢ prezentovanou v ¢ésti 1.6.
Vime tedy, Ze teoretickd hodnota této kritické teploty je pro kg = J = 1 rovna

2
Te=——2 2227, (3.2)

In(1+v?2)

Zavér ze simulaci tedy velmi pékné odpovidé pfiblizné hodnoté teoretické kritické teploty. Soucasné
také vysledky odpovidaji vysledkim v [29] nebo [30, 31].

3.4.3 Kriticka teplota ve 3D

vz

Simulace pro Isingtiv model ve 3D provedeme pro velikost m¥izky 50 x 50 x 50 a teploty v inter-
valu [0.01,6.01], ktery rozdélime ekvidistantné na 100 teplot. VSechny simulace provedeme pro pocet
aktualizaci 120000000. Vysledky téchto simulaci lze nalézt na obrazku 3.14.
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Obrézek 3.14: Simulace kritické teploty pro model ve 3D.

Z obrézku vidime, Ze simula¢né jsme schopni nalézt pfibliznou hodnotu kritické teploty, kterou v
nasem pripadé mtizeme urcit pfiblizné jako 4,5. Opét vysledky odpovidaji [29, 32].

Avsak zna¢ny rozdil oproti modelu ve 2D zde je. Zatimco ve dvourozmérnych simulacich dochézi
ke konvergenci ke staciondrnimu stavu téméft vzdy (pro hodnoty velmi blizké teploté T = 0 — vyrazné
mensi nez kriticka teplota), pro model ve 3D dochdzi €asto u staleni systému do stavu s nenulovou
magnetizaci, ovSiem hodnota magnetizace se neblizi hodnoté 1. Na druhou stranu, magnetizace pro
teplotu vétsi neZz odhadovanou kritickou teplotu se pfesvédcivé blizi hodnoté m = 0. Z tohoto tedy
vyvozujeme, Ze kritickou teplotu pro tfirozmérny model lze nalézt simula¢né, i kdyz exaktni feSeni ve

3D se nalézt nepodafilo.

3.5 Simulace modelu ve 3D pomoci obdoby totalni variace

V této c¢asti strucné ukdZzeme a okomentujeme druhy mozny zptisob zobrazeni vysledku simu-
laci. V pfedchozi ¢asti 3.3 jsme se snaZili zkoumat, pro jaké hodnoty teplot se systém ustdli ve stavu
s hodnotou magnetizace rovno jedné. Ukézalo se vsak, Ze veli¢ina magnetizace definovand v (3.1) na
zékladé téchto simulaci neumoZnuje nalezeni kritické teploty, ktera charakterizuje zménu chovani
latky. Proto se v této ¢asti pokusime simulace pro pfislusné teploty popsat veli¢inou pojmenovanou
jako magnetizace pomoct obdoby totdlni variace. Tuto velicinu budeme oznacovat jako mry a definu-
jeme ji jako

mry = lZmax(aiaj 5 0), (3.3)

i
kde N znaci pocet Céstic v systému. Jinymi slovy — budeme se zaméfovat na to, kolik se v systému
naléza pfechodii mezi ¢asticemi s opa¢nym spinem. Pokud totiZ maji dvé sousedni i-t4 a j-ta C4stice
shodny spin, pfispivaji do souctu v (3.3) hodnotou +1. Pokud v8ak maji spin rozdilny, jejich ptispévek
je nulovy. Pokud by se tedy vyslednd hodnota mry = 1, znacilo by to, Ze spiny vSech N uvaZovanych
Castic jsou shodné. Pokud by naopak mry = 0, znamenalo by to, Ze systém se nachdzi v konfiguraci
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»prostorové sachovnice” — u ¢astic by se pravidelné stfidaly hodnoty +1 a -1. Teoretickd hodnota mry
proto lezi v intervalu [0, 1]. Proved’' me ovSem je$té nésledujici ivahu.

Pokud bychom uvazovali ndhodnou konfiguraci N ¢éstic, pfedpokladdame, Ze dvé castice maji
shodnou hodnotu spinu s pravdépodobnosti %; se stejnou pravdépodobnosti pak maji opacny spin.
Na zdkladé toho ocekavdme, Ze ndhodna konfigurace bude mit hodnotu myy = % Pokud se tedy
systém bude blizit s mry k hodnoté 0,5, pak budeme tuto konfiguraci povaZovat za neuspofddanou,
tj. ndhodnou. Pro nase experimenty tedy ocekdvdme, Ze hodnota mry bude leZet uvniti intervalu

[0,0.5].

3.5.1 Vysledky simulaci ve 3D pomoci obdoby totdlni variace

Simulace v této ¢asti budeme provadét se stejnym nastavenim jako v ¢ésti 3.4.3, tedy s velikosti
miizky 50 x 50 x 50 a teplotami v intervalu [0.01,6.01], ktery rozdélime opét ekvidistantné na 100 tep-
lot. VSechny simulace provedeme pro pocet aktualizaci 120000000. Rozdilem ov§em bude, Ze misto
magnetizace definované podle (3.1) budeme vynéset veli¢inu m7y definovanou dle (3.3). Vysledky
téchto simulaci je moZné vidét na nésledujicim obrézku 3.15.
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Obrézek 3.15: Simulace Isingova modelu ve 3D pomoci totdlni variace.

Z téchto vysledkti vidime, Ze jizZ nedochdzi k problému popsanému v ¢ésti 3.3. Pro teploty nizsi
nez cca 3 se hodnota mry blizi hodnoté 1. Poté aZ do teploty cca 5 znacné klesa aZk mry = 0.6 a ddle
jiz klesa jen velmi pozvolna. Tento zdvér dobie odpovida zavéru z ¢4sti 3.4.3, kdy jsme ur¢ili kritickou
teplotu pfibliZzné okolo hodnoty 4,5. Soucasné to také odpovida tvaze provedené na zacatku této ¢asti

3.5.

3.6 Simulace ve 2D - hexagonalni m¥izka

V této ¢asti se pokusime provést simulace Isingova modelu ve 2D na jiné mfiZce neZ ¢tvercové, a
to na hexagondlni mfiZce. V této konfiguraci ma kazda ¢astice pravé 3 hrany s ostatnimi vrcholy grafu.



3.6. SIMULACE VE 2D - HEXAGONALNI MRIZKA 67

Uvazujeme také periodickou podminku na okraje. Cast takové konfigurace Ize vidét na néasledujicim

obrazku.

Obrazek 3.16: Ukdzka hexagondlni m¥izky.

Na takovéto miiZzce tedy budeme provadét simulace Isingova modelu. JelikoZ se vizualizace tako-
véto miiZe nebude snadno provadeét, vykreslime pouze graf, na kterém vyneseme magnetizaci kon-
krétni konfigurace, ktera se opét vypocita jako

1
m=—
N

N
2.0
i=1

Simulace provedeme pro 100 hodnot teploty vintervalu [0.01,6.01], ktery opét rozdélime ekvidistantné.
Pro kazdou teplotu provadime 108 aktualizaci. Vysledky je moZné vidét na nasledujicim obrazku 3.17.
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Obrazek 3.17: Kriticka teplota Isingova modelu ve 2D s hexagonalni mfizkou.
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v

Stejné jako v piipadé dvourozmérné verze na ctvercové miizce lze z obrazku 3.17 vy¢ist pfibliznou
hodnotu kritické teploty, a to T¢ = 1.5, coz odpovida [29]. Pro nékteré hodnoty teploty mensi nez T¢
obdobné jako v pfedchozich pfipadech dochdzi k neustéleni ve stavu s hodnotou magnetizace rovno
jedné, nybrz na hodnoté vyrazné mensi. V hexagondlni m¥izce ma kazda ¢dstice 3 vazby, coz je o
jednu méné nez v miiZce ¢tvercové. Soucasné nam také kriticka teplota poklesla na hodnotu cca 1.5

Y

oproti ptivodni kritické teploté pro ¢tvercovou m¥izku, kterd méla hodnotu 2.26.

3.7 Simulace ve 2D - triangularni m¥iZka

Druhou mfizkou jinou nez ¢tvercovou ve dvourozmérné verzi bude mfiizka trianguldrni. Kazda
Céstice v této konfiguraci ma s ostatnimi vrcholy pravé 6 hran. Opét uvauZujeme periodickou pod-
minku na okraje mfizky. Ndhled ¢ésti trianguldrni konfigurace 1ze nalézt na néasledujicim obréazku
3.18.

Obrazek 3.18: Ukdzka triangularni mfizky.

vy

Simulace na této miiZce provedeme se stejnymi parametry jako pro m¥izku hexagondlni—vypocet
bude proveden pro 100 teplot v intervalu [0.01,6.01], ktery opét rozdélime ekvidistantné. Pro kazdou
teplotu provadime 10% aktualizaci. Vynaset budeme znovu magnetizaci po&itanou dle pfedpisu (3.6).
DosaZené vysledky je moZné zhlédnout na obréazku 3.19.
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Obrézek 3.19: Kriticka teplota Isingova modelu ve 2D s trianguldrni mfizkou.

Opét z vysledki simulaci mtizeme urcit pfibliZznou hodnotu kritické teploty. Pro triangularni mfizku
vychézi tedy pfiblizné T¢ = 3.8, coZ opét ve srovndni s [29] velmi odpovidd. Opét se v simulacich vy-
skytly teploty, pro které systém neskoncil v ustdleném stavu s hodnotou magnetizace rovno jedné.
Soucasné také pro teploty vétsi neZ T¢ nedochdzi v pfipadé magnetizace k tak péknému pfibliZeni se
nule, jak tomu bylo v pfipadé ¢tvercové nebo hexagondlni mfizky.
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Zavér

Tato diplomové price na téma Isingova modelu feromagnetizace latek pojedndvala o nékolika
ukolech vyplyvajicich ze zadani této prace. Prvnim z téchto tkolli bylo nastudovat feSeni Isingova
modelu v zavislosti na dimenzi této tlohy. V jedné dimenzi byl pfedstaven pfimocary postup, ktery je
znamy jiz mnoho desitek let. V pfipadé dvourozmérné verze byla prvnim pfedstavenym fesenim ne
pfili§ zndmd kombinatorickd metoda, kterd spocivé v rozkladu m¥izky na pfipustné grafy a nasledné
s¢itani pies tyto grafy. Tento postup byl detailné vysvétlen a diskutovdn. Druhym feSenim byla zndma
metoda pfedstavenad jiz v prvni poloviné 20. stoleti. Tento postup byl doveden do stavu, kdy by po
vyfeSeni funkcionélni rovnice byl rovnéZ obdrZzen vysledek Isingova modelu na ¢tvercové miiZce. Tato
préce se vSak jiz feSenim této rovnice nezabyvala. Déle také existuje domeénka, Ze exaktni feseni ve
3D neexistuje, proto jsme se timto feSenim nezabyvali. Tuto domnénku se v§ak nepodafilo doposud
potvrdit ani vyvratit. VSechna zminénd feSeni lze nalézt v kapitole 1. V téchto feSenich jsme vyuZili
siroké spektrum matematickych disciplin, jako je linearni algebra, funkcionalni analyza, teorie grafti,
markovské fetézce atd.

Dal$im tkolem bylo sezndmit se s metodami Markov Chain Monte Carlo. Stru¢né sezndmeni pro-
béhlo v ¢asti 2. Tyto teoretické poznatky byly ndsledné aplikovdny v kapitole 3 v rdmci simulaci Isin-
gova modelu.

Simulac¢ni ¢ést byla rozdélena do nékolika ¢asti. Prvnim z tkold této ¢4sti byla vizualizace simu-
laci na ¢tvercové miiZce v zavislosti na dimenzi. Pro modely v 1D i 2D byly zobrazeny ziskané kon-
figurace jak v zavislosti na teploté systému, tak v zavislosti na poctu krok v metodé Markov Chain
Monte Carlo. Pro model ve 3D byl za ticelem vétsi ndzornosti a prehlednosti vybran zptisob zobrazo-
vani magnetizace pomoci totdlni variace v tomto systému. Ta charakterizuje uspofddanost systému —
hodnota 1 znamen4, Ze vSechny ¢dstice v systému maji stejnou hodnoutu spinu. Hodnota 0 by naopak
znamenala, Ze Zddné dvé sousedni ¢4stice nemaji shodny spin — ¢astice maji hodnotu spinu ,sttidavé
prostorové Sachovnice”. Z logickych Gvah pak miizeme odvodit, Ze pro ndhodnou konfiguraci by se
meéla tato totdlni variace rovnat hodnoté 0,5, nebot’ v tomto systému budou mit dvé sousedni ¢4stice
stejny spin s pravdépodobnosti 0,5.

Druhym tkolem pro simulace bylo numerickymi experimenty ziskat pfibliZnou hodnotu kritické
teploty systému a porovnat ji se ziskanou teoretickou hodnotou. JelikoZ v jedné dimenzi neexistuje
nenulové kritickd teplota, zaméfili jsme se na dvourozmérnou verzi. Provedené experimenty potvr-
dily, Ze teoretickd hodnota kritické teploty Isingova modelu ve 2D T¢ = 2,26 pékné odpovida vysled-
ktim ziskanym pomoci simulaci. V pfipadé tfirozmérné verze Isingova modelu poté bylo na zadkladé
klasické magnetizace i magnetizace definované pomoci totdlni variace zjisténo a potvrzeno, Ze kri-
tickd teplota ve 3D je pfibliZné rovna hodnoté 4,5.

2 w2z vov

Poslednim tkolem simula¢ni ¢ésti bylo otestovat Isingtiv model na jiné nez ¢tvercové miizZce ve
2D. Pro tento tikol byly vybrany hexagondlni a triangularni konfigurace. Z dtivodu obtizné vizualizace
byly pro takovéto systémy zobrazeny grafy, které vynasi hodnotu magnetizace pro pfislusné teploty.
Z téchto simulaci vySel zajimavy vysledek. V hexagondlni mfiZce m4 kazd4 castice pravé 3 sousedy,

71



v

ve Ctvercové jsou to Ctyfi sousedé a v trianguldrni mfiZce je to sousedii Sest. Stejnym zptisobem vysla
i kriticka teplota pro tyto konfigurace — nejmensi kriticka teplota, pfiblizné 1,5, vysla pro hexagondlni
miizku, naopak vy$si hodnotu nez pro ¢tvercovou miizku ma mfiizka triangularni, tj. pfiblizné 3,8.
Dal$im zajimavym tikolem by tedy mohlo byt provedeni simulaci pro vicevazné konfigurace a na-
sledné testovani hypotézy, zda kriticka teplota zavisi linedrné (¢i jinou zavislosti) na vaznosti ¢4stic.
Zavérem této prace tedy mtizeme prohlésit, Ze dosazené vysledky spolehlivé naplnily vyty¢ené
cile. Hlavnim cilem této prace bylo zabyvat se Isingovym modelem na teoretické tirovni, tj. provést
teoretické feSeni tohoto modelu. Timto teoretickym feSenim jsme mysleli nalézt pfedpis pro mag-
netizaci, pfipadné pro volnou energii na ¢éstici. Toto feSeni jsme poté podpofili numerickymi si-
mulacemi. Témito simulacemi jsme nalezli pfislusné kritické teploty, které odpovidaly teoretickym
zjisténim. Préce se tedy stala komplexni a nezaméfila se pouze na urcitou ¢ast matematiky.
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