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Abstrakt

Prace pojednava o zdkladnich aspektech
teorie hyperfunkci jedné redlné proménné.
Jejim hlavnim cilem je uchopeni této
problematiky tak, aby byla pristupna
Sirokému okruhu c¢tenariu. Postupné
prozkoumame rizné operace na hyper-
funkcich. Hlavni pozornost vénujeme
predevsim derivovani a integrovani
hyperfunkci. V posledni ¢asti prace se
zamérime na Fourierovu transformaci
hyperfunkci s kompaktnim nosicem.
Abstraktni pojmy budeme v pribéhu
prace prokladat konkrétnimi priklady.
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Abstract

This thesis deals with basic aspects of
the theory of hyperfunctions of one real
variable. The main aim is to present
hyperfunctions in an accessible way for
non-specialists. Various operations on
hyperfunctions are investigated. Special
attention is paid to differentiation and
integration. In the last part of the
thesis, we discuss Fourier transform of
hyperfunctions with compact support.
Abstract concepts are illustrated by
concrete examples.
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Kapitola 1

Uvod

V roce 1930 publikoval teoreticky fyzik a pozdéjsi drzitel Nobelovy ceny Paul
Dirac slavnou monografii The Principles of Quantum Mechanics [1], ve které
poprvé zavedl objekt d(x), dnes nazyvany Diracova delta funkce. Jednalo se
o objekt zavisejici na x € R, ktery mél podle Diraca splnovat

0(xz) =0, prokazdéz # 0,

/OO 0(x)der =1. (L1)

Ddlezitou vlastnosti byla také rovnost

/ Z f(@)8(z — a) dz = f(a),

jejiz platnost byla pozadovana pro kazdé a € R a kazdou spojitou funkci
f(x). Z vyse uvedeného je patrné, ze se jednd o analogii ke Kronekerovu delta
pro piipady, kdy misto sumy chceme uvazovat integral (tj. chceme ,séitat
pres spojity index“). Fyzikalné muzeme Diracovu delta funkci interpretovat
napriklad jako hustotu nédboje bodové ¢astice (Zijici jen v jedné prostorové
dimenzi), kterd mé jednotkovy elektricky naboj. Z vlastnosti integralu a (1.1)
vsak plyne, Ze 0(x) nemuze byt chdpana jako obyc¢ejna funkce jedné realné
proménné. Pro objekty typu Diracova delta funkce se proto vzilo oznaceni
zobecnéné funkce.

Dlouhou dobu Diracova delta funkce postradala matematicky rigordzni
definici a byla brana jen jako uziteény formalismus. Snaha o nalezeni korektni
matematické definice zobecnénych funkci byla zavrsena Laurentem Schwart-
zem v praci [2]. Zobecnéné funkce definované Laurentem Schwartzem jsou
nazyvany distribuce. Jednd se o spojité linedrni funkciondly na vhodném
prostoru funkci. Teorie distribuci je dnes nejrozsitenéjsi teorii zobecnénych
funkci a stala se béznym matematickym nastrojem ve fyzice a inzenyrstvi. Za
jeji vznik a rozvoj dostal v roce 1950 Laurent Schwartz Fieldsovu medaili.
7 pohledu lidi, ktefi se nezabyvaji primarné matematikou, se vSak teorie dis-
tribuci muze zdat neintuitivni a obtiZzna. Pro jeji pochopeni je totiz potrebna
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dobra znalost pokrocilejstho matematického aparatu, ktery vyrazné presahuje
zakladni kurzy matematiky na elektrotechnickych vysokych skolach.

Se zcela odlisnym pristupem k zobecnénym funkcim ptisel japonsky mate-
matik Mikio Sato [3}, 4, [5 6]. Jeho pristup je zalozen na teorii funkei komplexni
proménné. Zobecnénou funkci na realné ose si zde miizeme predstavovat jako
rozdil hrani¢nich hodnot nad a pod realnou osou funkce F'(z) holomorfni
v D\ R, kde D je oteviend mnozina obsahujici redlnou osu. Takovéto zo-
becnéné funkce se nazyvaji hyperfunkce a zahrnuji kromé distribuci také
singularnéjsi objekty. Je totiz zndmo, ze distribuce, jejiz nosic je roven jed-
noprvkové mnoziné {0}, je linedrni kombinaci Diracovy delta funkce a jeji
derivaci. Takova distribuce odpovida v teorii hyperfunkci objektu popsanému
funkci F(z) holomorfni v C\ {0} s pélem v 0. To znamena, ze hyperfunkce
generovand funkei F(z) = e* nemiize byt distribuce, nebot jeji nosic¢ je {0}
a F'(z) ma v nule podstatnou singularitu. Teorie hyperfunkei nasla své vyu-
7iti v teoretické fyzice (viz napiiklad [7]). Objevuji se také snahy aplikovat
hyperfunkce v numerickych algoritmech pro vypocet integralu [8] 9.

V této praci se zamérime na hyperfunkce jedné redlné proménné. Nasi sna-
hou bude prezentovat uceleny souhrn elementarnich zdkladi této teorie, ktery
bude pristupny Sirokému okruhu ¢tenaiti. Pro porozuméni myslenek v této
praci by mély postacovat zdkladni kurzy matematické analyzy (obsahujici také
uvod do funkei jedné komplexni proménné) probirané na elektrotechnickych
vysokych skoldch. Hlavnim zdrojem pro tuto préci byla literatura [10}, [I1].
Hlubsi matematicky néhled do problematiky hyperfunkei (nejen jedné redlné
proménné) lze nalézt napiiklad v monografii [12].

Tato bakalarska prace je strukturovana néasledovné. Ve druhé kapitole
je zaveden pojem hyperfunkce jedné redlné proménné. Poté nésleduje jeho
ilustrace radou zdkladnich prikladi. Nase pozornost je zamérena zejména na
Diracovu delta funkci, jez nds bude provéazet celou touto praci. Zkoumame
také reprezentaci obycejnych funkci pomoci hyperfunkei.

Treti kapitola je vénovana vybranym operacim na hyperfunkcich, kde
se mimo jiné zabyvame také nasobenim hyperfunkci funkcemi redlné ana-
lytickymi. Déle se zminujeme o substituci v hyperfunkci. Dulezity ptfipad
afinni substituce podrobné ilustrujeme na prikladu s Diracovou delta funkci
a Heavisideovou hyperfunkci.

Ve ¢tvrté kapitole se zaméfujeme na derivaci a integraci hyperfunkei.
Nejdriive probereme derivovani hyperfunkci. Ukazeme si, Ze zndma pravi-
dla o derivovani obycejnych funkci se prendsi i do svéta hyperfunkci. Vysledky
o derivovani poté vyuzijeme pfi feSeni rovnice ¢(x)f(x) = h(zx), kde ¢(x) je
pevné zadand vhodné realné analytickd funkce a h(z) je zadand hyperfunkce.
Posledni ¢ést ¢tvrté kapitoly je vénovana integraci hyperfunkei. Ukazeme si,
ze i v hyperfunkcich mizeme k vypoctu integralu pouzit primitivni funkei.
Kromé toho uvedeme také vétu o substituci.

Pata kapitola pojednava o Fourierové transformaci. Z diuvodu komplikova-
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nosti tohoto tématu a omezeného rozsahu bakalaiské prace se zamérime jen
na Fourierovu transformaci hyperfunkci s kompaktnim nosicem. Odvodime
si zakladni pravidla pro pocitani Fourierovy transformace, mezi které patii
napriklad pravidlo o obrazu derivace ¢i pravidlo o skalovani.






Kapitola 2

Uvod do hyperfunkci

B 2.1 Zavedeni pojmu hyperfunkce

Definice 2.1 Otevienou mnozinu D C C nazveme komplexni okoli intervalu
R = (—o00, +00), jestlize R C D.

Mnozinu vSech komplexnich okoli intervalu R znacime N. Pro jakékoli
D € N miZzeme zavést dvé oteviené podmoziny

D+ = DDC+,
D_:=DnNC_,
kde

C+ = {Z S C]Imz > O},
C_. ={z€C|lmz < 0}.

Pro libovolnou otevienou mnozinu bodu © z C znac¢ime symbolem O(£2)
mnozinu vSech holomorfnich funkei v Q. Mnozina O(2) vybavena operacemi
s¢éitanim funkci a nasobenim funkce ¢islem, které jsou definovany bodové,
tvori linedrni prostor.

Casto se setkdvame se situaci, kdy chceme skupinu vektorti povazovat
za vektor jediny. Jinymi slovy, chceme ztotoznit vektory, které se v jistém
smyslu od sebe prilis nelisi. Tato idea vede k dtlezité konstrukci, ktera
nam z linedrniho prostoru umozni vytvorit novy linearni prostor nazyvany
faktorovy prostor.

Nasledujici tvrzeni tuto konstrukei popisuje (detailnéjsi rozbor viz napri-
klad [I3]). V této praci jsou pro nas dilezité jen komplexni linedrni prostory, a
proto budeme vzdy pod pojmem linedrni prostor rozumét komplexni linedrni
prostor.

Tvrzeni 2.2 Af V je linearni prostor a W je jeho linedrni podprostor. Na V'
uvazujme binarni relaci ~ danou vztahem = ~ y, kdykoli x —y € W. Potom
plati:
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(i)

(i)

Relace ~ je relace ekvivalence a t¥ida ekvivalence obsahujici prvek x € V'
je
[zl =z + W ={z+ylye W}

Mnozina
VW :={[z]lx e V} ={a+ W]z €V}
vSech trid ekvivalence spolu s operacemi
alz] == [ax],

[z] + [y] == [z + 9],

kde z,y € V a a € C, tvori linearni prostor s nulovym vektorem
0] = W.

Dukaz:

(i)

(i)

Ovérme, ze ~ je relace ekvivalence (tj. ~ je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni bindrni relace).

Pro kazdé x € V je x —x = 0 € W. To znamena, ze x ~ x pro kazdé
x € V. Tedy relace ~ je reflexivni.

Predpoklddejme, ze x ~ y. Potom x — y € W. Odtud
y—z=—(r—y)eW,

a proto y ~ x. Relace ~ je tudiz symetricka.

Necht x ~yay~z. Jellkkozx—yeWay—zeW,je
r—z=(x—-y) +@y—=z) W

7 toho plyne, ze x ~ z, a tak relace ~ je tranzitivni. Tim jsme zavrsili
dikaz, ze ~ je relace ekvivalence.

Zbyvé ukazat, ze [z] = x + W. Z definice relace ~ plyne
] ={yeV]ly—x e W} ={y € Vly—x =z pro n¢jaké z € W}
={z+zeV|izeWt=ax+W.

Nyni ukazme, ze operace na V/W jsou definovany korektné (tj. nezavisi
na volbé reprezentanta t¥idy ekvivalence). Za timto icelem si nejdfive
rozmyslime platnost rovnosti v + W = W pro kazdé v € W. Predpokla-
dejme, ze v € W. Je-li u € v+ W, pak existuje w € W tak, ze u = v+w.
Protoze linearni podprostor je uzavien na scitani, je

u=v+weW
Odtud v + W C W. Naopak, mame-li u € W, pak

u=v+(u—v)cv+W,

6
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jelikoz u —v € W. Tim jsme dokézali také opac¢nou inkluzi W C v+ W,
aprotojev+ W =W.

At a € [z] a a € C. Pak
alal =[aal =aa+W =azx+ala—x)+ W = ax + W = [az] = afz].

Ovérili jsme tak, ze operace nasobeni skaldrem nezavisi na reprezentan-
tovi, a je proto dobfe definovana.

Mgéjme a € [z] a b € [y]. Potom

]+ [l =la+b=a+b+W=a+(a—a)+y+b—y) +W
=r+y+W=[z+y]=[z]+ [y

Vidime, ze ani sc¢itani vektorl nezavisi na reprezentantovi, a jedna se
tak o dobie definovanou operaci na tridach ekvivalence.

Ovéreni podminek z definice linearniho prostoru prenechiavame jako
lehké cviceni ¢tenari. Jen zminime, ze

[0] + [2] = [0+ 2] = [«]

pro kazdé x € V', a proto [0] = W je nulovy vektor prostoru V/W.
O

Linearni prostor V/W zavedeny v predchozim tvrzeni se nazyva faktorovy
prostor prostoru V' podle W.

Méame-li D € N a F(z) € O(D), pak zizeni funkce F(z) na mnozinu D\ R
je prvkem O(D \ R). To znamend, Ze linearni prostor O(D) muzeme chipat
jako linedrni podprostor prostoru O(D \ R).

Definice 2.3 Necht D € N. Prvky faktorového prostoru O(D \ R)/O(D) na-
zyvame hyperfunkce na R. Funkce F(z) € O(D\R) se nazyva generujici funkce
(nebo také definujici funkce) hyperfunkce f(x) na R, jestlize f(x) = [F(2)].

Uvedme zde nékolik poznamek k definici hyperfunkce. Na konkrétni volbé
okoli D € N by definice neméla zdviset. Tohoto faktu je mozné dosdhnout
uvazenim induktivni limity. Ctenafe zajimajiciho se o tento formaln{ piistup
odkazujeme naptiklad na monografii [12]. Pro nase ti¢ely bude postacujici
védét, ze pokud Dy € N je podmnozinou mnoziny Dy € N, pak linedrni
zobrazeni

¢ : O(D2\R)/O(D2) = O(D1\ R)/O(Dy)

dané predpisem ¢ ([F(2)]) = [F(Z)|'D1\R:| je izomorfismus (viz [12, Theorem
1.1.3]).

V této praci zkoumame pro jednoduchost jen hyperfunkce na reilné ose, ale
definici lze prirozené rozsirit a uvazovat tak hyperfunkce na obecné oteviené
podmnoziné realné osy (pripadnym zajemctum jest k dispozici podrobnéjsi
popis v literatute [10} 12]).



2. Uvod do hyperfunkci

Neékdy je vhodné funkci F(z) € O(D \ R) rozdélit do dvou funkei Fy(2) a
F_(z), kde F (%) je ztzeni funkce F(z) na mnozinu D =DNC, a F_(2)
je zuzeni funkce F(z) na mnozinu D_ = DN C_. V takovém pripadé budeme
misto f(z) = [F(z)] psét

f(@) = [F(2), F-(2)]-

Definice 2.4 At f(x) = [F}(2), F-(z)] je hyperfunkce a a € R. Existuje-li
vlastni limita
61_1)1(1)1+{F+(a +ie) — F_(a —ie)},

pak se nazyva hodnota hyperfunkce f(x) v bodé a a znaci se f(a).

Mé-li hyperfunkce f(x) hodnotu v kazdém bodé redlné osy, pak ndm jeji
hodnoty zadédvaji obycejnou funkci f : R — C. Radi bychom takové objekty
ztotoznovali, ale obecné to udélat nelze. Mtize se totiz stat, ze dvé rizné
hyperfunkce zadavaji stejnou funkci skrze své hodnoty. Uvazme naptiklad
hyperfunkce f(z) = [0] a g(x) = L%] Ziejmé f(x) # g(x), nebot funkce Z%
mé v nule pél nasobnosti 2 a nelze tak rozsirit na holomorfni funkci v néjakém
okoli D € N. Avsak

g(z) = lim ((m _1_11'6)2 C(z —11'6)2)

e—0+
— lim (x — i51)2 — (z —|— ic)? ~ lim —dizxe =0
=0+ (x +1ig)2(x —ig)? e=0+ (22 4 ¢2)

pro kazdé x € R. Vidime tedy, ze f(z) = g(z) = 0, ackoli f(z) # g(z).
Presto v nékterych pripadech budeme chtit f(x) ztotoznit s f(x). Tomu se
ale budeme vénovat pozdéji pri reseni otazky, zda svét hyperfunkci obsahuje

obycejné funkce.

Jesté predtim, nez se seznamime s elementarnimi priklady hyperfunkei,
zadefinujeme si nosi¢ hyperfunkce. V analogii s nosicem funkce ocekavame,
Ze by se mélo jednat o doplnék (vzhledem k R) nejvétsi oteviené mnoziny
v R, na které je hyperfunkce nulova. Hyperfunkce na obecnych otevienych
mnozinach jsme sice nedefinovali, ale intuitivné by nulovost na oteviené mno-
ziné méla byt vyjadiena moznosti holomorfné dodefinovat generujici funkci
ve vSech bodech této oteviené mnoziny.

Definice 2.5 Nosic¢ hyperfunkce f(z) = [F(z)] € O(D\R)/O(D) je mnozina
R\ Q, kde © C R je nejvétsi oteviend mnozina takova, ze existuje funkce G(2)
holomorfni v D\ (R \ Q) spliujici F(z) = G(z) na D \ R. Nosi¢ hyperfunkce
f(z) zna¢ime suppf(z).

7 definice nosice je patrné nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.6: At f(r) = [F(2)] je hyperfunkce. Jestlize 2 ¢ suppf(z), potom
F) = 0.
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Diikaz: Jestlize x ¢ suppf(z), pak F(z) lze holomorfné rozsifit na otevienou
mnozinu obsahujici néjaké okoli bodu z. Uvédomime-li si, ze holomorfnost
implikuje spojitost, dostavame

flz) = lim (F(z+ie) = F(a —ig) = F(v) = F(z) =0.

€

O

V zavéru této Casti jesté upozornéme, ze v predchozim tvrzeni nelze impli-
kaci oto¢it. Uvazme napiiklad hyperfunkei f(z) = [%} Jiz jsme si ukazali,

Ze pro tuto hyperfunkei je f(0) = 0. Protoze ale % je holomorfni v C\ {0} a
v 0 mé pdl ndsobnosti 2, je suppf(x) = {0}.

B 2.2 Zzaikladni priklady hyperfunkci
y ny

Priklad 2.7 Nasledujici tfi generujici funkce, jejichz znaceni jsou

1, zeC,,
Lz = {0 ze(C+

]__(Z) — {0, AS C+,

-1, zeC_,
1(2) L ]./27 A C+,
T -1/2, zeC_,

definuji jednu a tu samou hyperfunkci

flx) = [14+(2)] = [1-(2)] = [1(2)];

protoze se tyto funkce lisi jen o konstantu (coz je celistva funkce). Pro kazdé
x €R je _
= 1li 1 e) —1(x — 1 =1.
Fla) = Jim {1 +i2) ~ 1z i)}

Pozdéji si ukazeme, ze v tomto pripadé je f(x) mozné ztotoznit s hyperfunkei
f(z).

Funkci 14(z) neni mozné holomorfné rozsifit na funkci, kterd by byla
holomorfni v néjakém bodé redlné osy (tj. byla holomorfni v néjakém okoli
tohoto bodu), nebot v zZddném bodé redlné osy nelze 1, (z) dodefinovat ani
spojité. Proto suppf(z) = R. A

Pomoci vyse definovanych funkei 14 (z) a 1_(z) miZeme casto zjednodusit
zépis generujici funkce F'(z) hyperfunkce f(x) = [F(z)], jak si ukdZeme v na-
sledujicich prikladech.
Priklad 2.8 Hyperfunkce

f(@) = [214(2)] = [-21-(2)] = [21(2)]

9



2. Uvod do hyperfunkci

mé pro kazdé redlné = € R hodnotu f(z) = z. Intuitivné tak ocekavame, ze

tato hyperfunkce bude odpovidat funkci f(x). Analogicky jako v minulém
prikladu vidime, Ze nosi¢ hyperfunkce f(z) je mnozina R. A

Priklad 2.9 Hyperfunkce

J() = [sin(2), 0] = [sin(2)14 (2)]

mé pro kazdé x hodnotu sin(x). Oc¢ekdvame proto, ze hyperfunkce f(x) bude
reprezentovat funkci z — sin(z). Obdobné lze postupovat i u funkce cos(z),
jez (jak uvidime pozdéji) odpovidd hyperfunkci

g(x) = [cos(z), 0] = [cos(2)14(2)].

Opét snadno nahlédneme, ze

suppf(z) = suppg(z) = R.

Priklad 2.10 Hyperfunkce

mé pro kazdé redlné x hodnotu

. 1 1
f(@) :el—l>%l+<2(:v—|—ie—i) " 2($_i€+i)>

1 ( 1 n 1 ) o

C 2\ —i  x+4i/ x40
Nenf tézké ukdzat, ze i v tomto piipadé je suppf(z) = R. Pozdéji se dozvime,
ze hyperfunkce f(z) odpovida funkeci f(x). A

Priklad 2.11 Po nékolika elementarnich prikladech se dostavame k jedné
z nejdilezitéjsich hyperfunkci, a to konkrétné k Diracovu impulsu v bodé
x = 0. Misto Diractiv impuls se také casto pouzivaji nazvy Diracova delta
funkce ¢i Diracova hyperfunkce. Tato hyperfunkce je definovana predpisem

5(z) = {_ ! }

2miz

Generujici funkce F(z) = —32— je (po holomorfnim rozsifenf) funkce ho-

lomorfni v C \ {0} s pélem nasobnosti 1 v bodé 0. Z tohoto divodu je
supp d(z) = {0}. Pro kazdé x € R nenulové mame

=~ . . . . €
(S(x) = El_l)rgl+ (F+(.’I,' +Z€) — F_($ — Z€)> = El_l)%l+m = 0.

Pro x = 0 hodnota neexistuje, nebot

. . . o1
g, (Fie) = P(ie) = g o = +o0

10



2.2. Zakladni priklady hyperfunkci

Pravé napocitané limity odpovidaji naivni predstavé o Diracové impulsu,
ktera 1ika, ze se jedna o ,funkci“, ktera je mimo pocatek nulova, ale v nule
ma nekone¢nou hodnotu. V korektnim matematickém svété vSak Diractv
impuls neodpovida zadné obycejné funkci redlné proménné. Presto se jedna
o velmi dulezitou hyperfunkei, s kterou se budeme v dalsich ¢astech této prace
hojné setkavat. A

Priklad 2.12 Dalsi velice vyznamnou hyperfunkci je Heavisideova hyper-
funkce, neboli jednotkovy skok v nule. Jak uz nézev napovida, jedna se
o reprezentaci Heavisideovy funkce Y (z). Heavisideova funkce ma hodnotu 0
pro vSechny prvky ze zaporné ¢asti realné osy a konstatni hodnotu 1 na kladné
¢asti redlné osy. Definice hodnoty Heavisideovy funkce v pocatku neni v lite-
ratufe ustdlend. V nasf praci budeme volit konvenci Y (0) = 3, jak ostatng
ukazuje i Obrazek 2.1.

1.0

0.8

0.6+

0.4+

0.2+

=9 -1 1 2
Obrazek 2.1: Graf Heavisideovy funkce.

Definice Heavisideovy hyperfunkce u(zx) je

u(x) == {— 1 ln(—z)],

21

kde In(z) je hlavni hodnota logaritmu. Pfipomenme, ze hlavni hodnota loga-
ritmu je

In(z) = In|z| +iarg(z), z # 0,
kde arg(z) je hlavni hodnota argumentu komplexniho ¢isla z (tj. hodnota

argumentu komplexniho ¢isla z, kterd lezi v intervalu (—, 71]). Graf imaginarni
¢asti funkce In(z) je na Obrazku 2.2.

Podivejme se nyni na hodnoty hyperfunkce u(z). Z chovani funkce arg(z)
vidime, ze

+r, x>0,
li —x i) = z =
5_1)%1+arg( x £ ig) +Z, x =0,
0, z < 0.

11



2. Uvod do hyperfunkci

Obrazek 2.2: Graf imagindrni ¢asti funkce In(z).

Tedy pro kazdé = # 0 mizeme s vyuzitim spojitosti funkce In |z| psét
() = lim (F P (i
u(e) = lim {F(z +ic) (z —ie)}

. 1 . . .
= g1_1)r(151+ —2—m,{ln | — x —ie|) +iarg(—z — ie)

— (In| — x +ie| +iarg(—x + i€))}

1(1. ( o) — 1i ( +)> 1, x>0,
=—— | lim arg(—z —ie) — lim arg(—x +i¢e) | =
21 \e—0+ & e—0+ & 0, z < 0.

Zamérime-li se na hodnotu v pocatku, pak

B 1 _ , . .
u(0) = 5 El_1>r51+{ln e +iarg(—ic) — Ilne — iarg(ic)}

. . . .
=5 El_1>r51+{z arg(—ie) —iarg(ic)}

1 ( T ,Tr) T 1
=—— -tz -tz ) =—= <.
2mi 2 2 2me 2
Hodnoty Heavisideovy hyperfunkce u(z) tedy koinciduji s hodnotami Hea-

visideovy funkce Y (x). To intuitivné zduvodnuje, pro¢ jsme u(x) nazvali
Heavisideovou hyperfunkci. Jesté nez ukonc¢ime tento priklad, podivejme se

na nosi¢ hyperfunkce u(z). Generujici funkei F(z) = —5L In(—z) lze holo-
morfné rozsitit do C\ [0, +00), tedy supp u(x) C [0, +00). Jelikoz u(z) # 0
pro = € [0, +00), plyne z Tvrzeni 2.6, Ze supp u(z) = [0, +00). A

B 2.3 Vnoveni funkci do hyperfunkci

Nejprve se podivejme na moznost realizace realné analytickych funkci pomoci
hyperfunkci. Budeme chtit kazdé redlné analytické funkci prifadit rozumnym

12



2.3. Vnoreni funkci do hyperfunkci

zpusobem néjakou hyperfunkci. Pfipomenme si nejdiive definici redlné analy-
tické funkce.

Definice 2.13 Funkce f : R — C se nazyva redlné analytickd, jestlize existuje
jeji holomorfni rozsifeni na néjaké komplexni okoli redlné osy (tj. jestlize
existuje funkce g(z) holomorfni v néjaké oteviené mnoziné D € N tak, ze
f(x) je zuzeni funkce g(z) na redlnou osu).

7 definice okamzité vidime, ze mezi piiklady redlné analytickych funkci
patii funkce sin x, cos z, e, €. Tyto funkce jdou holomorfné rozsitit dokonce
na celou komplexni rovinu. Jinymi slovy, jsou ztizenim funkei celistvych. Aby
nedoslo k omylu, poznamenejme zde, ze ne kazda redlné analyticka funkce je
zizenim funkce celistvé. Staci uvazit redlné analytickou funkci ﬁ, ktera

1

je zzenim funkce 75 holomorfnf v C\ {—4,4} majici v bodech =i pély

nasobnosti 1.

7 tvodni ¢asti této kapitoly plyne, ze prostor vsech hyperfunkci na realné
ose tvori linedrni prostor. Z definice operaci na faktorovém prostoru je jasné,
ze soucet dvou hyperfunkei f(z) = [F(2)] a g(z) = [G(#)] je hyperfunkce

f(@) +g(x) = [F(2) + G(2)].

Navic nasobeni hyperfunkce f(z) = [F(z)] ¢islem k € C je hyperfunkce
kf(x) = [kF(2)].

V nasledujici vété si vyse uvadéné zobrazeni popiseme. Uvidime, ze je
kompatibilni s béZnymi operacemi.

Véta 2.14 Zobrazeni ¢ linedrniho prostoru vsech redlné analytickych funkei
do linedrniho prostoru vsech hyperfunkci na R dané predpisem

vig(@) = fo(x) = [¢(2)14(2)]

je prosté linedrni zobrazeni. Navic pro kazdou redlné analytickou funkci ¢(x)
plati: N
fo(z) = ¢(x)

pro kazdé =z € R.

Drikaz: Nejdrive ukazme, ze plati

folx) = d(x)

pro kazdé x € R. Predpoklddejme tedy, ze ¢(z) je redlné analytickd funkce.
7 definice hodnoty hyperfunkce plyne
folz) = E]i}g:)l‘i’ oz +ie)ly(x + i) — ¢z —ie)ly(x — i)
= lim 6(z +ic) = 6(x).

13



2. Uvod do hyperfunkci

kde jsme v poslednim kroku vyuzili spojitost funkce ¢(x).

Zbyva ukazat, ze ¢ je prosté linearni zobrazeni. Nejdrive se podivejme
na linearitu. Necht ¢(z) a 1(x) jsou redlné analytické funkce a ¢ € C. Potom

forew(x) = [(6(2) + cp(2)) 14 (2)] = [9(2)14(2)] + c[¢(2)14(2)]
= fs(x) + cfy(x).

Pro dikaz prostoty zobrazeni ¢ predpoklddejme, Ze ¢(z) je redlné analyticka
funkce takova, ze fy(x) = 0. Potom z jiz dokazané prvni ¢asti plyne, Ze

(x) = fs(z) =0,

pro kazdé z € R.
O

V nésledujicim tvrzeni charakterizujeme mezi vSemi hyperfunkcemi na R
ty, které odpovidaji redlné analytickym funkcim.

Tvrzeni 2.15 Necht f(z) = [F(z), F_(z)] je hyperfunkce. Potom Fl(z)
a F_(z) je mozné holomorfné rozsitit do néjakého okoli D € N redlné osy
pravé tehdy, kdyz existuje redlné analytickd funkce ¢(x) tak, ze f(z) = fy(x),
kde fs(z) je hyperfunkce definovand ve Vété 2.14.

Diikaz: Predpokladejme, ze Fy(z) a F_(z) lze holomorfné rozsitit do D € N.
Oznacme tato rozsiteni stejné jako puvodni funkce, tj. F. (z) a F_(z). Funkce

¢(x) = Fi(z) — F_(z), v € R,
je tedy realné analyticka. Navic

f(@) = [F(2), F(2)] = [F(2) = F(2),0] = [6(2)14(2)] = fo ().

Dokazme opac¢nou implikaci. Necht f(z) = f,(z). Pak existuje D € N

a H(z) € O(D) tak, ze ¢(z) € O(D), Fy(z) = ¢(2) + H(z),z € D4 a

F_(z) =04 H(z),z € D_. Protoze 0 € O(D), lze F}(z) a F_(z) holomorfné
rozsitit na celé okoli D.

O

Vsechny hyperfunkce uvedené v Piikladech 2.8 - 2.10 tedy odpovidaji realné
analytickym funkcim.

Rada funkci vyskytujicich se v aplikacich viak mezi funkce realné analytické
nepatti. Proto doufame, ze svij protéjsek v hyperfunkcich budou mit napri-
klad funkce absolutné integrovatelné. V nésledujici vété se pro jednoduchost
omezime na spojité funkce s kompaktnim nosicem.

Véta 2.16 Necht ¢ : R — C je spojitd funkce s kompaktnim nosi¢em
K Ca,b], kde —00 < a < b < +00. Potom

b
Py L [0

i), t—2

dt
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2.3. Vnoreni funkci do hyperfunkci

je holomorfni v C\ [a, b] a hodnota hyperfunkee f(z) = [F(2)] je f4(x) = ¢(x)
pro kazdé x € R.

Diikaz: Nejdiive ukazme, ze F(z) je funkce holomorfni na Q@ = C\ [a,b].
Oznac¢me
1 o)

2mit — 2

Funkce t — h(t, z) je spojitd v intervalu [a, b] pro kazdé z € Q2. Kromé toho je
evidentni, ze pro kazdé ¢ € [a, b] je z — h(t, z) holomorfn{ funkce v . Zvolme
zp € Q2 a polozme § rovno poloviné vzdalenosti bodu zg od intervalu [a, b], tj.

1
0=— inf |z — 2.
2 z€[a,b]

h(t,z) =

Necht
B(zp;0) = {z € C||z — 20| < 6}.
Protoze h(t,z) je spojitd funkce v [a,b] X B(zp;d), existuje K > 0 tak, ze
|h(t,z)| < K na [a,b] x B(zp;0). Odtud plyne, zZe
sup /]htz]dt<K(b—a)<+oo
2€QNB(20;0
Podle Véty A.8 je proto F(z) holomorfni v €.
Zbyva ukazat, ze F(x + ic) — F(x — ic) konverguje pro € — 0+ k ¢(x) pro
kazdé x € R. Necht € > 0. Potom
, . 1L o(t) ¢(t)
F — F(z—ig) = — - dt
(z+ie) (w = ie) 27Ti/at—x—i8 t—x+1e
_ L e
21 J—oo t—x—1 t—x+ic

L e 1,

dt =
T Joso (t— )%+ &2 e J_oo (;ﬂc)2+1

1 /+°0 o(z + eu)
= — ——~du.

T 14u?

Protoze ¢(t) je spojita funkce s kompaktnim nosi¢em, je

sup |o(t)| = M < +oo.
teR

Odtud

’(ﬁx—i-eu M
1+u2 |~ 1+u?

Funkce H% je absolutné integrovatelnd na R, a proto z Lebesgueovy véty a

ze spojitosti funkce ¢ plyne, ze

1 ~+o00
lim Fo+ic)— Flo—ic)= > tim [ 28T g,
e-0+ T e—=0+ ) o 1+ u2
1 [t 1 [+oo
=~ [ " m Mdu:/ o)
T Jooo e=0+ 1+ u? 7)o 1402

= %qb(x) [arctg u]tz = ¢(x).

15



2. Uvod do hyperfunkci

Hyperfunkce fy(z) z pfedchozi véty odpovida spojité funkei ¢(z) s kom-
paktnim nosi¢em. Dostdvame tak (linedrni) zobrazeni o linedrniho prostoru
vsech spojitych funkci ¢ : R — C s kompaktnim nosi¢em do linearniho pro-
storu vSech hyperfunkci na R. Upozornéme zde, ze prinik defini¢nich obort
zobrazeni ¢ z Véty 2.14 a pravé zminéného zobrazeni o je jednoprvkova mno-
zina obsahujici nulovou funkci, nebot realné analytickd funkce s kompaktnim
nosi¢em je nutné nulova funkce diky Vété A.7 o jednoznacnosti holomorfni
funkce. Nabizi se tak otézka, zda lze zobrazeni o rozsirit na linedrni zobrazeni
tak, aby se jednalo také o rozsiteni zobrazeni ¢. Odpovéd je kladné. Zobrazeni
o je totiz mozné rozsitit linedrné na mnozinu vsech lokdlné absolutné inte-
grovatelnych funkci na R tak, ze na reilné analytickych funkcich ma stejné
hodnoty jako zobrazeni ¢. Konkrétni konstrukce vsak prekracuje meze této
prace, a proto ¢tenafe odkazujeme na monografii [12].

Priklad 2.17 Uvazujme funkci ¢ : R — C danou predpisem

0.9

08

0.7

0.6

05

0.4

0.3

0.2

01

Obrazek 2.3: Graf funkce ¢(t) z Prikladu 2.17.

Jedné se evidentné o spojitou funkci s kompaktnim nosicem. Hledejme
hyperfunkei fy(z) = [F(2)] odpovidajici funkci ¢(x). Z Véty 2.16 je

F(z)_1/+°° o) 4 _ 1 /1 1—ft

i oo t—2 2mi ) t—2
1 01 4¢ 1 L1 —¢
= — dt + — dt.
27rz'/_1t—z +2m’/0 t—=z
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2.3. Vnoreni funkci do hyperfunkci

Zaméime se nyni na prvni integral, tedy

0 14¢ 0 14¢— 1
/ +dt:/ + Z+Zdt / 1+ +Z
1t—=z —1

0

:1+(1+2)/ dt:1+(1+z){m(t_z)}:

—1 t—=z
=14+ (1+2)(In(—2) —In(—-1 — z)).

Obdobné pro druhy integral mizeme psat

/1l_ltcht—/l1_(f’_z)_zdt—/1 Y
o t—=z N 0 t—=z N 0 t—=z

:_1+(1_Z)/01t ! dtz—l—l—(l—z){ln(t—z)}

—Z

=—-14(1—-2)(In(1 —2) —In(—2)).

1

0

Proto

%(2zln(—z) (14 2)In(=1—2) +(1—2)In(1 z))] |

fo(z) =

17
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Kapitola 3

Jednoduché operace na hyperfunkcich

B 3.1 Pocetni operace s hyperfunkcemi

Réadi bychom zobecnili definici ndsobeni hyperfunkce ¢islem na nasobeni
hyperfunkce libovolnou realné analytickou funkci.

Definice 3.1 Je-li f(z) = [F(z)] hyperfunkce a ¢(z) je redlné analytickd
funkce, pak ndsobeni ¢(x) s f(x) je ddno vztahem

kde ¢(z) na pravé strané oznacuje holomorfni rozsifeni redlné analytické
funkce ¢ () na néjakou mnozinu D € N.

Meéli bychom se jesté presvédcit, ze definice je korektni. Pro tento tcel pred-
pokladejme, ze F(z),G(z) € O(D\ R) jsou dvé generujici funkce hyperfunkce
f(x). Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze realné analytickou
funkei lze rozsifit na funkci holomorfni v D (pokud by $la rozsitit jen na
vlastni podmnozinu D' € N mnoziny D, pak bychom misto funkei F(z) a
G(z) uvézili jejich restrikce na D'\ R). Protoze F'(z) a G(z) jsou dvé generujici
funkce hyperfunkce f(x), existuje ¥(z) € O(D) tak, ze F(z) = G(z) + ¢ (2).
Odtud

P(2)F(2) = ¢(2)G(2) + (2)¢(2).

Soucin holomorfnich funkci na D je opét funkce holomorfni na D, a proto
#(2)Y(2) € O(D). To znamena, ze [¢p(z)F(z)] = [¢(2)G(2)]. Tim jsme doka-
zali, Zze definice nezavisi na volbé generujici funkce, a je tudiz korektni.

Priklad 3.2 Pro n € N plati

o(w) = [Zn <_ 27:%)] - [_ z;ml} =0
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3. Jednoduché operace na hyperfunkcich

Ba co vice, ukazuje se, ze vySe uvedeny ptiklad je pouze specidlni pripad
velmi jednoduchého chovani soucinu realné analytické funkce s Diracovym
impulsem.

Tvrzeni 3.3 Jestlize ¢(z) je redlné analytickd funkce, pak plati

Diikaz: Dle Definice 3.1 muZeme psat

¢(Z)}’

2miz

$(@)3(x) = |

kde ¢(z) je holomorfni v n&jaké mnoziné D € N. Je ziejmé, ze

lim ———~% = ¢'(0) € C.

z—0 z
Tedy
$(2)—¢(0) zeD)\ {0}
¢'(0), =0
je funkce holomorfni v D. Proto

o(2)6(x) = [—jfr)] - [- #e) =40 + ¢<O>} |- 60 _ )= 40

:[ ¢<0>_w<z>}:[ ¢<0>]:¢(0> [_1} = $(0)3(x).

 2rmiz 21  2rmiz 2miz

O

Priklad 3.4 Necht ¢(x) = sin(x) a hledejme, ¢emu se rovnd soucin ¢(z)d(z).
Vyuzitim pfedchoziho Tvrzeni 3.3 a uvédoménim si funkéni hodnoty funkce
sin(x) v bodé 0, lze psat

sin(x)d(z) = sin(0)d(x) = 0.

Obdobné lze postupovat i v pripadé, kdy ¢(x) = cos(x). Poté muzeme soucin
pocitat jako
cos(z)o(x) = cos(0)d(x) = d(x),

nebot plati, ze cos(0) = 1. A

Na zavér této sekce upozornéme, ze soucin dvou obecnych hyperfunkci
f(z) =[F(z)] a g(x) = [G(z)] nedefinujeme. Zdalo by se prirozené definovat
f(z)g(z) jako hyperfunkei [F'(2)G(z)]. Takova definice by ale nebyla korektni,

20



3.2. Substituce v hyperfunkci

jak si ukdzeme na ptikladu s Diracovym impulsem. Jiz diive jsme si uvedli,
ze generujici funkei pro d(x) je

Jednoduchym vypoctem dostavame

F()F()] = {_2%22 (_'2;£z)]'_ {_4W222}'

Stejné dobrou generujici funkei pro Diracovu hyperfunkei é(x) je také napfi-
klad funkce G(z) = F(z) + 1. Ale

[F(2)G(2)] = [F(2)F(2) + F(2)] = [F(2) F(2)] + [F(2)] # [F(2) F(2)]

Tedy nadmi uvedeny pokus o definici souc¢inu dvou hyperfunkei zavisi na volbé
generujici funkce, a proto nevede ke korektni definici operace na faktorovém
prostoru.

Na druhou stranu, ve svété hyperfunkci plati, Zze mezi nékterymi hyperfunk-
cemi je mozné nasobeni definovat. Pripadnym zdjemctim o tuto problematiku
je k dispozici hlubsi ndhled v [10, Kapitola 2].

B 3.2 Substituce v hyperfunkci

M¢éjme realné analytickou funkci ¢ : R — R a hyperfunkci f(z) = [F(2)].
Nasim cilem bude definovat hyperfunkci f(¢(x)). Pro jednoduchost se omezime
jen na pripady, kdy derivace funkce ¢ je bud vSude kladna, nebo vsude zaporn4.
Pro obecnéjsi diskuzi odkazujeme ¢tendfe na [12].

Protoze ¢(z) je funkce redlné analytickd, ma holomorfni rozsiteni ¢(z) do né-
jakého okoli redlné osy. Zdélo by se proto prirozené definovat g(z) = f(¢(x))
jako hyperfunkci s generujici funkei G(z) = F(¢(z)). Takova definice by ale
nebyla v piipadé ¢'(z) < 0 dobra. Pro¢? Chtéli bychom kompatibilitu se
sklddanim funkci. Ma-li byt kandidat g(x) na definici f(¢(x)) tim pravym,
pak by mélo pro hyperfunkei f(x) odpovidajici redlné analytické funkei platit

f(¢(x)) = g(x).

Takova rovnost vsak obecné nenastava, coz si nyni ukazeme. Predpokladejme,
ze f(x) odpovida redlné analytické funkci, tj. F. (z) a F_(z) je mozné holo-
morfné rozsitit do néjakého okoli redlné osy (viz Tvrzeni 2.15). Z Taylorova
rozvoje mame

d(x + ie) ~ ¢(x) + ¢ (v)ic.

Znaménko derivace tedy rozhoduje o tom, zda se bod = + ic pro e > 0
dostatecné malé zobrazi do horni nebo do dolni poloroviny. Obdobné je tomu
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3. Jednoduché operace na hyperfunkcich

i ubodu x —ie. Pfedpokladejme, ze ¢'(x) < 0 na R. Pak pro kazdé dostateéné
malé € > 0 je

Gi(z+ie) = F_(¢(x + ig)),
G_(x —ie) = Fy(¢(x —ig)).

Odtud diky spojitosti mame

g(z) = lim Gi(z +ie) = G-(z +ie) = F_(¢(2)) — Fi(6(2)).

Naproti tomu

f(¢(x)) = Fy(¢(x)) — F(¢()),

nebot

flz) = lim Fy(z+ie) = F_(v+i€) = Fiy () = F(x).

Hodnoty f(¢(z)) a g(z) se tak lisi znaménkem. Z tohoto duvodu definujeme
hyperfunkei f(¢(x)) nésledovné.

Definice 3.5 Necht ¢ : R — R je realné analytickd funkce, pro kterou
je bud ¢'(x) > 0 pro kazdé x € R, nebo ¢'(z) < 0 pro kazdé x € R. Potom
hyperfunkci f(¢(z)) definujeme jako

[F(6(2))] je-li ¢/'(z) > 0 na R;
—[F(¢(2))],  jelid'(z) <OnaR.

Priklad 3.6 Necht f(¢(x)) = d(e”). Vidime, ze ¢'(x) = e* > 0 pro kazdé
z € R. Z tohoto divodu muzeme psat

11

nebot generujici funkce —%m.e_z je celistva, a proto odpovida nulové hyper-

funkeci. A

Zajimavy a dilezity je specidlni pripad afinni substituce. Podivejme se
na néj proto podrobnéji. Z Definice 3.5 vidime, ze

f(azx + b) = sgn(a) [F(az +b)], (3.1)
kde a je redlné nenulové ¢islo a b je redlné ¢islo. V feci komponent Fy(z)
a F_(z) generujici funkce F'(z) muZzeme psét

B [F}(az +b), F_(az +b)], pokuda >0,
flaz +b) = { —[F_(az+b),Fy(az+b)], pokuda < 0.

Priklad 3.7 Diraciiv impuls v bodé & = 0 jsem si jiz zadefinovali jako

5(x):[_ ! }

2miz
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3.2. Substituce v hyperfunkci

Aplikujeme-li (3.1)), 1ze pro d(az +b), kde a € R\ {0} a b € R, psat

6(az +b) = sgn(a) [ - 2m<alz+b>]

1 1

= sen(a) l T a2mi(z+ L)

_ sgn(a) l_ 1
a 2mi(z + 2)

Po uvédoméni si faktu, ze pro a € R plati a = |a| sgn a, dostavame

daxr +0b) = i

1 1 b
"~ a l_ 2mi(z + 2)] a M(S(x * a)' 3.2)

Snadno lze ovéfit, ze ze vztahu (3.2) vyplyva rovnost d(z — b) = 0(b — x),

nebot
1 -b

= ’_11’5(36—1- _b1> =0(b—x).

Polozime-li b = 0 ve vztahu (3.2), dostaneme
Saz) = L o(x).
lal

Odtud je na prvni pohled patrné rovnost d(—z) = (). A

Priklad 3.8 Necht a € R\ {0}, b € R a u(x) je Heavisideova hyperfunkce,
kterou jsme definovali v Piikladu 2.12. Pro a > 0 je

u(az +b) = {— % In(—az — b)}

Nyni bychom radi napsali logaritmus soucinu jako soucet logaritmt. Musime
byt ale opatrni, nebot jsme v komplexnim oboru, kde takova identita obecné
neplati. Protoze je vsak a > 0, obdrzime pro kazdé w € C\ {0} rovnost

In(w) 4+ In(a) = In jw| + In |a| + iarg(w) = In|aw| + i arg(aw) = In(aw).

Odtud
1 b Ina
b)=|—-——In|{-—2——-) - —
u(az +b) [ i n( : a) 2m‘]
(2] [
=|——In({—-—2z—- - —1.
211 a 271
Protoze —IQHT‘; je konstanta, je [—1;7‘;} = 0. Dostavame tak vysledny vztah

u(ax + b) :u<x+2>.
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3. Jednoduché operace na hyperfunkcich

Obdobné pro a < 0 je

u(ax + b) = sgn(a) { — QL In(—az — b)}
= [am=(-e(+2))
[ () [5)

Oba pripady (a > 0 a a < 0) lze sjednotit do jednoho vztahu, ktery mé
podobu

b
u(az +b) = u<sgn(a) (az + >)
a
A
Priklad 3.9 Necht a € R\ {0}, b € R a 1(z) je redlné analytickd funkce.

Pokusme se nalézt hyperfunkei 1(x)d(ax — b). Z Definice 3.1 a ze vztahu (3.2)
mame

Funkce

je evidentné holomorfni v oteviené mnoziné D \ {g} pro n&jaké D € N.

Protoze
s -0(2)
i (2):
je funkce
¢(z):¢;(§)’ ZGD\{%},
U(z) = ¢,<ng7 _

holomorini na D.
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3.2. Substituce v hyperfunkci

To znamena, ze

b
P(z)d(ax —b) = L F(z + w(z>]

2milal |z — 2

“setal) -l
27rz]a] z— b 27r7,\a\
b b
:¢’27)[_;m,zib‘|:¢‘(T)5(x—2>

Specidlni podobou nalezeného vztahu je pak pripad, kdy uvazime a = 1. Tedy

¢(x)d(z —b) = ¢(b)d(z —b).

A

Priklad 3.10 V Piikladu 2.12 jsme si definovali Heavisideovu hyperfunkeci

u(z) = [— W z)].

Tato hyperfunkce ma hodnotu 0 pro vsechna x zaporna a hodnotu 1 pro
vSechna x kladna. Neni tézké ukazat, ze hyperfunkce

u(—z) = [1 In z}

27

ma naopak hodnotu 0 pro vSechna kladnd x a pro vsechna z zdporna pak
konstantni hodnotu rovnu jedné.

Nabizi se otézka, jakou hyperfunkci dostaneme se¢tenim predchozich dvou
uvedenych hyperfunkei u(—z) a u(x). Nez vsak odpovime na tuto otdzku,
podivejme se na hodnoty funkce In(—z).

Zacnéme blizs§im pohledem na hlavni hodnotu argumentu komplexniho
¢isla z, tedy arg(z). Necht z € C_. V tomto pripadé je z = |z| (cos ¢ + isin ¢),
kde ¢ = argz € (—m,0). Tedy

—z = —|z|[(cos ¢ + isin @)
= |z|(cos(¢ + ) + isin(¢p + 7).
Protoze ¢ + m € (—m,m], je
arg(—z) = ¢+ m =argz+m.
Obdobné bychom postupovali i pfi zvoleni opacné poloroviny, tedy v pripadé
z € C4, kde obdrzime rovnost arg(—z) = arg z — m. Proto uvdzenim definice

funkce
In(z) =In|z| +iargz
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3. Jednoduché operace na hyperfunkcich

mame
In(—2) = In|z|+iargz —mi, ze€Cy,
| In|z|+iargz+mi, ze€C_.

Vidime, Ze funkce In(—z) se v horni a dolni poloroviné lisi pouze o znaménko
pred ¢lenem 7i. Proto tedy muizeme sjednotit zapis na

In(—2z) = In(z) — misgn(Im z).

Nyni jiz mizeme prejit k samotnému souctu

(=) + u(e) = [ 5= 0n(z) ~ n(-2)]
- |
= _%(ln(z) —In(2) + misgn(Im Z))]
r ) 1 1
_ _m(ﬂzsgn(lmz))} _ [2,—2} — [1,0].

Hyperfunkce u(—x) + u(z) proto odpovidd konstantni funkci rovné jedné, coz
jsme mohli ocekédvat. Z tvaru generujici funkce je patrné, ze nosi¢ hyperfunkce
u(—x) 4+ u(x) je mnozina R. A

Priklad 3.11 V neposledni fadé je tfeba zminit jesté tzv. hyperfunkci signum,
kterou znac¢ime sgn(x). Ta by méla odpovidat funkei signum, znacené shodné
sgn(x), jez mé vlastnosti dané predpisem

-1, x<0,
sgn(z) = 0, z==0,
1, x=>0.
1.0f
e

Obrazek 3.1: Graf funkce sgn(x).
Samotna hyperfunkce signum je pak definovana jako

sgn(z) == u(x) —u(—z) = | — %((ln(—z) +1n(z2))|.
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Kapitola 4

Derivace a integrace hyperfunkci

B 21 Derivace hyperfunkci

Pojem derivace se objevuje v fadé odvétvi. At uz se bavime o matematické
analyze, o Feseni fyzikalnich problému ¢i napriklad o matematickych modelech
v biologii a ekonomii. Derivaci vyuzivame pii hledani lokalnich extrému funkce
(maxima ¢i minima), pfi analyze prubéhu grafu funkce nebo pri vypoctu
rychlosti i zrychleni hmotného bodu.

Zkratka derivace je natolik vyuzivand operace, ze by bylo vhodné umét
derivovat také hyperfunkce. Jak uvidime zahy, holomorfnost horni a dolni
komponenty generujici funkce ndm zajisti, ze kazda hyperfunkce bude mit
derivaci libovolného radu. To je vlastnost, kterou u obycejnych funkci jedné
realné proménné nemame.

Definice 4.1 Necht f(x) = [F(z)] je libovolnd hyperfunkce a n je celé
nezdporné ¢islo. Pak definujeme derivaci hyperfunkce f(x) tddu n (n-tou
derivaci) jako

D" f(x) = f" (@) = [F™(2)].

V pripadé derivaci nizkych adi, zpravidla pak u derivaci 1. a 2. fadu,
pouzivame také béznou ,carkovou“ symboliku. Cili piseme

Df(x) = f'(x) = [F'(2)],
D?f(z) = f"(z) = [F"(2)].

Je dillezité poznamenat, ze definice je evidentné korektni. Uvédomme si totiz,
ze dvé generujici funkce F(z) a G(z) hyperfunkce f(x) se 1is{ o holomorfni
funkci ¢(z) na néjakém okoli D € N realné osy. Protoze ¢'(z) je holomorfni
na D, jsou F'(z) a G'(2) generujici funkce jedné a téze hyperfunkce. Tedy
definice derivace nezévisi na reprezentantovi, a je proto dobte definovanou ope-
raci na faktorovém prostoru. Obdobné bychom zdtvodnili koreknost definice
derivace obecného radu.
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

7 definice okamzité vidime, ze derivace je linearni zobrazeni na prostoru
hyperfunkci.

Priklad 4.2 Hledejme nyni derivaci prvniho fadu Heavisideovy hyperfunkce
u(x). Z definice derivace mame

@=L (- 2] = - 5] =51

Obdobné zjistime i derivaci posunuté Heavisideovy hyperfunkce, pficemz pro
kazdé a € R dostavame

o= [A(- 257

|-l =] e

Druhé derivace hyperfunkce u(x) pak je
d? In(—2) d 1
" _ (= Y
wilz) = [d22< 2mi )] {dz( 27riz)] 7 (@).

Obsah predchoziho ptikladu je velice zajimavy. Vénujme mu proto jesté par
slov. Z tvodniho kurzu matematické analyzy vime, ze Heavisideova funkce
neni diferencovatelnd na R (nemé derivaci v 0). AvSak chapeme-li ji jako
hyperfunkci, pak derivaci ma, a to konkrétné Diractv impuls. Upozornéme
zde ale na fakt, ze Diractv impuls neodpovida zadné bézné funkci. Tedy
vysledek naseho prikladu neni v rozporu s tim, co se déje ve svété béznych
funkci.

A

Nékdy se muze hodit znalost generujici funkce pro n-tou derivaci Diracova
impulsu. O jejim tvaru pojednava nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.3 Pro kazdé celé nezdporné cislo n je

5" (z —a) = [(_UHHM] . (4.1)

27i(z — a)"t!
Diukaz: Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Protoze

z—a)
plati (4.1) pro n = 0.

Piejdéme na indukéni krok. Necht rovnost (4.1) plati pro n = [, kde [ je
celé nezaporné ¢islo. Tedy predpokladame, ze
_1)l+1 Al

6Oz —a) = { (

27i(z — a)l 1]’
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4.1. Derivace hyperfunkci

Pak

/

(1)t
2mi(z — a)tt!
—1)H —)*2 (14 1)

- [27r<i(z )— a)lt2 (=0 + 1))} - [<2m‘)(z —(a)l+2)
(—1)FD+1( 4 1))

- { 2mi(z — a)t 1+l

5+ (2 — a) = (60 (z — a)) = {

Tim je dokdzano, ze (4.1) plati i pron =1+ 1, a proto je dikaz matematickou
indukeci hotov.
O

Priklad 4.4 Uvazujme nyni derivaci prvniho fadu Diracova impulsu a hle-
dejme, ¢emu se rovnd soudin zd’(x).

20 (@) = ['Z<_ 27T1iz>/] - [Zzwtzﬂ] - [273@'2} = ~0(@).

Tvrzeni 4.5 Pro libovolnou hyperfunkei f(z) a jakoukoli redlné analytickou
funkci ¢(z) plati

(@) f(2)) = ¢'(x)f () + () f'(z).
Diikaz: Necht f(x) = [F(z)]. Pak

(B(x)f(2)) = [(8(2)F(2))] = [¢'(2)F (2)] + [¢(2) F' (2)].
7 definice nasobeni redlné analytické funkce vidime, Ze prvni ¢len neni nic
jiného, nez ¢'(x) f(x). Obdobné druhy ¢len je hyperfunkce ¢(x)f'(z). Tedy
muzeme psat
(¢(2)f(2)) = ¢ (@) f(2) + o(2) [ (2),
a tim jsme tvrzeni dokazali.
O

Tvrzeni 4.6 Necht a € R. Pro libovolnou redlné analytickou funkci ¢(x)
a pro kazdé celé nezdporné cislo n plati

S~ a) = Y (-1 (Z) @i @ —a).  (42)

k=0

Dukaz: Dikaz lze provést matematickou indukei na zakladé predchoziho
Tvrzeni 4.5. Protoze

¢(2)6 (x — a) = $(2)d(x — a) = $(a)d(x — a)



4. Derivace a integrace hyperfunkci

plati (4.2)) pro n = 0.

Nyni se zaméiime na indukéni krok. At pro kazdou redlné analytickou
funkci ¢ (z) plati rovnost (4.2) pro n = [, kde [ je celé nezidporné ¢cislo.
Predpokladejme tedy, Ze pro kazdou redlné analytickou funkci ¥ (z) je

l

$()s (@ — a) = 37 (~1) (,i)w-“(a)a(“ (2 - a).

k=0
Vyuzitim Tvrzeni 4.5 a indukéniho predpokladu dostaneme
¢(2)6" ) (@ — a) = [p(2)6V (z — @) = ¢/ ()6 (x — a)
!
- [ X (,i) 1@z~ 0

k=0

S S (,i) 1 @)Wz — a)

k=0

/

Sy (,i) P (@)6 ) (@ — )
k=0

- i(—nl—’f (,i) ¢ (a)6M (@ — a).
k=0

Nyni explicitné vypiseme ¢len pro k£ = [ z prvni sumy a obdobné ¢len pro
k = 0 ze sumy druhé. Pokracujeme-li ve vypoctu, dostavame

$(@)3" (o — a) = (-1 (ﬁ) #O(@)6 ) (@ — )

Prehozenim poradi sé¢itancii a zvolenim vhodné substituce k = m—1 u prvni
sumy obdrzime

¢(2)0" (@ — a) = ¢(a)0" (@ — a) — (-1 (é) ¢ ()5 (a — a)
+ i (_1)Zf(m71) < ! >¢(lm+1)(a)5(ml+l)(x N a)

m—1

_ (_1)1719 (li:) ¢(l+1flc) (a)5(k) (1‘ N CL)
1
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4.1. Derivace hyperfunkci

l
0

l
DI [@ + (k ! 1>]¢<’+1—k><a>5<k> (¢ - a).

= ¢9(a)s" ) (@ — a) + (~1)*! ( ><z><l+1><a>6<°> (z —a)

Jelikoz
l n l B [! n !
k k—1 _k:!(l—k:)! (k=D —k+ 1)
_l!(l—k+1)+l!k‘_ (I+1)! (I +1
N ENl—k+1)! _k!(l—k‘+1)!_ k

a zaroven plati, ze

_ [+1 _
¢(0) (a)5(1+1)(x - a) _ (_1)(l+1) (I+1) (l N 1) ¢(l+1 (1+1)) (a)é(lJrl)(x N a)

a soucasné

(_1)l+1 <l> ¢(l+1)(a)5(0) ($ N a) _ (_1)l+1—0 (Z + 1) ¢(l+1—0)(a)5(0) (ZL‘ N LL),

0 0
je
I+1 141
o(z)60+ ) (z — a) = I;)(_l)lﬂk( . >¢(l+1k)(a)5(k)(x —a).

O

Vzorec z predchoziho tvrzeni se velmi ¢asto pouziva pro nizkad n. Je proto
ucelné si vypsat prvnich par pripadu explicitné. Dosadime-li za n postupné
hodnoty 0, 1,2, dostaneme

¢(2)d(z — a) = ¢(a)d(x — a),
$(x)d'(z — a) = ¢(a)d'(z — a) — ¢(a)d(z — a),
¢(2)0"(x — a) = ¢(a)d"(x — a) — 2¢/(a)d'(z — a) + ¢"(a)d(z — a).

Povsimnéme si, ze pro n = 0 se nejednd o nic jiného, nez o speciadlni podobu
vztahu z Prikladu 3.9.

Priklad 4.7 At ¢(z) = cosz. Poté

(u(x) cosz) = (u(z)) cosx + u(z)(cos x)’

d(z)cosx — u(x)sinz = §(z) — u(z) sin .
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

Priklad 4.8 Necht ¢(x) = sin(2z), f(x) = u(x) a hledejme druhou de-
rivaci soucinu ¢(x) f(x). Nejprve si zjistime prvni derivaci, kterou néasledné
opét zderivujeme. Cili obdobné jako v piedchozim pifkladu

(u(x)sin(2z))’
(u(x) sin(2x))"”

d(z) sin(2x) + 2u(x) cos(2x) = 2u(x) cos(2z),
(2u(x) cos(2x))" = 26(x) cos(2z) — 4u(x) sin(2x)
0(z) — 4u(z) sin(2z).

A
Priklad 4.9 Ukazme, ze plati rovnost
sgn’(z) = 26(x).
Abychom tuto rovnost ovérili, vyuzijeme fakt, ze
1
sgn(x) = [ ~ L (o) + ln(z))}
271
7 definice derivace hyperfunkce dostavame
oo [ 1 d(n(—2)+ 1n<z>>}
sgn (@) = [ 27 dz
- (24
N 2mi\—2 =z
1
=2|— =29
{ 2m’z} (z)
A

Z tvodniho kurzu matematické analyzy je dobie znamo, ze funkce ma
nulovou derivaci na realné ose pravé tehdy, kdyz je konstantni. Dokazme
analogické tvrzeni i pro hyperfunkce.

Tvrzeni 4.10 Necht f(z) je hyperfunkce. Potom f'(x) = 0 pravé tehdy,
kdyz f(z) = [c14(2)] pro néjaké ¢ € C.

Drikaz: Nejprve dokdzeme prvni implikaci. Bez Gjmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze f(z) € O(D \ R)/O(D) pro néjaké okoli D € N redlné
osy, které je jednoduse souvislou mnozinou. Necht F'(z) je generujici funkce
hyperfunkce f(x). Protoze

fi(a) = [F'(2)] =0,

existuje G(z) € O(D) tak, ze F'(z) = G(z) pro vSechna z € D\ R. Z jed-
noduché souvislosti oblasti D vyplyvd, ze funkce G(z) méa v D primitivni
funkei (viz [14], Véta 3.2]), kterou oznacime H(z). Protoze Fly(z) a H(z) jsou
primitivni funkce k funkci G(z) na Dy, existuje ¢; € C tak, ze

Fi(2)=H(2)+c1, 2z€ Dy.
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4.2. Rovnice tvaru ¢(x) f(x) = h(x)

Obdobné existuje co € C tak, ze
F_ (z) =H(z)+c2, z€D_.
Avsak funkce H(z) 4 ¢2 je holomorfni v D. Tudiz
f(@) = [F(2)] = [F(2) = H(z) = c2] = [e1 = ¢2,0] = [¢14(2))],

kde ¢ = ¢1 — ¢9.

Obracenou implikaci dokédzeme snadno. Jestlize f(x) = [¢14(z)] pro néjaké
c € C, pak z definice derivace hyperfunkce mame

f(@) =[(c14(2))] = 0.

B 4.2 Rovnice tvaru o(x)f(x) = h(x)

Uvazujme nyni situaci, kdy budeme hledat feseni rovnice ¢(z) f(z) = h(z) pro
neznadmou hyperfunkci f(z), kde h(x) = [H(z)] je pevné zvolend hyperfunkce
a ¢(z) je libovolna pevné zadand redlné analyticka funkce. V této praci se
zamérime jen na dva tvary funkce ¢(x), konkrétné

(i) ¢(x) nema zadny kofen;

(ii) ¢(x) ma pravé jeden kofen v bodé x = a € R fddu n € N.

V pripadé (i) je FeSeni prosté. At h(z) = [H(z)]. Z rovnice ¢(x)f(z) = h(x)
vidime, ze
H(z) +9(2) = ¢(2)F(2),
kde 1(z) je holomorfni funkce na dostate¢né malém okoli redlné osy a F'(z) je

generujici funkce hledané hyperfunkce f(x). Protoze ¢(z) nem4 reélné koteny,

je % holomorfni (na dostatecné malém okoli redlné osy). Tedy

H(z) | (2)
o) o)

a proto ma rovnice jednoznac¢né feseni ve tvaru

el

Priklad 4.11 Demonstrujme si tento fakt na konkrétnim ptikladu. Necht
¢(x) =e* a h(x) = §(x — b), kde b € R. Pak feSenim rovnice

e’ f(x) =6(x =)

F(z) =

fo) = |
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

je

=55 =)
e oz —b)=e(x—b).

Nyni predpoklddejme, ze plati (ii). To znamend, ze

¢(z) = (z = a)" (),

kde () je redlné analytickd funkce ruznd od nuly v kazdém bodé realné osy.
Hledame tedy feseni rovnice

(z —a)"(x)f(x) = h(z).

Tvrzeni 4.12 Necht a € R, m € N, ¢)(x) je redlné analytickd funkce nenulova
ve v8ech bodech redlné osy a h(z) = [H(z)] je hyperfunkce. Potom hyperfunkce
f(z) je fesenim rovnice

(z —a)"P(x) f(x) = h(x)
pravé tehdy, kdyz

CHE) )RS s,
wuxz—mm]+2%kﬁ (=~ a),

f@) = |
kde cg,...,cm_1 € C.
Diikaz: Predpokladejme nejdiive, ze f(x) = [F(z)] je FeSenim zadané rovnice.
Pak musi existovat funkce ¢(z) holomorfni na néjakém dostateéné malém

okoli realné osy tak, ze

(z = a)™p(2)F(2) = H(2) + ¢(2).

Odtud » )
H(z p(z
F(z) = + .
B = i) TR e
Oznacme »
o(z
G(z)= ————.
T [T
Funkce G(z) ma v bodé a pdl fadu m. At >, (zfi’;)k je hlavni ¢ast Lauren-

tova rozvoje funkce G(z) na prstencovém okoli bodu a. Pak funkce

G-y (sza)k
k=1
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4.2. Rovnice tvaru ¢(z)f(x) = h(x)

ma v bodé a odstranitelnou singularitu. Dodefinujeme-li tuto funkci limitou
v bodé a, dostaneme funkci holomorfni na néjakém okoli realné osy. Takto
dodefinovanou funkci budeme znacit symbolem 60(z). Vidime tedy, zZe

H(z) T by
F(z) = (z — a)™p(z) 192::1 (z—a)F +6(2)
__ H() b .
= (Z_a)mw(z) +k:0 (Z—a)k+1 +9( )

- H Z) m—1 2miby, (—1)k+1k‘!
fla) = {(zamqp(z)] + 2_: (fl)k++11k! lQm’(z a)’““]

2miby
kde ¢, = (—1)k++11k!'

Nyni predpokladejme, ze

H(z) (S
flx) = {} + ko™ (z
@ = G@E—am] T
kde cg,...,cm—1 € C. Vyuzitim (4.1) dostaneme, ze pro kazdé celé nezaporné

¢islo k < m je

k4l
(2 —a)™0W (z — a) = [(z — a)mM]

— [(1)k+1k' (Z . a)mkl] =0.

211
Proto
m—1
(= a)™(2) f(z) = h(z)+ Y crlw — a)"P(2)d® (z —a) = h(z). O
k=0

Piiklad 4.13 Mé&jme rovnici 2™ f(z) = 6" (z) a hledejme jeji feSeni f(z).
Podle (4.1) a Tvrzeni 4.12 je

= R

kde cg,...,cpn—1 € C. Konkrétné pro m =1,n =0 je
f(z) = =08'(2) + cod(2).
A

Omezeni se na vySe uvedené dva konkrétni pripady funkce ¢(z) zcela
jisté nepokryje vSechny mozné tvary funkce ¢(z). Pro pripadné zajemce jsou
dalsi pripady detailné rozebrany v literature [10]. V této praci je ale uvadét
nebudeme, nebot by to bylo na tkor ostatnich témat.
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

B a3 Integrace hyperfunkci

Stejné jako u derivace, tak i u integrace plati, ze se jednd o velmi dilezity a
Siroce vyuzivany matematicky néstroj pouzivany v mnoha odvétvich. Z tohoto
divodu budeme chtit zavést integral také v pripadé hyperfunkci. Omezime
se pouze na integraci pres kone¢né uzaviené intervaly. Integral hyperfunkce
budeme definovat pomoci integrovani generujici funkce pres vhodné kiivky
v komplexni roviné. Takova definice se mtze zdat na prvni pohled uméla, a
proto si ji zkusime motivovat. Co by méla splnovat? Urcité by mél byt integral
hyperfunkce, kterd reprezentuje obycejnou funkci, roven béznému integralu
této funkce. Tento prirozeny pozadavek se pokusime vyuzit k motivaci zavedeni
integralu hyperfunkce.

Abychom motivaci neméli zatizenou pro nas ucel zbyteénymi technickymi
detaily, budeme v nékterych krocich postupovat bez naroku na podrobné
zdivodnéni. V téchto pripadech zduvodnéni jen naznacime.

Necht —o00 < a < b < 40 a f(x) = [F4(2), F-(z)]. Pfedpokladejme, zZe
f(z) odpovidé redlné analytické funkci. Jak jsme jiz ukdzali v Tvrzeni 2.15, tak
nés predpoklad znamend, ze funkce F (z) a F_(z) lze holomorfné prodlouzit
na néjaké okoli D € N realné osy. Toto okoli obsahuje obdélnik

{z=z+1y|z € a,bl,y € [-0,d]}

pro néjaké 6 > 0 (coz lze zduvodnit kompaktnosti intervalu [a,b]). Déle
budeme pod Fy(z) a F_(z) rozumét vyse specifikovand holomorfni rozsireni
na D. Nyni uvazme redlné analytickou funkci

flz) = lim Fy(z+ie) = F(v — ie) = Fiy () = F(x).

Z Véty 2.14 vime, ze f(x) odpovidd hyperfunkei f(x). Pokusime se tedy
integral funkce f(x) vyjadrit pomoci kiivkovych integréla z funkei Fy(z) a
F_(z), a poté tento vztah vyuzijeme jako definici integrdlu hyperfunkce f(x)
pres interval [a, b]. S vyuzitim Lebesgueovy véty o zaméné limity a integralu
(viz napriklad [15]) 1ze ukézat, ze

/ab f(x)de = /ab Eg%l+(F+(x +ie) — F_(x — ie))dx
= 51_i>%1+ </ab Fy(x +ie)dr — /ab F (z— z's)dx>,

Odtud

/ab f(x)dx = gl—i>%1+ (/C+(6) Fi(z)dz — /C'(e) F_(z)dz),

kde C4 (¢) je kiivka s parametrizaci ¢(x) = = + ie, x € [a,b], a kiivka C_(¢)
ma parametrizaci p(z) = = + ig, x € [a, b]. Kfivky C4(g) jsou zndzornény na
Obréazku 4.1.

36



4.3. Integrace hyperfunkci

Obrazek 4.1: Grafické zndzornéni integracnich kiivek C (g) a C_(e).

Oznacme S(z1, z2) usecku v komplexni roviné, jejiz pocateéni bod je z1 a
koncovy bod je z3. Protoze pro kazdé € > 0 spliujici € < d je

/ Fy(z)dz
S(a,a+ie)

musi byt

<& ma F.(2)|<e ma F,(z
= zES(a,;:—ie)‘ +E)l < zES(a,a)i-i(S)‘ +4l

al—lgl-‘r S(a,a+ice) F+(Z)dz =0

Obdobné ukazeme, ze

lim F. (z2)dz = lim F_(2)dz
=0+ J S (b+ie,b) +( ) =0+ JS(a,a—ie) ( )
= lim F_(z)dz = 0.

=0+ JS(b—ie,b)

Necht

I'i(e) = S(a,a+ie)+ Cy(e) + S(b+ie,b),
I'_(¢) =S(a,a —ic) + C_(e) + S(b —ie,b),

kde symbolem + znac¢ime spojeni krivek. Z vySe uvedeného vyplyva, ze

/ab f(z)dz = lim Fi(z)dz — / F_(z)dz.

e20+ (o) I—(e)

Predpokladejme, Ze v4 a v_ jsou kiivky s poc¢atecnim bodem a a koncovym
bodem b, pro které plati

’7+\{a7b}gD+ZDm(C+7
v-\{a,b} CD_=DnNC_.
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

Imz

a bl Re:z

Obrazek 4.2: Grafické zndzornéni integracnich kiivek I'y (¢) a T'_(e).

Protoze funkce Fy(z) a F_(z) jsou holomorfni v D, plyne z Cauchyho véty,
ze

/ F+(z)dz:/ Fy(z)dz,
Iy (e) T+

/F(E) F_(z)dz:/ F_(2)dz,

pro kazdé € > 0 spliujici € < 4. To ale znamena, ze

b
/ f(m)dl‘ = / Fy(z)dz — F_(z)dz.

a Y+ v-
Vyraz na pravé strané je presné hledanym kandidadtem na definici integralu
hyperfunkce. Zduraznéme, ze tento vyraz ma rozumny smysl a nezavisi na kon-
krétni volbé kiivek v+ nejen v pripadech, kdy Fi(z) je mozné holomorfné
rozsifit na okoli realné osy. Staci, aby funkce F(z) bylo mozné holomorfné
rozsitit na oteviené mnoziny obsahujici body a a b. To nas vede prirozené
k nasledujicim definicim.

Definice 4.14 Rekneme, ze hyperfunkce f(z) = [F(2), F_(2)] je holomorfni
v bodé a € R, pokud existuji holomorfni rozsifeni funkci F(z) a F_(2)
na oteviené mnoziny obsahujici bod a.

Zduraznéme zde, ze holomorfni rozsiteni funkei F (z) a F_(z) z predchozi
definice nemusi na zddném okoli bodu a koincidovat. To je vidét uz na jedno-
duchém prikladu, kdy f(z) = [1,0]. Komponenty F(z) =1a F_(z) =0 lze
holomorfné rozsirit na celistvé funkce z — 1 a z — 0, které se v zddném bodé
nerovnaji.

V této sekci budeme znacit stejné holomorfni funkci na néjaké oteviené
mnoziné a jeji holomorfni rozsiteni. Tuto uzitecnou konvenci vyuzijeme hned
v nésledujici definici.
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4.3. Integrace hyperfunkci

Definice 4.15 Necht f(z) = [Fiy(z),F_(2)] € O(D \ R)/O(D) je hyper-
funkce holomorfni v krajnich bodech intervalu [a, b] , kde —oco < a < b < +o0.
Pak integral hyperfunkce f(x) pres interval [a,b] je

/ab f(x)dx = [y+ Fi(z)dz — /_ F_(z)dz,

kde kfivka y4 méa pocateéni bod a, koncovy bod b a v+ \ {a,b} C Dy,
zatimco krivka y_ mé pocatecni bod a, koncovy bod b a v_ \ {a,b} C D_
(viz Obrézek 4.3).

Rez

Obrazek 4.3: Grafické znazornéni integracnich kiivek v; a v_.

7 hlediska korektnosti definice bychom méli ovérit dvé véci. Za prvé by
definice neméla zaviset na konkrétni volbé integracnich kiivek ~i. To je
vsak okamzity dusledek Cauchyho véty. Druhou dilezitou véci je nezavislost
definice na volbé generujici funkce. Predpokladejme, ze F'(z) a G(z) jsou
generujici funkce hyperfunkce f(x). Pak ale existuje holomorfni funkce H(z)
v okoli D € N redlné osy tak, ze F(z) = G(z) + H(z) pro vSechna z € D\ R.
Oznac¢me symbolem I' spojeni kiivky ~4 s kifivkou opacnou ke kiivce ~y_.
Protoze H(z) je holomorfni v D, plyne z Cauchyho véty, ze

/7+ H,(z)dz — . H*(Z)dZZ/FH(Z)dZ:O‘

Odtud
CIE /_ F_(2)dz = L+ Gal2) + Ho(2)dz — L_ G_(2) + H_(2)d=
= Gi(z)dz — G_(z)dz.

v+ v-

Tim je nezavislost definice na volbé generujici funkce dokazana.

Jesté se podivejme na jeden uzitecny specidlni pripad. Méjme hyperfunkci

f(z) = [F(2)] = [F(2), F-(2)];

kde je mozné generujici funkci F'(z) holomorfné rozsitit na otevienou mnozinu
obsahujici body a, b. Podminka na holomorfni rozsiteni generujici funkce F(z)
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

jinymi slovy znamend, ze F; (z) = F_(z) na sjednoceni néjakych okoli bodu
a a b (zde vyuzivame nasi konvenci, ze holomorfni rozsifeni znacime stejnym
symbolem jako ptuvodni funkci). V takovém piipadé méme

RECLES /F F(z)dz,  (4.3)

kde T' je kladné orientovand kiivka vznikld spojenim kiivky v_ s kiivkou
opacnou ke kiivece 4.

/b f(x)dx = Fi(z)dz —
a T+

Priklad 4.16 Spoctéme nyni nasledujci integral

/"¢ (x — a) da,

kde ¢(z) predstavuje libovolné redlné analytickou funkei a a je rizné od b a c.
Jiz diive jsme zjistili, ze hyperfunkce ¢(x)d(z—a) mé generujici funkci ve tvaru

RO

2mi(z —a)’

Diky (4.3) muzeme okamzité psat

/gb (x —a) :;m/yj(_zldz,

kde « je kladné orientovana kruznice se stredem % a polomérem %b. V pii-

padé, kdy b < a < ¢, plyne z Cauchyho integralniho vzorce, ze

| é@)ta — aydz = o(a).

Pro pripad, kdy a < b ¢i a > ¢, vyplyva z Cauchyho véty, ze

/¢ (x —a)dz = 0.

A

Priklad 4.17 Méjme danu realné analytickou funkci ¢(x), pfirozené ¢islo n
a realna cisla a, b, ¢, kde a je rizné od b a c. Vypoctéme integral

/bc $(x)6" (z — a) dx.

Protoze 1y |
F(Z) - _ (7 ) ¢(Z>n

27i(z — a)ntl

je generujici funkce hyperfunkce ¢(z)d(z — a), muzeme psat

/ o(x (x —a)dx = (_;i:n‘ [y e jb(;))nﬂ dz,
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4.3. Integrace hyperfunkci

kde v, podobné jako v pfedchozim prikladu, je kruznice se stiredem b%c
polomérem %b. Pokud b < a < ¢, dostaneme ze zobecnéného Cauchyho

a

vzorce

| 6@~ a)da = (-17"6"(a).

Pro a < b nebo ¢ < a je diky Cauchyho vété

/bc ¢(x)0™ (z — a)dx = 0.

A

Méjme hyperfunkci f(z) = [F(z)] s kompaktnim nosi¢em. Necht [a, b] je
interval, pro ktery plati suppf(z) C (a,b). Pfedpoklddejme déle, Ze redlna
¢isla ¢,d splnuji ¢ < a a d > b. Podivejme se na vztah mezi integraly
hyperfunkce f(z) pres intervaly [a,b] a [c,d]. O¢ekévame, ze vyjdou stejné,
nebot druhy interval obsahuje oproti prvnimu navic jen tseky, kde je (dle
nas{ intuitivn{ interpretace nosice) hyperfunkce nulova. Protoze body a, b, ¢, d
lez{ mimo nosi¢ hyperfunkce f(x) = [F(z)], muzeme funkci F(z) holomorfné
rozsirit na otevienou mnozinu obsahujici tyto body. Proto

/ab f(x)dx = —LF(z)dz,
/Cd f(z)dx = —/FF(z)dz,

kde kiivky «, I jsou kladné orientované Jordanovy ktivky takové, ze vnitfek
krivky I' obsahuje kiivku . Diky Vété A.3 je integral pres v stejny jako
integral pres I'. Odtud

/ab f(z)dz = /Cd f(x)dx.

Ukézali jsme, ze integral hyperfunkce f(z) s kompaktnim nosi¢em nezavisi
na tom, pres jak velky interval obsahujici ve svém vnittku suppf(z) integru-
jeme. Proto ma v tomto pripadé smysl definovat
+o00 b
f(z)dz := / f(z)dz.
a

—00

Uvedena definice je uzitecna, pokud chceme integrovat pres néjaky uzavieny
interval obsahujici kompaktni nosi¢ hyperfunkce f(x), ale nechceme tento
interval konkrétné specifikovat.

Zvolenim ¢(z) = 1 u vysledka z Prikladu 4.16 a Prikladu 4.17 dostavame
velice znamé vztahy pro integraci Diracova impulsu

/ 0(x —a)dx =1,

/ 6" (x —a)dr =0, neN.
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

Priklad 4.18 Uvazujme hyperfunkci

f@) = |52

2mi

kde n € N a hledejme, cemu se rovna integral
1
-1

Z (4.3) mame
1 1 1
/ f(z)dx = —/ —2z"ezdz,
-1 K 2

kde K je kladné orientovana jednotkova kruznice se stifedem v pocatku. Poté
dle Reziduovy véty plati

1 1 ) 1 1 1
/ ——2"e=dz = 2miresy ——2"'ez = resp 2"ezx.
K 271 211

Protoze na prstencovém okoli 0 je

1 > 1 <1 X 2k
DIt S =
[ | s k— |7
= klz P klzk—n = k!
plyne z definice rezidua, ze
n i _ 1
resp z''ez = ek
Cili
1 1
z)dx = — .
/71 /(@) (n+1)!

A

Tvrzeni 4.19 Jestlize f(x) a g(x) jsou hyperfunkce holomorfni v krajnich
bodech intervalu [a,b] a ¢ € C, potom

/ab cf(z)dr = C/abf(a:)dx,
/abf(:z) + g(z)dz = /abf(x)da: - /abg(g;)dx,

Diikaz: Tvrzeni je okamzitym dusledkem linearity krivkového integralu v kom-
plexni roviné. O

Priklad 4.20 Necht

10 = [maprrm]

a vypocitejme integral

/33 f(z)dz.
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4.3. Integrace hyperfunkci

Podobné jako v predchozim piikladé, i zde vyjdeme ze vztahu (4.3)). Tedy

cos(mz)
d —
/f v /2m z—2)2(z+1)’

kde K je napiiklad kruZnice o rovnici |z| = 3. Opét bychom radi pouzili
k vypoctu Reziduovu vétu. Oproti predchozimu prikladu je situace malinko
komplikovanéjsi, nebot generujici funkce ma dva poly, pricemz jeden z nich je
dokonce dvojnasobny. Proto

3 [ 1 cos(mz) s
/_3 fl@)de = /K 27i (2 — 2)%(z + l)d

1 cos(mz) 2 cos(mz)
= —27i Y res — =) res, ———————
3221 97 (z — 2)2(z + 1) ]z:; Tz —2)2(z+1)
Pro jednonasobny pdl v z = —1 plati
1
resy cos(7z) — lim cos(7z) _ 1

(2 —=2)2(z+1) 2=-1(2—2)2 9

Pro dvojnasobny pol v z = 2 je

res cos(mz) o |:COS(7['Z):|/
(z=22(z+1) =2|(z+1)
i sin(mz)(z + 1) — cos(mz) _ 1
252 (z+1)2 9

Proto 5
[ fade =5

Muze byt uzitecné najit tvar f(z) v feéi Diracova impulsu. Z rozkladu na
parcidlni zlomky dostavame, ze

cos(7z) COS(ﬂ'Z)(l 1 1 1 % 1 >

omi(z—22(:+ 1) 2mi \3(:—22% 9--2 9241

Proto

f(z) = cos(rz) (;5'(;5 “9) 4 é&(:c _9)— %5(9; + 1))

1, 1 1
= 3(5 (x—2)+ 95(3: 2) + 95(x+1).

7 vysledku Prikladu 4.16 a Prikladu 4.17 vyplyva, ze

3 1 1 2
/_3f(:v)d:r—0+§+§—§.

Priklad 4.21 Uvazujme opét hyperfunkci

fo) = |

1 cos(mz)
271 (z — 2)%(2 + 1)
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4. Derivace a integrace hyperfunkci

jako v predchozim piikladu a pocitejme integral

/03 f(z)dx.

Podle (4.3) je

3 [ 1 cos(mz) s
/0 f(@)de = /K omi (e =220z +1)

kde K je naptiklad kruznice se stfedem 2 a polomérem 1. Strategii vypoctu
zvolime stejnou jako v predchozim prikladu. Dle Reziduové véty nam do inte-
gralu prispéje pouze reziduum v bodé z = 2. Vypocet rezidua v bodé z = 2
jsme jiz provedli v predchozim prikladé, a proto mizeme okamzité psat

3 1
/0 f(z)dz = 9
A

Tvrzeni 4.22 Necht f(z) = [F(z), F_(z)] je hyperfunkce holomorfni v kraj-
nich bodech intervalu [a, b]. Poté plati

[ 1@ ar=70) - ).

Diikaz: 7 definice derivace hyperfunkce mame

fi(a) =

dF;(z) dF_(z)}
dz ' dz |

Dosazenim do definice integrélu a vyuzitim Newtonovy-Leibnitzovy formule
pro kiivkovy integral v komplexni roviné dostavame

b dF dF_
/f’(:c)da;:/ +dz—/ T dz
a ’Y+ dZ o/ dZ

= F(b) ~ Fy(a) ~ (F_(b) — F_(a))
= F(b) ~ F_(b) — (Fy(a) -~ F_(a))

= Elﬁir&(}*}(b +ig) — F_(b —ig))
- (Jim (Pelatie) - P(a—i2)) = F(6) - Fla)

O

Priklad 4.23 Ilustrujme si vyuziti predchoziho tvrzeni na vypoctu inte-

gralu
b
/ d(z) dx,
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4.3. Integrace hyperfunkci

Abychom mohli uplatnit pfedchozi tvrzeni, musime najit funkci, jejiz
derivaci dostaneme pravé 6(z). V predeslych sekcich jsme si odvodili, ze
u'(x) = d(x). Stejné tak jiz vime, Ze generujici funkei hyperfunkce Heaviside-
ovy hyperfunkce u(zx) je

P(2) = ——— In(—2).

Ovéfme, ze hyperfunkce f(z) je holomorfni v bodech a a b. Hledana holo-
morfni rozsiteni komponent F(z) budou ddna vhodnymi jednoznac¢nymi
vétvemi logaritmu. Komponentu F; (z) mizeme holomorfné rozsifit na mno-
zinu C\ {iy|y < 0} predpisem

Fy(2) = In|2| + ig(2),

kde p(z) € Arg(—z) N (—37“, 5)-

Obdobné F_(z) lze holomorfné rozsitit na mnozinu C \ {iy|y > 0} predpi-
sem
F(2) = In 2] + ig(2),
kde ¢(z) € Arg(—z) N (—Z, 3T).
Podle Tvrzeni 4.22 poté plati

/abé(x) dr = (b) — i(a) = 1.

Priklad 4.24 Méjme hyperfunkci

a spocitejme integral
1
/ f(z)dx.
-1

Uvédomime-li si, Zze pro nasi generujici funkci plati

pak f(z) = ¢'(z), kde g(x) = [67%] Funkce e~ = je holomorfni v C\ {0} a
v nule mé podstatnou singularitu. Proto supp g(x) = {0}.

Vyuzitim Tvrzeni 2.6 a Tvrzeni 4.22 tak ihned obdrzime

[ s =500 -1 =0

-1

45



4. Derivace a integrace hyperfunkci

Tvrzeni 4.25 Predpokladejme, ze ¢ : R — C je spojita funkce s kompaktnim
nosicem K C [a,b], kde —o0 < a < b < 400, a fy(x) je ji odpovidajici
hyperfunkce z Véty 2.16. Potom

R

—0o0 —00

Diikaz: 7 Véty 2.16 vime, Ze fy(x) = [F(z)], kde

Fz) = b @)

2m a x—z

je holomorfni funkce na C\ [a,b]. At C je kladné orientovand Jordanova
kiivka, kterd ve svém vnitiku obsahuje interval [a, b]. Potom

/o;f¢(m)d:p:/bf¢($)dx= —/ F(z)dz__gim// x_z
27rz/ Cz_dedx_le/a ¢($)/C'z— dzdx

:/a o(x)dx = J:Oqzb(x)da:

kde zdménu integrace muzeme oduvodnit na zdkladé Fubiniho véty (viz na-

ptiklad [I5]). O

Tvrzeni 4.26 Necht ¢ : R — R je redlné analytickd funkce. Déale necht
plati, ze —0o < a <b < 400 a f(z) je hyperfunkce holomorfni v bodech ¢(a)
a ¢(b).

(i) Jestlize ¢/(z) < 0 na R, potom

b $(a)
[ tewndway=— [ s
a p(b)

(i) Jestlize ¢'(x) > 0 na R, potom

[ 6w = | f(')” F(a)dr.

Diikaz: Dokazeme jen c¢ast (i), nebot dikaz bodu (ii) je analogicky. Necht
f(z) =[F(2)] € O(D\R)/O(D),
kde D € N. Protoze ¢'(x) < 0 na R, je

F(¢(@) = [-F(6(2))] € O(¢~(D) \R)/O(¢~ (D)),

kde ¢(z) je holomorfni rozsiteni redlné analytické funkce ¢(z). Tedy
F((2)¢ (2) = [=Fi(6(2))¢' (2), —F-(8(2))¢'()]-
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4.3. Integrace hyperfunkci

Z predpokladu holomorfnosti hyperfunkce f(z) v bodech ¢(a) a ¢(b) plyne,
ze hyperfunkce f(¢(z)) je holomorfni v bodech a a b.

Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze D je dostateéné malé
tak, aby ¢~'(Dy) = ¢~ (D)~ a ¢ (D-) = ¢~ (D). Necht 74 a -
jsou ktivky s pocatecnim bodem a a koncovym bodem b, pro které plati
Y\ {a,b} € 671Dy ar-\{a,b} C (D) . Omatme . (), t € [c1,ca),
parametrizaci k¥ivky v a ¢_(t), t € [d1, ds], parametrizaci kfivky v_. Po-
tom ¥_(t) = ¢(p4(t)), t € [c1,c], je parametrizace kiivky I'_, kterd ma
pocate¢ni bod ¢(a), koncovy bod ¢(b) a spliuje I'_ \ {¢(a),p(b)} C D_.
Obdobneé ¢4 (t) = ¢(p—(t)), t € [d1,da], je parametrizace kiivky 'y, kterd
mé pocéateéni bod ¢(a), koncovy bod ¢(b) a spliuje I'; \ {¢p(a), p(b)} C D
Protoze ¢'(z) < 0 na R, je ¢(z) klesajici funkce na R. Odtud ¢(b) < ¢(a).
Je-li —=T'; (resp. —I'_) kiivka opacné ke kiivce I'y (resp. I'_), pak

4(@)
- / f(@)de = — ( Fi(2)dz — F(z)dz)
¢ Ty

® —I_
~ Fi(e)dz = | F-(2)dz
_ : Fo (- ()L (t)dt + /d TQ Fy (s (), (1)t
- :2 F_(d(p+ ()¢ (94 (1)), (t)dt

da2

+ [ Feole-0)8 (-0 (et
= [ g e - / P00 (2)dz
—/abf(qﬁ(y)w’(y)dy-

O

vvvvv

definujeme (analogicky jako v ptipadé funkei)

[ 1w = [ s

pak mtzeme obé ¢asti predchoziho tvrzeni o substituci v integralu sjednotit
a nezavisle na znaménku derivace funkce ¢(x) psat

47



48



Kapitola 5

Fourierova transformace

V predchozich sekcich této prace jsem si popisovali dilezitost a vyznam
nékterych matematickych operaci a zkoumali jejich chovani ve svété hyper-
funkci. Nejinak tomu bude ani v pripadé Fourierovy transformace, jedné ze
stézejnich integralnich transformaci. Protoze je vsak rozsah této préce znacné
limitovan, omezime se jen na elementarni zaklady Fourierovy transformace
hyperfunkci s kompaktnim nosi¢em. Hlubsi nahled do problematiky Fourie-
rovy transformace hyperfunkei (nejen téch s kompaktnim nosi¢em) nalezne
¢tendr v |10} 1T, 12].

Je dobfe znamo, ze Fourierova transformace absolutné integrovatelné funkce
f R — C je funkce f: R — C definovana predpisem

" +00 )
fw = [ s rds.
—0o0

M&-li funkce f(z) navic kompaktni nosi¢ obsazeny v intervalu [a,b], pak
milzeme psat

f) = [ 1@

ProtoZe umime pres kone¢ny interval [a, b] integrovat také hyperfunkce, vede
nas posledni rovnost prirozené k definici Fourierovy transformace hyperfunkci
s kompaktnim nosi¢em. Jesté nez si tuto definici explicitné uvedeme, pfipo-
menme zde jednu uzitecnou véc, kterou jsme v této bakalarské praci zminili
v ¢asti o integraci hyperfunkci. Pro hyperfunkci s kompaktnim nosicem K

jsme definovali
400 b
| t@ds = [ f@)da,

kde [a, b] je néjaky interval obsahujici ve svém vnitiku nosi¢ K. Ukazali jsme
si, ze definice je korektni, nebot nezdvisi na konkrétni volbé intervalu [a, b].
Vyhodou zavedeného znaceni je, ze nemusime specifikovat, kde kompaktni
nosi¢ hyperfunkce lezi, coz nyni s vyhodou vyuzijeme. Nyni jiz pristupme ke
slibené definici Fourierovy transformace hyperfunkce s kompaktnim nosicem.
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5. Fourierova transformace

Definice 5.1 Necht f(z) je hyperfunkce s kompaktnim nosi¢em. Pak Fourie-
rova transformace f(x) je funkce f : R — C dand predpisem

f@r= [ f@ed

Misto f(w) také nékdy piSeme F{f(x)}(w).

V definici Fourierovy transformace integrujeme hyperfunkci f(x)e %2,
Zdtraznéme zde, ze tato hyperfunkce ma také kompaktni nosi¢. Prenasobenim
hyperfunkce realné analytickou funkci totiz nemiizeme nosic¢ zvétsit, coz plyne

okamzité z prislusnych definic.

Je prirozené se ptat, jakym typem funkce je f (w). Na tuto otdzku ndm
dava odpovéd nasledujici verze slavné Paleyovy-Wienerovy véty (viz [12]),
kterou uvadime bez dikazu.

Véta 5.2 Jestlize f(z) je hyperfunkce s kompaktnim nosi¢em, pak funkce
o0 .
z >—>/ f(x)e ¥ dx
—00

je celistva (tj. holomorfni v C).

Z praveé uvedené véty plyne, ze pro hyperfunkei f(x) s kompaktnim nosi¢em
je f (w) redlné analyticka funkce, kterd 1ze holomorfné rozsirit na C. Pfipo-
menme zde, ze realné analytické funkce umime vnotit do prostoru hyperfunkci.
Tedy f (w) muzeme chapat také jako hyperfunkci. Nyni se jiz podivejme na
zékladni tvrzeni o Fourierové transformaci.

Tvrzeni 5.3 Pro libovolné hyperfunkce f(z) a g(z) a pro libovolnou konstantu
c € C plati

Flef(e)}w) = cF{f(z)
F{f (@) + g(2)}(w) = F{f(2)}

Hew),
(W) + Fg(z)}(w).

Diikaz: Jedné se o okamzity dusledek linearity integralu hyperfunkce (viz
Tvrzeni 4.19). O

Priklad 5.4 Hledejme Fourierovu transformaci hyperfunkce f(z) = §(z — a),
kde a € R. Z vlastnosti Diracova impulsu lze psat

F{o(z —a)}(w) = /_O:O §(z —a)e “dr = /+OO §(z —a)e ™z

—0o0

) +o00 )
= e_’”a/ §(x — a)dx = e "W
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5. Fourierova transformace

Priklad 5.5 Spoc¢téme Fourierovu transformaci hyperfunkci

f(2) = 5 (6(z — @) + 6(z +a)),

1
T2
kde a € R. Diky Tvrzeni 5.3 a vysledku z Prikladu 5.4 je
fla) = 5 (FL8(e — )} (@) + F{5(x + )} () = 5
i(z) = 211 (F{6(z — a)}(w) — F{(z + a)}(w)) = 2% (e77 — ) = sin(wa).

A

9(x) (0(z —a) —d6(z +a)),

(e_i“’“ + ei‘““> = cos(wa),

Tvrzeni 5.6 Jestlize f(x) je hyperfunkce s kompaktnim nosicem a ¢ € R,
pak

(i) F{f(z - )} (w) = e f(w);
(i) F{f(cx)}w) = ff(2), kdykoli ¢ # 0;
(iii) Fle' f(a)}w) = f(w— o).

Dukaz:

(i) Z Tvrzeni 4.26 dostavame

Fifa-o}w) = |

—00

— e—iwc /:X) f(u)e—iwudu — e—iwcf(w)'

o o

flx —c)e ™ dx = / f(u)e™@wte) gy,

—00

(ii) Jestlize ¢ > 0, pak z Tvrzeni 4.26 méme

Fif(er)Hew) = [ Z flex)e= 7 dy

A st (2)

Obdobné pro ¢ < 0 dostaneme
1./w
Ffen) =7 (%)
(iii)

Fle=f@hw) = [ fa)erds
/OO flx)e 9%y = f(w — c).

—00



5. Fourierova transformace

Priklad 5.7 Demonstrujme si predchozi tvrzeni na prikladu hyperfunkce
f(z) = d(ax —b), kde a € R\ {0} a b € R Aplikaci prvni a druhé ¢ésti
predchoziho tvrzeni lze ihned psat

F{6(az — b)}w) = |a1|]-'{5(:c — b)) (‘;’) _ é'e—ii".

A

Dulezité z hlediska aplikace je chovani Fourierovy transformace vzhledem
k derivaci. I v piipadé hyperfunkci dostavame zname vztahy, které jsou obsa-
hem naésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 5.8 Jestlize f(z) je hyperfunkce s kompaktnim nosicem, pak

(i) F{f'(2)} = iwf(w);
(i) F{xf(z)} =it fw).
Dikaz:

(i) Vyuzitim Tvrzeni 4.5 dostaneme

F @) = [ flae i

—0o0

= /OO (f(a:)e_iwm),daz +iw /O:O f(x)e ™ dx

— 00

Sy . / A

= / (f(x)e_’wx) dr +iwf(w).
— 00

Nyni sta¢{ dokdzat nulovost integralu z hyperfunkce (f (x)e_i‘”)/. Pro-

toze hyperfunkce f(x)e™™* ma kompaktni nosi¢, jsou jeji hodnoty vné

intervalu obsahujiciho tento nosi¢ nulové, coz plyne z Tvrzeni 2.6. Podle

Tvrzeni 4.19 proto je

/+OO (f(x)eiiwz),dx =0.

—00

Zif(ct.)) = Zi /+OO f(x)e_iwwda: — /+OO Zf(x)ie—zwxdx

W ) —00 8(&)

dw J_
= /_+OO zf(z)e ™ dx = Flzf(z)}(w).

o0
Zaménu derivace a integralu lze odtvodnit na zakladé standardni véty
o derivaci integrélu podle parametru [I15]. K tomu si sta¢i uvédomit, ze
integral z hyperfunkce je definovan jako kiivkovy integral z funkce kom-
plexni proménné. Vyuzijeme-li definici kiivkového integralu, dostavame
integral z obycCejné funkce jedné realné proménné, na ktery muzeme
aplikovat zminénou vétu o zdméné derivace a integralu.

O]
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Kapitola 0
Zaveér

Cilem této bakalarské prace bylo studium zakladni problematiky hyperfunkci
jedné realné proménné, poukazani na paralely se svétem klasickych funkci
a demonstrace zjisténych skutecnosti na jednoduchych prikladech. Zabyvali
jsme se zakladnimi operacemi na hyperfunkcich. Podrobné jsme rozebirali
derivovani a integrovani. V neposledni fadé jsme se také vénovali Fourierové
transformaci. V ditkazech jsme se snazili postupovat s co mozné nejmensimi
pozadavky na teorii. Doufame, ze timto pristupem vznikl text o zobecnénych
funkcich, ktery je vhodny i pro studenty bez hlubsich znalosti pokrocilejsich
partii matematické analyzy.

Z dtvodu rozsahu prace jsme museli vynechat celou fadu zajimavych
témat, kterd by byla dobrym nameétem pro dalsi pokracovani. Zcela jisté
by slo pokracovat ve studiu Fourierovy transformace hyperfunkci. V tomto
sméru by bylo dilezité zavést Fourierovu transformaci i pro hyperfunkce, které
nemaji kompaktni nosic¢ a posléze formulovat velmi dilezitou vétu o inverzni
Fourierové transformaci. Takovyto ndstroj by jiz umoznoval prezentovat fadu
zajimavych aplikaci.

Dalsi moznosti by bylo zkoumat jiné integralni transformace hyperfunkci.
Pro konkrétnost zde zminme alespon Laplaceovu a Hilbertovu transformaci.
V neposledni fadé by bylo uziteéné studovat hyperfunkce vice proménnych,
které najdou uplatnéni v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic a také
v teoretické fyzice. To by vSak vyzadovalo mohutnéjsi matematicky aparéat.
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P¥iloha A

Diilezité véty z komplexni analyzy

Véta A.1 (Newton-Leibnitzova formule)

Necht F(z) je primitivni funkce k funkei f(z) na oblasti G. Necht C' je
krivka s poc¢atecnim bodem a a koncovym bodem b takova, ze C' C G. Pak
/ f(2)dz = F(b) — F(a).

C
Diikaz: viz [14].

Véta A.2 (Cauchyho véta)

Necht f je holomorfni funkce v jednoduse souvislé oblasti G. Pak pro
kazdou uzavienou kiivku C' C G plati

/ f(z)dz =0.
C
Diikaz: viz [14].

Véta A.3 (Princip deformace)

Necht funkce f(z) je holomorfni v oteviené mnoziné Q C C a Cq,Cy jsou
kladné orientované Jordanovy ktivky lezici v ), pro které plati C7 C Int C a
Int Co N Ext Cy C Q. Pak

/ f(z)dz = / f(z)dz.
C1 C2
Diikaz: Véta plyne okamzité z [16, Priklad 2, str 197] a [16, Véta 7.4.2].

Véta A.4 (Cauchyho integrélni vzorec)

Necht f je holomorfni funkce v jednoduse souvislé oblasti G. Pro kazdou
kladné orientovanou Jordanovu kiivku C' lezici v G a pro kazdy bod zg lezici
uvnitt této uzaviené kiivky plati

1 f(z
f(z0) = — ﬂdz.

2 Jo 2z — 2

95



A. Diilezité véty z komplexni analyzy

Diikaz: viz [14].

Véta A.5 (Zobecnény Cauchyho vzorec)

Necht f je holomorfni funkce v oteviené mnoziné G. Pro kazdou kladné
orientovanou Jordanovu ktivku C' lezici v G a pro kazdy bod zq lezici uvnitt
této uzaviené kiivky plati

f(n)(ZO) _ L’ /C f(Z) dz

2mi Jo (2 — zo)n
Diikaz: viz [14].

Véta A.6 (Reziduova véta)

Necht f je holomorfni funkce v mnoziné G\ {z1, 22, . .., zn}, kde G je oblast.
Necht C je kladné orientovanéd Jordanova kiivka lezici v G\ {z1, 2z2,. .., 2n},

kterda ma body z1, 2o, ..., 2k, k < n ve svém vnittku. At G obsahuje vnitfek
kiivky C. Poté

k
/ f(z)dz = 2mi Z res; f(z).
c e
Diikaz: viz [14].

Véta A.7 (Véta o jednoznac¢nosti)

Necht f(2) a g(z) jsou holomorfni funkce v oblasti @ C C a (2;){
je prosta posloupnost bodiu z 2 konvergujici k néjakému bodu z mnoziny
Q. Jestlize f(z) = g(zx) pro kazdé prirozené ¢islo k, potom f(z) = g(z) na .

Diikaz: viz [14], Dusledek 4.4].

Souhrn vybranych vysledkti o funkcich komplexni proménné zakonc¢ime
nésledujici uzitecnou vétou, kterd je jednoduchym dusledkem teorému z [17].

Véta A.8

Necht ©2 C C je oteviend mnozina, I C R je (nedegenerovany) interval a
funkce f : I x Q — C m4 nasledujici vlastnosti:

(i) pro kazdé z € Q je funkce t — f(t, z) spojitd v I;
(ii) pro kazdé t € R je funkce z — f(t, z) holomorfni v €;

(iii) pro kazdé zp € €2 existuje § > 0 tak, ze

sup /|f(t,z)|dt < 400,
2€QNB(20;0) v I

kde B(zp,0) = {z € C||z — 29| < d}.
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A. Diilezité véty z komplexni analyzy

Potom funkce

o) = [ 1t
je holomorfni v 2 a

7= [ o-st =)t

o7
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