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Abstract

Minimizing trajectory energy is essential to extend the 
ight time and e�ciency of
autonomous (UAVs) due to the limited battery capacity. This work deals with tra-
jectory replanning that uses a simpli�ed point-mass model to minimize the energy
consumption of a multirotor UAV. A method for calculating trajectory energy based
on the UAV thrust acceleration is proposed. Furthermore, we present an algorithm
based on the gradient method to minimize trajectory energy consumption by optimi-
zing thrust acceleration and velocity. Finally, we compare the energy consumption of
trajectories with time-minimizing trajectories and also with those using polynomial
representation.

Keywords Unmanned Aerial Vehicles, Energy
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Abstrakt

Minimalizov�an�� energie trajektorie je kv�uli omezenosti kapacity baterie nezbytn�e
pro prodlou�zen�� doby letu a efektivity autonomn��ch bezpilotn��ch prost�redk�u (UAVs).
Tato pr�ace se zab�yv�a p�repl�anov�an��m trajektorie, kter�a vyu�z��v�a zjednodu�sen�eho mo-
delu hmotn�eho bodu, s c��lem minimalizovat spot�rebu energie multirotorov�eho UAV.
Je zde navr�zen postup v�ypo�ctu energie trajektorie na z�aklad�e tahov�eho zrychlen��
UAV. D�ale p�redstavujeme algoritmus zalo�zen�y na gradientn�� metod�e pro minimali-
zaci spot�reby energie trajektorie pomoc�� optimalizace tahov�eho zrychlen�� a rychlosti.
Nakonec porovn�av�ame spot�rebu energie trajektori�� s trajektoriemi minimalizuj��c��mi
�cas a tak�e s t�emi, kter�e vyu�z��vaj�� polynomi�aln�� reprezentaci.

Kl���cov�a slova Bezpilotn�� prost�redky, energie
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1 �Uvod

Bezpilotn�� l�etaj��c�� prost�redky (UAV) se st�avaj�� pro jejich �sirok�e vyu�zit�� velmi po-
pul�arn��mi v r�uzn�ych odv�etv��ch. D��ky sv�e 
exibilit�e, man�evrovatelnosti, mo�znosti nasazen��
v t�e�zko p�r��stupn�ych oblastech a v dne�sn�� dob�e i s velkou schopnost�� autonomie nach�azej��
r�uzn�a uplatn�en��, jako je nap�r. monitorov�an�� [12]. Omezen�a kapacita baterie p�redstavuje jeden
z hlavn��ch technick�ych limit�u n�avrhu a provozu UAV. Minimalizac�� spot�reby energie se pro-
dlu�zuje doba letu, a z�arove�n d�elka letu, �c��m�z se zvy�suje jeho efektivita. Proto se minimalizace
spot�reby st�av�a d�ule�zit�ym faktorem v pl�anov�an�� trajektorie UAV. P�ri nasazen�� UAV v kri-
tick�ych situac��ch, jako je p�atr�an�� a z�achrana, kde je pot�reba generov�an�� trajektorie v re�aln�em
�case, je d�ule�zit�e zohlednit spot�rebu energie, nebot ' jej�� efektivn�� vyu�zit�� ovliv�nuje opera�cn��
schopnosti UAV.

Tato pr�ace se zab�yv�a p�repl�anov�an��m trajektori�� s minim�aln�� spot�rebou energie pro agiln��
multirotorov�e UAV. Pro trajektorie s v��ce pr�uletov�ymi body jsou p�redem ur�ceny stavy
po�c�ate�cn��ho a koncov�eho bodu, konkr�etn�e jejich poloha a rychlost. Ostatn�� body jsou ur�ceny
pouze svou polohou, nikoliv rychlost��, kter�a je v�sak pot�rebn�a pro v�ypo�cet trajektorie. �Ulohou
pl�anov�an�� trajektorie minimalizuj��c�� energii je nalezen�� optim�aln��ch rychlost�� v pr�uletov�ych
bodech a tak�e nalezen�� optim�aln��ch tahov�ych zrychlen�� v jednotliv�ych segmentech mezi
pr�uletov�ymi body.

V�et�sina prac�� na generov�an�� trajektorie v re�aln�em �case [3], [7] se zab�yvala minimali-
zov�an��m �casu, nikoliv minimalizov�an��m energie, at ' u�z se jedn�a o r�uzn�e modely reprezentace
trajektorie, jako je polynomi�aln�� nebo Point-Mass model (PMM). Nejnov�ej�s��m p�r��stupem mo-
delu PMM pro minimalizaci �casu je metoda Limited thrust decomposition (LTD) [3] a [5],
kter�a rozkl�ad�a maxim�aln�� po�zadovan�e tahov�e zrychlen�� do jednotliv�ych os, aby minimalizo-
vala �cas segmentu a tak�e optimalizuje rychlosti v pr�uletov�ych bodech. Tato metoda je rovn�e�z
vyu�ziteln�a pro minimalizaci spot�reby energie, nebot ' rozlo�z�� maxim�aln�� tahov�e zrychlen�� do jed-
notliv�ych os v jednotliv�ych segmentech.

V�ysledky studie [6] ukazuj��, �ze pro r�uzn�e rychlosti letu UAV jsou r�uzn�e d�elky a doby
letu, tedy �ze existuje optim�aln�� rychlost pro maxim�aln�� dolet. V n�avaznosti na tuto pr�aci jsme
ud�elali re�aln�y experiment na ov�e�ren�� existence minima energie vzhledem k pou�zit�� tahov�eho
zrychlen��. Nam�e�ren�e hodnoty �casu p�ri r�uzn�ych tahov�ych zrychlen��ch a z nich vypo�cten�e hod-
noty energie jsou uvedeny v Tabulce A.1, p�ri�cem�z z�avislost energie na tahov�em zrychlen�� je
zn�azorn�ena na Obr�azku 1.1. Tato zji�st�en�� ukazuj��, �ze minimalizace doby letu nevede k mi-
nimalizaci spot�reby energie, a �ze m�a smysl se c��len�e zab�yvat minimalizac�� spot�reby energie
multirotor�u UAV.

V t�eto pr�aci se k reprezentaci trajektorie pou�z��v�a metoda PMM [3], kter�a zjednodu�suje
model UAV t��m, �ze uva�zuje jen transla�cn�� pohyb. Pro rozklad tahov�eho zrychlen�� do jed-
notliv�ych os je vyu�zita metoda LTD. Pro stanoven�� spot�reby energie odvozujeme vztah
pro v�ypo�cet energie trajektorie z tahov�eho zrychlen�� UAV. Pot�e optimalizujeme tahov�e zrych-
len�� jednoho segmentu trajektorie pomoc�� gradientn�� metody [22]. N�asledn�e pro celou trajek-
torii nalezneme minim�aln�� energii optimalizov�an��m vektoru rychlosti v pr�uletov�ych bodech
a to rovn�e�z pomoc�� metody gradientn��ho sestupu [22]. Nakonec experiment�aln�e porovn�ame
spot�rebu energie trajektorie t�eto metody minimalizace energie s metodou minimalizuj��c�� �cas
[3] a tak�e s trajektori��, kter�a vyu�z��v�a polynomi�aln�� reprezentaci k optimalizaci ryvu, t�ret��
derivace polohy [10].

�CVUT Katedra kybernetiky



2/42

Obr�azek 1.1: Experiment�aln�e ov�e�ren�a z�avislost mezi energi�� E a velikost�� tahov�eho zrychlen�� aT

Z experiment�u vypl�yv�a, �ze spot�reba energie trajektorie s optimalizovan�ymi tahov�ymi
zrychlen��mi se sn���zila p�ribli�zn�e o 20 %, a v p�r��pad�e minimalizace energie zahrnuj��c�� optimali-
zov�an�� rychlost�� se spot�reba sn���zila p�ribli�zn�e o 30 % v porovn�an�� s trajektori�� minimalizuj��c��
�cas [3]. Nicm�en�e nejni�z�s�� spot�rebu energie m�ela trajektorie s polynomi�aln�� reprezentac�� [10],
spot�reba energie byla v�u�ci metod�e minimalizuj��c�� �cas o alespo�n 40 % ni�z�s��.

�CVUT Katedra kybernetiky
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2 Souvisej��c�� pr�ace

V oblasti pl�anov�an�� trajektori�� agiln��ho UAV existuje mnoho p�r��stup�u, kter�e m�u�zeme
rozd�elit na polynomi�aln�� reprezentaci, optimaliza�cn�� metody nebo metody zalo�zen�e na vzor-
kov�an��. Pro n�a�s �u�cel p�repl�anov�an�� trajektorie s minim�aln�� energi�� jsou d�ule�zit�e metody, kter�e
pracuj�� v re�aln�em �case.

Metoda hmotn�eho bodu [9] je aproxima�cn�� metoda, kter�a uva�zuje pouze transla�cn�� po-
hyb UAV a rota�cn�� dynamiku multirotoru zanedb�av�a. Tato aproximace zjednodu�suje model
UAV, a t��m p�adem i v�ypo�cetn�� dobu, a proto je vhodn�a pro pl�anov�an�� trajektorie v re�aln�em
�case. Pro �ulohu minimalizov�an�� �casu trajektorie, kter�a vygeneruje PMM trajektorii, je pou�zit
Pontryagin�uv minim�aln�� princip [24], jeho�z v�ysledkem je bang-bang policy [1] v p�r��pad�e tra-
jektori�� s omezen�ym zrychlen��m a bang-singular-bang policy [19] pro omezen�� zrychlen�� a rych-
losti.

V pr�aci [1] byla pou�zita omezen�� na akceleraci, ale nebyla zde vy�re�sena synchronizace
os trajektorie v multidimenzion�aln��m prostoru. Tuto problematiku �re�s�� v pr�aci [5], kde nav��c
p�redstavuj�� nov�y p�r��stup, kter�y neomezuje zrychlen�� v ka�zd�e ose, ale omezuje celkov�e tahov�e
zrychlen�� UAV. Toto celkov�e tahov�e zrychlen�� je pomoc�� algoritmu Limited Thrust Decom-
position rozlo�zeno do jednotliv�ych os, aby se minimalizoval �cas trajektorie.

Pro zp�resn�en�� modelu je v pr�aci [3] krom�e gravita�cn�� akcelerace pou�zita i odporov�a
akcelerace [13] multirotoru, kter�a line�arn�e z�avis�� na rychlosti letu UAV. V pr�aci [16] p�redstavuj��
dynamick�y model multirotoru s odporovou akcelerac�� rotoru, kter�y v�sak nezohled�nuje odpor
v�etru, ani tuhost vrtul��. Model tak�e neuva�zuje z�avislost mezi odporovou akcelerac�� motoru
a tahovou akcelerac��. Vylep�sen�y model tahov�e s��ly a �r��d��c��ho sch�ematu v pr�aci [18] zohled�nuje
odpor motoru p�ri v�ypo�ctu tahu a orientace multirotoru. V pr�aci [14] model sice bere v �uvahu
odpor rotoru pro v�ypo�cet rychlosti a �uhlov�e akcelerace multirotoru, ale k tomu pot�rebuje
odhady zrychlen�� a ryvu UAV, kter�e v�et�sinou nejsou zn�am�e.

Pro generov�an�� trajektorie v re�aln�em �case je �casto pou�z��v�ana polynomi�aln�� metoda
pro jej�� n��zkou v�ypo�cetn�� n�aro�cnost. Odstran�en��m deriva�cn��ch omezen�� [23] dynamiky modelu
jsou trajektorie reprezentovan�e polynomy diferenci�aln�e ploch�e. V�sechny stavy trajektorie lze
popsat pomoc�� polohy a nato�cen�� multirotoru a jejich vy�s�s��ch derivac��. V�yhodou polynomi�aln��
reprezentace je snadn�e z��sk�an�� v�sech derivac��.

V pr�aci [21] byla tato metoda vyu�zita k v�ypo�ctu trajektorie s minim�aln��m trhnut��m,
�ctvrtou derivac�� polohy, v re�aln�em �case �re�sen��m kvadratick�eho programu v algebraick�em tvaru.
V pr�aci [10] pou�zili polynomi�aln�� reprezentaci trajektorie k minimalizaci ryvu a trhnut�� tra-
jektorie; v d�usledku toho doch�az�� k optimalizaci energie trajektorie.

Pro �ulohu minimalizace �casu trajektorie metoda PMM vych�azela ze zjednodu�sov�an��
dynamiky UAV a polynomi�aln�� metoda nevyu�z��vala pln�y potenci�al motor�u d��ky plochosti
trajektorie. Naproti tomu metoda vyu�z��vaj��c�� hierarchick�y p�r��stup [7] zalo�zen�y na vzorkov�an��
a postupn�em zvy�sov�an�� slo�zitosti modelu UAV efektivn�e minimalizuje �cas trajektorie.

Metody pl�anov�an�� a �r��zen�� multirotorov�ych UAV v prost�red�� s p�rek�a�zkami pro minima-
lizaci letu byly p�rekon�any metodami �r��zen�� pomoc�� neuronov�e s��t�e [15]. Nev�yhodou ale bylo
�spatn�e vn��m�an�� okol�� kv�uli omezen�emu zorn�emu poli kamery a podaktuovanosti multirotoru.
P�r��stup [4] zalo�zen�y na strojov�em u�cen�� kombinuje imita�cn�� u�cen�� se zp�etnovazebn��m u�cen��m
(RL). Nejd�r��ve se pomoc�� RL tr�enuje okoln�� vn��m�an�� s p�r��stupem ke v�sem stav�um �casov�e mi-
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nim�aln�� trajektorie, pot�e s vyu�zit��m imita�cn��ho u�cen�� se p�renesou v�sechny znalosti na "�z�aka",
kter�y vn��m�a okol�� pouze skrze kameru.

V pr�aci [8] je probl�em minimalizace doby letu v prost�red�� s p�rek�a�zkami �re�sen pomoc�� hlu-
bok�eho strojov�eho u�cen�� a klasick�eho topologick�eho pl�anov�an�� cest k natr�enov�an�� robustn��ch
�r��dic��ch neuronov�ych s��t�� pro minim�aln�� �cas letu. P�r��stup vyu�z��v�a generov�an�� topologick�e ve-
douc�� cesty pomoc�� pravd�epodobnostn�� mapy, novou formulaci �ukolu, kter�a kombinuje ma-
ximalizaci postupu pod�el vedouc�� cesty s vyh�yb�an��m se p�rek�a�zk�am, a tr�eninkovou strategii
postupn�eho u�cen�� pro natr�enov�an�� neuronov�e s��t�e.

V pr�aci [17] se zab�yvaj�� efektivitou multirotoru UAV, aby zv�y�sili jeho �u�cinnost. Jednou
z mo�znost�� z pohledu hardwaru je sn���zen�� hmotnosti UAV. Pro zv�y�sen�� efektivity se uva�zuje
modelov�an�� aerodynamiky, kde se bere v �uvahu vliv r�uzn�ych druh�u odpor�u, �ci zv�y�sen�� vztlaku
UAV vlivem mal�e v�y�sky nad ter�enem. Pr�ace [6] pro v�ypo�cet dosahu, v�ydr�ze a optim�aln��
rychlosti UAV vyu�z��v�a vlastn�� model baterie, model elektromotoru a simul�ator aerodynamiky
multirotoru. Ob�e pr�ace [17] a [6] experiment�aln�e potvrdily, �ze existuje optim�aln�� rychlost letu
pro maxim�aln�� dolet. Pr�ace [20] pro ur�cen�� trajektorie s minim�aln�� energi�� vyu�z��v�a model
bezkart�a�cov�eho DC motoru a dynamick�y model kvadrotoru. Spot�reba energie je spo�c��t�ana
z �uhlov�ych akcelerac�� motor�u. Krom�e minimalizace energie pr�ace [20] �re�s�� minimalizaci �casu
trajektorie pro zadanou celkovou spot�rebu UAV.

�CVUT Katedra kybernetiky
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3 Metodologie

V t�eto kapitole pop���seme metody pot�rebn�e pro minimalizaci energie trajektorie. V Sekci
3.1 je pops�an Point mass model trajektorie pro jednu osu [3], [5]. Pro vytvo�ren�� trajekto-
rie ve v��cedimenzion�aln��m prostoru je pot�reba osov�a synchronizace [3], [5], kter�a je uvedena
v Sekci 3.2. V Sekci 3.3 je uvedena metoda Limited trust decomposition [3], kter�a neuva�zuje
osov�e omezen�� akcelerace, ale celkovou velikost tahov�e akcelerace UAV. V Sekci 3.4 je uve-
den v�ypo�cet energie segmentu. V Sekc��ch 3.5 a 3.6 jsou pops�any algoritmy pro optimalizaci
tahov�eho zrychlen�� a optimalizaci rychlosti s c��lem minimalizovat energii trajektorie. De�nice
PMM trajektorie vych�az�� z prac�� [3] a [5].

3.1 Point mass model trajektorie

Trajektorie letu UAV se obecn�e nach�az�� v n-dimenzion�aln��m prostoru a je de�nov�ana
polohou p 2 Rn a rychlost�� v 2 Rn po�c�ate�cn��ho a koncov�eho bodu a polohou trat 'ov�ych bod�u,
kter�e trajektorii d�ale rozd�eluj�� na segmenty. Uva�zujeme pouze segmenty, jejich�z po�c�ate�cn��
a koncov�e body nejsou soum��stn�e. Na �uvod p�redpokl�adejme, �ze jsou zn�am�e i rychlosti v t�echto
bodech.

Pro zjednodu�sen�� si pop���seme trajektorii jednoho segmentu v jednorozm�ern�em prostoru
pomoc�� modelu hmotn�eho bodu [5]. Segment je ur�cen po�c�ate�cn��m a koncov�ym stavem, tj. po-
lohami p0, p2 2 R a rychlostmi v0, v2 2 R. Pro zrychlen�� p�redpokl�ad�ame omezen�� dan�e
tzv. bang-bang policy, �c��m�z existuje bod p1 2 R, ve kter�em doch�az�� ke zm�en�e zrychlen��.
Matematick�y popis segmentu je podle [5]

p1 = p0 + v0t1 +
1
2

a1t2
1;

p2 = p1 + v1t2 +
1
2

a2t2
2;

v1 = v0 + a1t1;

v2 = v1 + a2t2;

(3.1)

kde t1 a t2 2 R p�redstavuj�� �casy a jejich sou�cet Ttr ud�av�a celkov�y �cas trajektorie segmentu,
jak je de�nov�ano v [5].

Ttr = t1 + t2 (3.2)

P�ri�cem�z omezen�� zrychlen�� dan�e tzv. bang-bang policy nab�yv�a podle [3] n�asleduj��c��ch hodnot:

ai 2 f amin ; amax g; i = 1 ; 2; ai 2 R: (3.3)

Jak uv�ad�� [3, p. 3]: "Nep�redpokl�ad�ame p�r��pad, kdy a1 = a2, proto�ze to odpov��d�a t1 = 0 ,
nebo t2 = 0 , co�z n�am ponech�av�a dv�e kombinace mo�zn�ych hodnot zrychlen�� a1 a a2."

3.2 Osov�a synchronizace

Pro v��ce-dimenzion�aln�� prostor spo�cteme trajektorii segmentu pro ka�zdou osu zvl�a�st ' ,
kdy omezen�� celkov�eho zrychlen�� UAV je rovnom�ern�e rozd�eleno do v�sech os. Nicm�en�e
p�ri p�rechodu z jedno-dimenzion�aln��ho prostoru do v��ce-dimenzion�aln��ho nast�av�a probl�em se
synchronizac�� os [5]. Proto�ze chceme minimalizovat �cas, vezmeme si za referen�cn�� celkov�y �cas
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6/42 3.3. LIMITED THRUST DECOMPOSITION

Tsync nejv�et�s�� �cas ze v�sech os. Pro ostatn�� osy vypo�cteme trajektorie znovu s p�re�sk�alov�an��m
zrychlen�� koe�cientem 
 tak, aby �cas segmentu v dan�e ose byl roven referen�cn��mu �casu. Popis
trajektorie pro ka�zdou osu je n�asledn�e podle [5]

p1 = p0 + v0t1 +
1
2


a 1t2
1;

p2 = p1 + v1t2 +
1
2


a 2t2
2;

v1 = v0 + 
a 1t1;

v2 = v1 + 
a 2t2;

Tsync = t1 + t2;

(3.4)

Jak se uv�ad�� v [5], takov�e �re�sen�� v�sak nemus�� v�zdy existovat. V takov�em p�r��pad�e se zrychlen��
pro osu zam�en�� podle pravidla:

a1new = a2old (3.5)

a2new = a1old (3.6)

a cel�y v�ypo�cet se opakuje.

3.3 Limited Thrust Decomposition

Proto�ze je p�ri osov�e synchronizaci na za�c�atku celkov�e zrychlen�� rozd�eleno mezi jednotliv�e
osy rovnom�ern�e, je v�ysledn�e tahov�e zrychlen�� men�s�� ne�z maxim�aln�e povolen�e. Z toho d�uvodu
byl v pr�aci [3] navr�zen algoritmus, kter�y rozlo�z�� celkov�e tahov�e zrychlen�� tak, aby alespo�n
v jednom bod�e segmentu dos�ahlo sv�e maxim�aln�� povolen�e hodnoty. Z�arove�n tato metoda
minimalizuje �cas trv�an�� segmentu. V [3] je zavedeno omezen�� na velikost maxim�aln�� tahov�e s��ly
f max d��ky prov�azanosti t�r��os�eho zrychlen�� s vektorem tahov�eho zrychlen��. P�repo�cet omezen��
maxim�aln�� tahov�e s��ly na maximum tahov�eho zrychlen�� aT

max je podle [3]

aT
max =

f max

m
; (3.7)

kde m je hmotnost multirotoru.

V PMM modelu [3] je pro zp�resn�en�� modelu tak�e zohledn�eno gravita�cn�� zrychlen��
g =

�
0; 0; � g

� T
a odporov�e zrychlen�� d =

�
� dx ; � dy ; � dz

�
, kter�e je z�avisl�e na rychlosti

letu. " Zrychlen�� multirotoru aB trajektorie mus�� po celou dobu t 2 h0; Ttr i spl�novat podm��nku
(3.8)."[3, p. 3]

kaT (t)k = kaB (t) � d(t) � gk � aT
max : (3.8)

Kv�uli t�eto neline�arn�� podm��nce a bang-bang policy zrychlen�� je �uloha v [3] de�nov�ana jako

f aB �
1 ; aB �

2 g = arg min
aB

1 ;aB
2

Ttr (aB
1 ; aB

2 )

s:t: kaB (t) � d(t) � gk = kaT k � aT
max ; t 2 [0; Ttr ];

aB
1 = [ aB

1x
; aB

1y
; aB

1z
]T ;

aB
2 = [ aB

2x
; aB

2y
; aB

2z
]T ;

aB
i (t) = aB

1i
; pro t 2 [0; t1i ]; pro i 2 f x; y; zg

aB
i (t) = aB

2i
; pro t 2 [t1i ; Ttr ]; pro i 2 f x; y; zg

(3.9)

�CVUT Katedra kybernetiky



3. METODOLOGIE 7/42

kde aB
1i

je zrychlen�� multirotoru v i-t�e ose v prvn��m podsegmentu trajektorie a aB
2i

je zrych-
len�� multirotoru v i-t�e ose ve druh�em podsegmentu trajektorie, �cas t1i je �cas zm�eny zrychlen��
pro i-tou osu a Ttr je celkov�y �cas segmentu. Pro trajektorii v n rozm�ern�em prostoru dosta-
neme n �cas�u, kdy doch�az�� ke zm�en�e zrychlen��, tedy n + 1 tahov�ych zrychlen�� aT pro jeden
segment. "Vektor odporov�eho zrychlen�� d je aproximov�an pomoc�� line�arn��ho modelu odporu
(...) pro ka�zd�e tahov�e zrychlen�� aT

l (...)

d l = R (t l )DR T (t l ) � v (t l ); (3.10)

kde rota�cn�� matici R (t l ) lze z��skat z aktu�aln��ho zrychlen��, D = diag( � x ; � y ; � z) je diagon�aln��
matice obsahuj��c�� odporov�e koe�cienty pro ka�zdou osu a t l 2 f t1x ; t1y ; t1z ; Ttr g."[3, p. 4]

Vzhledem k z�avislosti odporov�eho zrychlen�� na rychlosti letu jsou zrychlen�� amin a amax

pro ka�zdou osu po�c��t�ana iterativn�e. V ka�zd�em podsegmentu se zrychlen�� multirotoru aB

p�repo�c��t�av�a pomoc�� koe�cientu � tak, aby se velikost tahov�eho zrychlen�� aT rovnala ma-
xim�aln��mu tahov�emu zrychlen�� aT

max . Ze v�sech mo�znost�� se pro ka�zdou osu vyb��r�a pro ma-
xim�aln�� zrychlen�� nejmen�s�� p�re�sk�alovan�e zrychlen�� multirotoru a pro minim�aln�� zrychlen�� ma-
xim�aln�� p�re�sk�alovan�e zrychlen�� multirotoru. [3]

3.4 Energie letu

Tato sekce se zab�yv�a v�ypo�ctem energie v r�amci jednoho segmentu trajektorie. Celkov�a
energie trajektorie je sou�cet energi�� p�res v�sechny segmenty. Spot�reba energie z�avis�� na tahov�e
akceleraci b�ehem letu UAV a t��m tak�e nep�r��mo z�avis�� na rychlosti v de�novan�ych stavech.
Ve v�ypo�ctu energie p�redpokl�ad�ame, �ze tahov�a s��la je v ka�zd�em �casov�em okam�ziku rovnom�ern�e
rozlo�zena mezi v�sechny motory, proto�ze zn�ame jen celkovou tahovou s��lu multirotoru.

Nejprve se z velikosti celkov�e tahov�e akcelerace multirotoru aT o hmotnosti multiro-
toru m vypo�c��t�a tahov�a s��la f vzta�zen�a na jeden motor podle 2. Newtonova z�akona

f =
1
k

maT ; (3.11)

kde k je po�cet motor�u UAV.

K v�ypo�ctu v�ykonu jednoho motoru jsme pou�zili p�revodovou charakteristiku mezi taho-
vou silou a v�ykonem motoru, kter�a je uvedena v datasheetu konkr�etn��ho motoru. Abychom
ur�cili spojitou z�avislost mezi v�ykonem i-t�eho motoru Pi a tahovou silou f , aproximovali jsme
p�revodovou charakteristiku polynomem 3. �r�adu [25]:

Pi = c3f 3 + c2f 2 + c1f + c0; (3.12)

kde ci 2 R jsou koe�cienty polynomu, p�ri�cem�z p�redpokl�ad�ame, �ze c3 je nenulov�e. Celkov�y
v�ykon UAV P je pot�e roven sou�ctu v�ykon�u jednotliv�ych motor�u a v�ykonu UAV v klidov�em
stavu P0

P =
kX

i =1

Pi + P0 = k � Pi + P0: (3.13)

Energie UAV E l spot�rebovan�a v jednom segmentu l b�ehem doby letu t 2 [0; Ttr;l ] se
spo�c��t�a jako integr�al celkov�eho v�ykonu P(t) v �case:

E l =
Z Ttr;l

0
P(t)dt: (3.14)
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Proto�ze v�ykon UAV z�avis�� na velikosti tahov�eho zrychlen��, kter�e nen�� v r�amci jednoho
segmentu konstantn��, z�avis�� tak�e v�ykon UAV na �case. P�ri�cem�z v na�sem p�r��pad�e, kdy
p�redpokl�ad�ame bang-bang policy pro zrychlen��, m�u�zeme v�ypo�cet energie (3.14) pomoc�� in-
tegr�alu zjednodu�sit na sou�cet

E l =
n+1X

j =1

Pj t j ; (3.15)

kde n je dimenze prostoru trajektorie, v na�sem p�r��pad�e n = 3, a t j jsou doby trv�an�� pod-
segment�u. Celkov�a energie E spot�rebovan�a multirotorem b�ehem cel�e trajektorie, kterou jsme
rozd�elili na n�ekolik samostatn�ych segment�u, se vypo�c��t�a jako sou�cet energi�� spot�rebovan�ych
v jednotliv�ych segmentech E l

E =
SX

l=1

E l ; (3.16)

kde S je po�cet segment�u trajektorie.

3.5 Optimalizace zrychlen��

V t�eto sekci uprav��me metodu Limited thrust decomposition [3], aby minimalizovala
energii optimalizov�an��m tahov�eho zrychlen�� multirotoru v r�amci jednoho segmentu. Energie
segmentu z�avis�� na tahov�e s��le, resp. tahov�em zrychlen�� multirotoru a na �casu segmentu. Proto
vyu�zijeme metodu Limited thrust decomposition, popsanou v Sekci 3.3, jej���z vstupn�� veli�cinou
je maxim�aln�� tahov�e zrychlen�� dosa�zen�e v segmentu, a kter�a rozlo�z�� celkov�e tahov�e zrychlen��
do jednotliv�ych os, aby minimalizovala �cas segmentu. Proto�ze nechceme minimalizovat �cas seg-
mentu, ale spot�rebu energie, nalezneme optim�aln�� hodnotu maxim�aln��ho tahov�eho zrychlen��,
p�ri kter�em nab�yv�a spot�reba energie segmentu minim�aln�� hodnotu.

Optimaliza�cn�� �ulohu de�nujeme jako

aT
max � = arg min

aT
max

E(aT
max )

s:t: kaB (t) � d(t) � gk = kaT k � aT
max ; t 2 [0; Ttr ];

aB
1 = [ aB

1x
; aB

1y
; aB

1z
]T ;

aB
2 = [ aB

2x
; aB

2y
; aB

2z
]T ;

aB
i (t) = aB

1i
; pro t 2 [0; t1i ]; pro i 2 f x; y; zg

aB
i (t) = aB

2i
; pro t 2 [t1i ; Ttr ]; pro i 2 f x; y; zg

(3.17)

kde g = [0 ; 0; � g]T je vektor gravita�cn��ho zrychlen��, d = [ � dx ; � dy ; � dz]T je vektor odpo-
rov�eho zrychlen��, aB 1i

je zrychlen�� multirotoru v i-t�e ose v prvn��m podsegmentu trajektorie
a aB 2i

je zrychlen�� multirotoru v i-t�e ose ve druh�em podsegmentu trajektorie, �cas t1i je �cas
p�repnut�� zrychlen�� pro i-tou osu a Ttr je celkov�y �cas segmentu.

K nalezen�� minim�aln�� spot�reby energie jsme pou�zili numerickou metodu gradientn��ho
sestupu [22]. Derivace energiedE

daT v�u�ci tahov�e akceleraci je po�c��t�ana numericky, proto�ze alge-
braick�e �re�sen�� se nepoda�rilo nal�ezt. Numerick�y v�ypo�cet energie je

dE
daT =

E(aT
max 2

) � E (aT
max 1

)
aT

max 2
� aT

max 1

; (3.18)
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kde aT
max 1

a aT
max 2

2 R jsou maxim�aln�� tahov�a zrychlen�� a E(aT
max 1

) a E(aT
max 1

) jsou energie
segmentu pro dan�e maxim�aln�� tahov�e zrychlen��. Itera�cn�� krok metody s krokem optimali-
zace� 2 R+ m�u�zeme napsat jako

aT
max k +1

= aT
max k

� �
dE
daT : (3.19)

3.6 Optimalizace rychlosti

V p�redchoz�� �c�asti jsme p�redpokl�adali, �ze zn�ame po�c�ate�cn�� a koncov�e stavy segment�u,
jako je pozice a rychlost. Obecn�e ale zn�ame jen po�c�ate�cn�� a koncov�y stav cel�e trajektorie
a pozice jednotliv�ych trat 'ov�ych bod�u. V t�eto sekci uprav��me metodu minimalizace �casu [3]
pro nalezen�� optim�aln��ch rychlost�� v ostatn��ch stavech trajektorie pro minimalizaci celkov�e
energie trajektorie. Nalezen�� optim�aln��ch rychlost�� je dosa�zeno iterativn�� metodou gradientn��ho
sestupu [22].

�Ulohu pro nalezen�� minima energie m�u�zeme de�novat jako

f v �
1; :::v �

m g = arg min
v 1 ;:::;v m 2 Rn

E(v1; :::; vm ); (3.20)

kde m = S � 1 je po�cet trat'ov�ych bod�u trajektorie, v i je vektor rychlosti v i-t�em trat 'ov�em
bod�e.

Stejn�e jako v p�r��pad�e optimalizace tahov�eho zrychlen�� v Sekci 3.5, vyu�z��v�ame pro �re�sen��
t�eto �ulohy numerickou iterativn�� metodu gradientn��ho sestupu [22]. Gradient energie podle jed-
notliv�ych slo�zek rychlosti se aproximuje numericky pomoc�� kone�cn�ych diferenc��. Pro v�ypo�cet
rychlosti v i-t�em trat 'ov�em bod�e se uva�zuj�� jen sousedn�� segmenty, tj. segment, kde trat'ov�y bod
je koncov�ym stavem segmentu, a kde je po�c�ate�cn��m stavem segmentu. Z�arove�n plat��, �ze rych-
lost v i-t�em trat 'ov�em bod�e ovliv�nuje pouze v�ypo�cet energie v t�echto sousedn��ch segmentech.
Proto p�ri v�ypo�ctu gradientu je p�repo�c��t�av�ana jen trajektorie v soused��c��ch segmentech, nikoliv
cel�a trajektorie. V d�usledku toho je v�zdy po�c��t�ana energie jen jako sou�cet energie t�echto dvou
segment�u:

E = E1 + E2; (3.21)

kde E1 a E2 jsou energie dvou segment�u, mezi nimi�z se nach�az�� i-t�y trat 'ov�y bod. Z tohoto
d�uvodu proch�az��me postupn�e, stejn�e jako v pr�aci [3], p�res v�sechny pr�uletov�e body po i proti
sm�eru trajektorie a optimalizujeme jejich rychlosti.

Gradient energie r E je roven

r E(v ) =

2

6
6
6
6
4

E(vx + h; vy ; vz) � E (vx ; vy ; vz)
h

E(vx ; vy + h; vz) � E (vx ; vy ; vz)
h

E(vx ; vy ; vz + h) � E (vx ; vy ; vz)
h

3

7
7
7
7
5

; (3.22)

kde h 2 R je krok diference avx , vy , vz 2 R jsou slo�zky vektoru rychlosti v = [ vx ; vy ; vz]T .
Itera�cn�� krok gradientn�� metody m�a n�asleduj��c�� tvar

vk+1 = vk � � r E (vk ); (3.23)

kde v i je vektor rychlosti v k-t�e iteraci, r E (vk ) je gradient funkce energie vzhledem k rych-
lostem a � 2 R+ je optimaliza�cn�� krok.
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4 V�ysledky

Pro testov�an�� byla pou�zita helikopt�era o hmotnosti m = 1 :2 kg se �cty�rmi motory typu
ECOII-2807-1700KV a t�r��list�ymi vrtulemi Gemfan7040. Vybran�e parametry helikopt�ery UAV,
kter�e jsou pou�zity ve v�sech testech, jsou uvedeny v Tabulce 4.1, kdem je hmotnost helikopt�ery
a f max je maxim�aln�� tahov�a s��la.

Tabulka 4.1: Hodnoty helikopt�ery UAV pou�zit�e v experimentech

parametr Typ / Hodnota

motor ECOII-2807-1700KV
vrtule t�r��list�a Gemfan7040

po�cet motor�u 4
m [kg] 1.2

f max [N] 40

Uveden�e optimaliza�cn�� metody, implementovan�e v jazyce C++, upravuj�� a roz�si�ruj��
existuj��c�� metodu pl�anov�an�� minimalizuj��c�� dobu letu [3]. Implementace polynomi�aln�� metody
byla p�revzata z [10] a n�asledn�e roz�s���rena o v�ypo�cet energie trajektorie. Ve�sker�e experimenty
prob��haly pouze v r�amci simulace, a to na za�r��zen�� s procesorem AMD Ryzen 7 5800H.

4.1 Charakteristika motoru

Abychom mohli spo�c��tat energii letu, mus��me ur�cit p�repo�cet mezi tahovou silou motoru
a jeho v�ykonem. Pro n�ami pou�zit�y motor ECOII-2807-1700KV s t�r��listou vrtul�� zn�ame tento
p�repo�cet jen v n�ekolika bodech [2], jen�z jsou uvedeny v Tabulce 4.2, kde s��la F se vypo�c��t�a
ze z�akona s��ly jako

F = mg; (4.1)

kde m je hmotnost a g = 9 :81 m� s� 2 je gravita�cn�� zrychlen��. Proto mus��me tuto charakteris-
tiku aproximovat polynomem 3. �r�adu [25], abychom dostali spojitou z�avislost. Na Obr�azku 4.1
je zobrazena charakteristika vyjad�ruj��c�� z�avislost v�ykonu P na tahov�e s��le motoru F pomoc��
�cerven�ych bod�u a jej�� interpolace polynomem.

Tabulka 4.2: P�revodov�a charakteristika motoru

m [kg] F [N] P [W]

0.3 2.943 52.12
0.5 4.905 105.8
0.7 6.867 166.3
0.9 8.829 235.2
1.1 10.791 300.7
1.99 19.5219 734.1
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Obr�azek 4.1: Charakteristika motoru vyjad�ruj��c�� z�avislost tahov�e s��ly F na v�ykonu P, inter-
polovan�a polynomem 3. �r�adu.

V�ykon motoru v z�avislosti na tahov�e s��le F je

P = 0 :0187� F 3 + 0 :455� F 2 + 22:3 � F � 14:1: (4.2)

4.2 Optimalizace zrychlen��

Nejprve optimalizujeme akceleraci v jednom segmentu. Na Obr�azku 4.2 jsou zobrazeny
hodnoty energie v z�avislosti na maxim�aln�� dosa�zen�e hodnot�e tahov�e rychlosti aT

max . Nespo-
jitosti v grafech na Obr�azku 4.2 nast�avaj�� v bodech, kde se pro jakoukoliv osu zam�en�� a1

za a2, tedy jestli bude prvn�e multirotor zrychlovat a n�asledn�e zpomalovat, �ci naopak. V jed-
nom z t�echto bod�u nespojitosti dosahuje energie sv�eho minima, jak je z�rejm�e z Obr�azku 4.2.
Na grafu 4.2a je v�y�rez hodnot tahov�eho zrychlen�� z grafu 4.2b, pro n�e�z je hodnota energie
minim�aln��.

Pro mal�e hodnoty tahov�eho zrychlen��, men�s�� ne�z minimum energie, je energie segmentu
nep�r��mo �um�ern�a zrychlen��. Dominantn�� slo�zkou v�ypo�ctu energie je �cas, kter�y je nep�r��mo
�um�ern�y zrychlen��. V p�r��padech, kdy vektory rychlost�� v po�c�ate�cn��m a koncov�em bod�e jsou
podobn�e, se tento �clen neprojev��, jako na grafu 4.2c. Naopak pro velk�e hodnoty tahov�eho
zrychlen�� je p�revl�adaj��c�� �clen v�ykon, tedy energie je p�r��mo �um�ern�a t�ret�� mocnin�e tahov�eho
zrychlen��. Pro hodnoty tahov�eho zrychlen�� v�et�s�� ne�z minimum energie je mo�zn�e funkci apro-
ximovat p�r��mkou.

Optimalizace zrychlen�� se prov�ad�� numerickou gradientn�� metodou [22], pro n���z je
pot�reba nastavit n�ekolik parametr�u, jako jsou krok diference h, maxim�aln�� po�cet iterac�� N ,
prahov�a hodnota (threshold) � a krok optimalizace � .

Pro sn���zen�� v�ypo�cetn��ho �casu by bylo v�yhodn�ej�s�� pou�z��t algebraick�e �re�sen�� derivace ener-
gie, ale pro slo�zitou z�avislost mezi velikost�� tahov�eho zrychlen�� aT a energi�� E a itera�cn��m
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