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Abstrakt

V této práci navrhujeme metody predikce
kvaziperiodických časových řad, které
jsou založené na směrové statistice. Za-
býváme se metodou momentů, EM algo-
ritmem, AdaboostemR a neuronovými sí-
těmi. Upřednostňujeme korektnost a vy-
hýbáme se používání heuristických me-
tod. Hledáme zcela nové modely a metody,
takže jejich vlastnosti ukazujeme na ja-
kýchkoli úlohách, včetně umělých, které
ukazují, co by se mohlo stát, bez ohledu
na to, zda to v konkrétní aplikaci opravdu
hraje roli. Navržené metody testujeme na
reálných datech a porovnáváme je s meto-
dami: odhad průměrem, histogram, Fre-
MEn a HyT-EM. Výsledky ukazují, že
pro některá data jsou některé navržené
metody statisticky významně lepší než
metody FreMEn a HyT-EM.

Klíčová slova: směrová statistika,
chronorobotika, metoda momentů, EM
algoritmus, logistická regrese, Adaboost,
neuronové sítě

Vedoucí: prof. Ing. Mirko Navara,
DrSc.

Abstract

In this thesis, we propose new methods
for prediction of quasiperiodic time series
which are based on directional statistics.
We study the moment matching, EM al-
gorithm, AdaboostR and neural networks.
We emphasize correctness of the meth-
ods and avoid usage of heuristics. We
search for completely new methods so we
are showing their features on any tasks,
including the artificial ones, which show
what might happen regardless of the fact
whether it actually plays a role in the spe-
cific application. We test the proposed
methods on real data and compare them
with the following methods: estimation
by mean, histogram, FreMEn and HyT-
EM. The results show that some of the
methods are statistically significantly bet-
ter for some data than methods FreMEn
and HyT-EM.

Keywords: directional statistics,
chronorobotics, moment matching, EM
algorithm, Adaboost, logistic regression,
neural networks

Title translation: Directional Statistics
for Prediction of Quasiperiodic Time
Series
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Motivace

Máme následující případ: Máme herní server, jehož vytíženost se mění v závis-
losti na denní době a dnu v týdnu. Abychom dosáhli plného využití serveru,
můžeme mimo špičky používat některé prostředky k jiným účelům. K tomu
by bylo dobré umět předem předpovědět, jak bude server vytížen. Podobně
můžeme modelovat vytíženost jiných veřejných zařízení, abychom věděli na-
příklad, kolik prostředků máme nakoupit předem, kdy máme provádět údržbu,
a podobně. Toto má význam pro internetové obchody, zejména s potravinami.
Můžeme také zdražit služby ve špičkách, ale potom se už nejedná o rozpozná-
vání, ale o hru, protože zdražení služeb zapříčiní změnu vytíženosti.

Máme ještě jednu podobnou úlohu. Hustota aut na vozovce se mění v zá-
vislosti na denní periodě. Naším úkolem je navrhnout metodu, která dokáže
předpovědět hustotu aut v daném čase a případně ještě předpovědět vektor
rychlosti. S touto znalostí je možné naplánovat cestu městem takovou, aby
jízda byla co nejrychlejší s ohledem na vytíženost jednotlivých komunikací.

„Pokroky v autonomní robotice postupně umožňují nasazení robotů v lid-
ském prostředí [6]. Lidská aktivita mění prostředí a roboti, kteří sdílejí
prostředí s lidmi, se musí s těmito neustálými změnami vyrovnat. Spousta
autorů ukázala, že modely prostředí, které se přizpůsobují změnám, zlepšují
celkovou schopnost mobilních robotů pracovat dlouhodobě [2, 4, 6, 8, 10, 16].
Jelikož dlouhodobé nasazení robota způsobuje, že změny prostředí jsou po-

1 ctuthesis t1606152353



1. Úvod ........................................
zorovány častěji, mobilní roboti získávají možnost naučit se nejen strukturu
prostředí, ale také, jak se mění v závislosti na čase.“ [9]

Ukazuje se, že modely, které modelují čas periodicky, úspěšně modelují
změny v lidském prostředí [8, 9]. Je zřejmé, že zde hraje roli denní a týdenní
perioda, v menší míře i další periody. Měření se během periody výrazně mění,
ale každá perioda je skoro stejná. Proto se v této práci hlouběji zaměřujeme
na periodické časové modely se známou periodou za účelem objevení dosud
neprozkoumaných možností.

Směrová statistika je obor statistiky, který se zabývá pravděpodobnostními
rozděleními na prostorech jednotkových vektorů, které reprezentují směr, a
unitárních zobrazení. Směrovou statistiku také můžeme využít při zpracování
periodických dat, pokud si jednu periodu zobrazíme na jednotkovou kružnici.
Tím se konec periody zobrazí poblíž začátku periody. Něčeho podobného
využívá metoda HyT-EM [9], ale používá nekorektní statistický model, protože
modeluje pravděpodobnostní rozdělení na křivce pomocí směsi vícerozměrných
Gaussových rozdělení. Otevírá se tady dosud neprozkoumaná oblast, a sice
predikce kvaziperiodických časových řad pomocí směrové statistiky.

1.2 Jevy v predikci kvaziperiodických časových řad

Při predikci kvaziperiodických časových řad může dojít k těmto typickým
jevům:

Překmitnutí je predikce hodnoty, která vybočuje z požadovaných mezí,
případně z mezí, ve kterých se měřené hodnoty běžně vyskytují. V predikci
kvaziperiodických časových řad se snažíme, aby k překmitávání nedocházelo,
případně k němu docházelo co nejméně. Tento jev můžeme odstranit tak, že
předpovídané hodnoty vhodně ořízneme. Nicméně se jedná pouze o heuristiku
a může nastat problém ve chvíli, kdy meze nejsou předem dané a musíme je
odhadovat.

Náhlá změna je jev v trénovacích datech, který odráží nějakou změnu
v reálném světě, při které došlo ke změně rozvrhu událostí. Tou může být
například změna otevírací doby v obchodě.

Výjimečná událost je jev v trénovacích datech, který odráží nějakou událost
v reálném světě, která nezapadá do běžného rozvrhu událostí. Tou může být

ctuthesis t1606152353 2



................................... 1.3. Použité značení

například oprava vodovodního potrubí. Výjimečnou událost můžeme rovněž
vnímat jako dvě náhlé změny jdoucí bezprostředně za sebou. Nejedná se
o vychýlené měření, protože vychýlené měření vypovídá o něčem, co se reálně
nestalo, zatímco výjimečná událost vypovídá o něčem, co se skutečně stalo.

Zapomínání je odolnost prediktoru vůči náhlým změnám a výjimečným
událostem. Prediktor měl patřičně zohledňovat data, která byla naměřena před
nějakou náhlou změnou nebo během výjimečné události. Pokud dojde ke změně
rozvrhu událostí, prediktor by se měl co nejrychleji přeladit na nový rozvrh.
Také může jít o postupnou změnu, např. v chování lidí, jejich denním režimu
apod. Pokud dojde k nějaké výjimečné události, pak by ji prediktor neměl
začlenit do běžného rozvrhu. Odolnost vůči náhlým změnám můžeme řešit tak,
že budeme zahazovat stará data, nebo jim budeme přikládat menší důležitost.
Problém je, že se jedná pouze o heuristiku a nevíme, jak stará data máme
zahazovat či jak velkou důležitost máme přikládat starým datům. Existují i
jiné modely zapomínání, jako třeba exponenciální zapomínání, ale všechny se
spoléhají na nějaký parametr, který nakonec musíme určit heuristicky. Navíc
se tím snižuje robustnost, odolnost vůči výjimečným událostem a vylučuje se
tím možnost vytvoření delšího časového modelu.

1.3 Použité značení

Symbol ϑ označuje bod na jednotkové kružnici v komplexní rovině, zatímco
symbol θ označuje úhel, který je v intervalu (−π;π〉. Mezi těmito symboly
existuje jednoduchý převodní vztah:

ϑ = eθi (1.1)

Podobné značení bylo zvoleno proto, že tyto dvě hodnoty mají velice podobný
význam, ale nejde jedna zaměňovat za druhou. Pro větší přehlednost nikdy
nebudou v jednom výrazu použity obě, vždy jen jedna, podle toho, která se
pro daný výpočet zrovna lépe hodí.

Symbol Γ pod integrálem značí jednotkovou kružnici. Pokud se uvnitř
integrálu vyskytuje symbol θ, myslí se tím interval (−π;π〉, pokud se uvnitř
integrálu vyskytuje symbol ϑ, myslí se tím jednotková kružnice v komplexní
rovině. Symbol dp značí, že integrujeme podle pravděpodobnostní míry daného
rozdělení, a tedy se výrok týká spojitého, diskrétního i smíšeného rozdělení.
A protože integrujeme přes pravděpodobnostní míru, tak z definice pravděpo-
dobnosti plyne: ∫

Γ
1 dp = 1 (1.2)

3 ctuthesis t1606152353
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Kapitola 2

Zkoumané úlohy

Byly zkoumány tři úlohy na reálných datech. Ve všech případech smíme
předpovídat libovolné reálné hodnoty, i když někdy nemohou logicky nastat.
Nicméně se tím může snížit součet čtverců odchylek. Pokud není uvedeno
jinak, navržené metody testujeme na datech z [9]. Úloha s lokalizací byla
vynechána kvůli implementační chybě, kterou se nepodařilo odstranit.

2.1 Úloha s dveřmi: Odhad jedné binární veličiny

Po určitou dobu byly sledovány dveře do kanceláře a každou minutu bylo
zapsáno, zda-li jsou dveře otevřené či ne, tedy 1 nebo 0. Úkolem je pro daný
čas odhadnout, zda-li budou dveře otevřené či ne. Snažíme se minimalizovat
součet čtverců odchylek v časech, kdy byla pořízena testovací měření.

Dveře byly pozorovány RGB-D kamerou po dobu 10 týdnů pro získání
trénovací sady a dalších 9 týdnů pro získání devíti testovacích sad, každá je
dlouhá jeden týden. V každém testovacím týdnu je prvních pět dní všedních
a poslední dva jsou víkendové. Protože zpracovávání dat RGB-D kamerou
bylo spíše jednoduché, data obsahují šum, protože lidé procházející dveřmi
způsobovali, že dveře byly nesprávně detekovány jako zavřené.
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2. Zkoumané úlohy ...................................

20
16

-0
1-

04

20
16

-0
1-

11

20
16

-0
1-

18

20
16

-0
1-

25

20
16

-0
2-

01

20
16

-0
2-

08

20
16

-0
2-

15

20
16

-0
2-

22

20
16

-0
2-

29

20
16

-0
3-

07

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

da
ta

Obrázek 2.1: Trénovací data k úloze s dveřmi

2.2 Úloha s vytížeností: Odhad jedné diskrétní
veličiny

Známe historii počtu připojených hráčů na nějakém herním serveru. Úkolem je
předpovědět počet připojených hráčů v budoucnosti. Snažíme se minimalizovat
součet čtverců odchylek v časech, kdy byla pořízena testovací měření.

Data byla získána ze záznamů serveru Tunnelers’ Abyss se souhlasem jeho
provozovatele. Získaná data jsou anonymní, obsahují pouze počty hráčů a
časy. Používáme data z období od 22. 8. 2019 do 1. 2. 2020, pro každých
10 minut je jeden záznam. Posledních 50000 záznamů bylo vyčleněno pro
testování, každou testovací sadu tvoří 10000 po sobě jdoucích záznamů.

2.3 Úloha s chodci: Odhad pravděpodobnostního
rozdělení v závislosti na čase

Řešíme následující úlohu: Po určitou dobu jsme sledovali chodce na chodbě.
Potřebujeme pro dané časoprostorové okno určit, kolik chodců se v něm
ocitne. Snažíme se minimalizovat součet čtverců odchylek v časech, kdy byla
pořízena testovací měření.
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Obrázek 2.2: Trénovací data k úloze s vytížeností
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Obrázek 2.3: Trénovací data k úloze s chodci. Pro přehlednost byla zobrazena
pouze padesátina měření.

Použitá data byla pořízena na univerzitě v Lincolnu, v Isaan Newton
Building. Sběr dat byl proveden pohyblivým robotem s laserem Velodyne
3d, který byl umístěn na téčkovém křížení dvou chodeb. Na detekci chodců
byla použita metoda [17]. Data nebyla snímána nepřetržitě, protože robot se
musel dobíjet nebo řešit jiné úkoly.

Tato úloha má význam mimo jiné i v situaci, kdy je mezi lidmi rozšířena
nějaká epidemie a je nutné zabránit větší koncentraci lidí. Z časového modelu
je potom možné navrhnout taková opatření, která zamezí shlukování lidí a
tím i sníží riziko přenosu epidemie.
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2. Zkoumané úlohy ...................................
2.4 Srovnávací kritérium

Srovnání metod probíhá ve dvou kolech. V prvním kole porovnáváme stejné
metody s různými parametry a vybíráme ten nejlepší parametr. Ve druhém
kole porovnáváme metody s nejlepšími parametry mezi sebou. Tento postup
volíme proto, aby výsledné grafy byly přehledné a neobsahovaly příliš mnoho
údajů.

Pokud daná metoda má parametr, který vybíráme z předem stanovené
množiny možností (např. počet shluků), natrénujeme metodu pro všechny
možnosti. Tento parametr potom uvádíme jako číslo za jménem metody. Pro
každou z těchto možností vypočítáme střední kvadratickou chybu na každé
testovací množině a tyto chyby sečteme. Vybereme tu volbu parametru, pro
který byl tento součet nejmenší, a metoda s tímto parametrem postupuje
do druhého kola. Pokud to vyjde nerozhodně, jako sekundární kritérium
použijeme jednoduchost modelu.

Ve druhém kole metody mezi sebou porovnáváme tak, že mezi sebou ode-
čteme střední kvadratické chyby jedné a druhé metody odpovídající stejným
testovacím množinám. Pomocí Studentova t-testu otestujeme na hladině vý-
znamnosti α = 0.95, zda mají rozdíly střední hodnotu nulovou. Pokud test
zamítne hypotézu, že rozdíly mají střední hodnotu nezápornou, řekneme,
že druhá metoda je lepší. Pokud test zamítne hypotézu, že rozdíly mají
střední hodnotu nekladnou, řekneme, že první metoda je lepší. Pokud test
nezamítne žádnou z předchozích dvou hypotéz, řekneme, že tyto dvě metody
jsou nesrovnatelné.

Metody srovnáváme tímto způsobem, protože stejný způsob byl zvolen
v článku [9]. Bylo by dobré při srovnání uvažovat i složitosti modelů, čas
nutný k vytvoření modelu a čas nutný k výpočtu předpovědi. To už se ale
jedná o multikriteriální optimalizaci a v každé aplikaci se zmíněná kritéria
uplatňují jiným způsobem. Jelikož se v této práci nezabýváme žádnou kon-
krétní aplikací, neexistuje logický způsob, jak zbývající kritéria využít. Tato
kritéria hodnotíme pouze slovně a srovnání ponecháváme pro případného
uživatele těchto metod.
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Kapitola 3

Přehled již zavedených metod

3.1 Odhad průměrem

Tato metoda je jednoduchá. Prostě vezmeme všechna měření a vypočítáme
aritmetický průměr. Čas nikterak nezohledňujeme. Pokud předpovídáme více
údajů, tak jednotlivé údaje předpovídáme nezávisle na sobě.

3.2 Histogram

Předem si stanovíme periodu a tu si rozdělíme rovnoměrně na daný počet
dílů. Pro každý díl vypočítáme aritmetický průměr, a ten použijeme jako
odhad pro časy, které spadají do daného dílu v periodě. Pokud předpovídáme
více údajů, tak jednotlivé údaje předpovídáme nezávisle na sobě.

3.3 FreMEn [8]

Na datech provedeme diskrétní Fourierovu transformaci. Z ní vybereme
předem stanovený počet hodnot s největší absolutní hodnotou a zbytek nasta-
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3. Přehled již zavedených metod .............................
víme na nulu. Inverzní Fourierovou transformací dostaneme předpověď. Pokud
máme zadané meze, tak výsledek ořízneme, aby se pohyboval v požadovaných
mezích. Pokud předpovídáme více údajů, tak jednotlivé údaje předpovídáme
nezávisle na sobě.

3.4 HyT-EM [9]

Předem si zvolíme počet shluků. Počet period N na začátku nastavíme na 0,
tedy v prvním kroku čas neuvažujeme. Každé měření v čase t a v místě x
přetransformujeme na:

x̌ =



cos(2πt/T1)
sin(2πt/T1)

...
cos(2πt/TN )
sin(2πt/TN )

x


(3.1)

kde T1 až TN jsou zatím nalezené periody. Začínáme s prázdnou množinou
period, tedy v prvním kroku x̌ = x. Na těchto přetransformovaných datech
provedeme EM algoritmus pro vícerozměrné Gaussovo rozdělení. Zde může
být problém, protože poslední souřadnice je prostorová (v jednotkách délky),
zatímco ostatní jsou bezrozměrné a z intervalu 〈−1; 1〉. Hrozí chyby, pokud
se správně nevypořádáme s otázkou volby jednotek délky. Práce [9] tento
problém neřeší.

Spočítáme součet čtverců odchylek a podíváme se, jestli je lepší než chyba
předchozího modelu. Pokud ne, tak vrátíme model s nejmenší chybou. V opač-
ném případě najdeme nejvýraznější periodicitu chyby pomocí metody FreMEn
[8], přidáme ji k nalezeným periodám a opakujeme postup.

Klasifikace probíhá podle toho, jakou úlohu zrovna řešíme. Bližší informace
jsou uvedeny v práci [9].

3.5 Gravitační shlukování

Práce [3] zkoumá algoritmy gravitačního shlukování v obecných metrických
prostorech. V této práci se také zabýváme shlukováním, ale ne na obecných
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metrických prostorech, ale pouze na jednotkové kružnici. Zatímco práce [3]
používá gravitační algoritmy, které jsou spíše heuristické, v této práci se
snažíme aplikovat statistické metody. Výše zmíněným úlohám se však práce
[3] nevěnuje.
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Kapitola 4

Kruhové momenty

Pokud uvažujeme pravděpodobnostní rozdělení na kružnici, můžeme počítat
momenty více způsoby. Nabízí se ta možnost, že se kružnice rozvine na
polouzavřený interval a na něm se počítají momenty klasickým způsobem.
Tento způsob není vhodný, protože momenty závisí na tom, ve kterém místě se
kružnice rozdělí. Tuto nevýhodu ilustrujeme na několika příkladech. V každém
příkladu budeme uvažovat, že jednotlivé body na kružnici odpovídají světovým
stranám. Zde budeme pro názornost měřit úhly ve stupních, ve zbytku práce
budeme měřit úhly v radiánech.

Uvažujme rovnoměrné rozdělení na kružnici. Pokud se rozhodneme měřit
azimut od −180◦ do 180◦, střední hodnota vyjde na severu, tj. 0◦. Pokud se
rozhodneme měřit azimut od 0◦ do 360◦, střední hodnota vyjde na jihu, tj.
180◦. Přitom ani jedna z nabízených hodnot se nezdá být smysluplná.

Nyní uvažujme diskrétní rozdělení na kružnici, které bodu −90◦ přiřazuje
pravděpodobnost 1

2 a bodu 90◦ pravděpodobnost 1
2 . Snažíme se tedy najít

střední hodnotu mezi východním a západním směrem. V závislosti na tom,
kde kružnici roztrhneme, vyjde střední hodnota buď 0◦ (tj. sever), nebo 180◦
(tj. jih). Hledat průměr mezi východem a západem může být smysluplná
úloha, ale některé postupy dávají zcela zcestné výsledky.

Jako poslední příklad si vezměme rozdělení, které je koncentrované kolem
jižního směru. Pokud se rozhodneme měřit azimut od −180◦ do 180◦, rozdělení
se roztrhne na dva shluky, jeden bude poblíž −180◦ a druhý bude poblíž 180◦.
Střední hodnota tedy vyjde někde na severu. Tomu můžeme zamezit tím, že
bod předělu zvolíme jinde. Jenomže co máme dělat v případě, kdy neznáme
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4. Kruhové momenty ..................................
předem parametry rozdělení? Ať už bod předělu dáme kamkoliv, může nám
hrozit, že se zrovna trefíme někam špatně.

Z předchozích příkladů je patrné, že největším kamenem úrazu je bod
předělu, takže výsledek není invariantní vůči rotaci, tj. stejný směr má vyjít,
bez ohledu na to, jak úlohu otočíme. Z prvního příkladu navíc plyne, že někdy
ani není možné bod předělu zvolit tak, aby momenty vycházely smysluplně, a
to i když rozdělení předem tušíme. Proto je lepší se úplně vyhnout rozvíjení
kružnice do intervalu. Další metody vycházejí z toho, že rozdělení na kružnici
budeme považovat za dvourozměrné rozdělení, jehož body se nacházejí na
jednotkové kružnici.

Jednotkovou kružnici můžeme reprezentovat v množině R2 nebo v množině
C. V množině R2 můžeme počítat momenty běžným způsobem. Tomu budeme
říkat plošné momenty. V množině C můžeme počítat momenty stejně jako
v množině R, pouze s tím rozdílem, že místo reálných čísel budeme používat
komplexní čísla, a tedy výsledkem budou také komplexní čísla. Tomu budeme
říkat kruhové momenty. Všimněme si, že sčítání funguje stejně v R2 a v C.
Jelikož k výpočtu prvního momentu není potřeba umocňování, můžeme tvrdit,
že pro výpočet střední hodnoty nezáleží na tom, zda reprezentujeme kružnici
v R2, nebo v C. Všimněme si, že pokud počítáme střední hodnotu plošně
nebo kruhově, odstraníme tím vady předchozího přístupu.

Pokud plošné momenty nebo kruhové momenty aplikujeme na výše uvedené
příklady, dostaneme lepší výsledky. V prvních dvou příkladech střední hodnota
vyjde nulová. To znamená, že žádný střední směr nemá smysl hledat. Ve
třetím příkladu nám střední hodnota vyjde poblíž jihu. Můžeme obecně říci,
že pokud je rozdělení na kružnici koncentrované kolem právě jednoho místa,
střední hodnota vyjde smysluplně.

Za povšimnutí stojí fakt, že střední hodnota má nyní dva rozměry. Směr
střední hodnoty udává, na kterou stranu je rozdělení vychýlené, zatímco
absolutní hodnota udává významnost této výchylky. Může se i stát, že je
střední hodnota nulová, což znamená, že rozdělení není vychýlené žádným
směrem, a tedy nemá smysl mluvit o středním úhlu.

Co se týče vyšších momentů, plošné a kruhové momenty se různí, ale lze
převádět jedny na druhé a naopak. Například pro druhý x-ový moment platí:∫

Γ
cos2 θ dp =

∫
Γ

(1
2 + 1

2 cos 2θ
)

dp = 1
2 + 1

2

∫
Γ

cos 2θ dp (4.1)

Z druhého x-ového momentu dostaneme reálnou část druhého kruhového mo-
mentu. Pro ostatní momenty platí podobná rovnost, takže kruhové momenty
můžeme vyjádřit jako lineární kombinaci plošných momentů a naopak.
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Obrázek 4.1: Kružnice přetransformovaná mocninami

Je možné si tedy zvolit kterýkoliv s těchto dvou přístupů a cokoliv lze
spočítat z plošných momentů, lze spočítat i z kruhových momentů a naopak.
Přesto mají plošné momenty jednu nevýhodu oproti kruhovým momentům.
Některé plošné momenty dávají tutéž informaci. Například druhý x-ový
moment dává tutéž informaci jako druhý y-ový moment.∫

Γ
cos2 θ dp =

∫
Γ
(1− sin2 θ)dp = 1−

∫
Γ

sin2 θ dp (4.2)

Ještě se můžeme zamyslet nad tím, co které momenty vlastně znamenají. Na
n-tý moment můžeme pohlížet také tak, že si náhodnou veličinu nejdříve pře-
transformujeme n-tou mocninou a potom spočítáme střední hodnotu. Pokud
umocníme komplexní jednotku na n-tou, vyjde opět komplexní jednotka, ale
tentokrát má argument n-krát větší. Jednotková kružnice v komplexní rovině
se n-tou mocninou přetransformuje opět na kružnici. Tedy pokud si vezmeme
rozdělení na jednotkové kružnici v C a přetransformujeme ho n-tou mocninou,
opět vyjde rozdělení na jednotkové kružnici, ovšem každý bod má n vzorů.
Pokud ale v R2 si vezmeme jednotkovou kružnici a přetransformujeme x-ovou
souřadnici n-tou mocninou, vyjde kružnice pouze pro n = 1. Pro n = 2 vyjde
část paraboly a pro n > 2 vyjde složitější křivka, dohromady pro sudá n se
celá křivka ocitne v kladné části. Pokud si vezmeme rozdělení na jednotkové
kružnici v R2 a souřadnice přetransformujeme mocninami, přičemž aspoň
jedna je různá od první mocniny, už nevyjde rozdělení na kružnici.

Druhý kruhový moment může mít uplatnění ve chvíli, kdy zkoumané směry
jsou „oboustranné“, například když není rozdíl mezi cestou vedoucí na sever
a cestou vedoucí na jih. Pokud zkoumáme, zda-li cesty v nějaké vesnici mají
preferovaný směr, brzy narazíme na problém. Pokud ulice vede severojižním
směrem, vede na sever, na jih, nebo oběma směry? Pokud se rozhodneme,
že směr ulice může být jenom v rozmezí od −90◦ do 90◦, potom v každé
vesnici najdeme preferovaný směr. Tento směr by se navíc změnil, kdybychom
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4. Kruhové momenty ..................................
řekli, že směr ulice bude v jiném rozmezí. Pokud budeme používat oba
směry najednou, první kruhový moment vyjde vždy nulový. Pokud se budeme
rozhodovat náhodně, výsledek závisí na tom, pro kterou ulici byl zvolen který
směr. Nic není ale ztraceno, můžeme použít druhý kruhový moment. Druhá
mocnina zobrazí opačné směry do jednoho, takže potom nezáleží na tom, jestli
se rozhodneme pro jeden směr, nebo směr opačný. Odmocninou z druhého
momentu dostaneme preferovaný směr ulic v dané vesnici.

Rozdělení na kružnici se neuplatňuje pouze při zkoumání směrů, ale i ve
chvíli, kdy zkoumáme periodické děje a není rozdíl mezi začátkem a koncem
periody. Podobnými úvahami můžeme dojít k tomu, že se vyplatí zobrazit si
periodický děj na kružnici.
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Kapitola 5

Nástin řešení zkoumaných úloh

V této kapitole je popsáno, jak je možné převést zkoumané úlohy na odhad
pravděpodobnostního rozdělení. Samotným odhadem pravděpodobnostního
rozdělení se zabývají následující kapitoly.

5.1 Úloha s dveřmi

Pro pozitivní a negativní měření uděláme zvlášť model. Odhadneme tedy
p(ϑ|0) a p(ϑ|1). Podmíněnou pravděpodobnost, že dveře jsou v daný čas ote-
vřené, tedy P (1|ϑ), vypočítáme pomocí Bayesova vzorce, tedy: p(ϑ|1)P (1)

p(ϑ|0)P (0)+p(ϑ|1)P (1) ,
kde P (0) a P (1) odhadneme pomocí empirického rozdělení. To se zjednoduší
na p(ϑ|1)N1

p(ϑ|0)N0+p(ϑ|1)N1
, kde N0 je počet měření v negativním modelu a N1 je

počet měření v pozitivním modelu.

5.2 Úloha s vytížeností

Nejdříve si počty hráčů nashlukujeme pomocí EM algoritmu jako směs Gaus-
sových rozdělení. Potom pro každý shluk vytvoříme jeden model. Výsledkem
je konvexní kombinace středních hodnot shluků rychlostí, jejíž koeficienty jsou
určeny hustotou odhadnutého rozdělení pro jednotlivé shluky. Tento přístup
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5. Nástin řešení zkoumaných úloh .............................
má tu výhodu, že nemůže dojít k překmitávání, protože výsledek je shora i
zdola omezen středními hodnotami jednotlivých shluků.

5.3 Úloha s chodci

Nemá cenu odhadovat, kde se který chodec bude zrovna vyskytovat. Stačí,
když budeme pracovat s hustotou pravděpodobnosti, že se nějaký chodec
vyskytne na daném místě v daném čase. Tuto hustotu se snažíme odhadnout.

Pravděpodobnost výskytu chodce v daném časoprostorovém okně odhad-
neme hustotou uprostřed okna vynásobenou velikostí okna. Víme, kolik chodců
jsme naměřili, a tedy počet chodců v daném okně se řídí binomickým rozdě-
lením. Vypočítáme střední hodnotu binomického rozdělení, což je pravděpo-
dobnost toho, že se chodec v daném okně vyskytne, vynásobená celkovým
počtem chodců.
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Kapitola 6

Použitá rozdělení na kružnici

6.1 Von Misesovo rozdělení

Von Misesovo rozdělení je rozdělení na kružnici, dané hustotou pravděpodob-
nosti [11]:

p(θ|µ, κ) = eκ cos(θ−µ)

2πI0(κ) (6.1)

kde I0 je nultá hyperbolická Besselova funkce prvního druhu. Von Misesovo
rozdělení se podobá normálnímu rozdělení, podstatný rozdíl je v tom, že místo
druhé mocniny v exponentu je kosinus. Reálný parametr µ udává směr střední
hodnoty a modus, parametr κ, říká, jak moc je rozdělení koncentrované.

U von Misesova rozdělení známe všechny jeho momenty, jeho n-tý moment
je roven [1]:

mn = enµ i In(κ)
I0(κ) (6.2)

kde In je n-tá hyperbolická Besselova funkce prvního druhu.

Maximálně věrohodný odhad parametru κ je stejný jako odhad pomocí
metody momentů, tj. řešení rovnice [14]:

|m̂1| =
I1(κ)
I0(κ) (6.3)
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Obrázek 6.1: Hustota von Misesova rozdělení pro µ = 0 a κ ∈ {0; 1; 2; 4}
v polárních souřadnicích. Argumentem je úhel a hustota je znázorněna vzdáleností
od počátku.

kde m̂1 je odhad prvního kruhového momentu, tedy:

m̂1 =
N∑
n=1

ϑn (6.4)

Funkce κ 7→ I1(κ)/I0(κ) je ryze rostoucí, takže rovnici můžeme řešit metodou
bisekce. Newtonovu metodu nepoužíváme, protože tato funkce má malou
derivaci pro velké κ. Maximálně věrohodný odhad parametru µ je argument
odhadu prvního momentu arg(m̂1).

6.2 Kruhové Cauchyovo rozdělení

Kruhové Cauchyovo rozdělení je rozdělení, jehož hustota pravděpodobnosti
má tvar [12]:

f(ϑ|µ) = 1− |µ|2

2π · 1
|ϑ− µ|2

(6.5)

kde µ je komplexní parametr uvnitř jednotkové kružnice a ϑ je bod na
jednotkové kružnici. Pokud chceme, aby rozdělení bylo pro interval (−π;π〉,
vyjde nám:

f(θ|µ) = 1− |µ|2

2π · 1
| eθi−µ|2 (6.6)
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Obrázek 6.2: Hustota kruhového Cauchyova rozdělení pro µ ∈ {0; 0.3; 0.5; 0.7}
v polárních souřadnicích. Argumentem je úhel a hustota je znázorněna vzdáleností
od počátku.

kde µ je komplexní parametr a θ je v intervalu (−π;π〉. Kruhové momenty
tohoto rozdělení jsou:

mn = µn (6.7)

Kruhové Cauchyovo rozdělení má tu výhodu, že všechny momenty známe a
jdou vyjádřit pomocí primitivních funkcí. U netriviálních rozdělení na kružnici
je taková vlastnost spíše výjimečná. Navíc první moment se přímo rovná
parametru, takže odhad pomocí metody momentů je zde velmi snadný.

6.3 Odhad parametrů

Parametry kruhového Cauchyova rozdělení můžeme odhadovat pomocí metody
momentů nebo pomocí metody maximální věrohodnosti. Odhad metodou
momentů je roven:

µ̂ = m̂1 (6.8)

kde m̂1 je odhad prvního kruhového momentu, tedy:

m̂1 =
N∑
n=1

ϑn (6.9)
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Maximálně věrohodný odhad jde vypočítat pomocí iterativního vzorce [7]:

µ̂0 = 0 (6.10)

µ̂n+1 = U

(
1
N

N∑
i=1

U (ϑi, µ̂n) ,−µ̂n

)
(6.11)

U(z, φ) = z − φ
1− φ̄z

(6.12)

Zde je několik příkladů, kde byly vygenerovány body podle kruhového
Cauchyova a následně byl z těchto bodů odhadnut parametr µ. Barevné
křivky ukazují vrstevnice logaritmu věrohodnosti. Hvězdičkou je vyznačena
skutečná hodnota µ.

Pokud se snažíme odhadovat data, která pocházejí z jiného rozdělení,
odhady se mohou značně lišit. Zvláštní je, že odhad metodou maximální
věrohodnosti může vyjít nulový i v případě, že data nejsou symetrická. Data
jsou pouze ilustrační, vznikla úpravou dat z [9].
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Obrázek 6.3: Odhad parametru µ z 10, 20, 30, 50 a 100 bodů.

Obrázek 6.4: Odhad parametru µ z ilustračních dat
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