Ceskeé vysoké uceni technické v Praze
Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska

Katedra fyziky
Obor: Matematicka fyzika

Imaginarni magnetické pole v
relativistické kvantové mechanice

Imaginary magnetic field in
relativistic quantum mechanics

BAKALARSKA PRACE
Vypracoval: Alexandra Ridzikova

Vedouci prace: doc. Mgr. David Krejé¢irik, Ph.D. DSc.
Rok: 2022






- Zadani prace -



- Zadéni préce (zadnf strana) -



Prehlasenie

Tymto prehlasujem, Ze som svoju bakalarsku pracu vypracovala samostatne a pou-
zila som len literatiru uvedenu v prilozenom zozname.

Nemam zévazny dévod nesthlasit s pouzitim tejto Skolskej préce v zmysle §60 Za-
kona ¢. 121/2000 Sb., o prave autorskom, o pravach stuvisiacich s pravom autorskym
a o zmene niektorych zédkonov (autorsky zakon).

V Prahe, 2022
Alexandra Ridzikova



Pod’ akovanie

'''''

préce za starost, ochotu, tstretovy pristup a taktiez za vSetky podnety, pripomienky,
rady a odbornti pomoc pri jej vypracovani.

Alexandra Ridzikova



Nazev price:
Imaginarni magnetické pole v relativistické kvantové mechanice

Autor: Alexandra Ridzikova

Studigni program:  Aplikace p¥irodnich véd
Obor: Matematicka fyzika
Druh prdce: Bakalarska prace

Vedouct prdce: doc. Mgr. David Krejc¢irik, Ph.D. DSc. 5
Katedra matematiky, Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska, Ceské
vysoké uceni technické v Praze

Abstrakt: Vyznamnou rovnicou relativistickej kvantovej mechaniky je Diracova rov-
nica, ktora nahradza Lorentzovsky neinvariantnu Schrodingerovu rovnicu. Skimame
nesamozdruzeny Diracov operator D, s komplexnym magnetickym polom na kruz-
nici. Zistime za akych podmienok bude tento operator normélny a za akych kvazi
samozdruzeny. Najdeme jeho spektrum a vlastné vektory. Dokazeme, Ze vlastné
vektory kvéazi samozdruzeného Diracovho operatoru D, tvoria Rieszovu bazu, ale
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Uvod

Tato bakalarska praca spaja dve odvetvia, o ktoré bol prejaveny v poslednych ro-
koch velky zaujem. Zaobera sa skimanim vlastnosti kvéazi hermitovskych operatorov
s imaginarnym magnetickym polom.

Uz v roku 1961 [20] J. Dieudonné predstavil koncept kvazi samozdruzenych operéa-
torov splhajucich podmienku kvéazi hermitovskosti:

OH = H*6, (1)

kde H je obecne nesamozdruzeny operator a © kladny operator nazyvany metrika.
Predstavime si kvantova mechaniku, kde st pozorovatelné reprezentované kvazi sa-
mozdruzenymi operatormi, ktora bola prvykrat formulovana F. G. Scholtzom, H.B.
Geyerom a F. J. W. Hahnom pre potreby jadrovej fyziky v roku 1992 [19].

V kvantovej mechanike nevystupuju priamo fyzikdlne veli¢iny ako magnetickd in-
dukcia a elektrické pole, ale potencialy, ktoré st pre kvantovo mechanicky popis
nevyhnutné (Aharonov-Bohmov jav). Vieme, Ze kvantova mechanika dobre funguje,
avSak dobre funguje i tedria relativity. Problémom je, zZe kvantova mechanika nie je

vvvvv

predstaveny kvézi samozdruzeny operdtor hybnosti P, := —i% — a(z) s komplex-
nym magnetickym potencidlom a na kruznici. Nagim cielom bude rozsirit poznatky

z [14] o relativisticky pripad pomocou Diracovho operatoru

Dy i— ( mo i, - ) | @)

—i0, — a —-m

Jednou z dolezitych motivacii pre tito pracu je nedavne experimentalne pozoro-
vanie imaginarneho magnetického pola. Komplexné magnetické polia st zasadné
v Statistickej fyzike. Body v komplexnej rovine magnetického pola, kde particna
suma systému je nulova sa nazyvaju Lee-Yang zeros ([16], [17]) a st dolezité pre
studium termodynamiky mnohocasticovych systémov. Dlho boli povazované za ne-
fyzikalne, bez prejavu vo fyzickom svete. Clanok [18] zaznamenava prvé experimen-
talne pozorovanie Lee-Yang zeros meranim kvantovej koherencie v spinovom modele
Isingovho typu.

DalSou motivaciou je analogia dvoch fyzikdlnych systémov. Predstavime analdgiu
medzi gravitaénym problémom a problémom kvantovej nabitej ¢astice [5]. Uvidime,
ze stabilitu ¢iernej diery ovplyviiuje hamiltonian s imagindrnym vektorovym poten-
cidlom.
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V prvej kapitole si predstavime popis magnetického pola v réznych oblastiach fy-
ziky. Pozrieme sa na Casticu v homogénnom magnetickom poli, Aharonov-Bohmov
jav a zakladné rovnice v relativistickej kvantovej mechanike. V druhej kapitole sa
pozrieme na motivacie skimania imaginarneho magnetického pola. V kapitole tri si
zadefinujeme zakladné pojmy spektralnej teérie a pozrieme sa na bézy Hilbertovho
priestoru. V poslednej kapitole budeme zistovat vlastnosti operatorov P, v pripade
nerelativistickej ¢astice na kruznici a D, v pripade relativistickej ¢astice na kruznici.
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Kapitola 1

Magnetické pole vo fyzike

V tejto kapitole sa budeme venovat popisu magnetického pola v rézych oblastiach
fyziky. Pre jej spisanie sme Cerpali predovsetkym z [1], [2], [3], [7], [8] & [10].

1.1 Klasicka elektrodynamika

1.1.1 Maxwellove rovnice

Vlastnosti elektromagnetického pola na mikroskopickej tdrovni je mozné popisat
Maxwell-Lorentzovymi rovnicami:

I. séria
divE =2, (1.1)
€o
. OF .
t B — — = lyJ 1.2
ro Eolto ot HoJ, ( )
II. séria
div B =0, (1.3)
. OB
th = ——. 1.4
ro o (1.4)

Elektromagnetické pole je uréené intenzitou elektrického pola E(F, t) a magnetickou
indukciou B (7,t). 1. séria udava vztah medzi vektormi elektromagnetického pola,
hustotou elektrického néboja p(7, t) a pridovou hustotou j(7, ). Konstanty relativ-
nej permitivity g a permeability py vakua popisuju elektrické a magnetické vlastnosti
prostredia, plati pre nich Weberov vztah
Eolp = é, (15)
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kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu.

Zaroven elektromagnetické pole posobi na casticu s nabojom ¢, pohybujicu sa
s rychlostou ¢ Lorentzovou silou

F=q(E+7x B). (1.6)

Relativistickd rovnica pre pohyb nabitych castic s pokojovou hmotnostou myg v elek-
tromagnetickom poli je

d mo¥ S o

e
Pre objasnenie fyzikdlneho vyznamu jednotlivych Maxwellovych rovnic ich preve-
dieme do integralneho tvaru.
Gaussov zakon

Zintegrovanim E 7 rovnice (1.1) cez plochu a pouzitim Gaussovej vety znamej
z matematickej analyzy dostavame

I - 1
(I)E—]{EdS—/divEdV—— pdV:Q. (1.8)
S 1% €0 Jv €0

Tok elektrickej intenzity ® g ubovolnou uzatvorenou plochou S je priamo tmerny
celkovému naboju @) obklopeného touto plochou, kde fv pdV =Q.

Ampérov zikon doplneny o Maxwellov posuvny priad

Zintegrovanim rot B z rovnice (1.2) cez plochu a pouzitim Stokesovej vety dostavame

0 - = d®
%B dl /I"OtB dS /,u()ffoa— dS—f‘ / [LQ] ds = Ho€o th +M0] (19)
S

Cirkulacia magnetického pola okolo uzatvorenej krivky [ obklopujicu plochu S je
priamo amernd pradu I = [ ¢J dS, ktory touto plochou prechadza.

Faradayov zakon

Podobnym sposobom upravime (1.4)

= o - OB d ~
%E dl:/rotE dsS =— ds = —— BdS. (1.10)
. S (’9t dt
Elektrické pole je budené ¢asovo premennym magnetickym polom.
Neexistencia magnetického monopélu

Vychadzame z rovnice (1.3),

B dS =o. (1.11)
S

Poukazuje na neexistenciu magnetickych nabojov. Magnetické pole je solenoidélne.
Siloc¢iary su uzatvorenymi krivkami, alebo za¢inaju a koncia v nekonecne.
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1.1.2 Elektromagnetické potencialy

RieSenie II. série Maxwellovych rovnic pomocou potencialov

Vyuzijeme skutocnost, ze II. séria Maxwellovych rovnic zavisi iba na E a B.
7 vektorového poctu plynu identity divrot = 0 a rotgrad = 0. Preto je mozné
rovnicu (1.3) splnit volbou

B=rot A, (1.12)

kde A = A(F,t) je vektorovy potencidl. Dosadenim za B do (1.4) dostéavame rovnicu

o 0A
t(E+—) =0 1.13
ktord je mozné splnit pomocou skaldrneho potencidlu ¢ = (7, t), potom
. oA
E=—gradp — —. 1.14
gradp — — (1.14)

Kalibra¢né podmienky

Potencialy Aa © nie su pre dané polia E a B urcené jednoznac¢ne. Vyber kon-
krétnej dvojice (A, ) popisujicej elektromagnetické pole sa nazyva kalibrdciou.
Pri prechode medzi réznymi kalibraciami hovorime o kalibracnej transformdcii.

Plati

B = rot A = rot fi (1.15)
3} A 9A
Pokial zmenim vektorovy potencial Ao grad A,
E:g—i—grad/\, (1.17)

magnetické pole B sa nezmeni. Aby bola splnend aj podmienka (1.16), musi platit

. O(A — A) ] DA
grad(¢ — ) + Y grad(¢ — ¢ + E) =0, (1.18)
z ¢oho plynie vztah pre ¢:
. OA (1.19)

Veliciny E a B sua kalibracne invariantné.
Riesenie I. série Maxwellovych rovnic pomocou potencialov

Upravime rovnicu (1.1) pomocou ziskanych vztahov,

P_ i oA
= div ( grad 5 ) (1.20)
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Vyuzijeme identity div grad = A a umelo pridame ¢len e,ua;Tf,

) . (04 0 ot
P _Ao— g ge _ .27
: P~ div ( at> e T

D*p p .. (0A Py
Ay — Ny = C div <—) el

Dostéavame rovnicu v tvare

Po p 0 0y
Ap—ep— = —= — — | divA —epu— ). 1.21
7T T e 875( v G”at) (1.21)
Podobnym sposobom upravime rovnicu (1.2)
- - A
[y = rotrotA—i—&,u%(gradgo—i— %_t) (1.22)

Tentokrat vyuzijeme identitu rot rot A= grad div A— A/Y,

pj = graddiv A — AA + e grad a—f + N
a dostavame rovnicu
L 324 . )
AA— Hom = —pj + grad (divA — E,ua—(f). (1.23)

Rovnice (1.21), (1.23) je moZné zjednodusit vyberom vhodnej kalibréacie. PoZijeme
Lorentzovu kalibra¢ntt podmienku:

div A — eﬂg—f =0. (1.24)

Takymto spésobom dostavame d’Alembertove rovnice:

Po  p
Ap — ep—- = -2 1.25
P el = (1.25)
. ,
AA— Ny = ~HI- (1.26)

Previedli sme tak riesenie Maxwellovych rovnic na rieSsenie nehomogennych vinovych
rovnic.
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1.1.3 Pohyb nabitej castice v homogennom magnetickom poli

Uvazujme homegénne konstantné magnetické pole B. Pre zaciatok budeme uvazovat
Casticu s rychlostou v, ktoré je podstatne mensia ako rychlost svetla. Jej pohybové
rovnica je v tvare

dp _

5 = 47X B). (1.27)

Pokial uvazujeme rychlost kolmu na smer magnetického pola B, potom rovnica
(1.27) prejde do tvaru

dp dv
il quB, (1.28)

kde m je hmotnost Castice.

Pre velkost zrychlenia a platia vztahy:

a=Lp (1.29)

kde r je cyklotronovy polomer. 7 tychto vztahov zistime cyklotronovi frekvenciu w,
castice konajticej rovnomerny kruhovy pohyb v rovine kolmej na smer magnetického
pola B,

q
.= LB, 1.31
we = (1.31)

Pri relativistickych rychlostiach je tento charakter pohybu zachovany. Relativisticka
rovnica pre pohyb nabitej Castice s hmotnostou m v magnetickom poli je

dp  m dv
dt [ _wedt

c2

q(7 x B). (1.32)

Magnetické pole nemeni velkost rychlosti iba jej smer, kvadrat rychlosti sa nemeni
s Casom, preto je mozné faktor —2— vytknuat. Analogicky dostavame cyklotronova

2

-z
frekvenciu w.,
2
q v
ktora sa od nerelativistickej lii iba faktorom — z—j

Pokial c¢astica vleti do magnetického pola pod nejakym uhlom, k Lorentzovej sile
prispieva iba kolmé zlozka jej rychlosti. Zlozka rovnobezné udava pohyb v smere
rovnobezného s magnetickym polom, tym padom vznika pohyb po Spirale.
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Obr. 1.1: Pohyb nabitej ¢astice v magnetickom poli. Obrazok prevzaty z [2].
1.2 KvantoviA mechanika

V klasickej mechanike je stav systému urceny bodom fazového priestoru. Fazovy
priestor vo fyzike je priestorom zobecnenych stiradnic a zobecnenych hybnosti. Pozo-
rovatelné st definované realnymi funkciami a hodnotu veli¢iny pre systém v uré¢itom
stave ziskame pomocou funkcie v odpovedajicom bode fazového priestoru.

V kvantovej teorii priradzujeme pozorovatelnym samozdruzené operatory z Hilber-
tovho priestoru. Operatory odpovedajice fyzikalnym veli¢inam, ktoré maju analogiu
v klasickej mechanike st konstruované pomocou principu korespondencie.

Hamiltonidn kvantovej ¢astice s hmotnostou M v elektromagnetickom poli ma tvar:

1 — —,
H=—(P—qgA)? ) 1.34
2M( qA)” + qp (1.34)

Ako uz bolo spomenuté, elektromagnetické potencialy nie st urcené jednoznacne.
Ekvivalencia popisu kalibra¢ne invariantnych veli¢in prestava v kvantovej mechanike,
ktora oproti klasickej mechanike predstavuje obecnejsiu teériu, platit.

Hamiltonién nie je uréeny jednoznacne pretoze operatory P a A obecne nekomutuju,
[P,A] = —ihV - A.
Pri kalibréacii V.A = 0 (Coulombova kalibracia), mézme hamiltonian upravit ako

H=L _9ip Lo (1.35)
Tov - MOt oMt T ‘

Pre ¢asticu v homogénnom magnetickom poli B mozeme zvolit potencial A ako
A = 3B x &. Potom hamiltonién zapfSeme

H=>—1qo- L BL+ L (Bxa7? (1.36)



kde L je operator momentu hybnosti ¢astice. Prispevok posledného ¢lenu je pre slabé
magnetické pole a vzdialenosti charakteristické pre atomy zanedbatelny. Oznacime
si operdtor magnetického momentu castice, ktory suvisi s jej orbitdlnym pohybom

- q 7
orp = —— L. 1.37
Horb Wi ( )
Hamiltonidn preto mézeme vyjadrit ako
H = Hy — [ion.B. (1.38)

Hy je hamiltonidnom castice v poli konzervativnych sil bez vplyvu magnetického
pola. V pripade, Ze potencial V' = qp vystupujuci v Hy je viazniacim potencidlom,
t.j. V(z) — oo, ked |z| — oo, potom je spektrum Hj ¢isto diskrétne ([27] Theorem
XII1.67, [28] Proposition 2.6). Pokial je navySe sféricky symetricky, vieme najst
vlastné funkcie hamiltonianu Hj, ktoré si sicasne vlastnymi funkciami momentu
hybnosti. V takom pripade mdzme zvolit osu z v smere magnetického pola a mozeme
urcit vlastné energie aj vlastné funkcie ¢astice v magnetickom poli [3].

Ked plati

HowE,l,m = EwE,l,ma

1.39
szE,l,m = min,l,m, ( )

kde m je magnetické kvantové ¢islo a [ orbitalne kvantové ¢islo (pre dané [ ma

kvantové ¢islo m hodnoty m = —I, ..., 0, ..., 1) potom plati
Hpim = (EF pomB)Yg im, (1.40)
kde po = % je magneton Castice. Znamienko minus odpovedé kladne nabitej castici

a znamienko plus zaporne nabitej Castici.

Magnetické pole odoberie degeneraciu energie Castice. Hladiny energie sa vplyvom
magnetického pola rozstiepia na 2/+1 hladin vo vzdialenosti g B. Experimentalnym
pozorovanim (Zeemanov jav) bolo zistené, ze pocet hladin neodpovedé predpoklada-
nym 2/ + 1 hladinam. Predpokladali sme, ze zékladny stav je nedegenerovany, kedze
v tomto stave je [ = 0. AvSak hladina energie zakladného stavu sa taktiez rozstiepi.

Elektron ma okrem magneticktho momentu, ktory sivisi s orbitalnym pohybom,
vlastny magnetickyy moment, ktory oznac¢ime ji. Jeho projekcie nadobtdaji hodnot
£ |l

Popis zakladného stavu vinovou funkciou g o nie je tplny. Vyuzijeme vinové fun-

kcie, ktoré maju dve zlozky:
(2
U = , 1.41
(v A
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() = ¢y, (=) = o (1.42)

Vlastny magneticky moment elektronu ji je désledkom spinu S (vlastného momentu
hybnosti). Plati medzi nimi vztah

i =
fi = %S. (1.43)

Operatory projekcie spinu su reprezentované za pomoci Puliho matic o,

S; = ~oy, (1.44)

o1 = <(1) (1)) : oy = ((3 BZ) , o3 = ((1) _01) . (1.45)

Spektrum operatorov S; je tvorené vlastnymi hodnotami :t;i.

1.2.1 Pauliho rovnica

Sily posobiace na elektron v magnetickom poli st zavislé na spine, musia byt teda
zahrnuté v hamiltoniane,

1 - Uty = =
= (P+ed)? —ep+ %B.S, (1.46)

kde posledny ¢len popisuje interakciu vonkajsieho magnetického pola s vonkajsim
magnetickym momentom. Potom rovnicu

oV
ihr = HU (1.47)

nazyvame Pauliho rovnicou, kde ¥ = (Zjl)
2

V pripade homogénneho, ¢asovo nezavislého magnetického pola B moéZeme rieSenie
Pauliho rovnice previest na rieSenie Schrodingerovej rovnice.

Riesenie Pauliho rovnice mozeme zapisat ako

weo= ()= (uen) 0w

kde x; st rieSeniami Schrédingerovej rovnice pre spinovo nezavislia c¢ast hamiltonianu

(1.46).
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1.2.2 Aharonovov—-Bohmov jav

Z rovnice (1.6) by sme predpokladali, ze vplyv elektromagnetického pola nebude
pritomny v oblastiach kde £ a B st nulové.

V roku 1959 Aharon a Bohm v [11] ukézali, ze vektorovy potencial moze ovplyvnit
kvantové chovanie nabitej Castice, ktora sa nikdy nestretne s elektromagnetickym
polom. Ide o posobenie magnetického vektorového potencialu A alebo skalédrneho
elektrického potenciadlu ¢ na fazu vlnovej funkcie ¢astice. Predpokladajme casticu
letiacu oblastou, kde B je nulové. V takom pripade rot A= 0, ale samotné A nulové
nie je.

Casovi Schrédingerovu rovnicu

1 (h 2\ 2 O

s potencialnou energiou V' (moéZe obsahovat ¢len gp), mozeme zjednodusit volbou

b= ety (1.50)

F(7) = %/ k A(r).dr. (1.51)
trajektoria

S touto substiticiou mé gradient ¢ tvar:

Vi = (iV e + el (Vy), (1.52)

kde .
V= %A. (1.53)

Potom " "
<—,V - qff>1p = qAey + eIy — qAey, (1.54)

1 1

mozeme vidiet, Ze sa prvy a posledny ¢len odc¢itaja, preto,

2
(%v - qﬁ) Y = (Z—?v — q/f) (%eisz//) (1.55)

= —h2e VY. (1.56)

Dosadenim do (1.49) dostavame:

2 /
—;—Mv%’ + Vi = m%—@i. (1.57)
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Vidime, Ze ¢’ riesi Schrédingerovu rovnicu, bez potencialu A. Klasickym prikladom
je fazovy posun vlnovej funkcie nabitej ¢astice prechadzajicej okolo nekone¢ne dl-
hého solenoidu vplyvom uzatvoreného magnetického pola. Lu¢ elektronov mieriaci
smerom k solenoidu sa rozdeli na dva, kedZe st od samotného solenoidu odpudzo-
vané. Prechadzaju oblastou, kde B = 0 zatial ¢o potencial A nulovy nie je. Luce sa
znovu spoja s fazovym posunom prave dosledkom nenulového potencialu A.

¢

Beam
recombined

AT AV AV AV IV VLV VR v vvvvvvvvvvvvvv
h N

Solenoid

Obr. 1.2: Elektronovy zvézok sa rozdeli a kazda polovica zvizku prechéddza inou
stranou solenoidu. Obréazok prevzaty z [10].

1.3 Relativistickd kvantova mechanika

V teorii relativity st Cas a priestor povazované za rovnocenné veli¢iny, ¢o v kvan-
tovej mechanike neplati. Dobrym prikladom je Schrodingerova rovnica, kde sa cas
vyskytuje v prvej derivécii, zatial ¢o priestorova suradnica v druhej derivacii. Kla-
sickd kvantova mechanika nie je invariantna voci Lorentzovskym transforméciam.
Preto je snahou néjst pohybovu rovnicu taku, ktora bude Lorentzovsky invariantné
a nahradi tak nerelativisticki Schrédingerovu rovnicu.

1.3.1 Klein-Gordnova rovnica

Prvym pokusom o relativistickti kvantova pohybovi rovnicu bola v roku 1926 Klein-
Gordonova rovnica, pomenovand po jej objaviteloch Oskarovi Kleinovi a Walterovi
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Gordonovi, v rovnakom ¢ase ju odvodil aj Vladimir Alexandrovi¢ Fok, preto je nie-
kedy nazyvana aj , Klein—Fock—Gordon equation®“. Klein-Gordonova rovnica popisuje
Castice so spinom 0.

Pre voIni bezspinovu Casticu je Schrodingerova rovnica v tvare:

K2 e

Pokial zamenime Hamiltonovu funkciu prislusnnym relativistickym vztahom

E = c\/p?* + m3c?, (1.59)

dostavame
eV —R*A + m2c?yY = zh%—lf (1.60)

Z konvené¢nych dovodov uvazujeme Minkowského metriku (+ - - -), potom je d’Alembertov
operator v tvare:

1 82
0= 55— A (1.61)

Pre jednoduchost zavedieme prirodzené jednotky A = ¢ = 1 Potom akékovek rieSenie
(1.60) vyhovuje Klein-Gordonovej rovnici

(O +m?)¢p = 0. (1.62)
Klein-Gordonova rovnica obsahuje rovnice prvého i druhého radu, to znamena, ze

k rieSeniu potrebujeme vediet ako ¢ tak %—‘f v t = tg. Mozeme vidiet, ze pre m = 0
(neutrina) dostavame homogénnu vlnovi rovnicu.

1.3.2 Diracova rovnica

V roku 1928 Dirac [9] navrhol d'alsiu relativisticka rovnicu, ktoré popisuje relativis-
ticky pohyb castice so spinom % a lepSie zahtna elektromagnetické poruchy.

Pre energiu E a hybnost p v nerelativistickej kvantovej mechanike obecne plati
substitucia

E— ih%, 7 — —ihV. (1.63)

Linearizovanim vztahu (1.59) dostéavame
3
E = CZ a; P, + Bmc? = ca.p+ fmc?, (1.64)
i=1
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kde @ = (ay, a9, a3) a ( splhaji antikomutacné relacie a st vyjadrené maticovo
s dimenziou n x n. Porovnanim kvadratov (1.59) (1.63) zistujeme, Ze musia platit
nasledujuce vztahy

Q0 + ooy = 251]611,
g2 =1,

kde i,k =1,2,3. a a 8 si n X n rozmerné matice, ktoré musia byt hermitovské, aby
vztah (1.64) mohol byt samozdruzeny (¢o je nutnostou pre kvantovit mechaniku,
ktorou sme sa zaoberali doteraz). Mozeme vidiet, ze plati

troy = tr fa; =tr BB =tra;f2 = —troa; =0 (1.66)

a zéroveil a? = 1, preto vlastné ¢isla a; s 1 alebo —1 a dimenzia n tychto matic
musi byt parne ¢islo.

Prevedenim rovnice (1.64) do kvantovej mechaniky dostavame Diracovu rovnicu

O
h— =D 1.67
kde Dy je Diracovym operdtorom
Do = —ihicd.V + fmc?. (1.68)

Pre n = 2 existuju iba tri linedrne nezavislé matice, splhajice antikomutacné relacie,
napriklad Pauliho matice

o1 = (é _01> : oy = ((Z) _OZ> : o3 = <(1) _01) : (1.69)

Diracov operator pre priestorovi dimenziu d = 1 méze vyzerat ako

2 _.
Dy = < me zhc%) . (1.70)

—ihcd, —mc
V d = 2 moze mat napriklad tvar:

d d
Dy = —ihcala — ihcagd—y + o3mc?. (1.71)

Pre priestorovi domenziu d = 3 uz Pauliho matice nestacia, potrebujeme matice
vysSieho radu.

Pre matice rddu n = 4 moézme pouzit

R IR B
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kde @ = (a1, ag,a3), & = (01, 09,03). Dy posobi na vinovi funkciu

(U
| Y 4
o=, lect
Py

V pripade neutrin, ktoré maja m = 0 v (1.68) vypadne ¢len s hmotou, preto nam
v tomto pripade stac¢i poznat matice ;.
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Kapitola 2

Motivacia pre komplexné magnetické
pole

2.1 Nehermitovska kvantova mechanika

PozorovateInym veli¢inam v kvantovej mechanike priradujeme linedrne samozdru-
zené operatory na H, stavy si popisané nenulovymi vektormi ¢ € H a rieSenie
Schrodingerovej rovnice

oy

nam udéva casovy vyvoj, kde H predstavuje hamiltonidn - linearny samozdruzeny
operator odpovedajici celkovej energii stistavy.

V poslednych rokoch sa fyzici snazili kvantovit mechaniku rozsirit o pozorovatelné
reprezentované nesamozdruzenymi operatormi, ktorych spektrum je realne dosled-
kom symetrii. Velkej pozornosti sa dostalo PT -symetrickej kvantovej mechanike
spajanej s pracou Carla Bendera a Stefana Boettchera z roku 1998 [12].

Povieme, ze hamiltonian H je P7T-symetricky, pokial plati vztah:

[H,PT] =0, (2.2)
kde (Py)(z) := 1(—x) je linedrny operator priestorovej inverzie a (7v¢)(z) := ¥(z)
je antilinearny operator casovej inverzie.

Tato nestandardna reprezentacia pozorovatelnych splha pravidla kvantovej mecha-
niky iba v pripade, Ze je operator H kvéazi samozdruzeny ([22], [23], [24]).

Majme nesamozdruzeny operator H splhajici

H*=0HO™, (2.3)

kde © reprezentuje kladny, obmedzeny a obmedzene invertibilny operator nazyvany
metrika s modifikovanym skalarnym sicinom:
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(e = ([0,
(0|Hy)o = (6|0 O H'O ) = (Hp|© ¢) = (Ho|v)e.

Mozeme si vSimnit, ze ak zvolime © = I |, potom H = H* bude odpovedat samo-
zdruzenému operatoru.

Operator H je kvazi samozdruZeny prave vtedy, ked je podobny samozdruzenému,
to znamené, Ze existuje samozdruzeny operator h a obmedzeny operator €2 s obme-
dzenou inverziou, ktoré splhaju vztah

h=QHQ™ (2.4)

Operator H, ktory spliia (2.4) je kvazi samozdruzeny s volbou © := Q*Q. Nehermi-
tovskej kvantovej mechanike sa detailne venuje [21].

2.2 Stabilita rotujicich ¢iernych dier

Tematika rozoberana v tejto podkapitole pojednava nad ramec tejto bakalarskej
prace a jej podrobnejsi popis je mozné najst v [4], [5], [6]. Budeme pouzivat Stan-
dardny formalizmus tedrie relativity. Pripomenieme si Einsteinove sumacné pravidlo.
Ked sa vo vyraze vyskytnu rovnaké indexy, sc¢itame cez nich:

lala = lala = by + loly + ..+ Ll (2.5)

a=1
Budeme predpokladat indexy s hodnotami od 0 do 3.

Jednou z motivacii pre studium imagindrneho magnetického pola je analogia zdan-
livého horizontu ¢iernej diery a kvantovej nabitej castice. Zdanlivy horizont je hra-
nicou medzi svetlom, ktoré je uvdznené vo vnutri Ciernej diery a svetlom, ktoré
je v.danom case schopné uniknit gravitaénému posobeniu. Budeme sa zameriavat
na marginalne zachytené plochy (angl. marginally outer trapped surfaces-MOTS)
[4], u ktorych hra délezitu ulohu stabilita.

Uvazujme priestorocas (M, gq) dimenzie n a priestorupodobny, uzatvoreny, oriento-
vatelny povrch & kodimenzie 2 vlozeny do (M, gap). Casupriestorova Levi-Civitova
konexia je dana V, s Einsteinovym tenzorom G.,. Indukovant metriku na S ozna-
¢ime qq, s Levi-Civitovou konexiou D, a Ricciho skalarom Rgs. Budeme uvazovat
do budtcnosti orientované svetelné vektory [, (vonkajsi) a k, (vntutorny) na TS,
pre ktoré plati [,1* = 0, k,k* =0 a st normalizované [k, = —1 [5] .

Definujeme expanziu

0V = ¢®v,1° (2.6)

a torziu

Qu = —k°¢* Vl.. (2.7)

28



Plocha S je MOTS pokial spliia, Ze vonkajsia expanzia ) = 0. MOTS je stabilny
ak existuje kladna funkcia ¢ na S taka, ze plati 5¢(,k)9(l) > 0, kde 0 predstavuje
operéator deforméacie na S. Pojem stability pripusta spektralnu charakterizaciu pro-
strednictvom operatoru stability Lgs definovaného na ploche S, odvodeny v [6]

Lstp = 818"

] 2.8
— [—A+2QaDa— (12> = DO — §R$+Gabkalb) Y. .

Prva rovnica definuje akciu operatoru Lg, zatial ¢o druhé rovnost je rutinnym od-
vodenim za pouzitia lokdlnych stiradnic.

Vlastné ¢isla operatoru Lg st obecne komplexné, kedZe operétor je nesamozdruzeny.
NesamozdruZenost sposobuje ¢len 28, D,,.

Stabilita MOTS je charakterizovana nezapornostou hlavnej vlastnej hodnoty g, ¢o
predstavuje vlastni hodnotu s najmensou realnou ¢astou.

Prevedenim substiticie:

Qa = %Aa, (29)
dme
arb 2m
Gabk’ l - —ﬁ‘/, (211)

prechédza operator stability Ls na hamiltonian nerelativistickej ¢astice s nabojom
e a hmotnostou m v magnetickom a elektrickom poli, ktoré si dané vektorovym
potencidlom A, a skalarnym potencidlom ¢. Plati %LS = H, kde

. . 2
He— A gop, + M p goh © 4 st tepsy
2m mc 2me 2mc?
(2.12)
1 . e \?2
— —(—th——A) ted+ V.
2m c

Tymto sposobom dostavame analégiu medzi geometrickym operdtorom z obecnej
teorie relativity a kvantovo-mechanickym operatorom. Je vSak doélezité si uvedomit,
ze pretoze torzia €1, je redlna, magneticky potencial A, je ¢isto imaginarny. Specialne
to teda znamena, ze operator H je opét nesamozdruzeny.

Tato anal6gia méa potencial prepojit dobre prebddany problém kvantovych castic
s bohatou, av8ak do zna¢nej miery nezmapovanou tématikou MOTS.
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Kapitola 3

Spektralna teéria

V prvej Casti kapitoly si predstavime zakladné pojmy funkcionalnej analyzy, ktoré
budeme nasledne vyuzivat. Cerpame predovsetkym z [25] a [26]. Obsah druhej ¢asti
kapitoly, ¢erpany z [13], [29] sa zameriava na béazy Hilbertovho priestoru.

3.1 Zakladné pojmy

Definicia 3.1.1. Nech x je Banachov priestor nad C a A je uzatvoreny (dom A € )
a husto definovany (dom A = x) operdtor na x. Dalej nech A € C. Potom plati

A€ p(A) <= ker(A—AI)={0}a Ran(A — \I) = x.

p(A) nazgvame resolventnou mnozZinou operdtoru A a o(A) := C\ p(A) je spektrum
operdtoru A. Ry := (A — X))~ pre A € p(A) je resolventou operdtoru A.

Definicia 3.1.2 (Klasifikicia spektra).
Nech x je Banachov priestor nad C a A je uzatvoreny a husto definovany operdtor
na x, XA € C, dalej plati,

A€ o(A) < ker(A— AI) # {0} alebo Ran(A — \I) # ¥,

potom rozlisujeme spektrum:

(1) ker(A — XI) # {0}, potom X\ € 0,(A) patri do bodového spektra, A je vlastnou
hodnotou operdtoru A;

(2) ker(A — AI) = {0}, Ran(A — AI) # x, Ran(A — A\I) = x, potom X € o.(A) patri
do spojitého spektra, A nie je vlastnou hodnotou operdtoru A;

(3) ker(A — M) = {0}, Ran(A — XI) # x, potom X € o,.(A) patri do rezidudlneho
spektra (zvyskové spektrum).

Definicia 3.1.3. Nech X a X, si normované vektorové priestory. Operdtor B zo-
brazuguci z X — X1 nazveme obmedzenym pokial existuje ¢ > 0 také, Ze pre vsSetky
x € X plati,

Bzl < cflz||.
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Definicia 3.1.4. Upiny linedrny priestor so skaldrnym sicinom nazjvame Hilber-
tovym priestorom H.

Definicia 3.1.5. Nech A je uzatvoreny a husto definovny operotor na H. Povieme,
Ze operdtor A je symetricky, ked plati

(y|Azx) = (Ay|x), Vzx,y € dom A. (3.1)

Pokial navyse operdtor A spliia

A=A, (3.2)
potom nazveme operdtor A samozdruZenym.
Pozndmka. Kazdy samozdruzeny operator je symetricky, naopak to ale neplati.

Pre obmedzené operatory definovené na celom priestore s pojmy symetricky, sa-
mozdruzeny a hermitovsky ekvivalentné.

Definicia 3.1.6. Husto definovanij uzatvoreny operdtor A na Hilbertovom priestore
nazveme normdlny pokial,

A*A = AA™. (3.3)

3.2 Bazy na Hilbertovom priestore

Povieme, 7e systém {1,,} 7 C H, kde dim H = +oc je iplngj pokial

Vn € N,Vo € H, (¢|p,) =0 = ¢ =0. (3.4)

Bazou na Hilbertovom priestore H nazyvame systém vektorov {1} C H, kde
dim ‘H = 400, ak pre kazdy vektor ¢ € H existuje jednoznacny rozvoj do rady

+o00
n=1

Koeficienty a,, v tomto rozvoji st spojitymi linedrnymi funkcionalmi:
an = ¢n(9) = (Pnl9). (3.6)

Kazda béaza Hilbertovho priestoru je tuplné. Systémy {u,}52, a {¢,}22, st pova-
zované za biortogonalne, pokial plati (1,,|dn) = dmn. Uvazujme minimdlny systém
{1n}22,, to znamena, 7e ziadny z prvkov nemoéze byt vyjadreny pomocou linearnej
kombinacie ostatnych. Pre kazda bazu {v,}°2, je biortogonélny systém {¢,}°,
dany jednoznacne. Z rovnic (3.5) a (3.6) mozeme vidiet, ze akykolvek vektor orto-
gonalny k ¢,, je rovny nule. Z toho plynie, Ze systém biortonorméalny k baze H je
vzdy uplny.

Veta 3.2.1 (S. Banach [13] kapitola VI.,Teorém 1.1).
Ked je systém {1, }>°; bazou Hilbertovho priestoru, potom systém k nemu biortor-
gondlny {p,}5°, je tiez bazou H.
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V pripade, Ze v (3.6) je ¢ = 1,,, dostavame

Ortonormalna baza

Povieme, Ze systém {1, }>; € H je ortonormalny, ked splha

<1/)n|1/)m> = Omn- (3-8)

Ortonormalnou bazou nazveme tuplny ortonormélny systém. Pre ortonorméalu bézu
plati Parsevalova rovnost

VoeH, o> = (o) (3.9)
n=1

Rieszova baza

Kazdy obmedzeny invertibilny operator transformuje ortogonélnu bézu na int bazu
Hilbertovho priestoru.

Nech {¢,}12 je ortonormélna baza Hilbertovho priestoru H a A je obmedzeny
invertibilny operator. Potom pre akykolvek vektor w € H plati [13]

o0 [e.9]

A w = (W AT w0) i = Y (A1) ) . (3.10)
n=1 n=1
Substituciou
A¢n = On, (A_l)*d]n = Xn, (3'11)
dostavame rozvoj
n=1 n=1

ktory je dany jednoznac¢ne. Vidime, Ze operator A transformoval ortonormalnu bazu

{n}25 na {¢,}25. Béza vzniknuté takouto transforméaciou je ekvivalentnd k or-

tonormdalnej bdze tiez nazyvana Rieszova bdza.

Veta 3.2.2. Povieme, Ze bdza {¢,}25 je rieszovskou bdzou, prdve ked plati

(3C > 0)(¥p € H)(CT Y [ dald)® < 101° < C Y [(gald))- (3.13)

Rieszovska béza je zobecnenim ortonormalnej baze (neplati ortogonalita). Prakticky
to znamena, ze vektory maju medzi sebou nejaky uhol na ktory méme urcity uni-
formny odhad. Nerovnost hovori, Zze vektory nemdzu ist k sebe.
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Vlastné vektory samozdruzeného operatoru s ¢isto diskrétnym spektrom tvoria or-
tonormalnu bazu. Vlastné vektory nesamozdruzenych vektorov obecne nemusia tvo-
rit bazu, avSak pokial mame operator podobny samozdruzenému, to znamena, Ze
b = PBP7!, kde B je samozdruZeny, jeho vlastne vektory vZdy tvoria rieszovsku
bézu.

Veta 3.2.3. Nech B je samozdruzeny operdtor s kompaktnou resolventou, operdtory
P a P! si obmedzené. Ak b = PBP™!, potom vlastné funkcie operdtoru b tvoria
rieszovskiu bdzu.

Doékaz. Vlastné vektory samozdruzeného operatoru tvoria tiplnt ortonorméalnu bazu
{1, }129, spliiaju Parsevalovu rovnost. Pre operator B teda plati

> 1wl o) = NI, (3.14)
n=1

kde ¢ € H.

Pozrieme sa na vzt’ah medzi vlastnymi vektormi ¢ samozdruzeného operatoru B
a vlastnymi vektormi y podobného operatoru b s prislusnymi vlastnymi hodnotami
A

Mame rovnicu, pomocou ktorej hladame vlastné hodnoty operatoru b

bx = \x, (3.15)
vzhladom na to, Ze b = PBP~!, rovnicu mozeme prepisat
PBP 'y = \y, (3.16)

ktoru upravime,

B(P~'x) = AP 'x. (3.17)

P~y si ozna¢ime ako 9 a vidime, Ze rovnica prechadza na charakteristickt rovnicu
pre samozdruzeny operator B

By = \i. (3.18)
Medzi vlastnymi vektormi plati vztah
X = Py. (3.19)

PrepiSseme Parsevalovu rovnost’ pomocou vlastnych vektorov operéatoru b,

oo

Z\ (Xnl 0} Z\ (P d)? Z\ (| P*O)* = | P*0|1*. (3.20)
| P*¢||? chceme obmedzit konstantami zhora a zdola.
Vieme, ze ||P*|| = ||P|| =: C < oo, preto || P*¢||* mozeme zhora odhadnif
1Pol* < [IP*Pllo* = IIPI*ll* = CYIo)* < +oo, (3.21)
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Tym sme dostali odhad zhora.

7 predpokladu obmedzenosti P a P~! vieme, 7e 0 ¢ o(P). Zaroven P~!" sa rovna
P71 vsade, kde to méa zmysel, preto

w1

- = su —VH

1P = sup )
veEH HVH

=: Cy < 00. (3.22)

Pretoze 0 nie je v spektre, P71 je bijekcia. PouZijeme substiticiu Py = 0,

o]l o]l

Cy = ||[P7|| = sup > , Vo € H. (3.23)
per P20l — [[P*o]|
Pre konstantu C; teda plati
Ikl
Cy > , (3.24)
[Fagell
z toho plynie vztah
. 1
1P611* > =4Il (3.25)
2

obmedzujuci || P*¢|* zdola.

Dostali sme vztahy, ktoré nam obmedzuju (3.20) zhora i zdola. Plati

1 [e%S)
0—22||¢||2 <Y [xalo)” < CHlol> (3.26)
n=1

Aby bola splnena podmienka (3.13) zvolime C' = max(C?%, C3).

[
Barina baza
Definicia 3.2.1. Dva systémy {v,}25 a {pn}125 s kvadraticky blizke, ked
> lvn = pl|* < o0 (3.27)
n=1

Definicia 3.2.2. Systém {v,} > nazveme w-linedrne nezdvyslym, ked rovnica

Zanyn =0 (3.28)
n=1

plati iba, ked koeficienty a, si nulové.

Veta 3.2.4 (N.K.Bari [13], kapitola VI., Teorém 2.3).

Akgkolvek w-linedrne nezdvisly systém {v,}123, kvadraticky blizky bdze {1, },:2,
ktord je ekvivalentnd ortonormdlnej, je sama bazou ekvivalentnou k ortonormdlnej
bdze.

“+oo

Definicia 3.2.3. KaZdy w-linedrne nezdavisly systém {v,},.57,

blizko ortonormdlnej baze je Barinou bdzou.

ktory je kvadraticky
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Kapitola 4

Kvantova céastica na kruznici

V tejto kapitole sa budeme venovat nesamozdruzenym operatorom z kvantovej me-
chaniky. V nerelativistickom pripade to bude operator hybnosti a Schrodingerov
operétor, v relativistickom pripade budeme Studovat vlastnosti Diracovho operé-
toru.

4.1 Nerelativisticky pristup

Definicia 4.1.1 (|15]). Nech f € L} () a a € N" je multiindex. Potom h € L} ()

loc loc

je slabou derivdciou f, D*f = h, pokial

LfD“¢dx:(—1)“'Lh¢dx,

pre kazdu testovaciu funkciu ¢ € C3°(82).

Multiindezom rozumieme usporiadand n-ticu o = (aq, ..., ). Vysku multiindexu
oznacime |o| = oy + ... + ay,.

Definicia 4.1.2. Nech Q C R"™ je otvorend mnozina, k € N a p € [1,00]. Priestor
WHP (Sobolevov) definujeme ako

WEP(Q) .= {f € LP(Q); D*u € LP(Q), |a| < k}.

Sobolevov priestor W*P je priestorom funkcii f € LP(Q) takijch, Ze pre kazdsj multi-
index «, s |a| < k, slabd derivdicia D* existuje a D*f € LP(£).

Pozrieme sa na hybnost na kruznici s komplexnym magnetickym polom [14]. Majme
nesamozdruZeny operator hybnosti P, na L?((—m, 7)) definovany ako

(Pa)(z) = — - () — ala)i(a), (1)
dom P, :={¢p € W"?((—m, 7)) : ¥(—m) = ¢(n)},
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kde a : (—m,m) — C predstavuje kvadraticky integrabilny, komplexny magneticky
potencial. P, je dobre definovany uzatvoreny operédtor s kompaktnou rezolventou,
ktory je samozdruzeny prave ked je imaginarna cast a nulova [14].

Veta 4.1.1 ([14]). Operdtor P, spliia podobnostni transformdciu
TaPaTc:l = P(a); (42)

kde
(Ta¥)(z) := exp((i(a)z — iA(z))¥ (). (4.3)

A(x) a (a) si definované ako

Ax) == /w a(y)dy, (a) = % /7r a(x)dz. (4.4)

—T —T

Doékaz. Budeme predpokladat 7, v tvare ef(®). Chceme aby
6f(a:)Pae—f(ﬂn) — P<a>_ (4'5)

Zaposobenim operatoru P, na e /® dostavame

d d
F@)(_jo=fx) — o ;¢ -f _ —f@)y - _;
el (—ie e +if'(z)e a(x)e ) e (a), (4.6)
z ¢oho ziskame f(x):
F@) = ilays — iA(2), (47
¢o znamena, ze 7, = e/ () je v tvare
7, = exp(i{a)r — iA(x)). (4.8)

Je potrebné este ukazat Zze 7, ponechava defini¢ny obor P, invariantny. Overime, Ze
pre ¢ = 7, platia rovnaké periodické okrajové podmienky ako pre .

™

¢(m) = exp(i(a)m — Z/ a(y)dy)(m) = exp(—i{a)m)i(m), (4.9)

—Tr

—Tr

¢(—m) = exp(—i(a)m — @/ a(y)dy)y(=m) = exp(—if{a)m)(=m).  (4.10)

—T

Vidime, ze ked (—n) = ¢(7) potom, ¢(—7) = ¢().

O
Veta 4.1.2 ([14]). Operdtor P, je kvdzi samozdruZeny vtedy a len vtedy, ked
Im(a) = 0. (4.11)
To znamend, Ze
P: =0P,07 " (4.12)
s metrikou
(OY)(z) := exp(2ImA(z))(x). (4.13)
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Pozndmka. Fyzikalne zaujimavejsie je uvazovat P2, ¢o je magneticky Schrodingerov
operator popisujuci elektréon na kruznici s magnetickym polom (solenoid).
V samozdruZenom pripade by platilo H, := P? = P,P,.

V pripade, Ze je operator P, nesamozdruzeny, mozeme uvazovat aj operator
H, := PP, ktory uz samozdruzeny je,

H, = (P‘P) = P'P*=P'P, = H,.

Zaujimavé je uvazovat operator H, = P,P,, ktory nebude samozdruzeny pokial
a(x) ¢ R, ale s tou istou trasforméciou bude podobny samozdruzenému, za pod-
mienky (4.11),

T HT, ' =1, PPyt = 1, Pur, TPt = Py Play = Hygy. (4.14)

4.1.1 Spektrum

Vzhladom na to, Ze operator P, ma kompaktnu rezolventu, jeho spektrum je dis-
krétne. Ukazeme si, ze pre spektrum operatoru P, plati vztah:

o(Pa)’ = (), (4.15)

ktory pouzijeme neskor v tejto kapitole.

Mame charakteristicka rovnicu P,y = u, na ktord zapodsobime operatorom P,
zlava,
Pi = Po(uy) = p(Putp) = p*¢. (4.16)
To znamena, %e ked p € o(P,) = u* € o(P?), z ¢oho vyplyva
o(P,)* C o(P?). (4.17)
Naopak, nech
P = 1?9, (4.18)
potom
Pl¢— (¢ = (Po — p)(Pa+ p)¢ = 0. (4.19)
To znamené, ze vektor
b= (Pat 1) (4.20)
je bud nenulovym vektorom, potom
alebo je nulovym vektorom a potom
P = —po. (4.22)

Mozme teda vidiet, Ze ked p? € o(P?), potom u € o(P,) V —u € o(P,), to znamen4,

ze o(P?) C o(P,)*. Z ¢oho uz nasledne vyplyva rovnost o(P?) = o(P,)%.
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Vlastné vektory v a vlastné ¢isla p operatoru P, najdeme vyrieSenim charakteris-
tickej rovnice

d
<Y oy = (4.23)
ktort upravime do tvaru
d
Y alw) + i = 0 (4:24)

a dostavame linearnu diferencialnu rovnicu 1. radu s nulovou pravou stranou, ktorej
rieSenim je

Y = et A@ P, (4.25)

kde 1 je vlastnym vektorom operatoru P, a D integra¢na konstanta.
Pouzijeme podmienku ¢ (m) = ¢(—m),
AT T ) — iAm gt ) (4.26)

pokratenim konstanty D a naslednym zlogaritmovanim dostavame rovnicu,

A(—m) — A(m) = 2(p — n)m, (4.27)
z ktorej vyjadrime p
A(m) — A(—
w=n-— (W>2 ( 7T)=n—(a> Vn € Z. (4.28)
T
Spektrum operatoru P, je
o(P,) ={n—(a)}nez. (4.29)

Rovnakym spésobom néjdeme spektrum operatoru P
o(Py) ={n— (@ }tez. (4.30)

Pomocou podmienky biortogonality,

ziskame normaliza¢nt konstantu. Vlastné vektory v, operatoru P, st
1 .
Up(x) = exp (i(n — (a))z + iA(x)) (4.32)

V2r

a vlastné vektory x, operatoru P st

(@) 1= —— exp (i(n — (@))z + iA(D). (4.33)

&
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4.1.2 Bazické vlastnosti

Moézeme vidiet, ze pre kazdé n € Z mozeme vlastné vektory zapisat ako

Un() :=E&(x) €n (),
4.34
ale) =€) ), .
kde £(z) je obmedzenou a kladnou funkciou na [—m, 7,
&(z) := exp(Im(a)zr — Im A(x)) (4.35)
a {en tnez, je ortonormalou bazou na priestore L*((—m,m)),
en(z) = \/12_7r exp(i(n — Re(a))x +iRe A(z)). (4.36)

VzhlTadom na to, Ze systém {e, }nez, je uplny, postupnost {u, },cz je tieZ aplnym
systémom na L?((—m, 7)) a zarovei z podmienky (4.31) vieme, Ze je najmensim tpl-
nym systémom, to znamena, ze odobratim jediného ¢lenu sa stava systém netuplnym.

Pre aktikol'vek funkciu ¢ € L?((—n, 7)) existuje jednoznacény rozklad

e.¢] oo

Y= Z<€n|w>en = Z<£7lenw> en. (4.37)

n=1 n=1

Z uplnosti {¢, }nez a (4.34) vieme, Ze {ty, }nez je Rieszova baza. Vdaka podmienke
biortogonality vieme, Ze {Xy }nez je tieZ Rieszovou bazou na L*((—7,w)). Vzhladom
na to, ze velkost komplexnej exponencialy je rovna jednej, |e,| = \/Lz? pre vsetky
n € Z. To znamena, ze

-

o = ol = 5 (4.39
Preto
> lton = xall* = 00 (4.39)
n=1

okrem situacie, kedy & = 71, ktora by nastala iba ak Ima = 0, z ¢oho vyplyva, Ze
{¥n }nez je Barinou bazou iba vtedy, ked Ima = 0.

4.2 Relativisticky pristup

V pripade relativistického elektréonu uz Schréodingerov operator pouzit nemdzme,
musime pouzit Diracov operator.
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Zadefinujeme Diracov operator D, s kvadraticky integrabilnym magnetickym polom
a € L*(S,C), kde S = (—7,7) a hmotnostou m.

(Do) () := (—z‘@T—a —z‘%— a) (Z;)
dom Dy +={a € W((—m, 7)) < () = w(m)}, (1.40)
(ﬁ;) — e (=, 7),C2).

Mozme vidiet, Ze
D? = H,I (4.41)

a

4.2.1 Spektrum

Riesime charakteristickti rovnicu D, = A\,

(—i@T— . a) (zﬁ;) = (z;) , (4.42)

ktora je ekvivalentna ststave rovnic:

mi/)l -+ (_Za’r — OJ)QZJQ = )\wla (443)

Z (4.44) si vyjadrime 1y, ktoré nasledne dosadime do (4.43),

mapy + Y m(—iﬁx — a)’th = My, (4.45)
(—i0, — a)®; = (A2 — m?)y. (4.46)
Na pripad, kedy A = —m sa pozrieme neskor. MéZeme si vSimnut, Ze na lavej strane

(4.46) mame operator P2. Preto pre najdenie vlastnych vektorov a vlastnych ¢isel
operatoru D, vyuzijeme znalost vlastnych vektorov a vlastnych ¢isel operatoru P,.
Z (4.15) vieme, Ze plati

o((=i0; — a)®) = o(P;) = o(Fa)* = {(n = (a))"}nez. (4.47)

Spektrum operatoru D, je potom

0(Da) = {£v/m? + (n — (a))*}nez. (4.48)

Z rovnic (4.25) a (4.46) je
Y1 (z) = exp (((VA2 — m2z + A(x))), (4.49)
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kde N
Az) = / a(y)dy, (4.50)

dosadenim do (4.44) ziskavame

o) = i . Zexp(i(\/v —mPx + Alx))). (4.51)

Spektrum zdruzeného operatoru D najdeme analogicky,

o(D;) = {£vV/m? + (n — (@) }nez. (4.52)

Pomocou relacie biortonormality zistime normaliza¢nt konstantu, vlastné vektory
Y, operatoru D, a vlastné vektory ¢,, operdtoru D} st v tvare

Up(x) = ! (\/ i\\: i_ Z) exp(i( A2 —mlx + A(x))), (4.53)

VAT,

1 VAn +m vl 2 Al
On(z) = NeE>w (\/)\_njm> exp(i(\/ A2 — m2zx + A(z))). (4.54)

Rozoberieme si situéciu, kedy A = —m. Uvazujeme dve moznosti, bud a(z) = 0
alebo a(z) # 0. Dosadenim A = —m do (4.44) ziskavame rovnicu
(—id, — a)*y, = 0. (4.55)

Ako prvé uvazujeme a(x) = 0. To znamena, Ze mame rovnicu

—!'(x) = 0, (4.56)

ktorej obecné riesenie je
Y1(x) = Dz + B. (4.57)

Konstanty D a B ziskame pomocou periodickej okrajovej podmienky,
Dr+ B =—-Drw+ B, (4.58)

z toho plynie, ze konstanta D =0 a

Yi(z) = B, (4.59)

dosadenim do (4.43) ziskavame ),
—ihy(x) = —2mB, (4.60)
o(x) = —2imBx + C. (4.61)
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Znovu pouzijeme periodickii okrajovii podmienku,
—2imBn + C = 2imBn + C,

m # 0, preto B = 0. Potom
Ua(z) =C.

Vlastny vektor je dobre definovany az na konstantu,

i) = (2) -

(=10, — a)(—i0, — a)ih1(x) = 0,

V pripade a # 0 rieSime rovnicu

— () + 2iar)) (z) + ia'y1 (2) + () = 0,

ide o linearnu diferencialnu rovnicu 2. radu. Pouzijeme substituciu i(z) = e

—K? 4+ 2aik +id +a* =0,

ktorej rieSeniami st
K1 = at — Via,

Ko = at + Via'.

Yy je v tvare
w1<x) _ Deaixf ia'x + Beaix+ ia'x
Zistime konstantu D pomocou periodickej okrajovej podmienky;,

B(]_ o 62ai71'+2 ia’ﬂ)

€2ai7r —e ia'

D=

Za pomoci 1 zistime 1, dosadenim do (4.43),

(=10, — a)o(x) = —2mafy,

Yh(x) — iay(x) = —2im(De®™Via® 4 RetirtviaT)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

RT

Y

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

Pouzijeme metddu varidcie konstant. RieSenim rovnice (4.72) bez pravej strany je

w2(x> — Cvemz7

ktoré nasledne dosadime spat do (4.72),

. . . 3 . 3 N s . —
C{/ea’bl’ _"_ /Laceall’ _ /La/OeaZl’ — _2/[/m(Deal$ wma'xr + Beall‘+ a Ji)
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Konstanta C' je potom

—Vids e
C =-2im(D + B + K 4.75
P ) )
a
5 5 iax—Via'z Beia:c—‘r ia’'x % 476
x)=-"2mD———+B——F——) + K. .

) = ~2im (D" —) (4.76)

Znovu vyuzijeme periodicki okrajovi podmienku,
D(efiaﬂJr ia'm eiaﬂf ia’rr) + B(eimr+ ia'm e*'iaﬂ'f ia’ﬂ) _ O, (477)

kde D pozname z (4.70), potom

(1 o 62ai7r+2 ia/ﬂ’)

62aiﬂ' — eV ia' T

B

(efiaTH» ia'm iam— ia’ﬂ) + (eiaTrJr ia’m

— e VI | =0, (4.78)

— €

z ¢oho plynie, ze B musi byt rovné 0, to znamend, ze D je taktiez nula. Potom

Y(x) = (8), ¢o je fyzikalne nezaujimavy pripad.

4.2.2 Ortogonalita vlastnych vektorov

Preskimame par vlastnosti operatoru D,. Chceli by sme sa dozvediet, kedy buda
vlastné funkcie operatoru D, odpovedajuce roznym vlastnym hodnotam ortogo-
nalne. Operator D, je samozdruZeny, prave ked Ima = 0. Aby boli vlastné vektory
1, ortogonalne, stac¢i aby bol operator D, normalny. Pre ¢astice s kladnou hmot-
nostou m bude operator D, normalny, prave ked splia

[D,|D:] = DD — D:D, = 0. (4.79)

Dosadenim za operéatory D, a D} dostaneme vztah

m —10, — a m —10, — @
—i0, —a —-m —i0, — @ —-m

, B . (4.80)
B m —10, — @ m —10, — a _ 0
—i0, —a -m —10, — a -m -
ktory je po maticovom roznéasobeni ekvivalentny
m? + (=0, — a)(—i0, —a) (—i0, —a)m — (—id, — a)m
(—i0, —a)m — (—id, —a)m m?+ (—id, — a)(—i0, — a)
(4.81)

B (m2 + (—i0; — a)(—i0y —a) (—i0; —a)m — (—id, — 6)m> _0
(=10, —a)m — (=0, —a)m m?* + (—id, — a)(—id, — a) '
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Upravou maticovych &lenov ziskavame
id/ —id  2m(a—a)\ ([ 2Imd  4dimIma) 0 (4.82)
2m(a—a) dad —id ) \—4imIma —2Imd ) 7 '

7 toho vyplyva, ze Diracov operator D, so striktne kladnou hmotou je normélny
vtedy a len vtedy, pokial Ima = 0. Pre neutrina (m = 0) je posta¢ujicou a nutnou
podmienkou Im a = konst. Z tohto zistenia vyplyva nasledujtca veta.

Veta 4.2.1. Pre striktne kladné hodnoty m je operdtor D, normdlny prave vtedy,
ked je samozdruZens.

Obecne (neuvazujtc neutrino) by sme predpokladali, ze vlastné vektory operatoru
D, odpovedajice roznym vlastnym hodnotam budu ortogonalne vtedy a len vtedy,
ked Ima = 0. Pozrime sa v8ak na ich skalarny su¢in

(lhr) = /mwzdiﬁ- (4.83)
Pocitame integral

/<\/)\k+m Ve — ) i(eV/ X —m?+ A@) (\/@) i(e\/N—m?+A(x))

Al —

:(‘/A_k‘Fm /)\l+m+ /)\_k_m /)\l_m)/ z(y/ A —m2—V/ g 7m2 A(z)—A(z))

z)—A(z)

pokial Im a(x) = konst, potom &len €Al ) = konst a mozme ho vytknuat pred

integral, ktory uz nasledne vieme spocitat,

. N AT iw(\/Af—m2—\/ Ay~ —m?)
:(\/m\/erm\/W) gita-m | €

T

= (\/ M FmN/ N FmA/ A —m \/)\17 (A7) 2sin(m(y/ A — m? — m))
V= = X

Dosadenim za vlastné hodnoty dostdvame vyraz

(xe+ A+ 5 — /R =) e AA%mgxfj@fégml
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Vidime, ze ked Im(a) € Z potom bude skalarny suéin (¢|1;) = 0.

To znamena, Ze nebude platit ekvivalencia, Ima = 0 <= vlastné vektory v,
st ortogonalne. Dostali sme pripad, kedy staci aby bola Im a konstantna (pokojne
nenulova). Vlastné vektory v, nie st obecne ortogonéalne avSak Ima = 0 nie je
nevyhnutnou podmienkou ortogonality. Plati teda nasledujtca veta.

Veta 4.2.2. Nech 1, si vlastné vektory operdtoru D,. Ked Ima = 0 potom si 1,
ortogondlne.

4.2.3 Kvazi samozdruzenost a bazické vlastnosti

Veta 4.2.3. Operdtor D, md nasledujice vlastnosti:

(1) Pre operdtor D, plati podobnostnd transformdcia
QuDu2 " = Dy, (4.84)
kde

() (2) = (exp(i(a>9€0— iA(z)) GXp(iw);_ iA(x))) (i;) (4.85)

Ax) = /:D a(y)dy a (a) = % /” a(z)dz. (4.86)

(2) Operdtor D, je kvdzi samozdruzeny vtedy a len vtedy, ked
Im(a) =0 (4.87)

s metrickym operdatorom

©v)(x) = <exp (216nA(:c)) o (2 I?HA(x))> (Z;) . (4.88)

(3) Vlastné vektory kvdzi samozdruZeného operdtoru D, tvoria Rieszovu bdzu, ale
netvoria Barinu bdzu pokial neplati Ima = 0.

Pozndmka. Mdzeme si vSimnut, Ze operator D, je vzdy podobny normalnemu ope-
ratoru D), bezohladu na to & je Im(a) = 0.

Bod ¢&islo (1) overime analogickym sposobom ako v predoglej podkapitole. €, pred-
pokladame v tvare e/I. Riesime rovnicu

(0 o) (o "2) (0 )= (o "20):

ktora je po maticovom roznasobeni ekvivalentna rovici

m —i0, +if' —a B m —idy — (a)
(—z@x + Zf’ —a —-m ) - (—z@x _ <CL> “m ) . (490)

47



Potom

f(z) =i{a)r —iA(x) (4.91)
! _ [exp(i{a)x —iA(x)) 0
o = ( 0 exp(i(a)z — z’A(x))) ' (4.92)

b1

4 ) , kde ¢ = Q.1 sa nemenia periodické okrajové
2

Zostava nam ukazat, ze pre ¢ = (
podmienky.

wl(w)) _ (exp<m<a> - z’2w<a>>wl<w>) _
y)a(r)) = \exp(in(a) — i2r{a))iia(r)
(
(

- (eXp _?WE‘L))ZM)) , (4.93)

Y1(—)
b (_ﬁ)> . (4.94)
) = o(—m).

Pokial Ima = 0, potom je operator €2, unitarny. Operator D, je zavisly na magne-
tickom poli, reprezentovanym funkciou, tento operétor je ale unitarne ekvivalentny
operatoru s konstantnym magnetickym polom. Teda v pripade, Zze Ima = 0 nam
staci uvazovat konstantné magnetické pole. Pokial Ima # 0, operator uz nebude
unitarne ekvivalentny, ale ide o invertibilnti transforméaciu, bude podobny opera-
toru s konStantnym magnetickym polom, preto aj v tomto pripade staci uvazovat
konstantné magnetické pole.

To znamené, ze ked 1(m) = ¢ (—n) potom i ¢(7

Pozrieme sa na bod ¢islo (2) Vety 4.2.1. Predpokladajme, Ze operator D, je kvazi
samozdruZeny, to znamend, Ze plati D} = ©D,07 ! (kde O je kladny, obmedzeny
a obmedzene invertibilny metricky operator), potom je podobny samozdruZzenému
operéatoru ©:D,0" 2. Z toho plynie, ze spektrum D, musi byt redlne. Ako mdzme
vidiet spektrum operatoru D, je realne, prave ked Im(a) = 0. Naopak ked budeme
predpokladat Im(a) = 0, potom je operator D, podobny samozdruZzenému operatoru
D) a plati vztah D} = ©D,0, kde © = Q*Q), ktory sa zhoduje s (4.88).

Pre overenie bodu (8) budeme predpokladat Im(a) = 0, potom A, = \,. Vlastné
vektory ¢, (z) operatoru D, a vlastné vektory ¢, operatoru D! budu v tvare:

p(x) = \/%)\n (\/i: i_ Z) exp(iv/A2 — m?z + iA(z)), (4.95)

Vo (ﬁfﬁ - ﬁ) exp(iy/2 —mlr +id(r)).  (4.96)

Preto, (4.95) a (4.96) mozeme zapisat pomocou ortonormalnej baze {e,}ncz na
L?*((—m, 7)) a pomocou kladnej a obmedzenej funkcie £(z) na [—, 7,

¢n($) =

(4.97)



£(x) := exp(—Im A(x)) (4.98)

en(T) = \/4;_)\” (\/‘ iz i— Z) exp(iy/A2 — m?z +iRe A(z)). (4.99)
Systém {e, }nez je Gplny, preto je tplny i {w, }nez na L?((—m, 7)) a z relacie bior-
tonormality vieme, Ze je i najmensim uplnym systémom.
Vdaka tplnosti a tomu, Ze ¥, = {(z)e,(x) vieme, Ze vlastné vektory operatoru D,
s podmienkou Im({a) = 0, tvoria Rieszovu bazu na L?((—m,m)). Netvoria viak Ba-
rinu bazu pokial Ima # 0. UkdZeme, Ze biortonormalne bazy {¢,, tnez a {¢n fnez si
nie su kvadraticky blizke. Zistime normu ||v, — ¢,||,

IIz/)n—cbnll:/W ! (\/Aﬁmwn_m)( )\n+m>

T 47'(_)\” )\n —m

. e—i«/A%—mQx—iA(a:)_e—i\/)\%—m2ar—iA(x):| |:ei\/)\%—m2x+iA(x) o 6i\/)\%—m2az+iA(x):|

™1
:/ % [efQImA(z) + eQImA(z) . 2} . (4100)
Potom -
S 1 — dull? = o, (4.101)
n=1

okrem situécie, kedy Ima = 0.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaujimali o nesamozdruzené operatory zname z kvantovej me-
chaniky. V nerelativistickom pripade sme si predstavili operator hybnosti P, a Sch-
rodingerov operator H, s komplexnym magnetickym polom a. Pre pripad relativis-
tickej Castice sme sa pozreli na Diracov operdtor D, s komplexnym magnetickym
polom a.

Mame triedu operatorov, ktorych vlastné vektory odpovedajice prislusnym vlast-
nym hodnotam netvoria ziadnu z baz Hilbertovho priestoru, ktoré sme si definovali.
Za urc¢itych podmienok si vsak tieto operatory kvéazi samozdruzené. V tretej kapi-
tole sme dokazali, Ze vlastné funkcie operatoru podobného samozdruzenému tvoria
Rieszovu bazu, a kedze Rieszova baza je baza ekvivalentné k ortogonélnej baze, tak
operatory podobné samozdruzenym operatorom majua tiez dobri fyzikalnu interpre-
taciu.

Pripomenuli sme si vlastnosti nerelativistického operatoru hybnosti P, z [14] a bliz-
sie sme sktimali vlastnoti relativistického Diracovho operatoru D,. Ukazali sme si
ako vyzeraju ich vlastné ¢isla a vlastné vektory. To, Ze je operator kvazi samo-
zdruzeny obecne nie je jednoduché ukdzat, v tomto zmysle mézeme Diracov opera-
tor spolu s operatorom hybnosti povazovat za najjednoduchsie netrivialne priklady
kvéazi samozdruzenych operatorov. Zistili sme, ze D, je kvazi samozdruzeny prave
ked Im(a) = 0. Ukazali sme si, ze s touto podmienkou tvoria vlastné funkcie D,
Rieszovu bazu, ale uz netvoria Barinu bazu.

f)alej sme Studovali ortogonalitu vlastnych vektorov operatoru D,. Zistili sme, zZe
operator D, s kladnou hmotou m bude normalny vtedy a len vtedy, ked je samo-
zdruzeny, to znamena, ked Ima = 0, pre neutrino staci aby Ima = konst. Dalej
sme zistili, Ze Ima = 0 nie je nutnou podmienkou otrogonality vlastnych vekto-
rov odpovedajucich réznym vlastnym ¢islam operatoru D,, to znamené, Ze operator
D, mdze byt nesamozdruzeny a nenormalny, ale pokial bude mat imaginarne pole
ur¢itt hodnotu, st jeho vlastné vektory ortogonalne.

V tejto préaci sme Diracov operator interpretovali na kruznici, pouzivali sme peri-
odické hrani¢né podmienky, pre dalsie skimanie je mozné uvazovat neperiodické
hrani¢né podmienky. Dalsou moznonstou je uvazovat miesto intervalu (—m,7) celi
realnu osu. V takom pripade sa operator, ktory hral rolu metriky stane neobmedze-
nym operatorom.
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