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Úvod

V této práci se soust°e¤ujeme na kvark-gluonové plazma, které je n¥kdy nazývané
také novým skupenstvím hmoty. Oproti iontovému plazmatu � £tvrtému skupenství
hmoty, se odli²uje zcela zásadn¥. Namísto sm¥si kladných iont· a elektron· intera-
gujících elektromagneticky uvaºujeme sm¥s kvark· a gluon· interagujících dle pra-
videl kvantové chromodynamiky. Z teoretických p°edpov¥dí a numerických simulací
bylo jiº d°íve odhadováno, ºe p°i vysokých energiích a hustotách by mohlo vznik-
nout slab¥ vázané médium. Toto tvrzení se zejména opírá o asymptotickou volnost
kvantové chromodynamiky. Experimenty se ukázalo, ºe namísto modelu slab¥ inter-
agujícího Fermiho plynu je kvark-gluonové plazma siln¥ji vázané médium � kapalina,
navíc s extrémn¥ nízkými viskozitami.

Známky formace kvark-gluonového plazmatu byly poprvé pozorovány ve sráºkách
teºkých iont· na SPS (Super Proton Synchrotron) v CERN. Dostate£né d·kazy p°i-
nesl RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) v BNL, práv¥ zde prezentované výsledky
simulací budou odpovídat experiment·m na RHIC p°i

√
sNN = 200 GeV. Zplo²t¥lá

jádra se v experimentech sráºí necentráln¥, £ímº vytvá°ejí eliptický pro�l depono-
vané energie a po£áte£ní kvark-gluonové hmoty. Následná kolektivní expanze hmoty
v p°í£né rovin¥ lze vysv¥tlit hydrodynamickým modelem. Pouze tehdy se azimutální
rozd¥lení hadron· ze simulací shodují s pozorováními.

Studium kvark-gluonového plazmatu je rozsáhlé. V této práci se soust°edíme na hyd-
rodynamickou expanzi necentrálních sráºek a její charakterizaci pomocí tzv. veli£in
anizotropie. Tyto veli£iny postihují rozdíl dané expanze od izotropní expanze z cen-
trálních sráºek. Existuje jejich fenomenologie, kdy nejvíce pouºívané jsou prostorové
anizotropie de�nované ve více °ádech v m,n a r·zné hybnostní anizotropie postráda-
jící koherentní de�nici. Proto budeme hybnostní anizotropie a anizotropie potenciálu
nov¥ de�novat analogicky jako u prostorových anizotropií v °ádech m,n. �iníme tak
pro moºnost sledování jejich vzájemných korelací b¥hem hydrodynamického vývoje.
Kv·li studiu dynamiky nebudeme výsledky simulací st°edovat p°es události, ale ana-
lyzujeme výsledky tzv. event-by-event, tedy kaºdou událost jednotliv¥.

V první kapitole prezentujeme základní poznatky o kvark-gluonovém plazmatu �
odhad vázanosti média, vlastnosti z pozorovatelných veli£in a pr·b¥h typické rela-
tivistické sráºky teºkých iont·. Uvidíme také sestavený fázový diagram plazmatu.

Ve druhé kapitole stru£n¥ konstruujeme klasickou hydrodynamiku, abychom vid¥li
analogie p°i odvozovaní pohybových rovnic relativistické hydrodynamiky do prvního
°ádu. Zam¥°íme se i na Bjorken·v model a ukáºeme schéma pro vy²²í °ády tenzoru
energie a hybnosti. Poté bude moºné formulovat Israelovi-Stewartovi rovnice, jak je
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implementováno v námi pouºitém numerickém hydrodynamickém °e²i£i vHLLE.

Ve t°etí kapitole náhlédmene do zavedených de�nic prostorových a hybnostních ani-
zotropií. P°edstavíme obecn¥j²í de�nici hybnostní anizotropie v °ádech m,n spolu s
anizotropií potenciálu. Navíc vy°kneme domn¥nku o vztahu anizotropií a fázových
prom¥nných hydrodynamického systému.

Ve £tvrté kapitole popí²eme pouºitý hydrodynamický kód vHLLE a generátor po£á-
te£ních podmínek GLISSANDO 2. Do hydrodynamického kódu vHLLE implemen-
tujeme monitorování hybnostních a prostorových anizotropií. Výstupem programu
jsou i vybraná dvoudimenzionální hydrodynamická pole.

V poslední kapitole analyzujeme výsledky hydrodynamických simulací 200 event· s
r·znými �uktuujícími po£áte£ními podmínkami, nastavení odpovídá sráºkám Au +
Au p°i

√
sNN = 200 GeV a 30-40 % centralit¥ na urychlova£i RHIC.
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Kapitola 1

Kvark-gluonové plazma ve sráºkách
t¥ºkých iont·

V centru na²eho zájmu se nachází médium existující v extrémních teplotách a hus-
totách � kvark-gluonové plazma, pouºívejme ozna£ení QGP � quark-gluon plasma.
Dle názvu se jedná o sm¥s siln¥ interagujicích kvark· a gluon·, které díky své vy-
soké kinetické energii jiº nejsou vázany v hadronech. Ur£ité analogie lze pozorovat i
s �klasickým� iontovým plazmatem.

V této kapitole nastíníme teoretické p°edpov¥di existence QGP a jeho prvotn¥ od-
hadovaných vlastnostní. Protoºe QGP je statisticky popsatelný systém, tak nahléd-
neme na jeho fázový diagram. Dále na experimentální realizace QGP v ultrarela-
tivistických jádro-jaderných sráºkách na urychlova£i RHIC a na záv¥ry analýzy z
pozorovatelných veli£in.

1.1 Nové skupenství hmoty

Dle kosmologických pozorování a výsledk· standardního modelu £ásticové fyziky se
p°edpokládá, ºe na po£átku ná² vesmír expandoval ze singularity spojené s extrém-
ními hustotami a teplotami. QGP (spolu s leptony) tvo°ící obsah tohoto raného
vesmíru chladlo s postupnou Hubblovskou expanzí aº po tzv. kritickou teplotu Tc.
Poté kvarky a gluony rekombinovaly do jiº beºn¥ pozorované hadronové hmoty [1].

Kritická teplota Tc ∼ 150 MeV byla ur£ena v Hagedornových pracích zabývajících
se hadronovým plynem. Není náhodou, ºe je tato kritická teplota blízko hmotností
nejleh£ích mezon· � π0, π± s hmotou okolo 134 MeV a 139 MeV. Hagedornova teplota
byla interpretovaná jako limitní teplota hmoty, kdy zvy²ování teploty by vedlo pouze
na produkci nových, teº²ích £ástic.

V rámci interakcí v médiu uvaºujeme pouze silnou sílu mezi kvarky (u, d, s, . . . ) a
gluony °ídící se kvantovou chromodynamikou (QCD). Brzy po objevu asymptotické
volnosti QCD bylo z°ejmé, ºe p°i dostate£ných teplotách by mohla kvark-gluonová
sm¥s tvo°it slab¥ vázaný systém podobný Fermiho plynu [7]. Asymptotická volnost
QCD odpovídá efektu zeslabování vazebné konstanty αs (relativní síla interakce) na
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Obrázek 1.1: K°ivka závislosti (1.1). Nenechme se zmást uspo°ádáním energie na ho-
rizontální ose. Je tak u£in¥no kv·li nep°ímé úm¥°e energie participant· a interak£ní
vzdálenosti d, kdy interak£ní vzdálenost roste nyní p°irozen¥ zleva doprava. [8]

malých vzdálenostech. Malé vzdálenosti interakce se dosahuje vysokou energií (viz.
Obr. 1.1), coº pro statistický systém odpovídá vysokým teplotám. Závislost vazebné
konstanty na energii je

αs ∝ ln−1
(
E2

Λ2
), (1.1)

kde Λ je experimentáln¥ odvozený parametr a stejn¥ jako konstatna úm¥ry v (1.1)
je závislá na po£tu energeticky dostupných v·ních kvark·. P°ihlédneme-li navíc k
charakteru nasycení silných sil, tak se lze domnívat, ºe nad T > Tc se kvarky za£nou
chovat jako �volní� konstituenti média.

Nap°íklad dle práce [9] lze teoreticky odhadnout míru vázanosti QGP, tj. zdali se
jedná o slab¥ £i siln¥ vázané médium. Pro iontové plazma de�nujeme Coulomb·v
parametr vázanosti :

Γ =
⟨Epot⟩

⟨Ekin⟩
, (1.2)

kde s Coloumbovskou interakcí elektrických náboj· Q v typických vzdálenostech
d máme v p°irozených jednotkách Γ = Q2/Td. Jelikoº lze odhadnout vzdálenost
d ≃ (nk)−1/3 z hustoty interagujících konstituent· nk, poté je Coloumb·v parametr
vázanosti Γ = Γ(T,nk), tj. funkcí teploty a hustoty konstituent·. Parametr Γ má
jednoduchou interpretaci [9]:

� Γ << 1 je plazma tém¥° neinteragujicí systém,

� Γ > 1 je plazma siln¥ vázané,

� Γ ∈ ⟨10,32⟩ °íkáme, ºe plazma je v kapalné fázi,

� Γ > 172 lze o£ekávat fázový p°echod do pevného skupenství.
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Realizujme p°ede²lou analogii míry vázanosti pro QGP. Namísto elektrických náboj·
konstituent· uvaºujme sou£in Casimirova invariantu silné interakce C a vazebné
konstanty αs [9]. Vztah (1.2) lze pro QGP zapsat jako:

Γs =
Cαs
Td

, (1.3)

kde Casimir·v invariant nabývá pro kvarky hodnoty Cq = 4/3 a pro gluony Cg = 3.

Ze známého vztahu pro polom¥r jádra r = r0A
1
3 v závislosti na po£tu nukleon· A

(r0 = 1.25 fm) lze snadno odhadnout pr·m¥rnou vzdálenost nukleon· ve velkých
jádrech. Pro zlato s A = 197 máme

dn = n
− 1

3
n = (

4
3πr

3

A
)

1
3

≃ 2 fm,

kde nn je hustota nukleon· v jád°e zlata, dovolíme-li si odhadnout hustotu kvark· nq
jako nq ≃ 3nn, které nesou ve²kerou hmotu nukleonu, pak typická vzdálenost kvark·
£iní dq ≃ 1,4 fm. Vyuºijme dq spolu s C = (Cq +Cg)/2 a rozsahem αs ∈ ⟨0,2; 0,5⟩ ve
vztahu (1.3), poté je hodnota Coulombova parametru vázanosti QGP:

Γs ∈ ⟨3,5; 10,7⟩.

Srovnáme-li tento výsledek s hodnotami Γ pro iontové plazma, tak QGP odpovídá
siln¥ vázanému systému na hran¥ kapalné fáze.

Tyto odhady jsou v²ak naivní, jelikoº neuvaºují nezanedbatelnou £ást hmoty QGP
� mo°ské kvarky.

Prozra¤me zde, ºe z pozorování experiment· na urychlova£i RHIC (Relativistic
Heavy Ion Collider) v BNL (Brookhaven National Laboratory), USA byla ze spekter
hadron· ur£ena hustota energie v QGP ε ≃ 5 GeV/fm3 (v jád°e ≃ 0,16 GeV/fm3)
[11]. Z této hustoty energie lze odhadnout vzdálenost konstituent· d ≃ 0,5 fm. Míra
vázanosti QGP je poté Γs ∈ ⟨10,30⟩, coº jiº zcela odpovídá kapalné fázi plazmatu.

1.1.1 Fázový diagram

V rámci statistických simulací kvantového systému na m°íºi1 bylo moºné získat n¥ko-
lik zákládních charakteristik QGP. V popisu vyuºíváme termodynamické makrosko-
pické veli£iny, jako jsou hustota energie ε, tlak p, chemický potenciál µB, £i entropie
s, které p°es mikrostavy st°edují dané QCD interakce. Zm¥na charakteru interakcí
v závislosti na energii participant· dle (1.1) m·ºe vést na fázové p°echody makro-
skopického popisu.

Nahlédn¥me, ºe Hagedornova teplota Tc ≃ 150 MeV odpovídá dle ε ∼ (7 ± 1)T 4 [12]
hustot¥ energie εc ≃ 1 GeV/fm3. Vzhledem k odhadovaným vzdálenostem konstitu-
ent· na po£átku formace QGP ∼ 1 fm to koresponduje i s hrani£ní energií E ∼ 1
GeV p°i αs ≃ 1 (viz. Obr. 1.1).

1Kvantové výpo£ty na m°íºi � numerická realizace statistického popisu kvantového systému.
Záv¥ry simulací jsou extrapolované výsledky z dostupných rozli²eních m°íºe.
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Obrázek 1.2: Závislost pom¥ru ε/T 4 na relativní teplot¥ T /Tc. Barevné ²ipky v pra-
vém horním rohu zna£í p°islu²né limity (1.4). [13]

P°i vysokých teplotách p°edpokládáme, ºe se ²kálovaná hustota energie ε/T 4 a tlak
p/T 4 budou asymptoticky blíºit limit¥ odpovídající relativistickému plynu [15]:

ε

T 4
=

3p

T 4
= (16 +

21

2
nf)

π2

30
, (1.4)

kde nf je po£et uvaºovaných v·ní v modelu. Z°ejm¥ zde vyuºíváme stavové rovnice
relativistického plynu ε = 3p. Na Obr. 1.2 vidíme pr·b¥h pom¥ru ε/T 4 v závislosti na
relativní teplot¥ T /Tc. Je patrný prudký r·st v okolí T = Tc, který odkazuje na moºný
spojitý fázový p°echod média, poté se jiº pom¥r ε/T 4 pomalu p°ibliºuje k limit¥ (1.4).
Pom¥r p/T 4 v závislosti na teplot¥ lze vid¥t na Obr. 1.3. Termodynamické veli£iny
se na ²kále T ≃ (2 − 4)Tc li²í od t¥ch pro relativistický neinteragující plyn o zhruba
15 % [13], coº je ve shod¥ s p°edstavou o p°etrvávajících interakcích kvark·.

Po teoretických i experimentálních studiích r·zných fází QGP v závislosti na teplot¥
a chemickém potenciálu µB bylo moºné sestavit fázový diagram QGP na Obr. 1.4.
Chemický potenciál postihuje rovnováhu hmoty a antihmoty v médiu. Stav µB ∼ 0
odpovídá ekvivalentnímu zastoupení hmoty a antihmoty. µB > 0 signalizuje p°evahu
hmoty. P°edpokládáme symetri£nost fázového diagramu, proto neuvaºujeme £ást
pro µB < 0, odpovídající v¥t²ímu zastoupení antihmoty.

Na Obr. 1.4 m·ºeme pro nízké teploty a vysoké hustoty hmoty µB ∼ 1 GeV po-
zorovat odhadované fáze vázaného obsahu jádra neutronových hv¥zd, £i barevného
supravodi£e [16]. Ve stavu T ∼ 0 GeV a µB ∼ 0,93 GeV se nachází beºná hmota. Stav
vakua odpovídá T ∼ 0 GeV a µB = 0 GeV. Z libovolné hodnoty µB lze zvy²ováním
teploty dosáhnout ze d°íve hadronového obsahu fáze QGP.

Zp·sob p°echodu do kvark-gluonové fáze není uni�kovaný. Plná £ára na Obr. 1.4 u
hadronové fáze p°edstavuje fázový p°echod prvního druhu. P°eru²ovaná £ára od kri-
tického bodu zna£í spojitý fázový p°echod korespondující s chováním hustoty energie
z Obr. 1.2.
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Obrázek 1.3: Závislost pom¥ru p/T 4 na teplot¥ T . Barevné ²ipky v pravém horním
rohu zna£í p°islu²né limity (1.4). [13]

Obrázek 1.4: Fázový daigram hadronové hmoty. [13]
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Obrázek 1.5: Schématický relativistický vývoj a r·zné fáze QGP p°i jádro-jaderných
sráºkách. Upraveno a p°evzato z [16].

Nápisy �LHC� a �RHIC� na spojitém fázovém p°echodu (na Obr. 1.4) zna£í místa
p°echodu z fáze QGP do fáze hadronového plynu na uvaºovaných urychlova£ích.
Vidíme, ºe se zvy²ující se energií sráºky se µB blíºí k nule. Je to dáno produkcí
hmoty a antihmoty z deponované energie ve sráºce ∝

√
sNN , která je mnohem v¥t²í

neº klidová energie baryonové hmoty nalétávajících jader

1.2 Pr·b¥h experiment· ultra-relativistických jádro-

jaderných sráºek

V jádro-jaderných sráºkách na RHIC (
√
sNN ≤ 0,2 TeV), £i LHC(

√
sNN ≤ 5,52

TeV) jiº bylo moºné º°eteln¥ji pozorovat známky formace QGP [23]. Soust°e¤me se
zejména na £ást QGP ve st°ední rapidit¥ (∣η∣ < 0,1) � £ást QGP v blízkosti z ∼ 0
(viz Obr. 1.5). P°edpokládejme st°ední centralitu2 sráºky ∼ 50%. Shr¬m¥ si zde
pr·b¥h takového experimentu i s pomocí Obr. 1.5 (vyuºijme vlastního £asu QGP
τ =

√
t2 − z2).

� Pro τ < 0 ve spodní, �alové £ásti grafu pozorujeme nalétávající jádra olova,
která jsou Lorentzovsky kontrahovaná do tém¥° plochých disk·. Tento jev
navíc s dilatací £asu lze popsat modelem Color Glass Condensate (CGC) �
husté st¥ne barevného náboje se speci�ckými vlastnostmi kondenzát· [3].

� V míst¥ z = 0 a £ase τ = 0 ≡ τ0 se sráºí plochá jádra, kdy v p°ekryvu do-
chází k pruºným i nepr·ºným sráºkám jejich nukleon· (produkce vysoko-
energetických sond). P°i oddalování jader se barevn¥ excituje vakuum a z ener-
gie zpomalování jader vznikají kvarky, antikvarky a glouony � QGP.

2Centralita udává míru p°ekryvu diskových jader p°ed sráºkou a je v blízkém vztahu ke sráºko-
vému parametru b. 0% centralita paradoxn¥ udává maximální p°ekryv jader, p°i 100% centralit¥
se jádra míjí.
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Obrázek 1.6: Typické úhlové rozd¥lení hadron· pro hybnostní interval 1,2 < pT < 1,4
GeV/c. Sráºky Au+Au

√
sNN = 200 GeV, RHIC experiment PHENIX. [21]

� Do £asu okolo τ = 1 fm/c se médium vytvá°í a termalizuje � vyrovnávání
termodynamické teploty v celém objemu.

� Mezi £ervenou a zelenou fází probíhá hydrodynamická expanze, která eliptic-
kou prostorovou anizotropií εx2 deponované energie E transformuje do eliptické
hybnostní anizotropie QGP εp2 (°ádné de�nice v Kap. 3). Coº odpovídá skute£-
nosti, ºe tok hmoty je p°eváºn¥ ve sm¥ru nejv¥t²ího gradientu tlaku (v okolí
je vakuum), tj. ve sm¥ru krat²í poloosy £ervené elipsy.

� V zelené £ásti grafu probíhá jiº zmi¬ovaná rekombinace kvark· v hadrony p°i
kritické teplot¥, tzv. chemické vymrznutí. Jev rekombinace v hadrony probíhá
postupn¥ jiº b¥hem expanze na vn¥j²ím povrchu QGP, nyní v²ak vymrzne jiº
celý objem (τ ∼ 7 fm/c).

� Mezi zelenou a modrou fází spolu vzniklé hadrony a jejich rezonance interagují
a tvo°í slab¥ vázaný hadronový plyn. S postupnou expanzí v²ak interakce
slábnou, aº v modré fázi neinteragující hadrony voln¥ opou²t¥jí oblast sráºky
� kinetické vymrznutí a dále putují do detektor· experimentu.

Jak vidíme, p°ede²lá hydrodynamicky se budující eliptická hybnostní anizotropie
vede po chemickém vymrznutí na eliptickou asymetrii v toku hadron· (modré ²ipky
na Obr. 1.5). Tento asymetrický tok dokáºeme detektory pozorovat (viz Obr. 1.6)
a lze popsat sadou Fourierových koe�cient· úhlového rozd¥lení hadron· vn v rovin¥
x × y p°i z ∼ 0.

Nahledn¥me je²t¥ na Obr. 1.7, kde v £ase nejd°íve vidíme rychlou termalizaci média
spojenou s rozru²ováním vazeb v nukleonech (strmá p°eru²ovaná £ára). Následná
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Obrázek 1.7: �asový vývoj pr·m¥rné teploty v QGP. P°eru²ované £áry zna£í hranice
pouºitelnosti a relevance termodynamické teploty. [13]

fáze QGP, poté hadronizace spojená s chemickým vymrznutím a nakonec kinetické
vymrznutí.

Nyní se zam¥°íme na d·leºité pozorování z m¥°itelných veli£in na urychlova£i RHIC,
které vedly k uznání objevu QGP v roce 2005.

1.2.1 Charakterizace kolektivního toku

Zde studujme úhlové rozd¥lení detekovaných hadron·. Kolektivním tokem je my²len
jev, kdy je pozorovaná nadmíra produkce £ástic v konkrétním sm¥ru. Tato anizotro-
pie podporuje teorii o hydrodynamickém vývoji QGP z eliptického pro�lu hustoty
energie.

Pokud by v²ak podle prvotních p°edpoklad· bylo QGP slab¥ interagující plyn, po-
zorovali bychom izotropní produkci hadron· (vn = 0) i p°es po£áte£ní eliptický pro�l
hustoty energie.

Pro kvanti�kaci tohoto kolektivního chování v rovin¥ x × y vyuºijme Fourierových
koe�cient· vn z rozvoje úhlové £ásti rozd¥lení produkovaných hadron· dN/dydφdpT ,
tedy:

dN

dydφdpT
=

dN

dydpT
(1 + 2v1(pT ) cos[φ −Ψ1] + 2v2(pT ) cos[2(φ −Ψ2)] + . . . ), (1.5)

kde vn =
∫ dφ cos[n(φ −Ψn)]

dN
dydφdpT

∫ dφ dN
dydφdpT

= ⟨cos[n(φ −Ψn)]⟩ (1.6)

a Ψn =
1

n
arctan

⟨pT sinnφ⟩

⟨pT cosnφ⟩
, pT =

√
p2
x + p

2
y. (1.7)

Koe�cient v1 nyní m¥°í sm¥rovaný tok � vy²²í produkce v jednom sm¥ru. v2 se nazývá
eliptický tok � vy²²í produkce ve dvou protilehlých sm¥rech. Vy²²í °ády vn jsou
z°ejm¥ interpretovatelné. Na levém grafu Obr. 1.8 m·ºeme vid¥t m¥°ené koe�cienty
v2 pro r·zné energie sráºek Au + Au, £i Pb + Pb, p°i �xní centralit¥ 20-30%.
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Obrázek 1.8: Vlevo: Závislost eliptického toku v2 na energii sráºky
√
sNN z n¥kolika

experiment·. Data jsou pro ∼ 20−30% centralitu a Au + Au, £i Pb + Pb. Vpravo:
Diferenciální eliptický tok v2 v závislosti na p°í£né hybnosti pT . V porovnání sráºky
Pb + Pb p°i

√
sNN = 2,76 TeV (barevné symboly) a Au + Au p°i

√
sNN = 200 GeV

(²edivé línie). [1]

Pro nízké energie (
√
sNN < 3 GeV) je pr·b¥h v2 zejména ovlivn¥n pohybující se

p°ebyte£nou hmotou neinteragujících nukleon·, tzv. spektátor·. Dále jiº eliptický
tok roste logaritmicky s energií sráºky

√
sNN .

Na pravém grafu Obr. 1.8 vidíme diferenciální eliptický tok nabitých £ástic v po-
rovnání dvou sráºek: Pb + Pb p°i

√
sNN = 2,76 TeV a Au + Au p°i

√
sNN = 200

GeV. Toto diferencování rozd¥lí eliptický tok na p°ísp¥vky od £ástic s blízkými p°í£-
nými hybnostmi. Ze závislostí v2 na centralit¥ a energii sráºky

√
sNN lze konstatovat

konzistentní výsledky s p°edpokladem o syntetizaci v¥t²ího objemu QGP.

Zásadním poznatkem studia charakteristik úhlového rozd¥lení vn byla jejich ²kálo-
vatelnost dle kvarkového obsahu. Na Obr. 1.9 vidíme eliptický tok r·zných hadron·
� π±, p+ p̄, Λ+ Λ̄, . . . , s podmínkou ∣∆y∣ < 0,9 na zapo£tení do statistiky. Nejzajíma-
v¥j²í jev je º°ejmé d¥l¥ní mezonových a baryonových hladin. Pokud zkusíme ²kálovat
p°islu²né eliptické toky v2 a p°í£nou hybnost pT dle kvarkového obsahu nq jako v2/nq
a pT /nq, tak získáme univerzální k°ivku pro v²echny hadrony (viz Obr. 1.10). Al-
ternativn¥ vyuºíváme p°í£nou kinetickou energii KET =

√
m2 + p2

T −m, která potírá
váhové rozdíly hadron·, díky tomu jsou k°ivky v2/nq v závislosti na KET bliº²í.

Vlastnosti v2/nq a KET /nq jsou interpretovány jako d·sledek kolektivní propagace
hybnostních anizotropií v QGP, ta je poté úm¥rn¥ svému kvarkovému obsahu (kvark-
gluonovému obsahu) transformována do hybnostních anizotropií hadron·.

Simulace reprodukují data m¥°ených vn pouze za p°edpokladu, ºe je QGP rychle
termalizované médium s nízkou viskozitou.
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Obrázek 1.9: Eliptický tok v2 pro r·zné hadrony ve vybraných centralitách z expe-
rimentu ALICE na LHC. Sráºky Pb + Pb v centrální rapidit¥ (∣y∣ < 0,5) p°i energii
√
sNN = 2,76 TeV. [18]
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Obrázek 1.10: �kálovaný eliptický tok v2/nq v·£i pT /nq, resp. KET /nq. Sráºky Au
+ Au p°i

√
sNN z experimentu STAR na urychlova£i RHIC [19]

.

1.2.2 Produkce £ástic z termální rovnováhy

Po termalizaci kvark-gluonového obsahu lze zavést krom¥ teploty T = T (x), chemic-
kého potenciálu µi = µi(x) pro kaºdého i−tého konstituenta také £ty°vektor rychlosti
uµ = uµ(x) v bod¥ £asoprostoru x [22]. Uvaºme, ºe v termalizovaném QGP jsou £ás-
tice i−té komponenty rozd¥leny dle termálního rozd¥lení

fi(pνu
ν , T, µi) =

1

e
pνuν−µi

T ± 1
(1.8)

pro fermiony, resp. bosony. (1.8) °ídí po£et i−tých konstituent· v dané energii
pνuνLKS = p0u0 = E. Sm¥r kolektivního toku uµ je ur£en dle hydrodynamického
vývoje (viz Kap. 2).

Soustavné vymrzání �reballu na svém vn¥j²ím povrchu, resp. absolutní vymrznutí
objemu, vyºaduje transformaci termálního rozd¥lení (1.8) s hydrodynamickým to-
kem uµ do hybnostních spekter pozorovaných £ástic. Pro tyto pot°eby vyuºijme
Cooperovy-Fryeovy metody, kdy rozd¥lení hybnosti i−tých £ástic získáme dle p°ed-
pisu

E
dNi

d3p
=

1

(2π)3 ∫Σf
dΣµ

fpµfi(pνu
ν , Tkin, µi), (1.9)

kde vidíme z°ejmou prostorovou integraci rozd¥lovací funkce (1.8). Uvaºujeme t°í-
dimenzionální nadplochu Σf na hranici relevantnosti hydrodynamického popisu. Je
de�nována jako plocha konstantní teploty kinetického vymrznutí Tkin ∼ 120 MeV
(lze zavést de�nici i skrze hustotu energie). V centrálních sráºkách lze díky symet-
riím redukovat £asoprostorovou závislost nadplochy Σf na vlastní £as τ a p°í£nou
vzdálenost r =

√
x2 + y2 [2]. Tyto zbylé prom¥nné jsou na sob¥ závislé a jejich vztah

parametrizujeme k°ivkou vymrznutí

τ = τ(α), r = r(α) (1.10)
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Obrázek 1.11: K°ivka vymrznutí p°i konstantní teplot¥ Tkin = 120 MeV pro centrální
Pb+Pb sráºky v energiích LHC, tj.

√
sNN ∼ 7 TeV. Jsou porovnány t°i k°ivky

odpovídající r·znému pom¥ru viskozity ku entropii η/s. �edá k°ivka odpovídá η/s =
0, modrá k°ivka η/s = 0,08 a oranºová η/s = 0,3. �ipky znázor¬ují radiální rychlost
na k°ivce vymrznutí p°i η/s = 0,08. [2]

v rovin¥ τ × r s parametrem α ∈ ⟨0,1⟩. K°ivka p°edstavuje £asovou závislost vzdále-
nosti r = r(τ) plochy konstantní teploty Σf a st°edu �reballu. P°íklad této k°ivky
lze vid¥t na Obr. 1.11.

�ádaná hybnostní spektra S0 lze získat vyintengrováním vztahu (1.9) p°es azimutální
úhel ϕ (v rovin¥ x × y) a prostorovou rapiditu (viz Kap. 2). Porovnání získaných
spekter s experimentem lze vid¥t na Obr. 1.12. Blízká shoda poukazuje na produkci
£ástic z termální rovnováhy dle vý²e nazna£eného postupu.
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Obrázek 1.12: Porovnání spekter hydrodynamického modelu s termálním rozd¥lením
a dat z experimentu PHENIX, RHIC Au+Au. Vlevo: Hybnostní spektra pion·,
kaon· a proton· v 5-10% centralit¥. Vpravo: Hybnostní spektra pion· pro r·zné
centrality. [1]

.
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Kapitola 2

Hydrodynamika kvark-gluonového
plazmatu

Nyní budeme formulovat relativistickou hydrodynamiku ve £ty°dimenzionálním £a-
soprostoru tak, aby v nerelativistické limit¥ korespondovala s klasickým hydrodyna-
mickým popisem. Pro lep²í analogie proto nejd°íve stru£n¥ nahlédn¥me na klasický
hydrodynamický popis kapaliny. Velká £ást této kapitoly je s modi�kacemi citována
z p°ede²lé práce [33] zkoumající metody nelineární dynamiky pro ultrarelativistické
jaderné sráºky.

2.1 Klasická hydrodynamika

Pro klasickou hydrodynamiku vyuºíváme Eulerovy metody popisu. Tedy uvaºujeme
pole rychlostí v = v(x, t), které interpretujeme jako rychlost konstituenta nacházející
se v £ase t v bod¥ x ∈ Rn. Polohu konkrétního konstituenta nemá smysl uvaºovat,
pouze objem, který kontinuum zaujímá a sadu relevantních polí. Stav systému je
ur£en rychlostím polem v = v(x, t), a skalárními poli tlaku p = p(x), £i hustoty
ρ = ρ(x), kde x ∈ V . Jedná se o spojitý nekone£n¥ dimenzonální dynamický systém.

2.1.1 Hydrostatika

Uvaºujme objem kontinua V ohrani£eného uzav°enou plochou f . V hydrostatické
rovnováze poºadujeme, aby výslednice vn¥j²ích sil F a výsledný moment sil M
p·sobících na objem V byly nulové, tj. ve sloºkách

Fi = ∫
V
Fi dV + ∮

f
Ti df = 0, (2.1)

Mi = ∫
V
εijkxjFk dV + ∮

f
εijkxjTk df = 0, (2.2)

kde Fi jsme ozna£ili i−tou sloºku objemových sil a Ti plo²ných sil. Tyto dv¥ sloºky
jsou na sob¥ nezávislé.

27



Objemové síly Fi p·sobí p°ímo na uvaºovaný objem dV ⊂ V a nezávisí na silovém
p·sobení v okolí dV . Tyto síly jsou zp°ost°edkovány silovými polemi prostupujicími
kontinuum (nap°. elektromagnetické, gravita£ní . . . ). Plo²né síly Ti jsou vztaºeny
pouze k silovému p·sobení na hranici objemu f , a to zejména kontaktním zp·sobem.
Mají v²ak vliv i uvnit° kontinua, jelikoº uvaºují vazby mezi sousedními elementy
objemu. Tento fakt bude z°ejm¥j²í po zavedení tenzoru nap¥tí.

De�nice: Tenzor nap¥tí σ de�nujme vztahem

T = σ ⋅n, resp. ve sloºkách Ti = σiknk, (2.3)

kde n je normálový vektor k dané plo²ce.

Krom¥ povrchových sil je v²ak tenzor nap¥tí de�nován i uvnit° objemu, £ímº odráºí
vnit°ní projevy vn¥j²ích sil a charakterizuje p°enos impulzu v médiu. Jsme schopni
pro libovolnou plo²ku v objemu V s normálou n explicitn¥ vypo£íst d·sledek p·so-
bení plo²ných sil jako σ ⋅n.

Z (2.1),(2.2) lze vyuºitím de�nice tenzoru nap¥tí (2.3) získat základní rovnice hyd-
rostatiky

Fi +
∂σik
∂xk

= 0, (2.4)

εijkσkj = 0. (2.5)

Druhá z rovnic, tj. (2.5), je pouze podmínkou na symetri£nost tenzoru nap¥tí σ.
První rovnici p°epi²me do vektorového tvaru:

F +∇ ⋅σ = 0. (2.6)

2.1.2 Pohybové rovnice

Z hydrostatické rovnice (2.6) získejme hydrodynamické pohybové rovnice vyuºitím
d'Alembertova principu. De�nujme setrva£nou sílu

F in
= −%

dv

dt

p·sobící na konstituenty kapaliny vztaºené k hustot¥ % (zachovávající se veli£ina).
Proti setrva£né síle p·sobí rovnováºné síly o stejné velikosti, tj.

−F in
= %

dv

dt
= F +∇ ⋅σ, (2.7)

resp. ve sloºkách − F ini = %
dvi
dt

= Fi +
∂σik
∂xk

. (2.8)

Neuvaºujeme-li objemové síly F , tak lze pohybové rovnice ve vektorovém tvaru
p°epsat:

v̇ =
1

%
∇ ⋅σ. (2.9)

Explicitní podoba pohybových rovnic (2.9) závisí na pouºitém tvaru tenzoru nap¥tí
σ.
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2.1.3 Tenzor nap¥tí

Víme, ºe tenzor nap¥tí σ = σ(x, t) musí být symetrický a de�nován uvnit° i na
povrchu objemu kapaliny V .

Jelikoº popisujeme fyzikální deterministický dynamický systém, tak musí být tenzor
nap¥tí závislý pouze na fázových prom¥nných v daném £ase t. Fázové prom¥nné jsou
rychlost v = v(x, t), zachovávající se veli£iny � zde hustota % = %(x, t) a pop°ípad¥
dal²í termodynamické veli£iny ϕ = ϕ(x, t). Tenzor nap¥tí je tedy implicitn¥ závislý
na prostoru a £ase jako σ = σ(v, %,ϕ).

Zam¥°me se na to, jak lze zkonstruovat tenzor energie a hybnosti. V rámci klasické
hydrodynamiky nem·ºe platit σ ∼ v ⊗ v, nebo. σ ∼ ∣v∣I, protoºe síly by mohly
být r·zné pro dv¥ inerciální vztaºné soustavy. Tedy by nebyla spln¥na invariantnost
dynamiky, resp. sil v·£i pozorovateli. Z této podmínky vyuºíváme zejména gradient
rychlosti ∇v, který je v·£i r·zným inerciálním soustavám invariantní, jelikoº uvaºuje
pouze prostorové rozdíly v rozloºení rychlosti, av²ak ne absolutní hodnoty rychlosti.

Gradient rychlosti lze rozd¥lit na symetrickou a antisymetrickou £ást S a A jako

∇v =
1

2
(∇v + (∇v)T) +

1

2
(∇v − (∇v)T) = S +A.

Protoºe samotný tenzor nap¥tí je symetrický tenzor druhého °ádu, p°edpokládáme
pouze symetrickou £ást gradientu rychlosti S.

Vytvo°me rozvoj tenzoru nap¥tí jako

σ ≃ κ0I + κ1S + κ2S
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + κlS

l =
l

∑
i=0

κiS
i, (2.10)

kde κi = κi(S). Tento rozvoj v gradientech aproximuje tenzor nap¥tí, av²ak pouze v
blízkosti hydrostatické rovnováhy. Lze vyuºít i jiných rozvoj· v (2.10), námi pouºitý
v mocninách symetrické £ásti gradientu rychlosti je jeden z jednodu²²ích.

Pohybové rovnice získáváme z p°edpisu (2.9) a jsou p°ímo závislé na tvaru tenzoru
nap¥tí. Vy²²í °ády pohybových rovnic, které postihují sloºit¥j²í dynamiku, získáme
uváºením více £len· z rozvoje (2.10).

2.1.4 Eulerovy rovnice

V nejniº²í aproximaci volíme tvar tenzoru nap¥tí jako

σ = κ0I = (α + λ∇ ⋅ v)I,

kde α = α(x) a λ = konst. Lze ukázat, ºe p(x) = −α(x). Ekvivalence obou veli£in je
spln¥na pouze pro velké objemy a v blízkosti hydrostatické rovnováhy. P°i dynamic-
kých jevech je pot°ebné zavést tzv. efektivní tlak pef , který odpovídá m¥°itelnému
tlaku.

Pohybové rovnice bez objemových sil jsou dle (2.9):

v̇ =
1

%
(∇p + λ∇(∇ ⋅ v)) (2.11)
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pro vazkou kapalinu. Pro nevazkou ideální kapalinu λ = 0, £i nestla£itelnou kapalinu
∇ ⋅ v = 0 Eulerovy pohybové rovnice splývají v

v̇ =
1

%
∇p. (2.12)

Vybranou pohybovou rovnici je t°eba je²t¥ doplnit o rovnici kontinuity

∂%

∂t
+∇ ⋅ (%v) = 0 (2.13)

a stavovou rovnici p = p(%) svazující tlak a hustotu. Odtud máme t°i pohybové
rovnice pro sloºky rychlosti, rovnici kontinuity (2.13) a stavovou rovnici pro p¥t
neznámých v, p, %, coº dohromady tvo°í nekone£n¥ dimenzionální dynamický sys-
tém v prom¥nné x ∈ V . Pro konzervativní systémy m·ºeme navíc uvaºovat i zákon
zachování energie.

2.1.5 Navierovy-Stokesovy rovnice

Dal²ím zobecn¥ním v rámci rozvoje (2.10) je tenzor nap¥tí ve tvaru

σ = κ0I + κ1S = (−p + λ∇ ⋅ v)I + 2µS = (−p + λ∇ ⋅ v)I + µ(∇v + (∇v)T), (2.14)

kde µ = konst. Zde tedy zna£íme p = −α.

Vyuºitím tenzoru nap¥tí (2.14) v (2.9) získáme Navierovy-Stokesovy rovnice bez
objemových sil:

v̇ =
1

%
( − ∇p + (λ + µ)∇(∇ ⋅ v) + µ∆v), (2.15)

resp. ve sloºkách v̇i =
1

%
( −

∂p

∂xi
+ (λ + µ)

∂2vk
∂xi∂xk

+ µ
∂2vi
∂x2

k

). (2.16)

2.2 Relativistická hydrodynamika

Relativistickou hydrodynamiku budujeme pro popis vysokoenergetických systém·
jako je nap°. QGP v jádro-jaderných sráºkách.

Dále v textu pouºívejme p°irozené jednotky, kdy h = c = kB = 1 a metrický tenzor
tvaru gµν = diag(−1,1,1,1). Neuvaºujme tepelné ani kvantové �uktuace ve smyslu
�uktua£n¥ disipa£ního teorému.

2.2.1 Tenzor energie a hybnosti

Jelikoº v £asoprostoru jsou obecn¥ svázány prom¥nné energie a hybnosti jako nap°.
u £ty°vektoru rychlosti uµ. Lze o£ekávat, ºe zobecn¥ní tenzoru nap¥tí σik bude
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tenzor rozm¥ru 4 × 4 a krom¥ prostorové £ásti σik implikující zm¥ny hybnosti, bude
obsahovat i £leny vázající zm¥ny hustoty energie a hybnosti.

Jak víme [20], tak pro systém popsán Lagrangeovou hustotou L jsou Lagrangeovy
pohybové rovnice tvaru

∂

∂xµ
(
∂L

∂qa,µ
) −

∂L

∂qa
= 0, (2.17)

kde index a ∈ n̂ zna£í danou obecnou sou°adnici qa a qa,µ ≡
∂qa
∂xµ . Vynásobením n

rovnic (2.17) prom¥nnou qa,ν a jejich se£tením získáme

∂L

∂qa
qa,ν =

∂

∂xµ
(
∂L

∂qa,µ
)qa,ν =

∂

∂xµ
(
∂L

∂qa,µ
qa,ν) −

∂L

∂qa,µ

∂qa,ν
∂xµ

,

coº lze p°epsat
∂L

∂qa

∂qa
∂xν

+
∂L

∂qa,µ

∂qa,ν
∂xµ

=
∂

∂xµ
(
∂L

∂qa,µ
qa,ν). (2.18)

Protoºe z°ejm¥ ∂qa,ν
∂xµ =

∂qa,µ
∂xν , lze levou stranu (2.18) chápat jako ∂L

∂xν a tedy

∂

∂xµ
(
∂L

∂qa,µ
qa,ν − δ

µ
νL) = 0. (2.19)

Jak vidíme v (2.19), tak levá strana p°ipomíná de�nici hustoty energie kontinua.
Zjistíme, ºe vztahy (2.19) pro ν = 0,1,2,3 odpovídají zákon·m zachování energie
(ν = 0) a hybnosti (ν = 1,2,3).

De�nujme nyní symetrický tenzor energie a hybnosti

Tν
µ
≡

∂L

∂qa,µ
qa,ν − δ

µ
νL,

kde tedy poºadujeme jeho zachování dle vztahu (2.19)

∂µTν
µ
=

∂

∂xµ
Tν

µ
= 0, resp. ∂µT νµ = ∂µT µν = 0 (2.20)

a zna£íme ∂µ ≡ ∂
∂xµ . Zobecn¥ním tenzoru nap¥tí σik pro relativistický rámec p°echá-

zíme k tenzoru energie a hybnosti T µν . V [20] lze vid¥t, ºe prostorová £ást tenzoru
energie a hybnosti je klasický tenzor nap¥tí, tj. Tik = σik, kde i, k = 1,2,3.

Pohybové rovnice (2.20) jsou v²ak odvozeny pouze pro p°ímo£aré Minkowského sou-
°adnice, ale nezahrnují p°ípad obecných k°ivo£arých sou°adnic, proto je nutné zavést
kovariantní derivaci.

Kovariantní derivace

M¥jme obecné k°ivo£aré sou°adnice x s bazickými vektory eµ = eµ(x), které jsou
tedy na prostoro£ase závislé. Konkrétní sou°adnici xµ odpovídá daný bazický vektor
eµ, proto kovariantní derivací ∇µ ≡ ∇eµ vektoru v = vνeν ve sm¥ru eµ rozumíme

∇µv =
∂

∂xµ
(vνeν) =

∂vν

∂xµ
eν + v

ν ∂eν
∂xµ

. (2.21)
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Pro p°ímo£aré sou°adnice je ∂eν
∂xµ = 0. Av²ak pro k°ivo£aré sou°adnice je ∂eν

∂xµ op¥t vek-
tor, který je roven lineární kombinaci bazických vektor·, zde vyuºijme tzv. Christo-
�elových symbol· Γσνµ jako

∂eν
∂xµ

= Γσνµeσ. (2.22)

Nyní lze v (2.21) s p°ezna£ením index· ν ↔ σ psát

∇µv = (
∂vν

∂xµ
+ vσΓνσµ)eν . (2.23)

Christo�elovy symboly Γνσµ jsou explicitn¥ závislé na volb¥ obecných sou°adnic x,
kdy druhý £len v (2.23) kompenzuje zak°ivení sou°adnic. Z (2.23) vidíme, ºe ko-
variantní derivace p·sobí na vektor po sloºkách, £ehoº vyuºijeme p°i p·sobení na
tenzor obecného °ádu.

Uv¥domme si z (2.23), jak p·sobí kovariantní derivace na sloºky vektoru

∇µv
ν =

∂vν

∂xµ
+ vσΓνσµ,

proto analogicky je kovariantní derivace sloºky T µ1µ2...µkν1ν2...νl obecného tenzoru T
rovna

∇σT
µ1µ2...µk

ν1ν2...νl =∂σT
µ1µ2...µk

ν1ν2...νl+

+Γµ1σλT
λµ2...µk

ν1ν2...νl + Γµ2σλT
µ1λ...µk

ν1ν2...νl + . . .

−Γλσν1T
µ1µ2...µk

λν1...νl − Γλσν2T
µ1µ2...µk

ν1λ...νl − . . . .

P°epi²me pohybové rovnice (2.20) do kovariantního tvaru

∇µT
µν = 0, (2.24)

kde ∇µ = ∇eµ a eµ je bazický vektor obecných sou°adnic. Pohybová rovnice (2.24)
postihuje p°ípad kapaliny izolované od vn¥j²ích sil. Pokud bychom uvaºovali vn¥j²í
objemové síly ξν , tak je nutné tyto síly p°idat na pravou stranu rovnice (2.24), tj.

∇µT
µν = ξν .

Rozvoj tenzoru energie a hybnosti

V klasické hydrodynamice jsme pro tenzor nap¥tí sestavili rozvoj a konkrétn¥ moc-
ninný v gradientu rychlosti. Pro relativistický p°ípad vytvo°me efektivní rozvoj ten-
zoru energie a hybnosti

T µν = T µν
(0)

+ T µν
(1)

+ . . . , (2.25)

kde stavebními bloky bude rychlost uµ, hustota energie ε a metrický tenzor gµν ,
navíc v kombinaci s prostorupodobnou £ástí kovariantní derivace (koresponduje s
klasickým gradientem). V rozvoji nemusíme uvaºovat gradienty tlaku, kv·li stavové
rovnici p = p(ε).
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Relativistickou rychlost uµ nyní m·ºeme vyuºít p°ímo p°i konstrukci tenzoru ener-
gie a hybnosti, tj. T µν ∼ uµuν , oproti klasické hydrodynamice s tenzorem nap¥tí
a rychlostí, kdy nemohlo platit σik ∼ vivk, £i σik ∼ ∣v∣δik. �ást tenzoru energie a
hybnosti úm¥rná uµuν je lorentzovsky invariantní a její stopa se zachovává, protoºe
Tr(uµuν) = uµuµ = −1.

Pro izolovanou ideální kapalinu (bez viskozity) vede jiº nultý °ád tenzoru energie
a hybnosti na p°íslu²né pohybové rovnice ∇µT

µν
(0)

= 0. Pro neideální kapalinu platí,
ºe £ím více £len· z rozvoje (2.25) zahrneme do pohybových rovnic (2.24), tím p°es-
n¥ji postihneme dynamiku, av²ak stále musíme být blízko hydrostatické rovnováhy.
Dále od hydrostatické rovnováhy, kdy jsou gradienty v¥t²í, nemusí být rozvoj (2.25)
konvergentní.

2.2.2 Relativistické Eulerovy rovnice

Odvo¤me explicitní tvar nultého °ádu tenzoru energie a hybnosti T µν
(0)
. V nejniº²ím

°ádu uvaºujme pouze skalární funkce a = a(xµ) a b = b(xµ), rychlost uµ = uµ(xµ) a
metrický tenzor gµν . Nejjednodu²í tvar tenzoru energie a hybnosti v nultém °ádu je
poté

T µν
(0)

= a(c1u
µuν + c2g

µν) + b(c3u
µuν + c4g

µν), (2.26)

kde tedy c1, c2, c3, c4 jsou konstanty. Lze ov¥°it, ºe uµ je vlastní vektor (2.26).

V lokáln¥ klidové soustav¥ (LKS) blízko hydrostatické rovnováhy, p°edpokládáme
efektivní tvar tenzoru energie a hybnosti

⟨T µν⟩LKS = diag(ε, p, p, p), (2.27)

který je odvozen z mikroskopické teorie � relativistické kinetické teorie, kdy p rozu-
míme tlakem.

V lokáln¥ klidové soustav¥ má vektor rychlosti tvar uµLKS = (1,0). Proto tenzor
energie a hybnosti (2.26) je

T µν
(0)LKS

= diag(a(c1 − c2) + b(c3 − c4), ac2 + bc4, ac2 + bc4, ac2 + bc4). (2.28)

Porovnáním obou výraz· (2.27) a (2.28) zjistíme, ºe ε+ p = ac1 + bc3, p = ac2 + bc4, a
proto explicitní tvar tenzoru energie a hybnosti v nultém °ádu je

T µν
(0)

= (ε + p)uµuν + pgµν . (2.29)

P°ed výpo£tem pohybových rovnic dle zachování tenzoru energie a hybnosti (2.24)
zave¤me prostorupodobné a £asupodobné projektory.

Projektory: De�nujme prostorupodný projektor

∆µν ≡ gµν + uµuν (2.30)
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a £asupodobný projektor
uµ. (2.31)

Na²í motivací je, ºe v lokáln¥ klidové soustav¥ je prostorobodobný projektor ∆µν
LKS =

diag(0,1,1,1), protoºe gµνLKS = diag(−1,1,1,1) a uµLKSu
ν
LKS = diag(1,0,0,0). �asu-

podobný projektor by mohl být de�nován jako uµuν , je v²ak výhodn¥j²í uvaºovat
pouze uν . Uv¥domme si, ºe v lokáln¥ klidové soustav¥ s Minkowského sou°adnicemi
získáme p°i kontrakci uνLKS s vektorem £asupodobný skalár tentýº, který je jedinou
nenulovou sloºkou po aplikaci uµLKSu

ν
LKS. Projektory jsou na sebe kolmé ∆ν

µuν = 0
a je spln¥na relace ∆ν

µ∆νρ = ∆µρ.

Projektory vyuºijme k p°epsání nultého °ádu rozvoje tenzoru energie a hybnosti
(2.29) jako

T µν
(0)

= εuµuν + p∆µν (2.32)

a k rozloºení pohybových rovnic na £asupodobnou a prostorupodobnou £ást

uν∇µT
µν
(0)

= 0, (2.33)

∆ρ
ν∇µT

µν
(0)

= 0. (2.34)

Zjistíme, ºe pro (2.33) máme

uν∇µT
µν
(0)

= −uµ∇µε − ε∇µu
µ + εuµuν∇µu

ν + puν∇µ∆µν =

= −(ε + p)∇µu
µ − uµ∇µε = 0, (2.35)

kde jsme pouºili identitu uν∇µuν =
1
2∇µuνuν = −1

2∇µ1 = 0. Pro prostorupodobnou
projekci pohybových rovnic (2.34) získáme

∆ρ
ν∇µT

µν
(0)

= ε∆ρ
νu

µ∇µu
ν +∆µρ∇µp + p∆

ρ
νu

µ∇µu
ν =

= (ε + p)uµ∇µu
ρ +∆µρ∇µp = 0, (2.36)

kde platí ∆ρ
νuµ∇µuν = g

ρ
νuµ∇µuν = uµ∇µg

ρ
νuν = uµ∇µuρ.

Projekce derivace: Zave¤me výhodný zápis tzv. £asupodobné a prostorupo-
dobné derivace

D ≡ uµ∇µ, ∇
ρ
⊥ ≡ ∆ρµ∇µ, (2.37)

kdy ∇µ = uµD+∇⊥µ a platí ∇µuµ = (uµD+∇⊥µ)u
µ = (uµuν∇ν +∇

⊥
µ)u

µ = ∇⊥µu
µ, protoºe

uνuµ∇νuµ = 0.

S pouºitím (2.37) p°epi²me Eulerovy relativistické rovnice (2.35) a (2.36) do �nálního
tvaru

Dε + (ε + p)∇⊥µu
µ = 0, (ε + p)Duρ +∇ρ

⊥p = 0 (2.38)

Rovnice (2.38) jsou £ty°i vztahy pro p¥t neznámých ε, p, uµ, kdy uµ p°edstavuje
pouze t°i nezávislé prom¥nné, kv·li uµuµ = −1. Pro úplnost uvaºujme stavovou
rovnici p = p(ε), která je odvozena z mikroskopické teorie. Dle aplikace bychom
mohli uvaºovat nap°. i baryonové £íslo spolu s jeho zákonem zachování.
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Limitní p°echod ke klasickým Eulerovým rovnicím

Víme, ºe pro £ty°rychlost uµ a klasickou rychlost v platí

uµ = γ(v)(
1
v
)
∣v∣→0
Ð→ (

1
v
) +O(∣v∣2) (2.39)

V nerelativistické limit¥ ∣v∣ → 0 p°ejdou operátory projekce derivace na tvar

D = uµ∇µ = u
0∂0 + u

i∂i
∣v∣→0
Ð→

∂

∂t
+ v ⋅ ∇ +O(∣v∣2), (2.40)

∇i
⊥ = ∆iµ∇µ

∣v∣→0
Ð→

∂

∂xi
+O(∣v∣2), (2.41)

∇0
⊥ = ∆0µ∇µ

∣v∣→0
Ð→ 0 +O(∣v∣2). (2.42)

Pro platnost (2.41) a (2.42) si uv¥domme, ºe p°i ∣v∣ → 0 jsou nerelativistické sou°adné
soustavy blízké lokáln¥ klidové soustav¥, kde jiº známe explicitní tvar projektor·.
Hustota energie ε p°i ∣v∣ → 0 odpovídá hustot¥ klidové hmoty ε ∼ %c2 (resp. hustot¥,
c = 1) a p°edpokládáme, ºe je mnohem v¥t²í neº tlak v kapalin¥, tj. ε >> p.

S vyuºitím vztah· (2.39)-(2.42) p°epi²me Eulerovy relativistické rovnice (2.38) v
nerelativistické limit¥ jako

∂ε

∂t
+ v ⋅ ∇ε + ε∇ ⋅ v =

∂ε

∂t
+∇(εv) = 0, (2.43)

ε(
∂v

∂t
+ v ⋅ ∇v) = ε

dv

dt
= −∇p. (2.44)

kdy (2.43) odpovídá rovnici kontinuity (2.13) a (2.44) klasickým Eulerovým rovnicím
pro nevazkou kapalinu (2.12).

Bjorken·v model

Nyní se zabývejme nejjednodu²ím modelem pro popis hydrodynamické fáze QGP
v regionu centrální rapidity vzniklého v ultrarelativistických jaderných sráºkách na
RHIC £i LHC. QGP nacházející se v meziprostoru po sráºce se vzdalujících jader
je v tzv. hydrodynamické fázi aº po £as n¥kolika fm. Ke konci ºivota QGP nastavá
hadronizace � fázový p°echod, kdy lze stále vyuºít hydrodynamického popisu s p°í-
slu²nou novou stavovou rovnicí. V τ ≃ 10 fm i hadronový plyn vymrzne.

V rámci Bjorkenova scéná°e je vývoj modelován jako jednodimenzionální expanze
ve výhodných Milneho sou°adnicích. Bude vyuºito Eulerových relativistických po-
hybových rovnic (2.38) se zjednodu²ujícími p°edpoklady:

� Pohyb jader je podél osy z, jádra jsou homogenní a nekone£n¥ rozlehlá ve
sm¥rech os x a y, £ímº zanedbáváme závislost stavových prom¥nných na x, y.

� Bjorken·v tok � jednodimenziální expanze ve sm¥ru osy z, kdy pro konkrétní
£ást kontinua je kolektivní rychlost konstantní a rovna po£áte£ní rychlosti
vz0 ∼ z/t.
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Obrázek 2.1: Vývoj QGP v centrální rapidit¥ s nazna£enou hydrodynamickou fází.
[27]

� Zave¤me Milneho sou°adnice s vlastním £asem τ =
√
t2 − z2 a prostoro-£asovou

rapiditou η = arctanh( zt ). Fázové prom¥nné ε, p jsou funkcemi pouze vlastního
£asu τ , protoºe konkrétní £ást kontinua má konstantní rychlost vz = vz0, od-
kud i prostorupodobnou rapiditu η = arctanh(v

zt
t ) = arctanh(vz), tj. fázové

prom¥nné nezávisí od η. �ty°rychlost má tvar

uµ = (uτ , ux, uy, uη) = (
dτ

dτ
,
dx

dτ
,
dy

dτ
,
dη

dτ
) = (1,0,0,0).

Pro Milneho sou°adnice m¥jme metrický tenzor tvaru gµν = diag(−1,1,1, τ 2) a jediné
nenulové Christo�elovy symboly

Γηητ = Γητη =
1

τ
, Γτηη = τ,

jak lze nahlédnout v [26].

Zapi²me Eulerovy relativistické rovnice (2.38) v Milneho sou°adnicích a s p°ede²lými
p°epoklady, tím získáme

Dε + (ε + p)∇⊥µu
µ = ∇τ ε + (ε + p)∇ηu

η = ∇τ ε + (ε + p)Γητη =

=
dε

dτ
+
ε + p

τ
= 0, (2.45)

(ε + p)Duρ +∇ρ
⊥p = (ε + p)∇τu

ρ +∇
ρ
⊥p = ∇

ρ
⊥p = 0, (2.46)

kde se p°es indexy τ, η nes£ítá. Jelikoº p = p(τ), tak je rovnice (2.46) identicky
spln¥na, tj. s vyuºitím zavedených symetrií, kdy ∇

ρ
⊥ skute£n¥ derivuje pouze p°es

prostorupodobné prom¥nné η, x, y.

Z (2.45) máme tedy rovnici
dε

dτ
= −

ε + p

τ
. (2.47)

Uvaºujeme-li i stavovou rovnici p = p(ε), tak lze p°evést (2.47) v jediný evolu£ní
zákon pro energii ε.

36



2.2.3 Relativistická Navierova-Stokesova rovnice

Vytvo°me dal²í £len efektivního rozvoje (2.25), a to prvního °ádu T µν
(1)
, který p°iná²í

jiº do systému disipaci. K jeho konstrukci m·ºeme uvaºovat gradienty ∇⊥µ stavových
prom¥nných ε, uµ v p°ípustných tvarech

∇⊥µu
µ, ∇⊥µε, ∇

⊥
µuν , (2.48)

tyto stavební bloky (2.48) kombinujme se £leny z nultého °ádu ε, uµ a gµν , resp. ∆µν .
Nem·ºeme uvaºovat v²echny kombinace, jelikoº o£ekávaná hodnota tenzoru energie
a hybnosti spl¬uje Landauovu de�nici rychlosti [29]

uµ⟨T
µν⟩ = −εuν .

Jak lze vid¥t v (2.32), tak uµT
µν
(0)

= −εuν , proto nutn¥ musí uµT
µν
(1)

= 0. Této pod-
mínce vyhovují £leny ∆µν∇

⊥
λu

λ, ∇⊥µuν a ∇⊥νuµ. Jelikoº je tenzor energie a hybnosti
symetrický, zave¤m¥ symetrickou kombinaci p°edcházejících dvou blok· ∇

(µ
⊥ uν) =

1
2(∇

µ
⊥uν +∇ν

⊥u
µ). Ukazuje se být výhodné vyuºívat dv¥ lineární kombinace z ∇(µ⊥ uν),

∆µν∇
⊥
λu

λ, a to

∆µν∇⊥λu
λ, σµν = 2∇

(µ
⊥ u

ν) −
2

3
∆µν∇⊥λu

λ,

kdy má σµν nulovou stopu, tj. gµνσµν = 0. Nyní lze zapsat p°ísp¥vek prvního °ádu
rozvoje tenzor energie a hybnosti (2.25) jako

T µν
(1)

= −ησµν − ζ∆µν∇
⊥
λu

λ, (2.49)

kde η(ε), ζ(ε) jsou hydrodynamické koe�cienty prvního °ádu závislé na hustot¥ ener-
gie ε, nazývají se smyková a objemová viskozita.

Pohybové rovnice získáme jako

∇µ(T
µν
(0)

+ T µν
(1)

) = 0,

coº ekvivalentn¥ ∇µT
µν
(0)

= −∇µT
µν
(1)
. Odkud v £asupodobné a prostorupodobné pro-

jekci

Dε + (ε + p)∇⊥λu
λ =

η

2
σµνσµν + ζ(∇

⊥
λu

λ)2 (2.50)

(ε + p)Duα +∇α
⊥p = ∇

α
ν∇µ(ησ

µν + ζ∇µν∇⊥λu
λ). (2.51)

V odvození sme vyuºili identity uµ∇νσµν = ∇ν(0) − σµν∇νuµ = −1
2σ

µνσµν , protoºe
uµσµν = 0. Navíc z°ejm¥ ∆µν∇⊥νuµ = ∇

µ
⊥uµ.

Rovnice (2.50), (2.51) nazýváme relativistickými Navierovými-Stokesovými rovni-
cemi. Nejsou v²ak tak vyuºívané oproti jejich nerelativistickým prot¥j²k·m, protoºe
nejsou kauzální � dovolují ²í°ení kolektivních mód· rychleji, neº je rychlost sv¥tla ve
vakuu.
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Limitní p°echod ke klasické Navierovi-Stokesovi rovnici

V rámci limitního p°echodu k nerelativistickým rovnicím vyuºijeme stejných argu-
ment· a vztah· (2.39)-(2.42) jako pro Eulerovy rovnice. Po men²ích úpravách lze
poté zapsat relativistické Navierovy-Stokesovy rovnice (2.50), (2.51) v nerelativis-
tické limit¥

∂ε

∂t
+ v ⋅ ∇ε+ε∇ ⋅ v =

∂ε

∂t
+∇(εv) = 0, (2.52)

ε
∂v

∂t
+ ε(v ⋅ ∇)v = ε

dv

dt
= −∇p + η∆v + (ζ +

1

3
η)∇(∇ ⋅ v). (2.53)

První rovnice (2.52) má nulovou pravou stranu, protoºe dané £leny v (2.50) jsou
kvadratické v rychlostech, a tím zanedbatelné. Vidíme, ºe (2.52) odpovídá rovnici
kontinuity (2.13) a rovnice (2.53) koresponduje s klasickou Navierovou-Stokesovou
rovnicí (2.15).

2.2.4 Smykové a objemové nap¥tí, efektivní tlak

Je z°ejmé, ºe nyní jsme schopni systematicky p°idávat £leny vy²²ích °ádu do rozvoje
(2.25) a získávat p°íslu²né pohybové rovnice popisující hydrodynamiku p°esn¥ji v
blízkosti hydrostatické rovnováhy. Obecn¥ se proto zavádí zápis, kdy jsme rozd¥lili
korekce k nultému °adu tenzoru energie a hybnosti T µν

(0)
na £ást s nulovou stopou πµν

a nenulovou stopou ∆µνΠ. St°ední hodnota tenzoru energie a hybnosti v libovolném
°ádu je

⟨T µν⟩ = T µν
(0)
+πµν +∆µνΠ, kde (2.54)

πµν = T <µν>
(1)

+ T <µν>
(2)

+ . . . , 3Π = T µ
(1)µ

+ T µ
(2)µ

+ . . . . (2.55)

Ozna£ením index· A<µν> rozumíme

A<µν> ≡ (
1

2
∆µ
λ∆ν

ρ +
1

2
∆ν
λ∆

µ
ρ −

1

3
∆µν∆λρ)A

λρ.

Lze se p°esv¥d£it, ºe nap°. σµν = 2∇<µuν> s vyuºitím vztahu ∆µλ∆νρ∇⊥λuρ = ∇
µ
⊥uν .

Nov¥ de�nované £leny πµν ,Π nazýváme smykovým, resp. objemovým nap¥tím a
skrze vztahy (2.55) jsou svázány s tenzorem energie a hybnosti. V praxi lze πµν , Π
chápat jako nové dynamické prom¥nné hydrodynamického systému, a proto je nutné
p°idat jejich pohybové rovnice. Tyto rovnice obasahují £asové derivace D = uµ∇µ v
konstrukcích typu

τπDπ
µν = −πµν + . . . , τΠDΠ = −Π + . . . , (2.56)

kde . . . reprezentuje explicitní de�nice smykového, resp. objemového nap¥tí a τπ, τΠ

jsou relaxa£ní £asy na jejichº ²kálách jsou πµν a Π tlumeny. Dopl¬kové pohybové
rovnice (2.56) zaji²´ují kauzalitu � nedovolují ²í°ení kolektivních mód· rychleji, neº
je rychlost sv¥tla ve vakuu [28].
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Z (2.54) vidíme, ºe prostorupodobné diagonální prvky tenzoru energie a hybnosti v
nultém °ádu T ii

(0)
(p°es i nebudeme s£ítát) získávají korekce

⟨T ii⟩ = T ii
(0) + π

ii +∆iiΠ,

kdy T ii
(0)

p°edstavuje tlak v hydrostatické rovnováze p(ε). V lokáln¥ klidové soustav¥

zade�nujme efektivní fenomenologický tlak p(i)eff v i-tém sm¥ru jako

p
(i)
eff ≡ p + π

ii
LKS +Π. (2.57)

Tento efektivní tlak p(i)eff odpovídá pozorovatelnému tlaku v tekutin¥ a obecn¥ jiº
není izotropní. Otázkou je, zdali se mohou £leny πiiLKS a Π povaºovat za pouhé
korekce, protoºe dále od hydrostatické rovnováhy jsou srovnatelné s tlakem p.
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Kapitola 3

Fenomenologie anizotropií
hydrodynamické fáze

Zajímejme se pouze o p°í£nou expanzi QGP ve st°ední rapidit¥ (∣η∣ < 0,1).

V rámci hydrodynamiky získáváme popis vývoje fázových prom¥nných uµ, ε, p, . . . z
daných po£áte£ních podmínek (rozloºení hustoty energie ε(x, y, τ0)). Vývoj tohoto
nekone£n¥ dimenzionálního dynamického systému je sloºité charakterizovat, kv·li
jeho velkému po£tu stup¬· volnosti. Abychom mohli snáze kvanti�kovat kolektivní
chování média, tak byly zavedeny integrální skalární veli£iny � prostorové a hybnostní
anizotropie, kterými charaketrizujeme rozmíst¥ní a tok kvark-gluonové hmoty. Vývoj
t¥chto veli£in sledujeme v reálném £ase v hydrodynamických simulacích.

Mluvíme o anizotropiích, kterými m¥°íme odchylky vývoje QGP od idealizovaného
pr·b¥hu z p°ímých sráºek (v 0% centralit¥) s azimutáln¥ symetrickým po£áte£ním
pro�lem hustoty energie. Dle pohybových rovnic by poté následoval izotropní ra-
diální tok hmoty ze st°edu �reballu. V tomto p°ípad¥ by námi de�nované veli£iny
anizotropie m¥li být z konstrukce rovny nule.

3.1 Prostorové anizotropie

De�nice prostorové anizotropie jsou zejména podobné tvaru Fourierových koe�cient·
vn charakterizující rozd¥lení hadron·. Je to proto, aby byla posílena jejich vzájemná
korelace. De�nujme nyní dle [3] prostorovou anizotropii

εx(τ) =
⟨x2 − y2⟩ε

⟨x2 + y2⟩ε
≡
∫ dxdy ε(x, y, τ)(x2 − y2)

∫ dxdy ε(x, y, τ)(x2 + y2)
=
∫ rdrdφ ε(r, φ, τ)r

2 cos 2φ

∫ rdrdφ ε(r, φ, τ)r
2

, (3.1)

kde z°ejm¥ ⟨. . . ⟩ε zna£í st°edování p°es rovinu x× y s hustotou energie ε jako vahou
a (r, φ) jsou polární sou°adnice. Vidíme korespondenci s koe�cientem v2 (viz (1.6)),
kdy váha odpovídající rozloºení hadron· dN

dydφdpT
je nyní nahrazena hustotou energie

ε a integrujeme podél jiné integra£ní prom¥nné. Navíc nyní v integrálu vystupuje
p°í£ná vzdálenost r =

√
x2 + y2 pocházející z rozdílu x2 − y2, která zveli£uje p°ís-

p¥vky dále od st°edu �reballu. Váha v p°í£né vzdálenosti rm je £asto vyuºívána p°i
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Obrázek 3.1: Typický eliptický pro�l po£áte£ní hustoty energie. [24]

konstrukci prostorových, £i hybnostních anizotropií, kdy p°edpokládáme, ºe vn¥j²í
vrstvy �reballu p°ispívají význam¥ji do anizotropií výsledných hadron· vn. �ímº
posilujeme jejich korelace.

Roz²í°en¥j²í de�nici prostorové anizotropie nabízí nap°. [4], kde de�nujeme i vy²²í
°ády v n analogicky jako pro koe�cienty vn. Navíc dovolme �exibilní exponent m
p°í£né vzdálenosti jako rm. Tedy

εxm,n(τ) = −
∫ rdrdφ ε(r, φ, τ)r

m cos[n(φ −Ψm,n)]

∫ rdrdφ ε(r, φ, τ)r
m

, (3.2)

kde získáme fázi Ψm,n z po£áte£ního rozd¥lení hustoty energie ε(r, φ, τh) = ε(x, y, τh)
jako

Ψm,n =
1

n
arctan ∫

rdrdφ ε(r, φ, τ0)rm sin[nφ]

∫ rdrdφ ε(r, φ, τ0)rm cos[nφ]
+
π

n
. (3.3)

V p°ede²lých de�nicích se zejména volí m = 2 a zna£í εxn ≡ εx2,n. Intenzivn¥ jsou
studovány korelace εxn(τh) s vn pro vzájemn¥ r·zná n. V £ase τh > 0 spou²tíme
hydrodynamickou simulaci.

Konstrukce (3.3) pro kaºdý °ád n efektivn¥ natá£í sou°adný systém osou y ve sm¥ru
p°evládající hustoty energie ε vzhledem k harmonické váze cos[n(φ−Ψm,n)]), a tím
maximalizuje po£áte£ní prostorovou anizotropii daného °ádu εxm,n. Proto získáváme
jednozna£nou hodnotu prostorové anizotropie εxm,n nezávisle na puvodním nato£ení
systému v rovin¥ x × y.

3.1.1 �kálování eliptického toku s excentricitou

Kv·li prvním pozorováním silného eliptického toku v2 byla v hydrodynamických
simulacích studována jeho závislost na po£áte£ním eliptickém uspo°ádání hmoty
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Obrázek 3.2: Excentricitou ²kálovaný eliptický tok v2/εx2 v závislosti na výsledných
multiplicitých nabitých £ástic (1/S)dNch/dy pro konformní kapalinu [26] se stavovou
rovnicí ε = 3p. Porovnání sráºek Au+Au a Pb+Pb. Vlevo: Hodnoty pro ideální
kapalinu. Vpravo: Výsledky pro viskózní kapalinu [3] s Israelovými-Stewartovýmí
rovnicemi v porovnání s ideální kapalinou (²edivými body).

εx2(τh), v literatur¥ zna£eno pouze εx2 (pozor na zám¥nu s dynamickou prom¥n-
nou εx2(τ)). Pouze v této a následující podkapitole vyuºijme statického zna£ení
εx2 ≡ ε

x
2(τh). Prostorovou anizotropii εx2 nazýváme také excentricitou. Eliptický pro�l

po£áte£ní hustoty energie, který je excentricitou kvanti�kován, lze vid¥t na Obr. 3.1.

Studujme korelace závislosti pom¥ru eliptického toku a excentricity v2/εx2 na výsled-
ných multiplicitách nabitých £ástic (1/S)dNch/dy. Nahlédn¥me na Obr. 3.2, kde je
vyst°edovaná korelace daných veli£in p°es mnoho event·. Normalizace multiplicit
1/S kompenzuje r·znorodost v rozlehlosti systému mezi Au+Au a Pb+Pb sráºkami
a mezi r·znými po£áte£ními hustotami energie zna£ené e0 (pro zp·sob deponace viz
[3]). Je de�nována jako S = π

√
⟨x2⟩⟨y2⟩, kde se váhuje p°es hustotu energie. Na Obr.

3.2 vidíme výsledky pro ideální a viskózní hydrodynamiku s η/s = 0,08. Na obou
grafech pozorujeme pro nízké hodnoty multiplicit i nízké hodnoty pom¥ru v2/εx2 , je
to zap°í£in¥no nemoºností rozvinout pln¥ hydrodynamickou expanzi v krátko ºijí-
cích systémech. Ve vy²²ích hodnotách multiplicit prob¥hne jiº pln¥ hydrodynamický
vývoj a lze pozorovat saturaci pom¥ru v2/εx2 . Rozdíl v hodnotách mezi ideálním
a viskózním p°ípadem na Obr. 3.2 je zap°í£ín¥n smykovým nap¥tím, které zesla-
buje anizotropní tok °ídící se gradientem tlaku. V porovnání Obr. 3.2(a) a 3.2(b) si
m·ºeme v²imnout posunu hodnot ve sm¥ru osy multiplicit dvou analogických nasta-
vení, tj. pro stejný typ sráºky a stejnou hustotu energie e0. Je to zp·sobeno produkcí
entropie ve viskózním p°ípad¥, coº zvy²uje multiplicity daného nastavení.

Saturace ²kálování eliptického toku excentricitou poukazuje na z°ejmý záv¥r: Pro
dostate£n¥ velké systémy pozorujeme úm¥rnou propagaci po£áte£ní prostorové ani-
zotropie εx2 do eliptického toku nabitých hadron· v2.
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3.1.2 Korelace prostorových anizotropií εxn s vn

V [4] byl studován koe�cient lineární korelace veli£in prosotorové anizotropie εxn a
Fourierových koe�cient· rozd¥lení hadron· vn pro shodné °ády n. Lineárním koe-
�cientem míníme konstantu Cn takovou, ºe vn ∼ Cnεxn, tj. Cn = ⟨vn⟩ev/⟨εxn⟩ev, kde
⟨. . . ⟩ev zna£í st°edování p°es více událostí.

Výsledek takové analýzy pro Au+Au kolize p°i
√
sNN = 200 GeV s η/s = 0, £i

η/s = 0,16 lze vid¥t na Obr. 3.3. Na Obr. 3.3(a) vidíme tém¥° lineární korelaci
mezi po£áte£ní prostorovou anizotropií a výsledným eliptickým tokem s koe�cientem
C2 = 0,207. Rozptyl hodnot vn v závislosti na εxn roste s °ádem n a z°ejm¥ se poru²uje
lineárnost korelace. Byli pozorovány v¥t²í korelace mezi (εx2)2 a v4 neº mezi εx4 a v4,
konkrétn¥ c(εx4 , v4) = 40%c((εx2)

2, v4) s vyuºitím de�nice korelace náhodných veli£in
a a b:

c(a, b) = ⟨
(a − ⟨a⟩ev)(b − ⟨b⟩ev)

σaσb
⟩, (3.4)

σa, σb jsou p°íslu²né sm¥rodatné odchylky.

3.2 Hybnostní anizotropie

Hybnostní anizotropie zatím postrádají koherentní de�nice, které by zaji²´ovali
moºné zobecn¥ní v °ádech n, £i m, jako u prostorových anizotropií (3.2). O takové
de�nice se pokusíme i s konstrukcí anizotropie potenciálu. Nejd°íve v²ak ukáºeme
pouºívané hybnostní anizotropie vyuºívající prvk· tenzoru energie a hybnosti T µν ,
£i kombinace polí p°í£né rychlosti vT = (vx, vy)T a hustoty energie ε.

3.2.1 Prvky tenzoru energie a hybnosti

Jak lze vid¥t nap°íklad v [20], tak obecn¥ prvky tenzoru energie a hybnosti T µν od-
povídají tok·m energie a hybnosti. Tyto prvky jsou svázány skrze pohybové rovnice
∇µT µν = 0. Dle de�nice platí

T µν =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ε Sx/c Sy/c Sz/c
Sx/c σxx σxy σxz
Sy/c σyx σyy σyz
Sz/c σzx σzy σzz

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

kde T 01 = Sx/c, T 02 = Sy/c, T 03 = Sz/c jsou sloºky vektoru hustoty toku energie S.
Prvky σij nazýváme hustotami toku hybnosti. V Minkovského sou°adnicích nap°íklad
ukaºme d·sledek pohybových rovnic v prvním sloupci, pro ν = 0 získáme

∇µT
µ0 = ∂tε +

1

c
(∂xSx + ∂ySy + ∂zSz) = 0⇐⇒

dε

dt
= −∇ ⋅S.
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(a)

(b)

(c)

Obrázek 3.3: Korelace 2000 event· Au+Au sráºek p°i
√
sNN = 200 GeV v 20-30%

centralit¥. Pro viskozity s η/s = 0 vlevo a η/s = 0,16 vpravo. sBC odpovídá zp·sobu
inicializace hydrodynamické fáze z po£áte£ního rozloºení energie [4]. (a): Korelace
v2 a εx2 . (b): Korelace v3 a εx3 . (c): Korelace v4 a εx4 .
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S vyuºitím ∂t =
d

dx0 =
d
cdt vidíme rovnici kontinuity pro hustotu energie. Volbou ν = 1

získáme zákony vývoje pro sloºky hustoty toku energie S:

∇µT
µ1 = ∂t

Sx
c
+ ∂xσxx + ∂yσyx + ∂zσzx = 0

⇐⇒
1

c2

dSx
dt

= −
dσxx
dx

−
dσyx
dy

−
dσzx
dz

.

V de�nicích hybnostních anizotropií budeme vyuºívat relevantních rozdíl· prvk·
tenzoru energie a hybnosti T µν , £ímº m·ºeme pom¥°ovat toky energie, £i hybnosti
v r·zných sm¥rech.

Ukaºme si pouºívané tvary hybnostních anizotropií, kam spadají i anizotropie toku,
£i toku energie. De�nujme dle [3] anizotropii toku

⟨∣vx∣ − ∣vy ∣⟩ ≡
⟨∣vx∣ − ∣vy ∣⟩ε
⟨∣vx∣ + ∣vy ∣⟩ε

(3.5)

a anizotropii toku energie

⟨∣Sτx∣ − ∣Sτy ∣⟩ ≡
⟨∣Sx∣ − ∣Sy ∣⟩plane
⟨∣Sx∣ + ∣Sy ∣⟩plane

=
⟨∣T 01∣ − ∣T 02∣⟩plane

⟨∣T 01∣ + ∣T 02∣⟩plane
. (3.6)

Zna£ením ⟨. . . ⟩plane rozumíme, ºe neváhujeme p°es p°í£nou rovinu s hustotou energie
ε , protoºe je jiº obsaºena v prvcích tenzoru T µν . De�nice jsou závislé na pouºitém
tvaru tenzoru energie a hybnosti, máme následující moºnosti: ideální hydrodynamiku
s T µν = T µν

(0)
a viskózní hydrodynamiku T µν = T µν

(0)
+ πµν + ∆µνΠ, kde navíc volíme

tvary smykového a objemového nap¥tí πµν , resp. Π, implicitn¥ i pomocí dynamické
viskozity η a objemové viskozity ζ.

Ob¥ nov¥ de�nované anizotropie m·ºeme vid¥t na Obr. 3.4, kde pozorujeme sni-
ºování po£áte£ního toku energie ⟨∣Sτx∣ − ∣Sτy∣⟩, sou£asné budování anizotropie toku
⟨∣vx∣ − ∣vy ∣⟩ a následnou saturaci (zejména se stavovou rovnicí SM-EOS Q). Je vy-
uºito ideální i viskózní hydrodynamiky s T µν = T µν0 + πµν , η/s = 0,08 a se dv¥ma
typy stavové rovnice: EOS I odpovídající stavové rovnici ideálního plynu (ε = 3p) a
vyhlazenou verzi SM-EOS Q, viz [3].

Dal²í jiº zavedenou anizotropií je rozdíl diagonálních prostorupodobných prvk· ten-
zoru energie a hybnosti T 11 − T 22 integrované p°es rovinu x × y a s p°íslu²nou nor-
malizací. V literatu°e nazývaná jednodu²e hybnostní anizotropií

εp(τ) =
⟨T 11 − T 22⟩plane

⟨T 11 + T 22⟩plane
. (3.7)

Ukaºme pro ilustraci rozdíl diagonálních prvk· v p°ípad¥ ideální hydrodynamiky

T 11
(0) − T

22
(0) =(ε + p)u

xux + p − (ε + p)uyuy − p =

=(ε + p)(uxux − uyuy) = (ε + p)γ2(v2
x − v

2
y)

a jejich viskózních korekcí s vyuºitím ∆ii = (1 + uiui):

π11 +∆11Π − π22 −∆22Π =π11 − π22 +Π(uxux − uyuy) =

=π11 − π22 +Πγ2(v2
x − v

2
y)
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Obrázek 3.4: �asový vývoj anizotropie toku ⟨∣vx∣ − ∣vy ∣⟩ a anizotropie toku ener-
gie ⟨∣Sτx∣ − ∣Sτy ∣⟩ v ideálním a viskózním p°ípad¥ pro jeden event. Vlevo: Vyuºitá
relativistická stavová rovnice EOS I. Vpravo: Vyuºitá modi�kovaná relativistická
stavová rovnice SM-EOS Q. [3]

poté jiº hybnostní anizotropie ve viskózní hydrodynamice bez explicitních tvar·
smykového a objemového nap¥tí πµν , Π:

εp(τ) =
⟨(T 11

(0)
+ π11 +∆11Π) − (T 22

(0)
+ π22 +∆22Π)⟩plane

⟨(T 11
(0)

+ π11 +∆11Π) + (T 22
(0)

+ π22 +∆22Π)⟩plane
=

=
∫ dxdy (ε + p +Π)γ2(v2

x − v
2
y) + π

11 − π22

∫ dxdy (ε + p +Π)γ2(v2
x + v

2
y) + π

11 + π22 + 2(p +Π)
. (3.8)

Na Obr. 3.6 m·ºeme vid¥t £asový pr·b¥h excentricity εx ze vztahu (3.1) a hyb-
nostní anizotropie εp z (3.7). V porovnání ideální a viskózní hydrodynamiky vidíme
o£ekávané chování, a sice mírné poníºení hybnostní anizotropie viskózní expanze.
Pr·b¥hy k°ivek odpovídají postupné transformaci prostorové anizotropie do hyb-
nostní anizotropie, tedy hydrodynamickému vývoji, který nastává mezi Obr. 3.1 a
3.5.

V de�nici (3.7), resp. (3.8) implicitn¥ uvaºujeme i váhy s harmonickou funkcí, ne v²ak
v polárním úhlu φ = arctan(y/x) jako u prostorové anizotropie (3.2). Pokud bychom
vyuºili substituci vx = vT cos(φv) (ekvivalentn¥ ux = uT cos(φv)) a vy = vT sin(φv),
tak p°ejde rozdíl a sou£et kvadrát· sloºek p°í£né rychlosti na tvary

v2
x − v

2
y = v

2
T cos(2φv), resp. v2

x + v
2
y = v

2
T ,
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Obrázek 3.5: Typický vývoj eliptického pro�lu z Obr. 3.1 s gra�cky znázorn¥nými
harmonickými vahami (n = 1,2) a ²ipkami pro ilustraci toku hmoty. [24]

Obrázek 3.6: Pr·b¥hy excentricity (3.1) a hybnostní anizotropie (3.7) v ideálním
p°ípad¥ znázorn¥né modrou k°ivkou. �ervené k°ivky zna£í dva typy viskózní hyd-
rodynamiky, viz [14], registrujme zejména tu nep°eru²ovanou. Vlevo: P°i vyuºití
relativistické stavové rovnice EOS I. Vpravo: Vyuºitá modi�kovaná relativistická
stavová rovnice SM-EOS Q.
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navíc pomocí identity cos(2x) = cos2 x−sin2 x. �len cos(2φv) s fází φv = arctan(vy/vx)
pom¥°uje rychlosti ve sm¥rech x a y. Pro rychlost pouze ve sm¥ru osy x získáme
váhu cos 0 = 1, naopak ve sm¥ru osy y máme cos(±π) = −1 a pokud vx = vy pak
cos(π/2) = 0. Ze symetrie lze z°ejm¥ nahlédnout, ºe hybnostní anizotropie bude p°i
izotropním poli rychlosti v = (vx, vy)T zajisté nulová. Interpretace fáze φv je ov²em
p°inejmen²ím neintuitivní, a tím i samotné harmonické váhy. Pokud se vrátíme k
prostorové anizotropii (3.1) p°iná²ející rozdíl kartézských prom¥nných

x2 − y2 = r2 cos(2φ),

poté φ = arctan(y/x) nepostrádá interpretaci, jelikoº váhuje rozmíst¥ní hmoty v
polárním úhlu.

3.2.2 Hybnostní anizotropie s harmonickými vahami

Zade�nujme nové hybnostní anizotropie ve tvaru analogickém prostorovým anizot-
ropiím (3.2), kdy poºadujeme zobecn¥ní v °ádech n:

εpm,n(τ) = −
∫ rdrdφ

√
(T 01)2 + (T 02)2rm cos[n(φ −Ψm,n)]

∫ rdrdφ T
00rm

. (3.9)

Jmenovatel se li²í od jmenovatele prostorové anizotropie pouze nahrazením ε →√
(T 01)2 + (T 02)2, kdy nový £len odpovídá velikosti hustoty p°í£ného toku energie

ST = (Sx, Sy)T = c(T 01, T 02)T v daném bod¥. Vyuºíváme prvk· T 01, T 02 oproti dia-
gonálním T 11, T 22, £i T 11, T 12, jelikoº pozd¥j²í dvojice nemají z°ejmou interpretaci,
narozdíl od vektorového pole hustoty p°í£ného toku ST .

Fázový posun Ψm,n je ur£en vztahem (3.3), tedy po£áte£ním rozloºením hustoty
energie, jelikoº se domníváme, ºe pokud bychom spo£etli pro hybnostní anizotropii
unikátní fázový posun ξm,n, pak by byl s Ψm,n siln¥ korelován.

Normalizaci (3.9) volíme s prvkem T 00, který je pro nízké rychlosti v ∼ 0 (v po£átku
formace QGP τ ∼ 0 fm) úm¥rný nenulové hustot¥ energie T 00 ∼ ε, jak lze vid¥t
ze vztahu (3.10). Ve jmenovateli (3.9) nem·ºeme vyuºít výrazu

√
(T 01)2 + (T 02)2,

který je v raných £asech nulový, protoºe nedochází k toku energie v p°í£né rovin¥.

Nahlédn¥me na explicitní tvary vyuºitých prvk· tenzoru energie a hybnosti v obec-
ném p°ípad¥ s T µν = T µν

(0)
+ πµν +∆µνΠ:

T 00 = (ε + p +Π)γ2 − (p +Π) + π00 = εγ2 + v2γ2(p +Π) + π00, (3.10)
T 01 = (ε + p +Π)vxγ

2 + π01,

T 02 = (ε + p +Π)vyγ
2 + π02,

kde jsme v (3.10) pouºili vztah γ2 − 1 = v2γ2.

Na Obr. 3.5 vidíme gra�cky znázorn¥né harmonické váhy pro °ády n = 2, 3 oriento-
vané dle po£áte£ního rozloºení hustoty energie a ²ipky p°edstavující anizotropní tok
hmoty.
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3.3 Anizotropie potenciálu

Od hybnostních anizotropií o£ekáváme zachycení nesymetri£nosti dvoudimenzionál-
ních vektorových polí v polárním úhlu. Vybereme vektorová pole, které asociujeme
s tokem hybnosti, pro takovou fyzikální interpretací se jeví vhodné váºené rychlostní
pole, samotné rychlostní pole

vε = ε(vx, vy)
T , v = (vx, vy)

T (3.11)

a zejména hustota p°í£ného toku energie

ST = (Sx, Sy)
T = c(T 01, T 02)T . (3.12)

Prostorupodobné prvky tenzoru energie a hybnosti T ij = σij p°edstavují také fyzi-
kální toky, av²ak nelze je jiº ztotoºnit s vektorovým polem. Pokud bychom nap°.
volili prvky T 11, T 12, T 13, které p°edstavují postupn¥ toky hybnosti do sm¥ru x ze
sm¥r· x, y a z, pak vektorová pole (T 11, T 12, T 13)T , resp. (T 11, T 12)T jsou fyzikáln¥
neinterpretovatelná. Navíc by jist¥ nesplnili následující podmínku.

P°edpokládejme silnou podmínku na uvaºovaná vektorová pole (3.11), (3.12), a sice
jejich konzervativnost, kterou lze zade�novat nap°íklad následujícími ekvivalentními
zp·soby pro obecné spojité dvoudimenzionální vektorové pole F :

� Nezávislostí na dráze integrace polem, tedy pro libovolnou k°ivku C spojující
dané dva body prostoru A a B existuje funkce ϕ spl¬ující

− ∫
C
F ⋅ dl = ϕ(B) − ϕ(A), (3.13)

pro uzav°enou k°ivku je nutn¥ dráhový integrál vý²e nulový.

� Rotace daného pole je nulová, tedy

∇×F = 0. (3.14)

� Vektorové pole F je aº na znaménko gradientem skalárního pole z (3.13), tj.

F = −∇ϕ. (3.15)

Potenciál ϕ odráºí prostorové uspo°ádání daného vektorového pole. Jelikoº je ska-
lární funkcí, zave¤me její anizotropie podobn¥ jako pro hustotu energie ε v prosto-
rové anizotropii (3.2):

ρm,n(τ) = −
∫ rdrdφ ϕ(r, φ, τ)r

m cos[n(φ −Ψm,n)]

∫ rdrdφ ∣ϕ(r, φ, τ)∣rm
, (3.16)

protoºe budujeme hybnostní anizotropie, tak volíme nato£ení sou°adného systému
fázovým posunem Ψm,n ze vztahu (3.3) z po£áte£ního rozloºení hustoty energie. Pro
dosaºení korektní normalizace vyuºíváme ve jmenovateli absolutní hodnoty, jelikoº
potenciál ϕ m·ºe nabývat i záporných hodnot.
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Zave¤me potenciály polí (3.11), (3.12) v bod¥ roviny A:

ϕvε(A) = ∫
C
vε ⋅ dl, (3.17)

ϕv(A) = ∫
C
v ⋅ dl, (3.18)

ϕS(A) = ∫
C
S ⋅ dl. (3.19)

Vektorová pole jsou nulová za hranicí �reballu a jejich potenciály zde nabývají kon-
stantních hodnot, které volme rovny nule. V bod¥ B za hranicí �reballu poté platí
ϕ(B) = 0. K°ivka C pouºitá v integrálech vý²e kon£í práv¥ v takovém bod¥ B.

Vztahem (3.16) de�nujme popo°ad¥ anizotropie potenciálu váºené rychlosti, anizot-
ropie potenciálu rychlosti a anizotropie potenciálu toku energie zna£ené:

ρvεm,n, ρvm,n, ρSm,n. (3.20)

Tyto dynamické prom¥nné lze vyuºívat ekvivalentn¥ jako hybnostní anizotropie
(3.9), zejména jedná-li se o korelace k prostorovým anizotropiím. V jiném zn¥ní
byly jiº anizotropie potenciálu de�novány v referenci [32].

Podotkn¥me, ºe se analyzují rotace uvaºovaných vektorových polí, viz [17], £ímº
by nebyla spln¥na de�nice (3.15) o jejich konzervativnosti. P°edpokládá se v²ak, ºe
cirkula£ní jevy jsou zanedbatelné, £i malé a pro ná² numerický výpo£et potenciálu
se zatím nejevily jako p°ekáºka.

3.4 Vztah anizotropií a fázových prom¥nných dyna-

mického systému

Zajímáme se o dynamiku ve st°ední rapidit¥ v rovin¥ x = (x, y) ∈ R2 a τ ∈ R,
kde prostorové (3.2) a hybnostní anizotropie (3.9) z°ejm¥ kvanti�kují prostorové
a hybnostní rozdíly vývoje �reballu od izotropní expanze. Nabízí se otázka, jaké
je spojení fázových prom¥nných uµ(x, τ), ε(x, τ), . . . , s t¥mito novými veli£inami?
Vy°k¬eme domn¥nku o jejich vztahu:

Zanedbáme-li podélnou expanzi, tak fázové prom¥nné uµ(x, τ), ε(x, τ), . . .
spolu s evolu£ními zákony ∇µT µν = 0 tvo°í nekone£n¥ dimenzionální dyna-
mický systém v prom¥nné x ∈ R2. Pokud uváºíme v²echny °ády v m a n
prostorových a hybnostních anizotropií, tj. εxm,n(τ) a εpm,n(τ) pro ∀m,n, tak
jsme z jejich znalosti schopni zrekonstruovat vývoj fázových prom¥nných.
P°edopokládáme existenci funkcí fµ = fµ(εxm,n, ε

p
m,n, τ), g = g(εxm,n, ε

p
m,n, τ),

. . . , spl¬ující:

uµ(x, τ) =fµ(x, εxm,n, ε
p
m,n),

ε(x, τ) =g(x, εxm,n, ε
p
m,n), (3.21)

⋮
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Kdy navíc p°edpokládáme, ºe pro danou p°esnost δ > 0, lze najít indexy
m0, n0 ∈ N tak, ºe ná² odhad fázových prom¥nných uµ, ε, . . . funkcemi fµ, g, . . .
bude od skute£ného pr·b¥hu vzdálen o maximáln¥ δ, tj. bude platit:

∣uµ(x, τ) − fµ(x, εx1,1, ε
x
1,2, ε

x
2,2, . . . ,ε

x
m0,n0

, εp1,1, . . . , ε
p
m0,n0

)∣ < δ,

∣ε(x, τ) − g(x, εx1,1, ε
x
1,2, ε

x
2,2, . . . ,ε

x
m0,n0

, εp1,1, . . . , ε
p
m0,n0

)∣ < δ, (3.22)

⋮

pro ∀τ > 0.

Jelikoº v hydrodynamických simulacích diskretizujeme dynamický systém na
disjunktní bu¬ky xi ∈ R2 (jejich po£et je l ∈ N) v nichº po£ítáme fázové
prom¥nné, tak je moºné sestavit stavový vektor tohoto k−dimenzionálního
dynamického systému v diskrétních £asech τj. Dimenze k bude rovna k =

2l + l + . . . , kde 2l je za dv¥ prom¥nné rychlosti ux, uy v l bu¬kách, l je
p°ísp¥vek z hustoty energie, a znak . . . jsou p°ísp¥vky dal²ích fázových pro-
m¥nných. k−dimenzionální stavový vektor ξ(τj) je v bijekci se stavem hyd-
rodynamických simulací uµ(xi, τj), ε(xi, τj), . . . , který aproximuje stav polí
uµ(x, τ), ε(x, τ), . . . fyzikálního systému. Stavový vektor m·ºe být tvaru

ξ(τj) = (ux(x1, τj), u
x(x2, τj), . . . , u

y(x1, τj), . . . , ε(x1, τj), . . . )
T

(3.23)

v £asovém kroku τj. Fázový portrét1 systému bude v závislosti na explicitním
tvaru (3.23), tj. volb¥ rozdílných sou°adnic, opisovat r·zné struktury, které
budou v²ak mezi sebou topologicky ekvivalentní. M·ºe se jednat i o tzv. atrak-
tory2. Vykreslování vektoru ξ(τj) p°edstavuje gra�ckou korelaci jeho prvk·
v k−dimenzionálním prostoru.

Dimenze dynamického systému k je v²ak samoz°ejme velmi vysoká, a proto
ji zkusme redukovat. Pokud prostorové a hybnostní anizotropie relevantn¥
postihují dynamiku p·vodního systému dle (3.21), tak jejich hodnoty de�-
nují stavový vektor. Navíc dle (3.22) pro danou p°esnost δ sta£í uvaºovat
anizotropie do °ádu n0 a m0. Proto vytvo°me stavový vektor dimenze 2m0n0

jako

ξ(τj) = (εx1,1, ε
p
1,1, ε

x
1,2, ε

p
1,2, . . . , ε

x
m0,n0

, εpm0,n0
)
T

. (3.24)

Dimenzi dále redukujme projekcí stavového vektoru (3.24) do prostoru di-
menze h ≤ 2m0n0 funkcemi ηi = ηi(εxm,n, ε

p
m,n), kde i ∈ ĥ a m ∈ m̂0, n ∈ n̂0.

Tedy máme nový h−dimenzionální vektor ξ̃:

ξ̃(τj) = (η1(ε
x
m,n, ε

p
m,n), η2(ε

x
m,n, ε

p
m,n) . . . , ηh(ε

x
m,n, ε

p
m,n))

T

, (3.25)

p°edstavující pr·m¥t stavového vektoru. Z jeho vývoje je stále moºné usoudit
relevantní informace o dynamice fyzikálního systému.

1Sjednocení stav· ξ z k°ivek dané stavovým vektorem ξ(τ) pro v²echny po£áte£ní podmínky.
2Geometrické struktury ve fázovém prostoru, které p°itahují a uv¥z¬ují fázové k°ivky. Bliº²í

informace lze nalézt v referenci [33].
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Hypotéza vý²e prakticky °íká, ºe uváºením nekone£ného po£tu prostorových a hyb-
nostních anizotropií εxm,n a εpm,n m·ºeme popisovat hydrodynamickou expanzi �re-
ballu jako by se jednalo o jiné fázové prom¥nné. Navíc vyuºitím pr·m¥tu hlavních
anizotropií (εxm,n a εpm,n pro nízké m, n) do men²ího podprostoru v¥°íme v zachy-
cení nejd·leºit¥j²ích dynamických moment· anizotropní expanze. Zmín¥né atraktory
jsou mnoºinami ve fázovém prostoru v p°ípad¥ viskózní dynamiky, které uv¥z¬ují a
p°itahují trajektorie dynamického systému. Upínání trajektorií k atraktoru bychom
mohli o£ekávat od vektor· (3.24), resp. (3.25).

Domn¥nku vý²e lze vyslovit analogicky pro vztah vybrané anizotropie potenciálu z
(3.20) a prostorové anizotropie εxm,n.
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Kapitola 4

Numerická implementace

V této kapitole se seznámíme s pouºitým softwarem pro simulace po£áte£ních pod-
mínek a vývoje hydrodynamické fáze QGP vzniklého v jádro-jaderných sráºkách.
Vyuºiváme tzv. hybridní model, tedy °et¥zení program· GLISSANDO 2 a vHLLE.

4.1 Generování po£áte£ních podmínek

pomocí GLISSANDO 2

Pro pot°eby simulace hydrodynamické expanze v programu vHLLE je nutné uvaºovat
relevantní po£áte£ní podmínky � hustotu energie ε(x, y, τ0). Proto vyuºijme Monte-
Carlo generátoru GLISSANDO 2 � GLauber Initial-State Simulation AND mOre
implementující Glauber·v model kolize jader [36,37]. Program je napsán v jazyce
C++ s ROOT knihovnami. Pravd¥dobnostní modely, které program v r·zných fázích
vyuºívá, mohou obsahovat restrikce nastavitelné vn¥j²ími vstupními parametry. Fáze
simulace sráºky jsou následující:

� Generování pozic nukleon· v nalétávajících jádrech.

� Vyhodnocení sráºek nukleon· a deponace energie v hustotu energie ε(x, y, τ0).

P°ede²lé body lze realizovat r·znými jiº v programu implementovanými modely.
Námi pouºité budou prezentovány spolu s jejich hlavními rysy.

Dodejme, ºe tento program je vhodný pro tzv. event-by-event simulace, kdy uva-
ºujeme jednotlivé sráºky � události. Výstupem programu je poté konkrétní pro�l
hustoty energie. �asto se totiº vyuºívá i vyst°edovaného pro�lu hustoty energie p°es
mnoho událostí.
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4.1.1 Generování pozic nukleon· v jád°e

Z rozptylu elektron· na jád°e bylo zji²t¥no rozloºení nabité hmoty v jád°e ve form¥
modi�kovaného Woods-Saxonova rozd¥lení:

ne(r) = c
4πr2(1 +We

r2

R2
e
)

1 + exp( r−Reae
)
, (4.1)

kde c je normaliza£ní konstanta zvolená tak, aby platilo ∫ drne(r) = A, navíc pro
dostate£n¥ t¥ºká jádra jsou parametry We = 0, ae = 0,54 fm a Re = (1,12A1/3 −

0,86A−1/3) fm.

Protoºe nukleony nejsou bodové £ástice, je nutné uvaºovat jejich nabitý pro�l Gau-
ssovským rozd¥lením:

nN(r) =
1

(2πσ2)3/2
exp ( −

r2

2σ2
),

kde σ = 0,79/
√

3 fm odpovídá efektivnímu polom¥ru 0,79 fm. Hledejme rozd¥lení
t¥ºi²´ nukleon· n(r) z podmínky

ne(r) = 2π∫ d3r′ ∫ d3r′′n(r⃗′)nN(r⃗′′)δ3(r⃗ − r⃗′ − r⃗′′). (4.2)

Konvolucí (4.2) jsme svázali rozd¥lení pozic nukleon· n(r) s pro�lem nukleonu nN(r)
tak, aby produkovali tíºený nabitý pro�l jádra (4.1). Z (4.2) bylo zji²t¥no rozd¥lení
pozic nukleon· v jád°e jako modi�kované Woods-Saxonovo rozd¥lení s parametry
a = 0,455 fm, R = (1,103A1/3 − 0,550A−1/3) fm.

Nyní jiº m·ºeme v rámci rozd¥lení t¥ºi²´ nukleon· n(r) náhodn¥ umis´ovat jednot-
livá t¥ºi²t¥ nukleon· aº na restrikci odpovídající odpuzování nukleon·. Pokud bude
nové t¥ºi²t¥ vybráno ve vzdálenosti men²í neº d = 0,4 fm od jiº stávajících, tak se
uskute£ní nový výb¥r. Tato restrikce stále dovoluje p°ekryv nukleonových pro�l· v
jád°e a zv¥t²uje pr·°ez jader pouze o ∼ 1%.

4.1.2 Sráºky a deponace energie

P°ejd¥me ke kolizi nagenerovaných jader s odli²ným geometrickým uspo°ádáním,
av²ak stejným po£tem nukleon· A a B = A. T¥ºi²t¥ jader posuneme v p°í£ném
sm¥ru o hodnotu sráºkového parametru b, který koresponduje s centralitou sráºky.
Posu¬me t¥ºi²t¥ prvního jádra na pozici (b/2,0) a druhé jádro na pozici (−b/2,0).
Bod (0,0) je z°ejm¥ t¥ºi²t¥m obou jader, resp. nalétávající jaderné hmoty.

Model sráºek nukleon·, který nej·sp¥²n¥ji dopomáhal rekonstruovat multiplicitu
jako funkce centrality na urychlova£i RHIC, se nazýva smí²ený model. Je spojení
modelu s binárními sráºkami a s modelem s po²kozenými nukleony (wounded nucle-
ons � WN ). Tyto dva modely se li²í v geometrickém uspo°ádání deponace energie
v transversální rovin¥ z jedné sráºky nukleon·.
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Jádra v této chvíli p°edstavují pozice t¥ºi²´ svých nukleon·. P°ekrytím jader do-
káºeme de�novat jednotlivé vzdálenosti mezi t¥ºi²ti. Poté sráºka dvou nukleon· ve
vzdálenosti r nastane s pravd¥podobností

p(r) = G exp ( −
Gr2

r2
0

), (4.3)

kde konstanta G je nastavená pro shodu s proton-protonovým rozptylem. Polom¥r
r0 odpovídá

r0 =
√
σ/π,

kde σ je ú£inný pr·°ez nepruºných rozptyl· dvou nukleon· roven σ = 42 mb pro
√
sNN = 200 GeV na RHIC. Nyní pokud se dle pravd¥podobnosti (4.3) nukleony

srazí, tak dojde k binární sráºce spolu s po²kozením nukleon·.

Mnoºství deponované energie se m¥°í pomocí relativní deponované síly � RDS, která
pro jednu sráºku nukleon· odpovídá 1. V rámci smí²eného modelu binární sráºka
deponuje energie uprost°ed spojnic t¥ºi²´ nukleon· s RDS rovné α. Mechanismus
po²kození nukleon· deponuje energii v t¥ºi²tích nukleon· s hodnotami (1−α)/2 pro
RDS. Z jedné sráºky nukleon· tedy opravdu získáme RDS rovné 1 = α+2(1−α)/2 a
pr·m¥rné celkové RDS ze sráºky jader je (1 −α)NW /2 +αNbin, kde Nbin a NW jsou
po£ty binárních sráºek, resp. po£et po²kozených nukleon·.

Parametrem α ovliv¬ujeme rozloºení RDS mezi binární sráºky, £i po²kozené nu-
kleony. Fit na multiplicitu jako funkci centrality [37] dává pro smí²ený model hod-
notu parametru α = 0,145 p°i

√
sNN = 200 GeV na RHIC.

Nakonec ud¥lejme konvoluci prostorového rozd¥lení RDS s Gaussovským rozd¥lením
pro simulování disperze zdroj· v d·sledku prvotní produkce £ástic. Získaná distri-
buce jiº p°edstavuje po£áte£ní hustotu energie hydrodynamické fáze ε(x, y, τ0).

Z analýzy výstup· programu GLISSANDO 2 je moºné zobrazit závislosti centrality
na RDS a po£tu po²kozených nukleon· NW na Obr. 4.1.

4.2 Numerické simulace hydrodynamické fáze

ve vHLLE

Pro simulaci hydrodynamické fáze jsme vyuºili relativistického hydrodynamického
kódu vHLLE ve 3+1 dimenzích. V kódu se vyuºívá Israelových-Stewartových rovnic
viskózní hydrodynamiky, které p°i limit¥ nulových viskozit p°echází v pohybové
rovnice ideální kapaliny.

Kód vychází z aproximativního Riemannovského °e²i£e Harten Lex van Leer Einfeldt
(HLLE ) Godunovského typu [5]. Je vhodným °e²i£em pro relativistickou hydrodyna-
miku s velmi nehomogenním po£áte£ním pro�lem hustoty energie. Metoda vyuºívá
pokro£ilých schémat pro minimalizaci numerických chyb. Jedná se o konzervativní
algoritmus, kdy jsou vyhodnocovány toky zachovávajících se veli£in na hranicích
sousedních bun¥k. To zaji²´uje, ºe celková energie a celková hybnost se v systému
zachovává b¥hem celého vývoje.
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Obrázek 4.1: Záv¥ry analýzy výstup· GLISSANDO 2 pro 500000 událostí v Au+Au
sráºkách p°i

√
sNN = 200 GeV smí²eného modelu. Naho°e: Závislost centrality na

po£tu participant· NW ve WN sráºkách. Dole: Závislost centrality na relativní
deponované síle � RDS. [36]
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Pohybové rovnice jsou z kovariantního zachování tenzoru energie a hybnosti spolu
se zachováním náboje nc se svým tokem Nµ

c :

∇µT
µν = 0, (4.4)

∇µN
µ
c = 0, (4.5)

Pro toky zachovávající veli£iny platí

Nµ
c = ncu

µ.

Tenzor energie a hybnosti je v obecném tvaru (2.54), tj.

T µν = T µν
(0)

+ πµν +∆µνΠ. (4.6)

Navíc je nutné doplnit pohybové rovnice o stavovou rovnici p = p(ε, nc). V Israelov¥-
Stewartov¥ formalismu máme pro smykové a objemové nap¥tí dodate£né rovnice:

Dπ⟨µν⟩ = −
πµν − πµνNS

τπ
−

4

3
πµν∇λu

λ, (4.7)

DΠ = −
Π −ΠNS

τΠ

−
4

3
Π∇λu

λ, (4.8)

které zaji²´ují kauzalitu (omezují rychlost kolektivních mód·) a τπ, τΠ jsou relaxa£ní
£asy. �leny

πµνNS = η(∇
µ
⊥u

ν +∇ν
⊥u

µ) −
2

3
η∆µν∇λu

λ = ησµν , (4.9)

ΠNS = −ζ∇λu
λ, (4.10)

které odpovídají hodnotám z Navierova-Stokesova p°ípadu, viz korekce prvního °ádu
(2.49).

Jak bylo °e£eno, v rámci numerického °e²ení dovoluje Godunovova metoda i díky
malým viskozitám, rozd¥lit výsledek simulací na °e²ení ideální £ásti pohybových
rovnic a jejich viskózních korekcí. Doporu£ujeme £tená°i publikace [5,6] pro bliº²í
informace o numerických °e²i£ích úlohy.

Pro simulace jsme vyuºili stavové rovnice známé jako Chiral Model EOS, kde bliº²í
informace lze nalézt v referenci [34].
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Kapitola 5

Analýza výsledk·

Simulujeme jádro-jaderné sráºky Au+Au v intervalu centrality 30-40 % na urych-
lova£i RHIC p°i energii

√
sNN = 200 GeV, kdy se zajímáme o p°í£nou hydrodyna-

mickou expanzi ve st°ední rapidit¥ (∣η∣ < 0,1). Program GLISSANDO 2 nageneroval
po£áte£ní pole hustoty energie ε(τ0), tyto po£áte£ní podmínky byly pouºity pro
program vHLLE, který simuluje hydrodynamickou fázi QGP s nastavitelnými para-
metry smykové a objemové viskozity η, ζ. Podotkn¥me, ºe za£átek hydrodynamické
fáze je v £ase τh = 0,6 fm, kdy v £ase τ0 = 0 fm do²lo k deponaci energie ze sráºky.

Jednotlivé události budeme v hydrodynamické fázi monitorovat pomocí zade�no-
vaných prostorových a hybnostních anizotropií z Kap. 3, jejichº výpo£ty (krom¥
anizotropie potenciálu) byly implementovány do programu vHLLE spolu se zápisem
do textového dokumentu (kaºdých ∆τ = 0,05 fm). Výstupem programu je navíc i
rychlostní pole v, hustota p°í£ného toku energie ST a pole hustoty energie ε v £asech
simulace τ = 0,6; 0,7 a 0,8 fm, poté jiº po krocích ∆τ = 0,5 fm do konce simulace
τ ∼ 7 fm. Výstupní pole jsou dvoudimenzionální, kdy jsme pr·m¥rovali p°es rapiditu
∣η∣ < 0,1 do roviny x × y. Z polí na výstupu je dále v programu Matlab spo£teno
váhované rychlostní pole vε a anizotropie potenciálu (3.20). Anizotropie potenciálu
má nutn¥ hor²í £asové rozli²ení (∼ 0,5 fm), neº prostorové a hybnostní anizotropie
spo£tené p°ímo v programu vHLLE (∼ 0,05 fm). Anizotropie potenciálu jsou proto
v Matlabu vyhlazeny funkcí spline().

V prostorových anizotropiích εxm,n, hybnostních anizotropiích εpm,n a anizotropiích
potenciálu ρm,n de�novaných vztahy (3.2), (3.9), (3.16) uvaºujme jedinou hodnotu
°ádu radiální váhy m, a to m = 2. Proto zna£me zmín¥né anizotropie bez explicitní
hodnoty °ádu m, jako εxn ≡ εx2,n, ε

p
n ≡ εp2,n a ρn ≡ ρ2,n, stejn¥ tak i p°íslu²né fázové

posunutí Ψn ≡ Ψ2,n.

Na dal²ích pracech jsme ponechali analýzu s nenulovým parametrem ζ/s °ídící sílu
objemového nap¥tí Π v (4.6), kdy zde uvaºujeme pouze ζ/s = 0. Pom¥r smykové a
objemové viskozity η, ζ s entropií s jsou vhodné bezrozm¥rné parametry, i protoºe
η, ζ jsou zhruba úm¥rné entropii.
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5.1 Porovnání nastavení hydrodynamiky paramet-

rem η/s

Zvolili jsme t°i r·zná nastavení podílu η/s, který kontroluje sílu viskózního £lenu
πµν v (4.6). Pouºitá nastavení jsou následující:

I Ideální hydrodynamika s η/s = 0.

V Viskózní hydrodynamika s η/s = 0,08.

SV Siln¥ viskózní hydrodynamika s η/s = 0,20.

Dle po£áte£ní excentricity εx(τh), resp. εx2(τh), která je pr·m¥rn¥ rovna 0,34 (p°es
200 event·), jsme vybrali pro srovnání dv¥ události s excentricitami 0,65 a 0,24.

Pro více excentrickou událost vidíme na Obr. 5.1 sekvenci vývoje pole hustoty ener-
gie ε spole£n¥ s vektorovým polem hustoty p°í£ného toku energie S v rovin¥ x× y v
nastavení V.

Prostorové anizotropie

Prostorové anizotropie εx a εxn pro n = 1,2,3,4,5 de�nované vztahy (3.1), (3.2) lze
vid¥t na Obr. (5.2) pro v²echna nastavení hydrodynamiky a dv¥ zmín¥né události.
Veli£iny εx a εx2 jsou ve svých de�nicích stejné aº na nato£ení sou°adného systému fází
Ψm,n. V jejich porovnání ze simulace na Obr. 5.2(a) a Obr. 5.2(c) se jeví shodné s chy-
bou 10−3. Po£áte£ní podmínky z GLISSANDO 2 jsou jiº dle excentricity nato£eny,
jinak by v obecném p°ípad¥ shodnost neplatila. První událost má v¥t²í anizotropie
ve v²ech °ádech krom¥ n = 3. Také je zajímavé chování pro n = 5, kdy pozorujeme
podobnou dynamiku pro ob¥ události.

Hybnostní anizotropie

Hybnostní anizotropie lze vid¥t na Obr. 5.3, a to konkrétn¥ anizotropii toku ⟨∣vx∣ −
∣vy ∣⟩, anizotropii toku energie ⟨∣Sτx∣−∣Sτy ∣⟩, hybnostní anizotropii εp a obecn¥j²í hyb-
nostní anizotropii εpn pro °ády n = 2,3,4. První t°i anizotropie jsou kladné, jelikoº
GLISSANDO 2 natá£í po£áte£ní podmínky dle excentricity. Vidíme, ºe anizotropie
εpn jdou do záporných hodnot, protoºe jejich harmonické váhy jsou shodn¥ orien-
tované jako u prostorové anizotropie εxn, coº poukazuje na tok energie ve sm¥ru
men²ího zastoupení energie v polárním úhlu. Vidíme, ºe pr·b¥hy pro ⟨∣vx∣ − ∣vy ∣⟩ a
⟨∣Sτx∣ − ∣Sτy∣⟩ jsou podobné stejn¥ jako jejich fyzikální význam.

Anizotropie potenciálu

Tvar potenciálu ϕS vektorového pole S m·ºeme vid¥t na Obr. 5.4 ve £ty°ech £ase pro
první událost. Z anizotropií potenciálu vyuºijeme pouze anizotropie potenciálu toku
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.1: �asový vývoj pole hustoty energie ε(x, y) spolu s vektorovým polem
hustoty p°í£ného toku energie S(x, y) v nastavení V pro první událost. �asový
rozdíl mezi snímky není ze za£átku konstantní.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.2: Prostorové anizotropie pro dv¥ události zna£ené 1 a 2. Na Obr. (a)
vidíme excentricitu εx, poté jiº na Obr. (b), (c), (d), (e), (f) postupn¥ °ády n =

1,2,3,4,5 anizotropie εxn.

64



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.3: Hybnostní anizotropie pro dv¥ události 1 a 2. Anizotropie toku ⟨∣vx∣ −
∣vy ∣⟩ na Obr. (a), anizotropii toku energie ⟨∣Sτx∣ − ∣Sτy ∣⟩ na Obr. (b), hybnostní
anizotropii εp na Obr. (c) a obecn¥j²í hybnostní anizotropii ε

p
n pro °ády n = 2,3,4 na

Obr. (d), (e), (f).
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energie ρSn , jelikoº anizotropie potenciálu rychlosti a váºeného pole rychlosti ρvn, ρ
vε
n se

ukázali být nevhodné. Zejména ρvn jako numericky nestabilní ve smyslu nespojitostí
mezi kroky simulace a oscilujícími pr·b¥hy. Toto chování se dalo p°edpovídat, kv·li
chyb¥jícímu váhování hustotou energie ε. P°i p°idání váhy v p°ípad¥ ρvεn lze v²ak
pozorovat stále p°ecitliv¥lé chování veli£in, jako pro °ád n = 2 na Obr. 5.5(a). Na
Obr. 5.5(b)-5.5(f) vidíme ρSn pro °ády n = 1,2,3,4,5. Po£áte£ní hodnoty anizotropií
ρvε2 a ρS2 jsou tém¥° shodné, koncové hodnoty jsou jiº v men²í korespondenci.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5.4: �asový vývoj potenciálu ϕS v nastavení V pro první událost.

5.2 Analýza více událostí v nastavení η/s = 0, 08

Vzhledem k dom¥nce v Podkap. 3.4 hledáme struktury v korelacích anizotropií
dle (3.24), resp. (3.25). Takové struktury bychom mohli zpozorovat pouze studiem
mnoha událostí event-by-event a v systému s disipací, tedy ve viskózním p°ípad¥.
Vybrali jsme p°ípad hydrodynamiky s η/s = 0,08 a budeme analyzovat t°i typy
k°ivek:

66



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.5: Anizotropie potenciálu pro dv¥ události 1 a 2. Anizotropie potenciálu
váºené rychlosti druhého °ádu ρvε2 na Obr. (a). Anizotropie potenciálu toku energie
ρSn pro °ády n = 1,2,3,4,5 jsou na Obr. (b), (c), (d), (e), (f).
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K°ivky z 90 událostí, které jsou barevn¥ odli²eny dle své po£áte£ní excentricity
εx2 . Sv¥tle zelená barva odpovídá k°ivkám událostí s nízkou excentricitou a
p°echází ve hn¥dou barvu k°ivek událostí s vysokou excentricitou.

SU Pr·b¥h zna£ený SU (st°edování událostí) bude odpovídat vºdy pr·m¥ru da-
ných k°ivek z událostí vý²e. Pro pr·m¥rování jsme vyuºili navíc 110 událostí.

SPP Vývoj ze st°edovaných po£áte£ních podmínek. Po£áte£ní hustota energie ε(τ0)

této události byla st°edována p°es 1000 polí v GLISSANDO 2.

Sestavil jsme histogramy fázových posun· Ψn pro n = 2,3,4,5 z 200 událostí na Obr.
5.6. Protoºe je pro�l po£áte£ní hustoty energie ε(τ0) jiº nato£ený dle své excentricity
εx2 , tak pozorujeme na Obr. 5.6(a) pouze lehké odchylky od Ψ2 = 0, resp. Ψ2 = 2π.
Liché °ády fázových posun· Ψ3 a Ψ5 se jeví jako uniform¥ rozd¥lené. Naopak u
£tvrtého °ád·, tj. pro Ψ4 pozorujeme pík okolo hodnoty π/4 plynoucí z korelace k
Ψ2. Z konstrukce de�nic fázových posun· (3.3) tím vyplývá, ºe pro�l harmonické
váhy druhého °ádu je pooto£en práv¥ o π/4 oproti pro�lu harmonické váhy £tvrtého
°ádu.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5.6: Histogramy fázových posun· Ψn pro °ády n = 2,3,4,5 z 200 událostí.
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Prostorové a hybnostní anizotropie

Barevné odli²ení nám pomáhá ke sledování trend· vývoje k°ivek vzhledem k po£á-
te£ní excentricit¥. Navíc v porovnání s pr·m¥rem t¥chto k°ivek SU a pr·b¥hem ze
st°edovaných po£áte£ních podmínek SPP.

Na Obr. 5.7 m·ºeme vid¥t prostorové a hybnostní anizotropie εxn, ε
p
n °ád· n = 2,3,4.

V porovnání 90 událostí barevným rozli²ením pozorujeme úm¥rnou transformaci
excentricity εx2 do hybnostní anizotropie druhého °ádu εp2. V p°ípad¥ t°etího a £tvr-
tého °ádu jiº nevyuºijeme barevného kódování k rozli²ení úm¥rnosti propagací. Ze
st°edovaných pr·b¥h· SU na Obr. 5.7(a)-5.7(f) i pozd¥ji z korelací bude v²ak pro-
pagace prostorových anizotropií do hybnostních anizotropií stejného °ádu z°ejmá.
Coº odpovídá hydrodynamické expanzi dle gradientu tlaku.

U lichých °ád· εxn, ε
p
n obecn¥ pozorujeme potla£ení pr·b¥hu SPP, protoºe jsou po-

£áte£ní podmínky nejd°íve orientovány dle excentricity a aº poté st°edovány. Liché
fázové posuny Ψn na Obr. 5.6 jsou uniform¥ rozd¥leny, a proto nem·ºeme o£ekávat
jiný, neº eliptický pro�l hustoty energie ε(τ0), který m·ºeme vid¥t na Obr. 5.8 v
£ase za£átku hydrodynamické simulace τh = 0,6 fm.

Korelace prostorových a hybnostních anizotropií stejného °ádu

Vytvo°ili jsme dvoudimenzionální korelace prostorových a hybnostních anizotropií
εxn, ε

p
n °ád· n = 2,3,4 na Obr. 5.9 spolu s korelací sou£tu prostorových anizotropií

εx2 + ε
x
3 + ε

x
4 a sou£tu hybnostních anizotropií εp2 + ε

p
3 + ε

p
4. Na v²ech korelacích vidíme

podobnou dynamiku transformace prostorových anizotropií do hybnostních. V rámci
korelace sou£t· na Obr. 5.9(d) pozorujeme hlad²í pr·b¥hy spolu s uniformním cho-
váním k°ivek v koncových £asech (oblast po£átku) i upínání pr·b¥hu SPP k SU.

T°ídimenzionální korelace anizotropií

Na²im úst°edním zájmem je pátrat po atraktorech v anizotropiích hydrodynamické
expanze. Jelikoº dle vy°£ené dom¥nky v Podkap. 3.4 lze anizotropie jednozna£n¥
zrcadlit s fázovými poli hydrodynamického systému, tak vytvá°ejme vektory (3.24),
resp. (3.25), které lze mimo jiné chápat jako vysokodimenzionální korelace anizotro-
pií, resp. korelace funkcí z anizotropií. Pokud nekone£n¥ dimenzionální hydrodyna-
mický systém obsahuje ve svém fázovém prostoru atraktory, tak bychom o£ekávali
struktury na n¥j odkazující i v nízkodimenzionálních korelacích, tj. ve vykreslování
vektor· (3.24), resp. (3.25). Vybrali jsme t°ídimenzionální korelace, jelikoº korelace
vy²²ích dimenzí jiº nelze smyslupln¥ zobrazit.

Na obrázcích t°ídimenzionálních korelací o£ekávejme v levém sloupci t°i pohledy na
strukturu svrchu a v pravém sloupci pohledy na roviny x × y, x × z a y × z.

Nejd°íve nahlédn¥me na Obr. 5.10, kde jsou korelace prostorových anizotropií εxn
pro n = 2,3,4. Pozorujeme sniºování prostorových anizotropií a p°eváºn¥ trend p°i-
bliºování trajektorií k vyst°edovanému pr·b¥hu SU. Je zájímavé, ºe pr·b¥h SPP
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.7: Prostorové a hybnostní anizotropie εxn, ε
p
n pro 90 událostí spolu s je-

jich st°edovaným pr·b¥hem SU a pr·b¥hem ze st°edovaných po£áte£ních podmínek
SPP. V levém sloupci prostorové anizotropie, tj. na Obr. (a), (c), (e). Hybnostní
anizotropie v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).
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Obrázek 5.8: St°edovaný po£áte£ní pro�l hustoty energie pro SPP v £ase τh = 0,6
fm.

postrádá liché anizotropie a nachází se v okolí hn¥dých k°ivek, tj. událostí s vyso-
kou po£áte£ní excentricitou. Na Obr. 5.10(d) vidíme, ºe k°ivky za£ínající v okolí
pr·b¥hu SPP tvo°í útvary podobné ºebrování, kdy se odchylují od SPP a mírn¥
navrací. Jedná se o události s nízkým εx4 .

T°idimenzionální korelaci anizotropií hybnosti εpn pro n = 2,3,4 lze vid¥t na Obr.
5.11. Pozorujeme dynamiku zvy²ování a následné sniºování hybnostních anizotropií.
Zajímáve je, ºe korelace εp2 s εp3 a εp2 s εp4 jsou si blízké (porovnání Obr. 5.11(b) a
5.11(d)), coº vede na kompaktn¥j²í tvar korelace εp3 s εp4 podél diagonály grafu na
Obr. 5.11(f). Druhý °ád je z°ejm¥ nejd·leºit¥j²ím momentem expanze.

Jako poslední t°ídmenzionální korelaci jsme zvolili p°ípad s vyuºitím funkcí anizo-
tropií ηi(εxn, ε

p
n) pro i = 1,2,3, viz (3.25). De�nujme je jednodu²e jako rozdíl prosto-

rových a hybnostních anizotropií stejného °ádu, tedy

η1 = ε
x
2 − ε

p
2,

η2 = ε
x
3 − ε

p
3, (5.1)

η3 = ε
x
4 − ε

p
4.

Z konstrukce (3.9) jsou námi de�nované hybnostní anizotropie εpn opa£ného zna-
ménka neº prostorové anizotropie εxn de�nované vztahem (3.2). Rozdílem εxn − ε

p
n

tedy s£ítáme kladné hodnoty. Od −εpn o£ekáváme kompenzaci sniºování εxn, kv·li
jiº zmi¬ované propagaci prostorových anizotropií do hybnostních. Na Obr. 5.12 vi-
díme korelaci £len· (5.1), která je podobná korelaci z Obr. 5.10. To je zp·sobeno
tém¥° °ádovým rozdílem mezi prostorovými a hybnostními anizotropiemi. Pozoru-
jeme vyhlazení k°ivek a jejich men²í p°ekryv, coº je správný signál, protoºe od
trajektorií opisovaných stavovými vektory bychom neo£ekávali k°íºení. Zp¥tná dy-
namika (vlnky) v po£átcích k°ivek nazna£uje, ºe je nár·st hybnostní anizotropie
velice rychlý. O tom se m·ºeme p°esv¥d£it na Obr. 5.9, kde jsou k°ivky ze za£átku
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5.9: Korelace prostorových a hybnostních anizotropií stejného °ádu na Obr.
(a), (b), (c) pro °ády n = 2,3,4 a korelace sou£t· anizotropií na Obr. (d).

expanze tém¥° svislé, tedy nem¥nné v prostorové anizotropii a pozorujeme prudký
nár·st hybnostní anizotropie.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.10: T°ídimenzionální korelace prostorových anizotropií εx2 , ε
x
3 , ε

x
4 postupn¥

na osách x, y, z. V levém sloupci pohledy shora, tj. na Obr. (a), (c), (e). Pohled na
roviny x × y, x × z, y × z v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.11: T°ídimenzionální korelace hybnostních anizotropií εp2, ε
p
3, ε

p
4 postupn¥

na osách x, y, z. V levém sloupci pohledy shora, tj. na Obr. (a), (c), (e). Pohled na
roviny x × y, x × z, y × z v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Obrázek 5.12: T°ídimenzionální korelace rozdíl· anizotropií εx2 − ε
p
2, ε

x
3 − ε

p
3, ε

x
4 − ε

p
4

postupn¥ na osách x, y, z. V levém sloupci pohledy shora, tj. na Obr. (a), (c), (e).
Pohled na roviny x × y, x × z, y × z v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).
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Záv¥r

V první £ásti práce jsme p°edstavili kontext studia kvark-gluonového plazmatu �
teoretické p°edpov¥di, první pozorování a pr·b¥h experiment·. Poukázali jsme na
kolektivní chování tohoto média p°i své expanzi, coº odkazuje na nutnost hydrody-
namického popisu.

V druhé kapitole jsme se zabývali samotnou relativistickou hydrodynamikou s na-
hlédnutím k její nerelativistické analogii � klasické hydrodynamice. Byly odvozeny
pohybové rovnice do prvního °ádu a ukázáno schéma pro pohybové rovnice z vy²-
²ích °ád· tenzoru energie a hybnosti tak, abychom porozum¥li de�nicím prostoro-
vých i hybnostních anizotropií a rovnicím hydrodynamického °e²i£e vHLLE. vHLLE
jsme jako numerický aparát prezentovali spolu s generátorem po£áte£ních podmínek
GLISSANDO 2.

Více zp·soby jsme de�novali jak prostorové, tak i hybnostní anizotropie, kdy zobec-
n¥ní hybnostní anizotropie do °ád· v m a n je inovací do dané problematiky spolu s
de�nicí anizotropií potenciálu. Vy°kli jsme domn¥nku o vztahu prostorových a hyb-
nostních anizotropií k fázovým prom¥nným systému � polím uµ(x, τ), ε(x, τ), . . . .
Domn¥nku jsme ov¥°ovali na sad¥ korelací.

Výstupem této práce jsou implementované prostorové i hybnostní anizotropie v kódu
vHLLE a skripty v programu Matlab pro spo£tení anizotropií potenciálu a vizua-
lizaci hydrodynamických polí z výstupu vHLLE.

V Podkap. 5.1 jsme porovnávali r·zná nastavení hydrodynamiky v·£i smykové visko-
zit¥ pro ideální p°ípad η/s = 0 a dva viskózní p°ípady s η/s = 0,08 a η/s = 0,20. Ne-
pozorovali jsme poníºení anizotropií vzhledem k p°ípadu s vy²²í viskozitou, pouze
tendenci anizotropií nevzdalovat se od okolí dosaºené nuly. Ukázali jsme i nov¥ de�-
nované anizotropie potenciálu, jejichº detailní studium ponecháváme dal²ím pracem.

V Podkap. 5.2 jsme pom¥°ovali anizotropie 90 událostí s jejich vyst°edováním a s
pr·b¥hem ze st°edovaných po£áte£ních podmínek. Odsud je záv¥rem i konstatování
dynamiky transformace prostorových anizotropií do hybnostních, kdy pozorujeme
rychlý nástup hybnostních anizotropií pohán¥jící následné poníºení prostorových
anizotropií. Sledovali jsme i silné korelace shodných °ád· n pro εxn a εpn. Zejména se
potvrdila role druhého °ádu jako hlavního momentu dynamiky.

V rámci hledání atraktor· jsme vytvá°eli t°ídimenzionální korelace anizotropií pro-
storových εx2 , ε

x
3 , ε

x
4 , hybnostních εp2, ε

p
3, ε

p
4 i pomocí funkce anizotropií def. ηi =

εxi+1 − ε
p
i+1 pro i = 1,2,3 a ve vytvo°ených strukturách jsme hledali p°ilínání trajekto-

rií k ur£ité mnoºin¥, £i k°ivce. Takové chování lze vid¥t u k°ivek s vy²²ími hodnotami
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anizotropií na Obr. 5.10, £i 5.12, není v²ak univerzální. Na Obr. 5.12 vidíme men²í
p°ekrývání k°ivek a jejich jemné vyhlazení oproti Obr. 5.10. To m·ºe nazna£ovat
dobrý sm¥r ve výb¥ru funkcí ηi(εxn, ε

p
n), kdy se nabízí uvaºovat sloºit¥j²í funk£ní

závislosti spolu se zakomponováním více °ád· anizotropií. Domn¥nka o vztahu ani-
zotropií a hydrodynamických prom¥nných systému se tedy jeví jako reálná.

V budoucnu se zam¥°íme i na p°ípad s nenulovou objemovou viskozitou, tj. v nasta-
vení s ζ/s ≠ 0, jelikoº disipace obecn¥ dopomáhá k upínání k°ivek na atraktor. Dále
se nabízí t°íd¥ní událostí dle blízkých po£áte£ních hodnot prostorových anizotropií
a sledování dynamiky na t¥chto t°ídách. Jistý prostor je stále v d·kladné analýze
korelací fázových posun· Ψn.
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