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Abstrakt:  Uvedeme ¢tenafe do kontextu studia kvark-gluonového plazmatu spolu
se zéklady relativistické hydrodynamiky. Ukazeme jiz zndmé prostorové a hybnostni
anizotropie expanze kvark-gluonového plazmatu a zadefinujeme nové hybnostni ani-
toropie v fadech m a n spolu s anizotropiemi potencialu. Tyto veli¢iny jsou imple-
mentovany do hydrodynamického kédu vHLLE a jsou sledovany v event-by-event
simulacich pro nastaveni odpovidajici srazkam Au + Au na urychlova¢i RHIC pri
energii \/syy = 200 GeV. Ke generovani pocatecnich podminek vyuZijeme volné
dostupny kod GLISSANDO 2. Vyikneme domnénku o vztahu anizotropii a fazo-
vych proménnych hydrodynamického systému, kdy na sadé korelaci budeme nasi
domnénku ovérovat.
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Abstract:  We will introduce the reader to the context of the quark-gluon plasma
and its relativistic hydrodynamics. We will show existing spatial and momentum
anisotropies of an expansion of the quark-gluon plasma and a new definition of
the momentum anisotropy in orders m and n including anisotropies of potential.
Variables are implemented into hydrodynamical code vHLLE and are observed event-
by-event in setup of \/syy = 200 GeV Au + Au collisions at RHIC. To generate
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Uvod

V této praci se soustfedujeme na kvark-gluonové plazma, které je nékdy nazyvané
také novym skupenstvim hmoty. Oproti iontovému plazmatu — ¢tvrtému skupenstvi
hmoty, se odliSuje zcela zasadné. Namisto smési kladnych iontu a elektronu intera-
gujicich elektromagneticky uvazujeme smés kvarku a gluonii interagujicich dle pra-
videl kvantové chromodynamiky. 7 teoretickych pfedpovédi a numerickych simulaci
bylo jiz dfive odhadovano, ze pii vysokych energiich a hustotdch by mohlo vznik-
nout slabé vazané médium. Toto tvrzeni se zejména opirda o asymptotickou volnost
kvantové chromodynamiky. Experimenty se ukizalo, Ze namisto modelu slabé inter-
agujictho Fermiho plynu je kvark-gluonové plazma silnéji vaizané médium — kapalina,
navic s extrémné nizkymi viskozitami.

Zndmky formace kvark-gluonového plazmatu byly poprvé pozorovany ve srazkich
tezkych iontti na SPS (Super Proton Synchrotron) v CERN. Dostatecné dikazy pfi-
nesl RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) v BNL, pravé zde prezentované vysledky
simulaci budou odpovidat experimentim na RHIC pii \/syn = 200 GeV. Zplostela
jadra se v experimentech srazi necentralné, ¢imz vytvaireji elipticky profil depono-
vané energie a pocatecni kvark-gluonové hmoty. Nasledna kolektivni expanze hmoty
v pri¢né roviné lze vysvétlit hydrodynamickym modelem. Pouze tehdy se azimutalni
rozdéleni hadronii ze simulaci shoduji s pozorovanimi.

Studium kvark-gluonového plazmatu je rozsdhlé. V této praci se soustfedime na hyd-
rodynamickou expanzi necentralnich srazek a jeji charakterizaci pomoci tzv. velicin
anizotropie. Tyto veli¢iny postihuji rozdil dané expanze od izotropni expanze z cen-
tralnich srazek. Existuje jejich fenomenologie, kdy nejvice pouzivané jsou prostorové
anizotropie definované ve vice fadech v m,n a rizné hybnostni anizotropie postrada-
jici koherentni definici. Proto budeme hybnostni anizotropie a anizotropie potencidlu
nové definovat analogicky jako u prostorovych anizotropii v fadech m,n. Cinfme tak
pro moznost sledovéani jejich vzajemnych korelaci béhem hydrodynamického vyvoje.
Kvili studiu dynamiky nebudeme vysledky simulaci stiedovat pres udalosti, ale ana-
lyzujeme vysledky tzv. event-by-event, tedy kazdou udalost jednotlivé.

V prvni kapitole prezentujeme zakladni poznatky o kvark-gluonovém plazmatu —
odhad vazanosti média, vlastnosti z pozorovatelnych veli¢in a pribéh typické rela-
tivistické srazky tezkych ionti. Uvidime také sestaveny fazovy diagram plazmatu.

Ve druhé kapitole stru¢né konstruujeme klasickou hydrodynamiku, abychom vidéli
analogie pfi odvozovani pohybovych rovnic relativistické hydrodynamiky do prvniho
radu. Zaméiime se i na Bjorkentiv model a ukdzeme schéma pro vyssi fady tenzoru
energie a hybnosti. Poté bude mozné formulovat Israelovi-Stewartovi rovnice, jak je
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implementovano v nami pouzitém numerickém hydrodynamickém tesi¢i vHLLE .

Ve tieti kapitole ndhlédmene do zavedenych definic prostorovych a hybnostnich ani-
zotropii. Predstavime obecnéjsi definici hybnostni anizotropie v fadech m,n spolu s
anizotropii potencidlu. Navic vyfkneme domnénku o vztahu anizotropii a fazovych
proménnych hydrodynamického systému.

Ve ¢tvrté kapitole popiSeme pouzity hydrodynamicky kéd vHLLE a generator poca-
tecnich podminek GLISSANDO 2. Do hydrodynamického koédu vHLLE implemen-
tujeme monitorovani hybnostnich a prostorovych anizotropii. Vystupem programu
jsou i vybrana dvoudimenzionalni hydrodynamicka pole.

V posledni kapitole analyzujeme vysledky hydrodynamickych simulaci 200 eventi s
riznymi fluktuujicimi poc¢ate¢nimi podminkami, nastaveni odpovida srazkam Au +
Au pHi /syn =200 GeV a 30-40 % centralité na urychlovaci RHIC.

12



Kapitola 1

Kvark-gluonové plazma ve srazkach
tézkych iontt

V centru naseho zajmu se nachazi médium existujici v extrémnich teplotach a hus-
totach — kvark-gluonové plazma, pouzivejme oznaceni QGP — quark-gluon plasma.
Dle nazvu se jednd o smés silné interagujicich kvarki a gluont, které diky své vy-

s ,,klasickym* iontovym plazmatem.

V této kapitole nastinime teoretické predpovédi existence QGP a jeho prvotné od-
hadovanych vlastnostni. Protoze QGP je statisticky popsatelny systém, tak nahléd-
neme na jeho fazovy diagram. Dale na experimentalni realizace QGP v ultrarela-
tivistickych jadro-jadernych srazkédch na urychlovac¢i RHIC a na zavéry analyzy z
pozorovatelnych velicin.

1.1 Nové skupenstvi hmoty

Dle kosmologickych pozorovani a vysledki standardniho modelu ¢éasticové fyziky se
predpoklada, ze na pocatku nas vesmir expandoval ze singularity spojené s extrém-
nimi hustotami a teplotami. QGP (spolu s leptony) tvorici obsah tohoto raného
vesmiru chladlo s postupnou Hubblovskou expanzi az po tzv. kritickou teplotu T..
Poté kvarky a gluony rekombinovaly do jiz bezné pozorované hadronové hmoty [1].

Kritickd teplota 1. ~ 150 MeV byla ur¢ena v Hagedornovych pracich zabyvajicich
se hadronovym plynem. Neni ndhodou, Ze je tato kriticka teplota blizko hmotnosti
nejleh¢ich mezont — 70, 7* s hmotou okolo 134 MeV a 139 MeV. Hagedornova teplota
byla interpretovana jako limitni teplota hmoty, kdy zvySovani teploty by vedlo pouze
na produkci novych, tezsich ¢éstic.

V ramci interakei v médiu uvazujeme pouze silnou silu mezi kvarky (u, d, s, ...) a
gluony tidici se kvantovou chromodynamikou (QCD). Brzy po objevu asymptotické
volnosti QCD bylo zfejmé, ze pii dostateénych teplotach by mohla kvark-gluonova
smés tvorit slabé vdzany systém podobny Fermiho plynu |7]. Asymptoticka volnost
QCD odpovida efektu zeslabovani vazebné konstanty oy (relativni sila interakce) na
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Obrazek 1.1: Kfivka zavislosti (1.1). Nenechme se zméast usporadanim energie na ho-
rizontalni ose. Je tak u¢inéno kvili nepfimé timéfe energie participanti a interakéni
vzdélenosti d, kdy interakéni vzdalenost roste nyni piirozené zleva doprava. [8]

malych vzdalenostech. Malé vzdalenosti interakce se dosahuje vysokou energii (viz.
Obr. 1.1), coz pro statisticky systém odpovida vysokym teplotam. Zévislost vazebné

konstanty na energii je
E2
=) (1.1)

kde A je experimentalné odvozeny parametr a stejné jako konstatna améry v (1.1)
je zavisla na poctu energeticky dostupnych vinich kvarku. Piihlédneme-li navic k

charakteru nasyceni silnych sil, tak se lze domnivat, ze nad T' > T, se kvarky za¢nou
chovat jako ,,volni* konstituenti média.

g o< In7! (

Napiiklad dle prace 9] lze teoreticky odhadnout miru vazanosti QGP, tj. zdali se
jedna o slabé ¢i silné vdzané médium. Pro iontové plazma definujeme Coulombiv
parametr vdzanosti:

<Epot>
(Ekin)’

kde s Coloumbovskou interakci elektrickych naboji @ v typickych vzdalenostech
d mame v piirozenych jednotkach T' = Q?/Td. Jelikoz lze odhadnout vzdélenost
d ~ (ny)~'/3 z hustoty interagujicich konstituenti ng, poté je Coloumbiv parametr
vazanosti I' = T'(T,ny), tj. funkci teploty a hustoty konstituentii. Parametr I' ma
jednoduchou interpretaci [9]:

=

(1.2)

e ['<< 1 je plazma témér neinteragujici systém,

e ['>1 je plazma silné vazané,

e ['€(10,32) fikame, Ze plazma je v kapalné fazi,

e ['> 172 Ize oc¢ekavat tazovy prechod do pevného skupenstvi.
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Realizujme predeslou analogii miry vazanosti pro QGP. Namisto elektrickych naboju
konstituenti uvazujme soucin Casimirova tnvariantu silné interakce C a vazebné
konstanty a [9]. Vztah (1.2) 1ze pro QGP zapsat jako:

_ Ca
- Td’

L (1.3)

kde Casimirtv invariant nabyva pro kvarky hodnoty C, = 4/3 a pro gluony C, = 3.

Ze znamého vztahu pro polomér jadra r = roA% v zavislosti na poc¢tu nukleoni A
(ro = 1.25 fm) lze snadno odhadnout pramérnou vzdalenost nukleoni ve velkych
jadrech. Pro zlato s A = 197 méame

1

4._.3\3
d —né—(?’ﬂr) ~ 2 fm
n — n - - [

A

kde n,, je hustota nukleont v jadie zlata, dovolime-li si odhadnout hustotu kvarki n,
jako ng = 3n,, které nesou veSkerou hmotu nukleonu, pak typickd vzdalenost kvarka
¢ini dy ~ 1,4 fm. Vyuzijme d, spolu s C = (C, + C,)/2 a rozsahem «; € (0,2;0,5) ve
vztahu (1.3), poté je hodnota Coulombova parametru vazanosti QGP:

T, € (3,5:10,7).

Srovname-li tento vysledek s hodnotami I' pro iontové plazma, tak QGP odpovida
silné vazanému systému na hrané kapalné faze.

Tyto odhady jsou v8ak naivni, jelikoZz neuvazuji nezanedbatelnou ¢ast hmoty QGP
— motské kvarky.

Prozradme zde, 7Ze z pozorovani experimenti na urychlova¢i RHIC (Relativistic
Heavy ITon Collider) v BNL (Brookhaven National Laboratory), USA byla ze spekter
hadront urcena hustota energie v QGP € ~ 5 GeV/fm3 (v jadie ~ 0,16 GeV /fm?)
[11]. Z této hustoty energie 1ze odhadnout vzdalenost konstituenti d ~ 0,5 fm. Mira
vazanosti QGP je poté T’y € (10, 30), coZ jiz zcela odpovida kapalné fazi plazmatu.

1.1.1 Fazovy diagram

V ramci statistickych simulaci kvantového systému na miizi' bylo mo7né ziskat néko-
lik zédkladnich charakteristik QGP. V popisu vyuzivime termodynamické makrosko-
pické veli¢iny, jako jsou hustota energie €, tlak p, chemicky potencidl pug, ¢i entropie
s, které pres mikrostavy stieduji dané QCD interakce. Zména charakteru interakci
v zavislosti na energii participanti dle (1.1) muze vést na fazové pirechody makro-
skopického popisu.

Nahlédnéme, 7e Hagedornova teplota 7, ~ 150 MeV odpovida dle e ~ (7+1)7T* [12]
hustoté energie €, ~ 1 GeV/fm3. Vzhledem k odhadovanym vzdalenostem konstitu-
entll na pocatku formace QGP ~ 1 fm to koresponduje i s hrani¢ni energii £ ~ 1
GeV pii ag ~ 1 (viz. Obr. 1.1).

IKvantové vypoéty na miizi — numerické realizace statistického popisu kvantového systému.
Zavéry simulaci jsou extrapolované vysledky z dostupnych rozliSenich mitize.
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Obrazek 1.2: Zavislost poméru €/T* na relativni teploté T'/T.. Barevné §ipky v pra-
vém hornim rohu znaéi pfislusné limity (1.4). [13]

P11 vysokych teplotach predpokladame, Ze se Skdlovana hustota energie ¢/T* a tlak
p/T* budou asymptoticky blizit limité odpovidajici relativistickému plynu [15]:

€ 3p 21 7?2

kde ny je pocet uvazovanych vini v modelu. Zfejmé zde vyuzivime stavové rovnice
relativistického plynu € = 3p. Na Obr. 1.2 vidime pribéh poméru ¢/T* v zavislosti na
relativni teploté T'/T.. Je patrny prudky rist v okoli T' = T, ktery odkazuje na mozny
spojity fazovy prechod média, poté se jiz pomér €/T* pomalu piiblizuje k limité (1.4).
Pomér p/T* v zavislosti na teploté lze vidét na Obr. 1.3. Termodynamické veli¢iny
se na Skile T ~ (2 - 4)T, 1isi od téch pro relativisticky neinteragujici plyn o zhruba
15 % [13], coz je ve shodé s predstavou o pretrvavajicich interakcich kvarki.

Po teoretickych i experimentalnich studiich riznych fazi QGP v zavislosti na teploté
a chemickém potencidlu pp bylo mozné sestavit fazovy diagram QGP na Obr. 1.4.
Chemicky potencial postihuje rovnovahu hmoty a antihmoty v médiu. Stav ug ~ 0
odpovida ekvivalentnimu zastoupeni hmoty a antihmoty. up > 0 signalizuje prevahu
hmoty. Pfedpokladame symetri¢nost fazového diagramu, proto neuvazujeme Cast
pro up < 0, odpovidajici vétsimu zastoupeni antihmoty.

Na Obr. 1.4 muzeme pro nizké teploty a vysoké hustoty hmoty ug ~ 1 GeV po-
zorovat odhadované faze vazaného obsahu jadra neutronovych hvézd, ¢ barevného
supravodice [16]. Ve stavu T~ 0 GeV a pp ~ 0,93 GeV se nachazi bezna hmota. Stav
vakua odpovida 7'~ 0 GeV a pup =0 GeV. Z libovolné hodnoty pp lze zvySovanim
teploty dosahnout ze diive hadronového obsahu fize QGP.

Zpusob prechodu do kvark-gluonové faze neni unifikovany. Plna ¢ara na Obr. 1.4 u
hadronové faze predstavuje fazovy prechod prvniho druhu. PieruSovana ¢ara od kri-
tického bodu znaci spojity fazovyj prechod korespondujici s chovanim hustoty energie
z Obr. 1.2.
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Obrazek 1.3: Zavislost poméru p/T* na teploté T'. Barevné $ipky v pravém hornim
rohu znadi prislugné limity (1.4). [13]
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Obrazek 1.4: Fazovy daigram hadronové hmoty. [13]
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Obrazek 1.5: Schématicky relativisticky vyvoj a rizné faze QGP pfi jadro-jadernych
srazkach. Upraveno a pfevzato z [16].

Néapisy ,,LHC* a ,RHIC“ na spojitém fazovém piechodu (na Obr. 1.4) znadi mista
prechodu z faze QGP do faze hadronového plynu na uvazovanych urychlovacich.
Vidime, Ze se zvySujici se energii srazky se pup blizi k nule. Je to dano produkci
hmoty a antihmoty z deponované energie ve srazce o< \/syy, kterd je mnohem vétsi
nez klidové energie baryonové hmoty nalétavajicich jader

1.2 Priabéh experimenti ultra-relativistickych jadro-
jadernych srazek

V jadro-jadernych srazkich na RHIC (\/syy < 0,2 TeV), ¢i LHC(\/syn < 5,52
TeV) jiz bylo mo7né 7¥etelnéji pozorovat znamky formace QGP [23]. Soustfedme se
zejména na Cast QGP ve stiedni rapidité (In| < 0,1) — ¢ast QGP v blizkosti z ~ 0
(viz Obr. 1.5). Predpokladejme st¥edni centralitu® srazky ~ 50%. Shrimé si zde
pribéh takového experimentu i s pomoci Obr. 1.5 (vyuZijme vlastniho ¢asu QGP

T=M).

e Pro 7 < 0 ve spodni, fialové ¢asti grafu pozorujeme nalétavajici jadra olova,
ktera jsou Lorentzovsky kontrahovand do témér plochych diski. Tento jev
navic s dilataci ¢asu lze popsat modelem Color Glass Condensate (CGC) —
husté sténe barevného naboje se specifickymi vlastnostmi kondenzatu [3].

e V misté z =0 a ¢ase 7 = 0 = 79 se srazi plocha jadra, kdy v prekryvu do-
chazi k pruznym i nepriuznym srazkam jejich nukleonti (produkce vysoko-
energetickych sond). Pii oddalovéani jader se barevné excituje vakuum a z ener-
gie zpomalovani jader vznikaji kvarky, antikvarky a glouony — QGP.

2Centralita udava miru piekryvu diskovych jader pted srazkou a je v blizkém vztahu ke srazko-
vému parametru b. 0% centralita paradoxné udava maximalni prekryv jader, pfi 100% centralité
se jadra miji.
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Obrézek 1.6: Typické thlové rozdéleni hadronii pro hybnostni interval 1,2 < pyr < 1,4
GeV /c. Srazky Au+Au /syy =200 GeV, RHIC experiment PHENIX. [21]

e Do casu okolo 7 = 1 fm/c se médium vytvaii a termalizuje — vyrovnavani
termodynamické teploty v celém objemu.

e Mezi ¢ervenou a zelenou fazi probihd hydrodynamickd expanze, kterd eliptic-
kou prostorovou anizotropii €5 deponované energie £ transformuje do eliptické
hybnostni anizotropie QGP & (fadné definice v Kap. 3). Coz odpovida skute-
nosti, ze tok hmoty je prevazné ve sméru nejvétsiho gradientu tlaku (v okoli
je vakuum), tj. ve sméru kratsi poloosy Cervené elipsy.

e V zelené ¢asti grafu probiha jiz zminovana rekombinace kvarki v hadrony pii
kritické teploté, tzv. chemické vymrznuti. Jev rekombinace v hadrony probiha
postupné jiz béhem expanze na vnéjsim povrchu QGP, nyni vSak vymrzne jiz
cely objem (7 ~7 fm/c).

e Mezi zelenou a modrou fazi spolu vzniklé hadrony a jejich rezonance interaguji
a tvoii slabé vizany hadronovy plyn. S postupnou expanzi vSak interakce
sldbnou, az v modré fazi neinteragujici hadrony volné opoustéji oblast srazky
— kinetické vymrznuti a dale putuji do detektort experimentu.

Jak vidime, pfedesla hydrodynamicky se budujici eliptickd hybnostni anizotropie
vede po chemickém vymrznuti na eliptickou asymetrii v toku hadroni (modré gipky
na Obr. 1.5). Tento asymetricky tok dokédzeme detektory pozorovat (viz Obr. 1.6)
a lze popsat sadou Fourierovych koeficientu ihlového rozdéleni hadronid v, v roviné
x xy pii z ~ 0.

Nahlednéme jesté na Obr. 1.7, kde v ¢ase nejdiive vidime rychlou termalizaci média
spojenou s rozruSovanim vazeb v nukleonech (strmé prerusovanéd ¢ara). Nasledna
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Obrézek 1.7: Casovy vivoj primérné teploty v QGP. Prerugované ¢ary znadf hranice
pouzitelnosti a relevance termodynamické teploty. [13]

faze QGP, poté hadronizace spojena s chemickym vymrznutim a nakonec kinetické
vymrznuti.

Nyni se zaméfime na dulezité pozorovani z méfitelnych veli¢in na urychlovaci RHIC,
které vedly k uznani objevu QGP v roce 2005.

1.2.1 Charakterizace kolektivniho toku

Zde studujme thlové rozdéleni detekovanych hadront. Kolektivnim tokem je mySlen
jev, kdy je pozorovana nadmira produkce ¢astic v konkrétnim sméru. Tato anizotro-
pie podporuje teorii o hydrodynamickém vyvoji QGP z eliptického profilu hustoty
energie.

Pokud by vsak podle prvotnich pfedpokladu bylo QGP slabé interagujici plyn, po-
zorovali bychom izotropni produkei hadroni (v, = 0) i pfes pocate¢ni elipticky profil
hustoty energie.

Pro kvantifikaci tohoto kolektivniho chovani v roviné x x y vyuzijme Fourierovych

koeficientt v, z rozvoje tthlové ¢asti rozdéleni produkovanych hadronu dNV/dyd¢dpr,
tedy:

dN dN
S (1+ 201 (pr) cos[6 - U1] + 205 (pr) cos[2(¢ - W5)] + ... ), (1.5)
[ dpcos[n(¢p-V,)] 28— dod
kde v, = YL2PT = {cos[n(¢p-¥,)]) (1.6)
fd¢dyd¢de
a@n:%arctan%, pr =\/P2 + P2 (1.7)

Koeficient v; nyni méii smérovany tok — vyssi produkce v jednom sméru. vy se nazyva
elipticky tok — vyssi produkce ve dvou protilehlych smérech. Vyssi rady v, jsou
ziejmé interpretovatelné. Na levém grafu Obr. 1.8 muzeme vidét méfené koeficienty
vy pro ruzné energie srazek Au + Au, & Pb + Pb, pfi fixni centralité 20-30%.
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Obréazek 1.8: Vlevo: Zavislost eliptického toku v, na energii srazky /sy z nékolika
experimenti. Data jsou pro ~ 20 —30% centralitu a Au + Au, ¢i Pb + Pb. Vpravo:
Diferencialni elipticky tok ve v zavislosti na pii¢né hybnosti pr. V porovnéni srazky
Pb + Pb pii \/syny =2,76 TeV (barevné symboly) a Au + Au pii /syn =200 GeV
(Sedivé linie). [1]

Pro nizké energie (\/syn < 3 GeV) je pribéh vy zejména ovlivnén pohybujici se
prebytecnou hmotou neinteragujicich nukleont, tzv. spektdtord. Dale jiz elipticky
tok roste logaritmicky s energii srdzky \/syn.

Na pravém grafu Obr. 1.8 vidime diferencidlni elipticky tok nabitych ¢astic v po-
rovnani dvou srazek: Pb + Pb pii /sny = 2,76 TeV a Au + Au pii \/syny = 200
GeV. Toto diferencovani rozdéli elipticky tok na prispévky od ¢astic s blizkymi piic-
nymi hybnostmi. Ze zavislosti v, na centralité a energii srdzky /syn 1ze konstatovat
konzistentni vysledky s predpokladem o syntetizaci vétsiho objemu QGP.

Zasadnim poznatkem studia charakteristik ihlového rozdéleni v,, byla jejich skalo-
vatelnost dle kvarkového obsahu. Na Obr. 1.9 vidime elipticky tok ruznych hadroni
— 7%, p+p, A+ A, ..., s podminkou |Ay| < 0,9 na zapoé¢teni do statistiky. Nejzajima-
vejsi jev je ziejmé déléni mezonovych a baryonovych hladin. Pokud zkusime skalovat
pfislugné eliptické toky vq a pti¢nou hybnost pr dle kvarkového obsahu n, jako va/n,
a pr/ng, tak ziskime univerzalni kfivku pro vSechny hadrony (viz Obr. 1.10). Al-
ternativné vyuzivame pficnou kinetickou energii K Er = \/m? + pZ —m, ktera potira
vahové rozdily hadront, diky tomu jsou kiivky vy/n, v zavislosti na K Ep blizsi.

Vlastnosti va/n, a K Er/n, jsou interpretovany jako dusledek kolektivni propagace
hybnostnich anizotropii v QGP, ta je poté tmérné svému kvarkovému obsahu (kvark-
gluonovému obsahu) transformovana do hybnostnich anizotropii hadronii.

Simulace reprodukuji data méfenych v, pouze za predpokladu, ze je QGP rychle
termalizované médium s nizkou viskozitou.
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Obrazek 1.9: Elipticky tok ve pro rtzné hadrony ve vybranych centralitach z expe-
rimentu ALICE na LHC. Srazky Pb + Pb v centralni rapidité (|y| < 0,5) pii energii

\/SNN = 2,76 TeV. [18]
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Obréazek 1.10: Skalovany elipticky tok va[ng VUli pr/ng, resp. K Er/[n,. Srazky Au
+ Au pfi \/syn z experimentu STAR na urychlovaci RHIC [19]

1.2.2 Produkce ¢astic z termalni rovnovahy

Po termalizaci kvark-gluonového obsahu lze zavést kromé teploty T = T'(x), chemic-
kého potencialu y; = p;(x) pro kazdého i—tého konstituenta také ¢tyivektor rychlosti
ut = ut(x) v bodé ¢asoprostoru x [22|. Uvazme, ze v termalizovaném QGP jsou ¢as-
tice i—té komponenty rozdéleny dle termélniho rozdéleni

y 1
fl(pl/u 7Ta ,ul) = ot —pi; (18)
e 1T 1
pro fermiony, resp. bosony. (1.8) fidi pocet i—tych konstituenti v dané energii
Pt g = pou’ = E. Smér kolektivniho toku u# je urcen dle hydrodynamického

vyvoje (viz Kap. 2).

Soustavné vymrzani fireballu na svém vnéjs$im povrchu, resp. absolutni vymrznuti
objemu, vyzaduje transformaci termalniho rozdéleni (1.8) s hydrodynamickym to-
kem wu# do hybnostnich spekter pozorovanych castic. Pro tyto potieby vyuzijme
Cooperovy-Fryeovy metody, kdy rozdéleni hybnosti i—tych ¢astic ziskame dle pred-
pisu N .

d3pl = (27T)3 Lf dzl;pufi(plluvakinaui)7 (19)
kde vidime zfejmou prostorovou integraci rozdélovaci funkee (1.8). Uvazujeme tii-
dimenzionalni nadplochu Y; na hranici relevantnosti hydrodynamického popisu. Je
definovana jako plocha konstantni teploty kinetického vymrznuti Tj;,, ~ 120 MeV
(Ize zavést definici i skrze hustotu energie). V centralnich srazkach lze diky symet-
rifm redukovat casoprostorovou zavislost nadplochy ¥ na vlastni ¢as 7 a pficnou

vzdéalenost r = /a2 +y? [2|. Tyto zbylé proménné jsou na sobé zavislé a jejich vztah
parametrizujeme kiivkou vymrznuti

T=71(a), r=7r() (1.10)
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Obrazek 1.11: Kf¥ivka vymrznuti pii konstantni teploté Ty, = 120 MeV pro centralni
Pb+Pb srazky v energiich LHC, tj. \/syn ~ 7 TeV. Jsou porovnany tfi kiivky
odpovidajici riznému poméru viskozity ku entropii n/s. Seda kiivka odpovida n/s =
0, modra kiivka n/s = 0,08 a oranzova n/s = 0, 3. Sipky znézoriiji radialn{ rychlost
na kiivee vymrznuti pti n/s = 0,08. |2]

v roviné 7 x r s parametrem « € (0, 1). K¥ivka pfedstavuje ¢asovou zavislost vzdale-
nosti r = r(7) plochy konstantni teploty ¥, a stiedu fireballu. Pfiklad této kiivky
lze vidét na Obr. 1.11.

Zadana hybnostni spektra Sy lze ziskat vyintengrovanim vztahu (1.9) pies azimutalni
tthel ¢ (v roviné = x y) a prostorovou rapiditu (viz Kap. 2). Porovnani ziskanych
spekter s experimentem lze vidét na Obr. 1.12. Blizka shoda poukazuje na produkci
¢astic z termalni rovnovahy dle vyse naznac¢eného postupu.
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Obrazek 1.12: Porovnani spekter hydrodynamického modelu s termélnim rozdélenim
a dat z experimentu PHENIX, RHIC Au+Au. Vlevo: Hybnostni spektra piont,
kaonu a protoni v 5-10% centralité. Vpravo: Hybnostni spektra piond pro ruzné
centrality. [1]
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Kapitola 2

Hydrodynamika kvark-gluonového
plazmatu

Nyni budeme formulovat relativistickou hydrodynamiku ve ¢tyfdimenzionalnim c¢a-
soprostoru tak, aby v nerelativistické limité korespondovala s klasickym hydrodyna-
mickym popisem. Pro lepsi analogie proto nejdiive stru¢né nahlédnéme na klasicky
hydrodynamicky popis kapaliny. Velka ¢ast této kapitoly je s modifikacemi citovana
z piedeslé prace 33| zkoumajici metody nelinedrni dynamiky pro ultrarelativistické
jaderné srazky.

2.1 Klasickd hydrodynamika

Pro klasickou hydrodynamiku vyuzivame Fulerovy metody popisu. Tedy uvazujeme
pole rychlosti v = v(x, t), které interpretujeme jako rychlost konstituenta nachazejici
se v Case t v bodé x € R". Polohu konkrétniho konstituenta nema smysl uvazovat,
pouze objem, ktery kontinuum zaujima a sadu relevantnich poli. Stav systému je
urcen rychlostim polem v = v(x,t), a skalarnimi poli tlaku p = p(x), ¢i hustoty
p=p(x), kde £ € V. Jedna se o spojity nekoneéné dimenzonalni dynamicky systém.

2.1.1 Hydrostatika

Uvazujme objem kontinua V ohrani¢eného uzavienou plochou f. V hydrostatické
rovnovaze pozadujeme, aby vyslednice vnéjsich sil F' a vysledny moment sil M
pusobicich na objem V' byly nulové, tj. ve slozkach

E:/gdv+j§7;df=0, (2.1)
1%
M, = fvfijkxj}—k: dv + }gfijkxjﬁ df =0, (2:2)

kde F; jsme oznacili i—tou slozku objemovych sil a 7; ploSnych sil. Tyto dvé slozky
jsou na sobé nezavislé.
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Objemové sily F; ptisobi pfimo na uvazovany objem dV c V' a nezévisi na silovém
pisobeni v okoli dV. Tyto sily jsou zptostiedkovany silovymi polemi prostupujicimi
kontinuum (napf. elektromagnetické, gravitacni ...). Plosné sily 7; jsou vztazeny
pouze k silovému pusobeni na hranici objemu f, a to zejména kontaktnim zpisobem.
Maji vsak vliv i uvnit¥ kontinua, jelikoz uvazuji vazby mezi sousednimi elementy
objemu. Tento fakt bude zfejméjsi po zavedeni tenzoru napéti.

Definice: Tenzor napéti o definujme vztahem
T =0 -n, resp. ve slozkach T; = o1y, (2.3)
kde m je normélovy vektor k dané plosce.

Kromé povrchovych sil je vSak tenzor napéti definovan i uvnitt objemu, ¢imz odrazi
vnitini projevy vnéjsich sil a charakterizuje prenos impulzu v médiu. Jsme schopni
pro libovolnou plosku v objemu V' s normélou n explicitné vypocist disledek piiso-
beni plosnych sil jako o - n.

Z (2.1),(2.2) lze vyuzitim definice tenzoru napéti (2.3) ziskat zékladni rovnice hyd-
rostatiky
0o,
fi + — = 0’ 24
o, (2.4)
€ijkOkj = 0. (25)

Druhé z rovnic, tj. (2.5), je pouze podminkou na symetri¢nost tenzoru napéti o.
Prvni rovnici prepiSme do vektorového tvaru:

F+V-0=0. (2.6)

2.1.2 Pohybové rovnice

Z hydrostatické rovnice (2.6) ziskejme hydrodynamické pohybové rovnice vyuzitim
d’Alembertova principu. Definujme setrva¢nou silu

- dv
Fin - _
Cat
pusobici na konstituenty kapaliny vztazené k hustoté o (zachovavajici se velic¢ina).

Proti setrvacné sile ptisobi rovnovazné sily o stejné velikosti, tj.

: d
—J—‘ngd—?zj-wv-a, (2.7)
resp. ve slozkach — F/" = gi{;: =F; + ZL;:. (2.8)

Neuvazujeme-li objemové sily F, tak 1ze pohybové rovnice ve vektorovém tvaru
piepsat:

1
v=-V-o. (2.9)
0
Explicitni podoba pohybovych rovnic (2.9) zavisi na pouzitém tvaru tenzoru napéti

o.
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2.1.3 Tenzor napéti

Vime, 7e tenzor napéti o = o(x,t) musi byt symetricky a definovan uvnitf¥ i na
povrchu objemu kapaliny V.

Jelikoz popisujeme fyzikalni deterministicky dynamicky systém, tak musi byt tenzor
napéti zavisly pouze na fazovych proménnych v daném case t. Fazové proménné jsou
rychlost v = v(x,t), zachovavajici se veli¢iny — zde hustota o = o(x,t) a popfipadé
dalsi termodynamické veli¢iny ¢ = (@, t). Tenzor napéti je tedy implicitné zavisly
na prostoru a ¢ase jako o = o (v, 0, ).

Zaméime se na to, jak lze zkonstruovat tenzor energie a hybnosti. V ramci klasické
hydrodynamiky nemitZe platit & ~ v ® v, nebo. o ~ |v|I, protoze sily by mohly
byt rizné pro dvé inercidlni vztazné soustavy. Tedy by nebyla splnéna invariantnost
dynamiky, resp. sil vici pozorovateli. Z této podminky vyuzivime zejména gradient
rychlosti Vv, ktery je vii¢i riznym inercidlnim soustavam invariantni, jelikoz uvazuje
pouze prostorové rozdily v rozloZeni rychlosti, avsak ne absolutni hodnoty rychlosti.

Gradient rychlosti lze rozdélit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast S a A jako
1 1
Vv = §(V'v +(vo)T) + é(vfu ~(vv)T)=S+A.

Protoze samotny tenzor napéti je symetricky tenzor druhého radu, predpokladame
pouze symetrickou ¢ast gradientu rychlosti S.

Vytvorme rozvoj tenzoru napéti jako

!
Uﬁ/ﬂ}oI+/‘ils+/€252+'-'+/€lSl:Z/iisi, (210)
i=0
kde k; = k;(.S). Tento rozvoj v gradientech aproximuje tenzor napéti, avsak pouze v
blizkosti hydrostatické rovnovahy. Lze vyuzit i jinych rozvoju v (2.10), ndmi pouzity
v mocnindch symetrické ¢asti gradientu rychlosti je jeden z jednodussich.

Pohybové rovnice ziskavame z predpisu (2.9) a jsou pfimo zavislé na tvaru tenzoru

vvvvvv

uvazenim vice ¢lentd z rozvoje (2.10).

2.1.4 Eulerovy rovnice

Cvv s

o=rol=(a+A\V-v)I,

kde a = a(x) a A = konst. Lze ukazat, ze p(x) = —a(x). Ekvivalence obou veli¢in je
splnéna pouze pro velké objemy a v blizkosti hydrostatické rovnovahy. Pfi dynamic-
kych jevech je potiebné zavést tzv. efektivnd tlak p.s, ktery odpovidd méfitelnému
tlaku.

Pohybové rovnice bez objemovych sil jsou dle (2.9):

v = é(vmw(v-v)) (2.11)
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pro vazkou kapalinu. Pro nevazkou idealni kapalinu A = 0, ¢i nestlac¢itelnou kapalinu
V - v =0 Eulerovy pohybové rovnice splyvaji v
o1
v =-Vp. (2.12)
0

Vybranou pohybovou rovnici je t¥eba jesté doplnit o rovnici kontinuity

0o ~
E+V'(Q’l))—0 (2.13)

a stavovou rovnici p = p(p) svazujici tlak a hustotu. Odtud mame t¥i pohybové
rovnice pro slozky rychlosti, rovnici kontinuity (2.13) a stavovou rovnici pro pét
neznamych v, p, o, coz dohromady tvoifi nekonecné dimenzionélni dynamicky sys-
tém v proménné x € V. Pro konzervativni systémy muzeme navic uvazovat i zdkon
zachovani energie.

2.1.5 Navierovy-Stokesovy rovnice
Dalsim zobecnénim v ramci rozvoje (2.10) je tenzor napéti ve tvaru

o =rol + K18 = (-p+ AV -v)T+2uS = (-p+ AV -v)I + pu(Vo + (Vo)T), (2.14)

kde p = konst. Zde tedy znacime p = —a.

Vyuzitim tenzoru napéti (2.14) v (2.9) ziskAime Navierovy-Stokesovy rovnice bez
objemovych sil:

'b=%(—Vp+(A+,u)V(V-v)+uAv), (2.15)

0%vy, 02v; )

1, 0
resp. ve slozkach v; = —( P (A + ,u)a 5 +,ua 5
x; 0y, T

Ao - (2.16)

2.2 Relativistickd hydrodynamika

Relativistickou hydrodynamiku budujeme pro popis vysokoenergetickych systému
jako je napt. QGP v jadro-jadernych srazkach.

Déle v textu pouzivejme piirozené jednotky, kdy h = ¢ = kg = 1 a metricky tenzor
tvaru g, = diag(-1,1,1,1). Neuvazujme tepelné ani kvantové fluktuace ve smyslu
fluktuacné disipacniho teorému.

2.2.1 Tenzor energie a hybnosti

Jelikoz v ¢asoprostoru jsou obecné svazany proménné energie a hybnosti jako napft.
u c¢tyrvektoru rychlosti u#. Lze ocekévat, Ze zobecnéni tenzoru napéti o, bude
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tenzor rozmeéru 4 x 4 a kromé prostorové ¢asti o, implikujici zmény hybnosti, bude
obsahovat i ¢leny vazajici zmény hustoty energie a hybnosti.

Jak vime [20], tak pro systém popsan Lagrangeovou hustotou £ jsou Lagrangeovy
pohybové rovnice tvaru

0 (oL oL
() -5 =0, (2.17)
0zH \0qq, 0q,
kde index a € n znaci danou obecnou soufadnici ¢, a g, = ggz. Vynasobenim n

rovnic (2.17) proménnou ¢,, a jejich se¢tenim ziskame

oL 9 (oL o (oL L 9qa,
7 Lt Gy SORE

8_qaqa’y B Oz 0qa B Oz 0,y Qo) ™ 0¢a, OxH

Y

coz lze prepsat

oL dqq .\ oL 0qa. _ 0 ( oL . ) (2.18)
¢, 0¥ 0qa, Oxr Oz \dq,, "7 '
Protoze ziejmé % = Bg;;“, 1ze levou stranu (2.18) chéapat jako gfu a tedy
0 (oL
——(="qa, —04L) =0. 2.19
ax“(é?qa,uq ’ ) ( )

Jak vidime v (2.19), tak leva strana pfipomina definici hustoty energie kontinua.
Zjistime, ze vztahy (2.19) pro v = 0,1,2,3 odpovidaji zakonim zachovani energie
(v =0) a hybnosti (v =1,2,3).

Definujme nyni symetricky tenzor energie a hybnosti

oL
0Ga,p

Tyu = qa,l/ - 5557

kde tedy pozadujeme jeho zachovéni dle vztahu (2.19)

0
0,1} = %Ty" =0, resp. 9,T"" =9,T*" =0 (2.20)
a znacime 0, = %. Zobecnénim tenzoru napéti ;. pro relativisticky ramec piechéa-
zime k tenzoru energie a hybnosti 7. V [20] lze vidét, 7e prostorova ¢ast tenzoru
energie a hybnosti je klasicky tenzor napéti, tj. T = o4, kde i,k =1,2, 3.

Pohybové rovnice (2.20) jsou v8ak odvozeny pouze pro pfimocaré Minkowského sou-
fadnice, ale nezahrnuji pripad obecnych kfivocarych soutadnic, proto je nutné zavést
kovariantni derivaci.

Kovariantni derivace

Méjme obecné kiivocaré soufadnice s bazickymi vektory e, = e,(x), které jsou
tedy na prostorocase zavislé. Konkrétni souradnici z,, odpovida dany bazicky vektor
e, proto kovariantni derivaci V,, = Ve, vektoru v = v”e, ve sméru e, rozumime

ov” ,oe,

v
oz

. (2.21)



Pro piimocaré souradnice je 282 = (. Av8ak pro kiivocaré soufadnice je 22 opét vek-
OzH ozh

tor, ktery je roven linedrni kombinaci bazickych vektori, zde vyuzijme tzv. Christo-
[felovgch symbolii ', jako

Oe, "
@ = FuueU‘ (222)
Nyni lze v (2.21) s pfeznac¢enim indext v < o psat

14

ov oo
V0= (@ +07TY, ey, (2.23)

Christoffelovy symboly 'y, jsou explicitné zdvislé na volbé obecnych souradnic x,
kdy druhy ¢len v (2.23) kompenzuje zakiiveni soutadnic. Z (2.23) vidime, ze ko-
variantni derivace puisobi na vektor po slozkich, ¢ehoz vyuzijeme pii ptisobeni na
tenzor obecného radu.

Uvédomme si z (2.23), jak pusobi kovariantni derivace na slozky vektoru

v

- Ozt

oTVw

+v F(w,

v
Vv

proto analogicky je kovariantni derivace slozky T#i#2-#%, ., obecného tenzoru T'
rovna

VUTH1u2mukV1V2...Vl :aUTH1M2~~~#kV1V2mW+
HLrPAp ... [ K2 i A g
+I'T vivgeay T AT gy T
_TX TRipe.fk _TA TRiIp2-pk _
nglT AVy...y; F T V1A

ovy

Pfepisme pohybové rovnice (2.20) do kovariantniho tvaru
v, T =0, (2.24)

kde V, = Ve, a e, je bazicky vektor obecnych soufadnic. Pohybova rovnice (2.24)
postihuje piipad kapaliny izolované od vnéjsich sil. Pokud bychom uvazovali vnéjsi
objemové sily £¥, tak je nutné tyto sily pridat na pravou stranu rovnice (2.24), tj.

V#T;w — gu )

Rozvoj tenzoru energie a hybnosti

V klasické hydrodynamice jsme pro tenzor napéti sestavili rozvoj a konkrétné moc-
ninny v gradientu rychlosti. Pro relativisticky ptipad vytvoime efektivni rozvoj ten-
zoru energie a hybnosti

T =T+ T + ... (2.25)

kde stavebnimi bloky bude rychlost u,, hustota energie e¢ a metricky tenzor g,,,
navic v kombinaci s prostorupodobnou éasti kovariantni derivace (koresponduje s
klasickym gradientem). V rozvoji nemusime uvazovat gradienty tlaku, kviili stavové
rovnici p = p(e).
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Relativistickou rychlost w, nyni mizZeme vyuzit pfimo pii konstrukei tenzoru ener-
gie a hybnosti, tj. T ~ utu”, oproti klasické hydrodynamice s tenzorem napéti
a rychlosti, kdy nemohlo platit oy ~ vvg, & oy ~ |v]dik. Cast tenzoru energie a
hybnosti amérna u#u” je lorentzovsky invariantni a jeji stopa se zachovavé, protoze
Tr(uwtu’) = utu, = —1.

Pro izolovanou idealni kapalinu (bez viskozity) vede jiz nulty rad tenzoru energie
a hybnosti na piislusné pohybové rovnice V#T(’f)l; = 0. Pro neidealni kapalinu plati,
ze ¢im vice ¢lent z rozvoje (2.25) zahrneme do pohybovych rovnic (2.24), tim pfes-
néji postihneme dynamiku, avSak stale musime byt blizko hydrostatické rovnovahy.

Déle od hydrostatické rovnovahy, kdy jsou gradienty vétsi, nemusi byt rozvoj (2.25)
konvergentni.

2.2.2 Relativistické Eulerovy rovnice

fadu uvazujme pouze skalarni funkce a = a(z,) a b = b(z,), rychlost u* = u(x,) a
metricky tenzor g#”. Nejjednodusi tvar tenzoru energie a hybnosti v nultém radu je
poté

T(‘g'; = a(cufu” + cag") + b(czutu” + g, (2.26)

kde tedy c1, co, c3,cq jsou konstanty. Lze ovéfit, ze u, je vlastni vektor (2.26).

V lokalné klidové soustavé (LK .S) blizko hydrostatické rovnovahy, predpokladame
efektivni tvar tenzoru energie a hybnosti

(Tﬂl’)LKS :diag(€7pap7p)7 (227)

ktery je odvozen z mikroskopické teorie — relativistické kinetické teorie, kdy p rozu-
mime tlakem.

V lokélné klidové soustavé ma vektor rychlosti tvar uf, = (1,0). Proto tenzor
energie a hybnosti (2.26) je

T(‘SV)LKS =diag(a(cy — c2) + b(cs — ¢4), ace + bey, acy + bey, acy + bey). (2.28)

Porovnanim obou vyrazi (2.27) a (2.28) zjistime, Ze € + p = ac; + beg, p = acy + bey, a
proto explicitni tvar tenzoru energie a hybnosti v nultém fadu je

T(’g”) = (e + p)uru” + pg"”. (2.29)

Pfed vypoctem pohybovych rovnic dle zachovani tenzoru energie a hybnosti (2.24)
zavedme prostorupodobné a casupodobné projektory.

Projektory: Definujme prostorupodny projektor
AW = g™ + utu” (2.30)
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a casupodobny projektor
u. (2.31)

Nasi motivaci je, ze v lokalné klidové soustaveé je prostorobodobny projektor AZ}S =
diag(0,1,1,1), protoze gt ¢ = diag(-1,1,1,1) a v} - quY ;o = diag(1,0,0,0). Casu-
podobny projektor by mohl byt definovan jako u#u”, je v8ak vyhodnéjsi uvazovat
pouze u’. Uvédomme si, 7ze v lokalné klidové soustavé s Minkowského soufadnicemi
ziskdme pii kontrakci uf .4 s vektorem casupodobny skalar tentyz, ktery je jedinou
nenulovou slozkou po aplikaci u} ;. quY ;¢ Projektory jsou na sebe kolmé A¥u, =0
a je splnéna relace AVA,, = A,

Projektory vyuzijme k prepsani nultého fadu rozvoje tenzoru energie a hybnosti
(2.29) jako

T(’g; = eulu” + pA* (2.32)

a k rozlozeni pohybovych rovnic na ¢asupodobnou a prostorupodobnou ¢ast
u,,VHT(‘S’; =0, (2.33)
A,’,’VMT(‘S'; =0. (2.34)

Zjistime, 7e pro (2.33) mame
ul,V“T(’ES = —u"'V € — eV ut + eutu, V ut + pu, VAR =
=—(e+p)V,u* —u'v,e=0, (2.35)

kde jsme pouZili identitu u,V,u" = %Vuu,,u” = —%Vul = 0. Pro prostorupodobnou
projekeci pohybovych rovnic (2.34) ziskame
A’;VHT(%'; = e ALurV u” + APV, p + pALur Yt =
= (e+p)ulv, u’ + A"V ,p =0, (2.36)

kde plati ADurv, u? = ghutv u¥ = ubv ghu? = utv ul.

Projekce derivace: Zavedme vyhodny zapis tzv. ¢asupodobné a prostorupo-
dobné derivace

D=u'v,, V=AY, (2.37)

kdy V, = u,D+V} aplati V,ut = (u, D+ Vi)ut = (u,u’V, + Vi )ut = Viu*, protoze
u’u, V,ut = 0.

S pouzitim (2.37) prepisme Eulerovy relativistické rovnice (2.35) a (2.36) do finalntho
tvaru

De+(e+p)Vyu' =0,  (e+p)Du’+Vip=0 (2.38)

Rovnice (2.38) jsou Ctyfi vztahy pro pét neznamych e, p,u#, kdy u* predstavuje
pouze tii nezavislé proménné, kvili wu, = -1. Pro tplnost uvazujme stavovou
rovnici p = p(e), kterd je odvozena z mikroskopické teorie. Dle aplikace bychom
mohli uvazovat napt. i baryonové ¢islo spolu s jeho zakonem zachovani.
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Limitni prfechod ke klasickym Eulerovym rovnicim

Vime, Ze pro ¢tyirychlost u# a klasickou rychlost v plati

W = () (1) o (11)) +O([vP) (2.39)

v

V nerelativistické limité |v| - 0 piejdou operatory projekce derivace na tvar

s O

D ="V, = % + uid; 2 0V +O(lof?), (2.40)
i i wl-0 0 2

Vi =AY, T 1 O(ju]?), (2.41)

v =A%y, |L_)O()+(9(|v|2). (2.42)

Pro platnost (2.41) a (2.42) si uvédomme, Ze pii |v| - 0 jsou nerelativistické souradné
soustavy blizké lokalné klidové soustavé, kde jiz zndme explicitni tvar projektort.
Hustota energie € pii |v| = 0 odpovida hustoté klidové hmoty € ~ oc? (resp. hustoté,
¢ =1) a predpokladame, Ze je mnohem vétsi nez tlak v kapaling, tj. € >> p.

S vyuzitim vztahu (2.39)-(2.42) piepisme Eulerovy relativistické rovnice (2.38) v
nerelativistické limité jako

Oe Oe
§+U-Ve+ev-v—a+v(ev)—0, (2.43)
ov dv
E(E +o- Vv) =6 = -Vp. (2.44)

kdy (2.43) odpovida rovnici kontinuity (2.13) a (2.44) klasickym Eulerovym rovnicim
pro nevazkou kapalinu (2.12).

Bjorkentv model

Nyni se zabyvejme nejjednodusim modelem pro popis hydrodynamické faze QGP
v regionu centralni rapidity vzniklého v ultrarelativistickych jadernych sréazkach na
RHIC ¢ LHC. QGP nachézejici se v meziprostoru po srazce se vzdalujicich jader
je v tzv. hydrodynamické fazi az po ¢as nékolika fm. Ke konci Zivota QGP nastava
hadronizace — fazovy prechod, kdy lze stale vyuzit hydrodynamického popisu s pii-
slusnou novou stavovou rovnici. V 7 ~ 10 fm i hadronovy plyn vymrzne.

V ramci Bjorkenova scénéfe je vyvoj modelovan jako jednodimenzionalni expanze
ve vyhodnych Milneho soutradnicich. Bude vyuzito Eulerovych relativistickych po-
hybovych rovnic (2.38) se zjednodusujicimi predpoklady:

e Pohyb jader je podél osy z, jadra jsou homogenni a nekonecné rozlehld ve
smérech os = a y, ¢imz zanedbavime zavislost stavovych proménnych na z,y.

e Bjorkeniiv tok — jednodimenzidlni expanze ve sméru osy z, kdy pro konkrétni
¢ast kontinua je kolektivni rychlost konstantni a rovna pocatecni rychlosti
vg ~ 2/t
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Obrazek 2.1: Vyvoj QGP v centralni rapidité s naznacenou hydrodynamickou fazi.
[27]

e Zavedme Milneho soufadnice s vlastnim ¢asem 7 = /12 — 22 a prostoro-¢asovou
rapiditou 1 = arctanh(%). Fazové proménné e, p jsou funkcemi pouze vlastniho
Casu 7, protoZe konkrétni ¢ast kontinua mé konstantni rychlost v* = v§, od-
kud i prostorupodobnou rapiditu n = arctanh(%t) = arctanh(v?), tj. fazové
proménné nezavisi od 7. étyfrychlost ma tvar

dr dz dy dn

dr dr’dr’ dr

ut = (uT ut ul u) =

) =(1,0,0,0).

Pro Milneho soufadnice méjme metricky tenzor tvaru g, = diag(-1,1,1,72) a jediné
nenulové Christoffelovy symboly

1 T
L =10y = = Lo =T,
jak lze nahlédnout v [26].

Zapisme Eulerovy relativistické rovnice (2.38) v Milneho soutadnicich a s predeslymi
prepoklady, tim ziskdme

De+ (e +p)Viut = Vree+ (e +p)Vyu' = Voe + (e +p)I7, =

de e+p
=0 =0 2.45
P ’ (2.45)
(e+p)Duf +Vip=(e+p)V,u’+Vip=Vip=0, (2.46)

kde se pies indexy 7,7 nes¢ita. Jelikoz p = p(7), tak je rovnice (2.46) identicky
splnéna, tj. s vyuzitim zavedenych symetrii, kdy V/ skutec¢né derivuje pouze pres
prostorupodobné proménné n, x,y.

Z (2.45) mame tedy rovnici
de €+
e (2.47)
dr T
Uvazujeme-li i stavovou rovnici p = p(e), tak lze pievést (2.47) v jediny evoluéni
zékon pro energii €.
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2.2.3 Relativistickd Navierova-Stokesova rovnice

Vytvoime dalsi ¢len efektivniho rozvoje (2.25), a to prvniho fadu 7' (“1';, ktery piinasi
jiz. do systému disipaci. K jeho konstrukci mizeme uvazovat gradienty V;; stavovych
proménnych e, u# v pfipustnych tvarech

Vit Vi€ Vi, (2.48)

tyto stavebni bloky (2.48) kombinujme se ¢leny z nultého fadu €, u* a g, resp. A,
Nemiizeme uvazovat vSechny kombinace, jelikoz o¢ekavana hodnota tenzoru energie
a hybnosti spliiuje Landauovu definici rychlosti [29]

u, (T") = —eu”.

Jak lze vidét v (2.32), tak uuT(‘g; = —eu”, proto nutné musi uuT(“ll; = 0. Této pod-
mince vyhovuji ¢leny A, Viut, Viu, a Viu,. JelikoZ je tenzor energie a hybnosti
symetricky, zavedmé symetrickou kombinaci pfedchazejicich dvou bloku VE“ u?) =
$(V'u” + viur). Ukazuje se byt vyhodné vyuzivat dvé linearni kombinace z vl

7} ’ 2
A v C )\UA, O"ul/ = 2 C (l UV) - 3A,UV ; )\u)\J

kdy mé& o nulovou stopu, tj. g,,0*” = 0. Nyni lze zapsat piispévek prvniho radu
rozvoje tenzor energie a hybnosti (2.25) jako

T(*;g = —not - (A, Viut, (2.49)

kde n(e), ((€) jsou hydrodynamické koeficienty pruniho #ddu zavislé na hustoté ener-
gie €, nazyvaji se smykova a objemova viskozita.

Pohybové rovnice ziskame jako

V(T + Tii) =0,

coz ekvivalentné VMT(‘S’; =-v,.T (“1’; Odkud v ¢asupodobné a prostorupodobné pro-
jekei

De + (e + p)Viu' = ga’“’auy +((Viut)? (2.50)
(e +p)Du® +Vip = ViV, (10" + (V' Viut). (2.51)
V odvozeni sme vyuzili identity u,V,o* = V,(0) - o'V, u, = —%O"“/O'lw, protoze

- ic 7reime Loy =M
u,o* = 0. Navic ziejmé A Viu, = Viu,.

Rovnice (2.50), (2.51) nazyvame relativistickymi Navierovymi-Stokesovymi rovni-
cemi. Nejsou vSak tak vyuzivané oproti jejich nerelativistickym protéjsktim, protoze
nejsou kauzalni — dovoluji Siteni kolektivnich maodi rychleji, nez je rychlost svétla ve
vakuu.
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Limitni pfechod ke klasické Navierovi-Stokesovi rovnici

V ramci limitniho prechodu k nerelativistickym rovnicim vyuzijeme stejnych argu-
mentl a vztaht (2.39)-(2.42) jako pro Eulerovy rovnice. Po mensich tpravach lze
poté zapsat relativistické Navierovy-Stokesovy rovnice (2.50), (2.51) v nerelativis-
tické limité

% +v-Ve+reV v = % +V(ev) =0, (2.52)
ov dv 1
e§+e(v-v)v=eg :—Vp+77Av+((+§n)V(V-v). (2.53)

Prvni rovnice (2.52) ma nulovou pravou stranu, protoze dané ¢leny v (2.50) jsou
kvadratické v rychlostech, a tim zanedbatelné. Vidime, ze (2.52) odpovida rovnici
kontinuity (2.13) a rovnice (2.53) koresponduje s klasickou Navierovou-Stokesovou
rovnici (2.15).

2.2.4 Smykové a objemové napéti, efektivni tlak

Je zfejmé, Ze nyni jsme schopni systematicky pridavat ¢leny vyssich fadu do rozvoje
(2.25) a ziskavat piislusné pohybové rovnice popisujici hydrodynamiku pfesnéji v
blizkosti hydrostatické rovnovahy. Obecné se proto zavadi zapis, kdy jsme rozdélili
korekce k nultému tadu tenzoru energie a hybnosti 7' (‘6'; na ¢ast s nulovou stopou ¥
a nenulovou stopou A#*II. Stfedni hodnota tenzoru energie a hybnosti v libovolném

radu je
(") = T(‘g”) + + APTI, kde (2.54)
T = T(j‘;’” + T&‘;” +oy o BI=TE, + Ty, + (2.55)
Oznacenim indexi A<#"> rozumime

ASHr> = (%A.‘)’:AZ + %AKAg — %AHVAAP)A)\P.

Lze se piesvédcit, Ze napf. o# = 2V<hu?> s vyuzitim vztahu A*AYP VI, = ViuY.

Nové definované ¢leny 7+ Il nazyvame smykovym, resp. objemovym napétim a
skrze vztahy (2.55) jsou svazany s tenzorem energie a hybnosti. V praxi lze 7+, I1
chapat jako nové dynamické proménné hydrodynamického systému, a proto je nutné
pfidat jejich pohybové rovnice. Tyto rovnice obasahuji ¢asové derivace D = utV, v
konstrukcich typu

T DT = -7t + . .., mqDIl=-1T+..., (2.56)
kde ... reprezentuje explicitni definice smykového, resp. objemového napéti a 7,
jsou relaracni casy na jejichz skalach jsou 7#¥ a II tlumeny. Doplinkové pohybové

rovnice (2.56) zajistuji kauzalitu — nedovoluji iveni kolektivnich mddi rychleji, nez
je rychlost svétla ve vakuu [28].
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Z (2.54) vidime, Ze prostorupodobné diagonalni prvky tenzoru energie a hybnosti v
nultém fadu T, (pfes i nebudeme séitat) ziskdvaji korekce

(T) = T35 4+ AV,

kdy T(ié) predstavuje tlak v hydrostatické rovnovaze p(e). V lokalné klidové soustavé
zadefinujme efektivni fenomenologicky tlak piif)f v i-tém sméru jako

pg)f = p+mies + 101 (2.57)
Tento efektivni tlak pi?f odpovida pozorovatelnému tlaku v tekutiné a obecné jiz
neni izotropni. Otéazkou je, zdali se mohou ¢leny 7%, a II povazovat za pouhé
korekce, protoze dale od hydrostatické rovnovahy jsou srovnatelné s tlakem p.
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Kapitola 3

Fenomenologie anizotropii
hydrodynamické faze

Zajimejme se pouze o pii¢nou expanzi QGP ve stfedni rapidité (|n| <0, 1).

V ramci hydrodynamiky ziskdvame popis vyvoje fazovych proménnych u#, e, p,... z
danych pocateénich podminek (rozlozeni hustoty energie e(z,y,7)). Vyvoj tohoto
nekone¢né dimenzionalntho dynamického systému je slozité charakterizovat, kvili
jeho velkému poc¢tu stupnt volnosti. Abychom mohli snéze kvantifikovat kolektivni
chovani média, tak byly zavedeny integralni skalarni veli¢iny — prostorové a hybnostni
anizotropie, kterymi charaketrizujeme rozmisténi a tok kvark-gluonové hmoty. Vyvoj
téchto veli¢in sledujeme v redlném case v hydrodynamickych simulacich.

Mluvime o anizotropiich, kterymi méfime odchylky vyvoje QGP od idealizovaného
priubéhu z piimych srazek (v 0% centralité) s azimutalné symetrickym pocateénim
profilem hustoty energie. Dle pohybovych rovnic by poté nésledoval izotropni ra-
dialni tok hmoty ze stfedu fireballu. V tomto pripadé by nami definované velic¢iny
anizotropie méli byt z konstrukce rovny nule.

3.1 Prostorové anizotropie

Definice prostorové anizotropie jsou zejména podobné tvaru Fourierovych koeficientu
v, charakterizujici rozdéleni hadronii. Je to proto, aby byla posilena jejich vzajemna
korelace. Definujme nyni dle [3] prostorovou anizotropii

(7) = (v - y%)e _ [ dady e(z,y, 7) (2% - y?) _ [rdrdg e(r,¢,7)r? cos2¢ (3.1)
R (22 +y%). [ dzdy 6(:L‘,y,T)(ZL‘2 +y2) - [rdrdge(r,g,m)r? .

kde ziejme (... ). znaci stiedovani pfes rovinu x x y s hustotou energie ¢ jako vahou
a (r,¢) jsou polarni souradnice. Vidime korespondenci s koeficientem vy (viz (1.6)),
kdy véha odpovidajici rozlozeni hadronti —~— je nyni nahrazena hustotou energie
. . R L . dydodpr . A . :
¢ a integrujeme podél jiné integracni proménné. Navic nyni v integralu vystupuje
piicna vzdalenost r = /22 + y? pochazejici z rozdilu 22 — 92, kterd zveliCuje piis-
pévky dale od stfedu fireballu. Vaha v pri¢né vzdalenosti r™ je ¢asto vyuzivana pii
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t=2fm/c

Obrazek 3.1: Typicky elipticky profil poc¢ate¢ni hustoty energie. [24]

konstrukci prostorovych, ¢i hybnostnich anizotropii, kdy predpokladame, ze vnéjsi
vrstvy fireballu prispivaji vyznaméji do anizotropii vyslednych hadroni v,. Cimz
posilujeme jejich korelace.

Rozsitenéjsi definici prostorové anizotropie nabizi napi. |4, kde definujeme i vyssi

fady v n analogicky jako pro koeficienty v,. Navic dovolme flexibilni exponent m
pricné vzdalenosti jako r™. Tedy

[ Td’l“d¢ E(Ta ¢7 T)rm COS[n(Cb _ \I]m’n)]

Emn(T) =~ [ rdrdg e(r, ¢, 7)r™ ’

(3.2)

kde ziskame fazi V,, ,, z po¢ate¢niho rozdélent hustoty energie e(r, ¢, 7,) = e(z, y, )
jako

1 drd m

v, = aretan [ rdrdg e(r, ¢, 70)r™ sin[ng] LT
Ton [ rdrde e(r, ¢, m9)r™ cos[ng] n

V predeslych definicich se zejména voli m = 2 a znadi € = €3,. Intenzivné jsou

studovany korelace €Z(7,) s v, pro vzajemné ruzna n. V ¢ase 7, > 0 spoustime
hydrodynamickou simulaci.

(3.3)

Konstrukee (3.3) pro kazdy tad n efektivné natacéi souradny systém osou y ve sméru
prevladajici hustoty energie € vzhledem k harmonické vaze cos[n(¢—V¥,,,)]), a tim
maximalizuje poc¢atecni prostorovou anizotropii daného radu €7, .. Proto ziskavame
jednozna¢nou hodnotu prostorové anizotropie €;, ,, nezavisle na puvodnim natoceni
systému v roviné x x y.

3.1.1 Skalovani eliptického toku s excentricitou

Kvili prvnim pozorovanim silného eliptického toku vy byla v hydrodynamickych
simulacich studovana jeho zévislost na pocateénim eliptickém uspofadani hmoty
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Obrazek 3.2: Excentricitou skalovany elipticky tok vy/el v zavislosti na vyslednych
multiplicitych nabitych ¢astic (1/S)dN.,/dy pro konformni kapalinu [26] se stavovou
rovnici € = 3p. Porovnani srdzek Au+Au a Pb+Pb. Vlevo: Hodnoty pro ideélni
kapalinu. Vpravo: Vysledky pro viskozni kapalinu [3| s Israelovgmi-Stewartoviimi
rovnicemi v porovnani s idealni kapalinou (Sedivymi body).

€3(m,), v literaturé znaeno pouze €5 (pozor na zaménu s dynamickou promén-
nou €%(7)). Pouze v této a nésledujici podkapitole vyuzijme statického znaceni
€% = €%(15,). Prostorovou anizotropii €4 nazyvame také ezcentricitou. Elipticky profil
pocatecni hustoty energie, ktery je excentricitou kvantifikovan, 1ze vidét na Obr. 3.1.

Studujme korelace zavislosti poméru eliptického toku a excentricity va/e3 na vysled-
nych multiplicitach nabitych ¢astic (1/5)dN.,/dy. Nahlédnéme na Obr. 3.2, kde je
vystfedovana korelace danych veli¢in pfes mnoho eventi. Normalizace multiplicit
1/S kompenzuje riznorodost v rozlehlosti systému mezi Au+Au a Pb+Pb srazkami
a mezi riznymi po¢ateénimi hustotami energie znacené e (pro zpiisob deponace viz
[3]). Je definovana jako S = m\/(22)(y?), kde se vahuje pies hustotu energie. Na Obr.
3.2 vidime vysledky pro ideéalni a viskozni hydrodynamiku s n/s = 0,08. Na obou
grafech pozorujeme pro nizké hodnoty multiplicit i nizké hodnoty poméru vy/e?, je
cich systémech. Ve vyssich hodnotach multiplicit probéhne jiz plné hydrodynamicky
vyvoj a lze pozorovat saturaci poméru vs/ei. Rozdil v hodnotach mezi idedlnim
buje anizotropni tok fidici se gradientem tlaku. V porovnani Obr. 3.2(a) a 3.2(b) si
muzeme vSimnout posunu hodnot ve sméru osy multiplicit dvou analogickych nasta-
veni, tj. pro stejny typ srazky a stejnou hustotu energie ey. Je to zptisobeno produkei
entropie ve viskoznim ptipadé, coz zvySuje multiplicity daného nastaveni.

Saturace $kalovani eliptického toku excentricitou poukazuje na ziejmy zavér: Pro
dostatecné velké systémy pozorujeme imérnou propagaci poc¢atecni prostorové ani-
zotropie €% do eliptického toku nabitych hadronii v,.
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3.1.2 Korelace prostorovych anizotropii ¢ s v,

V [4] byl studovan koeficient linearni korelace veli¢in prosotorové anizotropie € a
Fourierovych koeficientu rozdéleni hadroni v, pro shodné fady n. Linedrnim koe-
ficientem minime konstantu C,, takovou, Ze v, ~ CheZ, tj. C, = (Un)ev/(€%)ew, kde
(... )ew znadi stfedovani pres vice udalosti.

Vysledek takové analyzy pro Au+Au kolize pfi \/syy = 200 GeV s n/s = 0, ¢i
n/s = 0,16 lze vidét na Obr. 3.3. Na Obr. 3.3(a) vidime téméf linearni korelaci
mezi pocatecni prostorovou anizotropii a vyslednym eliptickym tokem s koeficientem
C5 =0,207. Rozptyl hodnot v,, v zavislosti na €% roste s fadem n a zfejmé se porusuje
linearnost korelace. Byli pozorovany vétsi korelace mezi (€5)? a vy nez mezi € a vy,
konkrétné c(ef, vq) = 40%c((€5)?, vq) s vyuzitim definice korelace ndhodnych veli¢in
aab:

c(a,b) _ ((a_(CL>ev)(b_<b>ev)>7 (34)

0a0p

04, Op jsou piislusné smérodatné odchylky.

3.2 Hybnostni anizotropie

Hybnostni anizotropie zatim postradaji koherentni definice, které by zajistovali
mozné zobecnéni v fadech n, ¢i m, jako u prostorovych anizotropii (3.2). O takové
definice se pokusime i s konstrukci anizotropie potencidlu. Nejdiive vsak ukazeme
pouzivané hybnostni anizotropie vyuzivajici prvku tenzoru energie a hybnosti TH",
¢i kombinace poli pri¢né rychlosti vy = (v, v,)T a hustoty energie .

3.2.1 Prvky tenzoru energie a hybnosti

Jak lze vidét napiiklad v [20], tak obecné prvky tenzoru energie a hybnosti T# od-
povidaji tokum energie a hybnosti. Tyto prvky jsou svazany skrze pohybové rovnice
vV, I* = 0. Dle definice plati

e Sule Syle S./c
Sulc Owy  Ouy  Ous
Sylc Oyw Oy Oy |
S.le 0w 0 0

T =

kde Tt = S, /¢, T9% = S, [c, T = S, /c jsou slozky vektoru hustoty toku energie S.
Prvky o0;; nazyvame hustotami toku hybnosti. V Minkovského soutadnicich napiiklad
ukazme disledek pohybovych rovnic v prvnim sloupci, pro v = 0 ziskame

1
VMT”O =i + E(GISI + 0,5y +BZSZ) =0 < % =-Vv-8S.
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Obrazek 3.3: Korelace 2000 eventi Au+Au srazek pii /syy = 200 GeV v 20-30%
centralité. Pro viskozity s n/s =0 vlevo a n/s = 0, 16 vpravo. sBC odpovida zpisobu
inicializace hydrodynamické faze z pocéateéniho rozlozeni energie [4]. (a): Korelace
vy a €%, (b): Korelace vs a €%. (c): Korelace vy a €.
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S vyuzitim 0, = ﬁ = % vidime rovnici kontinuity pro hustotu energie. Volbou v = 1

ziskdme zakony vyvoje pro slozky hustoty toku energie S:

Sy
V,ﬂwl = Op— + 0p0yy + 0y0yy + 0,0, =0
c
1.dS, doy, doy, do.,
— — = - - - .
2 dt dx dy dz
V definicich hybnostnich anizotropii budeme vyuzivat relevantnich rozdilu prvki

tenzoru energie a hybnosti T# ¢imz muzeme poméiovat toky energie, ¢i hybnosti
v ruznych smérech.

Ukazme si pouzivané tvary hybnostnich anizotropii, kam spadaji i anizotropie toku,
¢i toku energie. Definujme dle |3] anizotropii toku

(vg] - |vy|>€

AR (35)

([va] = lvyl) =

a anizotropii toku energie

(1900 =19, Dptame. {179 = 790} prane
STE —|STY|) = = . 3.6
U515 = ST 1, tame ~ (7% [T ) prame (3:6)

Znacenim (. .. )piane rozumime, Ze nevahujeme pfes pfi¢nou rovinu s hustotou energie
€ , protoze je jiz obsazena v prvcich tenzoru T#”. Definice jsou zavislé na pouzitém
tvaru tenzoru energie a hybnosti, mame nésledujici moznosti: idealni hydrodynamiku
s Tw = T(‘g'; a viskozni hydrodynamiku T = T(‘g; + 7 + AMII, kde navic volime
tvary smykového a objemového napéti 747, resp. 11, implicitné i pomoci dynamické
viskozity 1 a objemové viskozity (.

Obé nové definované anizotropie miizeme vidét na Obr. 3.4, kde pozorujeme sni-
zovani pocatecniho toku energie (|S7™| - |S7Y|), souc¢asné budovani anizotropie toku
(Jvz| = |vy|) a naslednou saturaci (zejména se stavovou rovnici SM-EOS Q). Je vy-
uzito idealni i viskozni hydrodynamiky s T = T" + 7, n/s = 0,08 a se dvéma
typy stavové rovnice: EOS I odpovidajici stavové rovnici idedlniho plynu (e = 3p) a
vyhlazenou verzi SM-EOS Q, viz [3].

vvvvv

zoru energie a hybnosti T — T22 integrované pies rovinu x x y a s p¥islugnou nor-
malizaci. V literatufe nazyvana jednoduse hybnostni anizotropii
(Tll - T22 )plane
(Tll + T22 )plane

(3.7)

e&(7) =
Ukazme pro ilustraci rozdil diagonalnich prvki v pripadé idealni hydrodynamiky
Ty~ T(y =(e + p)u"u” +p~ (e + p)ubn —p =
=(e +p)(uu” —utu’) = (e +p)v* (v - vy)
a jejich viskoznich korekei s vyuzitim A% = (1 + ufu?):
o+ AU - 722 — AZT] =t — 722 + T (u*u® — uYul) =

=l — 722 + TIv%(v2 - vg)
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Obrazek 3.4: Casovy vyvoj anizotropie toku (Jv.| - |v,|) a anizotropie toku ener-
gie (|S™| - |S™¥|) v idealnim a viskoznim piipadé pro jeden event. Vlevo: VyuZzité
relativisticka stavova rovnice EOS 1. Vpravo: Vyuzita modifikovana relativisticka
stavova rovnice SM-EOS Q. |3]

poté jiz hybnostni anizotropie ve viskézni hydrodynamice bez explicitnich tvartu
smykového a objemového napéti v, 11:
() = ( T(lol) + 7t + AUTT) - (T(QOQ) + 7122 + A2201)) prane _
( T(lol) + 7+ AT + (T(QOQ) + 122 + A1) prane
[ dady (e +p+ )y2(v2 - v2) + wlt — 722

" [dady (e +p+ T)p2(v2 + 03) + 710+ 72+ 2(p + 1)

(3.8)

Na Obr. 3.6 mizeme vidét ¢asovy pribéh excentricity €, ze vztahu (3.1) a hyb-
nostni anizotropie €, z (3.7). V porovnani idealni a viskozni hydrodynamiky vidime
ocekavané chovani, a sice mirné ponizeni hybnostni anizotropie viskézni expanze.
Prubéhy kiivek odpovidaji postupné transformaci prostorové anizotropie do hyb-
nostni anizotropie, tedy hydrodynamickému vyvoji, ktery nastava mezi Obr. 3.1 a
3.5.

V definici (3.7), resp. (3.8) implicitné uvazujeme i vahy s harmonickou funkei, ne vsak
v polarnim thlu ¢ = arctan(y/z) jako u prostorové anizotropie (3.2). Pokud bychom
vyuzili substituci v, = vrcos(p,) (ekvivalentné u® = u? cos(¢,)) a vy = vrsin(e,),
tak prejde rozdil a soucet kvadrata slozek pti¢né rychlosti na tvary

2 _,2_ 2 2, ,2_,2
v, — v, = v cos(2¢,), resp. v; + v, = v,
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Obrazek 3.5: Typicky vyvoj eliptického profilu z Obr. 3.1 s graficky znadzornénymi
harmonickymi vahami (n = 1,2) a Sipkami pro ilustraci toku hmoty. 24|

0.1

0.05

AutAu, b=7 fm
EOSI

o~

4 6
‘cf‘tﬂ(tm-"c)
T T T T
e - E"p
P o et €
. . P
s /. N
PP
7
00002
L '.;;’ & &
o
0 L |
Lo 0 T 04
4 6

‘cf‘to(fm-"c)

0.1

AutAu, b=7 fm
SM-EOS Q

(S

€
P
-~
- E
e T e
~ee=TT L - P
0.0004 -
L
g :
0.0002F J» /%
L .
0 1

‘Cf"fo(fnr'c)

Obrazek 3.6: Prubéhy excentricity (3.1) a hybnostni anizotropie (3.7) v idedlnim
pfipadé znazornéné modrou kiivkou. Cervené k¥ivky znac¢i dva typy viskozni hyd-
rodynamiky, viz [14], registrujme zejména tu nepieruSovanou. Vlevo: Pfi vyuzZiti
relativistické stavové rovnice EOS 1. Vpravo: Vyuzita modifikovana relativisticka
stavova rovnice SM-EOS Q.
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navic pomoci identity cos(2z) = cos? z—sin? z. Clen cos(2¢,) s fazi ¢, = arctan(v,/v,)
pomeéfuje rychlosti ve smérech x a y. Pro rychlost pouze ve sméru osy x ziskdme
véhu cos0 = 1, naopak ve sméru osy y mame cos(+m) = -1 a pokud v, = v, pak
cos(m/2) = 0. Ze symetrie lze ziejmé nahlédnout, Ze hybnostni anizotropie bude pii
izotropnim poli rychlosti v = (v,,v,)7 zajisté nulova. Interpretace faze ¢, je ovSem
prfinejmensim neintuitivni, a tim i samotné harmonické vahy. Pokud se vratime k
prostorové anizotropii (3.1) prinasejici rozdil kartézskych proménnych

2 - y? = r? cos(29),
poté ¢ = arctan(y/x) nepostradé interpretaci, jelikoz vdhuje rozmisténi hmoty v
polarnim thlu.
3.2.2 Hybnostni anizotropie s harmonickymi vahami

Zadefinujme nové hybnostni anizotropie ve tvaru analogickém prostorovym anizot-
ropiim (3.2), kdy pozadujeme zobecnéni v ¥adech n:

[ rdrdg /(T2 + (T°2)2r™ cos[n(¢ — V)]
[ rdrdg T0rm

. (3.9)

efn,n(T) ==

Jmenovatel se 1isi od jmenovatele prostorové anizotropie pouze nahrazenim ¢ —
\/(TUl)2 +(792)2, kdy novy ¢len odpovida velikosti hustoty piiéného toku energie
St = (S5, 5y)T =c(T%,7T°?)T v daném bodé. Vyuzivame prvka 70, 79 oproti dia-
gonalnim T, 722 ¢ TH, T2, jelikoz pozdéjsi dvojice nemaji ziejmou interpretaci,
narozdil od vektorového pole hustoty pfi¢ného toku Sr.

Fazovy posun U,,, je urfen vztahem (3.3), tedy pocatetnim rozlozenim hustoty
energie, jelikoz se domnivame, ze pokud bychom spocetli pro hybnostni anizotropii
unikatni fazovy posun &, ,, pak by byl s ¥,, ,, silné korelovan.

Normalizaci (3.9) volime s prvkem 7%, ktery je pro nizké rychlosti v ~ 0 (v pocatku
formace QGP 7 ~ 0 fm) tumérny nenulové hustoté energie T ~ £, jak lze vidét
ze vztahu (3.10). Ve jmenovateli (3.9) nemtizeme vyuzit vyrazu \/(7°1)2 + (792)2,
ktery je v ranych casech nulovy, protoze nedochézi k toku energie v pficné roviné.

Nahlédnéme na explicitni tvary vyuzitych prvki tenzoru energie a hybnosti v obec-

ném pripadé s TH = T(’E)”) + T + AP

TO = (e+p+I)y? - (p+1I) + 7% = &7 + 0242 (p + IT) + 70, (3.10)
T = (e + p+ M)vy? + 7,

T% = (e +p+ v,y + 7%,

kde jsme v (3.10) pouzili vztah 2 -1 = v242.

Na Obr. 3.5 vidime graficky znézornéné harmonické vahy pro fady n =2, 3 oriento-
vané dle poc¢atec¢niho rozlozeni hustoty energie a Sipky predstavujici anizotropni tok
hmoty.
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3.3 Anizotropie potencialu

Od hybnostnich anizotropii ocekdviame zachyceni nesymetri¢nosti dvoudimenzionél-
nich vektorovych poli v polarnim thlu. Vybereme vektorova pole, které asociujeme
s tokem hybnosti, pro takovou fyzikdlni interpretaci se jevi vhodné vdzené rychlostni
pole, samotné rychlostni pole

ve = e(vg,v,)t, v = (vg,0,)T (3.11)
a zejména hustota pficného toku energie
St =(S,,8,)" =c(T™, T, (3.12)

Prostorupodobné prvky tenzoru energie a hybnosti 7% = ¢;; predstavuji také fyzi-
kalni toky, avSak nelze je jiz ztotoznit s vektorovym polem. Pokud bychom napf.
volili prvky T, T2 T13, které predstavuji postupné toky hybnosti do sméru x ze
sméri , y a z, pak vektorova pole (T, T2 T3)T resp. (T, T'2)T jsou fyzikalng
neinterpretovatelna. Navic by jisté nesplnili nasledujici podminku.

Predpokladejme silnou podminku na uvazovana vektorova pole (3.11), (3.12), a sice
jejich konzervativnost, kterou lze zadefinovat naptiklad nasledujicimi ekvivalentnimi
zpusoby pro obecné spojité dvoudimenzionélni vektorové pole F':

e Nezavislosti na dréze integrace polem, tedy pro libovolnou k¥ivku C' spojujici
dané dva body prostoru A a B existuje funkce ¢ spliujici

- [ Fedi=o(B) - (), (3.13)
c
pro uzavienou kfivku je nutné drahovy integral vyse nulovy.

e Rotace daného pole je nulova, tedy

VxF=0. (3.14)

e Vektorové pole F je az na znaménko gradientem skalarniho pole z (3.13), tj.

F=-vep. (3.15)

Potencial ¢ odrazi prostorové usporfadani daného vektorového pole. Jelikoz je ska-
larni funkci, zavedme jeji anizotropie podobné jako pro hustotu energie € v prosto-
rové anizotropii (3.2):

f Td’f’d¢ SO(T, ¢7 T)rm COS[”(¢ - \Dmm)]
Jrdrdg |o(r, ¢, 7)|rm ’

protoze budujeme hybnostni anizotropie, tak volime natoceni souifadného systému
fazovym posunem V,, ,, ze vztahu (3.3) z pocate¢niho rozlozeni hustoty energie. Pro
dosazeni korektni normalizace vyuzivame ve jmenovateli absolutni hodnoty, jelikoz
potencidl ¢ mize nabyvat i zaApornych hodnot.

Pmn(T) = = (3.16)
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Zavedme potencialy poli (3.11), (3.12) v bodé& roviny A:

so”E(A)=fC've-dl, (3.17)
sO”(A)=fcv-dl, (3.18)
gpS(A):fCS-dl. (3.19)

Vektorova pole jsou nulova za hranict fireballu a jejich potencialy zde nabyvaji kon-
stantnich hodnot, které volme rovny nule. V bodé B za hranici fireballu poté plati
o(B) =0. Kfivka C' pouzita v integralech vyse kon¢i pravé v takovém bodé B.

Vztahem (3.16) definujme poporadé anizotropie potencidlu vaZené rychlosti, anizot-
ropie potencidlu rychlosti a anizotropie potencidlu toku energie znacené:

Prins  Poms P (3-20)

Tyto dynamické proménné lze vyuzivat ekvivalentné jako hybnostni anizotropie
(3.9), zejména jedna-li se o korelace k prostorovym anizotropiim. V jiném znéni
byly jiz anizotropie potencidlu definovany v referenci [32].

Podotknéme, 7e se analyzuji rotace uvazovanych vektorovych poli, viz [17], ¢imZ
by nebyla splnéna definice (3.15) o jejich konzervativnosti. Pfedpoklada se vsak, ze
cirkulacni jevy jsou zanedbatelné, ¢i malé a pro na§ numericky vypocet potencialu
se zatim nejevily jako prekazka.

3.4 Vztah anizotropii a fAzovych proménnych dyna-
mického systému

Zajimame se o dynamiku ve stfedni rapidité v roviné = = (z,y) € R? a 7 € R,
kde prostorové (3.2) a hybnostni anizotropie (3.9) ziejmé kvantifikuji prostorové
a hybnostni rozdily vyvoje fireballu od izotropni expanze. Nahizi se otazka, jaké
je spojeni fazovych proménnych u#(x,7),e(x,7),..., s témito novymi veli¢inami?
Vytkiieme domnénku o jejich vztahu:

Zanedbame-li podélnou expanzi, tak fazové proménné ut(x,7),e(x,T),...
spolu s evolu¢nimi zakony V,T" = 0 tvofi nekonecné dimenzionalni dyna-
micky systém v proménné x € R2. Pokud uvazime vSechny fady v m a n
prostorovych a hybnostnich anizotropii, tj. €z, ,(7) a €, (7) pro Vm,n, tak
jsme z jejich znalosti schopni zrekonstruovat vyvoj fazovych proménnych.
Piedopokladame existenci funkei f* = fr(er, . emn,7), 9 = g(€k, s €mm, T),
..., splhujict:
_ x
uu(waT) _f'u(wa6 Ep )7

m,n’ “m,n

E(ZB,T) :g(waegz,m'fgm,n)’ (3‘21)
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Kdy navic predpokladdme, ze pro danou presnost 6 > 0, lze najit indexy
mg, no € N tak, Zze n4s odhad fazovych proménnych u#, e, ... funkcemi f*, g,...
bude od skute¢ného prubéhu vzdalen o maximéalné d, tj. bude platit:

|uﬂ(wa T) - fu(wv 6310,17 6916,2’ 65,27 s 76%10,710’ Ei117,17 e vegzg,no)| < 57
|5(w7 T) - g(wa 65{,17 6716,27 65727 cee 76%0,7107 671),17 e 765710,n0)| < 57 (322)
pro V7 > 0.

Jelikoz v hydrodynamickych simulacich diskretizujeme dynamicky systém na
disjunktni bunky x; € R? (jejich pocet je [ € N) v nichz pocitame fazové
proménné, tak je mozné sestavit stavovy vektor tohoto k—dimenzionalniho
dynamického systému v diskrétnich ¢asech 7;. Dimenze k bude rovna £k =
2l + 1+ ..., kde 2] je za dvé proménné rychlosti u*,u¥ v [ bunkach, [ je
piispévek z hustoty energie, a znak ... jsou ptispévky dalsich fazovych pro-
ménnych. k—dimenzionalni stavovy vektor £(7;) je v bijekci se stavem hyd-
rodynamickych simulaci u(x;,7;),e(x;, 75), ..., ktery aproximuje stav poli
ut(x,7),e(x,7), ... fyzikilniho systému. Stavovy vektor mize byt tvaru

&(7;) = (u (@1, 7)), 0% (0,75, U (@0, 75), e, 7y), ) (3.23)

v ¢asovém kroku 7;. Fazovy portrét! systému bude v zavislosti na explicitnim
tvaru (3.23), tj. volbé rozdilnych soufadnic, opisovat ruzné struktury, které
budou vsak mezi sebou topologicky ekvivalentni. Mize se jednat i o tzv. atrak-
tory?. Vykreslovani vektoru &(7;) predstavuje grafickou korelaci jeho prvki
v k—dimenzion&lnim prostoru.

Dimenze dynamického systému k je vSak samoziejme velmi vysoka, a proto
ji zkusme redukovat. Pokud prostorové a hybnostni anizotropie relevantné
postihuji dynamiku piivodniho systému dle (3.21), tak jejich hodnoty defi-
nuji stavovy vektor. Navic dle (3.22) pro danou pfesnost 0 staci uvazovat
anizotropie do radu ng a mg. Proto vytvorme stavovy vektor dimenze 2mgng
jako

T
é(TJ) = (6f717 6117,17 6{,27 63{,27 et 6?77,0,7107 €’Ir)n(),n()) ° (324)

Dimenzi dale redukujme projekci stavového vektoru (3;24) do prostoru di-
menze h < 2mong funkcemi n; = ni(€Z, ,,, €mn), kde i € h a m € mg, n € 1.
Tedy mame novy h—dimenzionalni vektor &:
e T
€(Tj) = (nl(efn,n’ éfn,n)? nQ(Efn,n’ Ezrjn,n) s 7nh(6£1,n7 Egz,n)) ) (325)
predstavujici primét stavového vektoru. Z jeho vyvoje je stale mozné usoudit
relevantni informace o dynamice fyzikalniho systému.

1Sjednoceni stavii € z kiivek dané stavovym vektorem £(7) pro viechny pocatecni podminky.
2Geometrické struktury ve fazovém prostoru, které pfitahuji a uvézimji fazové kiivky. Blizsi
informace 1ze nalézt v referenci [33].
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Hypotéza vyse prakticky 1iké4, ze uvizenim nekonec¢ného poc¢tu prostorovych a hyb-
nostnich anizotropif €Z, , a €}, miZeme popisovat hydrodynamickou expanzi fire-

ballu jako by se jednalo o jiné fdzové promeénné. Navic vyuzitim primétu hlavnich
anizotropii (€%, a €, pro nizké m, n) do mensiho podprostoru véiime v zachy-

m,n

vvvvvv

jsou mnozinami ve fazovém prostoru v pripadé viskdézni dynamiky, které uvéznuji a
pritahuji trajektorie dynamického systému. Upinani trajektorii k atraktoru bychom
mohli o¢ekavat od vektoru (3.24), resp. (3.25).

Domnénku vyse 1ze vyslovit analogicky pro vztah vybrané anizotropie potencialu z
(3.20) a prostorové anizotropie €%, .
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Kapitola 4

Numericka implementace

V této kapitole se seznamime s pouzitym softwarem pro simulace pocatecnich pod-
minek a vyvoje hydrodynamické faze QGP vzniklého v jadro-jadernych srazkach.
Vyuzivame tzv. hybridni model, tedy fetézeni programi GLISSANDO 2 a VHLLE.

4.1 Generovani poc¢ate¢nich podminek
pomoci GLISSANDO 2

Pro potfeby simulace hydrodynamické expanze v programu vHLLE je nutné uvazovat
relevantni poc¢ate¢ni podminky — hustotu energie £(x,y, 7). Proto vyuzijme Monte-
Carlo generatoru GLISSANDO 2 — GLauber Initial-State Simulation AND mOre
implementujici Glauberiv model kolize jader [36,37]. Program je napsan v jazyce
C++ s ROOT knihovnami. Pravdédobnostni modely, které program v ruznych fazich
vyuziva, mohou obsahovat restrikce nastavitelné vnéjsimi vstupnimi parametry. Faze
simulace srazky jsou nésledujici:

e Generovani pozic nukleonu v nalétavajicich jadrech.

e Vyhodnoceni srazek nukleoni a deponace energie v hustotu energie e(z,y, 7).

Ptedeslé body lze realizovat riznymi jiz v programu implementovanymi modely.
Néami pouzité budou prezentovany spolu s jejich hlavnimi rysy.

Dodejme, Ze tento program je vhodny pro tzv. event-by-event simulace, kdy uva-
zujeme jednotlivé srazky — udalosti. Vystupem programu je poté konkrétni profil
hustoty energie. Casto se totiz vyuziva i vystfedovaného profilu hustoty energie pres
mnoho udalosti.
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4.1.1 Generovani pozic nukleoni v jadre

Z rozptylu elektronti na jadfe bylo zjisténo rozlozeni nabité hmoty v jadie ve formé
modifikovaného Woods-Saxonova rozdélent:
A2 (1 + W, 5

1 +exp(ﬂ) 7

Qe

ne(r)=c (4.1)

kde ¢ je normaliza¢ni konstanta zvolena tak, aby platilo [ drn.(r) = A, navic pro
dostate¢nd tézka jadra jsou parametry W, = 0, a, = 0,54 fm a R, = (1,12A1/3 —
0,86A-1/3) fm.

Protoze nukleony nejsou bodové ¢astice, je nutné uvazovat jejich nabity profil Gau-
ssovskym rozdélenim:

1 r2
n(r) = (2m02)3/2 exp (- ﬁ)’

kde o = 0,79/+/3 fm odpovida efektivnimu poloméru 0,79 fm. Hledejme rozdéleni

6718t nukleont n(r) z podminky

ne(r)=2r [ @' [ @y ()00 - - ). (4.2)

Konvoluci (4.2) jsme svazali rozdéleni pozic nukleont n(r) s profilem nukleonu ny ()
tak, aby produkovali tizeny nabity profil jadra (4.1). Z (4.2) bylo zjisténo rozdéleni
pozic nukleont v jadie jako modifikované Woods-Saxonovo rozdéleni s parametry
a=0,455 fm, R = (1,103AY3 —0,550A-1/3) fm.

Nyni jiz mazeme v ramci rozdéleni t€zist nukleonit n(r) ndhodné umistovat jednot-

Mvr v

vy

nové tézisté vybrano ve vzdalenosti mensi nez d = 0,4 fm od jiz stavajicich, tak se
uskutecni novy vybér. Tato restrikce stale dovoluje piekryv nukleonovych profili v
jadie a zvétSuje prifez jader pouze o ~ 1%.

4.1.2 Srazky a deponace energie

Prejdéme ke kolizi nagenerovanych jader s odliSnym geometrickym uspoiadanim,
avSak stejnym poctem nukleonui A a B = A. Tézisté jader posuneme v pficném
sméru o hodnotu srazkového parametru b, ktery koresponduje s centralitou srazky.

Yy

vy

vvvvv

jako funkce centrality na urychlova¢i RHIC, se nazyva smiSeny model. Je spojeni
modelu s bindrnimi srdézkami a s modelem s poskozengmi nukleony (wounded nucle-
ons — WN). Tyto dva modely se li§i v geometrickém usporadani deponace energie
v transversalni roviné z jedné srazky nukleonii.
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Jadra v této chvili pfedstavuji pozice tézist svych nukleonu. Piekrytim jader do-

Yvoew

vzdalenosti r nastane s pravdépodobnosti

p(r) = Gexp( - (i—:;), (4.3)

kde konstanta G je nastavena pro shodu s proton-protonovym rozptylem. Polomér

ro odpovida

ro=+/o/m,
kde o je u¢inny prifez nepruznych rozptyli dvou nukleonid roven o = 42 mb pro
VSnn = 200 GeV na RHIC. Nyni pokud se dle pravdépodobnosti (4.3) nukleony
srazi, tak dojde k bindrni srdZce spolu s poskozenim nukleonti.

Mnozstvi deponované energie se méii pomoci relativni deponované sily — RDS, ktera
pro jednu srazku nukleontu odpovida 1. V ramci smiSeného modelu binarni srazka

vy

deponuje energie uprostied spojnic tézist nukleonu s RDS rovné «. Mechanismus
poskozeni nukleonii deponuje energii v tézistich nukleonti s hodnotami (1-«)/2 pro
RDS. Z jedné srazky nukleont tedy opravdu ziskdme RDS rovné 1 = a+2(1-«)/2 a
prumérné celkové RDS ze srazky jader je (1 - a) Ny /2 + aNpiy, kde Ny, a Ny jsou

pocCty binarnich srazek, resp. pocet poskozenych nukleonti.

Parametrem o ovliviiujeme rozlozeni RDS mezi binarni srazky, ¢i poskozené nu-
kleony. Fit na multiplicitu jako funkci centrality [37] dava pro smiSeny model hod-
notu parametru « = 0,145 pii \/syny = 200 GeV na RHIC.

Nakonec udélejme konvoluci prostorového rozdéleni RDS s Gaussovskym rozdélenim
pro simulovani disperze zdroju v dusledku prvotni produkce c¢éstic. Ziskana distri-
buce jiz pfedstavuje pocatecni hustotu energie hydrodynamické faze e(z,y, 79).

Z analyzy vystupt programu GLISSANDO 2 je mozné zobrazit zavislosti centrality
na RDS a poc¢tu poskozenych nukleonu Ny, na Obr. 4.1.

4.2 Numerické simulace hydrodynamické faze
ve VHLLE

Pro simulaci hydrodynamické faze jsme vyuzili relativistického hydrodynamického
kodu vHLLE ve 341 dimenzich. V kédu se vyuziva Israelovijch-Stewartovijch rovnic
visk6zni hydrodynamiky, které pii limité nulovych viskozit pirechézi v pohybové
rovnice idealni kapaliny.

Kod vychazi z aproximativniho Riemannovského teSice Harten Lex van Leer Einfeldt
(HLLE) Godunovského typu [5]. Je vhodnym Fedi¢em pro relativistickou hydrodyna-
miku s velmi nehomogennim poc¢ateénim profilem hustoty energie. Metoda vyuziva
pokrocilych schémat pro minimalizaci numerickych chyb. Jedné se o konzervativni
algoritmus, kdy jsou vyhodnocovany toky zachovavajicich se veli¢in na hranicich
sousednich bunék. To zajistuje, Ze celkova energie a celkova hybnost se v systému
zachovava béhem celého vyvoje.
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197+197, 500000 events
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Obrazek 4.1: Zavéry analyzy vystupi GLISSANDO 2 pro 500000 udalosti v Au+Au
srazkach pii \/sny = 200 GeV smiseného modelu. Nahote: Zavislost centrality na
poc¢tu participanti Ny ve WN srazkach. Dole: Zavislost centrality na relativni
deponované sile — RDS. [36]
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Pohybové rovnice jsou z kovariantniho zachovani tenzoru energie a hybnosti spolu
se zachovanim naboje n. se svym tokem NE:

v, T =0, (4.4)
VNt =0, (4.5)

Pro toky zachovavajici veli¢iny plati
N =n.ut.
Tenzor energie a hybnosti je v obecném tvaru (2.54), tj.
T = T(’B”) + 7 + AP (4.6)

Navic je nutné doplnit pohybové rovnice o stavovou rovnici p = p(e,n.). V Israelové-
Stewartové formalismu mame pro smykové a objemové napéti dodatecné rovnice:

uv _ MY 4
D) = - NS Sy, (4.7)
II-1II 4
DIl = - TNS - 1V, (4.8)

které zajistuji kauzalitu (omezuji rychlost kolektivnich médu) a 7., 77 jsou relaxac¢ni
¢asy. Cleny

2
Tng = N(Viu" + viut) - gnA‘“’V,\uA =not, (4.9)
[ys = -CVau?, (4.10)

které odpovidaji hodnotam z Navierova-Stokesova piipadu, viz korekce prvniho fadu
(2.49).

Jak bylo feceno, v rdmci numerického feSeni dovoluje Godunovova metoda i diky
malym viskozitam, rozdélit vysledek simulaci na feSeni idedlni ¢asti pohybovych
rovnic a jejich viskéznich korekei. Doporuc¢ujeme ¢tenafi publikace [5,6] pro blizsi

Ve

Pro simulace jsme vyuzili stavové rovnice zndmé jako Chiral Model EOS, kde blizsi
informace lze nalézt v referenci [34].
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Kapitola 5

Analyza vysledkii

Simulujeme jadro-jaderné srazky Au-+Au v intervalu centrality 30-40 % na urych-
lovac¢i RHIC pii energii \/syn = 200 GeV, kdy se zajimame o pii¢nou hydrodyna-
mickou expanzi ve stiedni rapidité (|n| < 0,1). Program GLISSANDO 2 nageneroval
pocatecni pole hustoty energie e(7p), tyto pocateéni podminky byly pouzity pro
program vHLLE, ktery simuluje hydrodynamickou fazi QGP s nastavitelnymi para-
metry smykové a objemové viskozity n, . Podotknéme, Ze zacatek hydrodynamické
faze je v case 1, = 0,6 fm, kdy v ¢ase 75 = 0 fm doslo k deponaci energie ze srazky.

Jednotlivé udélosti budeme v hydrodynamické fazi monitorovat pomoci zadefino-
vanych prostorovych a hybnostnich anizotropii z Kap. 3, jejichz vypocty (kromé
anizotropie potencialu) byly implementovany do programu vHLLE spolu se zapisem
do textového dokumentu (kazdych A7 = 0,05 fm). Vystupem programu je navic i
rychlostni pole v, hustota pti¢ného toku energie St a pole hustoty energie € v ¢asech
simulace 7 =0,6;0,7 a 0,8 fm, poté jiz po krocich A7 = 0,5 fm do konce simulace
7 ~ 7 fm. Vystupni pole jsou dvoudimenzionalni, kdy jsme prumeérovali pies rapiditu
In| < 0,1 do roviny x x y. Z poli na vystupu je déale v programu Matlab spo¢teno
vahované rychlostni pole v. a anizotropie potencidlu (3.20). Anizotropie potencialu
mé nutné horsi ¢asové rozliseni (~ 0,5 fm), nez prostorové a hybnostni anizotropie
spo¢tené piimo v programu vHLLE (~ 0,05 fm). Anizotropie potenciélu jsou proto
v Matlabu vyhlazeny funkci spline ().

V' prostorovych anizotropiich €%, ,, hybnostnich anizotropiich e}, a anizotropiich
potencilu p,, definovanych vztahy (3.2), (3.9), (3.16) uvazujme jedinou hodnotu
rfadu radialni vahy m, a to m = 2. Proto zna¢me zminéné anizotropie bez explicitni
hodnoty fadu m, jako €} = €5, €, = €, a pp = pan, stejné tak i piislusné fazové

posunuti ¥,, = ¥y ,,.
Na dalgich pracech jsme ponechali analyzu s nenulovym parametrem (/s Fidici silu
objemového napéti IT v (4.6), kdy zde uvazujeme pouze (/s = 0. Pomér smykové a

objemové viskozity 1, ( s entropii s jsou vhodné bezrozmérné parametry, i protoze
1, ¢ jsou zhruba imérné entropii.

61



5.1 Porovnani nastaveni hydrodynamiky paramet-
rem 7/s

Zvolili jsme t¥i ruzna nastaveni podilu n/s, ktery kontroluje silu viskozniho ¢lenu
™ v (4.6). Pouzita nastaveni jsou nasledujici:

I Tdeéalni hydrodynamika s /s = 0.
V' Viskoézni hydrodynamika s /s = 0, 08.

SV Silné viskozni hydrodynamika s n/s = 0, 20.

Dle pocatecni excentricity €,(7,), resp. €5(7,), kterd je primérné rovna 0,34 (pies
200 eventi), jsme vybrali pro srovnani dvé udalosti s excentricitami 0,65 a 0,24.

Pro vice excentrickou udalost vidime na Obr. 5.1 sekvenci vyvoje pole hustoty ener-
gie € spole¢né s vektorovym polem hustoty pfi¢ného toku energie S v roviné x xy v
nastaveni V.

Prostorové anizotropie

Prostorové anizotropie €, a €2 pro n = 1,2,3,4,5 definované vztahy (3.1), (3.2) lze
vidét na Obr. (5.2) pro vSechna nastaveni hydrodynamiky a dvé zminéné udalosti.
Veli¢iny €, a €} jsou ve svych definicich stejné az na natoceni souradného systému fazi
U,,.n- V jejich porovnani ze simulace na Obr. 5.2(a) a Obr. 5.2(c) se jevi shodné s chy-
bou 1073, Pocate¢ni podminky z GLISSANDO 2 jsou jiZ dle excentricity natoceny,
jinak by v obecném piipadé shodnost neplatila. Prvni udalost mé vétsi anizotropie
ve vSech fadech kromé n = 3. Také je zajimavé chovani pro n = 5, kdy pozorujeme
podobnou dynamiku pro obé udalosti.

Hybnostni anizotropie

Hybnostni anizotropie lze vidét na Obr. 5.3, a to konkrétné anizotropii toku (|v,| -
|vy|), anizotropii toku energie (|S7*|-|S™¥|), hybnostni anizotropii €, a obecné&jsi hyb-
nostni anizotropii €, pro fady n = 2,3,4. Prvni tii anizotropie jsou kladné, jelikoZ
GLISSANDO 2 nataci pocateéni podminky dle excentricity. Vidime, Ze anizotropie
e jdou do zapornych hodnot, protoZze jejich harmonické vahy jsou shodné orien-
tované jako u prostorové anizotropie eX, coz poukazuje na tok energie ve sméru
mensfho zastoupeni energie v polarnim thlu. Vidime, ze pribéhy pro (|v,| - |v,]) a
(|S™| - |S™¥|) jsou podobné stejné jako jejich fyzikalni vyznam.

Anizotropie potenciialu

Tvar potencialu ©° vektorového pole S miizeme vidét na Obr. 5.4 ve ¢tyFech ¢ase pro
prvni udalost. Z anizotropii potencidlu vyuzijeme pouze anizotropie potencialu toku
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Obrazek 5.2: Prostorové anizotropie pro dvé udalosti zna¢ené 1 a 2. Na Obr. (a)
vidime excentricitu €., poté jiz na Obr. (b), (c), (d), (e), (f) postupné Fady n =
1,2,3,4,5 anizotropie €.
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Obrézek 5.3: Hybnostni anizotropie pro dvé udalosti 1 a 2. Anizotropie toku (|v,| -
luy|) na Obr. (a), anizotropii toku energie (|S™|—[S7|) na Obr. (b), hybnostni
anizotropii €, na Obr. (¢) a obecn&jsi hybnostni anizotropii €}, pro fady n = 2,3,4 na

Obr. (d), (e), ().
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energie p2 . jelikoz anizotropie potencialu rychlosti a vazeného pole rychlosti p2, pne se
ukéazali byt nevhodné. Zejména p? jako numericky nestabilni ve smyslu nespojitosti
mezi kroky simulace a oscilujicimi pribéhy. Toto chovani se dalo predpovidat, kvili
chybéjicimu vahovani hustotou energie . Pii pfidani vahy v piipadé pne lze vSak
pozorovat stale precitlivélé chovani veli¢in, jako pro ¥ad n = 2 na Obr. 5.5(a). Na
Obr. 5.5(b)-5.5(f) vidime p2 pro fady n = 1,2, 3,4,5. Poc¢ateéni hodnoty anizotropii
pse a ps jsou témer shodné, koncové hodnoty jsou jiz v mensi korespondenci.

V éase 7=0,6 fm V éase 7=0,8 fm

o

&}

@ [GeV/fm?

3 -20
v [fm] x [fm] ¥y [fm]

(a) (b)

V ¢ase 7=1,8fm

V ¢ase 7=2,8 fm

o [GeV/fm?]
>

5

o [GeV/fm?]

0 =
-20

¥ [fm]

x [fm] ¥ [fm]

Obréazek 5.4: éasovy vyvoj potencidlu ¢ v nastaveni V pro prvni udélost.

5.2 Analyza vice udalosti v nastaveni /s =0,08

Vzhledem k doménce v Podkap. 3.4 hledame struktury v korelacich anizotropii
dle (3.24), resp. (3.25). Takové struktury bychom mohli zpozorovat pouze studiem
mnoha udélosti event-by-event a v systému s disipaci, tedy ve viskoznim piipadé.

Vybrali jsme piipad hydrodynamiky s n/s = 0,08 a budeme analyzovat t¥i typy
krivek:
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Obrazek 5.5: Anizotropie potencialu pro dvé udalosti 1 a 2. Anizotropie potencialu
vazené rychlosti druhého radu p5° na Obr. (a). Anizotropie potencidlu toku energie
pS pro fady n=1,2,3,4,5 jsou na Obr. (b), (c), (d), (e), (f).



Ktivky z 90 udalosti, které jsou barevné odliseny dle své pocateéni excentricity
€5. Svétle zelend barva odpovida kiivkdm udalosti s nizkou excentricitou a
prechéazi ve hnédou barvu kfivek udalosti s vysokou excentricitou.

SU Prabéh znateny SU (stfedovani udalosti) bude odpovidat vzdy priméru da-
nych kfivek z udalosti vyse. Pro prumérovani jsme vyuzili navic 110 udalosti.

SPP Vyvoj ze stiedovanych poc¢ate¢nich podminek. Po¢ateéni hustota energie (1)
této udalosti byla stfedovana pies 1000 poli v GLISSANDO 2.

Sestavil jsme histogramy fazovych posunia ¥,, pro n = 2,3,4,5 z 200 udéalosti na Obr.
5.6. Protoze je profil po¢ateéni hustoty energie £(7) jiz natoceny dle své excentricity
€3, tak pozorujeme na Obr. 5.6(a) pouze lehké odchylky od Wy = 0, resp. ¥y = 2.
Liché tady fazovych posuni W3 a Wy se jevi jako uniformé rozdélené. Naopak u
¢tvrtého radu, tj. pro Wy pozorujeme pik okolo hodnoty /4 plynouci z korelace k
U,. Z konstrukce definic fazovych posunt (3.3) tim vyplyva, Ze profil harmonické
vahy druhého fadu je pootoden pravé o 7/4 oproti profilu harmonické vahy ¢tvrtého
radu.
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Obrazek 5.6: Histogramy fazovych posunt W, pro fady n =2,3,4,5 z 200 udalosti.
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Prostorové a hybnostni anizotropie

Barevné odliseni nAm poméaha ke sledovani trenda vyvoje kiivek vzhledem k poca-
tecni excentricité. Navic v porovnani s prumérem téchto kiivek SU a prubéhem ze
stfedovanych pocatecnich podminek SPP.

Na Obr. 5.7 muzeme vidét prostorové a hybnostni anizotropie €, €, fada n = 2,3, 4.
V porovnani 90 udalosti barevnym rozliSenim pozorujeme tmérnou transformaci
excentricity €& do hybnostni anizotropie druhého fadu e5. V piipadé tfetiho a ¢tvr-
tého fadu jiz nevyuzijeme barevného kodovani k rozliSeni tmeérnosti propagaci. Ze
stfedovanych prubéha SU na Obr. 5.7(a)-5.7(f) i pozdé&ji z korelaci bude vSak pro-
pagace prostorovych anizotropii do hybnostnich anizotropii stejného Ffadu ziejma.
Coz odpovida hydrodynamické expanzi dle gradientu tlaku.

U lichych tadu €, e obecné pozorujeme potlaceni pribéhu SPP, protoZe jsou po-
¢atecni podminky nejdiive orientovany dle excentricity a az poté stfedovany. Liché
fazové posuny ¥,, na Obr. 5.6 jsou uniformé rozdéleny, a proto nemiiZzeme ocekavat
jiny, nez elipticky profil hustoty energie (1), ktery muzeme vidét na Obr. 5.8 v

case zac¢atku hydrodynamické simulace 7, = 0,6 fm.

Korelace prostorovych a hybnostnich anizotropii stejného fadu

Vytvorili jsme dvoudimenzionalni korelace prostorovych a hybnostnich anizotropii
€z, e, fadi n = 2,3,4 na Obr. 5.9 spolu s korelaci souctu prostorovych anizotropii
€2 + €% + ¢§ a sou¢tu hybnostnich anizotropii €} + €} + ;. Na vsech korelacich vidime
podobnou dynamiku transformace prostorovych anizotropii do hybnostnich. V ramci
korelace sou¢ti na Obr. 5.9(d) pozorujeme hladsi prabéhy spolu s uniformnim cho-

vanim kiivek v koncovych ¢asech (oblast poc¢atku) i upinani priabéhu SPP k SU.

Ttridimenzionalni korelace anizotropii

Nagim tustifednim zajmem je patrat po atraktorech v anizotropiich hydrodynamické
expanze. Jelikoz dle vyi¢ené doménky v Podkap. 3.4 1ze anizotropie jednoznac¢né
zrcadlit s fazovymi poli hydrodynamického systému, tak vytvaiejme vektory (3.24),
resp. (3.25), které lze mimo jiné chapat jako vysokodimenzionalni korelace anizotro-
pii, resp. korelace funkci z anizotropii. Pokud nekonec¢né dimenzionalni hydrodyna-
micky systém obsahuje ve svém fazovém prostoru atraktory, tak bychom ocekavali
struktury na né¢j odkazujici i v nizkodimenzionélnich korelacich, tj. ve vykreslovani
vektoru (3.24), resp. (3.25). Vybrali jsme t¥idimenzionalni korelace, jelikoz korelace
vyssich dimenzi jiz nelze smysluplné zobrazit.

Na obrazcich tiidimenzionalnich korelaci oc¢ekdvejme v levém sloupci tii pohledy na
strukturu svrchu a v pravém sloupci pohledy na roviny x xy, z x 2z a y x 2.

Nejdiive nahlédnéme na Obr. 5.10, kde jsou korelace prostorovych anizotropii €
pro n = 2,3,4. Pozorujeme snizovani prostorovych anizotropii a prevazné trend pri-
blizovani trajektorii k vystfedovanému prubéhu SU. Je zajimavé, Ze pribéh SPP
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zeh pro 90 udalosti spolu s je-
jich stfedovanym prubéhem SU a pribéhem ze stfedovanych pocate¢nich podminek
SPP. V levém sloupci prostorové anizotropie, tj. na Obr. (a), (¢), (e). Hybnostni
anizotropie v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).

Obrazek 5.7: Prostorové a hybnostni anizotropie e
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Obréazek 5.8: Stiredovany pocatecni profil hustoty energie pro SPP v ¢ase 1, = 0,6
fm.

postrada liché anizotropie a nachazi se v okoli hnédych kiivek, tj. udalosti s vyso-
kou pocateéni excentricitou. Na Obr. 5.10(d) vidime, ze kiivky zacinajici v okoli
prubéhu SPP tvoii ttvary podobné zebrovani, kdy se odchyluji od SPP a mirné
navraci. Jedna se o udélosti s nizkym 7.

Tridimenzionalni korelaci anizotropii hybnosti €5 pro n = 2,3,4 lze vidét na Obr.
5.11. Pozorujeme dynamiku zvySovani a nasledné snizovani hybnostnich anizotropii.
Zajimave je, ze korelace €5 s €5 a €) s € jsou si blizké (porovnani Obr. 5.11(b) a

5.11(d)), coz vede na kompaktngjsi tvar korelace €} s €] podél diagonaly grafu na

vvvvvv

Jako posledni tifidmenzionalni korelaci jsme zvolili pfipad s vyuzitim funkci anizo-
tropii 7; (e, €h) pro i =1,2,3, viz (3.25). Definujme je jednoduse jako rozdil prosto-
rovych a hybnostnich anizotropii stejného fadu, tedy

_ T p

T =€ — €,
_ .z p

N2 = €3 — €3, (5.1)
_ T p

N3 = €4 — €.

Z konstrukce (3.9) jsou nami definované hybnostni anizotropie €, opatného zna-
ménka neZ prostorové anizotropie €2 definované vztahem (3.2). Rozdilem €% — €},
tedy s¢itame kladné hodnoty. Od —eh ocekdvame kompenzaci snizovani €2, kvili
jiz zminhované propagaci prostorovych anizotropii do hybnostnich. Na Obr. 5.12 vi-
dime korelaci ¢leni (5.1), ktera je podobnda korelaci z Obr. 5.10. To je zptusobeno
témeétr fddovym rozdilem mezi prostorovymi a hybnostnimi anizotropiemi. Pozoru-
jeme vyhlazeni kfivek a jejich men$i piekryv, coz je spravny signal, protoze od
trajektorii opisovanych stavovymi vektory bychom neocekavali kiizeni. Zpétna dy-
namika (vinky) v pocatcich kiivek naznacuje, Ze je nartust hybnostni anizotropie
velice rychly. O tom se miizeme presvédcit na Obr. 5.9, kde jsou kiivky ze zacatku
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Obrazek 5.9: Korelace prostorovych a hybnostnich anizotropii stejného fadu na Obr.
(a), (b), (c) pro fady n = 2, 3,4 a korelace sou¢ti anizotropii na Obr. (d).

expanze témeér svislé, tedy neménné v prostorové anizotropii a pozorujeme prudky
narust hybnostni anizotropie.
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Obrézek 5.10: Tiidimenzionalni korelace prostorovych anizotropii €3, €%, €] postupné
na osach z,y,z. V levém sloupci pohledy shora, tj. na Obr. (a), (c), (e). Pohled na
roviny x x y, x x z, y x z v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).
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Obrézek 5.11: Tiidimenzionédlni korelace hybnostnich anizotropii €},
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na osach z,y,z. V levém sloupci pohledy shora, tj. na Obr. (a), (c), (e). Pohled na
roviny = x y, x x z, y x z v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).

74



90 udalosti s 7/s=0,08 90 udalosti s 7/s=0,08

0.4 05
04r
o 0al
b i
x <t
5
T 02t
o
ks
.
xo g1h
am or
;s
i
.
01 F
-02
0
0.4 —
0.3
0.2
B 7 -
x“v + 02
x <t
b
0
01+
02
0
o 0.3
av
s
by
x5 0.2 —
ax
S 04—
b
X\utf
= 0 —
aas
%
b
= -0.1
Bd =y T T T T T T |
02 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

Obréazek 5.12: Tiidimenzionalni korelace rozdilii anizotropii €} — €b, €% — €}, €f — €]

postupné na osach x,y,z. V levém sloupci pohledy shora, tj. na Obr. (a), (c), (e).
Pohled na roviny x x y, z x z, y x z v pravém sloupci na Obr. (b), (d), (f).
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JAaveér

V prvni ¢ésti prace jsme predstavili kontext studia kvark-gluonového plazmatu —
teoretické predpovédi, prvni pozorovani a prubéh experimenti. Poukézali jsme na
kolektivni chovani tohoto média p¥i své expanzi, coz odkazuje na nutnost hydrody-
namického popisu.

V druhé kapitole jsme se zabyvali samotnou relativistickou hydrodynamikou s na-
hlédnutim k jeji nerelativistické analogii — klasické hydrodynamice. Byly odvozeny
pohybové rovnice do prvniho fadu a ukdzano schéma pro pohybové rovnice z vys-
sich Tfadu tenzoru energie a hybnosti tak, abychom porozuméli definicim prostoro-
vych i hybnostnich anizotropii a rovnicim hydrodynamického feSi¢e vHLLE. vHLLE
jsme jako numericky aparat prezentovali spolu s generatorem pocate¢nich podminek
GLISSANDO 2.

Vice zptisoby jsme definovali jak prostorové, tak i hybnostni anizotropie, kdy zobec-
néni hybnostni anizotropie do fadi v m a n je inovaci do dané problematiky spolu s
definici anizotropii potenciadlu. Vyikli jsme domnénku o vztahu prostorovych a hyb-
nostnich anizotropii k fazovym proménnym systému — polim u#(x,7),e(x,7),....
Domnénku jsme ovéiovali na sadé korelaci.

Vystupem této prace jsou implementované prostorové i hybnostni anizotropie v kodu
VHLLE a skripty v programu Mat lab pro spoc¢teni anizotropii potencidlu a vizua-
lizaci hydrodynamickych poli z vystupu vHLLE.

V Podkap. 5.1 jsme porovnévali rtizné nastaveni hydrodynamiky vici smykové visko-
zité pro idealni piipad n/s = 0 a dva viskozni piipady s n/s=0,08 a n/s =0,20. Ne-
pozorovali jsme ponizeni anizotropii vzhledem k ptipadu s vyssi viskozitou, pouze
tendenci anizotropii nevzdalovat se od okoli dosazené nuly. Ukazali jsme i nové defi-
nované anizotropie potencialu, jejichz detailni studium ponechavame dalsim pracem.

V Podkap. 5.2 jsme poméiovali anizotropie 90 udalosti s jejich vystfedovanim a s
pribéhem ze stfedovanych pocatecnich podminek. Odsud je zavérem i konstatovani
dynamiky transformace prostorovych anizotropii do hybnostnich, kdy pozorujeme
rychly néstup hybnostnich anizotropii pohanéjici néasledné poniZeni prostorovych
anizotropii. Sledovali jsme i silné korelace shodnych fadi n pro €2 a €. Zejména se
potvrdila role druhého fadu jako hlavniho momentu dynamiky.

V ramci hledani atraktori jsme vytvareli t¥idimenzionalni korelace anizotropii pro-
d T T T 7 p p Y 7 3 e —
storovych €3, €%, €}, hybnostnich €, €5, €; i pomoci funkce anizotropii def. n; =
X D s ~ - e . . w1, . .
€, — €. Proi=1,2 3 a ve vytvorenych strukturach jsme hledali pfilinéni trajekto-
rii k ur¢ité mnoziné, ¢i kiivce. Takové chovani lze vidét u kiivek s vyssimi hodnotami

7



anizotropii na Obr. 5.10, ¢ 5.12, neni vSak univerzalni. Na Obr. 5.12 vidime mensi
prekryvani kiivek a jejich jemné vyhlazeni oproti Obr. 5.10. To miiZe naznacovat
zavislosti spolu se zakomponovanim vice fadu anizotropii. Domnénka o vztahu ani-
zotropii a hydrodynamickych proménnych systému se tedy jevi jako realna.

V budoucnu se zaméiime i na piipad s nenulovou objemovou viskozitou, tj. v nasta-
veni s (/s # 0, jelikoz disipace obecné dopomaha k upinani kiivek na atraktor. Déle
se nabizi t¥idéni udalosti dle blizkych pocatecnich hodnot prostorovych anizotropif
a sledovani dynamiky na téchto tridach. Jisty prostor je stale v dikladné analyze
korelaci fazovych posunu V,,.
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