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Abstrakt: Préce se zabyvd odhadem casového priibéhu radia¢niho tniku ruthenia-106 do
atmosféry v roce 2017 pomoci naméfenych koncentraci. V teoretické ¢4sti jsou uvedeny za-
klady Bayesovské teorie pravdépodobnosti v€etné moznosti aproximace odhadt s dirazem
na metodu Varia¢ni Bayes. Metoda Varia¢ni Bayes je poté pouZita na zformulovany pravdeé-
podobnostni model a je provedeno odvozent jiz existujiciho algoritmu LS-APC. Ten je na-
sledné vylepSen o moZnost uvazovat také korelaci jednotlivych sloZzek v modelu Sumu. Vy-
lepSeny algoritmus je verifikovan na syntetickych datech a datech z experimentu ETEX se
zndmym pribéhem tniku. V zdvéru prace je proveden samotny odhad ¢asového pribéhu

uniku ruthenia-106. Ziskané vysledky jsou konzistentni s dosud publikovanou literaturou.
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Analysis of ruthenium-106 release in 2017 using atmospheric inverse modeling
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Abstract: We study the ruthenium-106 atmospheric release case from 2017 and its emission
rate estimation from concentrations measurements. The basics of bayesian probability the-
ory are covered in the theoretical part including possible approximations of estimation with
emphasis on the Variational Bayes method. The Variational Bayes method is used to esti-
mate parameters of the formulated probability model, and the derivation of an existing in-
version algorithm (LS-APC) is carried out. This algorithm is then improved to allow inclusion
of component correlation in the noise model. The improved algorithm is verified using syn-
thetic data as well as data from the ETEX experiment with known emission profile. Finally,
the estimation of the ruthenium-106 release is performed. Notably, obtained estimates are
consistent with those published in literature.
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Ovod

Koncem zéii a zatatkem Fijna 2017 byly v Evropé poprvé od Cernobylské havarie pozoro-
vany detekovatelné koncentrace ruthenia-106[22, 18, 5]. Naméfené koncentrace se pohybo-
valy od jednotek uBq/m3 az kolem 150 mBq/m3. Tato mnoZstvi sice pro ¢lovéka ani prostiedi
nepfedstavuji Zddné nebezpeci, ale stéle se jedna o radionuklid, ktery nevznikd pfirozené a
ve vzduchu se normdlné nevyskytuje. Navic detekce ve vétsiné evropskych stati znamen4,
Ze nemohlo jit o zanedbatelny tnik.

VSechny evropské zemé maji sit méficich stanic monitorujicich jak pfirozenou, tak uméle
vzniklou radioaktivitu v prostfedi, zejména atmosféfe. Ve vétsiné pfipadl jsou tato méfeni
provadéna vzduchovymi filtry, kterymi projdou desitky aZ stovky m®/h. Tyto filtry jsou mé-
nény ruc¢né v pravidelnych intervalech (typicky denné az tydné) a posilany do laboratofi,
kde je urCena aktivita ruthenia-106 gama spektroskopii. V nékterych pfipadech je intenzita
ruthenia méfena ze vzorkt dest'ové vody (Bq/l), travy (Bq/kg) nebo vytéry z dané oblasti
(Bq/m?).

Kvili zna¢nym rozdilim v délce ziskavéani vzorki neni mozné pfimo srovnat naméiené
intenzity v riznych zemich. Mapa na obrdzku 1 pfevzata ze zpravy francouzského Institutu
pro ochranu pfed radiaci a nukledrni bezpec¢nost IRSN (Institut de Radioprotection et de
Stareté Nucléaire)[18] se snaZi o korekci a méfeni pro kazdou stanici priméruje ptes dobu,
po kterou bylo ruthenium-106 v této stanici pozorovano.

Na mapé je patrny klesajici trend z vychodu na zapad. Nejvétsi intenzity sice byly na-
meéfeny v Rumunsku, ale detekce ruthenia-106 v nékolika geograficky vzddlenych stanicich
zaroven tnik v Rumunsku vylucuje. Zdroj tiniku musel byt mnohem vzdalenéjsi, aby se mrak
s rutheniem-106 stihl takto rozprostfit.

UZ ve zpraveé IRSN[18] se jevi jako pravdépodobny tinik z oblasti jizniho Uralu v Ruské fe-
deraci. Od té doby bylo publikovdano mnoho pokusti o objasnéni tohoto tniku riznymi me-
todami. Tyto vysledky budou diskutovany v sekci 4.3.4. Veskrze se shoduji na tiniku z oblasti
jizniho Uralu a jako pravdépodobny zdroj oznacuji kombindt na zpracovani radioaktivnich
materialti Majak nachazejici se v Celjabinské oblasti Ruské federace, viz mapa na obrézku 2.

Literatura se shoduje, Ze tinik nesouvisi s produkci plutonia pro vojenské ucely, ale s ci-
vilnim vyuZitim pro pfepracovani jaderného paliva[l5, 7]. Dokonce je pfimo identifikovdn
reaktor typu VVER-440[15], jehoZ palivo se rutinné zpracovava v kombinatu Majak.

Ruskd meteorologicka sluzba Roshydromet ptiznava zvySené koncentrace ruthenia-106
v této oblasti na konci zafi 2017, vyluCuje vSak mozZnost, Ze by zdrojem byl pravé kombinat
Majak[22]. Ruska akademie véd svolala mezinarodni komisi, jejiZ oficidlni stanovisko znélo,
Ze neexistuje dostatek diikazi pro Zddnou z navrZenych teorii.
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Obrézek 1: Mapa koncentraci ruthenia-106 po provedeni korekci. Prevzato z [18].
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Obrézek 2: Poloha kombinatu Majak.



Cilem této prace bude se pokusit tento tinik objasnit a urcit casovy prabéh tiniku. Odha-
dem lokace se tato prace nebude zabyvat, protoZe povazujeme za dostatecné prokdzané, ze
k tiniku do$lo vkombindtu Majak nebo alesponi oblasti jizniho Uralu[18, 22, 12, 31, 27, 29, 35].
Odhadem lokace jsme se také jiz dostatetné zabyvali ve vyzkumném tkolu. Tento problém
odhadu ¢asového priibéhu tniku zformulujeme jako inverzni tlohu, kterou budeme fesit
Bayesovskym piistupem. UkdZe se v§ak nutnost pouZiti aproximaci, které proto prozkou-
mame se zvlaStnim dirazem na metodu Varia¢ni Bayes. Pravé na této aproximaci je zalo-
Zen jiz existujici algoritmus LS-APC, ktery se pokusime modifikovat pro moznost modelovat
i korelace mezi slozkami Sumu na zdkladé napf. vzdalenosti méficich stanic. Modifikovany
algoritmus se pokusime pouZit na odhad ¢asového priibéhu tiniku ruthenia-106 vroce 2017.
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Kapitola 1

Inverzni modelovani

V této kapitole popiSeme metodologii tvorby tzv. source-receptor sensitivity (SRS) matice
a provedeme formulaci inverzni tilohy. Také popiSeme zdkladni typy atmosférickych trans-
portnich modeld. Nakonec ukdZzeme moZné pfistupy k feSeni inverzni tlohy.

1.1 Linearniinverzni modelovani

Pti formulaci inverzni tlohy budeme postupovat podle [28]. Tzv. source-receptor (s—)
vztah mezi ¢lenem zdroje x a receptoru y popisuje citlivost receptoru na zdroj. Tento kon-
cept lze aplikovat na rtizné typy zdrojt a receptorti. Receptor muZe byt napiiklad primérnd
koncentrace néjaké latky v dané oblasti a case. Nebo to mtzZe byt méfeni v konkrétni métici
stanici. Zdroj mtZe byt bodovy, oblast nebo dany objem, ktery je aktivni v néjakém case.

Tento s-r vztah je obecné nelinedrni %. Nés vSak bude zajimat linedrni pfipad hlavné
z divodu, Ze lagrangeovsky transportni model nedokdZe simulovat nelinedrni chemické re-
akce. To vSak nepfedstavuje velky problém, protoZe ndmi studované procesy béhem trans-

portu vzduchem jsou linearni. Vlinedrnim pfipadé pfechdazi s-r vztah na jednoduchy pomér
y

. V pfipadé tniku do atmosféry typicky nemame pouze jeden receptor a zdrojt také muze
byt vice. Pfedpokladdme-li tinik x; v ¢ase i, 1ze pomoci atmosférickych transportnich mo-
delti vypocitat koncentraci y; v ¢ase j. Z nich mizZeme definovat tzv. SRS (source-receptor
sensitivity) matici M s prvky
mij = ﬁ (1.1)
Xi
Vypocet SRS matice M je sice vypocetné velmi naro¢ny, ale staci jej provést pouze jed-
nou. Poté jiz nemusime pokazdé spoustét atmosféricky transportni model, ale staci provést
jednoduché maticové nésobeni.
Pokud uspordddme zdroje ve viech moznych ¢asech tiniku do vektoru = € R”*! a véechna

méfeni do vektoru y € RP*1, ziskdme linedrni model

y=Mx+e, (1.2)
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kde y € RP*! je vektor naméfenych dat, = € R"*! neznamy zdrojovy ¢len a M € RP*" je SRS
matice. Clen e € R”*! pfedstavuje sum vznikly z chyb jak méfeni, tak samotného transport-
niho modelu.

V této praci budeme SRS matice ziskavat ze zpétného chodu lagrangeovského atmosfé-
rického transportniho modelu HYSPLIT[11].

1.2 Atmosférické transportni modely

Radionuklidy se z mista Gniku $ifi riznymi cestami, ale vzduchem zasdhnou nejvétsi
oblast a 3iii se nejrychleji. Proto je dilezité predpovédét disperzi radionuklida ve vzduchu.
Mrak radionuklidii se hybe s vétrem, dale se oblak promichavé turbulentni diftizi a probiha
v ném mnoho dal$ich procesti jako napf. absorpce do okoli, radioaktivni rozpad, chemické
reakce a jiné zmény. Tyto procesy popisuje rovnice atmosférického §ifeni[20]

0
a—j:—va+VKVc+E+R+D, (1.3)

kde c je koncentrace, v vektor vétru, K matice koeficientt turbulentni diftize, ¢leny E, R, D
popisuji zménu koncentrace zptisobenou zafenim, chemickymi reakcemi a absorpci.

Nejvétsi roli pti vybéru vhodného modelu hraje velikost uvazovaného prostoru. Na lo-
kélni drovni (1-10 km) rovnici zjednodusi pfedpoklad homogenniho a staciondrniho pole
vétru. Na regiondlni drovni (100-1000 km) uz je tfeba zapocitat ménici se meteorologickou
situaci. Na jesté vétsich vzdalenostech jiZ jsou nutné kompromisy mezi pfesnosti a vypocetni
narocnosti. Pfekvapivé ndrocné jsou i simulace na malé trovni (10-1000 m) kviili nutnosti
detailni simulace kolem budov a jinych piekazek.

Slozitéjsi modely jsou také potieba v pfipadech sloZitého terénu, rychle se méniciho po-
¢asi nebo pokud vypus$tény materidl ovliviiuje tok vzduchu. Na zakladé pristupu k feSeni
rovnice (1.3) Ize modely rozdélit na gaussovské, eulerovské a lagrangeovské.

1.2.1 Gaussovsky model

Analytické feSeni[10] rovnice (1.3) je mozné za pfedpokladu jediného zdroje a stédlého
homogenniho vétru s neménnou intenzitou turbulence. Tim ziskdme pole normadlné roz-
délenych koncentraci ve sméru vétru, viz obrazek 1.1. ProtoZe pro vyhodnoceni je potfeba
pouze vycislit ziskané analytické feSeni pro kazdy receptor misto numerického feSeni di-
ferencidlnich rovnic, je pouZiti gaussovskych modelti velice rychlé a zvladne je i obycejny
osobni pocitac. Diky pfedpokladu jediného zdroje také nepotfebuji mnoho vstupnich dat.
Na lokélni urovni (1-10 km) funguji dobfe, selhdvaji ale zejména p¥i nizkych rychlostech vé-
tru a sloZitém terénu. Na delSi vzdalenosti velmi rychle ztraci na pfesnosti.

1.2.2 Eulerovsky model

Presnéjsi, ale vypocetné mnohem néarocnéjsi, feSeni[10] rovnice (1.3) ziskdme budeme-
li na ni nahliZet jako na systém parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fadu tfi pro-
storovych a jedné ¢asové soufadnice s pfislusnymi poc¢atecnimi podminkami. Tyto rovnice
obecné nelze feSit analyticky.
12



Z, Pollutant
concentration

(X,—Y,Z)

(X, <Y, O)

Obrézek 1.1: Schématicky obrazek gaussovského oblaku. Pfevzato z [4].

Obecné se metody na feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic sklddaji ze dvou krokd.
Prvnim je prostorova diskretizace (vétSinou na miizce), kdy se parcidlni diferencidlni rovnice
pfevede na systém obycejnych diferencidlnich rovnic, kde kazdé zavisi pouze na jediné ca-
sové proménné. Druhy krok je samotné vyfeSeni ziskanych obycejnych diferencidlnich rov-
nic s pocatecni podminkou, kde existuje dobfe prozkoumany matematicky aparat.

Tento ptistup lze déle vylepsit proménlivou diskretizaci, kdy je moZné pouZit jemné&;jsi sit’
v oblastech, kde dochazi k velké numerické chybé. V kazdém piipadé se jednd o vypocetné
velmi ndro¢né feSeni.

1.2.3 Lagrangeovsky ¢asticovy model

Rovnici (1.3) 1ze fesit také stochasticky[10]. Celkovda hmota nebo intenzita uniklé l1atky je
rozdélena na malé ,Cdstice“, kterymi maZou byt mySleny opravdu ¢éstice aerosolu nebo
déle nedélitelné Césti objemu vypusténé latky. Lagrangeovsky c¢asticovy model pak simu-
luje trajektorii mnoha takovych ¢éstic feSenim obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho
fadu. Rychlost ¢dstice se pak sklada z rychlosti pohybu prostfedi (nejcastéji vzduchu) ziskané
z meteorologickych dat a z turbulentni diftze, kterd je modelovdna ndhodnou prochézkou.

Vypocetni ndro¢nost zavisi na poctu simulovanych ¢4stic, ale uzZ malé mnozstvi trajek-
torif davé predstavu o sméru pohybu latky. Vyhodou modelu pro inverzni tlohu je moZnost
spusténi ve zpétném chodu, kdy ¢éstice vypoustime z méficich stanic.
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1.3 ReSeni inverzni tilohy

Inverzni tlohou nazveme odhad zdrojového ¢lenu x kdyZ zndme naméfend data y a
pfedpoklddame platnost vztahu (3.1). Jednd se tedy o problém linedrni regrese, kterd se stan-
dardné fesi metodou nejmensich ¢tverct, kterou bychom ziskali odhad ve tvaru

xs=MTM) 1 MTy. (1.4)

Takovy postup je oviem nevhodny pokud je matice M $patné podminénd, coZ v kontextu
prace bude téméf vzdy. Navic do takto ziskaného odhadu nemédme jak zanést nésledujici
pozadavky vyplyvajici z fyzikdlni podstaty tlohy:

e Pozitivita — slozky zdrojového ¢lenu x poZadujeme nezdporné, protoZe radiace unika
do vzduchu a ne naopak.

* Ridkost - radia¢ni tinik neni normaélni jev, proto pokud data neposkytuji dostate¢nou
informaci o opaku, preferujeme nulové slozky zdrojového ¢lenu.

» Hladkost — prudké zmény sloZek zdrojového Clenu jsou sice mozné, ale ne prili§ Casté.

VSechny uvedené problémy vyfeSime regularizaci — pfidanim dals$i informace, ktera déle
omezi moZzn4 feSeni. Pro feSeni celé inverzni tlohy pak existuji dva hlavni pfistupy a to op-
timaliza¢ni a pravdépodobnostni[16]. Oba piistupy spocivaji v nalezeni takovych parametrti
uniku, aby se naméfend data y lisila od jejich rekonstrukce M x co nejméné.

1.3.1 Optimaliza¢ni p¥istup

Optimalizacni pfistup spociva v nalezeni parametrt tiniku, které minimalizuji zvolenou
ztratovou funkci J[16]. Ta mtZe byt riiznd, vétSinou se vSak jednd o néjakou normu rozdilu
naméfenych dat a jejich rekonstrukce. Pfedpokldda se, Ze parametry, které tuto ztratovou
funkci minimalizuji, poté tvoii také optimdlni odhad zdrojového Clenu. VétSina optimalizac-
nich technik spociva v iterativnim procesu, kde v kazdém kroku je ztratova funkce minimali-
zovana raznymi pravidly pro zménu parametrii a jsou ziskany vylepsené parametry odhadu.

Vyjdéme tedy z modelu (3.1) a jako ztrdtovou funkci uvaZzujme kvadratickou normu jeho
rezidua

J=wy'(y-Mx) (y— Mx) (1.5)

s hyperparametrem wy. Pfimé minimalizace této ztradtové funkce by znovu vedla na odhad
ve smyslu nejmensich ¢tvercti (1.5), ktery jsme jiz zamitli. Proto do ztratové funkce priddme
regularizacni ¢len g(x), ktery bude penalizovat velkd x. Do tohoto ¢lenu se navic mtZe za-
¢lenit apriorni informace jak bylo v kontextu tiniki do atmosféry provedeno napf. v ¢lanku
[13].

Ztratova funkce pak m4 tvar

J=0y*(y—Mz) (y- Mz)+ag(x), (1.6)

kde a > 0 je dalsi hyperparametr tilohy. Regularizacni ¢len g(x) lze volit rizné[3]. Nejcastéjsi
volbou je tzv. ridge (Tichonova) regularizace, kdy g(x) = |zll, = le?. Pro nés zajimavéjsi je
14



volba g(x) = llxll; = X |x;| zvand LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator),
kterd vede na fidké feSeni[3].
Hlavni nevyhodou optimaliza¢niho ptistupu je nutnost ru¢niho ladéni hyperparametrt,

kdy sice v tomto pfikladu médme pouze dva, ale ve sloZitéjSich ztratovych funkcich jejich po-
Cet nartista.

1.3.2 Pravdépodobnostni pristup

Ekvivalentné lze minimalizaci ztratové funkce formulovat jako maximalizaci pravdépo-
dobnosti

fylz) =N (Mz,0,'I,) x exp —%wo(y—Mw)T(y—Mw) , (1.7)

kde A (s, %) je vicerozmérné normalni rozdéleni se stiedem g a kovarianéni matici = (viz
pfiloha A), I}, je jednotkovd matice rozmeéru p x p a symbol o znaci proporciondlné rovno,
tedy rovno az na konstantu.

Toto pravdépodobnostni rozdéleni doplnime o ndmi zvolené apriorni rozdéleni parame-
tra a aplikaci Bayesovy véty ziskdme aposteriorni rozdéleni v§ech parametrti. Volbou apri-
ornich rozdéleni mtizeme pfirozené zaclenit nejistotu méfeni a modelu a také poZadované
predpoklady. Vyhodou je, Ze neziskdvdme pouze bodovy odhad, ale rovnou celé jeho prav-
dépodobnostni rozdéleni. Tento postup je podrobnéji rozebran v kapitolach 2 a 3.
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Kapitola 2

Bayesovské odhady a jejich aproximace

V této kapitole shrneme zdkladni poznatky Bayesovské teorie pravdépodobnosti[1, 14],
ktera ndm umoznuje pracovat s nejistotou a zahrnout nase predpoklady, které vychazi z fy-
zikalni podstaty tlohy. Ziskané odhady v§ak mnohdy nelze vyjadrit analyticky a numerické
feSeni neni v takto vysokych dimenzich vhodné. Pristoupime tedy k moZnostem aproximace
a zvlastni diraz budeme kldst na metodu Varia¢ni Bayes([30], kterd se jiz v bakalaiské préci[6]
osvédcila na odhad redlného tniku. Zndmeéjsi a pouzivanéjsi metoda Markov Chain Monte
Carlo poskytovala jesté presnéjsi odhady, ale za cenu pfilisné vypocetni ndro¢nosti.

2.1 Zaklady Bayesovské teorie

Mame k dispozici naméfena data y a chceme se dozvédét co nejvice o systému nebo
zdroji, ze kterého vznikla. Necht' vektor 6 je sada parametrii, které popisuji proces vzniku
dat y. Misto deterministické zavislosti y = g(0) pracujeme v Bayesovské teorii s pravdépo-
dobnostmi k vyjadfeni nasich predpokladii.

Hustotou pravdépodobnosti nahodného spojitého vektoru 6 z prostoru parametrti © na-
zyvame f(0) splnujici

f@ =0 V0, 2.1)

f f(0)do =1. 2.2)
(€]

Data y miZeme vysvétlit parametrickym pravdépodobnostnim modelem pozorovdni f (y |
0). Kompletni model dat ziskdme pfiddnim apriorni hustoty pravdépodobnosti f(8), ktera
vyjadfuje co vime nebo alespon predpokldddme o parametrech 6.

V praxi vSak feSime tlohu, kdy mame k dispozici data y, kterd chceme pouzit k zjisténi
nezndmych parametrt 6 jejich zdroje. Tato tiloha je feSena sestrojenim aposteriorni hustoty
f(0]y). Bayesova véta nam lehce umozni provést toto prohozeni podminénosti

6,y) (y10)f(0)
fO1y =LY _[WlO]

fw f@
kde f(y) = [o f(y | 0) f(0)d0 je normaliza¢ni konstanta. Pouzitim symbolu ox znaciciho pro-
porciondlné rovno mtizeme zkrdcené psat

fOly)x fylO)f(O). (2.4)
16
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Timto ziskdme kompletni popis f(@ | y), ale mliZe nés zajimat napi. pouze aposteriorni
rozdéleni podmnoziny 0, kterou ziskdme marginalizaci ptes jeji doplnék 6,

£61 1) o f@ £(614)d6s. 2.5)
2

Moment funkce g(@) definovany jako
E /0 [50)) = | 50)1(019)d6, 2.6

budeme znacit prosté g/(G\), nebude-li moct dojit k omylu.

2.1.1 Volba apriorniho rozdéleni

Volba apriorniho rozdéleni f(0) je subjektivni volbou navrhafe modelu a na vysledny
odhad ma znac¢ny vliv[30]. Obecné pokud pfedpokldddame, Ze data jsou dostatecné informa-
tivni, volime mdlo informativni apriorni rozdéleni, abychom omezili jeho vliv na aposteri-
orni rozdéleni f (0 | y). V této praci bude apriorni rozdéleni plnit nékolik dloh

e Regularizace, tedy doplnéni dat v pfipadech, kdy nejsou dostatecna.
e Zaneseni pozadavkili a omezeni na parametry 8 do modelu.

* Vyjadfeniapriorni neznalosti 6.V takovém pfipadé se budeme snazit volit neinformativni[1]
apriorni rozdéleni.

S vyhodou budeme pouZivat tzv. konjugovana apriorni rozdéleni feonj(€) [30, 1], kterd
spliuji
fconj @ly) o flyl O)fconj(e)» 2.7)

tedy po aplikaci Bayesovy véty piebira aposteriorni rozdéleni funk¢ni tvar apriorniho.

2.2 Aproximace

Bayesovsky pfistup, tedy aplikace Bayesovy véty (2.3), normalizace, marginalizace (2.5)
a vypocet momentt aposteriorniho rozdéleni (2.6), je proveditelny pouze pro tzkou tfidu
modelt. Numerické feSenti je sice mozZné, ale zejména ve vyssich dimenzich vypocetné pfilis
naro¢né a tudiZ nevhodné.

Tomuto problému se vyhneme nalezenim vhodné aproximace skute¢ného aposterior-
niho rozdéleni pomoci rozdéleni, pro které uz tyto vypocty ptijdou provést. Téch existuje
mnoho a nékolik z nich v této sekci predstavime. Zvlastni dtiraz pak budeme klast na apro-

ximaci VariaCni Bayes.
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2.2.1 MAP odhad

Existuji pfipady, kdy nepotfebujeme celé aposteriorni rozdéleni, ale sta¢i ndm bodovy
odhad 6. Tento bodovy odhad @ = 8(y) miiZzeme interpretovat jako extrémni pfipad apro-
ximace aposteriorni hustoty, kdy f(@ | y) je nahrazena vhodné poloZenou Diracovou delta
funkci:

fO1y) =~fOly=5(0-0). 2.8)

Zbyva otazka jak tento bodovy odhad zvolit. Jednou z pouZivanych moZznosti je MAP (ma-
ximum aposteriory) odhad[30], ktery bere v Givahu apriorni rozdéleni parametrt 0 a je defi-
novan

Omap = argmax f(y | 0) £(6). 2.9)
(7]

2.2.2 Expectation-maximization (EM) algoritmus

Integraly typu (2.6) miZeme aproximovat Expectation-maximization algoritmem [9, 30],
ktery ukdzeme pro piipad 6 = [61,0-]:

E-krok V n-téiteraci aproximujeme margindlni rozdéleni 6,:

Fen iy =~ f(0n1y,8"). (2.10

M-krok Margindlu z E-kroku pouZijeme pro zlepSeni odhadu 0.

0. = argmax i 76, 1y)In £(61,0,,v)do;. (2.11)
92 1

2.2.3 Laplaceova aproximace

Laplaceova metoda [23] spociva v nahrazeni aposteriorniho rozdéleni f(6@ | y) normal-
nim rozdélenim se stejnou hodnotou, prvni a druhou derivaci v bodé @yap. Konkrétné

f@1y) =N (Oyar, HY), 2.12)

kde H € RP*? je zaporné vzatd Hessova matice logaritmu sdruzeného rozdéleni f (0, y) vzhle-
dem k 6 € R” a vycCislend v 8 = Oyap:

02 lnf(O,y))
691'9]' 0=Byap

Nevyhodou této metody je pfesnost pouze na tizkém okoli Oriap.

H:—( . Lj=1,...,p. (2.13)
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2.2.4 Markov Chain Monte Carlo

Integral (2.6) mGZeme aproximovat z principu Monte Carlo [3] kone¢nou sumou

n

Y g, (2.14)

20 =
niz1
kde 64,...,0, je posloupnost n nezavislych vzorkli z pravdépodobnostniho rozdéleni f (6 |
Y).

Tento odhad je nestranny a jeho rozptyl nezavisi na dimenzi 6. Teoreticky je tedy moZné
ziskat velmi pfesny odhad uz z malého mnoZstvi vzorkii[3]. Problém je, Ze vzorky nemusi byt
nezavislé a tedy skutecny pocet vzorki je daleko mensi. Dale pokud v nékterych oblastech je
g(@) mald a f(0 | y) velkd (nebo naopak), tak sttedni hodnota mtize byt z velké ¢asti tvofena
oblastmi s malou pravdépodobnosti. Pro potifebnou pfesnost tedy bude potieba daleko vice
vzorkd.

Pokud nelze nebo neni vyhodné ziskavat vzorky piimo z rozdéleni f(0 | y), sestroji se
Markovtv fetézec, ktery konverguje k danému rozdéleni a setrvava v ném. Teorie okolo Mar-
kovovych fetézcti je rozebrdna napf. v [24].

Posloupnost 0,...,0, nazveme Markovovym tetézcem, pokud

f(en+1 |9n;---,01) = f(0n+1 | gn), (2.15)

tedy ndsledujici stav zdvisi pouze na stavu soucasném, nikoli na minulych.
Vzorkovanim z vhodného Markovského fetézce ziskdme nestranny odhad integralu (2.6).

2.2.5 Varia¢ni Bayesova aproximace

Variacni Bayesova (VB) aproximace [30] hled4d vhodnou aproximaci aposteriorniho roz-
déleni v prostoru funkci

q

":C:{f(0|y)'f(0|y):Hf(9i|y)}; (2.16)

i=1
kde g > 1 je pocet parametru.
Chceme zjistit jak moc je aproximace f(0 | y) € F. blizkd pivodnimu aposteriornimu

rozdéleni f (0 | y). Bylo ukdzéano [2], Ze pro ziskdni maximdlni informace z dat je optimdlni
logaritmicka ztratova funkce, kterd vede na Kullback-Leiblerovu divergenci [19] definovanou

f@ly
f@ly)

s vlastnostmi KLD(.||.) = 0, KLD(.||.) = 0 pravé tehdy kdyZ jsou si argumenty rovny skoro
viude a obecné KLD(f || f) #KLD(f || f).

Prostor funkci F. (2.16) byl zvolen tak, aby funkce z néj spliovaly pfedpoklady Varia¢ni
Bayesovy véty [30].

KLD(F@1y) I f©@1y) = f@ 76 y)n a9 (2.17)
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Varia¢ni Bayesova véta. Necht f(0|vy) je aposteriorni rozdéleni parametru 0 = [91, e ,027] .

Ddle necht f(0 | y) je aproximativni rozdéleni, které Ize zapsat jako produkt vzdjemné
nezdvislych rozdeéleni pro 0, ...,04

§ q .
f@ly=[]f@6:y. (2.18)

i=1

Pak minimum Kullback-Leiblerovy divergence

f61y) =argminKLD (0 |y) | f6 | y)) (2.19)
f
nastdvd pro
FO: 1y x exp ([Efwy) [1nf(0,y)]), i=1,....q, (2.20)
kde 0,; znaci doplnék6; do0 a f(0,; | y) = szly#if(ej | y). Funkci f(0 | y) budeme nazyvat

VB-aproximace a funkce f (0; | y) VB-margindly.

Diikaz Varia¢ni Bayesovy véty lze nalézt napft. v [30]. Vyslednd aproximace je determinis-
tickd a apriori ji neni pfedepsdna zddnd funk¢ni forma. Aproximace (2.20) tvofi sadu impli-
citnich rovnic, které pfirozené vedou na iterativni algoritmus IVB, ktery bude popsan poz-
déji.

Aplikace VB aproximace

Praktické pouziti VB metody zahrnuje nasledujicich osm krokt [30] jejichZ formulace je
pfevzata z vyzkumného tkolu:

Krok 1: Formulace modelu Sestrojeni sdruzené hustoty pravdépodobnosti f(6,y) z mo-
delu dat f(y | 0) a apriorniho rozdéleni f(8).

Krok 2: Rozdéleni parametrii  Rozdéleni vektoru parametrti 8 na q pod-vektort, které spl-
nuji (zde pro prehlednost g = 2)

In f(01,02,y) = g01,9) h(02,y), (2.21)

kde g(6,,y) a h(62,y) jsou vektory kompatibilni dimenze. Pokud logaritmus sdruZeného roz-
déleni nelze zapsat jako skaldrni soucin ve tvaru (2.21), pak VB metodu na dany model nelze
pouzit.

Krok 3: VB-margindly Pfimou aplikaci Variacni Bayesovy véty (2.20) ziskdme VB-margindly
f©61),..., f©O,.
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Krok 4: Rozpoznéni standardnich forem Rozpozname funk¢nitvary VB-margindl jako formu
nékterého standardniho parametrického rozdéleni

fO; 1Y) = fa(0; | P, (2.22)

kde p; jsou vektory parametrti, tzv. tvarovaci parametry, daného standardniho rozdéleni.
Tento krok miize zna¢né zkomplikovat nevhodna volba apriorniho rozdéleni a pravé proto
je tak vyhodné volit konjugovand apriorni rozdéleni.

Krok 5: VB-momenty Momenty parametrickych rozdéleni z pfredchoziho kroku nazyvdme
VB-momenty. Ty jsou funkcemi tvarovacich parametrti a jsou vét§inou snadno dohledatelné
nebo vypocitatelné.

Krok 6: Zjednoduseni rovnic Tento krok je uveden pouze pro konzistenci s [30] a v sa-
motné praci nebude pouzit. Pokud je to moZzné, maximalné zjednodusime rovnice pro VB—
momenty a tvarovaci parametry.

Krok 7: IVB algoritmus Je-li soustava rovnic z krokti 4 a 5 analyticky nefeSitelnd, 1ze pou-
Zit iteracni algoritmus IVB konvergujici ke skutecnym VB-margindldm [26]. Algoritmus uka-
Zeme pro 0 = [0, 0,], ale l1ze jej pouzit pro obecny pocet parametri g = 1.

Pro n = 2,3,... provedeme cyklickou iteraci nésledujicich krok, kterd monoténné sni-
zuje KLD (2.17):

1. Vypocteme hodnotu VB-margindly 6, v n-té iteraci:
F021y) o exp U& F1 011 9)In f (61,0, y)) d. (2.23)
2. Vyuzitim nové hodnoty VB-margindly 6, spocitdme VB-margindlu 6, v n-té iteraci:
01 1y) o exp ( f@ 2 FU 02 1Y) In f(6,,02, y)) do,. (2.24)

Algoritmus miiZe dosdhnout lokdlntho minima, vhodnou volbou pocétecnich hodnot a
potadi vypoctu vSak 1ze dosdhnout rychlejsi konvergence ke smysluplnéjsimu vysledku.

Krok 8 IVB algoritmus poskytuje vysledky ve formé tvarovacich parametrti standardnich
rozdéleni a jejich VB-momentu.

Metodu aproximace VB budeme v této praci pouzivat, protoZe se dobfe osvédcila v ba-
kalatské praci[6] a vyzkumném tkolu. Pravdépodobnostni model i pfes omezeni, kterd jsou
pro pouziti aproximace nutnd, dovoluje pohodlné vloZit poZadovanou apriorni informaci.
Pouziti této aproximace pfirozené vede na jednoduchy iterativni algoritmus IVB, ktery velmi
rychle konverguje k vyslednému odhadu. Celkova vypocetni ndroCnost je mald, zejména ve
srovndni se vzorkovacimi metodami.
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Kapitola 3

Odvozeni pouzitych algoritmu

V této kapitole budeme fesit inverzni tlohu, tedy hledani vektoru x € R"*! za pfedpo-
kladu, Ze vektor y € R? *1ze vysvétlit linedrnim modelem

y=Mx+e, (3.1)

kde M € RP*" a e e RP*!,

Uvedeme formulaci jiz existujiciho algoritmu LS-APC (Least Squares with Adaptive Prior
Covariance)[32], ktery tuto tlohu fesi, a ukdZeme jeho odvozeni. Jednim z pfedpokladii to-
hoto algoritmu je, Ze Sum e m4 stejné rozdélené nezavislé sloZky a jeho rozptyl 1ze tedy mo-
delovat jedinym skaldrnim parametrem w. Tento pfedpoklad zkusime rozvolnit a pfislusnym
zptisobem modifikujeme algoritmus.

Prvni variantou bude pfipad, kdy kazd4 slozka Sumu ma vlastni parametr rozptylu. Ve
druhé varianté bude vektor y rozdélen do kategorii (v kontextu radia¢niho tiniku napf. podle
zemeé méfeninebo vzdélenosti od ur¢itého bodu), kdy kazd4 kategorie bude mit vlastni para-
metr rozptylu Sumu. Nakonec upustime od pfedpokladu, Ze slozky Sumu jsou nekorelované.

3.1 LS-APC

3.1.1 Pravdépodobnostni model

Predpokladédme, Ze slozky vektoru Sumu e jsou nezavisle a stejné rozdélené s norméalnim
rozdélenim a tedy miizeme pséat

flelw)=N(0,07'1,), (3.2)

kde I, je jednotkovad matice rozmér(i p x p. Parametr w~! vyjadfuje skaldrni rozptyl sumu
a v této varianté modelu piedpokldddme, Ze je pro viechny realizace spoletny. A (u, Z) je
vicerozmérné normalni rozdéleni, viz pfiloha A.

Za pfedpokladu linearniho modelu (3.1) pak miiZeme rovnici pozorovani zapsat pravdeé-
podobnostné

1
fylo,M,x) =N (Mz,0 ' I,) x o”*exp —Ew(y—M:c)T(y—Mw) . (33
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Parametr w je neznamy. Odhadovan bude podobné jako v [34]. Pfiddme tedy jeho apri-
orni rozdéleni, které zvolime jako konjugované k normélnimu - tedy gamma rozdéleni

f(w) =% (90, 00) x 0P exp (—pow), (3.4)

kde skalarni apriorni parametry Jy a g se neodhaduji, ale jsou pfedem zvoleny. Chceme zis-
kat co nejméné informativni apriorni rozdéleni a proto bychom je méli nastavit co nejmensi,
idedlné nulové coz by vedlo na neinformativni Jeffreysovu apriorni hustotu[1]. Pro lep&i nu-
merickou stabilitu v§ak volime velmi malé ¢isla — konkrétne 10710,

Apriorni rozdéleni vektoru x je navrzeno aby podporovalo vlastnosti pozadované z fyzi-

kalni podstaty ulohy
1. Pozitivita — sloZky zdrojového ¢lenu poZadujeme nezaporné.

2. Ridkost — slozky jsou nulové, pokud data neposkytuji dostate¢nou informaci Ze by ne-
mély byt.

3. Hladkost - prudké zmény slozek jsou sice mozné, ale ne pfili$ Casté.
Volime jej tedy jako ofezané normdlni rozdéleni s nezndmou kovarian¢ni matici, kterou
budeme déle modelovat

n 1/2
1
f(x|u,l,wl,...,wn_1):,/V“(o,zgl;[o,+oo))o<(]‘[v,-) exp(—EwTLYLTa:), (3.5)
j=1

kde A& (u, 2 la, b]) je ofezané normalni rozdéleni se stfedem g a kovarian¢ni matici X na
nosici [a, b], vynucuje pozitivitu feSeni.
Kovarian¢ni matice X, € R”*” ma tridiagondlni strukturu ve tvaru

X, =LYL". (3.6)

Skldda se z matice Y = diag(v) s nezndmym vektorem v = [vy,...,v,] na diagondle a zbytkem
prvkt nulovych. L € R™*" je dolni bidiagondlni matice s tvarem

1 0 O
L 1 0 O
L= , (3.7)
0 .1 0
0 0 [, 1

s nezndmymi prvky mimo diagonélu tvoficimi vektor I = [[y,..., [;-1]. Tim je zachovéna tri-
diagondlni struktura kovarian¢ni matice X, a miZeme kazdou diagondlu modelovat zvlast'.

Zbyva zvolit apriorni rozdéleni pro vektory v a l jejichZ odhad pak plné urc¢i rozklad (3.6).
Slozky vektoru v jsou stejné rozdélené

fwj) =9 (a0, o) x v‘;o_lexp(—ﬁovj) Vjel,...,n, (3.8)

kde skaldrni parametry ag a By jsou voleny, aby vedly na mélo informativni rozdéleni, stejné
jako 99 a po. Kazdé v; funguje jako vdha pro pfislusnou slozku x;. Mald hodnota v ; znamena,
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Co Mo

Obrézek 3.1: Grafické zndzornéni struktury pravdépodobnostniho modelu.

Ze xj ma velkou oporu v datech. Naopak velkd hodnota v; tlaci x; k nule. To vynucuje nami
poZadované fidké feSeni[33].

Slozky /; ma vyznam korelace sousednich hodnot x; a x;.1, kdy pro /; = 0 jsou nekore-
lované a pro /; = —1 plné korelované. Abychom pokryli tyto krajni hodnoty, volime apriorni
rozdéleni

1
FUilyy=N (lo,w]‘.l) oyl exp (—zwj(lj - 10)2), (3.9)
F@ ) =% (Co,m0) x w?o_lexp(—nowj) Vjel,...,n—1, (3.10)

kde volime [y = —1 a parametr pfesnosti ¥ j, ktery je ddle parametrizovdn skaldarnimi para-
metry (o = 1o = 1072, Parametr [ ;j se tedy bude pohybovat v rozmezi pfiblizné —1 + 100.
Grafické znazornéni pravdépodobnostniho modelu je na obrazku 3.1.

3.1.2 Odvozeni algoritmu pomoci VB aproximace

Nyni na zformulovany model aplikujeme Varia¢ni Bayesovu aproximaci (2.2.5). Toto od-
vozeni je pfimo pfevzato z vyzkumného tkolu.

Krok 1

Prvni krok byl proveden uz samotnou formulaci pravdépodobnostniho modelu.
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Krok 2

Ptirozeny logaritmus sdruzeného rozdéleni f(y,z,v,l,v1,..., v -1,w)
p
2

n

1
Inf(y,xz,v,l,wy,...,Wy_1,0) = =lnw - Ea)(y—Mac)T(y—M:cH

1 n n
Inv; - EwTLYLT:c +(ag-1) Z Inv; — o Z v+

1
+(@o—DInw—pow + -
2 1 j=1 j=1

J
1 n—-1 1 n—-1 n—-1 n—-1
+=Y Iny;—= Y w;i(j-10*+Q-D Y Iny;j-no Y wi+y, (3.11)
2 i—1 2 i=1 i=1 i=1
] ] ] ]
kde y pfedstavuje Cleny, které nezavisi na Zzddném z parametrt y, x, v,l,¥1,..., ¥ -1, 0.

Krok 3

Aplikaci Varia¢ni Bayesovy véty (2.20) ziskdme ndsledujici VB-marginély

flx|y) x exp —%E)(y—Mw)T(y—Mw)—%mew , (3.12)
fw|y) x exp (190+g—l)lnw—w(90+%(yTy—yTMi—iTMTy+mmm))],
(3.13)
f(vjly)o< exp (a0+%—1)lnvj—vj ﬁ0+%(m)]~,]~)], (3.14)
fjly o exp —%@(lj—lo)z—%l]???:vﬁ : (3.15)
Fayjly) o« exp (co+%—1)1nwj—wj(n0+%(m)]. (3.16)

Krok 4

Diky vhodné volbé apriornich rozdéleni mtizeme pfedpokladat, Ze VB-margindly z kroku
3 maji nasledujici tvary

F@ly) =N 1y, 2410, +00)), (3.17)
flwly)=4(9,0), (3.18)
fwjly=%4(a,B)), (3.19)
Py = (%), (3.20)
Faily=4(C;m;). (3.21)

Tvarovaci parametry rozdéleni ihned vidime

8:190+§, (3.22)
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1 — 1 1
Q:QO+E(yTy—yTM:’ﬁ—:’ETMTy+:BTMTMm) :QO+§yTy—yTM§E+Etr(mmTMTM),

1 1,
a=apts, B ,60+2(L T L)

7

1 1 —
(j:(o+§, 77j:770+§(lj—lo)2-

Dale srovnanim linearnich

wy ™™ = plz!

a kvadratickych
oM™ M

¢lent x ziskame

+LYL"=3"

-1
) (aMTM + LYLT) ,

Hx=

Posledni dva parametry ziskdme obdobné srovnénim linedrnich

' LYL x =

a kvadratickych

T.oMTy.

n—-1
x]'+1ij]'lj+C,
j=1

n-1
T T — 2 .12
' LYL"'x = ij+1v]lj+d,
]:

¢lent, kde c a d neobsahuji ¢len / j resp. ljz,.

-1 _

Tudiz

2 4T
ViXig TV

My =2 (l01r/u\]' _mﬁ;)

Krok 5

VB-momenty spocteme podle vzorcti uvedenych v piiloze A.

Krok 7
Zvolime nasledujici po¢ate¢ni hodnoty
* ag=Po="90=p0=10""7,
* No={o=107%

~10] — 1
¢ W= maxMTM’

<0l = . . e < o
« YV a g jednotkové matice piislusnych rozmeért.

)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

V kazdém kroku IVB algoritmu spoéteme postupné nové odhady =y, Z, Y, L a nakonec &

pouzitim hodnot z pfedchoziho kroku.
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Krok 8

Po dostatecném poctu kroki IVB algoritmu ziskdvdme hledany odhad zdrojového ¢lenu
Z ajeho kovarian¢ni matici X,.

3.2 Modifikace pro model s plné rozvolnénym rozptylem Sumu

Pfedpoklad jednotného rozptylu pro vSechny slozky Sumu je znacné nerealisticky i kdyz
alespon jako hrubd aproximace funguje. Miizeme tento pfedpoklad rozvolnit a rovnice (3.2)
pak pfejde na

flelw)=A(0,Q71), (3.34)
kde Q@ = diag(w,,...,w,) a w; je skaldrni rozptyl i-té slozky Sumu.

Linedrni model (3.1) pak nabyva tvaru

» 1/2
fylw,M,x)=N (Mz,Q ") x (H wj) exp (—%(y—Mzc)Tﬂ(y—Ma:) . (3.35)
j=1

KaZzdy parametr w ; bude mit vlastni apriorni rozdéleni
fw))=%4(90,00) x w?o_l exp (—powj)- (3.36)

Princip odvozeni algoritmu se témito iipravami nijak nezméni. Zméni se pouze aposteri-
ornirozdéleni f(x | y), f(w; | y) ajejich parametry. Rozdéleni f(x | y) si zachovéva tvar, ale
jeho parametry se zméni na

~ -1
> = (MTQM + LYLT) , (3.37)
Ly =2, MTQy, (3.38)

déle f(w;|y) =% (9,0;) s parametry

1
9=+, (3.39)

1 —~ —
Qj:90+5[ny—ymTMT—MﬁyT+Ma:a:TMT]j,].. (3.40)

Zbyla aposteriorni rozdéleni se nijak nezméni. Poc¢ate¢ni hodnoty volime stejné, misto @
nyni mame Q, kterou inicializujeme na »'%' 1 P

3.3 Modifikace pro model se rozptylem Sumu podle kategorii

Dalsi variantou je rozdélit méfeni do kategorii napf. podle toho, ve které zemi k méfeni
doslo nebo jak je méfici stanice vzdalena od urcitého geografického bodu nebo jakkoliv ji-
nak. Misto toho aby se odhadoval rozptyl Sumu kazdého méfeni tak algoritmus modifiku-
jeme, aby dokdzal modelovat rozptyl Sumu pro kazdou kategorii zvlast'.
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Necht jsou tedy slozky vektoru y rozdéleny do K kategorii, kde pocet sloZek v i-té kate-
gorii oznacime c;. Stale plati rovnice (3.34), patfi-li vSak slozky y; a y; (a tedy i jim pFislusné
e; a e;j) do stejné kategorie, budeme pozadovat aby pfislusné parametry rozptylu Sumu mély
stejnou hodnotu, tedy w; = w;.

Timto ziskdva linedrni model (3.1) tvar

K 1/2
fylw,M,x)=N (Mz,Q ") x (]‘[w;f) exp(—%(y—Mw)TQ(y—Ma:) . (341
j=1

Na&s pozadavek se tedy promitne pouze do tvaru matice Q, ktera ztistava diagondlni, ale
prvky na diagonadle patfici do stejné kategorie maji stejnou hodnotu. Matice Q je tedy tvaru

w]_ICl 0 0
0 wZICZ 0
Q= (3.42)
0 0
0 0 cee (,l)KICK

Zméni se pouze aposteriorni rozdéleni f(w ily=%(9;0 ]-) s hodnotami parametrti
)

19j:190+ >

(3.43)

0j= QO‘*'% [(Ye — Mex) (yc - MCCI_’:)T]].,]. = QO"‘% lycyl - yerT M] — M 2y + MCEQ?MCT]]"]"

(3.44)
kde y. je vektor obsahujici pouze takové slozky vektoru y, které patfi do j-té kategorie. Po-
dobné matice M. obsahuje pouze fadky matice M, které patfi do j-té kategorie.

3.4 Modifikace pro model s korelovanym Sumem

I plné rozvolnéné diagonalni matice € stidle modeluje pouze rozptyl Sumu jednotlivych
meéfeni a neuvazuje korelaci. Tu miZeme modelovat upusténim od diagondlni struktury ma-
tice €.

Vyjdeme z modelu s plné rozvolnénym rozptylem Sumu v sekci 3.2. Rovnice (3.34) tvarové
zUstava, jen matice Q nyni neni diagondlni. Jeji prvky Q; ; na diagonadle stdle maji vyznam
rozptylu Sumu, prvky mimo diagonélu Q; ;,i # j maji vjznam korelace mezi i-tou a j-tou
slozkou Sumu.

Linedrni model (3.1) pak zlistavé stejny, jenom jej zapiSeme v trochu jiném tvaru, se kte-
rym se ndm bude pozdéji lépe pracovat

fly|x,Q) :JV(MCII?,Q_I) x Iﬂléexp (—%(y—Ma:)Tﬂ(y—Maz)) x

|Q|% exp (—%tr (Qy-Mazx)(y- M:c)T)) . (3.45)
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Nejvétsi zména nastane v apriornim rozdéleni matice €, které jiZ nemtiZeme zapsat jako
soucin apriornich rozdéleni jejich diagondlnich prvki. Misto toho jako apriorni rozdéleni
celé matice zvolime Wishartovo rozdéleni, které je v podstaté zobecnéni gamma rozdéleni

9p—p-1 1
fQ)y=w (QoIp,f)o) x Q] = exp (—Etr (Qaleﬂ)). (3.46)

Zméni se pouze VB-margindla
f@ly=wZ,v) (3.47)

a jeji parametry snadno zjistime srovnanim pfisluSnych ¢lenti

99g—p-1 (9g+1)—p-1 v—p-1
2

1 Jo-p
Q2] 2 =|Q|" 2 =|Q| 2 =[] , (3.48)

tr(0y I, Q+Qy - Mz)(y-Mx)T) =tr(Qey I, + (y - Mzx)(y— Mz)")) =
=tr((og' I+ y-Mz)(y-Mz)HQ)=tr(27'Q). (3.49)

Hodnoty parametrt jsou tedy

v=1yy+1, (3.50)
2= (op I+ (y—-Mzx)(y— Mx)n) . (3.51)

Ostatni aposteriorni rozdéleni se nijak nezméni. PoC4te¢ni hodnoty volime stejné kromé
parametru g, ktery nyni volime g = 10,

Posledni zména nijak neplyne z odvozeni algoritmu, ale je to pfidana heuristika. V kapi-
tole 4 se ukaZze, Ze odhadovat tiplné vSechny prvky matice 2 ma negativni vliv na konver-
genci algoritmu. Proto v kazdém kroku IVB algoritmu aplikujeme na odhad matice Q tzv.
lokaliza¢ni masku A

Q=00A, (3.52)

kde © je ndsobeni matic po prvcich a lokaliza¢ni maska A je matice stejného rozméru jako
Q obsahujici prvky z intervalu [0, 1].

Lokaliza¢ni maska tedy zeslabi nebo tiplné odstrani odhad korelace mezi Sumem nékte-
rych méfeni. Lokaliza¢ni maska neni odhadovadna v modelu, ale zvolime ji jesté pfed spusté-
nim IVB algoritmu.
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Kapitola 4
Vysledky

V této kapitole nejdiive ukdZeme nutnost pouziti lokaliza¢ni masky u algoritmu LS-APC-
w pfedstaveného v kapitole 3. Ndsledovat bude analyza vlivu lokaliza¢ni masky na kvalitu
odhadu zdrojového ¢lenu.

Jako metriky kvality odhadu budeme pouzivat stfedni absolutni odchylku odhadnutého
zdrojového clenu od skutecného (MAE,), stifedni absolutni odchylku rekonstrukce od mé-
feni (MAE,) a koeficient determinace rekonstrukce (R?), které jsou definovany nésledovné:

1 n
MAE, = — Z |xi — Xtrue; | » (4.1)
niz
1 n
MAE, = EZ lyi — (M), 4.2)
i=1
" (Mx); - 7)?
R%= Lio1 i) (4.3)

Y (i )2
kde n je délka srovndvanych vektort, x; slozka odhadu, xe; slozka skute¢ného zdrojového
Clenu, y; slozka méfeni a y sttedni hodnota méfeni.

Nésledné algoritmy pfedstavené v kapitole 3 vyzkousime na datech z redlného experi-
mentdlniho tniku ETEX (European Tracer Experiment)[25]. Pro tento experiment je zndm
skute¢ny zdrojovy ¢len, coz umoziuje pfimé srovnani odhadt.

Nakonec algoritmy aplikujeme na data z dniku ruthenia-106 do atmosféry na podzim
roku 2017, ktery je popsan v tivodu préce. Vysledné odhady srovndme s dostupnou literatu-
rou.

Pro pouzité algoritmy budeme zejména v legenddch grafti a v tabulkdch pouzivat zkra-
cené ndzvy uvedené v zavorkdch:

LS-APC bez modifikaci.

LS-APC s diagonélnim rozvolnénym rozptylem Sumu (LS-APC-Ovolne).

LS-APC s kategoriemi podle zemé, kde dané méteni probéhlo (LS-APC-Ozeme).

LS-APC s kategoriemi podle vzdélenosti vzdu$nou ¢arou od Majaku rozdélenych po
100 km (LS-APC-0100).
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* LS-APCs plné rozvolnénym modelem Sumu pouZivajici Wishartovo rozdéleni (LS-APC-
w).

4.1 Synteticka data

LS-APC-w nejdiive vyzkouSime na syntetickych datech, kterd budou simulovat radia¢ni
unik, a ukdZzeme nutnost pouziti lokalizace. Poté zanalyzujeme vliv lokaliza¢ni masky na kva-
litu odhadu zdrojového ¢lenu.

4.1.1 Vlivlokalizace na stabilitu

Vhodnou volbou lokaliza¢ni masky (3.52) mtizeme ovlivnit, které prvky matice € se po-
nechaji do dalsi iterace algoritmu. Touto volbou tedy pfimo fikdme, mezi kterymi méfenimi
se ma modelovat korelace.

Jako prvni na syntetickych datech ukdZeme vliv lokaliza¢ni masky na stabilitu odhadu
zdrojového ¢lenu. K tomuto tcelu si sestrojime synteticky dataset, ktery bude simulovat ra-
dia¢ni tnik. Prvky matice M € R?°*10 yezmeme z rovnomérného rozdéleni mezi 0 a 1. Prvky
mensi nez 0.5 navic nahradime nulami pro zhor§eni podminénosti matice. Skutec¢ny zdro-
jovy €len x e bude sloupcovy vektor

Tuue=[00001110007. (4.4)

Vektor ,naméfenych“ dat y se pak ziska podle pfedpoklddaného modelu bez pfidaného
Sumu
Y = MTyye. (4.5)

Pfipadné zdporné slozky vektoru y se nahradi nulami.

Odhadnuty zdrojovy ¢len pomoci algoritmu LS-APC-w bez pouZiti lokaliza¢ni masky je
na obrazku 4.1. Vidime, Ze po 100 iteracich se odhad jesté pfili$ nelidi od &y — sice je mirné
podhodnocen, ale zachovava sprdvné prudky zacatek a konec uniku. Mimo tento tsek je
odhad spravné fidky. Po 1000 iteracich vSak vidime, Ze odhad zacne divergovat k naprosto
nespravnym hodnotdm. Je to zptisobeno tim, Ze se algoritmus snazi odhadnout pfili$ velké
mnoZstvi parametrt bez patfi¢cné opory v datech.

Na obrézku 4.2 déle vidime pomalou konvergenci hodnot } X; a Zﬁi, j» €oZ podporuje
zaveér, Ze bez pouziti lokalizace neni algoritmus LS-APC-w stabilni.

Pocet odhadovanych parametrti snizime pouzitim lokaliza¢ni masky. Jako prvni se nabizi
zvolit diagonélni matici patficného rozméru se samymi jednickami. Jak vidime na obrazku
4.3 uz tato jednoduchad volba vede k perfektni rekonstrukci zdrojového ¢lenu.

Ke konvergenci hodnot ¥ X; a Y Q;, j pii pouziti diagondlni lokalizacni masky na obrazku
4.4 dochdzi uz po nékolika iteracich.

4.1.2 Vlivlokalizace na kvalitu odhadu

Déle na syntetickych datech ukdzeme schopnost algoritmu LS-APC-w vyporddat se s za-
Sumélymi daty a vliv poctu nenulovych prvki lokaliza¢ni masky na kvalitu odhadu.
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Odhadnuty zdrojovy ¢len po 100 iteracich

0.8 4

04r 1

0.2 1

%107 Odhadnuty zdrojovy €len po 1000 iteracich

Obrazek 4.1: Odhadnuty zdrojovy ¢len po 100 a 1000 iteracich LS-APC-w bez lokalizace.

Suma prvku odhadu zdrojového élenu

0 1 1 1 1 | |
1 3 10 50 100 250 500 750 1000
pocet iteraci
‘8 %1010 Suma prvku odhadnuté matice 2
1.6 =
=14r B
a
W 12} B
1 |- -
08 1 1 1 1 1 1 1
1 3 10 50 100 250 500 750 1000

pocet iteraci
Obrazek 4.2: Vliv pocCtu iteraci na stabilitu odhadu algoritmem LS-APC-w bez lokalizace.
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Odhadnuty zdrojovy ¢len po 100 iteracich

0.8 4

0.4f 1

0.2 1

Odhadnuty zdrojovy €len po 1000 iteracich

0.8 4

0.6 1

0.2 J

Obrézek 4.3: Odhadnuty zdrojovy ¢len po 100 a 1000 iteracich LS-APC-w s diagondlni lokali-
zacni maskou.

Suma prvku odhadu zdrojového élenu

6 T T
5 |- -
&
(A
4 |- -
3 | | | | | |
1 3 10 50 100 250 500 750 1000
pocet iteraci
6 %101 Suma prvku odhadnuté matice €2
B T T T T T
_14f i
o
A
1.2 B
1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 10 50 100 250 500 750 1000

pocet iteraci

Obrézek 4.4: Vliv poctu iteraci na stabilitu odhadu algoritmem LS-APC-w s diagondlni loka-
liza¢ni maskou.
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Pro kazdy pouZity pocet nenulovych mimodiagondlnich prvki lokaliza¢ni masky (tj. na-
vic k diagondlnim) 0,1,2,..., k zopakujeme 1000x nésledujici:

Vygenerujeme prvky matice M € R?°*19 z rovnomérného rozdéleni mezi 0 a 1. Prvky

mensi nez 0.5 navic nahradime nulami pro zhorSeni podminénosti matice.
Jako skute¢ny zdrojovy ¢len vezmeme opét vektor Tiy,e =0 0001 1100 017,

Vygenerujeme symetrickou positivné semidefinitni matici X € R2°*2 s pravé k nenu-
lovymi mimodiagonélnimi prvky.

Vytvofime lokaliza¢ni masku s pozadovanym poctem nenulovych mimodiagondalnich
prvka.

Vygenerujeme vektor sumu e € R?°*! z vicerozmérného normalniho rozdéleni .4 (0, Z).

Vektor y ziskdme jako y = M xye + ce, kde skaldr ¢ vyjadifuje miru zaSuméni a jeho
hodnotu budeme ménit. Pfipadné zaporné prvky se nahradi nulami.

Nakonec ziskdme odhad zdrojového Clenu £ a mlizeme jej porovnat s xyye pomoci
hodnoty MAE, kterou tiplné nakonec zprimérujeme pies vSech 1000 iteraci.

Na obréazku 4.5 je zavislost primérné kvality odhadu (MAE,) zdrojového ¢lenu na poctu
nenulovych mimodiagondlnich prvk lokaliza¢ni masky pro rtizny pocet nenulovych mimo-
diagondlnich prvki v kovarian¢ni matici Sumu e. Pouzitd mira zaSuméni c je 0.1, tedy rela-
tivné nizka. I pfes mensi oscilace 1ze jednoznacné vidét trend snizovani MAE,. Stejny trend
lze vidét i pfi mnohem vy$si mife zaSuméni ¢ = 0.8 na obrazku 4.6.
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Pocet nenulovych mimodiagonalnich prvkd v kovarianéni matici Sumu

40 60 100
0.045 : 0.049 . . 0.054 .
0.0445
0.048 0.053 1
0.044
0.0435
0.047 0.052F .
0.043
L
<C 0.0425 0.046 0.051 1
=
0.042
0.045 0.05f .
0.0415
0.041
0.044 0.049+
0.0405
0.04 ; 0.043 ; . 0.048 .
0 20 40 0 20 40 60 0 50 100

Pocet odhadovanych mimodiagonalnich prvk( matice 2

Obrazek 4.5: MAE, v zdvislosti na poc¢tu nenulovych mimodiagonélnich prvki lokalizacni
masky. Mira zaSuméni c je 0.1.

Pocet nenulovych mimodiagonalnich prvkd v kovarianéni matici Sumu

40 60 100
0.325 : 0.34 : 0.38 :
0.375 1
0.32 0.335
0.37 1
0.315 0.33 0.3651 |
0.36] 1
< 0.31 0.325
L
< 0.355} 1
= 0305 0.32
0.35f 1
03 0.315 0.345} '
0.34f
0.295 0.31
0.335}
0.29 : 0.305 : 0.33 :
0 20 40 0 50 0 50 100

Pocet nenulovych mimodiagonalnich prvki v lokalizacni masce

Obrazek 4.6: MAE, v zdvislosti na po¢tu nenulovych mimodiagondlnich prvk lokaliza¢ni
masky. Mira zaSuméni c je 0.8.
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4.2 Dataz experimentu ETEX

V ramci experimentu ETEX (European Tracer Experiment) byly béhem fijna a listopadu
1994 provedeny dva testovaci iniky[25]. Laitka PMCH (perfluoromethylcyclohexane) byla vy-
pusténa do atmosféry v Bretani a po 72 hodin po tniku byla méfena jeji pfitomnost na 168
meéficich stanicich v 17 zemich Evropy. Mapa se zdroji tiniku a méficimi stanicemi je na ob-
razku 4.7.
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Obrazek 4.7: Zdroj uniku (Cerveny trojihelnik) a méfici stanice (modré kiiZe) v experimentu
ETEX. Prevzato z [32].

Kromé toho, Ze ETEX je jednim z mdla takto velkych kontrolovanych tnikd, je k nému
také k dispozici velké mnoZstvi informaci. Pro nés je hlavni, Ze zndme piesné kolik latky
uniklo, kdy a kde k tiniku doSlo a jak dlouho trval. Odhadnuty zdrojovy ¢len pak miiZeme
srovnat s realitou.

Pro ziskdni SRS matice pro ETEX dataset byl pouZit atmosfericky transportni model HYSPLIT[11]
pusténého vdopfedném rezimu. Jako meteorologickd reanalyza byla pouzita data ERA-Interim|8]
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od Evropského centra pro sttednédobé pfedpovédi pocasi (ECMWEF) s prostorovym rozliSe-
nim 0.5 stupné. Prostorovd doména: -5°-30°E, 40 °-65 ° N. Casova doména: 22. fijna 00:00
—28. fijna 00:00 s rozliSenim 1 hodina. Celkem je tedy sledovano 144 hodin.

Pouzijeme data z prvniho tuniku, kdy bylo vypusténo 340 kg PMCH rovnomeérné necelych
12 hodin. Méfeni byla provddéna na 168 stanicich co tfi hodiny po dobu 72 hodin. Mdme
tedy k dispozici vektor naméfenych dat y € R%40*1 SRS matici M e R340*144 3 skute¢ny
zdrojovy ¢len Ty € R144*1,

Pro zlepSeni numerické stability vypoctu normalizujeme vektor y, ktery obsahuje fa-
dové rozdilné hodnoty. Normalizaci provedeme vydélenim vSech jeho sloZek nejvétsi sloz-
kou. Stejnou hodnotou pak vydélime v§echny prvky matice M . Tato Gprava nema zZadny vliv
na hledany odhad zdrojového €lenu x. Déale vektor y obsahuje zaporné hodnoty, které z fy-
zikalniho hlediska jako koncentrace nedavaji smysl. Tyto hodnoty byly spolu s pfislusnymi
fadky matice M odstranény. Zlistane nam tedy vektor naméfenych dat y € R3104*1 3 SRS
matice M e R3104x144,

4.2.1 Volbalokalizacni masky podle vzdalenosti méficich stanic

Jak jsme jiz ukézali na syntetickych datech, pouziti lokaliza¢ni masky a jeji struktura mé
zéasadni vliv na vysledny odhad zdrojového €lenu. Nyni zkusime vyuZit informace o polo-
héch jednotlivych méficich stanic. Lokalizatni masku sestrojime tak, Ze budeme uvaZovat
korelace pouze mezi méfenimi ze stanic vzdalenych méné nebo rovno danému poloméru
(ve stupnich). Prozatim bude maska binarni, tedy modelovat nebo nemodelovat korelaci.

Samoziejmé ¢im vice ma lokaliza¢ni maska nenulovych prvk, tim vice se blizime pfi-
padu, kdy ji viibec nepouZzivdme. To, jak jsme ukdzali na syntetickych datech, vede k nesta-
bilité algoritmu a §patnému odhadu zdrojového ¢lenu. Z obrdzku 4.8 je vSak patrné, Ze nelze
volit polomér ani pfili§ maly.

Podle vSech metrik vychézi jednoznacné nejlépe polomér 10 °. Odhadnuty zdrojovy clen
algoritmem LS-APC-w s polomérem 10 ° v porovnéani s odhadem z klasického LS-APC a sku-
tecnym zdrojovym Clenem je na obrazku 4.9. Odhad tniku je koncentrovan do spravné ca-
sové oblasti azZ na mensi peak kolem 110. hodiny. Hodnoty metrik a celkovd suma tiniku ve
srovndni s algoritmy z vyzkumného tikolu jsou v tabulce 4.1. Podle vSech metrik je odhad po-
moci LS-APC-w s polomérem 10 ° pfesnéjsi nez klasické LS-APC i vSechny ostatni algoritmy..
Celkova suma tniku je vSak jesté vice podhodnocena, coZ je ¢astecné zptisobeno tim, Ze kla-
sické LS-APC kompenzovalo celkovou sumu vytvofenim peaki se skoro az dvojndsobnou
hodnotou oproti skute¢nosti.

4.2.2 Nebinarnilokaliza¢ni maska

Dosud jsme lokaliza¢ni masku volili bindrni - tj. obsahujici pouze dvé hodnoty a to 0
pokud se pfislusnd korelace nemd modelovat a 1 pokud mé. Nyni vSak pfipustime veSkeré
hodnoty z uzavieného intervalu [0, 1]. Stdle budeme uvaZovat korelace pouze mezi méfe-
nimi ze stanic vzdalenych méné nebo rovno danému poloméru, prvky lokalizacni masky ale
budou nésledujicimi funkcemi vzdélenosti.
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polomér [°]

Obrézek 4.8: Graf zavislosti metrik kvality odhadu na poloméru.

V linedrnim ptipadé
o 1- %xi,j in,j <r,
b 0 jinak.

V kvadratickém ptipadé

1.2 2 ... ..
Ao ﬁxi,j—;x,,]+1 Vxij<r,
Lj= "
J 0 jinak,

kde koeficienty funkce byly zvoleny, aby funkce protinala body [0, 1] a [, 0].

A v exponencidlnim piipadé

A= exp (—%x,-,j) in,j <r,
b 0 jinak.

(4.6)

4.7)

(4.8)

Ve vSech tfech funkcich je r zvoleny polomér ve stupnich a x; ; je vzdalenost méficich sta-
nic i-tého a j-tého méfeni. Pro pfedstavu jak konkrétné vypadaji rtizné druhy lokaliza¢nich
masek pro konkrétni polomér 10 °, je na obrézku 4.10 jejich grafické zndzornéni.

Metriky kvality odhadu pfi pouZiti riznych druht lokaliza¢nich masek v zavislosti na
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poloméru jsou na obrdzku 4.11. Lze vidét, Ze mezi jednotlivymi nebindrnimi maskami neni
az tak velky rozdil, nejlépe viak dopadla maska lineédrni. Pfi jejich pouZiti je lepsi zvolit co
nejvétsi polomeér, ale vidime Ze na jeho volbu nejsou zdaleka tak citlivé jako bindrni maska.
Hodnoty metrik a celkovad suma tniku pro rizné volby lokaliza¢nich masek jsou v tabulce
4.2. Pouziti bindrni masky s polomérem 10 ° stdle dosahuje lehce lepsich vysledkti. Nebindrni
masky ale stdle maji vyuZiti pokud bychom napf. neznali polohy méficich stanic.
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Obrazek 4.9: Odhad zdrojového ¢lenu pomoci LS-APC-w s polomérem 10 ° v porovndni s od-
hadem z klasického LS-APC a skute¢nym zdrojovym Clenem.
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Obrézek 4.10: Grafické zndzornéni lokalizacnich masek pro r =10 °.
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Obrézek 4.11: Graf zavislosti metrik kvality odhadu na poloméru pro rizné druhy lokalizac-
nich masek.
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algoritmus MAE, MAE, R? suma tiniku [kg]

LS-APC bez modifikaci 2.0744 0.0072286 0.38403 167.5234
LS-APC-Ovolne 2.2087 0.0066647 0.4436 37.0178
LS-APC-0250 2.2318 0.0070697 0.35339 18.6276
LS-APC-Ozeme 2.2681 0.0068527 0.30527 43.6721

LS-APC-w bin. maska, r=10° 1.8445 0.0063201 0.50081 136.8139

Tabulka 4.1: Hodnoty metrik kvality odhadu a celkovd suma tuniku pro LS-APC-w s polomé-
rem 10 ° ve srovndni s ostatnimi algoritmy.

algoritmus MAE, MAE, R? suma tiniku [kg]
LS-APC bez modifikaci 2.0744 0.0072286 0.38403 167.5234
LS-APC-w bin. maska, r=10° 1.8445 0.0063201 0.50081 136.8139
LS-APC-w lin. maska, r=19° 1.8993 0.0076696 0.45543 227.9523
LS-APC-w kvad. maska, r=30° 1.8641 0.0076816 0.45343 229.3428
LS-APC-w exp. maska, r=30° 1.8889 0.0082379 0.44208 254.8208

Tabulka 4.2: Hodnoty metrik a celkovd suma tniku pro rizné volby lokaliza¢nich masek.

4.2.3 Volbalokaliza¢ni masky podle ¢asu méfeni

Pii sestrojovani lokaliza¢ni masky A mtiZeme vyuZit nejen informace o polohdch mé-
ficich stanic, ale mdme k dispozici i €as (s pfesnosti na hodiny), kdy k méteni doslo. Pfi
tvorbé masky stdle budeme uvazovat korelace pouze mezi méfenimi ze stanic vzdélenych
méné nebo rovno danému poloméru (ve stupnich). Navic se ale omezime na méfeni, ktera
probéhla méné nez dany ¢as v hodindch od sebe. Tomuto maximdalnimu ¢asovému rozdilu
budeme fikat casovy polomér. Vysledna maska bude opét pouze binarni.

Na obrézku 4.13 jsou metriky kvality odhadu zdrojového €lenu v zavislosti na poloméru
a Casovém poloméru pfi pouziti algoritmu LS-APC-w. Podle MAE, a R? bychom ¢as neméli
vlibec uvazovat a brat vSechna méfeni, kterd jsou ze stanic vzdalenych méné nez 10 ° stejné
jako v podsekci 4.2.1. Podle MAE, bychom méli vzit lehce vétsi polomér 13 ° a ¢asovy polo-
meér zvolit 10 hodin. Za povSimnuti stoji, Ze pomérné Spatny odhad dostdvame pfi pouziti
velkého poloméru i casového poloméru.

Odhady ziskané algoritmem LS-APC-w za pouziti téchto dvou navrZenych nastaveni pro
lokaliza¢ni masku srovndme na obrazku 4.12. Oba odhady jsou koncentrovany do spravné
¢asové oblasti aZ na mensi peak kolem 110. hodiny. Hodnoty metrik kvality odhadu a odhad
celkové sumy tiniku jsou uvedeny v tabulce 4.3. Odhad pfi pouZiti masky s omezenym caso-
vym polomérem je nejblize skute¢né celkové sumeé uniku 340 kg a dosahuje nejlepsi hodnoty
MAE, ze vSech dosud zkouSenych nastaveni. Hodnoty MAE, a R? sice nejsou nejlepsi, ale
stale srovnatelné s ostatnimi zkousenymi nastavenimi lokaliza¢ni masky.
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algoritmus MAE, MAE, R? suma tuniku [kg]

LS-APC bez modifikaci 2.0744 0.0072286 0.38403 167.5234
LS-APC-wr=10° tr=30h 1.8445 0.0063201 0.50081 136.8139
LS-APC-wr=13° tr=10h 1.7659 0.0075910 0.44290 222.5300

Tabulka 4.3: Hodnoty metrik kvality odhadu a odhad celkové sumy tiniku za pouZiti nasta-
veni pro lokaliza¢ni masku ziskanych v podsekci 4.2.3.
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Obrazek 4.12: Odhady zdrojového ¢lenu ziskané algoritmem LS-APC-w za pouZiti nastaveni
pro lokaliza¢ni masku ziskanych v podsekci 4.2.3.
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Obrazek 4.13: Metriky kvality odhadu v z4vislosti na poloméru a ¢asovém poloméru. Cerve-
nym kifzkem jsou vyznacena globalni minima, resp. maximum u R?.
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4.3 Unik ruthenia-106 v roce 2017

Pro tnik ruthenia-106 do atmosféry na podzim roku 2017, ktery je bliZze popsan v tivodu
prace, mdme k dispozici dva datasety. PouZijeme oba a poté provedeme jejich srovndni mezi
sebou a s dostupnou literaturou.

4.3.1 Dataset IAEA

Do tohoto datasetu jsou zahrnuta méfeni koncentraci provedend ¢lenskymi stity orga-
nizace IAEA[17], kterd jsme doplnili o méfeni z ¢clanku Shershakov et al.[29]. Dataset ma po-
dobu tabulek obsahujici polohu stanice kde bylo provadéno méfeni, ¢as zacatku a konce mé-
feni a naméfené koncentrace. Néktera méfeni maji také uvedenou nejistotu v procentech.
Celkem dataset obsahuje 451 naméfenych koncentraci. Tyto tabulky bylo nutno poloauto-
maticky prevést do forméatu atmosférického modelu HYSPLIT.

Atmosféricky model HYSPLIT byl spustén ve zpétném chodu s nésledujicimi parametry

¢ Prostorova doména:5°—-115°E, 25°-65°N.

e Horizontalni diskretizace domény: 0.5 x 0.5 stupnit. Vertikalni diskretizace je brédna au-
tomaticky z pouZitych meteorologickych dat.

¢ Vysledné koncentrace jsou brany z vrstvy 0 — 300 metrti nad zemi.
« Casova doména je 20. 9. 2017 0:00 az 10. 10. 2017 18:00 diskretizovdna po 6 hodinach.

* Jako meteorologicka reanalyza jsou pouzita data GFS (Global Forecast System) s rozli-
Senim 0.5 x 0.5 stupn s casovou diskretizaci 6 hodin. Vertikdlné 26 vrstev pokryvajici
nerovnomeérné celou troposféru.

Prostorovd doména je horizontdlné rozdélena na 17901 bunék velikosti 0.5 x 0.5 stupni.
Vystupem z atmosférického modelu HYSPLIT je tedy 17901 SRS matic M. VeSkeré odhady
zdrojového ¢lenu budeme provadét za predpokladu, Ze k tiniku doslo z kombindtu Majak.
Tato hypotéza je dobfe podpofena literaturou (viz podsekce 4.3.4) a ke stejnému zavéru jsme
dosli ve vyzkumném tkolu. PouZzivat tedy budeme SRS matici M pfisluSnou burice, ve které
se Majak nachazi.

4.3.1.1 Volbalokaliza¢ni masky podle vzdalenosti méficich stanic

Madame tedy pfipravend data a pfedstavu o jejich struktufe. Stejné jako v sekci 4.2.1 vyuzi-
jeme znalost poloh jednotlivych méficich stanic. Lokaliza¢ni masku opét sestrojime binarni
tak, Ze budeme uvazovat korelace pouze mezi méfenimi ze stanic vzdalenych méné nebo
rovno danému poloméru (ve stupnich).

Na obrazku 4.14 jsou metriky kvality odhadu v zavislosti na zvoleném poloméru. Protoze
nemdame k dispozici skute¢ny zdrojovy ¢len, nemdame jak spocitat metriku MAE,. Metriky
celkem dost osciluji, coZ miiZze ukazovat na nestabilitu algoritmu na téchto datech. Vykres-
lime si tedy graf zdrojového ¢lenu pfi pouziti LS-APC-w s polomérem dosahujicim nejlepSich
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metrik (29 °) na obrdzku 4.15. Vidime, Ze vysledny odhad se absolutné neshoduje s pred-
chozimi vysledky 4.3.4 a to ani umisténim v ¢ase ani magnitudou tniku. Tento problém je
snadné opravit a u¢inime tak v nasledujici podpodsekci.
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0.05

0 Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80

polomér [°]

Obrézek 4.14: Graf zavislosti metrik kvality odhadu na poloméru.

4.3.1.2 ZlepSeni odhadu pomoci volby parametrti

Jak bylo ukdzéno v (3.46), apriorni rozdéleni matice 2 mé tvar f(Q) =% (Q()I P 190). Para-
metry 9y a oo jsou pfedem zvoleny tak, abychom ziskali co nejméné informativni rozdéleni
a zaroven zachovali numerickou stabilitu. Konkrétni zvolend hodnota je 9y = p; ' = 1071°.

Experimentélné jsme zjistili, Ze zména hodnoty téchto dvou parametrti mé pozitivni vliv
na vysledny odhad algoritmem LS-APC-w. V textu budeme mluvit o zméné hodnoty para-
metru do, ale s parametrem 9y vZdy ménime i gy se zachovdnim rovnosti 9y = g, 1

Celkem jsme vyzkouseli hodnoty 9 € {10719,1079,...,1072,1071}, ale pro ptehlednost
jsou na obrazku 4.16 pouze metriky pro volby 1073 a 1072, které dopadly nejlépe. Zbavili
jsme se oscilaci hodnot metrik a v primeéru se zlepsily.

Vykreslime si odhadnuty zdrojovy ¢len pro volby 1073 a 102 za pouZiti poloméru dosa-
hujiciho nejlepsich metrik na obrazku 4.17. Ziskané odhady jsou nyni mnohem bliZe publi-
kovanym vysledkim 4.3.4. Hodnoty metrik kvality odhadu a celkova suma tiniku pro rizné
volby parametru 9 jsou v tabulce 4.4. Pozorujeme sice mirné zhorSeni metrik, ale odhady
zdrojovych ¢lenti jsou mnohem smysluplnéjsi. Zkontrolujeme jesté konvergenci na obrazku
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Obrézek 4.15: Odhad zdrojového ¢lenu pomoci LS-APC-w s polomérem 29 °.

4.18. Vidime pomalejsi a horsi konvergenci pfi volbé 9y = 1072. Nakonec tedy volime 9y =
-1 -3
0, =107".

algoritmus MAE, R? suma tuniku [TBq]
LS-APC-wr=29°, 9p=1e-10 0.048075 0.17301 177102.7068
LS-APC-wr=22° 9¢9=1e-3  0.048383 0.16894 185.9156
LS-APC-wr=21°, 9p=1e-2 0.048895 0.16413 122.8141

Tabulka 4.4: Metriky kvality odhadu a celkovad suma tniku pro rtizné volby parametru 9, a
pro né optimdlni polomér.

4.3.1.3 Nebinarni lokaliza¢ni maska

Nebindrni lokaliza¢ni masky vytvofime a budeme pouZivat stejnym zptisobem jako v pod-
sekci 4.2.2. V algoritmu LS-APC-w pouZijeme hodnotu parametru 9y = 1073, Metriky kvality
odhadu pfi pouziti riznych druhti lokaliza¢nich masek v zavislosti na poloméru jsou na ob-
razku 4.19 a v tabulce 4.5. VSechny nebindrni masky se chovaji podobné a pii vyssich po-
lomérech mezi nimi dokonce skoro neni rozdil. Oproti bindrni masce nejsou nebindrni tak
citlivé na polomér. Binarni maska s polomérem 22 ° a 9 = 1073 stale dosahuje lepsi hodnoty
MAE, a hodnoty R? jsou srovnatelné.
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Obrazek 4.16: Graf zavislosti metrik kvality odhadu na poloméru pro rtizné volby parametru
Do.
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Obrazek 4.17: Odhad zdrojového ¢lenu pomoci LS-APC-w pro rtizné volby parametru 9.
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Obrézek 4.18: Graf konvergence algoritmu pro rizné volby parametru 9.

48



0.1 T T T T T T T
Binarni maska
Linearni maska
- 0.08 - Kvadraticka maska | |
g Exponencialni maska
=
0.06 [ ]
0.04 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
0.1 8 T T T T T T T
0.16 7
[aV}
o
0.14 7
0.12 _
1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

polomér [°]

Obrézek 4.19: Graf zavislosti metrik kvality odhadu na poloméru pro rizné druhy lokalizac-
nich masek.
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algoritmus MAE,, R? suma tiniku [TBq]

LS-APC-w bin. maska, r=22°  0.048383 0.16894 185.9156
LS-APC-w lin. maska, r=31° 0.048805  0.1689 232.8744
LS-APC-w kvad. maska, r=48° 0.048845 0.16903 235.2572
LS-APC-w exp. maska, r=80°  0.048875 0.16912 236.1884

Tabulka 4.5: Hodnoty metrik a celkovd suma tniku pro rizné volby lokaliza¢nich masek.
Parametr 9 byl ve viech piipadech nastaven na 1073,

4.3.1.4 Volbalokaliza¢ni masky podle ¢asu méfeni

Stejné jako v sekcich 4.2.3 vyuZzijeme znalosti ¢ast, kdy k jednotlivym méfenim doslo.
Lokaliza¢ni masku déle omezime na méfeni, kterd probéhla méné nez dany ¢as v hodinach
od sebe. Vyslednd maska bude opét bindrni. Ve srovnani s daty z ETEX zde mdme mnohem
vétsi casovou doménu — skoro 900 hodin oproti 30.

Graf metrik kvality odhadu zdrojového ¢lenu v zavislosti na poloméru a ¢asovém polo-
méru pii pouziti algoritmu LS-APC-w's 9y = 10~° je na obrézku 4.20. Nejlepsi hodnoty MAE,,
dosahuje nastaveni s polomérem 16 ° a ¢asovym polomérem 70 hodin. Nejlepsi hodnoty R?
dosahuje nastaveni s polomérem 5 ° a casovym polomérem 120 hodin. Hodnoty metrik kva-
lity odhadu a odhad celkové sumy tiniku jsou uvedeny v tabulce 4.6. Nelze optimalizovat obé
metriky soucasné, ale nastavenir = 16 ° a tr = 70 h zlepSuje obé metriky oproti odhadu, kde
se Casovd vzddlenost neuvazuje.

algoritmus MAE, R? suma tuniku [TBq]
LS-APC-w r=22° 0.048383 0.16894 185.9156
LS-APC-wr=16° tr=70h 0.047884 0.16571 188.9687
LS-APC-wr=5° tr=120h  0.049378 0.17042 258.6762

Tabulka 4.6: Hodnoty metrik kvality odhadu a odhad celkové sumy tiniku za pouZiti lokali-
zacni masky ziskanych v podsekci 4.3.1.4.
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nym kifzkem je vyznaceno globalni minimum u MAE,, resp. maximum u R?.
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4.3.2 Dataset Ro5

Druhy dataset tvoii pfevdzné méfeni ze stanic zapojenych do Ro5 (Ring of Five) — nefor-
malni sdruZeni méficich stanic a laboratofi, kterd navzdjem spolupracuji. Méfeni z ddlného
vychodu byla odstranéna, protoZe by neiumérné zvétsila nutnou prostorovou doménu. V da-
tasetu tak zbude 899 méfeni.

Atmosféricky model HYSPLIT byl spustén se stejnymi parametry jako pro IAEA dataset
az na prostorovou doménu, kterd byla -10 °—100 ° E, 30 ° - 75 ° N. Z atmosférického modelu
mdame 20111 SRS matic M, kazda odpovidajici jedné 0.5 x 0.5 stupnli burice. Stejné jako
u IAEA datasetu ale budeme pfedpokladat, Ze k iniku doslo z kombindtu Majak a pro veSkeré
odhady pouzivat SRS matici pfislusnou burnce s Majakem.

4.3.2.1 Volbalokaliza¢ni masky podle vzdalenosti méficich stanic

Maéame tedy pfipravend data z Ro5 datasetu a pfedstavu o jejich struktufe. Stejné jako
v sekci 4.2.1 vyuZijeme znalost poloh jednotlivych méficich stanic. Lokalizacni masku opét
sestrojime bindrni tak, Ze budeme uvazovat korelace pouze mezi méfenimi ze stanic vzdéle-
nych méné nebo rovno danému poloméru (ve stupnich).

Na obrazku 4.21 jsou metriky kvality odhadu v zavislosti na zvoleném poloméru. Protoze
nemdme k dispozici skute¢ny zdrojovy ¢len, neméame jak spocitat metriku MAE,. Vykreslime
si graf zdrojového €lenu pfi pouziti LS-APC-w s polomérem dosahujicim nejlepSich metrik
(75 °) na obrazku 4.22. Ten sice vypada ve shodé s s predchozimi vysledky 4.3.4, ale na ob-
razku 4.23 vidime velmi §patnou konvergenci odhadu. Tento problém opravime v nésledujici
podsekci.

4.3.2.2 Zlepseni odhadu pomoci volby parametrti

Stejné jako u IAEA datasetu v podsekci 4.3.1.2 budeme ladit parametry 9y a gy aprior-
niho rozdéleni matice €, které ma tvar f(Q) = # (poIp, 9y). Parametry opét budeme ménit
oba spolecné pfi zachovéni rovnosti 9y = o, 1, ale v celém textu budeme pro pfehlednost a
stru¢nost mluvit pouze o optimalizaci parametru 9.

Vyzkouseli jsme hodnoty 9y € {1071°,1079,...,1072,107!} a pro kazdou nalezli polomér
vedouci na nejmensi MAE,,. Cilem je zlepsit konvergenci algoritmu. Pro pfehlednost jsou na
obrazku 4.24 pouze hodnoty parametri, které vedou na dobrou konvergenci. Zasadni rozdily
mezi témito odhady nejsou jak 1ze vidét na obrdzku 4.25 a tabulce 4.7. Nakonec zvolime Jy =
00 1= 1075, protoze vede na odhad s nejrychle;jsi konvergenci a dosahuje nejmensi MAE,,.

algoritmus MAE, R? suma tuniku [TBq]
LS-APC-wr=30°, 9p=1e-3 0.039137 0.14680 107.0667
LS-APC-wr=32° 9p=1e-4 0.039000 0.14570 94.6732
LS-APC-w r=30°, 9g=1e-5 0.038946 0.14480 90.5274

Tabulka 4.7: Metriky kvality odhadu a celkova suma tniku pro rzné volby parametru 9, a
pro né optimdlni polomér.
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Obrazek 4.25: Odhad zdrojového ¢lenu pomoci LS-APC-w pro rizné volby parametru .

4.3.2.3 Nebinarni lokaliza¢ni maska

Nebindrni lokaliza¢ni masky vytvofime a budeme pouZivat stejnym zplisobem jako v pod-
sekci 4.2.2. V algoritmu LS-APC-w pouZijeme hodnotu parametru 9y = 107°. Metriky kvality
odhadu pfi pouziti rtiznych druhti lokaliza¢nich masek v zavislosti na poloméru jsou na ob-
réazku 4.26 a v tabulce 4.8.

Stejné jako u datasetu IAEA se vSechny nebindrni masky chovaji podobné a pfi vy$Sich
polomérech mezi nimi dokonce skoro neni rozdil. Oproti bindrni masce nejsou nebinérni
tak citlivé na polomér. Na rozdil od IAEA datasetu zde nejsou hodnoty metrik srovnatelné.
Podle MAE, vychdzi nejlépe binarni maska, ale ma nejhorsi hodnotu R?. Odhadnutd suma
Uniku je také méné nez polovicni oproti odhadim z nebinarnich masek.

algoritmus MAE,, R? suma tniku [TBq]
LS-APC-w bin. maska, r=30° 0.038946 0.14480 90.5274
LS-APC-w lin. maska, r=100° 0.040698 0.15074 206.0525
LS-APC-w kvad. maska, r=100° 0.041543 0.15165 229.4011
LS-APC-w exp. maska, r=100°  0.042888 0.15263 263.2220

Tabulka 4.8: Hodnoty metrik a celkovd suma tniku pro rizné volby lokaliza¢nich masek.
Parametr 9, byl ve vSech piipadech nastaven na 107°.
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4.3.2.4 Volba lokaliza¢ni masky podle ¢asu méfreni

Stejné jako v sekcich 4.2.3 a 4.3.1.4 vyuzijeme znalosti ¢ast, kdy k jednotlivym méfenim
doslo. Lokaliza¢ni masku déle omezime na méfeni, kterd probéhla méné nez dany €as v ho-
dindch od sebe. Vysledna maska bude opét bindrni.

Graf metrik kvality odhadu zdrojového ¢lenu v zavislosti na poloméru a ¢asovém polo-
méru pii pouziti algoritmu LS-APC-w's 9y = 10~° je na obrédzku 4.27. Nejlepsi hodnoty MAE,,
dosahuje nastaveni s polomérem 17 ° a ¢asovym polomérem 80 hodin. Nejlepsi hodnoty
R? dosahuje nastaveni s polomérem 1 ° a ¢asovym polomérem 150 hodin. Jak Ize ale vidét
v tabulce 4.9, pfiliSnd optimalizace jedné metriky vede na Spatné hodnoty druhé metriky.
Zejména je to znatelné p¥i nastaveni vedouci k maximalni R?, kdy se MAE, skoro zdvojna-
sobila. Nékolikrat vétsi celkova suma uniku oproti dosud ziskanym odhadim také znaci, Ze
takovato optimalizace neni vhodn4.

algoritmus MAE,, R? suma tuniku [TBq]
LS-APC-w r=30° 0.038946 0.14480 90.5274
LS-APC-wr=17° tr=80h 0.038861 0.13545 147.0677
LS-APC-wr=1° tr=150h 0.060294 0.15471 584.3919

Tabulka 4.9: Hodnoty metrik kvality odhadu a odhad celkové sumy tiniku za pouZiti lokali-
zacni masky ziskanych v podsekci 4.3.2.4.

57



200

0 400
20 40 60 55 gasovy polomér [h]

polomeér [°]

100

0.15

o]

r 0.1+

0.05 +

0 400
20 40 60 T gasovy polomér [h]

. 100
polomer [7]

Obrazek 4.27: Metriky kvality odhadu v z4vislosti na poloméru a ¢asovém poloméru. Cerve-
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nym kifzkem je vyznaceno globalni minimum u MAE,, resp. maximum u R?.
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4.3.3 Shrnuti a srovnani vysledkii

Nyni provedeme shrnuti nové ziskanych vysledkli a srovndme je s vysledky z vyzkum-
ného tkolu a s dostupnou literaturou.

4.3.3.1 Shrnutivysledkt prace

Tabulka 4.10 shrnuje hodnoty metrik, celkovou sumu a datum odhadu tiniku pomoci al-
goritmu LS-APC-w s rliznymi volbami lokaliza¢ni masky. Parametr 9 byl v piipadé datasetu
IAFA nastaven na 1073, v pfipadé Ro5 datasetu na 10~°. Tu¢né jsou zvyraznény nejlepsi hod-
noty metrik pro dany dataset.

Z tabulky lze vidét, Ze nelze optimalizovat obé metriky zaroven. Pokud chceme co nejmensi
MAE,, zvolime lokalizacni masku, ktera uvazuje i Casovy rozestup mezi méfenimi, s niz-
$im polomérem a celkem vysokym ¢asovym polomérem. Optimalizovat Cisté R? také lze a
vysledné odhady nejsou tplné nerealistické. Celkovd suma odhadnutého tiniku v§ak viibec
neodpovida ostatnim.

Jako dobry kompromis vychézi viibec lokaliza¢ni masku neomezovat podle ¢asu méfeni
a pouze zvolit vhodny polomér. Je ale moZné Ze to vede na podhodnoceni tiniku. PouZiti ne-
bindrnich lokaliza¢nich masek se pfilis neosvédcilo —je sloZitéjsi a nevede k lep§imu odhadu.
Jedind jejich vyhoda je, Ze od jisté hodnoty nejsou tak citlivé na zvoleny polomeér.

Co se tyce celkové sumy tniku, jsou odhady pouzivajici IAEA dataset konzistentnéjsi a
pohybuji se od 186 TBq do 259 TBq. Casové jsou vSechny tiniku umistény mezi 24. a 26.
zafim. Odhady pouZivajici Ro5 dataset se pohybuji mezi 91 a 206 TBq (resp. 584 TBq, pokud
zapocitame i extrémni odhad) a ¢asové umistény mezi 25. a 26. zafim.

dataset algoritmus MAE, R? suma tniku [TBq] datum tniku
LS-APC-w r=22° 0.048383 0.16894 185.9156 24.-25.9 a 26.9.

IAEA LS-APC-w lin. maska, r=31° 0.048805 0.16890 232.8744 24.-25.9a26.9.
LS-APC-w r=16°, tr=70h 0.047884 0.16571 188.9687 24.-25.9 a26.9.
LS-APC-w r=5°, tr=120h 0.049378 0.17042 258.6762 24.-25.9a26.9.
LS-APC-w r=30° 0.038946 0.14480 90.5274 25.9.a26.9.

RO5 LS-APC-w lin. maska, r=100°  0.040698 0.15074 206.0525 25.9.a26.9.
LS-APC-w r=17°, tr=80h 0.038861 0.13545 147.0677 25.9.a26.9.
LS-APC-w r=1°, tr=150h 0.060294 0.15471 584.3919 25.9.a26.9.

Tabulka 4.10: Shrnuti vyslednych odhadt pro rizné volby lokaliza¢nich masek. Parametr J,
byl v ptipadé datasetu IAEA nastaven na 103, v piipadé Ro5 datasetu na 107>,

4.3.3.2 Shrnuti vysledkt z vyzkumného tikolu a srovnéni se ziskanymi vysledky

Varianty algoritmu LS-APC pouzité ve vyzkumném ukolu jsou popsany v kapitole 3 a sa-
motné vysledky jsou shrnuty v tabulce 4.11. PouZité datasety byly shodné jako v této praci.
Ziskané odhady celkové sumy se pohybuji od 105 TBq do 230 TBq. Casové byl tinik umistén
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mezi 24. a 26. zafi. I kdyzZ v této praci se odhadem lokace nezabyvame, je dobré zminit, Ze ve
vSech pifipadech byla lokace tiniku odhadnuta v oblasti jiZzniho Uralu velmi blizko Majaku.
Srovnanim tabulek 4.10 a 4.11 vidime, Ze nové odhady jsou umistény casové stejné mezi
24. a 26. zaii. Celkovou sumou tniku jsou také fadové stejné v nizsich stovkach TBq. Co se
tyce metrik doslo u novych odhadii k mirnému zlep$eni az na metriku MAE, u Ro5 datasetu,

kde i nejlepsi dosazend hodnota je mirné horsi nez nejlepsi z vyzkumného tkolu.

dataset algoritmus MAE, R? suma tniku [TBq] datum tniku
LS-APC 0.050045 0.16591 167.1727 25.-26.9.

IAEA LS-APC-Ovolne 0.048857 0.15567 104.6278 24.-26.9.
LS-APC-Ozeme 0.048536 0.16657 199.7519 25.9.a26.9.
LS-APC-0100 0.052951 0.15740 209.3739 25.-26.9.
LS-APC 0.041443 0.15266 229.7351 25.-26.9.

Ro5 LS-APC-Ovolne 0.038906 0.14038 145.0820 25.9.a26.9.
LS-APC-Ozeme 0.038776 0.14193 167.1921 25.9.a26.9.
LS-APC-0100 0.039442 0.15281 229.0757 25.-26.9.

Tabulka 4.11: Stru¢ny pfehled odhadi ziskanych ve vyzkumném tkolu.

4.3.4 Shrnuti vysledkii z dostupné literatury

O objasnéni tniku ruthenia-106 v roce 2017 se dosud pokouselo nékolik ¢lankt riznymi
metodami. I pfes znacné rozdilny format dosazenych vysledki se pokusime o stru¢né shr-

v N2

nuti v tabulce 4.12. Literatura se vesmés shoduje, Ze k uniku o niz8ich stovkach TBq doslo
kolem 26. zafi 2017, coZ je v souladu s ndmi ziskanymi vysledky. Srovnani grafti zdrojovych
¢lenti s odhady z ¢lankt (pokud bylo moZno ziskat) je na obrazku 4.28 pro IAEA dataset, resp.

obréazku 4.29 pro Ro5.

Clanek lokace suma intenzity [TBq] datum tniku
Le Brazidec ERA5 56.325° N; 58.614° E 125 26.9.

Le Brazidec ARPEGE 55.72° N; 58.968° E 171 26.9.
Serensen pés od Permu a Jekatérinburgu k Odése - 26. nebo 27.9.
Saunier jizni Ural 252 26.9.
Shershakov jizni a stfedni Ural - 25.-26.9.
Maffezzoli oblast mezi Ukrajinou a Uralem - -

Western jizni Ural 441 24.9.

Tabulka 4.12: Stru¢ny pfehled dosud publikovanych vysledkd.

Pro zminéné clanky provedeme i kratké shrnuti pouZzitych postupti a jak se lisi od naseho.
Le Brazidec et. al.[12] provadi odhad jak lokace tak zdrojového ¢lenu pomoci metody

Markov Chain Monte Carlo a klasickym Metropolis-Hastings algoritmem vylepsenym po-
moci tzv. paralelniho Zihani. Dataset pfebird z Masson et. al.[22] jehoZ zédkladem jsou také
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Obrazek 4.28: Srovnani grafti zdrojovych ¢lent z této prace pfi pouziti IAEA datasetu s od-
hady z ¢lanka.
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meéfeni z Ro5. Pouzity jsou dva zdroje meteorologickych dat— ARPEGE Météo France a ECMWEF
ERAS5. Stejné jako my predpokldadd, Ze méfeni l1ze vysvétlit linedrnim vztahem a pravdépo-
dobnostni rozdéleni zdrojového ¢lenu ziské aplikaci Bayesovy véty. Lisi se hlavné zvolenymi
apriornimi hustotami-rozdil mezi méfenimi a rekonstrukci modeluje pomocilog-normalniho
rozdéleni, které by se mélo lépe vyporddat s méfenimi velmi riznych fada. Struktura kovari-
an¢ni matice Sumu m4d jednodussi strukturu a predpoklddd homoskedasticitu. Lokace tniku
(koordinaty x; a x2) jsou pfimo modelovany s uniformni apriorni hustotou z prostorové do-
mény.

Sorensen(31] Pro kazdé méfeni poskytnuté organizaci IAEA pusti atmosféricky model
DERMA ve zpétném chodu. Vysledné koncentrace jsou korelovany jak v ase tak prostoru a
jsou identifikovany piekryvy. Jako mozné zdroje bere institut pro vyzkum jadernych reaktorti
NIIAR a kombinéat Majak. V pifipadé NIIAR odhaduje tinik mezi 5. a 13. hodinou UTC 27. zari
2017 av pfipadé Majaku ve stejny Cas uz 26. zafi 2017. Celkovou sumu tiniku neodhaduje, ale
voli ji aby vysledny odhad odpovidal méfeni s nejvétsi koncentraci. Pro NIIAR pouziva 460
TBq, pro Majak 1100 Thq.

Saunier et. al.[27] odhaduje zdrojovy ¢len minimalizaci ztrdtové funkce pomoci feSice
zalozeném na kvazi-Newtonové metodé. Minimalizace ztratové funkce maximalizuje apo-
steriorni rozdéleni ziskané z Bayesovy véty. Sum je modelovan log-normélnim rozdélenim a
je pfredpokladdna homoskedasticita. Pouzity dataset vychdzi z Ro5 rozsiteného o dal$i mé-
feni. Pravdépodobné lokace tniku jsou stejné jako ve vyzkumném tkolu ziskdny srovnanim
meéfeni a jeho rekonstrukce, jen jsou pouZity jiné metriky.

Shershakov et. al.[29] Data organizace IAEA doplnénd o méfeni ruského titadu Roshyd-
romet. Clanek se zabyva ¢isté odhadem lokace. Simuluje rtizné hypotetické scénére tiniku a
srovnava jak dobfe sedi na naméfend data.

Maffezzoli et. al.[21] Méfeni z Mildna doplnéné o vybrand méfeni od organizace IAEA,
ktera byla geograficky rozlehld, provddéna dostatecné Casto a jejich maximum vysoko nad
detek¢nim limitem. Postup je podobny jako Serensen[31], jsou navic pfidany vahy, které po-
silujilokace daleko od vSech zdrojti. To by mélo pomoct s tendenci hromadéni vysledné kon-
centrace blizko méficich stanic.

Western et. al.[35] Data z Masson et. al.[22]. Stejné jako my pfedpoklddd, Ze méfeni 1ze
vysvétlit linedrnim vztahem a pravdépodobnostni rozdéleni zdrojového €lenu ziska aplikaci
Bayesovy véty. Pro zdrojovy €len v3ak pouZziva Jeffreysovo apriorni rozdéleni, které sice ne-
zanasi do feseni Zddnou informaci, ale neni omezeno pouze na kladné hodnoty. Parametry
uniku zjist'uje kombinaci metod Markov Chain Monte Carlo a Expectation-Maximisation.
Jako lokaci uniku pfedpokladd kombinat Majak.

63



Zavér

Cilem préce bylo provést odhad ¢asového pribéhu tniku ruthenia-106 do atmosféry na
podzim roku 2017 popsaného v tivodu prace. Umisténi tiniku do kombinatu na zpracovani
jadernych materialti Majak jiz pfedpokladdme za dostatecné prokdzané jak ve vyzkumném
ukoluy, tak uvedené literatuie. Zamérili jsme se proto predevsim na modely pro odhad emise
ze zndmé lokace.

V kapitole 1 byl formulovan linedrni model pro popis tniku radiace do atmosféry a z néj
vychézejici inverzni iloha pro odhad zdrojového ¢lenu véetné popisu zdkladnich piistupt
pro jeji feSeni. Také byly popsany atmosférické transportni modely nutné pro formulaci mo-
delu a inverzni ulohy.

V kapitole 2 byly shrnuty zdklady Bayesovské teorie pravdépodobnosti a z ni vychéze-
jici odhady. Pravdépodobnostni pfistup umoZnuje pohodlné zaclenéni pozadavku a pred-
pokladti o feSeni. Casto vSak neni mozné odhady vyjadfit analyticky a proto bylo nutné pro-
zkoumat moznosti aproximace. Jako vhodna aproximace byla po zkuSenostech z bakalarské
préce[6] a vyzkumného tikolu metoda Varia¢ni Bayes.

V kapitole 3 bylo provedeno odvozenti jiZ existujiciho algoritmu zaloZeného na této apro-
ximaci — LS-APCJ[32]. Toto odvozeni bylo pouZito jako zadklad pro dalsi ipravy pro moznost
modelovat i korelaci mezi slozZkami Sumu méfeni napt. na zédkladé vzdalenosti jednotlivych
meéficich stanic.

V kapitole 4 byl vysledny algoritmus otestovdn nejdiive na syntetickych datech, kde se
ovéftilo, Ze modelovat korelaci sloZzek Sumu vede na zlepseni odhadu zdrojového ¢lenu. Poté
byl aplikovan na data z experimentu ETEX, kterd jsou na verifikaci algoritmu vhodn4, pro-
toZe se jednd o redlny tnik, u kterého zndme skute¢ny zdrojovy ¢len a miZeme jej porovnat
se ziskanym odhadem.

Ukézalo se, Ze modelovat celou pfisluSnou kovarian¢ni matici v rovnici pozorovani
vede k nestabilité algoritmu a bylo nutné odhadovat pouze nékteré prvky. Toho bylo doci-
leno sestavenim lokaliza¢ni masky A, kterd v kazdém kroku algoritmu bud’ utlumovala nebo
rovnou vynulovala vybrané prvky kovarian¢ni matice. Tato lokaliza¢ni matice byla sestavena
heuristicky na zédkladé vzdalenosti jednotlivych méficich stanic a asové prodlevé mezi mé-
fenimi.

Tyto tpravy vedly na zvySenou citlivost celkového odhadu na parametry apriorniho roz-
déleni kovarian¢ni matice Q, které ptivodné byly nastaveny, aby vysledné apriorni rozdéleni
bylo co nejméné informativni bez ztraty numerické stability. Ziskané odhady vSak byly oci-
vidné nesmyslné a proto bylo nutné ladit také tyto parametry v ramci hodnot, které malou
informativnost zachovavaji.
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Nakonec byl algoritmus aplikovdn na tinik ruthenia-106 popsany v tivodu prace. Odhady
byly provedeny za pfedpokladu, Ze k tiniku doslo v kombinatu Majak. Casové jsou veskeré
ziskané odhady umistény mezi 24. az 26. zaii s celkovou sumou mezi 91 az 259 TBq. Ziskané
vysledky jsou konzistentni s dostupnou literaturou.
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Priloha A

Pouzita rozdéleni pravdépodobnosti

A.1 Vicerozmérné normalni rozdéleni

Necht x € R"*!, Pak jeho vicerozmérné normalni rozdéleni se sttedem p € R™*! a kovari-
an¢ni matici X € R"*" je

_n -1 1 -1
N (0, Z) = @) 2|Z| Zexp —E(x—p,)Tz x—pw)¢, (A.1)
s momenty
X=p, (A.2)
X =3+ pu. (A.3)

A.2 Orezané normalni rozdéleni
Ofezané normalni rozdéleni skaldru x na omezeném nosici [a, b] je definovano jako

v2exp (— 55 (x — 1)?)

"(u,0;1a,bl) =
A (w0, bl) vro(erf(B) — erf(a))

Xla,b) (X), (A.4)
kdea = %, B= %, X1a,b) (X) je charakteristickd funkce intervalu [a, b] a erf(7) = % fot exp(—uz)du.
Momenty se pak spoctou

Ux/i[eXp(—ﬁz) —exp(-a?)]

A.5
vrlerf(B) — erf(a)] (A-5)

X=p-—

V2[bexp(-f?) — aexp(—a?)]
vlerf(B) — erf(a)] '

R=0+ux—o (A.6)
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A.3 Orezané vicerozmérné normalni rozdéleni

Chceme-li analyticky spocitat momenty ofezaného vicerozmérného normalniho rozdé-
leni A" (s, Z; [a, b)), musime je aproximovat momenty A" (s, diag(o); [a, b]), kde o je vek-
tor diagondlnich prvkd matice Z. Prvky momentu X jsou pak dany rovnici (A.5) a

xxT = %X' + diag(5), (A7)

kde G; = x7 - % %;.
Tato aproximace muze byt pfili§ hrubd. V tom pfipadé lze aproximovat

xxT = XX" + diag(o)=diag(o), (A.8)

1/20.‘—1/2.

kde 0; =7; ;

A.4 Gammarozdéleni

Gamma rozdéleni skaldru x je definovano jako

a
4 (a,p)= l"ﬁ(a) x Lexp(—px), (A.9)
pro x, @, >0 a kde I'(x) je gamma funkce.
Momenty gamma rozdéleni jsou

a
X=—, (A.10)

B

") a
X = E (A.11)

A.5 Wishartovo rozdéleni

Wishartovo rozdéleni je zobecnéni gamma rozdéleni do vice dimenzi. Pro symetrickou a
pozitivné definitni matici X rozméru p x p je jeho hustota definovédna jako

| X |("=P~ D2 exp -2 tr(V 1 X))

W V,n) = SV )

) (A.12)

pron>p-1,neRaV jesymetrickd pozitivné definitni matice rozméru p x p. I';, znaci
vicerozmérnou gamma funkci.
Momenty Wishartova rozdéleni jsou

X =nV. (A.13)
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