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Uvod

Tato bakalarska préace se vénuje teorii potfebné ke studiu Voroného diagrami spolu se zakladnimi
algoritmy, které jsou vhodné ke konstrukci Voroného diagramii. Déle se prace kromé vyuziti a
nékterych zobecnéni Voroného diagrami zabyvé vlastni implementaci jednoho algoritmu pro dvé
metriky a jeho otestovani na konkrétnich Delonovskych mnozinach.

Kapitoly v bakalaiské praci se vénuji postupné strucné historii Voroného diagramu a elementar-
nimu popisu toho co je Voroného diagram, motiva¢nimu prikladu a aplikacim Voroného diagramu
napii¢ védnimi obory.

Déle nasleduje podrobna diskuze konstrukce a vlastnosti Voroného diagramu. A také zminéni
nékolika zobecnéni Voroného diagramii.

Treti kapitola je vénovana zakladnim algoritmim vhodnym pro hledani diagrami spolu s jejich
analyzou a odvozenim slozZitosti spolu s teori{ potfebnou k této analyze.

Ve ¢tvrté kapitole je popis vlastni implementace algoritmu pro dvé metriky spolu s diskusi jak
se algoritmus méni pro jiné metriky a s ukézkou programu.

Predposledni kapitola je vénovana teorii ¢isel a avodu do Delonovskych mnozin a Pisotovych
¢isel a mnozindm tvorenym komplexnimi kubickymi Pisotovymi ¢isly.

V posledni kapitole se prace vénuje aplikaci vlastni implementace na mnoziny tvorené Pisotovymi
Cisly.



Kapitola 1

Uvedeni do problému

1.1 Strucéna historie

Prvni zminka o Vornoného diagramu viz obr. 1.1a nebo také Voroného teselaci saha az do
Sestnactého stolet{, kdy Johannes Kepler pouzival Voroného diagramy pii jeho studiich snéznych
vlocek. Také jej v sedmnéctém stoleti René Descartes vyuzil ve své praci Principy filosofie k
popisu rozlozeni hmoty ve sluneéni soustavé a vesmiru. Vicerozmérny piipad vyuzil Johan Peter
Gustav Lejeune Dirichlet pii svém studiu kvadratickych forem v poloviné devatenéctého stoleti.
V roce 1854 vyuzil Voroného dlazdéni britsky fyzik John Snow k popisu 8ifeni cholery v jedné
londynské ¢tvrti. Voroného diagram nese jméno po Georgiji Feodosjevi¢i Voroném [10], ktery se
na pocéatku dvacatého stoleti vénoval studiu n-rozmérné formy dlézdéni.

1.1.1 Co je Voroného diagram

Voroného diagram (definice 2.1.13) je definovan mnozinou bodua v metrickém prostoru. Tuto
mnozinu nazyvame generujici mnoZinou. Ke kazdému bodu z generujici mnoziny, nélezi jeden
Voroného region (definice 2.1.9). Voroného region je mnozina v8ech bodii z metrického prostoru,
které jsou blize ke generujicimu bodu, nez k ostatnim generujicim bodim. Voroného diagram je
sjednoceni vSech Vorného regionti, které prislusi jednotlivym generujicim bodim. Cely Voroného
diagram je sloZen tedy z generujicich bodti a jim pfisluSnym Voroného regionim, které jsou
slozeny z hranic nebo-li Voroného hran (definice 2.1.13) a Voroného vrcholu (definice 2.1.13) to
jsou body ve kterych zac¢inaji/konéi Voroného hrany.

K Voroného diagramu existuje i dualnf struktura Delaunayho triangulace viz obr. 1.1b, kterou
ziskame tak, Ze tseckou spojime vSechny dvojice bodt ze zadané generujici mnoziny, pravé tehdy
kdyz jejich Voroného regiony maji spole¢nou hranu.

1.2 Aplikace a vyskyt

Voroného diagram a jeho zobecnéni (sekce 2.2) se vyuziva v mnoha védnich oborech, pie-
vazné ve vypocetni geometrii [20], matematice, optimaliza¢nich tlohéch, informatice, robotice,
molekularni chemii, geografii, krystalografii, biologii a nebo v tzemnim planovéani (sekce 1.2.1),
napf. pro nalezeni nejlepsi lokace pro cukréarnu, nemocnici, 8kolu, fastfood nebo urad, tak aby
byla dand budova nejlépe umisténa vzhledem k zakazniktm.



(a) Voroného dlazdéni v roviné. K¥izky vyzna-  (b) Delaunayho triangulace a Voroného dia-

¢uji body z generujici mnoziny, plné kiivky  gram v roviné. K¥izky vyznacuji body z gene-

hranice Voroného diagramu nebo-li Voroného  rujici mnoziny, plné kfivky hranice Voroného

hrany. diagramu nebo-li Voroného hrany a ¢arkova-
nymi kfivkami je znézornéna Delaunayho tri-
angulace.

Obrazek 1.1: Znazornéni Vornoného dlazdéni a Delaunayho triangulace v roviné.

1.2.1 Motivacni priklad

Uvazujme modelovy, ne zas az tak neredlny piiklad, kdy vlastnime nékolik pobocek cukrarny,
ve kterych peceme doméci jemné pecivo z kvalitnich surovin a vime, Ze lepsi cukrarny v této ¢asti
Prahy (viz obr. 1.2) nejsou. Chceme aby si kazdy Prazan v této ¢asti Prahy mohl béhem chvilky
z domu ,skocit“ pro své oblibené pecivo a pochutiny do jedné z naSich pobocek a aby kazdy z
obyvatel této ¢asti Prahy védél, kterou pobocku ma nejblize.

Ukol zni, vymyslete a nakreslete mapu oblasti tak, aby kazdy potencialni zakaznik nachézejici
se v dané ¢asti Prahy védél, ktera pobocka nasi cukrarny je nejblize.

Jako teSeni by se nabizelo pouzit néjaké dlazdéni prostoru, tak aby kazdy bod z prostoru
(obyvatel), presné védél kterd pobocka je k nému nejblize. Coz je shodou okolnosti definice
Voroného diagramu.

Zkusme tedy tento prostor vydlazdit pomoci Voroného diagramu se vzdalenosti definovanou
tak, jak ji zname tedy euklidovskou metrikou (definice 2.1.3). Po nalezeni dlazdéni dostaneme
mapu jako na obrazku 1.3.

Toto dlazdéni ndm urc¢ité dobfe poslouzi a priblizi predstavu o tom, jakd pobocka je pro da-
ného obyvatele Prahy nejbliZze. Problém je to, Ze pouzita metrika pocita jako nejkratsi vzdélenost
vzdu8nou ¢arou a pritom ignoruje vSechny prekazky, které by potencidlnimu nakupujicimu mohly
prekazet (napiiklad celé budovy a bloky budov). Kdybychom méli obdobny piiklad zasazen na
roviné, kde nejsou zadné prekizky, pak bychom dostali optimélni feSeni, ovSem v blokovém mésté
jako je tato ¢ast Prahy musime piekazky zapocitat do naseho modelu.

Proto zvolime jinou metriku, zkusme metriku manhattanskou (definice 2.1.4), ktera zapo-
¢itava takovéto prekazky, pokud je mésto staveno do bloki jako je na obrazku 1.2. Tato jeji
vlastnost je dusledek toho jak je manhattanskd metrika definovana. Sestrojime-li Voroného di-
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Obrazek 1.2: Mapa dané ¢asti Prahy, kde ¢erné tecky znazoriiuji pobocky nasi cukrarny.

agram s manhattanskou metrikou nad generujici mnozinou pobocek cukraren dostaneme mapu
s dlazdénim, ktera je znazornéna na obrazku 1.4. Takto sestrojeny Voroného diagram pocita s
prekazkami v podobé bloki a proto je jako naSe mapa pro potencidlni zdkazniky vhodnéjsi.
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Obrazek 1.3: Voroného dlazdéni ¢asti mapy s euklidovskou metrikou pro pobocky cukrarny.

Stacilo by tedy na naSe socidlni sité a stranky vyvésit mapku s timto dlazdénim jako na
obrazku 1.4, kde by si kazdy obyvatel nasel svoje bydlisté a okamzité by védél, ktera pobocka
je nejblize s tim, Ze ti co by bydleli pfimo na hranicich jednotlivych dlazdi¢ek by méli na vybér
ze dvou pobocek a ti co by bydleli pfimo v prisecicich jednotlivych hranic by méli na vybér
dokonce ze ti pobocek.
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Obrazek 1.4: Voroného dlazdéni ¢asti mapy s manhattanskou metrikou pro pobocky cukrarny.

1.2.2 Reseni geometrickych problémi

Voroného diagram je vybornym nastrojem pro feSeni geometrickych problémt vypocetni
geometrie, stejné tak se v této oblasti hojné vyuzivd dudlni struktura k Voroného diagramu:
Delaunayho triangulace. Nyni uvedeme nékolik rtiznych aplikaci Voroného diagramu pro feseni
geometrickych problémi. Podrobnosti k nalezeni v |7].

Hledani nejblizsiho souseda: jedna se vlastné o replikaci motiva¢niho prikladu ze sekce 1.2.1.
Mgjme mnoZinu n bodi v roviné (omezme se na dvourozmérny metricky prostor), kde kazdy z
téchto bodu zastupuje napf. jednu poboc¢ku posty a tkolem je pro libovolny bod z roviny najit
nejblizsi pobocku posty. Sestrojeni Voroného diagramu nad mnozinou po$t nam vydlazdi rovinu
na regiony, pak uz celkem snadno najdeme region, ve kterém libovolny bod lezi a k tomuto
regionu najdeme jeho generujici bod. Jenda z pouzivanych metod, ktera se pouziva k hledani
prislusného piislusného regionu k nasemu libovolnému bodu, se nazyva slab metoda.

Hledani nejblizsiho souseda a nejblizsiho pdru: dalsi z geometrickych problémi je pro zadanou
mnozinu bodu sestaveni orientovaného lesa tvofeného stromy (pojmy z teorie grafi, vice v [14])
tak, Zze z kazdého vrcholu povede Sipka do jiného jemu nejbliz§tho vrcholu. Jeden z moznych
pristupt jak feSit tento problém je vyuziti Voroného diagrami.

Hledani Nejvétsiho prdazdného kruhu: predpokladejme, Ze chceme postavit vilu, ale zaroven
chceme, aby byla co nejdal od vSech ostatnich zdroju vyruSeni (ostatnich vil, budov nebo hfist).
Pfedpokladejme, Ze ma sidlisté tvar konvexniho polygonu a zdroje vyruSeni jsou body z generujici
mnoziny. Hledame tedy nejvétsi kruh se stfedem v misté, kde chceme stavét a zaroven aby
neobsahoval zadny jiny bod z generujici mnoziny. Bylo ukazéano [7], Ze musime vilu postavit v
néjakém vrcholu Voroného diagramu nebo na prise¢iku Voroného hrany s hranici sidlisté.

Dual k Voroného diagramu: Delaunayho triangulace také nabizi feSen{ nebo uleh¢eni mnoha
geometrickych tloh, nékolik jich zde uvedeme: Minimdlni rozpéti stromi a cykli — hledani
nejmensi délky hran planarniho rovinného grafu (pojem z teorie grafii, vice v [14]), rozpozna-
vani vzorcl, prepravni problémy a clustering. Obchodni cestujici — nalezeni nejkratsi cesty mezi
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pfedem zadanou mnoZinou bodu tak, abychom progli pies vSechny body. a-tvary — extrahovani
tvaru z pfedem dané mnoziny (vizualizace dat a rozpoznavani vzorci). Nejkratsi cesty — ovéro-
vani jestli nejkratsi vzdalenost dvou bodt na rovinném planarnim grafu nepiekro¢i dany nasobek
euklidovské vzdalenosti (robotika).

Clustering pro danou mnozinu dat znamenéa nalezeni podmnozin (Clusters), jejichz prvky
jsou si podobné a prvky napfic¢ clustery si jsou nepodobné/rozdilné vzhledem néjaké podmince
podobnosti. Clustering dat je hojné vyuzivin v mnoha védnich odvétvich a Voroného diagramu se
pii Clusteringu vyuziva, kdyz je podobnostni podminka definovana néjakou formou vzdélenosti.
Jde tedy naptiklad o hledani shluki v datech nebo vzorcti a tvari v jejich rozdéleni. Pati{ sem
také Dilci clustering a Hirearchickyj clustering. Dalsi aplikaci je tfeba komprese obrazkt, hledani
optiméalnich pravidel pro kvadraturu, optiméalni reprezentace kvantizace a shlukovani. Vice v
[39, 33].

Zobecnéné Voroného diagramy, predevsim tusecek (sekce 2.2.3), kruznic (sekce 2.2.2) a po-
lygoni [7], nachéazi uplatnéni v Pldnovdni pohybu, které je nejvice vyuZzivano v robotice a v
prepravnich problémech. Pfedpokladejme Robota, pro jednoduchost bezrozmérného (tedy bo-
dového) a chceme po ném, aby se dostal z mista A do mista B. Problém je, Ze ma v daném
planku/roviné mnozinu o n piekazkach, které jsou tvofené napf. nepiekonatelnymi tseckami.
Jak takového robota navigovat, aby se dostal z mista A do mista B a pfitom nenaboural do
zadné prekazky (asecky). Robot neni schopen vidét (neni v ném zadna kamera se snimacem).
Pouze chceme robotovi fict po jakych bodech a kiivkach se pohybovat aby dosel do cile.

Sestrojime Voroného diagram usecek (pokud jsou prekazky tusecky) nebo Voroného diagram
kruznic (pokud jsou piekazky kruznice) ev. kombinaci néjakych verzi zobecnéni Voroného dia-
gramii (sekce 2.2). Poté co je Voroného diagram sestrojen, nalezneme nejkrat$i moznou cestu z
nasi pozice A na Voroného hranu a posleme robota po Voroného hranach, dokud nebude jeho
vzdalenost od cilového bodu B nejkratsi, pak uz sta¢i pouze z Voroného hrany prejit po nejkratsi
cesté do cilového bodu B. Do modelu muzeme pridat i vice parametri, naptiklad to, ze rozméry
robota nebudou nulové, tim se nam jisté prichody mezi prekazkami uzaviou a je potieba si dat
na takové piipady pozor. Znazornéni viz obr.1.5. Vice v [7, 32].

1.2.3 Molekularni chemie

Voroného diagramy a Delaunayho triangulace se také vyuzivaji pfi analyze tuneltt v mole-
kulach, pfedev§im pii vyvoji lékti. Umisténi a Sitka tunelit mezi jednotlivymi proteiny urcuje
vlastnost dané molekuly (jak moc muZzou proteiny komunikovat s molekulami). Pokud doka-
Zeme témto chemickym procestim porozumét, tak jsme pak schopni je i ovliviiovat — napiiklad
zvétsovanim téchto tuneli nebo naopak jejich zmensovanim. K hledani téchto tunelt se vyuziva
Voroného diagrami, vice v [28, 11].

Dalsim piikladem vyuziti Voroného diagramu respektive jeho zobecnénim na generujici mno-
zinu kruZnic je modelovani ristu a vyvoje ¢astic a molekul, vice v [5].

1.2.4 Aplikace Voroného Power diagrami

Voroného Power diagramy (sekce 2.2.4), jsou zobecnénim k standardnim Voroného diagra-
mum a maji vyuzit{ v analyze d-rozmérného prostoru, pfi hledani efektivnich FeSenich geomet-
rickych problémi, vice v [6].
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Obrézek 1.5: Znazornéni cesty (Cervenou ¢arkovanou carou), bez narazu do piekazky, robota z

bodu A do bodu B.

Osvétlenost kouli: m&jme d-rozmérny prostor a necht V' a B jsou podmnoziny tohoto prostoru.
Rikame, ze V osvétluje B, pokud pro kazdy bod x na hranici B existuje bod y ve V takovy, ze
tsecka spojujici body x a y neprotini/neprochazi mnozinou B. Necht B je sjednoceni n kouli z
prostoru, pak body osvétlenosti jsou vrcholy Voroného Power diagramu a tlohu lze redukovat na
hledani Voroného Power diagramii. Vice v [6].

Detekce k-mnoZin: méme mnozinu M s n body v d-rozmérném prostoru a My C M tak,
ze |Mi| = k., kde (1 < k < n —1). M; nazyvame k-mnozinou mnoziny M, pokud existuje
poloprostor h tak, ze hN M = M. k-mnoziny mohou byt charakterizovany pomoci Voroného
Power diagrami, vice v [6].

Poznamka. Zdpisem |My| mdame na mysli mohutnost mnoZiny My resp. pocet prvki v mnoZiné
M;.

Déle se pak Voroného Power diagramy pouzivaji ke konstrukci: Multiplicative weighted Voro-
noi diagrams a Voroného diagramy kouli, [6].
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1.2.5 Geografie a Meteorologie

Voroného diagramy se v geografii vyuzivaji napiiklad pfi analyze osidleni. Pokud na dané
tzemi aplikujeme Voroného dlazdéni tak, Ze generujici body budou rozmistény podle hustoty
obyvatel, potom kratké hranice Voroného diagramu znaci husté obydlené oblasti a dlouhé hranice
fidce obydlené oblasti (aplice clusteringu na shluky dat). Aproximace pomoci Voroného diagramu
se pouziva pri predpovédi pocasi, pro zjednoduseni vypocti. Pro tyto tcely se vyuziva zobecnéni
centralizovaného nebo-li tézistového Voroného diagramu (sekce 2.2.6). Vice v [39, 13]. Voroného
diagramy maji své vyuziti i v modelovini zmén a predikci klimatu a pfi simulaci Sifeni kinetické
energie, kterou v sobé ma proudéni vzduchu v atmosfére. Obecné v geologii a meteorologii jako
pomticka p¥i simulaci proudéni nap¥. vzduchu, tepla, lavy ... Vice v [19, 33].

1.2.6 Biologie

Voroného diagram se napiiklad pouziva pii modelovani Sifeni a okupovani oblasti danym
druhem rostliny. Kazda samostatné rostlina se bere jako generujici bod a pomoci postupného
pridavani bodi jsme schopni namodelovat Sifeni rostlin. Podobnym zptsobem muZzeme modelovat
rast bunék nebo korali. Jinymi slovy se jednd pouze o aplikaci jiz zminéného clusteringu na
hledani a predikovani shluku, vice v [33, 39, 28, 11].

1.2.7 Krystalografie

Voroného digram slouzi jako dobréa aproximace modelovani riastu krystali. Za predpokladu, ze
krystaly rostou stejnou rychlosti, mizeme v prostoru zvolit generujici body, jako mista kde za¢nou
krystaly riist. Jak se postupné jejich objem zvétsuje, jakmile se dotknou tak jejich rist pokracuje v
jiném sméru, v tom kde je jesté misto. Pokud bychom uvazovali rozdilnou rychlost riastu krystal,
museli bychom kazdému generujicimu bodu pfifadit jinou vahu, vysledkem takového dlazdéni by
byla mozaika podobné té, ktera se tvoii z mydlovych bublin. Vice v [39, 5.
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Kapitola 2

Voroného diagram

V této kapitole si uvedeme zékladni pojmy, definice a vlastnosti Voroného diagramu. Budeme
uvazovat metricky prostor R? s euklidovskou nebo manhattanskou metrikou a kone¢nou diskrétni
(definice 5.2.1) neprazdnou mnozinu bodu S. Vice podrobnosti lze nalézt v [7, 17].

2.1 Zakladni definice a vlastnosti

Zatneme definici obecné metriky pro n-rozmérny metricky prostor, ktery si zadefinujeme s ni
a na kterém se budeme v celé praci ,,pohybovat®.

Definice 2.1.1. Dvojici (M, p) nazveme metrickym prostorem , kde M je libovolné neprazdna
mnozina a p je zobrazeni: M x M — R, které nazyvame metrikou, a které spliiuje nasledujici
axiomy Vx,y,z € M:

e Axiom nezapornosti: p(x,y) > 0,
e Axiom totoZnosti: p(x,y) =0 <=z =y,
e Axiom symetrie: p(z,y) = p(y, x),

e Axiom trojthelnikové nerovnosti: p(z, z) < p(z,y) + p(y, 2).

Poznamka. Podle definice metrického prostoru tedy dostdavdme, Ze prostor R, n € N s eukli-
dovskou nebo manhattanskou metrikou je metrickym prostorem, vice v [15].

Definice 2.1.2. Necht (R",d) je n-dimenzionalni metricky prostor, pak definujeme obecnou
metriku na tomto prostoru jako:

P

d(:L‘,y) = (Z‘xz - yz|p> ) (21)
=1

kde z a y jsou libovolné body z M a z; je i-ta slozka bodu z a y; je i-ta slozka bodu y, a kde p
a n jsou pfirozené ¢isla.
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Poznamka. Pokud v definici 2.1.2 za p dosadime dvojku a za n také dvojku dostaneme definici
euklidovské vzddlenosti (metriky) 2.1.3 na dvourozmérném metrickém prostoru. Naopak pokud
za p dosadime jednicku a misto n nechdme dvojku, dostaneme definici manhattanské vzddlenosti
(metriky) na dvourozmérném metrickém prostoru.

Nyni rigorézné zadefinujeme obé& vzdélenosti zminéné v poznamce 2.1.

Definice 2.1.3. Necht body = = (z1,72) € R? a y = (y1,42) € R? pak definujeme jejich
FEuklidovskou vzddlenost d. jako:

de(x,y) == V/(z1 — 1) + (2 — y2)*. (2.2)

Takto definovana vzdalenost, spliwuje ,,béZznou” predstavu o vzdalenosti v nasem svété (pokud
by nase Zemé byla placatd).

Definice 2.1.4. Necht body = = (z1,72) € R? a y = (y1,42) € R? pak definujeme jejich
Manhattanskou vzddlenost d,, jako:
dn(z,y) = |21 — y1] + |22 — Yal. (2.3)

Definice 2.1.5. Necht (R2,d) je metricky prostor s libovolnou metrikou d( , ) z definice 2.1.2.
A necht bod z € R? a r € RT. Pak mnozinu C(z) := {y € R? | d(y,x) = r} nazveme kruZnici se
stfedem v bodé x a polomérem 7.

Pro predstavu jaky je rozdil mezi euklidovskou a manhattanskou metrikou, ve vzdalenosti
dvou bodt a ve tvaru kruZnice, je priloZen obrazek 2.1.

(a) Vzdalenost bodi a a b: ze- I ‘

len4 kiivka pro Manhattanskou ) Kruznice se stiedem a v ) Kruznice se stfedem a v Ma-
metriku a modra pro Fuklidov- Euklzdovske metrice. nhattanske metrice.
skou.

Obréazek 2.1: Porovnani Fuklidovské a Manhattanské metriky.

Definice 2.1.6. Mé&jme body z,y € R? a necht d(, ) je metrika na R?, pak definujeme B(z,y)
bisektor téchto bodu jako mnozinu viech bodu v prostoru R? pro, které plati, Ze jejich vzdalenost
od bodu z je stejné jako jejich vzdélenost od bodu y.

B(z,y) ={z € R? | d(x,2) =d(y,2)}. (2.4)
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7 Definice 2.1.6 muzeme vyd¢ist, Ze bisektor je vlastné osa tisecky, ktera spojuje body x a y a
jedna se tedy o normalu pomyslné piimky, kterda by prochazela body x a y. Toto ovSem neplati
obecné pro vsechny metriky, ale pouze pro metriku euklidovskou nap¥. u manhattanské metriky
miize nastat celkové sedm pfipadt tvard bisektoru viz obr. 4.1.

Definice 2.1.7. Necht body z,y € R? anecht d( , ) je metrika na R?. Pak definujeme polorovinu
D(z,y) bodu z a y jako:
D(z,y) = {z|d(z,z) < d(y,z)}. (2.5)

D(z,y) je tedy mnoZina vSech bodu, jejichz vzdalenost od bodu x je mensi nebo rovna nez jejich
vzdélenost od bodu y.

Miizeme si v§imnout tedy, Ze obé& poloroviny D(z,y) i D(y,x) pro body z,y € S, obsahuji
bisektory B(z,y) a B(y,z) tzn. Vx,y € S, B(z,y) C D(x,y).

Definice 2.1.8. Necht S je mnozina bod@ v prostoru R? a necht d je metrika na R2. Pak
Voroného region VR(x, S), generovany bodem x € S definujeme jako:

VR(z,S)={y € R? |Vz € S, d(y,z) < d(y, z)}. (2.6)

VR(z, S) tedy obsahuje viechny body z R?, pro které plati, Ze bod  je k nim nejblize ze viech
ostatnich bodt z mnoziny S. Z predchozi definice lze vypozorovat alternativni definici Voroného
regionu: Voroného region generovany bodem z je prinik vSech polorovin bodu x, s ostatnimi
body z mnoziny S formélné zapsano:

Definice 2.1.9 (Alternativni definice Voroného regionu). Necht S je mnozina boda v Euklidov-
ském prostoru R2. Pak Voroného region VR(z, S), generovany bodem x € S definujeme jako:

VR(z,8) = [\ D(x,y). (2.7)
yeSy#£T

Vsimnéme si, Ze Voroného region vznika prinikem pravé n—1 polorovin. Kde n je pocet bodu
v mnoziné S. Vzhledem k tomu, ze v euklidovském prostoru jsou vSechny poloroviny konvexni
mnoziny, tak jejich prunik musi byt také konvexni, tedy Voroného region je konvexni mnozina.

Definice 2.1.10. Otevienou kouli, se stfedem v bodé z a polomérem r» € R™, r > 0 na metrickém
prostoru R™ rozumime mnozinu B, (z) = {y € R" | d(y,z) < r}. Kde d(, ) je metrika na R".

Definice 2.1.11. Uzavienou kouli, se stfedem v bodé x a polomérem r € R*, r > 0 na metrickém
prostoru R™ rozumime mnozinu B} (z) = {y € R" | d(y,x) < r}. Kde d(, ) je metrika na R™.

Definice 2.1.12. Hranici koule, se stiedem v bodé x a polomérem r € RT,7 > 0 na metrickém
prostoru R™ rozumime mnozinu H,, = {y € R" | d(y,z) = r} tzn. Hy, = B}(x) — By(z). Kde
d(, ) je metrika na R™.

Poznamka. Z definice 2.1.12 miZeme vidét, Ze definice hranice koule za piedpokladu, Ze n = 2
je ekvivalentni s definici kruznice (definice 2.1.5) s polomérem r.

Pripomenme, Ze mnozinu nazveme omezenou pokud existuje koule s koneénym polomérem
tak, Ze tato koule obklopi celou mnozinu. V opa¢ném piipadé je mnozina neomezend. MnozZinu
nazveme uzavienou pokud obsahuje i svoji hranici. MnoZina bez svoji hranice, je mnozina ote-
virend, vice v [17].
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D(q.p)

D(p.q)

QX

Obrazek 2.2: Uvazujme metricky prostor R? s euklidovskou metrikou. Na obrazku je ¢arkované
znazornéna spojnice bodu g a p, kde jeji délka je vzdalenost téchto bodi. Sedou barvou je
znézornéna mnozina viech bodu v prostoru, které jsou blize k bodu ¢ tedy mnozina D(q,p) a
bilou barvou znazornéna mnozina vSech bodu v prostoru, které jsou blize k bodu p tedy mnoZina
D(p,q). B(p,q) je bisektor k bodim p a ¢ tedy mnozina vSech bodu v prostoru, které jsou od
bodt p a g vzdaleny stejné.

Definice 2.1.13. Necht S = {z1,22,...,2,} je mnoZzina bodi v metrickém prostoru R? a necht
x; € S, Vi € na VR(z;,5) je Voroného region pfislusny k bodu z;. Pak spole¢nou hranici mezi
dvéma Voroného regiony nazveme Voroného hranou pravé tehdy, kdyz tato hranice obsahuje vice
jak jeden bod z prostoru R?. Koncové body (pokud existuji) Voroného hran nazveme Voroného
vrcholy. Tyto vrcholy lezi na spole¢né hranici tif a vice Voroného regionti. Voroného diagramem
V(S) nazveme sjednoceni viech Voroného regiont, které jsou generovany viemi body z mnoziny
S.
V(S) = | VR(z;, 9). (2.8)
1EN
7 definic vyse muzeme vypozorovat, ze pokud bychom si oznaéili Voroného hranu mezi Vo-
roného regiony, které jsou generovany body x a y, jako a. Tak tato hrana je vlastné ¢ast bisektoru,
ktery je generovan body x a y, navic pokud by mnoZina S obsahovala pouze tyto dva body pak
je tento bisektor a Voroného hrana totéz, tedy Voroného hrana by byla pfimka (pokud bychom
uvazovali euklidovskou metriku).

Véta 2.1.1. Necht S je mnozina bodii v metrickém prostoru R%. Necht C(z) je kruZnice se
stredem v bodé © € R? a necht p, q a o jsou proky S.

e Pokud je C(x) kruznice s nejmensim polomérem tak, Ze C'(x) NS = p, pak bod x leZi uvniti
Voroného regionu, ktery je generovdn bodem p, tzn. x € VR(p, S).

o Pokud je C(x) kruznice s nejmensim polomeérem tak, Ze C(x) NS = {p,q}, pak bod = lezi
na Voroného hrané, kterd prislusi Voroného regionim, které jsou generovdny body p a q,

tzn. z € {VR(p,S) N VR(q, S)}.
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o Pokud je C(x) kruznice s nejmensim polomérem tak, Ze C(x) NS = {p,q,o,...}, pak bod
x leZi na Voroného vrcholu, ktery prislusi Voroného regioniim, které jsou generovdny body
{p,q,0...}, tzn. z € {VR(p,S) N VR(q,S) N VR(0,S)N...}.

Diikaz. Pokud se kruZnice protne pravé s jednim bodem p, pak je bod p prvek z S, ktery je k
bodu z nejblize. To znamené, ze x € D(p,r), Vr € S\ {p}.

Pokud kruznice C' protne préavé dva body p a ¢, tak vime, Ze tyto dva body jsou od bodu z
stejné vzdaleny a tim padem se nachézi na bisektoru, ktery je generovan body p a ¢. A zaroven
plati, ze x € D(p,r) ANx € D(q,r), ¥r € S\ {p,q}. Z definice 2.1.13 vime, Ze toto plati pouze
pro Voroného hranici mezi Voroného diagramy, které jsou generovany body p a ¢. analogickou
tvahou mtzeme dokézat i posledni ptipad. O

Definice 2.1.14. Stupesi Voroného vrcholu, je pocet Voroného hran, které do tohoto vrcholu
vstupuji, nebo-li pocet prilehlych Voroného regionu viz obr. 2.3.

Definice 2.1.15. Mé&jme S konefnou mnozinu bodu takovou, ze S = {z1,z2,...,x,}. Potom
konvexnt kombinact prvki {z1, o, ..., z,} nazveme linearni kombinaci Y ;" ;| a;x;, ktera splije
Yo a; =1laa; > 0prokazdé i € n. Mnozinu vSech konvexnich kombinaci nazyvame konvezrnim
obalem prvku {z1,x2,...,z,} a znaéime jej [x1,x2,...,x,]c. Plati tedy:

n
[X1, X2, ..., Zn|Kc = {Zaiaji

n
Z%‘:l, aiERaaiEOaprokaZdéieﬁ}.
i=1

i=1

7 definice 2.1.13 vyplyva, Ze kazdy Voroného vrchol ma stupein minimalné tii a Voroného
diagram je dekompozice prostoru s tim, Ze jednotlivé Voroného regiony se nepiekryvaji az na
Voroného hrany a Voroného vrcholy.

Na Voroného diagramu definujeme jeho Konvexni obal viz obr. 2.3 jako nejmensi konvexni
mnozinu bodi, ktera obsahuje celou generujici mnozinu S. Konvexni obal mnoziny S je konvexnd
polygon a je ohranicen h < n tzv. extrémnimi body viz obr. 2.3 pro které plati h € S.

Véta 2.1.2. Necht' S je mnoZina bodi z R?, kterd generuje Voroného diagram V (S) a méjme bod
p € 5. Pak bod p leZi na hranici konvexniho obalu mnoZiny S prdvé tehdy, kdyz je jeho Voroného
region neohranicen, tzn. jednd se 0 neomezenou Mnozini.

Diikaz. Uvazujme BUNO piipad, ktery je na obrazku 2.4. Voroného region generovany bodem x
je neomezeny pravé tehdy, kdyz existuje néjaky bod y € S, takovy, ze Voroného diagram obsahuje
polopfimku leZici na B(x,y) jako Voroného hranu. Necht bod p € B(x,y) a zarovenr necht C(p)
je kruznice se stfedem v bodé p, jejiz polomér se zvétsuje dokud neprojde skrz body = a y viz
obr. 2.4. Bod p € V(S) pravé tehdy, kdyz kruznice C'(p) neobsahuje zadny jiny bod z S. Kdyz
pohybujeme bodem p smérem doprava (od spojnice bodi z a y), podél bisektoru B(z,y), prunik
kruznice C(p) s pravou stranou roste a prinik s levou stranou se naopak zmensuje. Pokud se
v pravé poloroviné nachézi dalsi bod z mnoziny S, pak ho musi kruznice ¢asem protnout a tim
zpusobi, Ze zde bude Voroného hrana konéit. V opac¢ném piipadé se musi vSechny ostatni body z
mnoziny S nachézet v levé poloroviné. Pak budou body z a y prvky konvexniho obalu mnoZiny
S. O

Reknéme, Ze je mnozina S v konvexni pozici, pokud vSechny jeji body lezi na hranici kon-
vexniho obalu. Pak jako dtsledek véty 2.1.15 dostaneme, Ze vSechny jeji Voroného regiony jsou
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Obrazek 2.3: Teckované je na obrazku znazornén konvexni obal pro Voroného diagram, slozeny z
osmi bodu. Voroného vrchol A ma stupen roven tfem. Body s indexy 0, 1, 2, 3, 4, 5, jsou body
extrémni.

neomezené mnoziny.

Nyni provedeme rychlou odbo¢ku do teorie grafi, vice v [14].

Definice 2.1.16. Necht V je libovolna neprézdna koneéna mnozina bodd, B je mnozina vSech
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V' a necht E C B. Potom uspotadanou dvojici (V, E') nazy-
vame neorientovanym grafem, znac¢ime G(V, E).

Definice 2.1.17. Cesta v grafu G(V, E) je posloupnost vrcholu a hran (v, e1, v1,. .., e, v;), kde
Vi € 7?, e; = {vi_l,vi} eFaVje tA, v; € V.

Definice 2.1.18. Graf G(V, E), kde |V| = n, nazveme souvisly, jestlize Vu,v € V, existuje cesta
v grafu G(V, E) z u do v.

Pro jednoduchost budeme uvazovat tedy souvislé grafy, protoze Voroného diagram bude vzdy
graf souvisly.

Véta 2.1.3 (Eulertiv vzorec pro grafy). Necht se Zadné dvé hrany grafu G(V, E) v roviné nepro-
tinagi a necht je graf souvisly. A oznacme si |V| jako pocet vrcholii v grafu, |E| jako pocet hran a
|F'| jako pocet uzaviFenych oblasti v grafu, vymezengch jeho hranami. Pak plati:

V| —|E|+ |F| = 1. (2.9)

Drikaz. Ukazeme, Ze libovolny graf, ktery splituje pfedpoklady véty, lze zredukovat na jeden bod
(izolovany uzel), pro ktery rovnost zjevné plati. Mame dva zpusoby jak graf redukovat:
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C(p)

o] }

B(x,y)

Obrazek 2.4: Jak se bod p posouva doprava, tak se prunik kruznice s levou stranou zmensuje
zatimco prinik s pravou stranou se zvétsuje.

1. Pokud v grafu narazime na tzv. volnou hranu, tedy takovou hranu, ktera vstupuje do
vrcholu do kterého nevstupuje zadna jina hrana, pak odstranime tuto hranu spolu s uvol-
nénym vrcholem, ktery by jinak ztstal sém a tim by ndm vznikl nesouvisly graf. Tim se
nam zmensi |V| a |E| o 1 a |F| se nezméni. Tedy tento postup nemél ve vysledku na
vysloveny vzorec opét zadny vliv.

2. Odebereme hranu na hranici néjaké ohrani¢ené oblasti. Odstranénim hrany, ale zddného
vrcholu na obou koncich hrany, se zmensi ¢islo |E| o 1, ¢islo |V zistane stejné a ¢islo |F|
se zmensi o 1. Ve vysledku se tedy rovnice |V| — |E| + |F'| = 1 nezméni. Zmény hodnot |E)|
a |F| se vzajemné vyrusi viz obr. 2.5.

Takto muZzeme postupné cely graf redukovat, dokud nédm nezustane pouze jeden izolovany
uzel, pro ktery tento predpis plati, coz si mizeme ovérit jednoduchym dosazenim. O

Nyni, vyzbrojeni Fuleroviim wvzorcem pro grafy, se muzeme vratit k Voroného diagramu a
vyslovit vétu, kterda nam uda zavislost po¢tu vrchold a hran na poc¢tu generujicich bodi.

Véta 2.1.4. Necht S je mnoZina generujici Voroného diagram a obsahujici n > 3 prvki. Pak
Voroného diagram V (S) mda O(n) Voroného hran a vrcholi. A plati, Ze Voroného diagram md
nejuyse 2n — 5 Voroného vrcholi a mazximdlné 3n — 6 Voroného hran.

Diikaz. PouZzijeme diive dokazany Eulertuv vzorec pro grafy, nemuzeme jej piimo aplikovat na
Voroného diagram, protoze ve Voroného diagramu se vyskytuji polopiimky, které ,bézi do ne-
kone¢na, coz se vymyka nasi definici grafu. Abychom se takovéto komplikaci vyhnuli, pridame
do Voroného diagramu jeden bod, ktery bude plnit funkci ,nekone¢na“ a ze vSech polopiimek ve
Voroného diagramu udéldme kfivky tak, Ze jejich ¢ast ktera neméla konec ,posleme” do naseho
nové pridaného bodu.

Nyni mizeme pouzit Euleriv vzorec pro grafy a dostaneme nasledujici rovnost:

V]+1—|El+n—1=1 (2.10)
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Odstranéni vné&jsi hrany
p r o

—>

[V|=5, [E| =6, |F|=2 [VI=5,[E[=5,[F|=1
V|- [E| +|F| = 1 [VI—[E[+[F| =1

Odstranéni volné hrany

—>

[V|=5,|E|=6,|F|=2 [VI=4, [E[=5,|F|=2
[V| - |E|+ [F| =1 [VI-[E[+[F|=1

Obréazek 2.5: Znazornéni odstranéni volné a vnéjsi hrany z rovinného neorientovaného grafu.

V rovnici je n — 1 pocet uzavienych oblasti. Vime, Ze kazdy bod aZ na dva (jeden z nich je ten,
ktery zastupuje ,nekonecno” a druhy je jeden bod z S, ktery tvor{ konvexni obal S a k nému
piislusny Voroného region je neomezeny) mé svoji vlastni oblast. Navic vime, Ze kazda hrana
mé dva vrcholy, pokud tedy seCteme stupné vSech vrcholi, dostaneme dvojnasobek poctu hran.
Kazdy vrchol ma minimalni stupen t¥i, tak dostaneme:

2|E| > 3(|V] +1) (2.11)

Kombinaci téchto rovnic 2.10 a 2.11 dostaneme platnost véty, stadi vyjadiit bud E nebo V z
jedné rovnice a dosadit do druhé. O

Poznamka. Symbolem O( ) ve vété 2.1.4 mdme na mysli asymptotické chovdni, vice o tiidé
funkei O() v sekci 3.1.1 a v [21, 16].

2.2 Zobecnéni Voroného diagramu

Nyni si uvedeme nékolik zobecnéni Voroného diagramu se kterymi se miuzeme setkat.

2.2.1 Voroného diagram v jinych metrikach

Nejjednodussim zobecnénim Voroného diagramu je pouziti jiné metriky nez euklidovské. Me-
triku na metrickém prostoru R™ jsme si zadefinovali v 2.1.2 jako:

d(z,y) = (Z!wz - y#’) y (2.12)
=1
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Kde pro p a n plati, ze p,n € N. Pokud za polozime p = 2, tak dostavame euklidovskou
metriku pro n-rozmérny metricky prostor. Pokud dosadime za p = 1, tak dostaneme metriku,
které se fikd manhattanska (taxikova, Sachovnicové, definice 2.1.4), vice v [27]. Za p muZeme
dosazovat i jind ¢isla z mnoziny pfirozenych ¢isel a dosdhneme tak rtznych metrik a tedy i
riznych vzhledi Voroného diagramu, vice v [3, 7]. Definice a véty o Voroného diagramu pro
jinou nez euklidovskou metriku popsané v sekci 2.1 se nelisi, az na zvolené p. [lustrace Voroného
diagramu s manhattanskou metrikou viz obr. 2.6.

2ot

Obréazek 2.6: Znézornéni Voroného diagramu s manhattanskou metrikou.

2.2.2 Voroného diagram kruZnic

Pro dalsi zobecnéni budeme predpokladat, Ze misto generujici mnoziny oby¢ejnych bodi,
budeme uvazovat jako generujici mnozinu, mnozinu kruznic (vice v [12, 5]). Aby se dal Voroného
diagram spravneé zkonstruovat tak je potfeba zadefinovat nové pojmy, jako napt.: vzdalenost bodu
od kruznice, ktera je definovana bodem, ktery tvofi jeji stfed a polomérem. Tato vzdalenost je
definovana jako nejmensi euklidovskd vzdalenost daného bodu od kruZnice, nebo-li vzdalenost
daného bodu od stfedu kruznice minus polomér kruznice v absolutni hodnoté.

Pro zjednoduseni mtuZeme predpokladat, Ze polomér kazdé kruznice je nenulovy a zadné dvé
kruznice se neprotinaji v jednom a vice bodech [12].

Pokud méame jako generujici mnozinu, mnozinu tvofenou body, tak Voroného hrany jsou
bud jen ¢asti nebo celé pifimky. OvSem pokud mame generujici mnozinu tvofenou kruznicemi s
predpoklady, které jsme vyslovili vySe, tak Voroného hrany daného Voroného diagramu budou
¢asti nebo celé hyperboly viz obr. 2.7. Jedinou vyjimkou budou kruznice jejichz poloméry by
byly stejné, v tomto piipadé by tvorila Voroného hranu pfimka.
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Obrazek 2.7: Znazornéni Voroného diagramu, kde jsme jako generujici mnozinu brali mnozinu
kruznic. Cisla znazoriiuji jednotlivé generujici objekty a pismena pruseciky Voroného hran, které
tvori hyperboly.

2.2.3 Voroného diagram tisecek

Nyni predpokldadame, Ze generujici mnozinu tvori mnozina tsecek, respektive dvojice bodu
(vice v [31, 20]). Pro zjednoduSeni uvazujme, Ze se kazdé dvé usecky nikdy neprotinaji a ani
nesdileji spole¢ny koncovy bod, nebo-li jsou disjunktni. A chceme sestrojit Voroného diagram
pro tyto dvojice bodu/tsecky.

Z definice Voroného diagramu je, jako v predchozim pripadé, jasné, jak budeme postupovat
a konstruovat Voroného diagram. Otézka je, jaky tvar budou mit bisektory mezi jednotlivymi
useckami. Vzdalenost objektu od bodu definujeme obdobné jako v minulém zobecnéni, tedy jako
nejkratsi euklidovskou vzdélenost objektu od daného bodu.

Pti konstrukei bisektori miizeme dostat dva geometrické utvary ve tfech pfipadech [20].
Castecnou nebo celou parabolu jako ¢ast bisektoru obdrzime, pokud je nejblizsim bodem jedné
usecky jeji koncovy bod a u druhé tsecky je k tomuto bodu nejblizsi bod z vnitini ¢asti tisecky.
V ostatnich piipadech dostavame jako ¢ast bisektoru piimku/polopiimku/tsec¢ku. Vysledny Vo-
roného diagram je tedy kombinace jednotlivych tsecek, polopfimek/pifimek a ¢asti hyperbol viz
obr. 2.8.
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Obrazek 2.8: Znazornéni Voroného diagramu, kde jsme jako generujici mnozinu brali mnoZzinu
usecek.

2.2.4 Laguerreho Voroného diagram / Power Voroného diagram

Jedna se vlastné o Voroného diagram, kde kazdému bodu pfifadime jistou vihu nebo také
silu z anglického power, ktera udava jak velky vliv méa dany bod na své okoli vice v |2, 7, 30, 12].
Vys8e zminény Voroného diagram kruznic je vlastné specidlnim pfipadem tohoto zobecnéni na
dvou-dimenzionalni prostor.

Prvky nasi generujici mnoziny jsou tedy d+1-dimenzionalni. Prvnich d hodnot jsou soutadnice
v prostoru a posledni hodnota zastupuje vihu daného bodu — polomér koule ev. kruznice, jejiz
stfed je definovan prvnimi d hodnotami. Oproti zobecnéni s kruznicemi se lisi definice vzdélenosti
bodu a objektu z generujici mnoziny. Vzdélenost dvou objektii z generujici mnoziny se ¥idi tzv.
Silovou funkct [7):

pow(z,y) = (z —y)" (x — y) — w(p), (2.13)

kde z je libovolny bod z prostoru na kterém se pohybujeme, p objekt z generujici mnoziny S a
w(p) mé vyznam toho, jak moc ovliviiuje bod p svoje okoli. Pokud je hodnota silové funkce w(p)
je kladné nebo nulové ¢islo pro kazdy prvek z generujici mnoziny, tak se na generujici mnozinu
miuzeme divat jako na mnozinu kouli ev. kruznic. Proto budeme dale predpoklddat tento scénar.
Vzdélenost dvou prvki z generujici mnoziny (BUNO dvou kruznic) definujeme tak, Ze sestrojime
spole¢nou tec¢nu pro obé kruznice a dana vzdalenost bude vzdalenost téchto dvou mist doteku
viz obr. 2.9.

Pro takto definovanou vzdalenost plati, Ze mnozina bodu stejné vzdélenych od dvou kruznic
je primka. Pokud se kruznice neprotinaji, tak jimi tato pfimka neprochézi a je kolméa na tsec¢ku
tvofenou stfedy danych kruznic. Jestlize se kruznice protinaji v jednom nebo vice bodech, pak
primka stejné vzdalenych bodi prochazi primo body ve kterych se kruznice protinaji. Pokud lezi
jedna kruznice v druhé a neprotinaji se v zadném bodé, pak primka stejné vzdalenych bodi lezi
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Obréazek 2.9: Znazornéni vzdalenosti dvou kruznic, k1 a ko se stfedy v bodech A a B, zavedené
pro konstrukci Legaurreho Voroného diagramu.

mimo obé kruZznice a je kolmé na piimku tvofenou st¥edy kruznic [12]. Vysledny diagram poté
vypadé jako na obrazku 2.10.

Obrazek 2.10: Znazornéni Power Voroného diagramu pro generujici mnozinu s kladnym ,yvli-
vem“/silou.

2.2.5 Voroného diagram vys$Sich radu

Voroného diagram prvniho fadu je ,standardni* Voroného diagram definovany na zacatku
této kapitoly. Vyssi fady Voroného diagramu, vice v [7, 31, 38|, mohou byt az n — 1, kde n je
pocet prvkll v generujici mnoziné. Voroného diagram k-tého fadu, kde k € n/—\l, je Voroného
diagram, u kterého nebereme pro konstrukei bisektorti a Voroného regionti nejbliZsi bod, ale k-ty
nejblizsi bod. Jistym extrémem je pokud za k volime n — 1. Pak se jedna Voroného diagram, kde
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misto nejblizstho bodu bereme naopak bod nejvzdélenéjsi. Na toto zobecnéni (zvySovani radi)
miuzeme aplikovat jiz zminéné nebo v budoucnu zminéné zobecnéni a dosdhnout tak zajimavych
dlazdéni. Znazornéni Voroného diagramu fadu dva viz obr. 2.11.

Obrazek 2.11: Znazornéni Voroného diagramu druhého radu.

2.2.6 Centralizovany /Té&zistovy Voroného diagram

Dalsim ptikladem zobecnéni je Tézistovy Voroného diagram [39, 33|, u kterého je kazdy bod z
diagram s Voroného regiony stejného tvaru (vyjimkou jsou regiony, které jsou tvofeny body co se
nachézeji na konvexnim obalu generujici mnoziny). Znazornéni Tézistového Voroného diagramu
viz obr. 2.12.

2.2.7 Dalsi zobecnéni Voroného diagramu

Zobecnéni Voroného diagramu existuje mnoho a diky vzajemné kombinaci rtiznych zobecnéni
je takika nemozné a zbyteéné viechny shrnovat do jednoho pojednéni, zminme alespon par dalsich
zobecnéni: Mobiouv diagram, Anizotropni diagram, Voroného diagram konvexnich polygont.
Vice v [2, 7].
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Obrézek 2.12: Znazornéni Tézistového Voroného diagramu.
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Kapitola 3

Zakladni algoritmy

V této kapitole si predstavime nékolik zékladnich algoritmii pro sestrojeni Voroného diagramu.
Podivame se na jejich slozitosti a pokusime se zjistit, ktery z nich je nejoptimélngjsi vzhledem k
dolnimu odhadu konstrukce Voroného diagramu.

3.1 Slozitosti algoritm@i a dolni odhad slozitosti Voroného dia-
gramu

3.1.1 Slozitosti algoritmi

Abychom mohli najit nejoptimélnéjsi algoritmus ke konstrukei Voroného diagramu, musime
zjistit jakou ma dany algoritmus sloZitost. Otazka zni co to vlastné slozitost algoritmu je? Proto
si slozitosti rigorézné zadefinujeme.

Jak nejlépe odhadnou dobu, jak dlouho néjaky nés algoritmus bude zpracovavat dana vstupni
data? Jedna z moznosti co nis napadne je algoritmus naprogramovat a zméfit ¢as néz zpracuje
v8echna data. Tento zptisob je z teoretického hlediska nevhodny, protoze na rychlosti zpraco-
vani dat muZze mit vliv: programovaci jazyk, operaéni systém, parametry (hardware) pocitace,
architektura hardwaru, forméat vstupnich dat,. ..

Dalsi mozZnost je pouziti néjaké metody pro odhad rychlosti nezavislé na technickych parame-
trech. Pokusime se najit tzv. dasovou sloZitost algoritmu, kterd nam fekne jak ptiblizné dlouho
dany algoritmus pobézi v zéavislosti na velikosti vstupu. Pro naSe tivahy se miZzeme omezit na
piipad, kdy plati, Ze ¢im vétsi vstup tim delsi doba béhu algoritmu (ne vzdy tomu tak musi byt).

Jak ,zjednodusené najit slozitost algoritmu? Uréime maximélni mozny pocet elementérnich
operaci (s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, porovnani, logické or a and, ...) ev. jejich nejlepsi
horni odhad. Dostaneme funkci, kterd nam pro vstupni soubor o n prvcich vrati soucet nékolika
(ev. jednoho) ¢€lenu v zavislosti na velikosti vstupniho souboru ozn. f(n).

Pocitace v dnesni dobé jsou dostatecné rychlé na to, ze pro malé vstupy bézi riizné algoritmy
pro zadanou ulohu témér stejné rychle. Proto nas malé vstupy nemusi trapit. Dilezité pro nés je
jak se budou rizné algoritmy chovat pro veliké vstupy. Pro ty ovSem plati, Ze v zobrazeni f(n)
se nejvice projevi ,nejsilnéjsi ¢leny. Proto ve vysledné formuli budeme chtit ponechat pouze ty
¢leny, které se s zvétsujicim se n rostou nejrychleji a ostatni vynechame, stejné tak nas nezajimaji
konstanty pred vSemi ¢leny f(n), které se u ,slabgich” ¢leni nedokézou projevit a u ,silnych® ¢leni
nemaji vliv na vyslednou ¢asovou slozitost.
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Pro zjednodusi bychom mohli tvrdit, Ze v f(n) jsou nejsilnéjsi exponencialni ¢leny (napt. 2"
(oviem pouze pro zaklad vétsi nez jedna)) ,, > polynomialni ¢leny (napt. n3) ,>“ linearni ¢leny
(napt. 3n) ,,>“ logaritmické ¢leny (napf¥. 3.logn (zéklad logaritmu nemé na nerovnosti vliv))
»>" konstantni ¢leny (napi. 1000). Proto zavadime tiidy funkci: O, 2 a O, které vyjadiuji tzv.
asymptotickou casovou sloZitost a pouziviame je k popisu slozitosti algoritmii.

Definice 3.1.1 (T¥idy funkci O(g(n))). M&me dvé funkce f,g : N — R. Reknéme, ze funkce
f(n) je tridy O(g(n)), jestlize existuje takova kladnd realna konstanta ¢ € RJ a ng € N tak, Ze
pro v8echna n > ng plati f(n) < cg(n). Funkci g(n) se pak ¥ika asymptoticky horni odhad funkce
f(n).

Definice 3.1.2 (Tiidy funkei Q(g(n))). Mé&me dvé funkee f,g : N — R. Reknéme, Ze funkce

f(n) je tiidy Q(g(n)) pokud existuje takova kladné redlnd konstanta ¢ € R} a ng € N tak, Ze
Vn > ng plati f(n) > cg(n). Funkei g(n) fikdme asymptoticky dolni odhad funkce f(n).

Definice 3.1.3 (T¥idy funkci ©(g(n))). Reknéme, Ze funkce f(n) je tiidy ©(g(n)), jestlize f(n)
je jak tfidy O(g(n)), tak tiidy 2(g(n)).

Poznamka. V kapitolich Rozdél a panuj 3.4 a Prinik polorovin 3.2 se setkdme s rekurzivnim
algoritmem, kde budeme jeho celkovou sloZitost znacit T (n).

Definice 3.1.4 (Ttida P). Tfidou P nazyvame mnozinu vSech problémi, které jsme schopni fesit
s casovou slozitosti O(n) pro n&jakou konstantu ¢ > 0, tj. v polynomidlnim case. Problémum v
t¥idé P se jinak ¥ika efektivné fesitelné.

Velmi uzite¢nym nastrojem pii odhadu slozitosti je tzv. redukce daného problému na jiny.
Redukci vyuzivame v situacich kdy misto pfimého feSeni daného problému, tento problém pie-
vedeme na problém podobny, ktery je jiz vyreSeny. Této operace se hojné vyuziva napf. v al-
goritmizaci, kdy uz mame néjakou knihovnu zékladnich algoritma a tkol je TeSit néjaky novy
problém. Misto psani specialnfho algoritmu je jednodussi aktualni novy problém zredukovat na
néjaky jiz znamy problém, ke kterému uz méame hotovy algoritmus v nasi knihovné. Vzhledem k
tomu, Ze vSechny problémy na které narazime budou fesitelné maximélné v polynomidlnim case,
tak si nyni formalizujeme polynomialni prevod dvou problémi.

Definice 3.1.5. Mé&jme dva problémy Py, P,. Polynomidlnim pFevodem /redukci Py na Py rozu-
mime algoritmus R € P takovy, Ze pro vSechny vstupy w plati, ze Pj(w) = Py(R(w)).

7 definice polynomialniho prevodu tedy dostavame, Ze pokud umime efektivné resit problém
P,, pak problém P; také miZeme efektivné vytesit tim, Ze jej prevedeme na znamy problém Ps.

Pokud vime, Ze problém P, je ¢asové obtizné feSitelny a polynomialné jej prevedeme na
problém P;, pak problém P; je alespon tak slozity jako problém Ps.

Priklad 3.1.1. Pokusme se najit sloZitost tiidiciho algoritmu Bubble-sort, ktery dokdzZe seradit
n prvkid podle velikosti vzhledem k néjaké vdze. Necht vektor [n] je wektor o n prucich, ktery
chceme seradit.

Z Fadictho algoritmu 1 miZeme vidét, Ze vnitini cyklus provede pii nejhorsim (n —1) 4+ (n —
2)+---+ (1) operact (celkové jde tedy o n—1 scitanci). To je ale soucet n—1 clend aritmetické
1).("—;)‘*‘1 _ n? 2

posloupnosti: S, = (n — 5. Nejrychleji rostouci clen je ocividné n=, ostatni
cleny tedy miZeme zanedbat. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o nejhorsi, ale i nejlepsi pripad, tak
vyjslednd sloZitost algoritmu Bubble-sort bude ©(n?).

Vice informaci ke slozitosti algoritmi a o samotnych algoritmech lze nalézt v [21, 16, 20].
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Algorithm 1 Bubble-sort
fori =0 ; i<n; i++do
forj=0; j<n-1-1; j++do
if vektor[j+1] < vektor[j] then
temp = vektor[j+1];
vektor[j+1] = vektor[j];
vektor[j] = temp;
end if
end for
end for

3.1.2 Dolni odhad slozitosti algoritmu konstrukce Voroného diagramu

Jesté nez se podivame na prvni algoritmus vhodny ke konstrukci Voroného diagramu, tak
musime zjistit jaky je dolni odhad slozitosti konstrukce samotného Voroného diagramu. Pak
budeme schopni ovérit, jestli jsme nasli optiméalni algoritmus a nebo jestli ho jesté muZeme
vylepsit, vice v [7, 22].

Méjme n redlnych éisel xq,...,x, : Vi € n,2; € R. Z Voroného diagramu zkonstruovaného
nad generujici mnozinou S definovanou jako S = {p; = (x;,2?) | Vi € A}, jsme schopni [7] najit
vrcholy konvexniho obalu mnoziny S v linedrnim ¢ase. Posloupnost vSech bodu p; z S, ktera
za¢ind bodem nejvice nalevo, je sefazena podle rostoucich hodnot z; viz obr. 3.1. Diky [22]
dostavame, Ze nalezeni konvexniho obalu mnoziny a Voroného diagramu je alespon stejné slozité
jako sefazeni n reélnych ¢isel, coz vyzaduje slozitost ©(nlog(n)).

Obrazek 3.1: Diikaz ze slozitost £2(nlog(n)) je spodni hranice konstrukce Voroného diagramu.

Vime tedy, ze tlohu sefazeni n realnych ¢&isel lze polynomialné redukovat na konstrukci Vo-
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roného diagramu a tedy, Ze sloZzitost konstrukce Voroného diagramu je v nejhor$im pfipadé
Q(nlog(n)).

3.2 Prunik polorovin

Jedné se o pifimou aplikaci definice Voroného diagramu. Napocitdme ke kazdému bodu z
mnoziny S Voroného region zvlast. Z alternativni definice 2.1.9 vime, ze Voroného region pro
jeden dany bod je prinik n — 1 polorovin, jejichz hranice jsou bisektory daného bodu s ostatnimi
body. Tento postup aplikujeme na v8echny body v mnoziné S.

Otéazka zni jaka bude slozitost takového algoritmu? Vime, Ze v mnoziné S je n bodi a pro
kazdy z nich musime vytvorit Voroného region (az na posledni bod, kdy bude posledni Voroného
region dopo¢itan komplementarné). Sta¢i nam tedy zjistit sloZitost pro jeden Voroného region
a tuto slozitost vynasobit n — 1. Abychom zjistili sloZitost nalezeni jednoho Voroného regionu,
udélame odbocku do Vypocetni geometrie - problém priniku polorovin, vice v [20, 22|.

Obréazek 3.2: Znézornéni priniku polorovin pro vychozi bod p. Teckovanou kiivkou jsou zné-
zornény jednotlivé hranice polorovin a Sedou barvou je vyznacena oblast vzniklého Voroného
regionu.

Véta 3.2.1. Prianik n polorovin miZe byt nalezen se sloZitosti ©(nlog(n)).

Diikaz. Navrhnéme rekurzivni, Divide & Conquer-D&C (Cesky: Rozdél a panug), algoritmus (vice
o tomto algoritmu v sekci 3.4):
Ozna¢me T (n) celkovou slozitost tohoto rekurzivniho algoritmu, pak:

T(n) =2T(n/2)+ O(n) = O(nlog(n)) (3.1)

Dikaz toho, Ze rovnice 3.1 plati, si ukdZeme v sekei 3.4 vice v [24, 25, 21, 16].
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Algorithm 2 D&C algoritmus pro pridnik polorovin

Vstup: n polorovin definovanjch pomoci pfimek a bodld do nich néleZicich.
Vystup: prinik téchto m polorovin jako konvexni polygon.

1. Rozdéleni polorovin na dvé mnoZiny stejné velikosti.

2. Rekurzivni provedeni priniku pro jednotlivé podproblémy.

3. Sjednoceni jednotlivych reSeni prinikem dvou konvexnich polygont.

Diky naSemu algoritmu 2 jsme nasli horni hranici pro nalezen{ priniku n polorovin. Sta¢i tedy
najit spodni hranici a ukazat ze je rovna Q(nlog(n)). To udélame tak, ze ukazeme, Ze problém
tridént je polynomialné redukovatelny na problém prianiku polorovin [21].

Mgéjme n realnych &isel x1,...,z, | Vi € n,z; € R a necht H;, Vi € n jsou poloroviny, které
definujeme piimkou sklonu x; teény k parabole y = z2. Prinik téchto polorovin je konvexni
mnozina jejiz po sobé jdouci hrany jsou sefazeny podle sklonu. Jakmile je tento prinik utvofen,
jsou hodnoty x; sefazené podle velikosti. Nalezeni pruniku polorovin je tedy alespon tak slozité
jako setazeni n ¢isel. Tim dostavame hledany dolni odhad, [22]. O

Vime tedy, Ze slozitost napo¢itani jednoho Voroného regionu, je O((n — 1)log(n — 1)) s
tim, Ze tuto operaci proviadime pro n — 1 bodi, tedy celkova slozitost Priniku polorovin je
(n—1).0((n—1)log(n —1)) = O((n® —2n+ 1) log(n — 1)) = O((n?)log(n)). Tento algoritmus
tedy neni moc efektivni, jsme schopni najit i algoritmy, které dokdzou napocitat cely Voroného
diagram se slozitosti O(nlog(n)). Vice v |22, 20, 18, 8, 38|.

3.3 Inkrementalni konstrukce

Zacneme tim, Ze najdeme Voroného diagram pro jednoduchy piipad nap¥. pro dva nebo
tfi body. A poté postupné piidavame jednotlivé body a dopocitavame pro kazdy z nich novy
Voroného region do jiz vzniklého diagramu.

Pridani nového bodu probiha tak, Ze k novému bodu (bod y na obr. 3.3) najdeme nejblizsi
bod, ktery jsme k hledani Voroného diagramu jiz pouzili (bod x4) a ke spojnici (tsecka a)
téchto dvou bodi, sestrojime osu (osa q4), kterd bude prochézet bodem na této spojnici (bod
b), tento bod bude stejné daleko od obou bodtu. Nyni ,pijdeme” podél této kolmice ke spojnici
BUNO ve sméru hodinovych rucicek a jakmile narazime na bod (prusecik os g4 a ¢1), kde se
tato kolmice protne s jiz existujici ¢asti Voroného diagramu (né&jaka Voroného hrana), najdeme
k této Voroného hrané body (body z1 a z4), k jejichZ spojnici tvofi kolmici a k tomuto bodu
(bod 1) vytvofime spojnici s nasim nové pfidanym bodem a kolmice k této spojnici bude dalsi
nova Voroného hrana. Tento postup opakujeme dokud se nevratime do mista odkud jsme zacali
nebo do ,nekonecéna’“.

Novy bod muze mit az n — 1 hran, kde |S| = n, z toho dostavame celkovou slozitost Inkre-
mentdlni konstrukce O(n?). Vidime tedy, Ze uz inkrementalni konstrukce je rychlej§i nez prinik
polorovin. Porad jsme se ale dostate¢né neptiblizili k dolni hranici.

Nyni se podivime na algoritmy, které bychom jiz mohli povazovat za optimalni. Vice o in-
krementalni konstrukei v [26, 40, 38].
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Obrazek 3.3: Znazornéni Inkrementdlng konstrukce pro tvorbu Voroného diagramu, kde Sedy bod
(y) je bod, ktery jsme nové pridali, tetkované je naznaCena trajektorie jak se zméni Voroného
hrany a oranzovy bod, je bod kde za¢iname a zaroven kon¢ime s tvorbou novych hran. Body (z;
- x4) jsou body ,ptvodniho“ Voroného diagramu.

3.4 Rozdél a panuj

V anglické literatufe se miZzeme setkat s ndzvem Divide € conquer nebo zkracené DéC. Tento
typ algoritmu jsme jiz zminili v kapitole 3.2 Prinik polorovin ve které jsme nechali nedokidzanou
rovnici slozitosti k danému rekurzivnimu algoritmu 3.1, ktery je ovSem platny ve v8i obecnosti,
jak si ukdzeme.

Princip D&C algoritmu: pomoci pomyslné BUNO vertikalni piimky M, rozdélime mnozinu
S na levou L a pravou P ¢&ast, které jsou podobné veliké (z pohledu mohutnosti, tedy poctu
bodi/prvki) tak, ze kazdy bod v L lezi nalevo od M a kazdy bod v P lezi napravo od M. Pokud
by se ndhodou néjaké body nachézely presné na M, tak tyto body napul rozdélime mezi L a P.

Tento postup opakujeme dokud se jednotlivé ¢asti nesklddaji dvou nebo t¥i bodi. Voroného
diagram takové mnoziny (tvofené pouze dvéma nebo t¥emi body z S) jsme schopni spoéitat
piimo se slozitosti O(1). Poté rekurzivné pridavame ostatni ¢asti mnoziny S.

Pokusime se najit Voroného diagram mnozin L a P zvlast, ozn. V(L) a V(P) a jejich sjedno-
cenim poté dostaneme Voroného diagram celého S tzn. V(S). Uvazujme kiivku @, jako mnozinu
bodt z prostoru, které jsou stejné vzdalené od bodi v L a P. ) tedy bude kfivka sloZené s
Voroného hran z V(S), které sdileji V(i), i € L a V(j), j € P. Ukazeme, 7e Q je polygonalni
kiivka.

Véta 3.4.1. KazZdd horizontdlni primka se protne s Q) alespori v jednom bodeé.
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Drikaz. Uvazujme horizontalni pfimku H a libovolné body uw € L, v € P tak, Ze oba nelezi na
M. Necht bisektor bodt u a v protne H v néjakém bodé z. Vime Ze takovy bod existuje, protoze
jedina situace kdy by neexistoval by nastala pokud by oba body (u a v) lezely na M. Ozna¢me
LEVO(H,u,v) jako mnozinu vSech bodi z H, které se nachazi nalevo od z a PRAVO(H, u,v)
jako mnozinu v8ech bodu z H, které se nachézi nalevo od z. Nyni udélejme prunik vSech mnozin
LEVO(H,u,v) ptes viechny u a v, které spliuji pfedpoklady a stejné tak i pro PRAVO(H, u,v).
Tyto priniky budou urcité neprazdné. Vime, ze H urcité obsahuje body, které jsou neblize k
néjakému bodu z L a také urc¢ité obsahuje body, které budou nejblize k né&jakému bodu u P. Ze
spojitosti je jisté ze tedy na H lezi bod, ktery je stejné vzdalen od P a L. O

Véta 3.4.2. Kfivka QQ md prinik s kaZdou horizontdlni primkou maximdlné v jednom bodé tzn.
Q@ je monotdonni.

Diikaz. @ se sklada pouze z tseCek a polopfimek. UkéZzeme, Ze pokud se pohybujeme po Q) ze
shora (kladné ,nekone¢no na ose y) smérem dolii (zaporné ,nekone¢no* na ose y) tak, ze se y-ova
slozka aktualni pozice na () nezvétsuje. Pro spor predpokladejme, Ze w je prvni bod ve kterém
se ( oto¢i smérem nahoru viz obr. 3.4. Hrana s po¢atkem a koncem v bodech v a w je bisektor
bodi C a B. A hrana s pocatkem a koncem v bodech u a w je bisektor boda F' a B. Vzhledem
k tomu, Ze konstrukce ) rozdéluje L a P dostavame, Ze body F a C' se nachézeji v P a bod B je
v L ev. body F a C se nachazeji v L a bod B je v P. V obou pfipadech dostavame spor, ktery
zpusobil bod F'. O

e

Obrazek 3.4: Dukaz toho, ze @ je monotonni k¥ivka. Malymi pismeny a Cervenou barvou znac¢ime
hrani¢ni body jednotlivych tsecek ze kterych je @ sloZena. Velkymi pismeny znac¢ime kiivku @,
jednotlivé body z S popftipadé L a P.
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Nyni vime, Ze () je monoténni polygonalni kiivka a ma tedy smysl mluvit o ,pravé” a ,levé”
strané od Q. Kiivka () méa vlastnost, Ze pro kazdy bod, ktery se od ni nachézi nalevo plati, Ze je
nejblize néjakému bodu v L a kazdy bod ktery se nachazi napravo plati, Ze je nejblize n&jakému
bodu v P.

Uvazujme nyni Voroného diagramy V(L) (obr. 3.5) a V(R) (obr. 3.6) a jejich sdruzenou verzi
obr. 3.7.
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Obrézek 3.5: Znazornéni Voroného diagramu pro body z mnoziny L (¢arkované).

e

Obréazek 3.6: Znazornéni Voroného diagramu pro body z mnoziny P(teckované).

Ty ¢asti V(P), které lezi nalevo od @ nemayji zadny vliv na kone¢ny Voroného diagram, stejné
tak i ¢asti V(L), které jsou napravo od Q). Krok sjednoceni V(L) a V(P) je tedy odfiznuti téch
Casti, které nemaji na vysledny Voroného diagram V(S) vliv. Naznak algoritmu:

Dulezité je jak rychle jsme schopni najit kiivku @, vzhledem k tomu, Ze v nejhor$im piipadé
bude mit na tvar @ vliv kazdy bod z L a P, tak ¢asova slozitost nalezeni ) bude O(n), kde |S| = n.
Pro zkonstruovani ) budeme muset zacit nalezenim téch ¢asti @, které jsou v ,nekoneénu®, tedy
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Obréazek 3.7: Znazornéni Voroného diagramt pro body z mnozin L a P sjednocené do jednoho
obrazku a rozlisené teckovanymi a ¢arkovanymi kiivkami.

poloprimek. 7 vlastnosti Voroného diagramu vime, ze Voroného hrany, které jsou polopfimky,
jsou tvofeny generujicimi body, které se nachazi na konvexnim obalu mnoziny S. Musime proto
nalézt body z konvexniho obalu mnoziny S takové, které nejsou piitomny v konvexnim obalu
mnoziny L nebo P.

Véta 3.4.3. Méjme Voroného diagram nad mnoZinou S tak, Ze |S| = n. Pak konvexni obal
mnoziny S jsme schopni nalézt v linedrnim case.

Diikaz. ProSetfujme Voroného hrany dokud nenalezneme polopiimku r (neomezena Voroného
hrana resp. Voroného hrana je polopiimka). Reknéme, ze Voroného region nalevo od r je VR(p;),
kde p; € S : ¢ € n. Pak vrchol p; je prvek konvexniho obalu nad mnozinou S. Prohledavejme
dalsi hrany VR(p;) dokud opé&t nenalezneme dalsi polopfimku (neomezenou Voroného hranu),

Algorithm 3 D&C algoritmus-naznak

1. Rozdélime S na dvé mnoZiny podobné mohutnosti L a P, to miZeme provést se
slozitosti O(n).

2. Najdeme V(L) a V(P) rekurzivn& s &asovou sloZitosti 7 (n/2).

3. Zkonstruujeme (.

4. ,,Zahodime‘‘ vSechny segmenty, které nemaji vliv na vysledny Voroného
diagram, tzn. ty &asti V(L), které jsou napravo od () a ty &asti V(P), které
jsou nalevo od Q.
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tim dostaneme dalsi prvek konvexnfho obalu p; : i # j. Nyni budeme skenovat region VR(p;)
atd. dokud se nenavratime do VR(p;). Hrana je nalezena pouze tehdy pokud je prohledan jeden
region ktery pomaha tvorit. Vzhledem k tomu, Zze kazda hrana je prilehla pouze dvéma regiontim,
tak neni zAdna hrana nalezena vice jak dvakrat a sta¢i nam tedy linearni slozitost. O

Poznamka. Algoritmus vhodny k nalezeni konvexniho obalu sjednoceni dvou konvexnich polygonii
lze nalézt v [22].

K nalezeni polopfimek v @ pouZijeme V(P) a V(L) a jejich konvexni obaly HULL(L) a
HULL(P), které budeme schopni najit v linearnim ¢ase diky vété (3.4.3). Polopfimky jsou poté
bisektory tsecek, které vzniknou spojenim HULL(L) a HULL(P) viz obr. 3.8.

Obrazek 3.8: Znézornéni nalezeni polopfimek @) jako bisektorii tsecek, které vzniknou jako spoj-
nice bodt pfi hledani konvexniho obalu ze sjednoceni dvou konvexnich polygoni. Konvexni po-
lygony zna¢ime HULL(L) a HULL(P) a tsecky uj a ug, bisektory jsou naznaceny ¢arkovanou
kiivkou a teckované znacime tisecky.

Podafilo se nam nalézt polopiimky, kterymi @) za¢ina a konci. Nyni se odkaZeme na obrazek
3.9. Prvni polopfimka je tvofena body O a FE, jeden jeji konec je tedy nékde v ,nekonecénu” a ten
druhy je bod, je prusecik lezici na prvni Voroného hrané se kterou se ) protne, v naSem piipadé
se jedna o hranu tvofenou regiony bodii G a E. Na dalsi ¢asti se budou podilet dva body a kazdy
z nich bude z jiné mnoziny, jeden z nich z L a ten druhy z P. Prisecik bude tedy Voroného
vrchol a bude mit stupen tii tzn. z mnozin L a P k nému budou stejné vzdaleny tii body, kde
vzdy alespofi jeden z nich bude z jiné mnoziny nez ty dalsi dva. Navic vime, Ze () je monoténni
a tedy vime presné které body se budou na tvaru @) podilet. Takto jsme schopni nalézt celou
kiivku @ se slozitosti O(n) protoze |L| + |P| = n.

Vime z [21, 16], Ze celkova sloZzitost tohoto rekurzivniho algoritmu je: 7(n) = 27 (n/2)+O(n).

Uvazujme rekurzivni algoritmus, ktery vstup rozlozi na a podproblémi velikosti n/b a z jejich
vysledku slozi vysledné feseni v ¢ase ©(n®). Za predpokladu, Ze n je mocninou &isla b s tim, Ze
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Obrazek 3.9: Znazornéni nalezeni jednotlivych ¢asti Q.

pripadné zaokrouhlovani zanedbame bude pfislusna rekurence vypadat nasledovné:

T(1) =1,

oo (3.2)

T (n/b) + ©(n°).

Plati tedy, Ze v naSem piipadé bude posledni ¢len rovnice 3.2 ©(n¢) roven O(n), resp. ¢ = 1.
Zaroven pro jednoduchost nam stac¢i predpokladat, ze a = b, protoze presné takto jsme algoritmus
popsali. a a b jsou pouze ¢isla, navic jsou si rovna a jak mtZzeme vidét v rovnici 3.4, tak se hned
na druhém radku pokrati, i kdyby se nepokratila, tak se pordd jedn& o néjaké konec¢né ¢islo,
které nemé na vyslednou slozitost zadny vliv. Proto nam sta¢i uvazovat, ze a = b = 2 a mame:

T(1) =1,

T(n) =2.T(n/2) +O(n). (3.3)

Lze dokéazat ze slozitost 3.3 je O(nlog(n)). Pouzijeme substituéni metodu. Pfedpokladejme,
ze T(n) = 2T (n/2) + O(n). A predpokladejme, Ze jsme odhadli pfimé vyjadieni ve tvaru:
T (n) = O(nlog(n)) a chceme ukazat (z definice 3.1.1) , ze 7 (n) < Cnlog(n), pro n&aké C' > 0.
Stanovime induké¢ni predpoklad 7 (n/2) < C(n/2)log(n/2). Dosadime indukéni predpoklad do
rekurentniho vztahu a ukédZeme jeho platnost vyjadifenim ptvodné odhadnutého vztahu.
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T(n) < 2(C(n/2)log(n/2)) +n
T(n) < Cnlog(n/2) +n,

T (n) = Cnlog(n) — Cnlog(2) + n, (3.4)
T(n) = Cnlog(n) — Cn +n,

T(n) < Cnlog(n).

Dostavame tedy, Ze celkova slozitost algoritmu je O(nlog(n)). Vice v [22, 20, 21, 24, 30, 25,
16, 38].

3.5 Fortuntv algoritmus

V literature se také muzeme setkat s nazvy: Plane sweep, Sweep line, Sweep algorithm, zame-
tact metoda. Po roviné se pohybuje 7idici primka, pohybuje se smérem shora dolti, jakmile narazi
na né&jaky bod z S tak ho zpracuje. Pro kazdy bod, ktery je nad ni vytvoii parabolu tak, Ze pro
kazdy stav pohybujici se pifimky je dany bod ohniskem této paraboly. Jak se primka pohybuje,
tak se méni i parabola, protoze jeji ohnisko se od piimky vzdaluje viz obr.3.10.

Obrézek 3.10: Znazornéni postupu pimky (nejtlustsi ¢ara), ktera zameté jednotlivé body. Body,
nad primkou zacinaji vytvaret paraboly. Carkované je znézornén budouci Voroného diagram.

Jak tedy Fortuniv algoritmus funguje? Po roviné sjizdi ¥idici pfimka smérem dold, za ,ho-
tovou® oblast nad pfimkou povazujeme tu ¢ast ze zameteného prostoru (prostor nad pifmkou),
ktera méa blize k jiz zametenému mistu nez k piimce samotné (v této ¢asti uz je vSe sestrojeno
a nemiize se tedy nic zménit). Hranice hotové oblasti je tvofena body jejichZ vzdalenost od da-
ného generujiciho bodu je stejné jako od tidici primky a tvoii tedy paraboly. Hranice je tedy
tvofena posloupnosti parabolickych obloukt, kde oblouky, které se nachazeji na okraji ,,jdou do
nekonecna. Tuto hranici budeme z literatury [7, 20] nazyvat pobfezini kifivkou (beachline).

P1i tom, jak se Fidici pfimka v prostoru pohybuje smérem dold, tak se méni i pobfezni kiivka.
V mistech, kde se protnou jednotlivé parabolické oblouky, vznikaji Voroného hrany, protoze pro
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kazdy takovyto prusecik plati, Ze jeho vzdalenost od zametaci pfimky je stejna jako od dvou
ruznych generujicich bodd.

Jakmile ridici pfimka narazi na novy generujici bod z mnoziny S, vznikne nové parabola, tuto
situaci nazyvame mistni uddlost viz obr. 3.11, pfi tom jak se fidici pfimka pohybuje, tak tato
nova parabola je na tplném zacatku pouze polopiimka, poté se z ni stane parabolicky oblouk
jehoz ramena se s pohybujici se fidici pfimkou roztahuji a tvofi novou zvétsujici se Voroného
hranu, kterd ¢asem narazi na jiz vzniklé Voroného hrany.

. ’

Obrazek 3.11: Znazornéni mistni uddlosti.

Miuze také nastat situace, Zze se néjaka parabola roztdhne natolik, Ze pohlti jiné paraboly
a ty zcela zmizi z pobiezni kiivky, to se stane v okamziku, kdyZ se Voroného hrany setkaji v
jednom bodé. V takovémto pfipadé s k tomuto budoucimu priiseciku blizi t¥i parabolické oblouky
a jakmile se dostanou do bodu kde se maji protnout, prostfedni parabola zanikne, v takovémto
misté mame bod - Voroného vrchol, k némuz vedou t¥i Voroného hrany. Zarovei plati, zZe v tomto
okamziku je vzdélenost fidici primky stejna od tohoto Voroného vrcholu jako je vzdalenost tohoto
vrcholu od jednoho z generujicich bodu (v8echny jsou vzdaleny stejné). Omezili jsme se na takovy
piipad, Ze maximalné t¥i body lezi na jedné kruznici. Jinymi slovy tedy plati, ze bod z fidici
primky a v8echny t¥i body lezi na jedné kruznici, tomuto jevu fikame kruznicovd uddlost viz obr.
3.12.

Algoritmus si tedy bude drzet v paméti néjaky seznam udéalosti a Fidici piimka bude preska-
kovat mezi témito udalostmi, mistni udélosti bude mit jiz naplanované a kruZnicové bude ménit
pribézné podle zmény pobiezni kiivky.

Takovyto je princip algoritmu, nyni uz staci zvolit vhodné datové struktury, vice k imple-
mentaci a Fortunovu algoritmu v |7, 20, 29, 21].

Véta 3.5.1. Fortuniv algoritmus md sloZitost O(nlog(n)).

Diikaz. Mnozina S obsahuje n generujicich bodii a nastane tady n mistnich udalosti a stejné
tak i n kruznicovych udélosti, kruznicovid udéalost smaze jednu parabolu z pobiezni kiivky, ale
ty pfibyvaji pouze pii mistnich udalostech. Slozitost vyhledani nebo nalezeni prvku ve fronté (u
nas seznamu) jsme z |22, 20| schopni najit v ¢ase O(log(n)), jednu udalost tedy zvladneme fesit
se slozitosti O(log(n)). V seznamu je celkem n prvki, tedy celkova slozitost Fortunova algoritmu
je O(nlog(n)). O
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Obrazek 3.12: Znazornéni kruznicové uddlosti.
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Kapitola 4

Implementace algoritmu

Ukolem bylo napsat program, ktery by byl schopen najit Voroného diagram pro zadanou
diskrétni mnozinu bodi v euklidovské a manhattanské metrice. Vefejné pfistupné kody algo-
ritmi, které jsou schopny sestrojit Voroného diagram pracuji s pokrocilymi programatorskymi
technikami a tudiZ nejsou pro bézného uzivatele moc ,,citelné".

V této préci jsem se rozhodl napsat kod za pomoci ,,jednoduchych* programatorskych technik.
Tak, Ze pokud do kédu nahlédne i programétor amatér, tak bude schopen plné porozumét vem
kroktm. Myslenka celého kodu je zaloZena na poznatcich z analytické geometrie (st¥edni gkola)
a linearni algebry (zakladni kurzy vyssi matematiky) a cely algoritmus je tedy velmi intuitivné
napsan.

Od toho se také odrazi pouziti datové struktury v kodu, literatura [7, 20| nam radi pouzit
double conected edge list. J& se rozhodl pro vlastni datovou strukturu a to takovou, Ze bod byl
zapisovan jako dvojice &isel, jedno pro z-ovou slozku a druhy pro y-ovou slozku. Usecka je sedmice
¢isel ulozena ve vektoru, prvni tii ¢isla jsou smérnice a posunuti pfimky v obecném tvaru a dalsi
CtyTi ¢isla jsou dvé dvojice okrajovych bodi, které lezi na této piimce, znacici konec a zacatek
usecky.

Co se tyce algoritmu, tak jsem se rozhodl aplikovat definici Voroného diagramu 2.1.13, resp.
implementovat prunik polorovin 3.2. Cely algoritmus byl napsan jazykem C++ 17.

4.1 Princip algoritmu

Vstup do programu byl .txt soubor se soufadnicemi jednotlivych generujicich bodu. A jako
vystup jsem zvolil .svg soubor, ve kterém byly soutfadnice generujicich bodi a soufadnice poca-
teCnich a koncovych bodi jednotlivych Voroného hran. Nyni popisi princip jednotlivych funkei
a jejich aplikace. Funkce, které ,nevraceji“ zidnou hodnotu tzn. zac¢inaji void se na svij vystup
odkazuji pomoci ukazatelt.

void stredni (double x1, double x2, double yl, double y2,double *x,double xy)

Funkce najde pro dvojici vstupnich bodu, jez jsou zadany pomoci z-ovych a y-ovych souradnic,
bod, ktery se nachézi pfesné mezi nimi, resp. bod, ktery je z pohledu euklidovské metriky k
obéma nejblize a zéroven je od obou stejné daleko. Jedna se o jednoduchou algebraickou operaci,
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kde secteme z-ové a y-ové soufadnice a podélime je dvéma, tak dostaneme bod pfesné uprostied
spojnice nasich vstupnich bodi.

double vzdalenosteuklid (double x1, double x2, double yl, double y2)

Funkce najde pro dvojici vstupnich bodi, jez jsou zadany pomoci x-ovych a y-ovych soufadnic,
jejich vzdalenost v euklidovské metrice. Jedna se o pfepsani definice euklidovské vzdélenosti.

double vzdalenostmanahttan (double x1, double x2, double yl, double y2)

Funkce najde pro dvojici vstupnich bodi, jez jsou zadany pomoci z-ovych a y-ovych souradnic,
jejich vzdalenost v manhattanské metrice. Jedna se o prepsani definice manhattanské vzdalenosti.

void prusecik (double a, double aa, double b, double bb, double ¢, double cc,
double #xxova, double xyova)

Funkce najde pro dvé trojice ¢isel, které predstavuji koeficienty v obecné rovnici primek, z-ovou
a y-ovou soufadnici prisec¢iku téchto dvou piimek, pokud prisecik neexistuje, tak nevypiSe nic
resp. ,priuseCik neexistuje*. Abych se vyhnul nepfesnostem iterativnich metod tak jsem zvolil
metodu pfimou: Gaussovu eliminacni metodu. Jde o pfimy vypocet soustavy rovnic, ktera je
zapsand pomoci rozsifené matice 4.1, podle Gaussovy eliminacni metody.

a b —c o . . T
(aa bb’ —cc) a feSenim soustavy je vektor (z1,z2)" . (4.1)

Kde, a, b, ¢ jsou koeficienty prvni pfimky v obecném tvaru a aa, bb, cc jsou koeficienty druhé
piimky v obecném tvaru.

void normalaeuklid (double x1,double x2,double yl,double y2)

Funkce najde pro dvojici vstupnich bodi, jez jsou zadany pomoci z-ovych a y-ovych soufadnic,
mnozinu vSech bodt, které jsou od kazdého z téchto bodu stejné vzdaleny vzhledem k euklidovké
metrice, tedy osu tsecky, kterd vznikne spojenim téchto dvou bodii.

vector<vector<double>> normalamanhattan (double x1, double yl, double x2, double
y2)

Funkce najde pro dvojici vstupnich bodi, jez jsou zadany pomoci x-ovych a y-ovych soufadnic,
mnozinu bodt, které jsou stejné vzdaleny od obou vstupnich bodid v manhattanské metrice.
Vystupem funkce je vektor vektort, kde kazdy vektor definuje tiseCku nebo polop¥imku ze kterych
se mnozina stejné vzdalenych bodad v manhattanské metrice sklada. Obecné muze nastat nékolik
pripadu:

1. jedna ze soufadnic, z-ovéi nebo y-ova, je stejna, potom je mnozina stejné vzdéalenych bodu v
manhattanské metrice ekvivalentni mnoziné stejné vzdalenych bodu v euklidovské metrice,
tedy jedna se o pfimku (osu spojnice vstupnich bodu), prvni pfipad na obrazku, viz obr.
4.1a (jeSté muZe nastat situace, ze soufadnice obou bodi prohodime (zaménime) a graf se
nam tak oto¢i o devadesat stupiii).
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2. x-ové i y-ové souradnice se lisi, a jeden bod méa obé sourfadnice vétsi nez ten prvni, zaroven
absolutni hodnota rozdilu z-ovych soufadnic je vétsi/mensi nez absolutni hodnota rozdilu
y-ovych soufadnic, pak nastava druhy/tieti pfipad na obrazku, viz obr. 4.1b/4.1c.

3. x-ové i y-ové soufadnice se lis{ a jeden bod ma v&si z-ovou soufadnici, druhy bod ma ve&tsi
y-ovou soufadnici, zaroven absolutni hodnota rozdilu z-ovych souradnic je mensi/vétsi nez
absolutni hodnota rozdilu y-ovych soufadnic, pak nastava ¢tvrty /paty piipad na obréazku,
viz obr. 4.1d/4.1e.

4. Jako posledni pripad muZze nastat ten, ze oba body lezi na néjaké piimce, jejiz normala
bude spojnici pocatku (0,0) a (1,1) to znamend, Z%e spojnice téchto bodi bude svirat s
osou x a osou y thel 5 rad = 45°. V tomto piipadé nelze v konstrukci Voroného diagramu
pokracovat, protoZze mnozina stejné vzdalenych bodi od dvojice bodl je z ¢ésti tsecka
a z Casti oblast, kterd je navic neomezena viz obr. 4.1f (jesté muZe nastat situace, kdy
soufadnice obou bodu prohodime a graf se nam tak oto¢i o devadesat stupni, tedy oba
body by lezely na pifimce s normalou tvofenou spojnici poc¢atku (0,0) a (1,—1) a jejich
spojnice by svirala s osou x thel %f rad = 135°).

Zatimco v pripadech 4.1a a 4.1f je jasné jak vSe vzniklo. V ostatnich pripadech tedy neméme
jednu pifmku, ale jednu tsecku a dvé polopiimky. Usecka svird s osou z thel 5 rad = 45°
nebo %T’T rad = 135° a polopfimky sviraji s osou z thel bud 7 rad = 90° nebo 27 rad = 180°.
Pro kazdé dva body vytvofime pomyslny obdélnik (teckované kfivky), uvniti tohoto obdélniku
bude tsecka s normélou tvotfenou spojnici poc¢atku (0,0) a (1,1) nebo tvofenou spojnici po¢atku
(0,0) a (—1,1), podle toho jaky piipad nastane a tam kde se tato usecka protne s tec¢kovanym
obdélnikem sestrojime poloprimky, které budou kolmé na tu stranu teckovaného obdélniku, kde

se usecka s obdélnikem protla viz obr. 4.1.

void nejblizeeuklid (vector<vector<double>>body, double x, double y, double *nejx,
double *nejy)

void nejblizemanhattan (vector<vector<double>>body, double x, double y, double x
nejx , double xnejy)

Funkce najde pro zadany bod, ktery je zaddn pomoci xz-ovych a y-ovych soufadnic, bod z né-
jaké vstupni mnoziny bodu (vector<vector<doublesbody), ktery je k tomuto zadanému bodu
nejblize vzhledem k euklidovské metrice.

Zvolil jsem pfistup, Ze jsem ,prochézel vstupni vektor bodu a kontroloval jestli neméfim
vzdélenost mezi dvéma totoznymi body (kdyby se pivodni bod nachazel v zadané mnoziné
bodit), pokud ano, tak jsem do pole vzdalenosti nacetl vysoké ¢islo (10000) (predpokladal jsem
ze 10000 nebude nejmensi vzdalenost dvou prvki v zadané mnoZzing), pokud body nebyly totozné,
tak jsem do pole vzdalenosti nacetl jejich euklidovskou/manhattanskou vzdalenost. Poté jsem
pouzil funkci na vyhledavani na najiti pozice nejmensiho elementu v poli a nagel hodnotu tohoto
prvku v ptivodni mnoziné bodu.

Alternativni myslenka by byla pouZit libovolny radici algoritmus napi: Buublesort, Mergesort,
Insersort, Quicksort,... a po najiti nejmensiho prvku ho zpé&tné dohledat v pivodnim vektoru
bodi, vice o Fadicich algoritmech v [21].

46



1
1 1
! :
! : A A
1 < -+ +
1 . et It ~
: A B+ k
' N
A + : PSR
1 - +
' B
1 !
! |
(a) (b) (c)
' \
1 [NEN
' s
' NN
' Us v
: NN
+ ! |\\\\\ A
B Smmmmmmm | SRR NN
/' B+ ") B+ ','
e Pt A /' A
-q----- < A ‘ B e S e 5 +
t ¢ HIN
! RN NN
: AR
: 4
. N
(d) (e) (f)

Obréazek 4.1: Vsechny piipady pii konstrukci mnoziny stejné vzdalenych bodi od dvou generu-
jicich bodt v manhattanské metrice. Teckované ¢ary slouzi jako pomocné, A a B jsou zadané
body a ¢arkovana kiivka je zndzornéni mnoziny stejné vzdalenych boda od bodu A a B.

double overenipruseciku (double x1, double yl, double x2, double y2, double prusx,
double prusy, double xx1, double yyl, double xx2, double yy2)

Funkce ovéii jestli zadany bod (priise¢ik) lezi na dvou tseckach zaroveii. Usecky jsou zadany
pocatecnimi a koncovymi body.

Funkce predpoklada, Ze uzivatel zadal opravdovy prisecik tedy bod, ktery lezi nékde na
pruseciku primek, které lezi na zadanych tseckach. Funkce se v ramci kazdé tsecky, pruseciku
,pta“, jestli je jeho x-ova soutfadnice vétsi neZ jeden okrajovy bod a mensi nez druhy okrajovy
bod, to samé provadi i pro y-ovou slozku a cely tento postup je potfeba udélat pro vSechny
konfigurace bodt, protoze nevime, ktery z nic je vétsi nebo mensi. Vystupem z programu je pii
kladné odpovédi jednicka a pfi negativni nula.

vector<vector<double>> prunikprojedeneuklid (vector <vector <double>> body,
double kolikaty)

vector<vector<double>> prunikprojedenmanhattan (vector <vector <double>> body,
double kolikaty)

Funkce vytvori kompletni Voroného region pro konkrétni bod ze zadané mnoziny generujicich
bodii vzhledem k euklidovské nebo manhattanské metrice.

Funkce tedy dostane mnozinu generujicich bodu (vector<vector<double» body) a poradi
jednoho (double kolikaty) bodu (hlavniho bodu), pro ktery chceme napocitat Voroného region.
Prvné si do proménnych na¢teme soufadnice hlavniho bodu, pro ktery hledame Voroného region.
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Poté ,projdeme* mnozinu generujicich bodt a pro vSechny body které se neshoduji v obou
soufadnicich s nasim hlavnim bodem, najdeme mnozinu bodi z R?, které jsou stejné daleko jak
od aktualniho, tak od hlavniho bodu vzhledem k dané metrice, jinymi slovy najdeme v8echny
bisektory naseho hlavniho bodu s ostatnimi body z generujici mnoziny. Pro tuto akci vytvorime
vice rozmérny vektor vSech bisektort hlavniho bodu s ostatnimi body z generujici mnoziny.

V dalsim kroku najdeme vSechny priseciky vSech téchto mnozin (u euklidovské metriky to
jsou pruseciky oby¢ejnych pfimek u manhattonské priseciky usecek a dvou polopfimek), pro
tyto priseciky vytvorime dalsi vektor do kterého je budeme nacitat. Zarovenn do tohoto vektoru
nacteme umeéla kladné a zaporna ,nekonec¢na“, protoze jak jiz vime, tak pokud by nas hlavni bod
leZel na konvexnim obalu generujici mnoziny tak jeho Voroného region nebude uzavieny viz véta
2.1.15 a dvé jeho Voroného hrany ,ptijdou” do nekonecna.

Obrazek 4.2: Znazornéni nalezeni Voroného regionu k hlavnimu bodu (bod A). Porovnavanim
vzdélenosti d(A,1.) jednotlivych prisecika (¢isla 1,2,3,...) s hlavnim bodem A a ostatnimi
body z generujici mnoZiny vSechny pismena az na A. b(A, B) znazoriuje bisektor piislusny k
generujicim bodim A a B. Cervené pruseciky se podili na tvorbé Voroného regionu ktery je
generovan bodem A, zatimco oranzové priseciky se na tvorbé Voroného regionu nepodili. Pokud
je vzdalenost d(C,3.) stejné jako d(A,3.), pak pruse¢ik 3. je vrchol Voroného regionu, ktery je
generovan hlavnim bodem A.

48



Nyni projdeme nés vektor s priseciky a zjistime, které z nich tvori Voroného region prislusny
k hlavnimu bodu viz obr. 4.2. Najdeme vzdalenost daného priseciku s hlavnim bodem a poté
najdeme k tomuto priseciku nejblizsi bod z generujici mnoziny a zjistime vzdalenost tohoto
bodu s priise¢ikem a ptame se jestli je rozdil téchto vzdéalenosti nulovy, pokud ano, tak je jasné
Ze tento bod tvoii Voroného region pfislusny k hlavnimu bodu. Tento postup aplikujeme na
v8echny prvky z vektoru prisecéiki. Pruseciky, které ,projdou” touto procedurou nacteme do
dalsiho vektoru okrajovych bodi.

Ted najdeme dvojice z okrajovych bodii a zjistime, které z nich leZi na stejné pfimce z vektoru
primek a poskladame je do dvojic a vystup z této funkce bude vektor dvojic téchto bodt, které
budou tvorit tsecky daného Voroného regionu.

Stejny postup aplikujeme i na manhattanskou metriku, kde se bude jenom lehce lisit provedeni
néjakych operaci, ale myslenka ztstava stejné.

Nyni mame v8echny funkce, které budeme potiebovat ke konstrukci kompletniho Voroného
diagramu, v mainu nac¢teme zadané hodnoty z .txt souboru a vytvorime z nich vektor, ktery
budeme pomoci cykli prochézet a pro kazdy bod z tohoto vektoru vytvorime Voroného region.
Pro kazdy bod tedy dostaneme okrajové body tusecek, které tvori prislusny Voroného region,
x-ové a y-ové soufadnice budeme zkladdat do posledniho vystupniho vektoru, nékteré hrany se
ndm tam nactou vickrat, to ovSsem ni¢emu nevadi ev. je muZeme najit a vymazat z vektoru.
Tento vysledny vektor poté nac¢teme do pfedem piipravené Sablony, kterou potom vypiSeme do
vystupniho .svg souboru, ktery muzeme oteviit bud v prohliZze¢i nebo v aplikaci k tomu urcené,
j& zvolil Inkscape.

4.2 Ukazka algoritmu

Jako nazorny ptiklad na funkénost jsem zvolil libovolnou jednoduchou mnozinu bodit viz obr.
4.3. Podivame se jak bude vypadat vystup z programu pro obé metriky se stejnym vstupnim
souborem bodi.

I8
7 vstup - Poznamkovy blok (=B s

Soubor Upravy Formét Zobrazeni Napovéda

Obrazek 4.3: Vstup do programu ve formé .txt souboru.
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Jako vystup programu jsem, jak jiz bylo zminéno, zvolil . svg soubor. Vystup z programu pro
euklidovskou a manhattanskou metriku viz obr. 4.4 a 4.5.

Obréazek 4.4: Vystup z programu ve formé .svg souboru pro euklidovskou metriku.

Obrazek 4.5: Vystup z programu ve formé .svg souboru pro manhattanskou metriku.
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Kapitola 5

Delonovské mnoziny, teorie cisel a
algebra

5.1 Uvod do teorie &isel a algebry

5.1.1 Algebraicka cisla

Definice 5.1.1. Monickijm polynomem nazveme polynom s jednou proménnou, jehoZ koeficient
u ¢lenu s nejvyssi mocninou, je roven jedné.

Definice 5.1.2. Reknéme, Ze ¢islo z € C je algebraickym cislem, pokud existuje monicky poly-
nom f € Q[X] tak, ze f(x) = 0. Mnozinu vSech algebraickych ¢isel zna¢ime A.

Definice 5.1.3. Necht x € A. Monicky polynom f € Q[X] nejnizsiho stupné, pro ktery plati,
ze f(x) = 0, nazyvame minimdlni polynom algebraického ¢isla x. Ostatni kofeny nazyvame
algebraické sdruZené. Stupeti algebraického ¢isla definujeme jako stupen polynomu f.

s v

Definice 5.1.4. Cislo nazveme algebraické celé ¢islo, pokud existuje monicky polynom g € Z[X]
tak, ze g(x) = 0. Mnozinu vSech algebraickych celych ¢isel zna¢ime B.
5.1.2 Pisotova ¢isla

Specialnimi pripady algebraickych celych ¢isel jsou tzv. Pisotova ¢isla.

Definice 5.1.5. Necht «a je realné algebraické celé ¢islo takové, ze a > 1. Pokud jsou v8echny
algebraicky sdruzené kotreny v absolutni hodnoté mensi nez jedna, pak ¢islo a nazveme Pisotovo
cislo.

Definice 5.1.6. Necht a € C\ R algebraické celé ¢islo takové, ze |a] > 1. Pokud vSechny
algebraicky sdruzené kofeny algebraického ¢isla o aZz na komplexné sdruzené ¢islo &, jsou v
absolutni hodnoté mensi nez jedna, pak ¢islo a nazveme komplexni Pisotovo cislo.

5.1.3 ReSeni rovnice X3+ X2+ X —1=0

V ramci této prace se budeme zabyvat pouze rovnici:
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X*+X*+X-1=0. (5.1)

Rovnice 5.1 je kubickd a bude mit tfi kofeny z toho jeden bude redlny a dva komplexni:

X; € R, X; ~0,54369, (5.2)
Xy €C, Xom —0,77184 — 1,115, (5.3)
X3 €C, Xy~ —0,77184 + 1, 115i. (5.4)

Vidime, Ze kofeny Xs a X3 jsou komplexni a kofen X je redlny. Z definice komplexnich
Pisotovych ¢isel (definice 5.1.6), vidime, Ze kofeny X7 a X3 jsou komplexni Pisotova ¢isla. Nam
bude stacit pokud bude déle pracovat pouze s jednim z nich, volme BUNO X3 jako nas vjchozi
koten, ktery se nam bude za chvili hodit.

5.2 Uvod do Delonovskych mnozin

V této kapitole si zadefinujeme zékladni pojmy z diskrétni geometrie véetné toho co je Delo-
novskd mnozina.

5.2.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 5.2.1. Mnozinu bodi A C R™ nazveme diskréini, pokud Vz € A existuje oteviené okoli
Uy C R™ tak, ze plati Uy N A = {x}.

To znamena, Ze pro kazdy bod = € A existuje r > 0 tak, ze B,(z) N A obsahuje pouze jediny
bod =z.

Definice 5.2.2. Diskrétni mnozinu A C R" nazyvame stejnomeérné diskrétni, pokud existuje
polomér r > 0 takovy, Ze pro v8echna z,y € A plati, ze B.(z) N B,(y) = 0.

Definice 5.2.3. Diskrétni mnozinu A C R™ nazveme relativné hustou, pokud (Vax € R™)(3Ir >
0)(Vx € R”)(B:/Q(x) NA=10).

Definice 5.2.4. Necht A C R” je diskrétni mnozina bodi. Tuto mnozinu A nazyvame Delonova
mnoZina pokud je relativné husta a zaroven rovnomérné diskrétni.

Ukézka jednoduchych Delonovskych mnozin viz obr. 5.1.

5.2.2 Mnozina X" (f)

Nyni si definujeme mnozinu, se kterou budeme dale pracovat a budeme zkoumat jeji dlazdéni
pomoci Voroného diagramu.

Definice 5.2.5. Necht g € C\ R, 8 > 1 a déle n,m € N, pak mnozinu X™(3) definujeme:

X™(B) = {zn:ajﬁj

=0

Vk € n, akG{O,l,...,m}}.

Kde takovym to zapisem mame na myli, Ze pro dané § spliiujici pfedpoklady a pro dané n, m a
ay, z dané rodiny {0,1,...,m}, bereme za a; v sumé viechny kombinace z rodiny {0,1,...,m}.
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(a) Ctvercova mifzka. (b) Kosodelnikova miizka. (c) Pétinhelnikova miizka.

Obrazek 5.1: Ukazka jednoduchych Delonovskych mnozin-mfizek.

Definice 5.2.6. Necht 8,2 € R, x >0, || > 1 Necht m € N|m > 0 tak, ze 5~™ 'z € [0,1).
Pak miizeme ¢islo x vyjadrit jako:

r_1 Tr—9
R _l’_ —
B B2
Toto vyjadfeni nazyvame [S-rozvojem. Navic pokud existuje k € N tak, ze z; = 0 pro i < —k,

pak fikdme, Ze takovyto (-rozvoj je konecny.

T=xnf" 4+ 1B+ w0 + o

Poznamka. Jak jiZ bylo zminéno v celé praci budeme wvaZovat pouze rovnici 5.1, kterd md dva
komplexni a jeden redlny kotfen. Pojmem redlny doplnék v odstavci za definici 5.2.8 mdme na
mysli prdvé tento jeden redlny koten z rovnice 5.1.

Definice 5.2.7. Necht L je neprazdnd mnozina s operacemi séitani(®) a ndsobeni(®), ktera
spliiuje nasledujici podminky pro kazdé a,b,c € LL:

l.a®bel.

2.a0(bdc)=(adb)Dec.
3.adb=0bDa.

4. Existuje prvek 0y, € L tak, Zze a @ 0r, = a.
5. Rovnice a @ x = 07, mé feSeni v L.

6. a®bel.

7. a®(b®c)=(a®b) ®@c.

8. a®(bdc)=(a®b) @ (b®c).

Pak mnozinu L. nazveme okruhem.

Definice 5.2.8. Necht Fin() je mnoZina v8ech nezédpornych komplexnich ¢isel s koneénym f-
rozvojem. Ozna¢me Z[5] nejmensi okruh obsahujici Z a 8. Dale ozna¢me Z[3]>0 nezaporné prvky
Z[p). Rikame, Ze ¢islo B spliiuje tzv. podminku konecnosti nebo také Viastnost (F) pokud plati:

Fin(5) = Z[1/6]>0.
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Néas bude zajimat pripad, kdy bude § v definici 5.2.5 pravé komplexni Pisotovym ¢&islem, které
splituje predpoklady definice. Dale budeme chtit aby pro realny doplnék naSeho komplexniho
Pisotova ¢isla platilo, ze 1/8 spliwje Viastnost (F) (definice 5.2.8), kde S je realny doplnék
komplexnfho Pisotova ¢isla.

Déle budeme chtit, aby platila nerovnost m > |3|? — 1. Poté z [41] vime, Ze mnozina X™(3)
je stejnomérné diskrétni a relativné ridka tzn. jedné se od Delonovskou mnozinu.

5.2.3 Konstrukce nasi mnoziny

Nyni sestavime konkrétni mnozinu podle definice 5.2.5, kde za [ budeme ,brat” kofen X3 z
rovnice 5.1. Dale budeme uvazovat m = 2 a n = 3. Jednotlivé vysledky v sumé z definice 5.2.5
budou komplexni ¢isla, které muzeme reprezentovat jako body v Gaussové roving. Abychom
mohli sestavit Voroného diagram pro takovouto mnozinu, pouZijeme transformaci f : C — R2.
Jiz vime, Ze R? je metricky prostor a miiZeme na ném sestrojit Voroného diagram. Budeme tedy
hledat mnozinu X?(X3) definovanou jako:

X?(X3) : {Z%XJ

7=0

Vk‘63 ak€{012}}

Tuto mnozinu nazveme jako nase mnozina. K nalezeni nasi mnoziny si napiSeme jednoduchy
program, ktery vypocita vSechny kombinace koeficienti a kazdou takovou kombinaci prendsobi
piislusnou mocninou naseho 5 a nasledné se¢te. Tim vznikne pro m = 2 (tedy abeceda koeficientii
bude mit 3 prvky) a n = 4 (tedy suma provede 5 iteraci pro kazdou kombinaci koeficientii)
mnozina, ktera bude mit 3° = 243 prvka. Pro nas konkrétni piiklad vime Ze tato mnozina bude
Delonovska a jeji znadzornéni je na obrazku 5.2.

Obrazek 5.2: Vystup z programu pro napoc¢itani Deloneho mnoziny pro m = 2, n = 4 a kofen
3.
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Kapitola 6

Voroného diagram pro nasi mnozinu

V této kapitole si vyzkousime nas program na napocitani Voroného diagramu v euklidovské
a manhattanské metrice na nasi mnoziné, kterou jsme zkonstruovali v predchozi kapitole.

7 [41] vime, 7e jedna z vlastnosti nasi mnoziny X2(X3) je, ze pro kazdy bod x z této mnoziny
existuje konecny polomér koule, ktery nam fiké, jaké dalsi body z této mnoziny ovliviuji tvar
Voroného regionu, ktery je generovan bodem x. Na otazku jak tento polomér vypocitat ndm
odpovi nasledujici véta.

Véta 6.0.1. Necht Q2 = [0;¢) je interval. A Necht p je pruoni kladné celé ¢islo takové, Ze I(/P)
a (B) maji opacné znaménko a ddle necht k je nejmensi celé cislo, pro které plati (B)F < ¢/2.

o g1 - §)
i+i(gi _ Bi
L= AT agig
ije{0p—1phi<i| S(B'B7T)
kde ¢ = 11”5,, B =R(B), m =2 a zdroven plati, Ze A(VR(y)) < L,Vy € X™(53), kde A(VR(y))
je negmensi polomér D > 0 takovy, Ze VR(y) C B(y, D/2).

: (6.1)

7 této véty jsme schopni napocitat polomér L a tedy zjistit, které body z nas$i mnoziny
budou mit vliv na Voroného region jednoho konkrétniho bodu. V [41] je tato véta dokdzana ve
v8{ obecnosti pro euklidovskou metriku, musime okomentovat jak a jestli viibec tato véta plati
pro manhattanskou metriku. Dikaz prvné ukazuje platnost pro bod y = 0 tzn. [0;0].

Vzhledem k tomu, e &sla p, k ve vété jsou volena tak, aby projekce bodt xq = B,z =
BFP=L 24 = BF+P do R? zajistila, ze bod [0; 0] bude uvniti trojthelniku, ktery vznikne spojenim
téchto bodu a ze pokud budeme generovat Voroného region kolem bodu [0; 0], tak Ze tento region
v euklidovské metrice bude omezend mnozina. BohuZel to stejné se neda fici o manhattanské
metrice v nasi mnoziné, kde bychom vhodnou konfiguraci t¥{ bodt mozna ani nenasli. Nastésti
nemusime platnost véty ukazovat obecné, ale pouze pro nasi mnozinu. Proto nevolime tfi body,
ale &tyfi a to tak, ze x1 == B,z == B2, 23 == 82,24 == * viz obr. 6.1. Tato konfigurace bodi
nam zajisti, ze dany Voroného region kolem bodu [0;0] bude omezeny.

Necht p je nejmensi polomér koule se stfedem v [0, 0] takovy, Ze VR (y) bude podmnozinou této
koule. Z toho jak jsou definované A(VR(y)) a VR(y) vidime, Ze plati A(VR(0)) < 2p. Pokusime
se najit nejvzdalenéjsi vrchol naseho Voroného regionu tak, Zze manhattanski vzdalenost tohoto
vrcholu od y = 0 bude rovna p = L/2. Vzhledem k tomu, Ze vime jak vypada naSe mnoZina
a jsme schopni napocitat i konkrétni Voroného region generovany bodem [0;0] a tvofen body
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T1, T2, T3, T4, jSme schopni sestavit rovnice ve kterych budeme znat znaménka jednotlivych ¢lent
viz obr. 6.1. Dostaneme soustavu rovnic:

|z — 24| = |z — 22| = [z — 0], (6.2)
po rozepsani do jednotlivych soufadnic dostavame

’x:c - 9U3x‘+‘37y - $3y’ = |x$’ + ’$y|
T2 — Tag|H|Ty — T2y| = 22| + [Ty

Z obrazku 6.1 vidime, kde (v jaké ¢asti roviny (kvadrantu)) se nachézi nas bod [x,;x,] je

~ev s

to nejvzdalengjsi bod Voroného regionu VR(A) od bodu A v manhattanské metrice. Diky této
informaci znazornéné na obr. 6.1 zname znaménka a budeme schopni soustavu vyfTesit a najit
tento bod presné.

Ty — T3p—Ty + T3y = —Tax — Ty

—Zy + T2, +Ty — Ty = —Ty — Ty.

Po vyjadieni z, a x, dostavame

T3 T3
Ty = = 9 y>
x?y - ‘TQ.Z’
o
Y 2
Po dosazeni konkrétnich hodnot jednotlivych bodii dostavame, Zze z, = —2,3869 a z, =

—0,53681 a je to bod, ktery je pruse¢ik VD(A) a k na obr. 6.1. Manhattanska vzdalenost tohoto
bodu od A bude bude tedy L/2 = p = 2,92371— > L = 5,84742. Z [41] vime, Ze pro euklidovskou
metriku bude L = 2,546. Zaroven z [41] vime, Ze toto L plati i pro vSechny body a nejenom pro
[0; 0].

Nyni tedy zname konkrétni hodnotu L pro ob& metriky nasi mnoziny. Abychom mohli urcit
kolik typt Voroného regiond se vyskytuje v nasi mnoZiné s danou metrikou, najdeme vSechny
mozné L-plochy resp. lokalni konfigurace kolem bodu z nasi mnoziny do vzdalenosti L.

Definice 6.0.1. L-plochu bodu z € X?(X3) definujeme jako mnozinu
Pr(z) = (X*(X3)N B(z, L)) — x. (6.3)

Dale jako dusledek véty 5.2 z [41] méame, Ze pokud maji dva body z nasi mnoziny stejnou

odpovi na otazku, kolik typtt Voroného regionti se vyskytuje v nasi mnoziné pro kazdou metriku.

Véta 6.0.2. Necht v,y € X*(X3) a L > 0. Pokud Pr(x) # Pr(y), pak existuje & z konecné
podmnoziny E C [0;¢):

E={:12€eP(0)}U{c—2":2¢€PL(0)}, (6.4)

tak, Ze & se nachdzi mezi &' a y' resp. min{a’;y'} < & < max{a’;y'}.
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Obréazek 6.1: Dikaz véty 6.0.1. Kde A = y = [0;0],B = 2o = 3% = [-0,6478;—1,7214],C =
r3 = % =[2,4196;0,6062], D = v1 = 8 = [-0,7718;1,1151], E = x4 = 8* = [-2,543;2,230]. A
k je koule s polomérem p v manhattanské metrice.

Dusledek véty 6.0.2 a definice 6.0.1 je ten, Ze najdeme mnozinu, ve které jsou viechny body
z nasi mnoziny a zaroveii body, které jsou uvniti koule s polomérem L posunuté k pocatku (bod
[0;0]). Poté najdeme mnozinu Z, které je sjednoceni bodu tvofené redlnou ¢asti kofene rovnice
5.2 z mnoziny Pr,(0) a téchto boda posunutych o ¢. Tim rozdélime interval [0; ¢) na pod intervaly
jejichz hranice budou jednotlivé body £. Maximalni pocet typa Voroného regiont bude |Z| 4 1.
Diky implikaci ve vété 6.0.2 nemame zaruceno, ze v kazdém podintervalu [£;;&;+1) C Z bude jiny
typ Voroného regionu (mohou se nachazet dva stejné v sousednich podintervalech). Proto kazdy
podinterval pfekontrolujeme a odstranime ty regiony, které se vyskytuji vickrat.

6.1 Voroného diagram nasi mnozZiny v euklidovské metrice

P1i generovani nasi mnoziny jsem pouzil dva vystupy z programu, prvni z nich byl . txt soubor
se dvéma sloupecky, kde prvni z nich obsahoval z-ové soufadnice a druhy y-ové soutfadnice. Jako
dal3i vystup jsem pouzil .svg soubor, ktery mi rovnou vykreslil rozlozeni bodi v roviné (R?).
Prvni z téchto vystupu (.txt soubor) jsem pouzil jako vstup do programu, ktery napocitava
Voroného diagram vzhledem k euklidovské metrice pro zadanou mnozinu bodi v roving (R?).
Vzniklé dlazdéni prostoru muzeme vidét na obrazku 6.2.

Z obrazku 6.2 si miZeme vSimnout, Ze se v dlazdén{ stale opakuji 4 rtizné typy tvari Voroného
regiond, které jsou pouze pootocené (barvy, modré, zelend, 7luta a cervena). Mohlo by se zdat, ze
se zde opakuje jesté jeden tvar (fialova barva), tento tvar se vyskytuje pouze na ,okraji“ protoze
zde jesté nejsou vygenerovany vSechny body, kdybychom generovali vétsi ¢ast nasi mnoziny tyto
fialové regiony by se ,proménily” na regiony modré barvy.

Ke stejnému zavéru jsme dosli po zkonstruovan{ mnoziny = a nasledném sjednoceni podinter-
valii, které zde byly navic. Mohutnost mnoziny |=| = 3 tzn. celkovy pocet typt Voroného regionti
v nasi mnoziné s euklidovskou metrikou je 3 +1 = 4.
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Obrézek 6.2: Cast Voroného diagramu Deloneho mnoziny X 2(X3). Ctyii opakujici se pootocené
Voroného regiony, které jsou rozliSeny rtznymi barvami vzhledem k euklidovské metrice.

6.2 Voroného diagram nasi mnoZiny v manhattanské metrice
Pti konstrukci Voroného diagramu v manhattanské metrice pro nasi mnozinu, byl pouzit

stejny postup jako v predchozim piipadé (pro euklidovskou metriku). Opét si mizeme vSimnout,
7e se v dlazdéni opakuje 5 stejnych pouze pootocenych Voroného regioni.

Obrazek 6.3: Cast Voroného diagramu Deloneho mnoziny X2(X3). étyfi opakujici se pootocené
Voroného regiony, které jsou rozliseny riznymi barvami vzhledem manhattanské metrice.

Z obrazku 6.3 si miZzeme vSimnout, Ze se v dlazdéni stale opakuji 4 rtizné typy tvari Voroného
regionti, které jsou pouze pootocené (barvy, modra, zelen4, Zluta a cervena). Mohlo by se zdat, ze
se zde opakuje jesté jeden tvar (fialova barva), tento tvar se vyskytuje pouze na ,okraji“ protoze
zde jeSté nejsou vygenerovany vSechny body, kdybychom generovali vétsi ¢ast nasi mnoziny tyto
fialové regiony by se ,proménily” na regiony modré barvy.
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Ke stejnému zavéru jsme dosli po zkonstruovani mnoziny = a nasledném sjednoceni podinter-
valii, které zde byly navic. Mohutnost mnoziny |=| = 3 tzn. celkovy pocet typt Voroného regiona
v nasf mnoziné s manhattanskou metrikou je 3 + 1 = 4.



Zaver

Cilem této prace bylo nastudovat teorii k Voroného diagramim v euklidovské a manhattan-
ské metrice. Provést analyzu slozitosti k riznym algoritmtm pomoci kterych je mozné Voroného
diagramy konstruovat. Implementovat vlastni algoritmus, pomoci kterého by bylo mozné hledat
Voroného diagramy pro libovolnou mnoZinu zadanych bodu. A nastudovat teorii potfebnou k
Delonovskym mnozinam a Pisotovym ¢islim a vykonstruovat Delonovskou mnozinu jejiz gene-
rator je komplexni Pisotovo &islo pifslusné rovnici X2 + X2 + X — 1 = 0 a nasledné sestrojit
Voroného diagram v manhattanské a euklidovské metrice piislusny k této mnoziné.

Uvodni kapitola struéné vysvétluje ,co je Voroného diagram®, struénou historii a jeho apli-
kace nap¥i¢ védnimi obory jako jsou informatika, biologie, krystalografie, molekulédrni chemie a
geometrické problémy.

Dalsi kapitola je vénovana zakladni teorii a vlastnostem Voroného diagrami. Dale se zde
vénujeme riznym zobecnénim Voroného diagramtim napt. Voroného diagram v jinych metrikach,
kruznic, tsecek,. ..

V treti kapitole se vénujeme tvodu do slozitosti algoritmi a popisu principu nékterych al-
goritmii vhodnych ke konstrukci Voroného diagramii jako jsou prunik polorovin, inkrementalni
konstrukce, rozdél a panuj a Fortuntuv algoritmus.

V nésledujici kapitole je popsana vlastni implementace algoritmu, ktery slouzi ke konstrukei
Voroného diagramu v euklidovské a manhattanské metrice.

Pata kapitola obsahuje teorii k algebraickym a Pisotovym ¢&islim spolu s FeSenim rovnice
X3+ X? 4+ X — 1= 0. Dale se zde vénujeme Delonovskym mnozinam a napocitanim konkrétni
Delonovské mnoziny s generatorem jako Pisotovym ¢islem rovnice X3 + X2 + X —1 = 0.

V posledni kapitole je ukadzka implementovaného algoritmu na na Delonovskou mnozinu,
kterou jsme zkonstruovali v predchozi kapitole. Je zde vykresleni Voroného diagramii v obou
metrikdch pro nasi mnozinu spolu s jednoduchou analyzou vlastnosti Voroného diagramii na
Delonovskych mnozinach.
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