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Abstrakt

Cilem diplomové prace je tvarova optima-
lizace tvaru lopatky pomoci sdruzené me-
tody a numerické simulace proudéni meto-
dou konec¢nych objemi. Za timto tcelem
jsou zopakovany zdklady metody konec-
nych objemt a jejiho pouziti pro reseni
soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic
ve formulaci pro tekutinu s konstantni
hustotou. Nasledné je popsan obecny opti-
malizac¢ni problém a navrh na jeho feSeni
sdruzenou metodou. Ta vyzaduje odvo-
zeni sdruzenych rovnic, které je popsano

v Gastil3.2.3l

V praktické ¢éasti jsou odvozeny zdro-
jové ¢leny pro sdruzené rovnice na za-
kladé formulace nové cenové funkce pro
zmeénu uhlu vystupniho proudu. Prakticky
priklad aplikace vyuziva knihovnu Open-
FOAM a aplikuje optimaliza¢ni postup
na lopatkovou mriz GHH 1-S1 [I]. Nové
ziskané tvary lopatek jsou pro ovéreni si-
mulovany s modelem turbulence k-w SST
[2, B]. Pouzity postup je na zakladé oveé-
feni funkéni pro zménu thlu vystupniho
proudu Aap € (—2°,+6°).

Klicova slova: Optimalizace, MKO,
CFD, OpenFOAM, Lopatkovi miiz

Vedouci: doc. Ing. Jii{ First, Ph.D.
Ustav technické matematiky

Karlovo namésti 13
Praha 2

Abstract

The goal of this work is shape optimisa-
tion of airfoil using adjoint method and
numerical simulation of fluid flow using
finite volume method. Basics of finite vol-
ume method for solution of Navier-Stokes
equation in their variant for incompress-
ible fluid flow are revised. The general
problematic of optimisation is presented
and proposition of its solution using ad-
joint method is made. A derivation of
adjoint equations follows in chapter

In part of aplication, source terms for
adjoint equations are derived for newly
formulated target function with purpose
of changing the angle of velocity at out-
let of airfoil cascade. The example uses
OpenFOAM library and airfoil cascase
GHH 1-S1 [1]. New airfoil shapes are then
verified using a more suitable turbulence
model for internal aerodynamic, namely
the k-w SST [2, B]. The presented ap-
proach is found to be valid based on this
verification for changes in outlet velocity
angle in Aay € (—2°,+6°).

Keywords: Optimization, FVM, CFD,
OpenFOAM, Airfoil cascade

Title translation: Shape optimization
of blade cascade using adjoint method
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Kapitola 1

Uvod

Lopatkové mtize reprezentuji zdkladni experimentalni techniku pro vyhodno-
ceni kvality tvaru lopatky. Prestoze jde o znac¢né zjednoduseni oproti realnym
provoznim podminkédm, maji lopatkové mtize vypovidajici hodnotu o kvalité
navrhu lopatky [I]. Lopatky testované pomoci lopatkovych mrizi najdou
uplatnéni ve vétrnych elektrarnach [4] nebo ve vyvoji axidlnich kompresoru
[5], na coz se zamétuje i prezentovand prace.

Kompresory jsou stroje slouzici ke stlacovani vzduchu. Stlac¢eny vzduch
je uziteény v nejruznéjsich prumyslovych aplikacich jako transport zemniho
plynu, ochrannd atmosféra jidla, ¢isténi odpadnich vod [6] nebo ve spalovacich
motorech, kde stlaceny vzduch zvysuje vykon pomoci preplnovani. Na zakladé
zmény sméru proudu pres rotor (rotujici ¢ast kompresoru) je lze rozdélit do
dvou skupin - axidlni a radidlni [7]. Radidlni kompresory znaéné méni smeér
pritékajiciho proudu, nebot jej otaci ze sméru osového do sméru radialniho.
U axidlniho kompresoru si proud obecné zachovava osovy smér. Stlaceni na
jeden stupen axialniho kompresoru je zpravidla nizsi nez u radidlniho. Axidlni
kompresory se tedy ¢asto navrhuji jako vicestupnové, tedy s vice navazujicimi
fadami rotorovych a statorovych (nehybnych) fad lopatek jak uvadi [§].
To je ¢asto mnohem naroc¢néjsi kol nez navrh jednoho stupné radidlniho
kompresoru. Ty na druhou strany, krom vétsiho stlaceni na stupen, funguji
ve vétsim rozsahu hmotnostnich pritoki [9] a jsou tim padem spolehlivéjsi v
nendvrhovych rezimech, coz hraje velkou roli v leteckém inzenyrstvi [10].

Dnesni axialni kompresory pro priamyslové aplikace jsou charakteristické
tim, Ze jsou vzdy navrzené a adaptované na konkrétni pozadavky soucasti
za nimi, kde je potfeba stlac¢eny vzduch [I]. Vyvoj prumyslovych axidlnich
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1. Uvod

kompresoru se Casto soustiedi na stabilitu a velkou variabilitu vzhledem k
hmotnostnimu toku a stlaceni, aby byly pouzitelné pro vétsi pasmo operacnich
podminek. Déle se diraz klade na Gc¢innost, minimalizaci velikosti lopatky a
co nejvétsi provozni spolehlivost.

Pravé kvili vysokym pozadavkim a bézné praxi navrhovat axidlni kompre-
sory jako vicestupnové je potieba mit efektivni nastroje pro navrh a optimali-
zaci tvaru lopatky axidlniho kompresoru. Pro tvarovou optimalizaci byly v
[11] pouzity genetické algoritmy a trojrozmérny fesi¢ pro uplné Navierovy-
Stokesovy rovnice. Vicekriteridlni topologickou optimalizaci v subsonicky
navrhovych podminkach se neddvno zabyval [12]. Vétsi problém pak pred-
stavuje optimalizace tvaru lopatek pro axialni kompresory s transsonickym
proudénim jak doklada [13].

Metody pro trojrozmérnou analyzu jsou schopny jiz delsi dobu dosdhnout
vysoké presnosti zachyceni reality a jsou dnes bézné pouzivany pro pred-
povéd vykonnostnich parametri nejriznéjsich geometrii kiidel a lopatek v
turbostrojich [14]. Tyto, dnes uz zdkladni metody, ale nedévaji informaci o
tom, jak geometrii modifikovat pro dosazeni lepsich vykonnostnich parametri.
Ve védeckych publikacich se tak stale castéji objevuji a pouzivaji techniky
pro optimalizaci z fad genetickych algoritmu [I5] [16], heuristickych metod
[17] a sdruzenych gradientnich metod [14].

Cilem této prace je tvarova optimalizace lopatky v lopatkové miizi po-
moci sdruzené metody. Rovnice proudéni jsou feseny metodou konecénych
objemil, jejiz zaklady jsou v tivodu prace zopakovany. Déle je popsan problém
optimalizace se zamérenim na jeho feseni sdruzenou metodou. Pro praktic-
kou aplikaci tvarové optimalizace je zvolena lopatkova mriz GHH 1-S1 [I].
Nové definované cilové funkce pro optimalizaci jsou implementovany pomoci
knihovny OpenFOAM se zdmérem ménit vystupni tthel proudu. Vysledky
jsou ovéfeny vypoctem s vhodnéjsim modelem turbulence [3].



Kapitola 2

Zaklady numerického resSeni
Navierovych-Stokesovych rovnic

Problém proudéni ¢i mechanika tekutin je v rdmci této prace chapan jako
zkoumani pohybu velkého mnozstvi ¢astic a jejich interakce. Velké mnozstvi
ve smyslu, ze zkoumané fluidum ma takovou hustotu, ze lze pouzit aproximaci
reality pomoci matematického kontinua. To nam fiké, ze i nekonecéné mala
(infinitesimdlni) ¢ast tekutiny obsahuje dostateény pocet ¢éstic, pro které lze
specifikovat stfedni rychlost a stfedni kinetickou energii. Jsme tak schopni
definovat pojmy rychlost, tlak, teplota, hustota a dalsi dilezité veli¢iny jako
spojité funkce v ramci celého kontinua. Tato kapitola vychazi riaznou mérou

z publikaci [I8, 19, 20, 21, 22]

B 21 Zaklady matematického popisu proudéni

Odvozeni zakladnich rovnic mechaniky tekutin se opira tzv. zakony zachovani.
Pro ptipad obecné tekutiny to jsou

1. zachovani hmoty,
2. zachovani hybnosti a

3. zachovani energie.



2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

Pro pripad proudéni tekutiny s konstantni hustotou si pak vystacime pouze s
prvnimi dvéma zminénymi zakony zachovani.

Zachovani urcité veli¢iny znamena, Ze jeji casovou zménu uvnitt libovolného
objemu lze vyjadrit jako mnozstvi velic¢iny proudici pres hranici zvoleného
objemu a produkei veli¢iny uvnitt objemu. Casto se také mluvi o bilanci
veli¢iny v urc¢itém objemu. Mnozstvi veli¢iny, které proudi ptes hranici objemu
se nazyva tok. Obecné se tok da rozdélit na dvé slozky. Konvekci, zptisobenou
konvektivnim prenosem veli¢iny, a difuzi, zpusobenou pohybem molekul
tekutiny v klidovém stavu. Difuzivni prenos zavisi na gradientu dané veliCiny
a pro pripad homogenni distribuce tedy vymizi.

B 2.1.1 Kontrolni objem a obecny zakon zachovani

V predchozi kapitole se o zakonech zachovani mluvilo v kontextu jistého
objemu. Takovémuto libovolné zvolitelnému objemu se casto fika kontrolni
objem, nebo - pro ucely numerické matematiky vhodnéji - koneény kontrolni
objem.

Méjme obecny kontrolni objem €2 s uzavienou hranici I', ktery je pevny v
prostoru s danym proudovym polem jak naznacuje obrazek 2.1. Zaroven lze
definovat element hranice dS a jeho vnéjsi normalu n.

Pro obecnou zachovavanou veli¢inu W lze zadkon zachovani psat jako

;/QWdV+/FF(W)'ndSZ/QQQ(W)dV‘F/FQr(W)-ndS, (2.1)

kde Qq(W) jsou objemové a Qr(W) povrchové zdroje a F(W) je vektor
hustoty toku veli¢ciny W plochou I'. Zdkon v této formé je formalné platny
jak pro skalarni velicinu W tak vektorovou W. Specialné pak pro skalarni
veli¢inu lze Clen s tokem pfes hranici rozdélit, podle diive zminéného déleni,
na konvektivni tok

Fxk(W)=Wu (2.2)

a difuzivni tok vyjadfeny pomoci zobecnéného Fickova gradientniho zakona
Fp(W) = kpV(W/p), (2.3)
kde k je koeficient difuzivity a dohromady tedy
/F(W) ‘nds = / (W (u-n) — rp(V(W/p) -n))dS.  (2.4)
r r

6



2.1. Zaklady matematického popisu proudéni

ds

Y
/

R

R
>

Obrazek 2.1: Pevny kontrolni objem v obecném proudovém poli.

Rovnici [2.1] tak muzeme rozepsat do podoby

;Ade+A<w<u~n>—np(WW/p)-n))ds:
:/QQQ(W) dV+/FQp(W)-ndS. (2.5)

Pro vektorovou veli¢inu lze udélat velmi podobné rozdéleni, pouze s tim
rozdilem, Ze vsechny tii funkce W (F, Qq, Qr) budou o jeden tenzorovy rad
vyssi. Rovnice 2.1] s rozdélenim na tenzory konvektivniho a difuzivniho toku
tak dostane podobu

gt/QWdVJF/F(]FK(W) ~Fp(W)) -ndS =
=/ Qa(W) dV+/QF(W)-ndS. (2.6)
@ r

Takto formulovany obecny zdkon zachovani (nékdy taky bilanéni rovnici) lze
vyuzit pro odvozeni zakladnich rovnic proudéni.

B 2.1.2 Zakon zachovani hmoty, rovnice kontinuity

Pro jednoslozkové tekutiny vyjadruje zakon zachovani hmoty, ze hmotu v
systému nelze vytvorit, ani ztratit, i.e. zdroj hmoty se uvniti kontrolniho
nepredpoklada. Musi tedy platit, ze zména hmotnosti uvnitt kontrolniho
objemu musi byt rovna toku hmoty pres hranice kontrolniho objemu, tedy

4 9 (pus)
_ = — m — . 2.
at/g” v /r” u 1dS /Q oz, 27)

Po prevedeni obou integralii na jednu stranu, zaméné operaci integrace a
derivace a vyziti distributivity integralu vzhledem k operaci soucet, dostavame

7



2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

obecny tvar rovnice kontinuity pro nestacionarni proudéni tekutiny

9p 9 (pui)
ot T om

=0. (2.8)

Ke stejné rovnici dojdeme, pokud do rovnice zachovani 2.5 dosadime za
obecnou skalarni velicinu W hustotu p, uplatnime predpoklad nulovych
zdroju na pravé strané a uvédomime si, ze difuzivni tok z rovnice [2.3| bude
nulovy, nebot

V(W/p) =V(p/p) =V(1) =0. (2.9)

Za predpokladu konstantni hustoty p = konst. 1ze navic rovnici 2.8/ zjednodusit
na

ou;

axi
coz se bézné oznacuje jako rovnice kontinuity pro proudéni tekutiny s kon-
stantni hustotou (v indexovém a vektorovém zapisu).

=V-u=0, (2.10)

B 2.1.3 Zakon zachovani hybnosti, rovnice hybnosti

Odvozeni rovnice hybnosti vychazi z druhého Newtonova zdkona, ktery rika,
7e zmeéna hybnosti je zptisobena souctem sil acinkujicich na element hmotnosti.
Hybnost nekoneéné malé ¢asti kontrolniho objemu je

pudV (2.11)

a tedy zména hybnosti uvniti kontrolniho objemu je

gt/gpudV. (2.12)

Sledovanou zachovavanou vektorovou veli¢cinou W, z analogie predchoziho
vztahu s prvnim ¢lenem rovnice 2.6, je tady hybnost pu. Formalnim pouzitim
rovnice [2.2| dostavame vztah pro tenzor konvektivniho toku

Fr(pu) -n = pu(u-n) (2.13)

Difuzivni tok zustava nulovy nebot hybnost nemuze difundovat v tekutiné za
klidového stavu.

Nejdtlezitéjsi ¢asti odvozeni rovnice hybnosti je interpretace zdrojovych
¢lenti. Zdroj hybnosti je z hlediska fyziky vzdy sila.

1. Objemové sily plisobi na hmotu v celém kontrolnim objemu e.g. sila
gravitacni, inercidlni, Coriolisova ¢i elektromagneticka etc.

8



2.1. Zaklady matematického popisu proudéni

2. Povrchové sily ptsobi pfimo na povrchu I' kontrolntho objemu. Jednd se
o deformacni plisobeni vnéjsich sil. Tenzor napéti, kterym se casto toto
pusobeni vyjadiuje lze rozdélit na sférickou a devidatorovou slozku, které
v piipadé tekutin lze interpretovat jako plisobeni tlaku okoli a smykové
a normalové napéti vznikajici mezi okolim a kontrolnim objemem.

Objemové zdroje Ize vyjadrit jednoduse. Pokud prislusnou vnéjsi silu vztdh-
neme na jednotku objemu lze psat

/QQndvz/predV. (2.14)

Povrchové zdroje jsou rozdélené na sférické ptisobeni okolniho tlaku p a tenzor
viskézniho napéti 7, tedy
QF = _pSH + 7,
Qrij = —psij + Tij,
kde I je jednotkovy tenzor, pripadné ¢;; Kroneckerovo delta. Pro Newtonskou
tekutinu lze tenzor viskézniho smykového napéti vyjadrit podle [20] jako

. 8Uj 8’LLZ 2 3
Tij = l(axi + 8%) - 3% (V u)] . (2.15)

Nyni 1ze jiz psat soustavu pohybovych Navierovych-Stokesovych (NS) rovnic
v integralnim tvaru, tedy

0
a/gpudV—i-/F(pu(u-n)—i-pn—T-n) dS:/QQQdV. (2.16)

Casto lze NS rovnici hybnosti nalézt pro tekutinu s konstantni viskozitou i
v diferencidlnim tvaru, naptiklad v [20] a [19]
Ou

1
Par +p(u-V)u+ Vps — p [Au + §V(V : u)] = pfe. (2.17)

Il 2.1.4 Navierovy-Stokesovy rovnice pro tekutinu s konstantni
hustotou

Obecny systém NS rovnic lze pro specidlni pripady zjednodusit zanedbanim
nékterych fyzikdlnich vlivi. V této praci budeme pozdéji vyuzivat zjedno-
duseny tvar NS rovnic pro tekutinu s konstantni hustotou. Tedy p = konst.
¢imz dostavame rovnici kontinuity ve zjednoduseném tvaru [2.10, tedy

V-u=0 (2.18)



2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

a NS rovnice hybnosti v diferencidlnim tvaru podle [20] m& podobu

ou

P ot +p(u-V)u=—-Vps + V- (uVu) + pfe. (2.19)

Rovnici hybnosti jde dédle vydélit konstantou hustoty, ¢imz dostaneme kine-

maticky tlak p = Ps o viskozitu v = £ a rovnice 2.19 prejde do tvaru
p

B 22 Zaklady metody konec¢nych objemii

Metoda konecnych objemiu (MKO, anglicky Finite volume method - FVM)
je jednou z nejpouzivanéjsich metod pro reseni parcialnich diferencidlnich
rovnic (PDR) proudéni - spole¢né s kone¢nymi diferencemi a metodou konec-
nych prvki. Popularita MKO pro numerické feseni problému proudéni tkvi
podle [20] v jeji obecnosti, srozumitelnosti zékladnich principu a snadnosti

vvvvvv

Zasadni vyhodou z hlediska presnosti MKO je pak princip tzv. konzerva-
tivni diskretizace (konzervativni ve smyslu zachovéavajici). Udrzet v platnosti
zakladni zakony zachovani je dilezity aspekt spravnosti reseni. MKO m4é tu
vyhodu, Ze konzervativni diskretizace je podle [20] splnéna automaticky diky
primé diskretizaci integralniho tvaru zédkont zachovani.

B 2.2.1 Koneény objem

MKO nese svuj nazev podle zpusobu prostorové diskretizace, tj. rozdéleni
zkoumané oblasti Q C R? na vzajemné disjunktni neprazdné oteviené podob-
lasti 2; s konecnou velikost{, matematicky psdno

QNQ; =0, proi # j.
Tyto koneéné objemy (nékdy taky buriky) na obrazku 2.2/ jsou analogii
kontrolniho objemt z c¢asti[2.1.1, Jakmile méme takto rozdélenou vypocetni

oblast, tak na kazdy koneény objem aplikujeme zakon zachovani v integralnim
tvaru. To si mizeme dovolit, nebot zdkony zachovani byly v sekci 2.1] odvozeny

10



2.2. Zaklady metody konecCnych objemii

Obrazek 2.2: Nacrt prostorové diskretizace. Buiika se stfedem C' je ohranicena
Ctyfmi sténami f a sousedi se ¢tyfmi dalSimi bunkami N. NaznacCeny jsou i
vektor spojujici stiedy bunék a vektor ze stiedu bunky C' do stfedu stény f.

pro libovolny kontrolni objem a lze je tedy aplikovat na kazdy konecény
podobjem zvlast. Obecny zikon zachovani popsany rovnici 2.1 mé pro j-ty
kontrolni objem tvar

8/ de+/ F-ndS:/ QqdV, (2.21)
ot Jo, L Q;

kde pro jednoduchost zapisu ponechiavame jen objemové zdroje na pravé
strané. Pro kazdy konecny objem nyni definujeme prostorové stredni hodnotu
sledované velic¢iny

Wl = Wj(t) = |Ql]|/9 W (x,t)dV. (2.22)

Stejnym zptsobem nahradime i objemové zdroje v rovnici [2.21] a integral
toku F nahradime souc¢tem pres hranice. Dostaneme tvar rovnice zachovani,
napsanou pro j-ty kontrolni koneény objem

9
875(ijszjy)+Z/f]?.nds—Qjmj|, (2.23)
vf

kde stény f jsou jednotlivé ¢asti hranice I'; a vSechny stény tvoif vzajemné
disjunktni pokryti prislusné hranice. Stoji za to podotknout, zZe rovnice |2.23
je stale matematicky ekvivalentni k rovnici 2.21. Prozatim se jesté neprovedly
zadné aproximace ¢i priblizné nédhrady.

11



2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

B 2.2.2 Aproximace numerickym tokem

Nyni se pokusime aproximovat integral toku pres hranice z rovnice 2.23. Pro
lepsi predstavu ted predpokladejme, ze tok zachovavané veli¢iny je dan z
rovnic [2.3| a 2.2 jako

F = ulV — kVW. (2.24)

Tok pres sténu f (Cast hranice I'j) se soufadnici stfedu x¢ mizeme aproximovat
pomoci

/F-ndS:/(uW—mVW)-ndS% (uW; — kVW;)-S¢ = Fy-Sy, (2.25)
i i

kde S¢ = [ 7 ndS, coz je konstantni vlastnost geometrie stény (pro rovinnou
sténu navic S¢ = n|f]), Wr(t) = W(xg,t) a VW(t) = VW (x¢, t).

Pro feseni dlohy je také pottreba zvolit, kde budou ukladany proménné.
Jinymi slovy, jestli v naSich rovnicich bude neznama napr. ve stfedu burnky
(bude reprezentovat stfedni hodnotu v celé bunce) W;, nebo uprostied stény
W;. V praxi se pouziva vice moznosti i piipadnych kombinaci, jak uvadi
[18, 20]. Standardné se pouziva uklddani hodnot ve stfedu bunék, ve stfedu
stén ¢i ve vrcholech. V nékterych pripadech se objevuje i smiSeny zptisob
(anglicky staggered), kde hodnoty ruznych veli¢in jsou uklddany na jinych
mistech. Déale budeme predpokladat, ze proménné uchovavame ve stiedu
bunék (anglicky cell-centered), tedy ze proménnou bude hodnota W;. Pro
dalsi postup je tedy potieba aproximovat hodnoty W; a VW} - S¢ pomoci
zavedenych neznamych ve stiedech bunék a ziskat tak F¢ = Fg(W;). Poté
jiz mizeme napsat semidiskrétni tvar (ve smyslu MKO) rovnice zachovani
skalarni veliciny

0

Q(W\le)JrZFf'Sf:Qﬂle- (2.26)
vf

Zpusobu diskretizace numerického toku je mnoho, nebot jde o jednu ze
stézejnich ¢asti MKO. Numericky tok totiz zdsadnim zpiisobem ovliviiuje
stabilitu a presnost nasledného vypoctu. Déle jsou uvedeny pouze zékladni
priklady zpisobu diskretizace, nebot jejich rozbor neni predmétem této prace.

B Diskretizace difuzivniho toku

Jak uvadi rovnice [2.25] aproximujeme ¢len difuzivniho toku pfes sténu f jako
— / kVW -ndS ~ Fp = —kVW; - S¢. (2.27)
f

12



2.2. Zaklady metody konecCnych objemii

Pro diskretizaci takového ¢lenu muzeme vztah upravit na

oW
Fp = —rd 2.2
D= K S, (2.28)

ow
kde / je tzv. derivace ve sméru normaly stény f a Sy je plocha stény.

anf
Pokud sténa f je pravé mezi sttedy bunék j = C a j = N, tedy n¢ je vnéjsi
normala vzhledem k bunce C a vnitfni vzhledem k N, tak lze derivaci ve
sméru aproximovat pomoci

oWy Wy —We

~ . 2.29
Ong || xn — xc] ( )
B Diskretizace konvektivniho toku
Druhou casti toku pres sténu je konvektivni tok, z rovnice 2.25| tedy
/ ulV -ndS =~ FK = Wfo . Sf = Wfd)f, (230)
f

kde jsme skaldrni soucin ug - S¢ oznacili jako ¢y, tzv. konvektivni tok pies
sténu f. Interpolace Wy lze pro piipad ortogonélni sité s konstantnim krokem
zapsat jednoduse jako

We +Wn

—
Interpolaci lze provést i lepsimi zptisoby, které kompenzuji piipadné nedokona-
losti ¢i nerovnomérnosti v siti. Napriklad pro ortogonélni sit s nerovnomérnym
krokem je vhodnéjsi formulovat interpolaci jako

W ~ [xne|Wo + lIxcelWh [Ixnel[[We + [Ixce[[Wa
d lIxne ] + [[xcxl] x|

W; = (2.31)

: (2.32)

kde x;¢ je vektor mezi stfedem bunky j = C, N a stfedem stény f.

Mnohem spolehlivéjsi variantou jak aproximovat hodnotu Wy pomoci
hodnot v butikich C' a N je tzv. protiproudé schéma (anglicky upwind scheme).
Hodnota W} je aproximovdna podle znaménka ¢;. Kladné znaménko znaci,
Ze unasiva rychlost ug sméruje z bunky C' do N, jak tomu je i v pripadé
naznaceném na obrazku [2.3. Pfedpis pro hodnotu W na sténé lze tedy zapsat
jako

Wy = {WC pro ¢y > 0, (2.33)
Wn  progy <0.

Schéma upwind je pouze prvniho radu presnosti a v praxi se pak casto
kombinuje napt. s linedrni interpolaci [2.31 pro zvysSeni presnosti. Prikladem
jsou TVD (zkratka anglického total variation dimishing) schémata [23, [24]
vyuzivajici princip monoténnosti [25].

13



2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

/Wf =Weg
_9
ur, ¢f
W
We
C N

Obrazek 2.3: Aproximace hodnoty Wy pomoci schématu upwind pro piipad
kladného toku sténou f.

B 2.3 SIMPLE algoritmus

Algoritmus SIMPLE (zkratka pro semi-implicit pressure linked equations) pro
feSeni problému proudéni tekutiny s konstantni hustotou lze v jeho ptivodni
varianté nalézt napriklad v [26]. Od té doby se objevilo spoustu tprav a
vylepseni jako SIMPLER][27], SIMPLEST nebo SIMPLECI2S].

B 23.1 Myslenka segregovanych algoritmii

Algoritmus SIMPLE je jeden ze zdkladnich prikladt tzv. segregovanych
algoritmii. Rovnice ze soustavy NS rovnic se zde nefesi jako jeden celek, ale
oddélené kazda zvlast. Vyhodou oproti klasickému sdruzenému algoritmu je,
ze se vyhneme reseni rozsahlé soustavy rovnic se spatné podminénou matici,
jak zminuje [22].

Segregované algoritmy obecné narazi na problémy s konvergenci ¢i presnosti
jakmile se zvysi zévislost mezi jednotlivymi rovnicemi soustavy. Jinymi slovy
matice soustavy sestavend sdruzenou metodou zacne byt lépe podminéna.

V pripadé soustavy NS rovnic pro tekutinu o konstantni hustoté mtize byt

u

méritkem fiktivni Machovo ¢islo M = u, kde ¢ m4 vyznam klidové rychlosti
c

zvuku v tekutiné.

14



2.3. SIMPLE algoritmus

B 2.3.2 Relaxace soustavy linearnich rovnic

V ramci algoritmu SIMPLE se pouziva relaxace[22] pfi feSeni rovnice pro
odhad rychlosti [2.38. Relaxaci soustavy linearnich rovnic lze chapat podle
[29] a [22] nésledovné. Pro soustavu linedrnich rovnic A - x = b oznac¢ime
x"™ n-tou iteraci iterativniho FeSeni soustavy. Iteracni metoda fesi soustavu
upravenou nasobkem diagondly matice D = diag(A), konkrétné

71_04T]I))-Xn+1 =b+ Lo

(678 Qy

A-xL g D-x". (2.34)

Nova matice soustavy je tedy

D
Arelaz = 07 +A - D, (235)

T
coz odpovida vynasobeni diagonélnich prvki matice A koeficientem —-. Vhod-
nym zvolenim relaxa¢niho koeficientu «, pak muzeme zajistit, aby matice

A0 byla ostie diagonalné dominantni. Relaxa¢ni koeficient «;. se voli z in-
tervalu (0, 1), pfi¢emz «, = 1 odpovida FeSeni puvodni soustavy bez relaxace.

B 2.3.3 Varianta algoritmu SIMPLE s rovnici pro tlak

V softwarové knihovné OpenFOAM [30], kterd je pro potfeby aplikace v
ramci této prace vyuzita, je dle [22] algoritmus SIMPLE implementovan v
nasledujici forme.

Algoritmus fesi Navierovy-Stokesovy rovnice pro proudéni tekutiny s kon-
stantni hustotou a vychazi ze tvaru

V:(uu) - V- (vVu) =—-Vp, (2.36)
V-u=0. (2.37)

Nejprve se stanovi odhad rychlosti u* pomoci tlaku z predchozi iterace
(pripadné z pocatecni podminky) z diskretizované rovnice hybnosti 2.20, ve
které je konvektivni ¢len linearizovan Picardovou aproximaci [22]. Pro odhad
rychlosti tak dostdvame rovnici

agug = Y agyuy+ Qg —Vpe. (2.38)
YfeCNN

H(u*)c
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2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

Zde horni indexy oznacuji iteraci, tedy index © piedchozi iteraci, index *

odhad hodnoty nové iterace a pozdéji ™ hodnotu v nové iteraci. Dolni indexy
pak oznacuji bunku C, ktera sdili sténu f se sousedni bunkou N. Koeficienty a
jsou urceny podle metody diskretizace jednotlivych ¢lenti rovnice. Pro stabilni
feSeni rovnice pro odhad tlaku se bézné pouziva relaxace s koeficientem
a, = 0.7.

Oznacime ¢ast rovnice pro odhad rychlosti

uc = aT)(Z agnun + Q) = a—OH(u ) (2.39)
¢ r C

a odhad rychlosti interpolujeme na sténu f

* Sk 1
ufZIH-—56Vp% (2.40)
f

Pro skute¢nou novou rychlost (nikoliv uz odhad *) pak pozadujeme splnéni

1
uf = Uy — Q—OVp? (2.41)
!

a zaroven splnéni rovnice kontinuity 2.37. Diskrétné tedy

s 1.,
f f f
Rovnice pro odhad nového tlaku p} ma tedy tvar
1 * ok
ZGT}VPf -S¢g =) Ut -Sr. (2.43)
f f

Pri aktualizaci tlaku pro novou iteraci je pak potfeba pouzit relaxaci s
koeficientem f (typicky 8 = 0.3[22]), tedy

P& = p& + BPE — p).- (2.44)

Hodnota rychlosti pro dalsi iteraci se pak v analogii ke vztahu 2.41| spocita
jako

N 1
ug =g — —5 Vpi. (2.45)
@y
Aktualizuje se i hodnota objemového toku sténami podle rovnice

ok 1 n
f

Cyklus dalsi iterace pak zac¢ina opét resenim rovnice [2.38|.
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Jedna cela iterace algoritmu SIMPLE ve varianté s rovnici pro tlak 1ze tedy
shrnout nésledovné:

1. Na zékladé zndmych hodnot u® a ¢° se sestavi aproximace levé strany
rovnice hybnosti |2.36| pro rychlost u*

V(ulu*) - V- (vVu*) = adus — H(u)c. (2.47)

2. Rovnici relaxujeme s koeficientem a..

3. Vyresime rovnici 2.38| s gradientem tlaku na pravé strané, ktery vyhod-
notime pomoci tlaku z pfedchozi iterace p°

a%ul = H(u")o — Vpl. (2.48)

4. Interpolujeme hodnotu Ug na stény.

5. Vyresime soustavu pro tlak ziskanou z rovnice kontinuity [2.37
1 * X
Z@vpf -Sg =) 1 - S (2.49)
f f

6. Vypocet hodnoty nového tlaku relaxujeme s koeficientem 3
pe = p& + BWE = pe)- (2.50)

7. Na zavér aktualizujeme hodnoty rychlosti ug a objemového toku ¢

1
ug = tc — —5 Ve, (2.51)
ayf
s 1
¢} =6 - S — a—ovp’; - Sy (2.52)
i

17



2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

. 2.4 Modelovani turbulence metodou RANS

Numerické feseni Navierovych-Stokesovych rovnic ve tvaru vede
k pfimé numerické simulaci(anglicky direct numerical simulation DNS). Vy-
pocetni sit pro DNS musi ale v takovém pripadé rozlisit jevy méritka od
charakteristického rozméru az po uroven Kolmogorovych méritek. Pocet bu-
nék v siti pro DNS roste s mocninou Reynoldsova ¢isla Re. Pro inzenyrské
aplikace s Reynoldsovymi ¢isly v fadu miliont se tak narazi na limitaci vy-
pocetniho vykonu. Tento problém se Casto obchézi statistickym pristupem,
takzvanym Reynoldsovym stfedénim [19]. Tento zptisob, ¢asto oznacovany
jako RANS ¢i RAS, je zaloZen na definici ¢asového stredéni

t-i-T
= lim — 2.
im T/ (2.53)

T—)oo

Dale se predpoklada, ze Casové zavislé hodnoty proudovych proménnych
muzeme rozdélit na stfedni (Casové stfedénou) a fluktuacni slozku, tedy

=p+7, (2.54)
u=u+u (2.55)

P1i aplikaci tohoto stfedéni na rovnici kontinuity pro tekutinu s konstantni
hustotou, dostaneme stejny tvar jako jen pro ¢asové stiedni hodnoty [19],
tedy

V-u=0. (2.56)

Aplikaci ¢asového stfedéni na rovnici hybnosti pro tekutinu s konstantni
hustotou dostavame [19]

(?91; +(@-V)u=-Vp+ V- (2vD(u) - uu), (2.57)

kde operdtor D(u) = 1(Vu+ VuT). V indexovém zépisu pak

ou; _ Ow; op 0 (

— ; = 2vD;; — uld 2.58
ot " Yoz; 0wy T om; \VT ). (2:58)

B 25 Modely turbulence

Ve stiedéné rovnici [2.57| pribyl oproti puvodni rovnici hybnosti nezndmy ¢len

—ulu’; nazyvany turbulentni Reynoldsovo napéti. Vyraz 82 uiu; ; vyjadiuje

i
vymeénu hybnosti mezi turbulenci a ¢asové stfednim proudenlm ﬂﬂlﬂ Reynold-

sovo turbulentni napéti je druhy statisticky moment a systém PDR tak v
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2.5. Modely turbulence

této formé neni uzavieny. Pokud bychom vynasobili ptivodni rovnici -u; ve
snaze ziskat rovnici pro tento druhy statisticky moment, tak by vznikl opét
clen vyssiho statistického momentu a tak dale. Pro uzavieni RANS rovnic je
tedy potieba doplnit vztah pro vypocet Sesti slozek turbulentniho Reynold-
sova napéti. Existuji dva zakladni principy. Prvni zptisob aproximuje rovnou
slozky tenzoru Reynoldsovych napéti, takové aproximace nazyvidme modely
turbulence prvniho fadu. Druhy zptsob naopak aproximuje az treti statisticky
moment vystupujici v transportni rovnici pro turbulentni Reynoldsovo napéti.
Takovéto aproximace nazyvame modely turbulence druhého fadu. V této
praci se pouzivaji modely turbulence prvniho fddu a jsou déle rozvedeny.

B 2.5.1 Boussinesqova hypotéza

Modely turbulence prvniho fadu jsou cCasto zalozeny na Boussinesqové hy-
potéze. Tato hypotéza aproximuje tenzor Reynoldsovych napéti, ktery je,
podobné jako v pripadé bézného tenzoru vazkych napéti, pomoci nové za-

vedené turbulentni viskozity vy, stfedovaného tenzoru rychlosti deformace
D;; a turbulentni kinetické energie k = %u;ug Findlni vyjddieni tenzoru

Reynoldsovych napéti podle Boussinesqovy hypotézy je nasledujici

— — 2
= 2VtSij - gk‘(;” (259)

Takto byl problém uzavieni systému RANS rovnic prenesen na problém
hledani 14 a k. Modely turbulence prvniho radu se tedy lisi ve zptusobu jakym
turbulentni vazkost pocitaji. V této praci bude nésledné pouzit Spalartiv-
Allmarasuv model a k-w SST, které jsou popsany ve zbytku této kapitoly.

B 2.5.2 Spalartiiv-Allmarasiiv model

Tento model turbulence je zastupcem jednorovnicovych modela turbulence a
byl poprvé publikovin Spalartem a Allmarasem v [31]. Tento jednorovnicovy
model je zaloZen na transportu pomocné proménné v (nékdy také nazyvané
Spalartova-Allmarasova proménnd). V tomto piipadé je z Boussinesqovy
hypotézy vynechan ¢len s kinetickou energii turbulence

- u;u; = QI/Tgij. (260)
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2. Zaklady numerického reseni Navierovych-Stokesovych rovnic

Turbulentni viskozita se poté vyhodnocuje z nasledujicich vztah

vt = U for, (2.61)
3
X

= ——e, 2.62

Jur X3+ ey (2.62)

v
=2 2.
X = (2.63)

a pro v je definovana transportni rovnice

o o =10 oV ov o
Yt = ey (1— f)ST+ = —— ((u+ﬁ)”> TRl

ot uj87j o 0x; Ox;j o O0x; Ox;
~\ 2
Chl 14
{Cwlfw - K,thQ} (d) . (2'64)
kde d je vzdalenost k nejblizsi sténé. Dalsi pouzité pomocné funkce jsou
6 1
X 1+ Cw3 ¢
fro=1——""7-, fo=9%5—%5"1] -
! 1 + val v 96 + C?U:J,
fir = cize™ X, g =7+ cua(r®—r).
_ Z Qo _ ijuQ
" S TS g

1 [ ou; 6@

A nakonec konstanty vystupujici v tomto modelu nabyvaji hodnot

ey = 0.1355, 02 = 0622, c =71, c3=12 =05,
1
ot = D208, cws=2 s=041, o=2/3.
K g

Spalartiv-Allmarastuv model turbulence neni vypocetné néjak zvlast na-
ro¢ny, neb je jen jednorovnicovy. Na druhou stranu byl vyvinut pro aplikaci
ve vnéjsi aerodynamice (obtékéni profila kiidel) a pro jiné aplikace tak neni
zarucena jeho spolehlivost.

B 25.3 k-w SST model

Tento model turbulence je zastupcem dvourovnicovych modeld turbulence a
byl poprvé publikovin Menterem v [2] a posléze vylepsen v [3]. Tento model
resi dvé transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii k£ a pro miru
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2.5. Modely turbulence

turbulentni disipace w. Plati tedy standardni tvar Boussinesqovy hypotézy
2.59| a turbulentni viskozita je vyhodnocovana podle

alk
= 2.65
. max(ajw, SFy) (2.65)
Pro k£ a w jsou definované transportni rovnice
ok ok ou; 0 ok
— 4 Uu— =T1j— — wk+ — — 2.66
ot +u] ij T T B wiv al’j [(V+UkVT)a$j] ( )
a
ot +u38wj N ,U,TTZ] € g /8 W 8:6]‘ <V+UWVT)895]~ +
Tw2 0k Ow
21 — F1)———. (2.67
( ) w Oz, 0z, ( )

Konstanty v predeslych rovnicich se ziskavaji podle nasledujiciho pravidla
w = Flw, + (1 — Fl)U/Q, (2.68)

kde w je nékterd z konstant a w2 jsou jeji dolni, respektive horni mez. Dalsi
vztahy pouzité v rovnicich jsou

— 20u 2
Tij = vr <2S” - 38%']]:6U> — gk‘(si]’,

Fy = tanh(arg}), arg; = min [max (

1
C Dy, = max (20w2 Ok 87(,0’ 10_20> ,

w@iazjﬁxj
) VE 500
Brwd’ d?w |-

VE  500v 40,9k
B*wd’ d?w | CDy,d? |’

F, = tanh(arg3), args = max (

Konstanty tohoto modelu nabyvaji hodnot

0.85 05 k- — 0,075 O L
Ok1 = V. 3 Ow1 = V.9, == U. ) Y= PR %
! B VB
k-w 2
opy = 1, Ous = 0.856, ¥ =0.0828, g =12 T«

N
5% =0.09, Kk =0.41, a1 = 0.31.

Mentertv model k-w SST vysel z kombinace modelu k-w a k-¢ jako funkce
vzdalenosti od stény d pres vazici funkce Fy a F5. k-w funguje totiz lépe
blizko stény a k-e naopak 1épe modeluje turbulenci ve volném proudu. Model
k-w SST se na rozdil od Spalartova-Allmarasova modelu bézné pouziva v
aplikacich vnitini aerodynamiky. Dalsim zlepSenim modelu k-w SST je jeho
varianta prechodovd, i.e. rozlisujici mezi laminarnim a turbulentnim regionem.
Tento Langtryho a Menteriv model k-w SST, nékdy oznacovany jako y-Rey,
je pokrocily ¢tyr-rovnicovy model a mtze tak znacné zatizit vypocetni Cas.

21



22



Kapitola 3

Optimalizace sdruzenou metodou

Zajem o optimalizaci v proudéni tekutin je od nepaméti a predmétem vé-
deckého badani minimélné od doby vynalezeni integralniho poc¢tu [14]. Tato
kapitola se zabyva zakladni definici problému optimalizace a predstavuje
znamou, avsak v oblasti proudéni tekutiny prozatim neptilis hojné uzivanou,
metodu optimalizace. Dale jsou odvozeny zaklady této metody pro jeji aplikaci
v druhé c¢asti této prace.

B 3.1 Zsklady optimalizace

Pro popis problému optimalizace se pouzivaji pojmy:

B primdrni proménné ¢ nebo také fyzikalni veli¢iny jako tlak, rychlost,
teplota atd. dané vétsinou z konkrétnich rovnic,

B sdruzené proménné & nebo také sdruzené veli¢iny odpovidajici primarnim,
tedy napiiklad sdruzeny tlak, sdruzend rychlost,

B ndurhové parametry g jako jsou materidlové vlastnosti, vstupni rychlost,
tvar geometrie nebo hranice,

B cilovd funkce/funkciondl J(¢,g) hodnoceni kombinace primarnich a na-
vrhovych parametri, jako je tlakova ztrata, stlaceni nebo vztlak,

B vazebni rovnice R(¢$,g) = 0 jsou rovnice proudéni.
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

Problém optimalizace lze pak podle [I14] matematicky formulovat nésledovné.

Problém 1. Necht je ddna mnoZina parametri g = {gn, n = 1,..., N}, cilova
funkce J(¢,g) a vazebni rovnice R(¢,g) = 0. Najdéte takovou kombinaci
parametru g a ¢, kterd minimalizuje funkci J(¢, g) a zdroven spliuje platnost
podminujicich rovnic R(¢,g) =0 .

Metod na feseni optimaliza¢niho problému je hned nékolik. Obecné je lze
rozlisit na obecné a lokédlni optimaliza¢ni metody. Mezi vSeobecné zname patii
napiiklad metoda genetickych algoritmui(obecnd) a gradientni optimalizaéni
metody(lokalni). Zakladni rozdil mezi témito metodami je, Ze obecné optima-
liza¢ni metody se zpravidla snazi priblizit globalnimu optimu v celém prostoru
pripustnych parametrii, kdezto lokalni metody na zakladé pocatecniho odhadu
spadaji do nejblizsiho lokdlniho minima.

Typicky optimalizacni cyklus lokalni metody lze zapsat nasledovné:

Méjme poéateéni odhad ¢(©).
Pron=20,1,2...
1. Vyfesit R(¢™, g™) pro zjisténi ¢,
2. Spocitat g(qﬁ("),g(”)).
3. Pomoci vysledku 1 a 2 zjistit optimélni krok dg - napr.
89 = ag(qﬁ(n),g(”))-

4. Zménit nadvrhové proménné ¢t = ¢ 4 §g.

Rizné algoritmy se odlisuji ve zpusobu vyhodnoceni gradientu ve druhém
kroku (citlivostni gradient, sdruzend metoda) a nasledné se vétvi podle préce
s timto gradientem. Jsou to napfiiklad metoda konjugovanych gradientt
(CGM)[32], algoritmus Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS)[33] nebo
projekce omezeni [34] pro dodate¢né podminénou optimalizaci.
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3.2. Metoda sdruzené optimalizace

B 3.2 Metoda sdruzené optimalizace

Metoda sdruzené optimalizace se snazi vyresit problém popsany v sekci 3.1l
Jde o specialni pripad optimalizace gradientni metodou, a tedy se predpoklada,
ze puvodni vybér optimalizovanych parametri se nachazi pomérné blizko
hledaného optima. Nové optimalnéjsi feseni se dostane podle predpisu

dJ
gD — ) _ . @(gb(n)’ g™, (3.1)

kde a < 0 je délka kroku. Co se tyce znaménka v rovnici 3.1, tak to je v
tomto pripade —, nebot dle problému [1] hleddme minimum funkciondlu J a
tedy musime délat krok proti sméru nejvyssiho ristu i.e. ve sméru opacném
ke gradientu.

Hlavnim znakem sdruzené gradientni optimalizace je zpusob vyhodnoceni
gradientu cilové funkce vzhledem navrhovym parametriim, tedy %. Pro vy-
hodnoceni tohoto gradientu jsou odvozeny nové parcidlni diferencidlni rovnice
(PDR). Proces odvozeni novych PDR vychézi z metody Lagrangeovych mul-
tiplikatora. Ta specifikuje novou cilovou funkci, kterd v sobé bude zahrnovat

podminujici rovnice. Definujeme tak novou cilovou funkci

L(¢,9, ) = J(¢,9) + (R(¢,9),€) , (3.2)

kde £ jsou tzv. sdruzené proménné (sdruzené k primarnim proménnym) a
(+,-) je symetrickd, bilinedrni forma, jejiz podoba je zpravidla jasnéd az z
konkrétné reseného problému. Dostavame tak novy problém, jehoz feseni je
vSak podle [14] ekvivalentni s problémem 1.

Problém 2. Necht je ddna mnozZina parametri g = {gn, n = 1,..., N}, cilova
funkce J(¢,g) a vazebni rovnice R(¢,g) = 0. Najdéte takovou kombinaci
parametri g, primarnich proménnych ¢ a sdruzenych proménnych £ tak, aby
L(g, g, &) = J(o,9) + (R(9,9),&) bylo staciondrni.

Z matematického hlediska je dobré podotknout, ze vSechny argumenty
L jsou na sobé nezavislé. Pro J tomu tak nebylo, protoze £ a g spolu byli
svazané pres podminujici rovnice R(¢,g) = 0 a neslo je tak volit nezavisle.
Abychom splnili podminku stacionarity, jak pozaduje problém |2, musi byt
variance L podle vSech proménnych rovna nule.
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

B 3.2.1 Systém rovnic optimality

V této ¢asti jsou ukazany jednotlivé variace
oL = 5£L + 5¢L + 5gL (3.3)

pro cilovou funkci L definovanou rovnici

B Variace sdruZzenych proménnych

Nulovost variace podle sdruzenych proménnych £ 1ze zapsat jako

e—0 €

=0, (3.4)

kde variace §¢ je libovolnd. Po dosazeni za L z rovnice 3.2, dostdvame

e—0 €

=0, (3.5

tedy
(0€, R(¢,9)) = 0. (3.6)

Diky libovolnosti variace §¢ dostavame puvodni vazebni rovnici

R(¢,9) =0, (3.7)

ktera tvori prvni ¢ast systému rovnic optimality. Variace podle sdruzenych
proménnych ukazala, ze stacionarni bod rozsiteného funkciondlu L(¢, g, &)
spliiuje vazebni rovnice [14].

B Variace primarnich proménnych

Déle vezméme variaci vzhledem k primarnim proménnym ¢, tedy

5,1 = lim L0+ 00.9.6) = L(6..6)

e—0 €

=0 (3.8)

a opét po dosazeni rovnice |3.2

(6t c00,9) + (6 R(6 + b6.9)) ~ (J(b.9) + (€. R(6.9)

e—0 €

=0, (3.9)
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3.2. Metoda sdruzené optimalizace

neboli
. (J(¢ +€06,9) = J(d9) | (& R(O+€56,9) - R<¢’9>>> ~0. (3.10)
e—0 € €

Cleny ve jmenovateli obsahujici € piepiseme pomoci Taylorova rozvoje okolo
bodu ¢

oJ OR 2
[H0a)+ 5ot O - Toa) (& Bl0.)+ 55 00+ O() = R(6.9))
e—0 € €
(3.11)
Cleny bez derivaci se ode¢tou, a po zkraceni e dostavame
oJ
li =0. .
sy ¢5¢+<5, 5500) +0(0) =0 (3.12)
Provedeme limitu 57
—0 .
o0+ (& 5l00) =0, (3.13)
pouzijeme 5
J
O (1,075) o9

a oznac¢ime (+)* sdruzeny operator vzhledem k (-, -), tedy

<<g;>* ’5¢> - <(a§> ¢ 5¢> (3.15)

Dalsi ¢ast systému rovnic optimality jsou tedy tzv. sdruzené rovnice [14]

(5)«=-() 510

B Variace navrhovych parametrii

Posledni ¢ast variace 0L je vzhledem k navrhovym parametrum g, tedy

5L_1 (¢7g+6597€)_L(¢a97£)

6—>0 €

=0, (3.17)

kde obdobné jako pro primarni proménné po dosazeni z rovnice 3.2/ dostaneme

e—0 €

—0 (3.18)

a po aplikovani stejného postupu jako pro vztah 3.16, dostaneme posledni
¢ast systému rovnic optimality, tzv. podminky optimality [14]

(-5
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

B Reseni systému rovnic optimality

Vyfesenim soustavy rovnic optimality |3.7, |3.16/ a[3.19| ziskdme TeSeni problému
2| a tedy i[1l. Analyticky lze systém vyTeSit pouze ve specidlnich pripadech a
oproti zakladnimu systému, tedy vazebnim rovnicim, je tento nesegregovany
systém casto masivni, jak upozornuje [I4]. VyfeSenim této soustavy jako
nesegregované dostaneme primo optimalni hodnoty ndvrhovych parametra,
bohuzel to v mnoha pifpadech neni mozné. Reseni soustavy rovnic segregova-
nym zpusobem uz je schtidnéjsi varianta, vyzaduje vsak iterativni proces a lze
ukazat, ze itera¢ni metoda tesici kazdou z tii ¢asti oddélené je ekvivalentni k
metodé nejvyssiho spadu [14], jejiz rychlost konvergence je ¢asto nedostacujici.
Jak bylo jiz feceno v ivodu této sekce, lze sdruzenou metodu pouzit i jinym
zpusobem a to pro vypocet gradientu/variace %, ktery je posléze pouzit v
optimaliza¢nim cyklu podle ptredpisu 3.1\

B 3.2.2 Gradient pomoci sdruzené metody

Ziskat gradient cilové funkce je v ramci optimaliza¢niho cyklu, nastinéného

Vv,

lze za pouziti fetizkového pravidla zapsat jako

dJ oJ d¢ oJ
o™ gy = ZL () JEZE () a(n)y L T p(n)  (n) 92
dg(cb ,9") (%(qﬁ . g )dg(¢ . g )+8g(¢ 9). (3.20)
Méjme FeSeni sdruzengch rovnic [3.16/ v n-té iteraci, i.e. méjme &™), které fesi
OR aJ
(), Z2 () o)y — ZZ () ()Y 21
3 8¢(¢ 97 = 550" g (3.21)

Dosazenim 13.21! do rovnice [3.20/ dostaneme

dJ OR do oJ
ST )y — ) (2t pm) Sy ) ZFpn) )y L T ) o(n)
(07, g) =€ (20, g)) SO, )+ (6, o),
(3.22)
kam dosadime variaci vazebnich rovnic R(¢,g) =0
OR dé, o0 o OR
(G5 @™ 9™)) T, o) = =500, o), (329
¢imz se dopracujeme k hledanému vztahu

V optimaliza¢nich tlohéach, kde se ke zjisténi gradienti pouzivd metoda
konec¢nych diferenci, roste naro¢nost vypoctu tmérné k poc¢tu néavrhovych
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3.2. Metoda sdruzené optimalizace

parametri. Ve sdruzené metodé zavisi vyhodnoceni gradientu prevazné na
rychlosti feseni sdruzenych PDR. Ve sdruzené metodé je ale navic potfeba
predem odvodit prislusné PDR a to teoreticky pro kazdou cilovou funkci.
Prakticky lze ale urc¢it dostatecné obecny predpis pro cilovou funkci, odvodit
rovnice pro néj a konkrétni predpis dosadit az pozdéji, jak je ukézdno v
nésledujici casti.

B 3.2.3 SdruZené rovnice pro proudéni tekutiny s konstantni
hustotou

V této podsekci budou odvozeny sdruzené rovnice pro tvarovou optimalizaci
v proudéni tekutiny s konstantni hustotou podle [35] 22]. Podminujici rovnice
budou tedy NS rovnice pro staciondrni stav s tekutinou o konstantni hustoté,
tedy rovnice hybnosti

R"=(u-V)u+Vp—-V-2uD(u), (3.25)

kde operator D(u) m4 stejny vyznam jako v pripadé rovnice 2.57, a rovnice
kontinuity
RP=-V.u (3.26)

Primédrni proménné jsou tedy v tomto pripadé rychlost u a kinematicky
tlak ve smyslu rovnice 2.20, tedy p = Ps 'K nim budou odpovidat sdruzené

proménné £ = (v, q). Obecnou cilovou funkei lze v rdmci mnoha inzenyrskych
aplikaci zapsat pomoci integralu pres vypocetni oblast a integralu pres hranici,
tedy

J(u,p,g)z/QJsz(u,p,g) dV+/FJr(u,p,g) ds. (3.27)

S takto definovanymi proménnymi, vazebnimi rovnicemi a cenovou funkei lze
definovat upravenou cenovou funkci

L:J+/§~RdQ:/(v-R“+qu+JQ)dQ+/JFdS. (3.28)
Q Q r
K odvozeni sdruzenych rovnic a definujeme vhodnou bilinearni formu
(a,b) = / a-bdV. (3.29)
Q

Vyjdeme predpisu [3.13| pro variaci upravené cenové funkce podle primarnich
proménnych

5oL = 5¢+ / ¢ 6¢dV —0. (3.30)
Pro ¢len s J miizeme pﬁmo psat
O s = [ 2225 dV+/ It 5. as (3.31)
8ui 8’LL1 i ’ '
0 5 = 8‘]”5 dV+/ 2 5pds. (3.32)
dp Q
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

Pro ¢len se sdruzenymi proménnymi & - a—(b provedeme variaci d¢ postupné

pro kazdou rovnici

0wR" = (du-V)u+ (u-V)ou— V- (2vD(ju)), (3.33)
5,R™ = Vp, (3.34)
5 RP = —V - §u, (3.35)
5,RP = 0. (3.36)

Pro tuplnost je potieba podotknout, Ze jsme vynechali variaci kinematické
viskozity v. Pro lamindrni proudéni je to naprosto platny postup. Pokud
ale budeme modelovat turbulenci za pomoci pridavné turbulentni vazkosti
v = 14 + v, tak budto musime udélat predpoklad tzv. zmrazené turbulence
(anglicky frozen turbulence) a nebo rozepsat i variace rovnic turbulence.
Zkoumani variace modelu turbulence je nad ramec této prace a detailnéji se o
ném pise v [36], kde se rozebira i vliv zjednodusujiciho predpokladu zmrazené
turbulence na vysledek simulace pro pripad riznych Reynoldsovych ¢isel.

Odvozené vztahy nyni dosadime do predpisu |3.30

soL = [ Bjﬂauidv+/a‘]r5 dS+/ %Ja s, dv+/3JF5 ds+
o Ou; ou;

[ v 6u sy 9)su v (V- @DEw) | dve
Q
I I IIT
+/ V.v5pdv+/ gV -6udV. (3.37)
Q Q

v \Y%

Postupné ted pomoci Gaussovy véty (integrace per-partes) presuneme derivace
na sdruzené proménné, tak abychom mohli vytknout variace primarnich
proménnych. Pro odvozeni nékterych c¢lend je vyhodnéjsi pouzit indexovy
zapis s Einsteinovou sumacni konvenci, tedy

1= / V- (511 V)udV :/ UJ(SUZ%dV (3.38)
Q Q 0

T

a po aplikaci Gaussovy véty
(vj0u;)
I= / vjduun; dS — / 71@ dv, (3.39)
lze rozepsat derivaci soucinu jako

0(du;) ov;
I—/ijéulu]nzdS /vj oz, —— Uy dV,—/Qéuia—xJiuj dV (3.40)

=0 z kontinuity
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3.2. Metoda sdruzené optimalizace

a tedy
I:/vjujniéuidS ujéuldV /v u)n-éudsS— / (Vv-u)-dudV.
r Q 0T
(3.41)
Pro druhy ¢len mtzeme psat
II:/V-(u-V)éudV:/vjuia(&uj)dV (3.42)

a stejnym postupem jako v predchozim piipadé (Gaussova véta, derivace
soucinu, rovnice kontinuity) dostdvame

H:/vjumiéuj dS’—/ ui%éuj dV:/(n-u)v-éudS—/(u-V)V-éudV.
r Q Ox; r Q

(3.43)
Nejpracnéjsi je pak clen cislo tii, tedy

= [ —v (V- D) dv:/sz_”iaij (V (826:-) + 6(533))) av,

pouzijeme Gaussovu vétu poprvé

[ d(0u;) 8(5uj /c%Z 0(6w;) ~ O(duy)
= [ - <u< oe e ) | radst [ g | T+ T av

a podruhé, zvlast na oba cleny v objemovém integralu,

IH—/ —2vv - D(du) - ndS+/ njéu,—i-n,éuj)dS—
0 81}1» 0 8%‘
_/Q ((3% <V8xj> ou; + B (Ua%> 5uj> dv,

11 = /F 2un-D(v)-5udS— /F 2uv-D(6u)-n dS— /Q V-(2uD(v))-budV. (3.44)

¢imz dostavame vyraz

Dale
IV = /v VopdV = / 3 dV /vmzépds /
XLy

IV:/v'népdS—/ V - vopdV. (3.46)
r Q

)

Pro posledni clen pak

V= / —qV - dudV = / ) av - /qéumldSqL/ 00 51y av
8:1:Z ox;

a vektorové tedy

V:/—qau.nds+/ Vq-sudV. (3.47)
T Q
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

Konecné lze tedy rozepsat rovnici [3.30 pomoci odvozenych ¢lentu

0Ja 0Jr 0Ja 0Jr
dpL = ;d —du; d ——opd ——dpd
® /Qam V+/1“3uiu S+/apV+/appS+
+/(v-u)n-6ud5—/(Vv-u)-éudV+/(n-u)v-éudS—/ (u-V)v-oudV+
+/2l/n -oudS — /ZVV D(éu) -ndS — /V (2vD(v)) - dudV+
+/v~n5pd8—/V-vépdV—F/—qéu-ndS—F/Vq-éudV
r Q T Q
a poté co dame k sobé cleny se stejnou variaci a typem integralu
0Jq
doL = / < —Vv-u—(u-V)v-V.(2uD(v)) + Vq) -oudV
0Jr
+/ ——i— v-un+ (n-u)v+2vn-D(v) —¢gn) - dudS

—/2yv~]D(5u)~ndS

+/ (aJQ—V >5pdV

+/ (&]F—l—v n)épdS,

dostavame stejny vyraz jako je odvozen v [37]. Podminka 04 L musi byt splnéna
pro libovolnou variaci primarnich proménnych. Z objemovych integralii nam
tedy vychézi sdruzené NS rovnice pro tekutinu s konstantni hustotou ve
stacionarnim stavu, které miuzeme zapsat jako

2D(v)u+ V- (2vD(v)) — Vg = %, (3.48)
0Ja
V= — A4
V-v o (3.49)
kde jsme pouzili
o 8’[)]' ) ‘8’1)1' o 1 (%j 8’[)1' o
Vv-u+(u-V)v = %u]—i-uj 9z, 2 5 <3$i + 8%) uj = 2D(v)u. (3.50)

Hrani¢ni integraly ndam pak dévaji ndvod na sestaveni okrajovych podminek
pro sdruzené rovnice a to tak, aby

/F(%{f-l-(v un+ (n-u)v+2vn- D(V)—qn>'5udS:

:/FQVV-]D)((Su)-ndS, (3.51)

8JF
V- .52
/F ( + n) opdS = 0. (3.52)
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3.2. Metoda sdruzené optimalizace

Pro vstupni hranici s Dirichletovou okrajovou podminku pro rychlost a
nulovou Neumannovou pro tlak se pro sdruzeny tlak pouzije taktéz podminka
nulového gradientu

dq
o 0. (3.53)
Pro normalovou slozku sdruzené rychlosti v je predepsano
v-n= —%;F (3.54)

a slozky teéné jsou nulové [36].

Na vystupu, kde je tlak fixovan Dirichletovou okrajovou podminkou a
rychlost méa predepsany nulovy gradient, je situace slozitéjsi a okrajova
podminka tizce souvisi se zvolenym modelem turbulence. Odvozeni sdruzenych
rovnic pro model turbulence je ale nad ramec této prace a konkrétni podoba
okrajové podminky pouzité v ¢asti aplikace je odvozena v [36]. Pro ¢ na
vystupu bez sdruzené turbulentni proménné tak plyne Dirichletova okrajova
podminka

O(Uan) . 6Jp

oz, n; ou, n; (3.55)

q = viu; + unving + v

a pro v pak

ov 0J,
t n; + 2 r

Ox; oug’

kde uy = u — (u - n)n a stejné pro sdruzenou rychlost. Zbyvajici normalova

slozka v,, = v - n pak musi splnit rovnici kontinuity

/ v, dS = / Ja. (3.57)

Na sténé, kde je nulova Dirichletova podminka pro rychlost a nulovy gradient
pro tlak, je nulovd Neumannova podminka i pro sdruzeny tlak

0 =viu;n; +v—— (3.56)

9q
— =0 3.58
o (3.58)
a pro rychlost
v-n:—g‘;. (3.59)

Systém sdruzenych rovnic napadné pripomina piivodni systém NS rovnic pro
tekutinu s konstantni hustotou. Mezi zésadni rozdily patii linearita rovnic a
také, ze v porovnani s ptivodnimi NS rovnicemi mé konvektivni ¢len opacéné
znaménko. To znadi, ze informace se S${ti proti sméru primarni rychlosti u
namisto po sméru proudu. Sdruzené rovnice ¢asto byvaji o néco jednodussi,
nebot existuje celd fada cenovych funkci, které zavisi pouze na hrani¢nich
hodnotach. Ku prikladu treci ztraty, vyslednice sil na téleso nebo stlaceni. Pro
takové cilové funkce pak odpadavaji pravé strany sdruzenych rovnic, nebot
Jo =0.
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

Obrazek 3.1: Ridici body objemového B-spline okolo automobilového zrcétka.
Prevzato z [38].

B 3.3 Pohyb sité

Prozatim jsme pracovali s obecnymi navrhovymi parametry g. V ramci za-
meéteni a cile této prace je nyni konkretizujeme. Pro tvarovou optimalizaci
ma smysl definovat navrhové parametry svazané s tvarem vypocetni oblasti.
Napriklad pro kiidlo letadla budeme chtit ménit profil, pro optimalizaci ztrat
v koleni potrubi pak tvar samotného kolene atp. V této praci budeme pozdéji
uvazovat kompresorovou lopatkovou miiz a ménit se tedy bude tvar lopatky.

Prvni pristup, co ptichazi v ivahu, je brat jako navrhové parametry primo
soutadnice bodt profilu. To ovsem znamena spoustu navrhovych parametri,
jejichz pocet pri zjemnovani sité roste. V pripadé metody sdruzené opti-
malizace to vlastné nevadi. Pravé naopak bychom tézili tu nejvétsi vyhodu
sdruzené optimalizace, tedy (témér) nezavislost rychlosti vypoctu gradientu
na poc¢tu navrhovych proménnych. Druhym, uz horsim avsak stéle fesitelnym
problémem, je zachovani platnosti a funkénosti vypocetni sité. Snadno se
da predstavit, ze pfi pohybu pouze hranice, se mohou zacit stény krizit,
vznikat zdporné objemy etc. Takovou situaci lze resit dodatecnym vypoctem
a posunem i ostatnich ovlivnénych bodi. Lepsim a obecné 1épe fungujicim
zpusobem je podle [39] vyuzit parametrizace oblasti pomoci objemovych
B-spline. Po vydefinovani sité fidicich bodt jak ukazuje naptiklad obrazek
je kazdy z bodi sité namapovan z kartézského prostoru R3(z,y, z) do
parametrického prostoru R3(u,v,w). Objemové B-spline pak definuji zobra-
zeni z parametrického prostoru do kartézského. Matematicky popis tohoto
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3.3. Pohyb sité

postupu je detailnéji popsén v [38].

V ramci optimalizace jsou jako névrhové parametry brany souradnice ridi-
cich bodt objemovych B-spline. Na zakladé ziskanych gradientti se nejprve
pohne s fidicimi body a nasledné se zména propaguje na kazdy parametrizo-
vany bod v kartézském prostoru sité.
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3. Optimalizace sdruzenou metodou

B 34 Optimalizacni cyklus

Na obrazku |3.2| je vizualizovan pribéh optimalizace. Pred zahajenim opti-
malizace je potfeba krom geometrie vytvorit vypocetni sit, definovat zptsob
diskretizace ¢lent v primarnich i sdruzenych rovnicich, zvolit resice soustav li-
nearnich rovnic, definovat okrajové podminky pro vsechny proménné, nastavit
parametry optimalizace véetné cilové funkce atd.

V jedné iteraci optimalizac¢niho algoritmu je pak potieba nejprve vyresit
primérni rovnice a vyhodnotit cilovou funkci. Reseni primarnich rovnic se
pak promitne ve zdrojovych ¢lenech sdruzenych rovnic. Ty se pak vyresi a v

zavislosti na navrhovych parametrech se vyhodnoti gradient —. Optimali-

dg
zacni krok 1 ve smyslu rovnice 3.1| se pro prvni iteraci musi zvolit nebo jinak
urcit, napriklad na zakladé podminky maximélniho pohybu sité.

Nasledné se zvolenym zpusobem pohne se siti (¢i se zméni jiné ndvrhové
parametry g), znovu se vyresi primdrni rovnice a vyhodnoti cilova funkce.
Nésledné je mozné aplikovat postup hledani nejlepsiho kroku (anglicky line
search), ktery zmensuje krok 7, tak aby doslo ke zlepseni cilové funkce. Hledani
nejlepsiho kroku je itera¢ni proces, ktery vyzaduje vytesit priméarni rovnice
v kazdé iteraci, coz muze byt v nékterych pripadech naro¢na operace a
maximalni pocet hledacich iteraci se tak casto omezuje.

Po prijeti novych navrhovych parametriu lze optimalizaci ukoncit, ¢i prejit
k dalsi iteraci optimaliza¢niho cyklu.
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3.4. Optimalizacni cyklus

Geometrie
Okrajové podminky
Cilova funkce

Primarn{ rovnice

SdruZené rovnice, Gra-
dienty g—‘;, Zvoleni
kroku k posunu sit&

Pohyb sit&

Primdrni rovnice
Vyhodnoceni cilové funkce

l ne

ne Doslo ke zlep3eni? ano

Zmen3eni kroku

Posledni iterace?

ano

¥

Optimalizovany tvar

Obrazek 3.2: Diagram prubéhu optimaliza¢niho algoritmu pro sdruzenou metodu.
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Kapitola 4

Tvarova optimalizace kompresorové mrize

Tato kapitola prezentuje pouzitou metodiku pro optimalizaci tvaru lopatky v
kompresorové mrizi pomoci sdruzené metody a knihovny OpenFOAM pro
simulace metodou konecnych objemii.

B a1 Obecny popis problému

Simulace provadéné v ramci této prace zjednodusené reprezentuji kompreso-
rovou lopatkovou miiz. Pro lopatkové mrize jsou urcujici zejména geometrie
samotné lopatky, roztec t jednotlivych lopatek a stav proudu pred a za mrizi.

V ramci numerické simulace je topologie vypocetni oblasti naznacena na
obrazku Vstupni a vystupni hranice jsou rovnobézné s osou y a jejich
vyska je pravé zminovany parametr roztece t. Uprostied oblasti se nachazi
uzaviena hranice reprezentujici geometrii lopatky. Vrchni a spodni hranice
jsou brany jako periodické, tedy to co vytece spodem, vtece vrchem a naopak.
Prostorova diskretizace (sit) je v této préaci vzdy délana tak, aby si stény bunék
na obou stranach periodické hranice odpovidali 1 : 1, pouze s posunutim t.

Krom periodicity jsou dalsi okrajové podminky nasledujici. Na vstupu je
predepsana Dirichletova okrajova podminka pro vektor rychlosti a turbulentni
proménné. Tlak zde m& nulovou Neumanovu podminku. Na vystupu je
naopak pro kinematicky tlak predepsana Dirichletova podminka a rychlost je
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

Lopatka I'p

Periodicka Vystupni
hranice hranice I'y
uz, p2, o3
//

Vstupni
hranice I'y

\ Yy
ui, p1, 1 / <

Obrazek 4.1: N&crt topologie vypocetni oblasti pro standardni axidlni{ kompre-
sorovou mriz.

zde predepsdna pomoci nulového gradientu. Hranice lopatky je brana jako
nepropustna sténa s nulovou Dirichletovou podminkou pro rychlost a nulovym
gradientem pro tlak.

Pri modelovani turbulence Spalartovym-Allmarasovym modelem turbulence
je U na vstupu predepsana hodnotou, na vystupu nulovym gradientem a na
lopatce nulovou Dirichletovou podminkou. Prostorova diskretizace bude délana
tak aby y* < 1 a pro 14 je pouzita Spaldingova sténovd funkce SWF,, (u)
podle [40]. Pro proménné k a w prislusici modelu k-w SST je situace na I'; o
stejnd jako pro Spalartovu-Allmarasovu proménnou a na sténé je pouzito
sténovych funkei [41] vhodnych pro y* < 1.

Symbolicky lze tedy okrajové podminky zapsat tak, ze

nal'y :u=uy,

dp

£ _
on ’
V= Voo,

nal'p:u=0,

op

an =

v=0,

vy = SWF,, (u),
nals:Vu-n=0,

b =Dp2,

ov

5 =

42



4.2. Cilové funkce

B 4.2 Cilové funkce

V ramci aplikace sdruzené optimalizace na tvar lopatky kompresorové mtize
lze vymyslet hned nékolik cilt. V jednom stupni axidlniho kompresoru se
bézné sleduji veli¢iny stlaceni, G¢innost (respektive ztraty) a vystupni tihel
proudu. Pro tuto préci se jako sledovand a optimalizovana veli¢ina bere ta
posledni, tedy vystupni thel proudu as.

K dosazeni cilového thlu na vystupu z lopatkové mrize aoayg, jsou pouzity
dva postupy. Oba vychazeji z definice thlu vystupniho proudu

U

Qg = arctan <y2> . (4.1)
U2

Ze zékona zachovani hmotnosti pro proudéni tekutiny s konstantni hustotou

vyplyva, Ze to co do kontrolni oblasti vtece, musi i vytéct. Jinymi slovy toky

vstupni a vystupni hranici se museji rovnat

miy = nig, (4.2)

coz pro proudéni tekutiny s konstantni hustotou p; = po = p skrz kontrolni
oblast se vstupni a vystupni hranici rovnobéznou s osou y znamena, ze

Upl = Ug2. (4.3)

Okrajové podminky definuji na vstupu konstantni uniformni vektor rychlosti
u; a prenesené tedy i x-ovou slozku rychlosti na vystupu. Z toho vyplyva, ze
pro zadané auou,,- muzeme apriori spocitat

Uy2tar = tan(a%ar) c Ugx2, (44)

tedy jistou cilovou rychlost na vystupu a cilovou funkci formulovat pomoci ni.

Dale jsou srovnany dvé formulace cilové funkce. Prvni formulace optimali-
zuje piimo vystupni slozku rychlosti. Druhd optimalizuje nepiimo ptes cilovou
silu na lopatku, ktera odpovida dané zméné vystupni slozky rychlosti ve sméru
Y.

Zatimco primé formulace ovliviiuje pres derivaci cilové funkce okrajovou
podminku sdruzenych rovnic pouze na vystupni hranici I's, cilova funkce pres
silu ovliviiuje okrajovou podminku na lopatce I' p. Druhym rozdilem je pak, ze
v piimé formulaci se objevuje jedind primarni proménnd, kdezto pro integraci
sily na lopatce jsou potreba vSechny proménné, véetné turbulentni proménné
v. Tyto rozdily zavdavaji dostatecny diavod pro zkouméani a porovnani téchto
dvou formulaci ve smyslu rychlosti konvergence a presnosti.
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

B 4.2.1 P¥ima formulace

V pifimé formulaci se snazime aby

1
Uy 2tar = % Z (bfuyfa (45)

fels

tedy aby primér u, na vystupu vazeny pies hmotnostni tok byl roven zadané
cilové rychlosti. Minimalizovanou cilovou funkci formulujeme jako

J= [ (uy(y) — uyatar)>dS = [ JpdS. (4.6)
Iy T2

Ve smyslu vztahu[3.27/méa takto definovand cilova funkce pouze hrani¢ni slozku
Jr a pro sdruzené rovnice tak bude figurovat pouze v hrani¢nich ¢lenech,
tedy v rovnicich [3.51| a |3.52L Potiebujeme tedy vydefinovat parcialni derivace
podle priméarnich proménnych u a p. Pro implementaci v rdmci knihovny
OpenFOAM je pak navic potfeba vydefinovat jesté derivace podle u, a uq,
coz pro diifve definovanou tlohu znamend podle slozek u, a uy.

0
Parcialni derivace podle priméarniho tlaku g je nulové, nebot tlak v cilové
P

funkci nefiguruje.

Pro parcialni derivaci podle primérni rychlosti u je lepsi se divat na slozku
uy jako na skaldrni sou¢in u-j =u-(0,1,0) = u, a derivaci tedy provést jako
8JF 0 (u .] - uy2tar)2

7a = 5u = 2(u Jj- UthaT)j = 2(uy — uy2tar)j- (4.7)

0 0

U dodate¢nych derivaci pro OpenFOAM vychéazi T = 0a D je stejna
U Ut

jako derivace podle u. "

B 4.2.2 Nepiima formulace pres silu

Druhou moznosti jak dosdhnout zadaného thlu vystupniho proudu je pouzit
optimalizaci pfes cilovou silu. Optimalizace sily na sténu ve smyslu jeji
minimalizace v predepsaném sméru je v baliku OpenFOAM formulovéna jako

_ fF p(—TZ‘j’rZ]’ + pni)ri ds
3pAUZ, ’

Jor (4.8)

kde 7;; jsou sloZky tenzoru napéti, p tlak déleny konstantni hustotou p a n
jednotkovy normalovy vektor. Vektor r pak definuje smér projekce vektoru
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4.3. Optimalizace mfize GHH 1-S1

sily (smér ve kterém se minimalizuje). A je referenc¢ni plocha a Uy, je rychlost
volného proudu. Takto definovand cilova funkce tedy svou velikosti odpovida
koeficientu sily C'y.

Pro potteby optimalizace na cilovou silu Fy pser bylo vhodnéjsi pouZzit primo
samotnou silu, tedy pouze citatel v rovnici 4.8, a za vektor projekce brat
jednotkovy vektor ve sméru osy y. Pro celkovou silu piisobici na lopatku ve
smeéru y tak lze psat

Fyp :/p p(=Tijn; +pni)diz dS. (4.9)
P

Absolutni velikost takto vyhodnocené sily samoziejmeé zavisi i na rozméru
lopatky v ose z. Ciselné vysledky uvadéné pozdéji jsou uvadény vzdy relativni,
takze nezavisi na libovolné konstantni vysce lopatky. Cilovou funkci pro
cilovou silu tak definujeme podobné jako pro rychlost pres kvadrat rozdilu,
tedy

J = (Fyp — Fyptar)?. (4.10)

Pro derivaci této cilové funkce podle libovolné proménné w pak plati

oJ oF,p
B = 2(Fyp — Fyptar) - ﬁ. (4.11)
Vyraz ag—Z)P odpovida derivaci ¢itatele (anglicky nominator, nom()) cilové

funkce definované rovnici |4.8] tedy

OF,p  O(mom(Jor))
= . 4.12
ow ow (4.12)

Pro tuto cilovou funkci tedy nebylo potieba odvozovat potfebné derivace a
stac¢ilo pouze vynasobit prislusné vyrazy definované v kédu knihovny Open-
FOAM vyrazem 2(F,p — Fypiar)-

B 4.3 Optimalizace miize GHH 1-S1

Pro aplikaci nové zpracovanych cilovych funkeci byla zvolena axialni kompre-
sorovd miiz MAN GHH 1-S1 publikovana v [I]. V§pocetni oblast topologicky
odpovidd nacértu na obrazku 4.1. Rozte¢ lopatek v mrfizi je ¢ = 0.0476 m.
Hustota tekutiny pouzivani pii vyhodnoceni sily je p = 1.225kgm™ a
kinematickd viskozita v = 1.5 - 107> m?s 1.
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

B 4.3.1 Okrajové podminky

Na vstupu je Machovo ¢islo M = 0.62 a thel proudu «y = 47°, coz pri klidové
rychlosti vzduchu ¢ = 340ms~! vede na okrajovou podminku pro vstupni
rychlost

ug = M - c- (cos(ay), sin(ay), 0) = (143.8, 154.2, 0)ms ™. (4.13)

Kinematicky tlak na vystupu je ps = 0m?2s2.

B 4.3.2 Modelovani turbulence

Modelovani turbulence se realizuje pomoci ptidavné turbulentni vazkosti. Pro
zjisténi turbulentni vazkosti v je v optimalizaé¢nim algoritmu pouzit Spalarttv-
Allmarastv model [3I]. Jelikoz ale tento model je ptivodné navrzen pro
obtékani profilu kridla ve volném proudu, neni ve své piivodni varianté vhodny
pro modelovani turbulence ve vnitini aerodynamice, kam kompresorové miize
spadaji. Knihovna OpenFOAM prozatim ale neobsahuje sdruzené rovnice pro
zadny jiny model turbulence nez Spalarttiv-Allmarastv a odvozeni sdruzenych
rovnic pro pokrocilejsi model turbulence je nad rdmec této prace, byl pouzit
nasledujici postup.

Ve vychozi konfiguraci byla provedena simulace s vhodnéjsim modelem
k-w SST implementovanym v knihovné OpenFOAM na zdkladé [2, [3], 42]
s nasledujicimi okrajovymi podminkami na vstupu. Intenzita turbulence
na vstupu I = 2%, odkud plyne Dirichletova podminka pro turbulentni
kinetickou energii k ze vztahu

k= 1.5(I|ul)2. (4.14)

Turbulentni smésovaci délka L; = 0.002m, odkud plyne Dirichletova okrajova
podminka pro w ze vztahu

k,O.5

= —=—, C,=0.09. 4.15
w 02‘25[4) 1 ( )

Ve vychozi konfiguraci bylo nasledné provedeno nékolik simulaci s Spalartovym-
Allmarasovym modelem, kde se variovala vstupni hodnota turbulentni pro-
ménné tohoto modelu #; z intervalu (107%,10). Pro kazdy vypocet byl vy-
hodnocen koeficient ztraty celkového tlaku podle vztahu z [I]

Pt1 — Pt2
w=————

4.16
b1 —p1 ( )
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- o

G

g

Obrazek 4.2: Vypocetni sit pro lopatkovou miiz GHH 1-S1 s detailem nabézné
a odtokové hrany. Sif sestava z celkem 85 tisic hexahedralnich bunék.

a pomér celkovych tlakt %. Pro dalsi simulace této lopatkové miize pak
byla na vstupu zvolena Dirichletova podminka 7 = 3.4 - 10~ nebot pro tuto
hodnotu vysel relativni rozdil v predpovédi Spalartova- Allmarasova modelu

oproti k-w SST pro obé vyhodnocované veli¢iny pod 1%.

B 4.3.3 Prostorova diskretizace

Vypocetni oblast byla diskretizovana na mnozinu vzidjemné disjunktnich ob-
jemii. Dvourozmérnd sit byla vytvorena v softwaru ANSYS ICEM a jeji detail
je ukazan na obrazku Nésledny prevod sité do formatu pro OpenFOAM
(2D sit na pseudo-3D) byl proveden s parametrem 0.01 pro soufadnice z.

Sit byla tvorena s dirazem na co nejlepsi zachyceni mezni vrstvy. Bunky v
oblasti okolo lopatky jsou exponencidlné zmensovany, aby se dosahlo y™ < 1.
S touto siti ve vychozi konfiguraci s modelem k-w SST je dosazeno n%ax(y"’) =

P

0.39. Validita této konkrétni sité byla ovérena metodou Grid convergence
index (zkracené GCI) v [43].
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Obrazek 4.3: Pozice ridicich bod objemovych B-spline ve vypocetni oblasti pro

lopatkovou mi{z GHH 1-S1. Zelené body se mohou pohybovat libovolné, modré
pouze ve sméru osy y a Cervené vubec.

B Ridici body objemovych B-spline

Pro transformaci tvaru lopatky a pohybu se siti pomoci objemovych B-spline
je potfeba vydefinovat fidici body. Z experimenti s ruznym rozdélenim ridicich
bodt a jejich fixaci v pribéhu optimalizacnich cykla vzeslo, Ze stabilita feseni
sdruzenych rovnic i koneény vysledek optimalizace na rozdéleni fidicich boda
zavisi vic nez by se dalo oznacit za uzivatelsky prijemné. Konecné rozdéleni
tidicich bodu je ukézano na 4.3l Ve sméru u, ktery koresponduje se smérem
osy z, bylo zvoleno 14 vrstev bodt a ve sméru v pak 6. Fixované v pribéhu
simulace byly vSechny krajni body. Druhé a predposledni vrstva ve sméru
u (sloupec) mé pak zakézidn pohyb ve sméru osy z. Vrstvy ve sméru u
prochézejici nabéznou a odtokovou hranou profilu maji zakazan pohyb tplné.
Cilem téchto omezeni je fixovat pozici zacatku a konce lopatky, aby nedoslo k
natahovani lopatky a deformaci odtokové hrany. Tento nechtény efekt mél
tendenci nastat pokud se fixovaly napiiklad pouze vnéjsi body.
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4.3. Optimalizace mfize GHH 1-S1

B 4.3.4 Parametry optimalizace

Cilové funkce pouzivané pro optimalizaci jsou definovany rovnicemi 4.6|a 4.10,
tedy optimalizace pfima na uy2sq, a nepiimé na F,ps,,. Optimalizace tvaru
lopatky byla dodateéné omezena, tak aby prurez lopatky ztstal konstantni,
coZ lze pro trojrozmérny prostor matematicky formulovat jako [39]

V=-1/3 xpngdsS. (4.17)
T'p

Kvili pridané podmince konstantniho prirezu byla jako metoda aktualizace
zvolena metoda projekce omezeni (anglicky constraint projection). Vychozi
krok ve sméru gradientu 7 je v prvni iteraci spoc¢itin podle maximélniho
povoleného pohybu sité, ktery byl nastaven na 5 - 10~*m. Velikost kroku
71 se posléze v jednotlivych iteracich zmensuje podle Armijo podminky jak
definuje [44]. Tento cyklus zmensuje krok n**! = 0.75 - n* a vyhodnocuje
hodnotu cilové funkce J (tedy simuluje primarni rovnice), nez jsou splnény
dané podminky. Pro Armijo podminky je dilezity koeficient cl1, ktery byl
zvolen 1073,

Vystupni tihel proudu byl ve vychozi konfiguraci se Spalartovym-Allmarasovym
modelem af = 21.46°. Cilové vystupni thly byly zvoleny z mnoziny (a —

4° 0§ + 8°) s krokem 2°. Celkem tedy 6 rtiznych cilovych thli.

B 4.3.5 Vysledky optimalizace

K dosazeni cilového tihlu vystupniho proudu byla pouzita nejdifive prima
formulace cilové funkce. Nésledné, kdyz optimalizace bylo nalezeno optimalni
feSeni, byla vyhodnocena sila Fyp plisobici na lopatku. Tato sila pak byla
pouZita jako cilova sila Fy ptq, pro nepfimou formulaci cilové funkce. Konkrétni
cilové hodnoty s odpovidajicimi cilovymi dhly jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Aag | opar Uy2tar [ms_l] FyPtar [N]
-4° 17.46° 45.32 9.12
-2° | 19.46° 50.91 8.65
+2° | 23.46° 62.53 7.69
+4° | 25.46° 68.60 7.17
+6° | 27.46° 74.87 6.65
+8° | 29.46° 81.38 6.10

Tabulka 4.1: Cilové hodnoty pro optimalizaci.
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

B Optimalizace Uyy2

Pro vyhodnoceni konvergence optimalizace s pfimou formulaci cilové funkce
je jako ur¢ujici norma (residuum) pro kazdou iteraci i bran relativni rozdil

. uly —u
Res! :M_ (4.18)

“ |u22 |

Residua pro vsechny cilové hodnoty v pribéhu optimalizacnich cykld jsou uka-
zény na obrazku 4.4l Optimalizaci pak povazujeme za zkonvergovanou, pokud
residuum klesne pod jedno procento. Na obrazku 4.4] je hranice konvergence
naznacena razovou ¢arou.

Jelikoz ale ve vysledku chceme optimalizovat hodnotu vystupniho dhlu, je
rozumné se divat i na residuum vzhledem k «g, tedy na

ResL — ‘a2 ?2tar" (419)
o)

Graf residuf Res’, na obrazku 4.6 je samoziejmé pro piimou formulaci velice
podobny grafu residua samotné optimalizace, nebot g se z u,2 pfimo vyhod-
nocuje podle vztahu [4.1. Teoreticky by mély byt grafy naprosto stejné, nebot
uz2 by mélo byt podle vztahu [4.3| pro vsechny pripady stejné. Vlivem chyb
diskretizace tomu tak Uplné neni a grafy se tak pro malé hodnoty residua
drobné lisi.

Déle lze z grafu residuf vypozorovat, ze ¢im vétsi je rozdil Aag = ayer — 3,
tim déle trva optimalizaci zkonvergovat. To samoziejmé odpovida ocekdvani.
Pri porovnéni rychlosti konvergence optimalizace do zapornych versus do
kladnych thlu vystupniho proudu lze fici, ze optimalizovat do kladnych thla
je pro takto nastaveny optimaliza¢ni algoritmus jednodussi. Optimalizace do
kladnych thli odpovida naptimovani tvaru lopatky, kdezto pri optimalizaci
do zapornych 1hli je pro dosazeni cilové hodnoty thlu vystupniho proudu
potfeba lopatku ohnout vice. Tento zminovany rozdil 1ze nejlépe vidét pti
porovnani pripadi aote, = £4°. Pro kladny thel +4° je optimalni reseni
nalezeno uz v 9. iteraci, kdezto pii ohybani lopatky k dosazeni zaporného A«
je potreba optimalizac¢nich cykla 12.
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4.3. Optimalizace mfize GHH 1-S1

Konvergence optimalizace wu,
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Obrazek 4.4: Prubéh residua Resiy pro primou formulaci cilové funkce J v
itera¢nich cykli. Hranice optimalniho feSeni 1% je naznadena riazovou

pribéhu
carou.

Konvergence optimalizace F),

10°

10~¢

1072

Residuum Resr,

1073

1074

107°

(=]

35 40 45

Tt
(=]

25
Tterace [1]

30

——a —4°
+ag—2°
——ad+2°
——af +4°
——ad +6°
——al +8°

Obrazek 4.5: Prubch residua Res}y pro nepiimou formulaci cilové funkce J
v prubé&hu iteracnich cykli. Hranice optimdlniho feSeni 1% je naznacdena rtiizovou
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carou.
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

B Optimalizace Fyp

Pro vyhodnoceni optimalnosti feSeni pro nepiimou formulaci cilové funkce je
jako residuum pro kazdou iteraci ¢ bran relativni rozdil

‘ yPtar ‘

’ . (4.20)

ResFy

Stejné jako pro primou formulaci bereme hranici optiméalniho feseni jedno
procento. Residua pro vsechny cilové hodnoty v pribéhu optimalizacnich
cykli pro nepiimou formulaci cilové funkce jsou ukazany na obrazku [4.5] s
naznacenou hranici konvergence.

V porovnani s grafem konvergence 4.4 pro piimou formulaci cilové funkce
pribéh residua 4.5 o poznani méné osciluje. To si lze vysvétlit tim, ze pro
vyhodnoceni cilové funkce pro silu (a jejich derivaci) jsou pouzity vSechny
primérni proménné a tedy se vyuziva vice informaci z proudového pole pro
predpoved gradientu. Na zakladé tohoto pozorovani lze s opatrnosti usoudit,
ze optimalizace na cilovou silu je znac¢né stabilnéjsi nez optimalizace na cilo-
vou vystupni rychlost. Zaroven optimaliza¢ni algoritmus zkonverguje v méné
iteracich nez tomu bylo pro primou formulaci cilové funkce. Napriklad pro
pripad Aa = +8° stacilo o pét iteraci méné. V tomto smyslu by bylo zaji-
mavé i porovnani priubéhu residui jako funkce vypocetniho ¢asu. V soucasné
konfiguraci optimalizacnich algoritmu byl celkovy ¢as vypoctu (pro 50 iteraci)
vzdy nizsi pro primou formulaci. Ve zminovaném pripadé Aa = +8° byl
celkovy vypocetni ¢as pro primou formulaci 2265s a pro nepfimou formulaci
2927 s.

Optimalizaci na cilovou silu pouiivéme k nepf"imému dosazeni zadaného
ve smyslu vztahu [4.19] ktery je na obrazku 4.7, Nejmarkantnéjsim rozdilem
v porovném’ S grafem 4.6| je prﬁbéh residua pod hranici konvergence ktery
zkonvergovam as. Na rozdil od porovnéani cilovych residui Res’, uy @ Res! 7,
je pocet potiebnych iteraci pro vSechny pripady Aas stejny. Jak bylo ale
zminéno v predchozim odstavci, optimalizace s primou formulaci cilové funkce
je ve vsech pripadech rychlejsi. Na zakladé tohoto porovnani lze bezpecéné tici,
ze pro pripad optimalizace lopatky GHH 1-S1 na takto kvalitni siti nepfinasi
nepfimé formulace zddné benefity. Pro jiné pripady tomu tak ovSem byt
nemusi neb zZ prﬁbéhu cﬂovych residui 4. 18 a 4 20 lze usoudit, Ze optimalizace

vvvvv

dulezitou roli.
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4.3. Optimalizace mfize GHH 1-S1

Konvergence vystupniho tihlu pro pfimou formulaci
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Obrazek 4.6: Priibéh residua Res?, pro primou formulaci cilové funkce J v
prubéhu itera¢nich cykli. Hranice optimalniho feSeni 1% je naznadena riazovou
carou.

Konvergence vystupniho thlu pro nepiimou formulaci
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Obrazek 4.7: Priibéh residua Res!, pro neprimou formulaci cilové funkce J
v prubéhu iteracnich cykli. Hranice optimdlniho FeSeni 1% je naznadena ruzovou
carou.
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

o

B Srovnani pro Aay = —4

Porovnéni tvaru lopatky je provedeno mezi puvodnim tvarem profilu a profilem
z optimalizace zkorvergované ve smyslu Res',. Pro as = —4° to je profil ze
12. iterace optimaliza¢niho algoritmu. Hodnoty veli¢in na obréazcich jsou v SI
jednotkach.

Obrazek 4.8: Obrys tvaru lopatky pted optimalizaci (Gerné) a po optimalizaci s
piimou (modfe) a nepfimou (Cervené) formulaci cilové funkce. Cervend kiivka
na vetsiné obrazku prekryva modrou.

Obrazek 4.9: Vizualizace pole posunu bodiu sité ve sméru osy y.

Zajimavé je srovnani optimalizovanych tvara lopatky ziskanych piimou a
neptimou formulaci. Jak je vidét na obrazku tvar optimalizovanych profilu
je v podstaté totozny. Obé formulace pohybuji predevsim s ¢asti lopatky v
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4.3. Optimalizace mrize GHH 1-S1

blizkosti odtokové hrany jak je vidét z obrazku To dava smysl, nebot
koncova cast lopatky ma ¢asto mnohem vétsi vliv na smér proudu na vystupu
nez ¢ast u nabézné hrany.

-

Obrazek 4.10: Pole velikosti vektoru rychlosti ||u|| pro ptivodni profil lopatky.

=

Obrazek 4.11: Pole velikosti vektoru rychlosti ||u|| pro optimalizovany profil
lopatky.

Pro detailnéjsi predstavu o vlivu zmény tvaru lopatky je nyni uvedeno
nékolik obrazki. Nejprve lze porovnat pole velikosti rychlosti pro ptivodni
a optimalizovany [4.11] tvar lopatky. Za koncem lopatky lze vidét pruh nizsi
velikosti rychlosti, coz je uplav. Smér tplavu vizudlné naznacuje smér proudu
na vystupu. Pii porovnani stavu pred a po lze jasné vidét, ze smér uplavu
zménil. Presnéji se proud ohnul dolt, coz odpovidd zmenseni tthlu proudu
na vystupu. Zaroven je u optimalizované lopatky vidét vétsi oblast odtrzeni
proudu u odtokové hrany. Tento efekt potvrzuje i porovnani pole pridavné
turbulentni vazkosti 14 na obréazcich a Maximalni velikost piidavné
vazkosti v oblasti iplavu za optimalizovanou lopatkou je vyssi a uplav jako
takovy je sirsi. To ve vysledku vede na vétsi ztraty, coz doklada napriklad
i zvySeni velikosti sily ptisobici na lopatku ve sméru osy x. Optimalizovana
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4. Tvarova optimalizace kompresorové mrize

g
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Obrazek 4.12: Pole pfidavné turbulentni vazkosti v; pro puvodni profil lopatky

——

Qg = Qgy.

Turbulentni vazkost
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Obrazek 4.13: Pole pridavné turbulentni vazkosti 14 pro optimalizovany profil
lopatky.

lopatka tedy splnuje cilové ohnuti proudu, z hlediska c¢innosti ale tento tvar
optimalni neni.

B 4.3.6 Ovéfeni vhodnégjsim modelem turbulence

Pro ovéteni vysledkl optimalizace byl zvolen model k-w SST, ktery je pro simu-
lace v kompresorech i lopatkovych miizi vhodnéjsi nez Spalarttiv-Allmarasiv
model. Nejdrive budou ukézany grafy residui a nasledné bude podrobnéji

o

rozebran piipad Aa = —4°.

1SST ST

Pro vyhodnocen{ residua Res””5T (horn{ index 57 znaéi vyhodnoceni ze
simulace s modelem k-w SST) na obrazcich 4.14 a |4.15 je na rozdil od Res’,
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4.3. Optimalizace mfize GHH 1-S1

definovaném rovnici pouzito pro vyhodnoceni o957 namisto a3, tedy

aFST — (a8 + Aa)|
|QOSST|
2

Resi55T = (4.21)

Konvergence vystupniho thlu pro pfimou formulaci, ovéfeni s modelem turbulence k-w SST
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Obrazek 4.14: Priibéh residua Res®ST pro piimou formulaci cilové funkce

J v prubéhu itera¢nich cykla. Hranice optimélniho feSeni 1% je naznacena
rizovou carou. Vypocty pouzivaji model turbulence k-w SST.

Konvergence vystupniho hlu pro nepfimou formulaci, ovéfeni s modelem turbulence k-w SST
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Obrazek 4.15: Pribéh residua ResS57 [4.19] pro nepiimou formulaci cilové

funkce J v prubéhu itera¢nich cyklu. Hranice optimélniho FeSeni 1% je naznacena
ruzovou carou. Vypocty pouzivaji model turbulence k-w SST.
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Relativni rozdil velikosti rychlosti
20e01 015 01 005 0 005 01 015 20e01
|

Obrazek 4.16: Rozdil velikosti rychlosti pro simulaci se Spalartovym-
Allmarasovym modelem a s modelem k-w SST. V ¢ervené oblasti predpovida

simulace “~4 vy&si velikost rychlosti, v modré oblasti pak mensi, nez simulace
SST

Na zdkladé grafi prubéhu residua [4.14] a [4.15)1ze Fici, Ze pfestoze se v rdmci
optimaliza¢niho cyklu pouziva jednodussi model turbulence, tak novy tvar
lopatky funguje pro zménu thlu A« € (—2°,+4°) i v pripadé simulace s vhod-
néjsim modelem. Pro vétsi zmény thlu, konkrétné —4° a +8°, je ale natocCeni
proudu nespravné. Pro zdporné zmény uhlu je tedy predpovéd Spalartova-
Allmarasova modelu horf nez pro kladné zmény thlu. Casteéné vysvétleni
tohoto rozdilu plyne z obrazku ktery ukazuje relativni rozdil velikosti
rychlosti predpovidané Spalartovym-Allmarasovym modelem turbulence (S‘A)
a modelem k-w SST (°57T), podle piedpisu

[[uSA ] — [[u®ST]]

H (4.22)

Nejvétsi rozdil je v blizkosti odtokové hrany na podtlakové strané, kde dochazi
k odtrzeni proudu. Simulace se Spalartovym-Allmarasovym modelem zde
predpovidd mnohem vétsi velikost rychlosti a lze tedy usoudit, ze nezachycuje
odtrzeni spravnym zpusobem. Z obrdzku [4.16] je mimo jiné vidét, ze vypocet
s modelem k-w SST predpovidd, ze zména thlu proudu bude vétsi nez zadané
4°. 7 grafu pribéhu residua neslo Fict, jestli je podle k-w SST ohnuti
proudu vétsi ¢ mensi, protoze rozdil v ¢itateli 4.21] je v absolutni hodnoté.
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Kapitola 5
Zaveér

V prvni Casti této prace je predstaven teoreticky zaklad numerického modelo-
vani problému proudéni pomoci metody koneénych objemu se zamérenim na
proudéni tekutiny s konstantni hustotou. Déle je rozebran zaklad matematické
teorie okolo problému optimalizace a jeho feSeni sdruzenou metodou. Pro
potreby aplikace je zminén i zpisob manipulace s vypocetni siti a shrnuti
obecného optimaliza¢niho cyklu.

V druhé ¢éasti je predstavena metodika vyuziti optimalizace tvaru lopatky
kompresorové mrize sdruzenou metodou za pomoci knihovny OpenFOAM
v2106 a je uveden zakladni popis problematiky simulaci proudéni v kompre-
sorovych miizich. Geometrie zkoumané mrize je vytvorena pomoci souradnic
lopatky GHH 1-S1 publikované v [I].

Piinosem v ¢asti aplikace je zejména odvozeni a implementace novych
cilovych funkci pro sdruzenou metodu optimalizace. Obé nové funkce maji
za cil ménit smér proudu na vystupu z kompresorové miize. Prvni cilova
funkce optimalizuje velikost rychlosti na vystupu ve sméru osy y, takzvana
priméa formulace cilové funkce. Druhd cilova funkce optimalizuje velikost sily
pusobici na lopatku ve sméru osy y, takzvana nepiima formulace. Hodnoty
cilové rychlosti a cilové sily jsou voleny tak, aby odpovidaly dané zméné hlu
vystupniho proudu Acwg. Zaminkou pro nasledné srovnani téchto formulaci je,
ze priméa formulace pracuje jen s jednou primarni proménnou a je definovana
integralem pouze po vystupni hranici. Nepiima formulace definuje cilovou
funkci pomoci integralu primo na lopatce, tedy na ménéné geometrii. Navic
pro vyhodnoceni pusobici sily jsou pouzity vSechny proménné primarnich
rovnic a vyuziva tedy vice informaci z proudového pole.
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5. Zavér

Vysledky optimalizace ziskané pomoci obou formulaci cilové funkce jsou
nasledné srovnany. Z porovnani pribeéht residui v sekci [4.3.5| byly vyvozeny
nasledujici zavéry:

1. Obé metody potifebuji stejny pocet iteraci pro dosazeni cilového tihlu

vypoctu.

2. Pribéh residui naznacuje, ze neptimda formulace je stabilnéjsi. To by

vvvvv

problémy se stabilitou vlivem formulace cilové nenarazilo.

3. Prim4& formulace je schopna zkonvergovat blize cilovému thlu vystupniho
proudu nez nepiiméa. V ramci celkové presnosti numerickych simulaci
zatizenych chybami diskretizace, ale maji vylepseni v ramci desetin
procent malou divéryhodnost.

V ramci optimaliza¢nich cykli byl pouzit Spalarttiv-Allmarastv model
turbulence. Ten byl ale ptivodné vyvinut pro vnéjsi aerodynamiku, konkrétné
obtékani profilu kiidla ve volném proudu. Proto byly vysledky dodatecné
ovéreny simulaci s modelem k-w SST, ktery je pro vnitini aerodynamiku tur-
bostroji vhodnéjsi. V rdmeci malych zmén vystupniho thlu Aag € (—2°, +4°)
splnuji ziskané tvary lopatky cilovou zménu vystupniho tthlu s presnosti jed-
noho procenta. Ve smyslu tohoto ovéreni lze tedy Tici, ze navrzend metodika
ma smysl, pfestoze vyuzivi méné vhodného modelu turbulence.

Navazat na publikované postupy lze vicero zpiisoby. Vysledky optimalizace
by $lo verifikovat simulaci iplnych Navierovych-Stokesovych rovnic pro stla-
¢itelnou tekutinu. Machovo ¢islo na vstupu mrize GHH 1-S1 M; = 0.62 je
prece jen blizko hranice, kdy se jesté da predpokladu konstantni hustoty vérit.
Pro $patné uhly nabéhu byla jiz v puvodni publikaci [1] zjisténa pritomnost
razovych vin. Nejlepsi by ale bylo validovat vysledky experimentalné.
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b. Zavér

V rdamci pokroku simula¢nich postupt se pak nabizi odvodit sdruzené
rovnice i pro pokrocilejsi modely turbulence nez Spalar-Allmaras. Odvozeni
takovych rovnic je ale zdlouhavy proces nachylny k chybam, ale mozné
to je, jak ukazuje napiiklad [45]. Pro aplikaci na kompresorové mfize ¢i
dokonce na trojrozmérnou optimalizaci geometrie kompresorového stupné by
se zajisté vyplatilo odvodit a implementovat sdruzenou metodu pro tplné
Navier-Stokesovy rovnice pro proudéni tekutiny s nekonstantni hustotou.
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P¥ilohy
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P¥iloha A

Seznam pouzitych symboli a zkratek

Q

Priblizné

= Zaokrouhlené

a1, a2 Uhel proudu na vstupu do, respektive vystupu z kompresrové miize
Q Relaxac¢ni koeficient soustavy linedrnich rovnic

A Matice soustavy linarnich rovnic

Relaxac¢ni koeficient pro explicitni relaxaci

b Prava strana soustavy linedarnich rovnic
c Rychlost zvuku
O Variace podle veli¢iny w

ds Element hranice I’

dV  Element objemu (2

i Kroneckerovo delta

0 e A

—, — Parcialni derivace podle vektorové veli¢iny x, x;
ox’ 0x;

0

e Parcidlni derivace podle skaldrni veliciny x
x
F(W) Tenzor hustoty toku vektorové veli¢iny W

Fp(W) Difuzivni ¢ast tenzoru hustoty toku vektorové veliciny W
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A. Seznam pouzitych symbolii a zkratek

Fr (W) Konvektivni ¢ast tenzoru hustoty toku vektorové veliciny W
Fp (W) Difuzivni ¢ast vektoru hustoty toku veliciny W

Fk (W) Konvektivni ¢ast vektoru hustoty toku veli¢iny W

F(W) Vektor hustoty toku veli¢iny W

f Cést hranice I';, sténa

F,p  Celkova sila ptisobici na lopatku ve sméru osy y

fe Vektor vnéjsi sily vztazeny k jednotce hmotnosti

r Uzaviena hranice kontrolniho objemu

I'y,I'p,I'ys Hranice vstupu do kompresrové mrize, hranice lopatky a hranice
vystupu ze mrize

I Uzaviena hranice kone¢ného objemu
g Névrhové parametry
I Jednotkovy tenzor/matice

J, J(¢,g) Cilova funkce/funkciondl

Jr Hraniéni ¢ast cilové funkce odpovidajici predpisu [3.27
Ja Objemova cast cilové funkce odpovidajici predpisu |3.27
K Koeficient difuzivity

k Turbulentni kinetickd energie

L Rozsifend cenova funkce/funkcional

L Turbulentni smésovaci délka

M Machovo ¢islo

MKO Metoda koneénych objemt
ne Jednotkovy normalovy vektor stény f

n, n; Vektor jednotkové normaly

v Kinematicka viskozita
vy Turbulentni viskozita/vazkost
v Spalartova-Allmarasova turbulentni{ proménna

NS  Navierovy-Stokesovy (rovnice)

Q Kontrolni objem
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Mira turbulentni disipace
Q; Koneény objem, bunka
Primarni proménné
oF Objemovy tok sténou f

p1,p2  Kinematicky tlak na vstupu do, respektive vystupu z kompresrové
miize

D Kinematicky tlak p = % [m?s72

Ds Staticky tlak [kgm™!s72]

PDR Parcialni diferencialni rovnice

Qr(W) Povrchovy zdroj vektorové veliciny W

Qq (W) Objemovy zdroj vektorové veli¢iny W

Qr (W) Povrchovy zdroj veliciny W

q Sdruzeny tlak

Qo (W) Objemovy zdroj velic¢iny W

P Hustota tekutiny

R, R(¢,g) Vazebni rovnice

SWF,, (u) Zkratka anglického Spalding Wall Function [40]
SA  Spalartiv-Alamarasiuv (model turbulence) [31]
SIMPLE Zkratka anglického Semi-implicit pressure linked equations [26]
SST  Zkratka anglického Shear Stress Transport [2), 3]
7ij, T Tenzor napéti

t Cas

uy,uz Vektor rychlosti na vstupu do, respektive vystupu z kompresrové
miize

u, u; Vektor rychlosti

v Sdruzena rychlost
%% Obecnd vektorova velic¢ina
w Obecnd skalarni veli¢ina

We, Wiy Stredni hodnota veli¢iny W v bunce C, respektive sousedni buiice
N
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W;  Hodnota veli¢iny W ve stiedu stény f
Xg Souradnice stiedu stény f

13 Sdruzené proménné
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