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1 Úvod

Studium zvukových vln p°eklenuje ²irokou ²kálu úloh nap°í£ °adou obor·. Je st¥ºejní
pro hudební odv¥tví, architekturu, letectví a medicínu, je t°eba k popisu oscilací
mechanických a elektrických systém·, vibrací elastických t¥les, atmosférických a
hydrodynamických jev·, setkáváme se s ním v biologii, opto-akustických p°ístrojích
a p°i nedestruktivním testování.

Tato práce se zabývá zp·soby vyuºití MKP k °e²ení rovnic popisujících ²í°ení akus-
tického signálu. Jejím cílem je p°edstavit základní principy MKP, nabídnout p°ehled
nej£ast¥j²ích fyzikálních jev· doprovázejících tvorbu a modulaci zvukových vln, po-
psat tyto jevy vhodným matematickým zápisem a následn¥ vytvo°it a realizovat
numerická schémata pro °e²ení získaných rovnic. V rámci práce je ov¥°ena p°esnost
numerických výsledk· a je pozorován vliv r·zných okrajových podmínek na °e²ení
jednotlivých úloh.

Nezanedbatelnou sou£ástí výpo£t· je i rezonan£ní analýza a hledání vlastních mód·
a frekvencí. K rezonanci dochází v elektrických obvodech, oscilujících mechanických
systémech, optice a v hudb¥ - ozvu£ná t¥la hudebních nástroj· jsou inherentn¥ tva-
rována tak aby zesilovala 'krásné' tóny. Na obdobném principu spo£ívá i funkce
lidského vokálního traktu. P°i výdechu proudí hlasovým ústrojím vzduch p°es hla-
sivky. Ty vydávají jediný tón a p°esná hláska je artikulována nastavením m¥kkých
tkání, pomocí rezonance jsou tak zvýrazn¥ny poºadované tóny.

V praxi se setkáváme také s mnoºstvím p°ípad·, kdy se rezonanci snaºíme naopak
p°edejít a kdy její vznik ohroºuje lidské ºivoty. Nap°íklad ve stavebnictví je rezo-
nan£ní analýza nepostradatelná pro bezpe£nost vý²kových budov, chladících v¥ºí
elektráren a most·. Výpo£ty vlastních mód· a frekvencí je nutné provád¥t také v
kosmických aplikacích a v letectví, kde je t°eba p°edcházet tzv. �utteru.

Práce je roz£len¥na celkem do ²esti kapitol: po úvodu jsou ve druhé kapitole p°ed-
staveny základní fyzikální principy akustiky a rovnice °ídící zákonitosti stla£itelného
proud¥ní. Ve t°etí kapitole je pro názornou demonstraci MKP °e²ena modelová úloha
- Poissonova rovnice, na jednoduché 2D oblasti.

Následn¥ se ve £tvrté kapitole zabýváme problematikou rezonance na 2D oblasti, a
to dv¥ma r·znými p°ístupy k °e²ení Helmholtzovy rovnice. Prvním z nich je výpo£et
vlastních £ísel Laplaceova operátoru - takto je realizována modální analýza a jsou
stanoveny rezonan£ní frekvence zkoumaných oblastí. Druhým p°ístupem je výpo£et
p°enosové funkce ve zvoleném bod¥ oblasti s implementovaným zdrojem externího
buzení.

Pátá kapitola je v¥nována vlnové rovnici, pro kterou je v numerickém schématu t°eba
zavést vhodnou diskretizaci nejen ve frekven£ní, ale i v £asové domén¥. Vlnovou
rovnici °e²íme nejd°íve pomocí metody sítí na 1D oblasti, následn¥ na jednoduché
2D oblasti s pravidelnou sítí. Poté je pro °e²ení pouºito i MKP schéma a oblast s
nestrukturovanou sítí.

Numerické výsledky jsou uvedeny na konci kaºdé z p°íslu²ných kapitol a v poslední
kapitole je prezentováno celkové zhodnocení výsledk· a záv¥r.
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2 Matematický popis akustických problém·

Základní principy °ídící dynamiku tekutin jsou zákon zachování hmotnosti, zákon
zachování hybnosti a zákon zachování energie. Jde o tzv. 'bilan£ní rovnice', které nám
pomáhají bilancovat zkoumané zachovávané veli£iny v ur£itém kontrolním objemu,
který je ohrani£en kontrolní plochou. Tento objem nemusí mít nutn¥ ºádný fyzikální
význam, m·ºeme se pohybovat nap°. v otev°eném systému.

Ov²em p°edpokládáme, ºe platí Gaussova v¥ta, která uvádí, ºe £asová zm¥na bi-
lancované veli£iny v objemu je rovná toku této veli£iny plochou, která daný objem
ohrani£uje a produkci uvnit° objemu, viz [13].

V mechanice kontinua jsou bilan£ních rovnice popsány pomocí PDR, dále tedy uvá-
díme pouze diferenciální zápis t¥chto zákon· dle [3]. Je zde také dobré poznamenat,
ºe soustava bilan£ních rovnic není sama o sob¥ úplná a ºe je t°eba ji doplnit o tzv.
konstitu£ní vztahy, jako je nap°. stavová rovnice plynu, vztah pro tenzor vazkých
nap¥tí atd, viz [15].

2.1 Rovnice popisující proud¥ní stla£itelné tekutiny

Rovnice kontinuity: Zákon zachování hmotnosti, neboli rovnici kontinuity lze
vyjád°it v diferenciálním tvaru dle [1]:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗) = 0. (1)

Rovnice (1) platí pro nestacionární, stla£itelné proud¥ní. Pro stacionární, nestla£i-
telný p°ípad (ρ = konst.) by se vztah zjednodu²il na:

∇ · v⃗ = 0. (2)

Zákon zachování hybnosti: Jde o formu Newtonova zákona. �asová zm¥na hyb-
nosti tekutiny v kontrolním objemu setrvává v dynamické rovnováze se silami fi,
které na objem p·sobí. To mohou být síly povrchové i objemové.

∂(ρvi)

∂t
+

∂

∂xi
((ρvi)vj)−

∂

∂xi
(σij) = ρfi, kde i, j = (1, 2, 3). (3)

Tenzor nap¥ní σij v Newtonovské tekutin¥ je de�nován:

σij = −pδij + τij, (4)

kde δij je jednotkový tenzor (Kroneckerovo delta) a τij je tenzor vazkých nap¥tí -
zanedbávaný pro nevazké tekutiny [3].

Po dosazení z rovnice kontinuity a úpravách lze napsat Navier-Stokesovu rovnici ve
tvaru:

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+

1

3
ν
∂

∂xi
(
∂vj
∂xj

) + ν
∂2vi
∂xjxj

+ fi. (5)
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Pro nevazkou tekutinu vyuºijeme spí²e jejího zjednodu²ení, rovnici Eulerovu:

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+ fi. (6)

�asto se setkáváme i se zápisem pomocí materiálové derivace:

Dv

Dt
= −∇p

ρ
+ fi. (7)

Pozn.: Materiálovou derivaci skalárního pole φ de�nujeme jako : Dφ
Dt

≡ ∂φ
∂t

+ u · ∇φ.

Bilancovat m·ºeme v rámci mechaniky kontinua mnoºství dal²ích veli£in, ve spo-
jení s problematikou proud¥ní se také £asto uvádí nap°. zákon zachování energie.
V této práci je vynechán, jelikoº °e²íme speci�cké úlohy týkající se akustiky, které
povaºujeme za nezávislé na teplot¥.

2.2 Akustické jevy popsané vlnovou rovnicí

Dále se budeme zabývat akustickým vln¥ním: malými kmity stla£itelné tekutiny, v
na²em p°ípad¥ vzduchu. Akustické signály se v prost°edí ²í°í v podob¥ podélných
vln a jsou popsány zvlá²tním tvarem vlnové rovnice pro tzv. perturba£ní tlak, viz [3].

Obrázek 1: Zvukové vlny generované reproduktorem, kde pa je akustický tlak sní-
maný mikrofony v £asové a prostorové domén¥, p°evzato z [2].

Pokud uvaºujeme jeden zdroj zvuku, nap°. reproduktor jako M. Kaltenbacher v
[1] a [2], generující zvuk o dané frekvenci f a do polohy x0 umístíme mikrofon,
nam¥°íme zvukový signál s periodou T = 1

f
. Dále m·ºeme reproduktor sníma£i

obklopit a snímat hodnotu tlaku v daný £asový okamºik t0. Pokud vyneseme hodnoty
tlaku v závislosti na sou°adnici jednotlivých sníma£·, op¥t získáme periodický signál,

12



tentokrát v prostoru místo v £ase, viz Obr. (1). Tato prostorová perioda je vyjád°ena
pomocí vlnové délky λ, pro kterou platí λ = c

f
, kde c je rychlost zvuku a f frekvence.

Zvukové vlny se prost°edím ²í°í dle fyzikálních zákonitostí daných t°emi základními
p°edpoklady: zkoumané medium (plyn) je v pohybu a dochází v n¥m ke zm¥nám
hustoty, zm¥nám hustoty náleºí odpovídající zm¥ny tlaku a vzniklý tlakový spád
(nerovnom¥rné rozloºení tlakového pole) zp·sobuje dal²í pohyb proudícího media
[8].

K matematickému popisu tohoto fyzikálního procesu je t°eba zavést n¥kolik pro-
m¥nných veli£in. Krom¥ vý²e zmín¥ného tlaku a hustoty je také st¥ºejní posunutí
vzduchu, £i p°ímo £ela zvukové vlny (kterou lze povaºovat za rovinnou v pouze po-
kud se pozorovatel nachází dostate£n¥ daleko od zdroje) a s tímto posunem spojená
rychlost jednotlivých £ástic vzduchu a jejich zrychlení [3].

Tlak v kontinuu je funkcí hustoty a v klidovém stavu (p°ed pr·chodem zvukové vlny)
jsou ob¥ tyto veli£iny dané jejich rovnováºnými hodnotami p0 a ρ0. �í°ení zvukové
vlny lze tedy popsat pomocí £asových a prostorových zm¥n v hodnotách tlaku a
hustoty. Okamºité hodnoty hustoty a tlaku ρ a p lze vyjád°it jako:

ρ = ρ0 + ρ′(xj, t), (8)

p = p0 + p′(xj, t), (9)

kde ρ0 a p0 jsou hodnoty rovnováºné a perturbace ρ′ a p′ zm¥ny vyvolané zvukovou
vlnou. V publikacích zabývajících se akustikou se lze také setkat s ozna£ením zm¥n
veli£in jako ρa, resp. pa, tj. akustická hustota a akustický tlak. Pro na²e modely
zvuku p°edpokládáme vzhledem k rovnováºným hodnotám zm¥ny velmi malé:

ρ′ ≪ ρ0 , p′ ≪ p0. (10)

P°evezmeme tvar vlnové rovnice z [3]:

∆u =
1

c2
∂2u

∂t2
, (11)

tj.
∂2u

∂t2
− c2∆u = 0. (12)

Pro rychlost zvuku c platí:

c2 = (
dp

dρ
)0. (13)

Po úpravách dle [3] lze vlnovou rovnici získat ve tvaru pro perturbaci tlaku. Pro tuto
práci jde o nejd·leºit¥j²í tvar vlnové rovnice, n¥kdy také ozna£ovaný jako rovnice
akustická:

1

c2
∂2p′

∂t2
−∆p′ = 0. (14)

Lze ukázat, ºe obdobu vlnové rovnice lze vyjád°it i pro sloºky rychlostního pole vi
£i potenciál φ (platí vi = ∂φ

∂xi
).
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∂2φ

∂t2
− c2∆φ = 0. (15)

Rovnice (15) je vlnová rovnice pro φ. Obdobn¥ máme i vlnovou rovnici pro vi:

∂2vi
∂t2

− c2
∂2vi
∂x2i

= 0. (16)

�í°ení akustické vlny v prost°edí lze zcela popsat rovnicí kontinuity, zákonem zacho-
vání hybnosti a vzájemným vztahem pro akustický tlak a hustotu získaným z de�nice
rychlosti zvuku. Akustická rovnice (14) vede na modelovou rovnici pro následující
MKP výpo£ty:

1

c2
∂2u

∂t2
−∆u = f v Ω x (0, T ), (17)

kde hledaná skalární veli£ina u reprezentuje akustický (perturba£ní) tlak p′. Hledáme
tedy °e²ení jako hladkou reálnou funkci na uzav°ené oblasti Ω a £asovém intervalu
[0, T ] se zdroji f . Dal²ím krokem by bylo rovnici doplnit okrajovými a po£áte£ními
podmínkami. Tuto rovnici by také bylo moºné °e²it metodou separace prom¥nných,
nebo pomocí principu superpozice, kdy m·ºeme zapsat °e²ení ve tvaru nekone£né
Fourierovy °ady [11].

2.3 Helmholtzova rovnice a popis jev· ve frekven£ní oblasti

V p°edchozí sekci (2.2) byl jiº p°edstaven klasický tvar vlnové rovnice pro perturbaci
tlaku jako vztah (14). Pro p°ehlednost jej zde p°epí²eme ve tvaru:

∆p′ − 1

c2
∂2p′

∂t2
= 0. (18)

Helmholtzova rovnice reprezentuje £asov¥ - nezávislou formu vlnové rovnice (18) a
lze ji odvodit se dv¥ma základními p°edpoklady. Nejprve p°edpokládáme, ºe °e²ené
vln¥ní je £asov¥ harmonické, tj., ºe má konstantní frekvenci ω a za druhé, ºe akustické
skalární pole lze separovat (jako p°i Fourierov¥ separaci prom¥nných pro lineární
akustickou rovnici) [9]:

p′(x, t) = Re(p(x)e−iωt). (19)

�e²ení (19) dvakrát £asov¥ zderivujeme:

∂p′

∂t
= −iωp(x)e−iωt,

∂2p′

∂t2
= (−iω)2p(x)e−iωt = −ω2p(x)e−iωt. (20)

Budeme chtít dosadit tuto £asovou derivaci do vlnové rovnice, proto je²t¥ aplikujeme
Laplace·v operátor na rovnici (19):

∆p′ = ∆p(x)e−iωt. (21)
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Nyní m·ºeme dosadit za druhou derivaci (20) a vztah (21) do rovnice vlnové (18) a
máme:

c2∆p(x)e−iωt + ω2p(x)e−iωt = 0. (22)

Jelikoº má být rovnice spln¥na pro ∀t, m·ºeme ji vyd¥lit exponenciálou eiωt, zárove¬
platí, ºe i2 = −1. Rychlost zvuku c je kladná konstanta, kterou m·ºeme také pod¥lit:

∆p+
ω2

c2
p = 0 (23)

a protoºe platí k = ω
c
:

∆p+ k2p = 0. (24)

Rovnice (24) je Helmholtzova rovnice, kde k = ω
c
= 2π

λ
je vlnové £íslo, tj. po£et vln

vlnové délky λ, které se 'vejdou' na interval 2π.

2.4 Okrajové podmínky

Jelikoº okrajové podmínky mají zásadní vliv na °e²ení v²ech zde zkoumaných úloh,
p°edstavíme zde jejich p°ehled, s návazností na fyzikální význam.

Dirichletova okrajová podmínka: V matematické analýze nazýváme Dirichle-
tovu okrajovou podmínku také jako podmínku prvního druhu. P°i zahrnutí do ODR
nebo PDR p°ímo udává hodnoty, které musí °e²ení u nabývat na hranici výpo£etní
oblasti ∂Ω. Zapisujeme nap°.:

u(x, ω) = uD(x, ω) ∀x ∈ ∂Ω, (25)

kde uD je daná skalární funkce [11].

V p°ípad¥ akustiky udává uD p°ímo hodnotu ambientního tlaku p na konci zvukové
trubice nebo zkoumané oblasti. Z fyzikálního pohledu jde o situaci, kdy tlaková vlna
doputuje k otev°ené hranici a její hodnota rychle spadne na p°edepsanou ambientní
hodnotu (v rámci této práce je uD dokonce rovna 0). Díky tomu za vlnou vznikne
podtlak. Tato záporná tlaková vlna se 'odráºí' zp¥t do zvukovodu se stejnou rychlostí
a amplitudou, ale s opa£nou fází, neº m¥la p·vodní vlna [7].

Jde tedy o tzv. pln¥ odrazivou podmínku (angl. Sound Soft boundary condition),
kterou je moºné p°edepsat nap°. na otev°eném konci vlnovodu. Také jde o speciální
p°ípad impedan£ní podmínky, u které je impedance Z = p

c
nulová (jelikoº je zde

nulový tlak) [19].

Neumannova okrajová podmínka: Neumannova okrajová podmínka, neboli
podmínka druhého druhu, nabývá tvaru:

∂u(x, ω)
∂n

= ϕN ∀x ∈ ∂Ω, (26)

kde n je vektor vn¥j²í normály v daném bod¥ hranice oblasti ∂Ω. Hodnotu na pravé
stran¥ OP ozna£ujeme ϕN , rad¥ji neº analogicky k p°ede²lému p°ípadu (uN), jelikoº
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se z matematické i fyzikální podstaty jedná o potenciál, spí²e neº p°ímo o danou
hodnotu °e²ení u.
V tomto p°ípad¥ lze modelovou situaci popsat jako uzav°ený konec vlnovodu nebo
akusticky odrazivou st¥nu (angl. Hard Sound boundary). Jelikoº se vlna nemá kam
dál ²í°it, dochází na st¥n¥ k nár·stu tlaku - v modelovém p°ípad¥ (bez ztrát a
tlumení) aº do dvojnásobku p·vodní hodnoty. Odraz se ²í°í zp¥t do prost°edí se
shodnou rychlostí, amplitudou i fází jako p·vodní vlna. Jde o speciální p°ípad im-
pedan£ní OP, kde se rychlost ²í°ení vlny v = c se na st¥n¥ blíºí nule a impedance
Z = p

v
nekone£nu [19]. Ve výpo£etních prost°edích jako je MATLAB nebo Wolfram

je Neumannova OP implicitn¥ zavedena na v²ech hranicích výpo£etní oblasti, kde
není speci�kována jiná OP [19], [21].

Sommerfeldova bezodrazová podmínka: Výpo£etní oblast je v rámci nume-
rického modelu logicky vºdy omezená. Pohlcující, nebo bezodrazové OP p°edstavují
zp·sob jak modelovat pole, které se ²í°í do nekone£na tak, ºe zajistí pohlcení p°í-
chozí vlny a zamezení zp¥tnému odrazu od hranic výpo£etní oblasti, který je typický
pro ob¥ p°edchozí OP, a který s polem interferuje. Absorbující OP je tedy vlastn¥
simulovaným pokra£ováním výpo£etní domény a dal²ím p°ípadem impedan£ní OP,
jejíº impedance se rovná akustické impedanci výpo£etní domény, viz [2], [19]. Alter-
nativou absorbujících OP je aplikace PML vrstvy - ta ov²em vyºaduje °e²ení dal²í
sestavy diferenciálních rovnic a v této práci se jí dále nezabýváme.

A. Sommerfeld matematicky formuloval bezodrazovou podmínku pro proudové pole
pro homogenní vlnovou rovnici a pro numerické ú£ely ji zapisujeme ve tvaru [4], [17]:

∂u

∂n
= −µ

c

∂u

∂t
, (27)

kde µ ∈ (0; 1 > je koe�cient závislý na vlnovém £ísle a c je rychlost zvuku. Alterna-
tivn¥ lze podmínku formulovat tak, ºe poºadujeme, aby °e²ení úlohy u bylo nulové
v nekone£nu [18]:

lim
x→∞

∫
∂Ω

|∂u(x, ω)
∂n

− iku(x, ω)|2 dS = 0. (28)

Jak je patrné v sekci Numerických výsledk·, podmínku (28) lze bez omezení p°e-
depsat na krajích 1D oblasti. Ve 2D p°ípadech ov²em musíme brát v potaz fakt, ºe
podmínka pohlcuje pouze £ást vln¥ní ve sm¥ru vn¥j²í normály výpo£etní oblasti. Na
OP tohoto typu tedy m·ºeme pohlíºet jako na tím kvalitn¥j²í, £ím je men²í zp¥tný
odraz z p°íchozích vln [19].

Pozn.: Okrajové podmínky jsou uvedeny ve tvaru vyuºívaném ve výpo£tech ve frek-
ven£ní domén¥. V domén¥ £asové se li²í implementací pouze bezodrazová OP [5].
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3 Numerická aproximace Poissonovy rovnice pomocí
MKP

Pro názorn¥j²í p°edstavu o poºití metody byl nejprve v rámci p°ípravných projekt·
°e²en modelový problém: stacionární Poissonova okrajová úloha. Poissonova úloha
(zobecn¥ní Laplaceovy rovnice - ta je speci�cká nulovou pravou stranou) je jednou
ze základních modelových PDR s ²irokým vyuºitím v r·zných odv¥tvích teoretické
fyziky. Jde o eliptickou PDR a jejím °e²ením lze získat nap°. rozloºení potenciálo-
vého pole v elektromagnetismu nebo v dynamice tekutin [11]. V této práci slouºí
jako základní úloha pro pochopení základních princip· MKP a ov¥°ení funk£nosti a
p°esnosti její realizace.
�e²íme parciální diferenciální rovnici:

−∆u = f(x, y) pro ∀ (x, y) ∈ Ω (29)

s Dirichletovou a Neumannovou okrajovou podmínkou:

u = uD = 0 pro ∀ (x, y) ∈ ΓD,

∂u(x, y)

∂n
= ϕN = 0 pro ∀ (x, y) ∈ ΓN , (30)

kde Ω ⊂ R2 je omezená oblast s Lipschitzovsky spojitou hranicí ∂Ω = ΓD ∪ ΓN a f
je daná funkce f = f(x, y). Hledáme tedy funkci u, která °e²í rovnici (29) na oblasti
Ω a která zárove¬ spl¬uje okrajové podmínky(30).

3.1 Slabá formulace

Pro dal²í postup je t°eba úlohu p°eformulovat ve slabém smyslu. Volíme testovací
funkci v ∈ V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0} na ∂Ω, kterou p°enásobíme rovnici (29) a
zintegrujeme p°es oblast Ω: ∫

Ω

(−∆u)v dΩ =

∫
Ω

fv dΩ, (31)

Na levou stranu rovnice pouºijeme obdobu integrace per-partes pro vícerozm¥rný
p°ípad, tj. první Greenovu v¥tu, viz [10], tedy:

−
∫
Ω

v∆u dΩ = −
∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dS +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ, (32)

kde n je jednotkový vektor vn¥j²í normály n = (n1, n2) k hranici oblasti ∂Ω. Pro
£len

∫
∂Ω
v ∂u
∂n

dS platí:∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dS =

∫
ΓD

v
∂u

∂n
dS +

∫
ΓN

v
∂u

∂n
dS. (33)

Na £ásti hranice s Dirichletovou OP ΓD je testovací funkce v nulová, coº eliminuje
první ze s£ítanc·. Dosadíme do (32) a následn¥ do (31):

−
∫
ΓN

v
∂u

∂n
dS +

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ =

∫
Ω

fv dΩ, (34)
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Z de�nice Neumannovy OP je na ΓN
∂u
∂n

= ϕN . Dostáváme výslednou rovnici:∫
Ω

∇u · ∇v dΩ =

∫
Ω

fv dΩ +

∫
ΓN

v ϕN dS. (35)

Pro ná² p°ípad, kdy ϕN = 0 se rovnice je²t¥ více zjednodu²í. Nyní de�nujeme pro
libovolná u, v ∈ V formy

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ,

L(v) =

∫
Ω

fvdx,

kde a(u, v) : V × V → R je symetrická bilineální forma a L(v) : V → R lineární
forma. Slabá formulace úlohy (29), s OP (30) pak je, ºe hledáme °e²ení u ∈ V tak
aby platilo:

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V. (36)

Abychom mohli tento postup pouºít, musíme zaru£it jednozna£nou °e²itelnost úlohy
(36). Ta je spln¥na z Lax-Milgramovy v¥ty, viz [4].
Nech´ V je Hilbert·v prostor. Chceme najít takové u ∈ V , pro které platí rovnice
(36) pro ∀v ∈ V . Dle Lax-Milgramovy v¥ty p°edpokládáme, ºe existuje práv¥ jedno
°e²ení okrajové úlohy [4]. Abychom mohli pouºít MKP numerické schéma, je t°eba
slabou formulaci (35) nejprve zdiskretizovat.
V prostoru V volíme podprostor Vh kone£né dimenze a jeho libovolný prvek ozna£íme
vh ∈ Vh. Potom funkci uh ∈ Vh, pro kterou platí:

a(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh (37)

ozna£íme jako p°ibliºné Galerkinovo °e²ení úlohy (36).
Máme-li kone£n¥-rozm¥rný podprostor Vh ⊂ V s bází φ1, . . . , φN (dimVh = N),
potom funkce uh získáme jako lineární kombinaci N bázových funkcí φ prostoru Vh
[4]:

uh =
N∑
j=1

αjφj. (38)

Aproximace dosadíme do (35) a p°epí²eme:∫
Ω

∇uh · ∇vh dΩ =

∫
Ω

fvh dΩ +

∫
ΓN

vh ϕN dS. (39)

Jelikoº vh jsou funkce, které lze zapsat jako lineární kombinaci bázových funkcí,
m·ºeme za n¥j postupn¥ volit p°ímo bázové funkce φ:∫

Ω

∇uh · ∇φi dΩ =

∫
Ω

fφi dΩ +

∫
ΓN

φi ϕN dS. (40)

Do rovnice (40) dosadíme z (38) a máme:

N∑
i=j

αj

∫
Ω

∇φj · ∇φi dΩ =

∫
Ω

fφi dΩ +

∫
ΓN

φi ϕN dS. (41)
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Neznámé koe�cienty αj získáme °e²ením soustavy lineárních rovnic:

N∑
j=1

αja(φi, φj) = L(φi), (42)

nebo v maticovém zápisu:
a(φ1, φ1) a(φ2, φ1) · · · a(φN , φ1)
a(φ1, φ2) a(φ2, φ2) · · · a(φN , φ2)

...
... . . . ...

a(φ1, φN) a(φ2, φN) · · · a(φN , φN)


︸ ︷︷ ︸

K


α1

α2
...
αN


︸ ︷︷ ︸

α

=


L(φ1)
L(φ2)

...
L(φN)


︸ ︷︷ ︸

b

. (43)

Matice K je tzv. matice tuhosti, symetrická, pozitivn¥-de�nitní matice s prvky:

aij = a(φi, φj) =

∫
Ω

∇φi∇φjdx. (44)

To, ºe matice tuhosti K je symetrická, je d·sledek symetrie bilineární formy a:

aij = a(φi, φj) = a(φj, φi) = aji. (45)

MaticiK ozna£íme jako pozitivn¥ de�nitní, jestliºe pro nenulový vektor x = (x1, · · · , xN)
platí xTKx > 0.

Na Obr.(2) je ilustrováno takovéto numerické °e²ení 1D problému - fyzikáln¥ se m·ºe
jednat nap°. o ohyb pruºného nosníku nebo ²í°ení tepla ty£í oh°ívanou na jednom
konci. Bázové funkce φi nabývají hodnoty 1 pouze ve svých p°íslu²ných uzlech xi a
ve v²ech ostatních uzlech jsou nulové. MKP umoº¬uje zna£nou �exibilitu ve volb¥
diskretizace, jak v druhu prvk·, které tvo°í sí´ na zkoumané oblasti, tak ve volb¥
bázových funkcí. Prvky nemusí být rozmíst¥ny uniform¥, jejich sí´ lze do r·zné míry
zjemnit nap°íklad v zajímavých oblastech, nebo jak je patrné z Obr. (2) tam, kde
je velký gradient u.
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Obrázek 2: Ilustrace aproximace °e²ení u (modrá £ára) pomocí po £ástech lineární
funkce uh (£árkovaná £ervená £ára), jako lineární kombinace bázových funkcí φi

(£erná) se zjemn¥ním v oblasti v¥t²ího gradientu u, (vytvo°eno v prost°edí Inkscape).

3.2 P°edpoklady pouºití MKP

Abychom mohli úsp¥²n¥ vytvo°it jakýkoliv MKP model, je t°eba brát v potaz nutné
podmínky a principy metody jako je p°ípustná triangulace sít¥, vhodná volba bá-
zových funkcí a správný p°evod z referen£ního zobrazení. Teprve poté m·ºeme po-
kra£ovat sestavením matic tuhosti a hmotnosti a vektoru pravé strany, se kterými
budeme dále pracovat.

3.3 Volba prostoru kone£ných prvk· a volba báze

Abychom mohli MKP aplikovat, je nejd°íve t°eba vhodn¥ diskretizovat prostor
H1(Ω). Ten je nahrazen Vh ∈ H1(Ω), kone£n¥ - rozm¥rným prostorem s bází {φi}N1 .
�e²ení problému uh pak lze zapsat jako lineární kombinaci bázových funkcí, viz
rovnice (38).

Výpo£ty algebraických soustav jsou výrazn¥ jednodu²²í pro °ídké matice, o kterých
p°edem víme, ºe v¥t²ina jejich prvk· je nulová. Proto zvolíme bázové funkce φi tak,
ºe:

φi(xj) = δij,

tj.:

φi(x) =

{
1 pro x = xi
0 pro x ̸= xi

}
, (46)

takºe bázová funkce φi je nenulová pouze na trojúhelnících, které obsahují 'její'
p°íslu²ný uzel sít¥ xi, pro 1D p°ípad zobrazeno na Obr. (2), pro 2D p°ípad potom
na Obr. (3).
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Obrázek 3: Bázová funkce pro uzel i ve 2D(vytvo°eno v prost°edí Inkscape).

3.4 Sestavení matice tuhosti a vektoru pravé strany

V následujících úlohách budeme po£ítat s maticí tuhosti K, maticí hmotnosti M a
vektorem pravé strany b. Nyní kdyº máme de�novanou bázi prostoru Vh, lze tyto
matice de�novat jako [18]:

K ∈ Rn×n : kij =

∫
Ω

∇φi · ∇φj dx, (47)

M ∈ Rn×n : mij =

∫
Ω

φiφj dx (48)

b ∈ Rn : bi =

∫
Ω

fφi dx (49)

Bylo by moºné integrály (47), (48) a (49) vypo£ítat tak, ºe bychom postupn¥ pro-
cházeli v²echny moºné kombinace bázových funkcí na celé síti a z nich po£ítali daný
integrál. To je ov²em výpo£etn¥ velice náro£ný a v kódu ²patn¥ realizovatelný po-
stup. Proto se pohybujeme postupn¥ po jednotlivých elementech K a vypo£ítáme
vºdy jejich lokální p°ísp¥vky do matic [18]. Ty lze následn¥ zapsat a se£íst ve tvaru:

kij =
∑
K∈τh

∫
Ω

∇φi · ∇φj dx =
∑
K∈τh

kKij , (50)

mij =
∑
K∈τh

∫
Ω

φiφj dx =
∑
K∈τh

mK
ij (51)

bi =
∑
K∈τh

∫
Ω

fφi dx =
∑
K∈τh

bKi , (52)

kde kKij jsou lokální p°ísp¥vky do matice tuhosti na elementu K, mK
ij do matice

hmotnosti a bKi do vektoru pravé strany. Integraci je ale moºné provést jen na refe-
ren£ním elementu K̂.
Jelikoº ale daný element m·ºe být na síti r·zn¥ nato£ený, viz Obr. (4), i výpo£et
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gradient· bázových funkcí a samotná integrace musí probíhat na referen£ním ele-
mentu K̂. Vyuºijeme proto transformaci ze vztahu (60) a transforma£ní matici BK
z (61), viz [4] a dostaneme:∫

K

φ(x) dx =

∫
K̂

φ̂(x̂) |detBK| dx̂. (53)

Stejná (zp¥tná) transformace jako v (63) platí i pro samotné bázové funkce:

φ(x) = φ̂(F−1
K (x)) (54)

a pro gradienty bázových funkcí ∇φ(x, y) m·ºeme zapsat:

∇φ(x, y) =
(

∂φ
∂x
, ∂φ

∂y

)
=

(
∂φ̂
∂x̂
, ∂φ̂

∂ŷ

)
BK

−1, (55)

tedy
∇φ = ∇φ̂BK−1. (56)

Na referen£ním trojúhelníku proto zavedeme bázové funkce φ̂ tak, aby jejich hodnoty
v uzlech (vrcholech) p°íslu²ného K̂ byly stejné jako hodnoty p·vodních bázových
funkcí φ ve vrcholech K:

φ̂1(x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ,

φ̂2(x̂, ŷ) = x̂,

φ̂3(x̂, ŷ) = ŷ.

Tyto bázové funkce na referen£ním trojúhelníku K̂ tvo°í prostor Vh a jejich gradienty
lze snadno ur£it jako:

∇φ̂1(x̂, ŷ) = (−1,−1),

∇φ̂2(x̂, ŷ) = (1, 0),

∇φ̂3(x̂, ŷ) = (0, 1).

Lokální p°ísp¥vek elementu K do matice tuhosti je potom:

kKij =

∫
K̂

|detBK|(∇φ̂jB
−1
K )(∇φ̂iB

−1
K )dx̂ = |K|(∇φ̂jB

−1
K )(∇φ̂iB

−1
K ), (57)

kde |K| = |detBK|
2

je obsah p·vodního trojúhelníku. Prvky matice kKij poté sta£í
postupn¥ pro v²echny elementy sít¥ p°i£ítat do matice tuhosti K.

Postup je obdobný pro lokální p°ísp¥vky do matice hmotnosti a do pravé strany -
výpo£et vºdy probíhá na jednotlivých referen£ních trojúhelnících se stejnou volbou
transforma£ní matice BK a referen£ních bázových funkcí. Pro lokální p°ísp¥vky do
matice hmotnosti platí:

mK
ij =

∫
K̂

|detBK|φ̂jφ̂idx̂, (58)

a
bKi = |detBK|

∫
K̂

f(FK(x̂))φ̂idx̂ = |K|
∑
K∈τh

wi (59)

K integraci na referen£ních elementech vyuºijeme Gaussovy numerické kvadratury.
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3.5 Vybrané £ásti praktické realizace metody

3.5.1 Referen£ní zobrazení

Pro výpo£et soustavy Ax = b a dal²í práci s maticemi (hmotnosti, tuhosti) je
vhodné p°etransformovat jednotlivé kone£né prvky K triangulace τh na jejich refe-
ren£ní prvky K̂, na kterých je snadné provést numerickou integraci. Zavedeme proto
bijektivní zobrazení FK : K̂ → K z p·vodního sou°adnicového systému (x, y) na
(x̂, ŷ), viz Obr. (4) [4].

Obrázek 4: Bijektivní a�nní transformace libovolného 2D prvku K triangulace τh
na referen£ní trojúhelník K̂, (vytvo°eno v prost°edí Inkscape).

Transformaci prvk· lze zapsat pomocí lineárního zobrazení FK : K → K̂:

FK(x̂) = BKx̂+ bK . (60)

Transforma£ní matice BK má tvar:

BK =

(
x2 − x1 x3 − x1
y2 − y1 y3 − y1

)
. (61)

Pro sou°adnice platí: (
x
y

)
=

(
x1
y1

)
+BK

(
x̂
ŷ

)
. (62)

Inverzní transformace F−1
K pak má tvar:

F−1
K : K → K̂,

(
x̂
ŷ

)
= BK

−1

(
x
y

)
−BK−1

(
x1
y1

)
(63)

a inverzní matice BK−1 je:

BK
−1 =

1

det BK

(
y3 − y1 −x3 + x1
−y2 + y1 x2 − x1

)
. (64)

Determinant transforma£ní matice detBK = |K|
|K̂| je zárove¬ Jakobiánem lineární

transformace FK z rovnice (60) [4].
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3.5.2 Triangulace oblasti

Triangulace oblasti je sama o sob¥ netriviální proces, b¥hem n¥hoº musí být do-
drºeny podmínky p°ípustné triangulace τh. Ta je tvo°ena kone£ným po£tem prvk·
(trojúhelník·)K, jejichº spojením vznikne uzáv¥r výpo£etní oblasti Ω̄h =

⋃
K∈τh K a

jejichº jediným moºným pr·nikem je bu¤ spole£ný vrchol nebo celá spole£ná strana.
Trojúhelníky se tedy nesmí vzájemn¥ 'p°ekrývat', musí vypl¬ovat celou oblast a vr-
chol jednoho trojúhelníku musí být nutn¥ také vrcholem trojúhelníku sousedního
[4].

Jelikoº v rámci MKP °e²íme vºdy integrální tvar dané rovnice, je t°eba v numerickém
schématu zavést vhodnou aproximaci integrace. T¥ch existuje °ada a jelikoº úlohy
°e²íme na jednotlivých elementech sít¥, p°edpis pro tuto aproximaci závisí na tvaru
pouºitého prvku. Konkrétní výpo£et integrálu je v této práci realizován pomocí
numerické kvadratury.

Výpo£etní oblast Ω je v na²em numerickém schématu diskretizována triangulací z
prost°edí Gmsh a je zastoupena mnoºinou uzl· ('vertex·') a trojúhelník· K ('ele-
ments'). Kaºdý element sít¥ v sob¥ uchovává informaci o uzlech ze kterých je tvo°en
a kaºdý uzel o svých sou°adnicích (xi, yi)

T [2].

3.6 Numerické výsledky

V rámci p°ípravy byla provedena diskretizace Poissonovy úlohy (29):

−∆u = f(x, y) pro ∀ (x, y) ∈ Ω, (65)

pro r·zné funkce f = f(x, y) na pravé stran¥ rovnice, pomocí kterých lze snadno
ov¥°it správnost metody srovnáním se známým analytickým °e²ením. Následn¥ byla
úloha upravena (pro lep²í p°ehlednost), pro takové u, ºe:

u = uD na ∂Ω,

uD = sin(πx)sin(πy). (66)

Jelikoº známe analytické °e²ení úlohy,

∆uD = −2π2sin(πx)sin(πy), (67)

tak ozna£íme známé analytické °e²ení ua = uD. S Dirichletovou okrajovou podmín-
kou lze tento postup provést na libovolné oblasti Ω.
Pro r·zné délky kroku h na zvolené síti lze potom ur£it hodnotu diskretiza£ní chyby
v kaºdém bod¥ sít¥ jako:

Eh = ∥uD − ua∥. (68)

Tato chyba by se m¥la s jemn¥j²í sítí zmen²ovat. Dle vztahu (68) ur£íme chybu pro
r·znou délku kroku h, h/2 a h/4 a m·ºeme pak vypo£ítat °ád diskretizace p, viz
[22].

Eh

Eh/2

=
Chp

C(h/2)p
= 2p, (69)
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kde C > 0 je kladná konstanta nezávislá na kroku h. Dostáváme:

p = log2
Eh

Eh/2

. (70)

Vizualizace r·zn¥ jemné sít¥ (vygenerované v prost°edí Gmsh) je na Obr. (5). Pr·-
m¥rné hodnoty absolutní odchylky od analytického °e²ení na síti Eavg a z nich sta-
noveného °ádu metody jsou uvedeny v tabulce (1).

krok Eavg �ád p metody
h 0,00083067
h/2 0,00020817 1,9965199
h/4 0,00005205 1,9998238

Tabulka 1: Hodnoty absolutní odchylky na v²ech bodech sít¥ Eh pro danou velikost
kroku h a °ád p MKP.

Obrázek 5: Sít¥ na testovací oblasti jednotkového £tverce vygenerovaná prost°edím
Gmsh, s krokem h a h/2 s OP (30) na této síti.

Dále °e²íme Poissonovu úlohu zadanou:

−∆u = 1 v Ω, (71)

na oblasti jednotkového £tverce. Tuto jednoduchou úlohu zde vyuºijeme pro p°e-
hledné zd·razn¥ní vlivu okrajové podmínky na °e²ení. Jak bylo demonstrováno v
kapitole (35), °e²ení vede na sestavu rovnic (43), v maticovém zápisu:

Kα = b. (72)

�e²ení s Dirichletovou OP je vyobrazeno v levém a prost°edním grafu na Obr. (6).
Na levém grafu je °e²ení pro p°edepsanou uD = 0 na v²ech hranicích oblasti, na
prost°edním uD = 1 na 'levé' hranici oblasti.
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Na pravém grafu v Obr. (6) je vyneseno °e²ení úlohy s p°edepsanou Neumannovou
OP na levé hranici oblasti (ϕN=1).

Pozn.: Grafy na (6) nevyobrazují °e²ení p°ímo na hranicích, pouze uvnit° oblasti,
proto nejsou okraje jednotlivých graf· na hranicích 'dotaºené' aº do kraj·.

Obrázek 6: �e²ení Poissonovy rovnice (71) s r·znými OP: na obrázku vlevo je p°e-
depsána Dirichletova OP uD = 0 na v²ech hranách, uprost°ed uD = 1 pro jednu z
hran a na pravém ϕN = 1 pro jednu z hran.

4 Numerická aproximace akustických problém· ve
frekven£ní oblasti

4.1 MKP diskretizace Helmholtzovy rovnice

4.1.1 Slabá formulace

Abychom mohli úlohu °e²it numericky, je t°eba analogicky k modelovému p°ípadu
p°eformulovat i Helmholtzovu rovnici (24), kterou zde pro p°ehlednost p°epí²eme:

∆p+ k2p = 0, (73)

ov²em s obecnou nenulovou pravou stranou ve slabém smyslu. P°enásobíme (73)
testovací funkcí v ∈ V , zintegrujeme p°es danou oblast a za pouºití Greenovy v¥ty
máme:

−
∫
Ω

∇p · ∇ v dΩ +

∫
δΩ

∂p

∂n
v dS +

∫
Ω

k2pv dΩ =

∫
Ω

f v dΩ. (74)

Uvaºujeme, ºe hranici výpo£etní oblasti δΩ tvo°í kombinace v²ech t°í OP zmín¥ných
v (2.4), tj δΩ = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓS, a druhý £len na levé stran¥ rozepí²eme:∫

δΩ

∂p

∂n
v dS =

∫
ΓD

∂p

∂n
v dS +

∫
ΓN

∂p

∂n
v dS +

∫
ΓS

∂p

∂n
v dS. (75)

Pro ná² p°ípad je testovací funkce na ΓD nulová. Také ∂p
∂n

= φN = 0 na ΓN . Tedy
jediný nenulový £len odpovídá Sommerfeldov¥ bezodrazné podmínce na ΓS:

∂p

∂n
= ikp, (76)

viz (28). Po dosazení dostaneme slabou formulaci:∫
Ω

∇p · ∇v dΩ−
∫
ΓS

ikpv dS −
∫
Ω

k2pv dΩ =

∫
Ω

fv dΩ. (77)
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4.1.2 MKP diskretizace a maticový zápis úlohy

Dal²ím krokem je op¥t nahrazení prostoru V kone£n¥-rozm¥rným prostorem bázo-
vých funkcí Vh ⊂ V . Hledáme diskrétní °e²ení ph rovnice (77), (které zárove¬ spl¬uje
Dirichletovu OP) ve tvaru:

ph(x, ω) =

Nh∑
j

αj(ω)φj(x) (78)

a které °e²í rovnici:∫
Ω

∇ph · ∇vh dΩ−
∫
ΓS

ikphvh dS −
∫
Ω

k2phvh dΩ =

∫
Ω

fvh dΩ. (79)

Za testovací funkci vh op¥t volíme bázové funkce φi, a dosadíme (78) do (79):

Nh∑
j=1

αj

∫
Ω

∇φj · ∇φi dΩ︸ ︷︷ ︸
kij

−ik
Nh∑
j=1

αj

∫
ΓS

φjφi dS︸ ︷︷ ︸
cij

−k2
Nh∑
j=1

αj

∫
Ω

φjφi dΩ︸ ︷︷ ︸
mij

=

∫
Ω

fφi dΩ︸ ︷︷ ︸
bi

.

(80)
Kompaktn¥ji p°epí²eme maticovým zápisem:

(K− ikC− k2M)︸ ︷︷ ︸
A

α = b, (81)

takºe máme soustavu rovnic:
A(ω)α = b (82)

.

Matici C zahrnujeme do výpo£tu, pokud na n¥kterou hranici výpo£etní oblasti apli-
kujeme bezodrazovou OP, historicky ji dle [17] a [18] ozna£ujeme jako matici tlumení,
a platí:

cij =

∫
ΓS

φjφi dS. (83)

4.2 Vlastní £ísla Laplaceova operátoru, slabá formulace

Modální analýza je v rámci této práce uvaºována dle [18] po úprav¥ tvaru (81), ze
kterého vylou£íme tlumení C a externí zdroje b. Takový postup je moºný i z hlediska
fyziky, jelikoº kaºdý systém má tendence oscilovat na vlastní frekvenci i bez buzení
[13]. Tak získáme tzv. základní rovnici modální analýzy:

(K− k2M)α = 0. (84)

De�nice vlastního £ísla a vlastního vektoru: Vlastní vektor lineárního ope-
rátoru A je z de�nice nenulový vektor u, pro který existuje komplexní £íslo λ tak,
ºe platí:

Au = λu. (85)
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Dvojici (λ, u) ozna£ujeme jako vlastní pár, viz [16]. Pro výpo£et vlastního páru
operátoru A p°edpokládáme £tvercovou matici A ∈ Rn×n. Upravíme rovnici (85) v
maticovém zápisu:

(A− λE) · u = 0, (86)

kde E je jednotková matice. Tato rovnice má netriviální °e²ení u, pokud je matice
(A− λE) singulární, tj:

det(A− λE) = 0. (87)

Rovnici (87) nazýváme dle [16] charakteristická. V na²em p°ípad¥ máme charakte-
ristickou rovnici ve tvaru (84). Praktické °e²ení této úlohy je v následující sekci.

4.3 Numerické výsledky

V prost°edí MATLAB je moºné ur£it vlastní £ísla λ a jejich p°íslu²né vlastní vektory
p°íkazem eig nebo v eigs. P°íkaz [V,D] = eigs(A, p) generuje diagonální matici
D ∈ Rp×p, která má na diagonále prvních p vlastních £ísel a matici V ∈ Rn×p, jejíº
sloupce jsou tvo°eny odpovídajícími vlastními vektory, viz [20].

4.3.1 Modální analýza na jednoduché oblasti obdélníku

Získaná rozloºení vlastních mód· pro jednoduchou oblast obdélníka s Dirichleto-
vou OP na hranicích jsou vynesena na Obr. (7) a (8). T¥chto mód· je nekone£n¥
mnoho, zde jsou zobrazeny 'první' dva módy odpovídající dv¥ma nejniº²ím vlastním
frekvencím f1 = 174 Hz a f2 = 192 Hz.

Obrázek 7: Tvar vlastních mód· odpovídající první vlastní frekvenci f1=174 Hz
nalevo, druhé vlastní frekvenci f2=192 Hz napravo. V obou p°ípadech jde o obdél-
níkovou oblast velikosti 1:6, s Dirichletovou OP na v²ech hranách.

Výsledky pro obdélník s kombinací Dirichletovy a Neumannovy OP jsou na násle-
dujících Obr. (9) a (10). Dirichletova OP je p°edepsána na 'levé' hranici oblasti (pro
x=0), Neumannova OP na zbylých t°ech hranicích. Vyobrazené módy op¥t odpoví-
dají dv¥ma nejniº²ím vlastním frekvencím, numericky ur£eným jako f1 = 343Hz a
f2 = 687Hz.
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Obrázek 8: Rozloºení vlastních mód· odpovídající první vlastní frekvenci f1=174
Hz nalevo, druhé vlastní frekvenci f2=192 Hz napravo. V obou p°ípadech jde o
obdélníkovou oblast velikosti 1:6, s Dirichletovou OP na v²ech hranách.

Obrázek 9: Tvar vlastních mód· na obdélníkové oblasti velikosti 1:5, odpovídající
první vlastní frekvenci f1=343 Hz nalevo, druhé vlastní frekvenci f2=687 Hz na-
pravo. Na oblasti je p°edepsána Dirichletova OP na jedné hran¥ (hrana vlevo), a
Neumannova OP na ostatních t°ech hranách.

Obrázek 10: Rozloºení vlastních mód· na obdélníkové oblasti velikosti 1:5, odpoví-
dající první vlastní frekvenci f1=343 Hz nalevo, druhé vlastní frekvenci f2=687 Hz
napravo. Na oblasti je p°edepsána Dirichletova OP na jedné hran¥ (hrana vlevo), a
Neumannova OP na ostatních t°ech hranách.

4.3.2 Modální analýza na oblasti lidského vokálního traktu

Jelikoº nám MKP umoº¬uje realizovat výpo£ty i na relativn¥ sloºitých oblastech,
stejná modální analýza byla provedena i pro oblast vokálního traktu. Jde o konkrétní
tvar lidského hlasového ústrojí odpovídající vyslovení hlásky 'ostré E', jehoº p°esné
rozm¥ry byly získány MRI m¥°ením v [6]. S takto sloºitou oblastí je záhodno znovu
zd·raznit, ºe vlastních frekvencí a mód· je nekone£n¥ mnoho, vybíráme jen n¥kolik
ilustra£ních p°ípad·. Tvar vlastních mód· na oblasti odpovídající první vlastní frek-
venci f1= 27 Hz je na Obr. (11), t°etí vlastní frekvenci f3= 89 Hz na (12) a sedmé
vlastní frekvenci f7= 172 Hz na (13). Na vstupní st¥n¥ (x=0) a na hranici volného
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prostoru (p·lkruhová výse£) je zadána Dirichletova OP, na 'pevných st¥nách' traktu
Neumannova OP.

Obrázek 11: Rozloºení vlastního módu na oblasti vokálního traktu odpovídající první
vlastní frekvenci f1= 27 Hz, s Dirichletovou OP na vstupní hran¥ (hrana vlevo)
a výstupní hran¥ (p·lkruºnici vpravo) a Neumannovou OP na ostatních st¥nách
vokálního traktu.

Obrázek 12: Rozloºení vlastního módu na oblasti vokálního traktu odpovídající t°etí
vlastní frekvenci f3= 89 Hz, s Dirichletovou OP na vstupní hran¥ (hrana vlevo)
a výstupní hran¥ (p·lkruºnici vpravo) a Neumannovou OP na st¥nách vokálního
traktu.

Obrázek 13: Rozloºení vlastního módu na oblasti vokálního traktu odpovídající
sedmé vlastní frekvenci f7= 172 Hz, s Dirichletovou OP na vstupní hran¥ (hrana
vlevo) a výstupní hran¥ (p·lkruºnici vpravo) a Neumannovou OP na st¥nách vokál-
ního traktu.
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Numericky - sí´ 1 Numericky - sí´ 2 Analyticky Abs. Rozdíl
ω [rad/s] f [Hz] ω [rad/s] f [Hz] ω [rad/s] f [Hz] ∆ f1[Hz] ∆ f1[Hz]
1093.32 174.01 1092.65 173.90 1092.43 173.87 0.141 0.035
1138.53 181.2 1136.52 180.88 1135.85 180.78 0.425 0.106
1210.43 192.65 1206.17 191.97 1204.76 191.74 0.903 0.226
1305.04 207.7 1297.56 206.51 1295.07 206.12 1.587 0.396
1418.37 225.74 1406.58 223.86 1402.68 223.24 2.497 0.622
1546.93 246.2 1529.64 243.45 1523.91 242.54 3.665 0.911
1688 268.65 1663.78 264.80 1655.78 263.53 5.128 1.273

1839.48 292.76 1806.74 287.55 1795.94 285.83 6.929 1.718
1999.86 318.29 1956.79 311.43 1942.61 309.18 9.112 2.257
2166.11 344.75 2112.63 336.24 2094.41 333.34 11.412 2.900
2168.09 345.06 2163.48 344.33 2250.31 358.15 13.086 13.819
2191.95 348.86 2186.63 348.01 2409.51 383.49 34.627 35.472
2234.5 355.63 2224.72 354.07 2571.40 409.25 53.619 55.176
2293.12 364.96 2273.30 361.81 2735.50 435.37 70.408 73.561

Tabulka 2: Tabulka srovnání hodnot vlastních frekvencí obdélníkové oblasti získa-
ných numerickým výpo£tem na základní síti (1) a jejím zjemn¥ní (2) s analyticky
vypo£tenou hodnotou.

B¥hem výpo£t· je t°eba kontrolovat p°esnost získaných numerických výsledk·. To
je moºné nap°. jejich srovnáním se známým analytickým °e²ením na jednoduché
oblasti. Dle [3] lze z Hamiltonova principu odvodit pohybovou rovnici pro p°í£né
kmity membrány ve tvaru:

∂2w

∂t2
= c2∆w, (88)

kde w je výchylka ve sm¥ru z (pro membránu napnutou v rovin¥ xy). V p°ípad¥
obdélníkové membrány o rozm¥rech a a b, která je na svých okrajích pevn¥ upevn¥na,
platí okrajová podmínka w(x, 0, t) = w(a, y, t) = w(x, b, t) = w(0, y, t) = 0, tj.
Dirichletova OP. Pro kruhovou frekvenci ω získáme jednoduchý vzorec:

ωmn = cπ

√
m2

a2
+
n2

b2
, (89)

kdem, n jsou p°irozená £ísla [3]. V Tabulce 2 je srovnání numerických a analytických
výsledk· pro na²i obdélníkovou oblast.
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Jak je patrné, s rostoucí frekvencí se výsledky stále výrazn¥ji li²í. Zatímco pro prv-
ních p¥t vlastních frekvencí je sm¥rodatná odchylka 1.56 Hz, pro prvních deset je jiº
5.87 Hz a pro patnáct dokonce 65.95 Hz. Pokud bychom pro vy²²í vlastní frekvence
cht¥li dosáhnout v¥t²í p°esnosti, museli bychom podle [5] bu¤ zjemnit výpo£etní sí´,
nebo zvý²it stupe¬ aproxima£ního polynomu na kaºdém elementu. Proto byl výpo-
£et opakován pro stejnou úlohu s dvojnásobn¥ jemnou sítí (sí´ 2), zjemn¥ní sít¥ bylo
provedeno v prost°edí gmsh.

Po zjemn¥ní sít¥ je patrné zmen²ení odchylky numerického a analytického °e²ení.
Sm¥rodatná odchylka pro prvních p¥t frekvencí byla vypo£tena jako 0.39 Hz, pro
prvních deset je jiº 1.47 Hz a pro patnáct 42.43 Hz. Srovnání nár·stu absolutní
odchylky °e²ení pro p·vodní a zjemn¥nou sí´ je na Obr. (14). Podobné hodnoty
dostáváme pouze pro prvních p¥t frekvencí, dále je jiº p·vodní sí´ nedosta£ující a
odchylka numerického výpo£tu nar·stá. Od desáté vlastní frekvence (333 Hz - ur-
£ené analyticky) dramaticky nar·stá nep°esnost numerického °e²ení na obou sítích.

Obrázek 14: Nár·st absolutní odchylky numerického a analytického °e²ení pro vý-
po£et vlastních frekvencí pro základní výpo£etní sí´ (Sí´ 1) a zjemn¥nou sí´ (Sí´ 2).

4.3.3 �e²ení Helmholtzovy rovnice s externím zdrojem

Druhým zp·sobem jak provést rezonan£ní analýzu na oblasti je zavést do rovnice
nenulovou 'pravou stranu', tj. externí buzení. To je v rámci úlohy umíst¥no postupn¥
do dvou r·zných bod· na síti vokálního traktu (bod [1, 0] a [10, 0]). Zde je vhodné
poznamenat, ºe zdroj není p°esn¥ bodový - to by jej £inilo závislým na síti. Místo
toho je p°edepsán v ϵ-okolí bodu. Velikost okolí je t°eba vhodn¥ volit, abychom se
nedostali 'mimo' sí´.

Dále postupujeme tak, ºe ve zvoleném bod¥ p°edepisujeme konstantní frekvenci
(ta je ve výpo£tu zahrnuta pomocí vlastního £ísla k) a s krokem 5 Hz projdeme
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frekven£ní rozsah [0 - 2500] Hz. Pro kaºdou frekvenci potom °e²íme (73) (ov²em s
nenulovou pravou stranou a sledujeme, pro které frekvence získáme rezonan£ní píky
v námi zvoleném snímacím bod¥ (prakticky v tomto bod¥ simulujeme mikrofon).
Tento bod byl zvolen v sou°adnici [17,0], v 'otev°ené' oblasti p°ed ústy. Hledáme
tedy °e²ení rovnice:

∆u+ k2u = b, (90)

nebo maticovým zápisem:
(K− k2M) · u = b, (91)

kde b je vektor pravé strany, K matice tuhosti a M matice hmotnosti, které lze
sestavit postupem uvedeným v sekci (3.4).

Okrajové podmínky jsou stejné jako v sekci (4.3.2), tj. Dirichletova OP na vstupní
st¥n¥ (hrana vlevo) a výstupní st¥n¥ (p·lkruºnici vpravo) a Neumannova OP na
ostatních st¥nách vokálního traktu. Rovnici (91) °e²íme v prost°edí MATLAB po-
mocí LU faktorizace: de�nujeme novou matici A = (K− k2M), a soustavu rovnic:

A · u = b (92)

°e²íme p°íkazem u = A\b. Vizualizace takto °e²ené Helmholtzovy rovnice je na Obr.
(15) a (16). Srovnáním takto získaných °e²ení Helmholtzovy rovnice s p°ístupem p°es
vlastní £ísla operátoru v (4.3.2) m·ºeme °íct, ºe si výsledky z t¥chto dvou p°ístup·
odpovídají. �e²ení úlohy v závislosti na budící frekvenci je vyneseno (v logaritmic-

Obrázek 15: �e²ení Helmholtzovy rovnice (91) na oblasti vokálního traktu odpoví-
dající buzení v levém ozna£eném bod¥ (cca [1,0], resp. [10,0]), a snímání signálu v
pravém bod¥ (cca [17,0]) s Dirichletovou OP na vstupní hran¥ (hrana vlevo) a vý-
stupní hran¥ (p·lkruºnici vpravo) a Neumannovou OP na st¥nách vokálního traktu.

kém m¥°ítku) na Obr. (17). Výsledky pro dv¥ r·zná umíst¥ní zdroje se li²í velikostí
pík·, ov²em rezonan£ní frekvence z·stávají stejné nehled¥ na umíst¥ní. To je patrné
z Obr. (18), kde jsou vyneseny hodnoty rezonan£ních frekvencí pro umíst¥ní zdroje
b do bod· [1,0] a [10,0] - frekven£ní píky si velmi dob°e odpovídají. To je o£ekávaný
záv¥r, jelikoº z jejich fyzikální podstaty jsou rezonan£ní frekvence vlastní systému
jako takovému, bez ohledu na externí zdroje.
Pr·b¥hy na (18) samoz°ejm¥ nejsou zcela shodné - mohlo by jít o vliv vzájemné
vzdálenosti zdroje a sníma£e. Sníma£ bude logicky lépe zachytávat signál z blíºe
umíst¥ného zdroje, coº do výpo£tu vná²í chybu.
Na Obr. (19) jsou výsledky vyneseny pro vy²²í p°esnost pouze ve frekven£ním roz-
sahu 0 - 500 Hz.
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Obrázek 16: �e²ení Helmholtzovy rovnice (91) na oblasti vokálního traktu odpovída-
jící buzení v levém bod¥ (cca [1,0], resp. [10,0]) Dirichletovou OP na vstupní hran¥
(hrana vlevo) a výstupní hran¥ a Neumannovou OP na st¥nách vokálního traktu.

Obrázek 17: Vlastní frekvence (resp. p°enosová funkce) na oblasti vokálního traktu
se smí²enou Dirichletovou a Neumannovou OP a externím buzením v bod¥ [1,0].

Obrázek 19: Srovnání p°enosové funkce na oblasti vokálního traktu se smí²enou
Dirichletovou a Neumannovou OP a externím buzením v bodech [1,0] (mod°e) a
[10,0] (zelen¥), p°iblíºení na rozsah 0-500 Hz.
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Obrázek 18: Srovnání p°enosové funkce na oblasti vokálního traktu se smí²enou
Dirichletovou a Neumannovou OP a externím buzením v bodech [1,0] (mod°e) a
[10,0] (zelen¥).

5 Numerická aproximace akustických problém· v
£asové oblasti

Pro numerický výpo£et je t°eba problém (14) doplnit okrajovými podmínkami a
diskretizovat. Obdobn¥ jako u Poissonovy a Helmholtzovy rovnice pouºijeme Galer-
kinovu metodu. Vyjdeme-li z vlnové rovnice s obecnými zdroji f :

1

c2
∂2u

∂t2
−∆u = f, (93)

kde c je rychlost zvuku, f skalární reálná funkce (z pohledu fyziky nap°. externí
excita£ní zdroj akustické vlny) a hledáme °e²ení u : [0, T ] → V , kde V = H1

0 (Ω) =
W 1,2

0 (Ω) je Sobolev·v prostor (první derivace funkcí jsou integrovatelné s kvadrátem
na oblasti Ω); u zde reprezentuje perturba£ní tlak p′ ale stejná formulace platí i pro
akustický potenciál rychlosti ψ. P°idáme okrajové podmínky:

u(x, t) = 0 pro x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ) (94)

a po£áte£ní podmínky
u(x, 0) = u0 pro x ∈ Ω,

∂u

∂t
(x, 0) = u1 pro x ∈ Ω. (95)

Obdobným postupem jako v p°ede²lém p°ípad¥ p°enásobíme rovnici (93) testovací
funkcí v a provedeme integraci per-partes (ve 2D Greenovou v¥tou):∫

Ω

1

c2
v
∂2u

∂t2
dΩ−

∫
Ω

∇v · ∇u dΩ−
∫
Ω

vf dΩ = 0. (96)
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5.1 Diskretizace vlnové rovnice v 1D pomocí MKD

Krom¥ MKP lze k diskretizaci °e²eného problému pouºít za ur£itých p°edpoklad·
také metodu kone£ných diferencí (metodu sítí). Ta vyºaduje, aby výpo£etní oblast
byla popsána pomocí pravidelné sít¥, tj. sítí s konstantní velikostí kroku. To vyuºití
metody zna£n¥ limituje, jelikoº jí nem·ºeme °e²it sloºit¥j²í geometrie, které vyºadují
pouºití nestrukturovaných sítí, lokálních zjemn¥ní apod. Také je s touto metodou
obtíºné dosáhnout vy²²ího stupn¥ p°esnosti [22]. Ov²em pro 1D (a p°ípadn¥ jedno-
duché 2D) oblasti nabízí metoda rychlé, výpo£etn¥ nenáro£né °e²ení dané PDR.

�e²íme úlohu:
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f. (97)

Parciální derivace (v prostoru i £ase) nahradíme diskretizací pro druhý °ád derivace
dle explicitního schématu:

u
(n+1)
i − 2u

(n)
i + u

(n−1)
i

∆t2
= c2

u
(n)
i+1 − 2u

(n)
i + u

(n)
i−1

∆x2
+ f

(n)
i . (98)

Horní indexy v rovnici (98) denominují £asovou vrstvu, zatímco dolní indexy polohu
(uzel sít¥). Vyjád°íme u(n+1)

i :

u
(n+1)
i = 2u

(n)
i − u

(n−1)
i + [c

∆t

∆x
]2(u

(n)
i+1 − 2u

(n)
i + u

(n)
i−1) + ∆t2f

(n)
i . (99)

�len [c∆t
∆x

] je ozna£ován jako Courant - Fridrichs - Lewy parametr (dále ozn. CFL).
Jelikoº pouºíváme explicitní schéma, je t°eba brát v potaz jeho stabilitu. Tu zaji²-
´ujeme tím, ºe volíme CFL parametr tak, aby ∆t

∆x
< c, tj, aby rychlost výpo£tu byla

men²í neº rychlost propagace vlny [14].

Okrajové podmínky: Nyní je t°eba do schématu p°idat OP. Pro názornost vo-
líme v 1D p°ípad¥ nejprve na obou koncích x = 0 a x = Lx 'struny' odrazivou
Dirichletovu OP. Poté ponecháme na levém konci x = 0 Dirichletovu OP a na pra-
vém konci x = Lx pohlcující Sommerfeldovu OP:

Dirichlet: u(x, t) = 0

Sommerfeld: (
∂u

∂x
)(x,t) = −c(∂u

∂t
)(x,t) (100)

Pro praktickou aplikaci Sommerfeldovy OP (100) v kódu pouºijeme diskretiza£ní
schéma dle [5]:

u
(n+1)
1 = u

(n)
2 +

CFL− 1

CFL+ 1
(u

(n+1)
2 − u

(n)
1 )

u
(n+1)
N = u

(n)
N−1 +

CFL− 1

CFL+ 1
(u

(n+1)
N−1 − u

(n)
N ). (101)
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5.2 Diskretizace vlnové rovnice ve 2D pomocí MKD

Ve 2D p°ípad¥ budeme pro metodu sítí postupovat zcela analogicky. �e²íme rovnici:

∂2u

∂t2
= c2(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) + f v Ω ⊂ R2, (102)

kde u = u(x, y, t). Op¥t pouºijeme explicitní diskretiza£ní schéma a dosadíme za
druhé derivace:

u
(n+1)
i,j − 2u

(n)
i,j + u

(n−1)
i,j

∆t2
= c2

u
(n)
i+1,j − 2u

(n)
i,j + u

(n)
i−1,j

∆x2
+ c2

u
(n)
i,j+1 − 2u

(n)
i,j + u

(n)
i,j−1

∆y2
+ f

(n)
i ,

(103)
kde∆x a∆y je krok sít¥ ve sm¥rech x a y a∆t £asový krok. Pracujeme s pravidelnou
sítí, takºe m·ºeme poloºit ∆x = ∆y a získáme:

u
(n+1)
i,j = 2u

(n)
i,j −u

(n−1)
i,j +[c

∆t

∆x
]2(u

(n)
i+1,j+u

(n)
i−1,j−4u

(n)
i,j +u

(n)
i,j+1+u

(n)
i,j−1)+∆t2f

(n)
i . (104)

Okrajové podmínky: Pohybujeme ne na oblasti Ω =< 0, Lx > x < 0, Ly >, na
které p°edepisujeme okrajové podmínky, bu¤ Dirichletovu OP:

u(0, y, t) = 0 ∧ u(Lx, y, t) = 0

u(x, 0, t) = 0 ∧ u(x, Ly, t) = 0

nebo Sommerfeldovu OP:

(
∂u

∂x
)(0,y,t) = −c(∂u

∂t
)(0,y,t), (

∂u

∂x
)(Lx,y,t) = −c(∂u

∂t
)(Lx,y,t)

(
∂u

∂y
)(x,0,t) = −c(∂u

∂t
)(x,0,t), (

∂u

∂x
)(x,Ly ,t) = −c(∂u

∂t
)(x,Ly ,t). (105)

Diskretiza£ní schéma je obdobné jako v 1D p°ípad¥:

u
(n+1)
1,j = u

(n)
2,j +

CFL− 1

CFL+ 1
(u

(n+1)
2,j − u

(n)
1,j )

u
(n+1)
nx,j

= u
(n)
nx−1,j +

CFL− 1

CFL+ 1
(u

(n+1)
nx−1,j − u

(n)
nx,j

)

u
(n+1)
i,1 = u

(n)
i,2 +

CFL− 1

CFL+ 1
(u

(n+1)
i,2 − u

(n)
i,1 )

u
(n+1)
i,ny

= u
(n)
i,ny−1 +

CFL− 1

CFL+ 1
(u

(n+1)
i,ny−1 − u

(n)
i,ny

) (106)
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5.3 MKP °e²ení vlnové rovnice na 2D oblasti

Schéma MKP vyuºívá jiº d°íve získaných matic hmotnosti M a tuhosti K, které
pouºijeme v rámci schématu pro £asovou diskretizaci.

Vycházíme z rovnice:
Mutt +Ku = b, (107)

kde utt je druhá parciální £asová derivace °e²ení, kterou budeme aproximovat impli-
citním £asovým diskretiza£ním schématem:

M
u(n+1) − 2u(n) + u(n−1)

dt2
+ c2(Ku(n+1) +Ku(n−1)) = b. (108)

Horní indexy op¥t vyjad°ují £asovou vrstvu. Pot°ebujeme vyjád°it u(n+1):

(M+ dt2c2K)u(n+1) = 2Mu(n) − (M+ dt2c2K)u(n−1) + bdt2. (109)

�len (M+ dt2c2K) nahradíme novou pomocnou maticí An a dostaneme:

u(n+1) = 2A−1
n Mu

(n) − Eu(n−1) + dt2A−1
n b, (110)

kde E je jednotková matice stejné velikosti jako M a K. �e²ení vlnové rovnice na
2D obdélníkové oblasti je v sekci numerických výsledk· na Obr. (35).
Také bylo na identické úloze otestováno schéma explicitní:

M
u(n+1) − 2u(n) + u(n−1)

dt2
+ c2Ku(n) = b. (111)

To je ov²em, p°es svoji zdánlivou jednoduchost, citlivé na velikost £asového kroku a
výpo£et je tudíº velmi náro£ný na výpo£etní kapacitu a £as.

5.4 Numerické výsledky

5.4.1 �e²ení vlnové rovnice na 1D oblasti

�e²íme úlohu:
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f. (112)

na 1D oblasti Ω =< 0, 10 > pomocí diskretiza£ního schématu (98). Nejprve byl
proveden test s Dirichletovou OP na obou koncích oblasti a p°edepsanou po£áte£ní
podmínkou v podob¥ peaku ve st°edu struny - viz Obr. (20).

38



Obrázek 20: Po£áte£ní podmínka pro první test °e²ení vlnové rovnice na 1D oblasti:
Puls o amplitud¥ 0.1, 0.4 a 0.1 je umíst¥n do uzl· 49, 50 a 51 ze 100 - odpovídajících
st°edu struny délky 10.

Na Obr. (21) jsou vybrány snímky z pr·b¥hu °e²ení úlohy v £ase. Puls, který se
oblastí ²í°í je na krajích odraºen zp¥t s opa£nou, ale stejn¥ velikou amplitudou.

Obrázek 21: �asový pr·b¥h °e²ení vlnové rovnice se zadanou po£áte£ní podmínkou
(puls ve st°edu), Dirichletovou OP na obou koncích 1D oblasti (uD = 0 pro x=0 a
x=10).

Dále byl vybrán jeden bod (x=20), ve kterém byl zaznamenán pr·b¥h °e²ení v
závislosti na £ase. Na Obr. (22) je tento pr·b¥h vynesen pro £asový interval T
délky 1 s. Je zde patrný n¥kolikanásobný pr·chod odráºeného pulsu - odrazu op¥t
odpovídá záporná amplituda.
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Obrázek 22: �asová závislost °e²ení 1D vlnové rovnice v bod¥ x=20 pro £asový
interval 1 s, pro zadaný po£áte£ní puls s odrazivou Dirichletovou OP na koncích
oblasti (x=0 a x=10).

Dal²í úlohou bylo °e²ení rovnice (112), ov²em s odli²nými OP a PP. Pro x=0 ('levý
konec') byla op¥t p°edepsána Dirichletova OP, ale pro x=10 ('pravý konec') So-
mmerfeldova OP dle rovnic (100). Místo po£áte£ního pulsu byl do st°edu (x=50)
p°edepsán £asov¥ harmonický zdroj tvaru:

u(50, t) = dt220sin(20π
t

T
), (113)

kde t je £as, dt £asový krok a T celkový £asový interval (T=1 s). Volba této speci�cké
harmonické funkce je arbitrární, jde pouze o p°íklad slouºící k p°ehledné demonstraci
schématu. Pr·b¥h °e²ení takto de�nované úlohy je na Obr. (23) a (24). Je zde
patrný odraz od levého konce struny (x=0), zp·sobující interferenci mezi odrazem a
inciden£ním vln¥ním. V pravé polovin¥ graf· naopak k podobnému jevu nedochází,
vlna je na pravém konci (x=10) bez odrazu pohlcena. Op¥t jako v p°edchozí úloze

Obrázek 23: �asový pr·b¥h °e²ení vlnové rovnice se zadaným zdrojem buzení ve
st°edu s Dirichletovou OP pro (x=0), a Sommerfeldovou OP pro (x=10).

je zvolen pevný bod (x=20), ve kterém je vynesen pr·b¥h °e²ení v £ase v intervalu
T=1s. Tento pr·b¥h je vynesen na Obr. (25).
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Obrázek 24: Pokra£ování £asového pr·b¥hu °e²ení vlnové rovnice se zadaným zdro-
jem buzení ve st°edu s Dirichletovou OP pro (x=0), a Sommerfeldovou OP pro
(x=10).

Obrázek 25: �asová závislost °e²ení 1D vlnové rovnice v bod¥ x=20 pro zadané
externí buzení.

5.4.2 �e²ení vlnové rovnice na 2D oblasti

Srovnání se známým analytickým °e²ením, obdobné jako v p°ípad¥ Poissonovy úlohy
v kapitole (3.6), bylo provedeno i pro vlnovou rovnici v £asové domén¥ pomocí
metody sítí v prost°edí MATLAB. �e²íme úlohu:

∂2u

∂t2
= c2(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) v Ω =< 0, 1 > × < 0, 1 >, (114)

uD = 0 na ∂Ω

a analytické °e²ení
uD = sin(pπx)sin(qπy) v Ω, (115)

s námi volenými koe�cienty p a q. Diskretizace úlohy byla realizována pomocí expli-
citního schématu popsaném v (103). Srovnání numerického °e²ení oproti analytickým
hodnotám a absolutní odchylky jsou na Obr. (26) - v rovnici (115) voleno p = 1,
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Obrázek 26: V horní £ásti: numerické °e²ení vlnové rovnice se známým analytickým
°e²ením na £tvercové oblasti s Dirichletovou OP na hranici. Ve spodní £ásti: hodnota
absolutní odchylky od analytického °e²ení. Vykresleno pro parametry p = 1, q = 1.

q = 1 a (27) - zde je na levém obrázku vyneseno °e²ení pro p = 1, q = 3 a na pravém
pro p = 2, q = 2.

Obrázek 27: V horní £ásti: numerické °e²ení vlnové rovnice se známým analytickým
°e²ením na £tvercové oblasti s Dirichletovou OP na hranici. Ve spodní £ásti: hodnota
absolutní odchylky od analytického °e²ení. Vykresleno pro r·zné parametry p, g:
p = 1, q = 3 vlevo, p = 2, q = 2 vpravo.
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5.4.3 �e²ení vlnové rovnice na jednoduché oblasti s uºitím Dirichletovy
okrajové podmínky

�e²íme rovnici:

∂2u

∂t2
= c2(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) + f v Ω =< 0, 10 > × < 0, 10 >, (116)

kde u = u(x, y, t), pro kterou je pouºité explicitní diskretiza£ní schéma (103). Pro
p°ehlednost a snaz²í srovnání je nejprve na Obr. (28) vynesen £asový vývoj ²í°ení
jedné vlny ze zdroje v bod¥ [5,2] na oblasti s odrazivou Dirichletovou OP na hranici,
na Obr. (29) potom stejný p°ípad, pro vlnu harmonicky buzenou s p°edpisem u =
dt250sin(30π t

T
), kde t je £as, dt je £asový krok a T celkový £asový interval.

Pro oba p°ípady je patrný výrazný zp¥tný odraz od st¥n oblasti a interference se
zbytkem vlny, p°ípadn¥ s následující vlnou. Pro harmonický zdroj interferen£ní ob-
razec p°echází sloºitostí tém¥° do ne£itelnosti.

Obrázek 28: �asový vývoj °e²ení vlnové rovnice na oblasti jednotkového £tverce.
Zdroj vlny je umíst¥n v bod¥ [5,2], na hranách oblasti je Dirichletova OP.
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Obrázek 29: �asový vývoj °e²ení vlnové rovnice na oblasti jednotkového £tverce.
Zdroj vlny je £asov¥ harmonický, umíst¥ný v bod¥ [5,2], na hranách oblasti je Di-
richletova OP.

5.4.4 �e²ení vlnové rovnice na jednoduché oblasti s uºitím Sommerfel-
dovy okrajové podmínky

V dal²ím kroku byla °e²ena zcela stejná úloha jako v p°ede²lém p°ípad¥, ov²em s
aplikovanou Sommerfeldovou pohlcující okrajovou podmínkou na hranicích oblasti
dle schématu (105). Pr·b¥h °e²ení pro jednu vlnu ²í°ící se ze zdroje je a Obr. (30) a
(31).
Na tomto vývoji je i p°es pohlcující OP patrný malý zp¥tný odraz. Ten je zp·so-
ben tím, ºe schéma pohlcující podmínky umoº¬uje 'pohltit' pouze tu £ást p°íchozí
vlny odpovídající sm¥ru vn¥j²í normály oblasti. Tento problém na 1D oblasti v·bec
nevyvstává, nicmén¥ ve vy²²ích dimenzích je na n¥j t°eba pamatovat. �ást vlny,
která svírá s vn¥j²í normálou hranice nenulový úhel incidence je v plo²e a v pro-
storu odraºena. Tato £ást je ale pom¥rn¥ malá (jak je patrno z m¥°ítka), a v p°ípad¥
harmonického zdroje na Obr. (32) je vzniklá interference tém¥° neznatelná.
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Obrázek 30: �asový vývoj °e²ení vlnové rovnice na oblasti jednotkového £tverce.
Zdroj vlny je umíst¥n v bod¥ [5,2], na hranách oblasti je Sommerfeldova OP.

Obrázek 31: Pokra£ování £asového vývoje °e²ení vlnové rovnice na oblasti jednotko-
vého £tverce. Zdroj vlny je umíst¥n v bod¥ [5,2], na hranách oblasti je Sommerfeldova
OP.
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Obrázek 32: �asový vývoj °e²ení vlnové rovnice na oblasti jednotkového £tverce.
Zdroj vlny je £asov¥ harmonický, umíst¥ný v bod¥ [5,2], na hranách oblasti je So-
mmerfeldova OP. Interference se zp¥tným odrazem od hranic oblasti je tém¥° zane-
dbatelná.

Obdobn¥ jak je tomu pro 1D p°ípad na Obr. (22) a (25), i na sloºit¥j²í 2D oblasti, jako
je oblast vokálního traktu, lze také ve zvoleném bod¥ 'snímat' p°enosovou funkci. Na
Obr. (33) je vynesen p°enos harmonického signálu (o frekvenci 330 Hz) na výstupu
z vokálního traktu.

Obrázek 33: Pr·b¥h p°eneseného signálu o frekvenci 330 Hz snímaném ve zvoleném
bod¥ [17,0] na výstupu z vokálního traktu.
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5.4.5 �e²ení vlnové rovnice MKP diskretizací na oblasti popsané ne-
strukturovanou sítí

Nakonec bylo realizováno °e²ení vlnové rovnice ve tvaru (107) na oblasti obdélníku
s Dirichletovou OP, popsané pomocí nestrukturované sít¥ vygenerované prost°edím
Gmsh. Bylo pouºito implicitní £asové diskretiza£ní schéma de�nované jako (108).
Pr·b¥h ²í°ení zdrojového pulsu z vybraného bodu A=[1, 0.5] je na Obr. (34). Po-
dobn¥ jako v MKD schématu zp·sobuje Dirichletova OP na hranicích oblasti odraz
inciden£ních vln, a na oblasti vzniká interferen£ní obrazec, jako je na Obr. (35).
Byla také otestována moºnost °e²ení pomocí explicitního schématu (111), ov²em to
se ukázalo jako výpo£etn¥ velmi náro£né z d·vodu nutnosti velmi malého £asového
kroku. Ten je ostatn¥ zna£n¥ malý i pro implicitní schéma (dt = 10−6s).

Obrázek 34: �asový vývoj °e²ení vlnové rovnice na oblasti obdélníka velikosti 1 x 6.
Zdroj vlny je umíst¥n v bod¥ [1, 0.5], na hranicích oblasti je Dirichletova OP.

Obrázek 35: MKP °e²ení vlnové rovnice na oblasti obdélníka velikosti 1 x 6 s Di-
richletovou OP na hranicích po uplynutí £asového intervalu T=3E(-3)s.
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6 Záv¥r

V rámci práce byly °e²eny r·zné matematické modely popisující ²í°ení akustického
signálu, a to z pohledu frekven£ní analýzy a £asového vývoje a byl zkoumán vliv
r·zných okrajových podmínek.

Za ú£elem seznámení se s problematikou ²í°ení akustického signálu byl nejprve zpra-
cován teoretický základ zahrnující popis fyzikálních jev· a zákon·, se kterými se v
rámci práci setkáváme, jako je tvorba a modulace lidského hlasu, vlastní frekvence
a rezonance systému a p°enos signálu. Následn¥ byl odvozen matematický popis
t¥chto jev·. Byla odvozena, a následn¥ pro ú£ely MKP diskretizována Helmholtzova
a vlnová rovnice. Práce se také zam¥°uje na zásadní vliv okrajových podmínek na
°e²ení jednotlivých úloh.

V rámci p°iblíºení základních princip· MKP byla metoda nejprve pouºita na mo-
delovou Poissonovu úlohu, pro vlnovou rovnici bylo °e²ení p°ipraveno nejprve v 1D
prostoru. Poté byl vytvo°en numerický model i pro sloºit¥j²í problémy. V pr·b¥hu
práce je také zkoumána chyba výpo£t· v·£i známým analytickým hodnotám a z
této odchylky je postupným zjem¬ováním sít¥ je ur£en °ád metody .

K °e²ení Helmholtzovy rovnice ve frekven£ní oblasti je p°istupováno dv¥ma zp·soby:
°e²ení rezonance pomocí vlastních £ísel operátoru a pozorováním p°enosu signálu na
oblasti v rámci frekven£ního spektra.
Zde je pozorována rostoucí chyba metody pro vy²²í vlastní frekvence - nejjednodu²-
²ím °e²ením tohoto problému je zjemn¥ní sít¥, ov²em za cenu výpo£etního £asu a
výkonu. V rámci dal²ího studia by mohl být zajímavý bliº²í pohled na vliv nejen
jemnosti sít¥, ale i zvý²ení stupn¥ polynomu bázových funkcí.

Zesílení vybraných frekvencí je porovnáno pro r·zná umíst¥ní zdroje v·£i sníma£i a
i p°es r·zné absolutní hodnoty p°eneseného perturba£ního tlaku je patrné, ºe systém
rezonuje na stejných frekvencích nehled¥ na umíst¥ní zdroje.

Vlnová rovnice je °e²ena pomocí MKD a MKP také v £asové domén¥. Bylo pouºito
explicitní i implicitní £asov¥-diskretiza£ní schéma. Ov²em explicitní schéma, citlivé
na velikost £asového kroku vyºaduje pro MKP na sloºit¥j²í oblasti p°íli² dlouhý vý-
po£etní £as. P°i °e²ení úlohy je patrný zásadní vliv pohlcující okrajové podmínky,
pomocí které v rámci omezené výpo£etní oblasti simulujeme oblast otev°enou do
nekone£na. I p°i aplikaci pohlcující OP je na oblasti pozorovatelný malý zp¥tný od-
raz. Ten je zp·soben tím, ºe okrajová podmínka je schopna pohltit pouze £ást vlny
²í°ící se ve sm¥ru normály k hranici oblasti.
Naopak p°i odrazivých okrajových podmínkách vznikají na oblasti výrazné interfe-
ren£ní obrazce.

48



Reference

[1] Kaltenbacher, M., Aeroacoustics: Flow Induced Sound- Lecture notes for

the Summer School and Workshop: Waves in Flows. 2018. Dostupné z:
shorturl.at/aenpB.

[2] Kaltenbacher, M., Numerical Simulation of Mechatronic Sensors and Actuators:

Finite Elements for Computational Multiphysics. 3. vydání. Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg. 2015. ISBN 978-3-642-40169-5.

[3] Brdi£ka, M., Samek, L., Sopko, B. Mechanika kontinua. 3. vydání. Academia.
Praha. 2005. ISBN 80-200-1344-X.

[4] Svá£ek, P., Feistauer, M. Metoda kone£ných prvk·. Nakladatelství �VUT.
Praha. 2006. ISBN 80-01-03522-0.

[5] Whiteley, J., Finite Element Methods: A Practical Guide. Springer Internatio-
nal. 2017. ISBN 978-3-319-49970-3.

[6] Titze, I. R., Principles of Voice Production National Center for Voice and Spe-
ech. Iowa. 2000. ISBN 0-87414-122-2.

[7] Howe, M. S., Acoustics of Fluid-Structure Interactions. Cambridge University
Press. Boston. 1998. ISBN 0-521-63320-6.

[8] Lighthill, M. J., Newman, M. H. A., On sound generated aerodynamically I.

General theory. Proceedings of the Royal Society of London. Series A. Mathe-
matical and Physical Sciences, volume 211, number 1107, pages 564-587, Royal
Society Publishing, 1952.

[9] Polyanin a.D., Helmholtz Equation, EqWorld: The World of Mathematical
Equations. Dostuplné z: shorturl.at/kzFLQ.

[10] Drábek, P., Holubová, G. Parciální diferenciální rovnice. Západo£eská univer-
zita v Plzni, Fakulta aplikovaných v¥d. Plze¬. 2011.

[11] Kra£mar, S., Parciální diferenciální rovnice II. Poznámky k p°edná²kám.
Dostupné z stakr.me.cz/PDRIIp%C5%99edn%C3%A1%C5%A1ky.pdf . FS
�VUT. 2020.

[12] Geuzaine C., Remacle J.F.,A three-dimensional �nite element mesh generator

with built-in pre- and post-processing facilities. https://gmsh.info/.

[13] Feynman, R. P., Leighton, R. B., Sands, M. Feynmanovy p°edná²ky z fyziky s

°e²enými p°íklady. 1. vydání. Fragment. Praha. 2000. ISBN 80-7200-405-0.

[14] Bergmann, B., Epple, M., Ungar, R. Transcending Tradition: Jewish Mathe-

maticians in German Speaking Academic Culture. anglické vydání. Springer
Verlag, Berlin, Heidelberg. 2012. ISBN 978-3-642-22463-8.

[15] Noºi£ka, J., Dynamika plyn·. Nakladatelství �VUT. Praha. 2005.

49



[16] Horá£ek, J. Vlivy akusticko-strukturálních vazeb na kmitání mechanických sys-

tém·. Strojnický £asopis, ro£ník 43, £. 5. 1992.

[17] Sommerfeld a. Partial Di�erential Equations in Physics. Academic Press, New
York. New York. 1949.

[18] Ihlenburg, F.,Finite Element Analysis of Acoustic Scattering. Springer-Verlag.
New York. 1998. ISBN 0-387-98319-8.

[19] Wolfram Language & System Documentation Center, Acoustics in the Time

Domain, cit. [2021-12-7]. Dostupné z: shorturl.at/gvLM1.

[20] MathWorks Help Center, eig: Subset of eigenvalues and eigenvectors, cit. [2021-
11-15]. Dostupné z shorturl.at/hoKOX.

[21] MathWorks Help Center, Specify Boundary Conditions, cit. [2021-12-7]. Do-
stupné z shorturl.at/adwPR.

[22] �ermák, L., Hlavi£ka, R., Numerické metody. T°etí vydání. Akademické nakla-
datelství CERM, s.r.o.. Brno. 2016. ISBN 978-80-214-5437-8.

50


	Úvod
	Matematický popis akustických problémů
	Rovnice popisující proudění stlačitelné tekutiny
	Akustické jevy popsané vlnovou rovnicí
	Helmholtzova rovnice a popis jevů ve frekvenční oblasti
	Okrajové podmínky

	Numerická aproximace Poissonovy rovnice pomocí MKP
	Slabá formulace
	Předpoklady použití MKP
	Volba prostoru konečných prvků a volba báze
	Sestavení matice tuhosti a vektoru pravé strany
	Vybrané části praktické realizace metody
	Referenční zobrazení
	Triangulace oblasti

	Numerické výsledky

	Numerická aproximace akustických problémů ve frekvenční oblasti
	MKP diskretizace Helmholtzovy rovnice
	Slabá formulace
	MKP diskretizace a maticový zápis úlohy

	Vlastní čísla Laplaceova operátoru, slabá formulace
	Numerické výsledky
	Modální analýza na jednoduché oblasti obdélníku
	Modální analýza na oblasti lidského vokálního traktu
	Řešení Helmholtzovy rovnice s externím zdrojem


	Numerická aproximace akustických problémů v časové oblasti
	Diskretizace vlnové rovnice v 1D pomocí MKD
	Diskretizace vlnové rovnice ve 2D pomocí MKD
	MKP řešení vlnové rovnice na 2D oblasti
	Numerické výsledky
	Řešení vlnové rovnice na 1D oblasti
	Řešení vlnové rovnice na 2D oblasti
	Řešení vlnové rovnice na jednoduché oblasti s užitím Dirichletovy okrajové podmínky
	Řešení vlnové rovnice na jednoduché oblasti s užitím Sommerfeldovy okrajové podmínky
	Řešení vlnové rovnice MKP diskretizací na oblasti popsané nestrukturovanou sítí


	Závěr

