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1 Uvod

Studium zvukovych vin preklenuje Sirokou $kalu tloh napri¢ fadou obori. Je stézejni
pro hudebni odvétvi, architekturu, letectvi a medicinu, je tieba k popisu oscilaci
mechanickych a elektrickych systému, vibraci elastickych téles, atmosférickych a
hydrodynamickych jevi, setkdvame se s nim v biologii, opto-akustickych pftistrojich
a pii nedestruktivnim testovani.

Tato préce se zabyva zpisoby vyuziti MKP k feSeni rovnic popisujicich Sifeni akus-
tického signélu. Jejim cilem je predstavit zakladni principy MKP, nabidnout piehled
nejcastéjsich fyzikalnich jevi doprovézejicich tvorbu a modulaci zvukovych vin, po-
psat tyto jevy vhodnym matematickym zépisem a néasledné vytvorit a realizovat
numerickd schémata pro feseni ziskanych rovnic. V rdmci prace je ovéfena presnost
numerickych vysledki a je pozorovan vliv riznych okrajovych podminek na feSeni
jednotlivych tloh.

Nezanedbatelnou soucasti vypocti je i rezonan¢ni analyza a hledani vlastnich médu
a frekvenci. K rezonanci dochazi v elektrickych obvodech, oscilujicich mechanickych
systémech, optice a v hudbé - ozvucna téla hudebnich nastroju jsou inherentné tva-
rovana tak aby zesilovala 'krasné’ tony. Na obdobném principu spoc¢iva i funkce
lidského vokalniho traktu. Pti vydechu proudi hlasovym tstrojim vzduch pres hla-
sivky. Ty vydavaji jediny tén a presnd hlaska je artikulovana nastavenim meékkych
tkani, pomoci rezonance jsou tak zvyraznény pozadované tony.

V praxi se setkdvame také s mnozstvim piipadi, kdy se rezonanci snazime naopak
predejit a kdy jeji vznik ohrozuje lidské Zivoty. Napfiklad ve stavebnictvi je rezo-
nan¢ni analyza nepostradatelnd pro bezpecnost vyskovych budov, chladicich vézi
elektraren a mostii. Vypocty vlastnich modu a frekvenci je nutné provadét také v
kosmickych aplikacich a v letectvi, kde je tfeba piedchazet tzv. flutteru.

Prace je rozc¢lenéna celkem do Sesti kapitol: po ivodu jsou ve druhé kapitole pred-
staveny zakladni fyzikalni principy akustiky a rovnice fidici zakonitosti stlac¢itelného
proudéni. Ve tieti kapitole je pro ndzornou demonstraci MKP feSena modelova tloha
- Poissonova rovnice, na jednoduché 2D oblasti.

Nasledné se ve ¢tvrté kapitole zabyvame problematikou rezonance na 2D oblasti, a
to dvéma ruznymi piistupy k feSeni Helmholtzovy rovnice. Prvnim z nich je vypocet
vlastnich ¢isel Laplaceova operatoru - takto je realizovana modalni analyza a jsou
stanoveny rezonanc¢ni frekvence zkoumanych oblasti. Druhym pfistupem je vypocet
pienosové funkce ve zvoleném bodé oblasti s implementovanym zdrojem externiho
buzeni.

Pata kapitola je vénovana vlnové rovnici, pro kterou je v numerickém schématu tieba
zavést vhodnou diskretizaci nejen ve frekvenéni, ale i v ¢asové doméné. VInovou
rovnici feSime nejdiive pomoci metody siti na 1D oblasti, nasledné na jednoduché
2D oblasti s pravidelnou siti. Poté je pro feseni pouzito i MKP schéma a oblast s
nestrukturovanou siti.

Numerické vysledky jsou uvedeny na konci kazdé z prislusnych kapitol a v posledni
kapitole je prezentovano celkové zhodnoceni vysledki a zavér.
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2 Matematicky popis akustickych problémii

Zakladni principy fidici dynamiku tekutin jsou zédkon zachovani hmotnosti, zdkon
zachovani hybnosti a zdkon zachovani energie. Jde o tzv. ’bilan¢ni rovnice’, které ndm
poméhaji bilancovat zkoumané zachovavané veli¢iny v urc¢itém kontrolnim objemu,
ktery je ohranic¢en kontrolni plochou. Tento objem nemusi mit nutné zadny fyzikélni
vyznam, mizeme se pohybovat napi. v otevieném systému.

Ovsem predpokladame, ze plati Gaussova véta, kterd uvadi, Ze ¢asovid zména bi-
lancované veli¢iny v objemu je rovna toku této veli¢iny plochou, kterd dany objem
ohrani¢uje a produkei uvnit¥ objemu, viz [13].

V mechanice kontinua jsou bilan¢nich rovnice popsany pomoci PDR, déle tedy uva-
dime pouze diferencialni zapis téchto zakoni dle [3]. Je zde také dobré poznamenat,
ze soustava bilan¢nich rovnic neni sama o sobé uplna a Ze je tieba ji doplnit o tzv.
konstitu¢ni vztahy, jako je napi. stavova rovnice plynu, vztah pro tenzor vazkych
napéti atd, viz [15].

2.1 Rovnice popisujici proudéni stlacitelné tekutiny

Rovnice kontinuity: Zakon zachovani hmotnosti, neboli rovnici kontinuity lze
vyjadrit v diferencidlnim tvaru dle [1]:

dp
— + V- (pv) =0. 1
B (p7) (1)
Rovnice (1) plati pro nestacionéarni, stlacitelné proudéni. Pro stacionarni, nestlagi-
telny piipad (p = konst.) by se vztah zjednodusil na:

V= 0. 2)

Zakon zachovani hybnosti: Jde o formu Newtonova zakona. Casova zména hyb-
nosti tekutiny v kontrolnim objemu setrvavd v dynamické rovnovaze se silami f;,
které na objem pusobi. To mohou byt sily povrchové i objemové.

d(pvi) 9

(pey) — (o) = pfi ke ij = (12,3, (3)

(2

Tenzor napéni o;; v Newtonovské tekutiné je definovén:
Tij = —POij + Tij, (4)

kde §;; je jednotkovy tenzor (Kroneckerovo delta) a 7;; je tenzor vazkych napéti -
zanedbavany pro nevazké tekutiny [3].

Po dosazeni z rovnice kontinuity a tpravach lze napsat Navier-Stokesovu rovnici ve
tvaru:

OvDu_ 10p 10 oy o
ot J(?xj n p(‘)xz 3 (%l 8xj anIj

+ fi. (5)
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Pro nevazkou tekutinu vyuzijeme spise jejiho zjednoduseni, rovnici Eulerovu:

(%i 8vi . 1 8]9
Eﬂja_xj__paxijLﬁ' (6)

Casto se setkavame i se zapisem pomoci materidlové derivace:

Dv Vp
Dt p ~J (7)
Pozn.: Materidlovou derivaci skaldrniho pole ¢ definujeme jako : % = %—f +u-Vo.

Bilancovat mtzeme v ramci mechaniky kontinua mnozstvi dal§ich veli¢in, ve spo-
jeni s problematikou proudéni se také casto uvadi napi. zakon zachovani energie.
V této praci je vynechéan, jelikoz fesSime specifické tlohy tykajici se akustiky, které
povazujeme za nezavislé na teploté.

2.2 Akustické jevy popsané vlnovou rovnici
Dale se budeme zabyvat akustickym vInénim: malymi kmity stlacitelné tekutiny, v

nasem piipadé vzduchu. Akustické signaly se v prostiedi $ifi v podobé podélnych
vIn a jsou popsany zvlastnim tvarem vinové rovnice pro tzv. perturbacni tlak, viz [3].

Obréazek 1: Zvukové viny generované reproduktorem, kde p, je akusticky tlak sni-
many mikrofony v ¢asové a prostorové doméné, pievzato z [2].

Pokud uvazujeme jeden zdroj zvuku, napt. reproduktor jako M. Kaltenbacher v
[1] a [2]|, generujici zvuk o dané frekvenci f a do polohy xy umistime mikrofon,
naméfime zvukovy signal s periodou T = 1. Dale miiZeme reproduktor snimaci
obklopit a snimat hodnotu tlaku v dany ¢asovy okamzik ¢y3. Pokud vyneseme hodnoty
tlaku v zavislosti na soutadnici jednotlivych snimaci, opét ziskdme periodicky signal,
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tentokrat v prostoru misto v ¢ase, viz Obr. (1). Tato prostorova perioda je vyjadiena
pomoci vinové délky A, pro kterou plati A = %, kde c je rychlost zvuku a f frekvence.

Zvukové viny se prostfedim $iii dle fyzikalnich zakonitosti danych tfemi zékladnimi
predpoklady: zkoumané medium (plyn) je v pohybu a dochazi v ném ke zménam
hustoty, zménam hustoty nalezi odpovidajici zmény tlaku a vznikly tlakovy spad
(nerovnomérné rozlozeni tlakového pole) zpusobuje dalsi pohyb proudicitho media
18]

K matematickému popisu tohoto fyzikdlniho procesu je tieba zavést nékolik pro-
ménnych velicin. Kromé vyse zminéného tlaku a hustoty je také stézejni posunuti
vzduchu, ¢ piimo Cela zvukové viny (kterou lze povazovat za rovinnou v pouze po-
kud se pozorovatel nachazi dostate¢né daleko od zdroje) a s timto posunem spojena
rychlost jednotlivych ¢astic vzduchu a jejich zrychleni [3].

Tlak v kontinuu je funkei hustoty a v klidovém stavu (pted prichodem zvukové viny)
jsou obé tyto veli¢iny dané jejich rovnovaznymi hodnotami py a po. Sifeni zvukové
vlny lze tedy popsat pomoci ¢asovych a prostorovych zmén v hodnotach tlaku a
hustoty. Okamzité hodnoty hustoty a tlaku p a p lze vyjadrit jako:

p:p0+p/<xj7t)a (8)

p=po+p(zt), (9)

kde pg a po jsou hodnoty rovnovazné a perturbace p’ a p’ zmény vyvolané zvukovou
vlnou. V publikacich zabyvajicich se akustikou se lze také setkat s oznacenim zmén
veli¢in jako p,, resp. p,, tj. akustickd hustota a akusticky tlak. Pro nase modely
zvuku predpokladdme vzhledem k rovnovaznym hodnotdm zmény velmi malé:

P po, < po (10)

Pfevezmeme tvar vinové rovnice z [3]:

1 0%u
tj.
0%u
ﬁ — CQAU = U. (12)
Pro rychlost zvuku ¢ plati:
dp
2= (). 13
¢ = (5D (13)

vvvvvv

akusticka:
1 82p/
c? Ot?

—Ap'=0. (14)

Lze ukazat, ze obdobu vlnové rovnice lze vyjadiit i pro slozky rychlostniho pole v;

¢i potencial ¢ (plati v; = %).
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a—tf — Ay =0. (15)

Rovnice (15) je vlnova rovnice pro ¢. Obdobné méme i vlnovou rovnici pro v;:

2 2
an 28 V;

ot? ¢ 0x?

)

— 0. (16)

Sfienf akustické vlny v prostiedi lze zcela popsat rovnici kontinuity, zakonem zacho-
vani hybnosti a vzajemnym vztahem pro akusticky tlak a hustotu ziskanym z definice
rychlosti zvuku. Akustickd rovnice (14) vede na modelovou rovnici pro nasledujici
MKP vypocty:

1 0%u

o
kde hledan4 skalarni veli¢ina u reprezentuje akusticky (perturbac¢ni) tlak p’. Hledame
tedy TeSeni jako hladkou redlnou funkci na uzaviené oblasti (2 a ¢asovém intervalu
[0, T] se zdroji f. Dalsim krokem by bylo rovnici doplnit okrajovymi a po¢ateénimi
podminkami. Tuto rovnici by také bylo mozné fesit metodou separace proménnych,
nebo pomoci principu superpozice, kdy muzeme zapsat feSeni ve tvaru nekonec¢né
Fourierovy fady [11].

—Au=fvQx(0,7), (17)

2.3 Helmholtzova rovnice a popis jevi ve frekvenc¢ni oblasti

V piedchozi sekci (2.2) byl jiz predstaven klasicky tvar vlnové rovnice pro perturbaci
tlaku jako vztah (14). Pro piehlednost jej zde pfepiSeme ve tvaru:

p/ B la2p/

c? Ot?

~0. (18)

Helmholtzova rovnice reprezentuje ¢asové - nezavislou formu vlnové rovnice (18) a
Ize ji odvodit se dvéma zakladnimi predpoklady. Nejprve predpokladame, ze fesSené
vlnéni je casové harmonické, tj., ze méa konstantni frekvenci w a za druhé, Ze akustické
skalarni pole lze separovat (jako pii Fourierové separaci proménnych pro linearni
akustickou rovnici) [9]:

p'(@,t) = Re(p(z)e™"). (19)

ReSeni (19) dvakrat ¢asové zderivujeme:

%—ZZ = —iwp(z)e ™",
2,/
T8 — (ciw)pla)e™ = —wpla)e™ (20)

Budeme chtit dosadit tuto ¢asovou derivaci do vlnové rovnice, proto jesté aplikujeme
Laplacetiv operator na rovnici (19):

Ap' = Ap(x)e ™" (21)
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Nyni mizeme dosadit za druhou derivaci (20) a vztah (21) do rovnice vinové (18) a
mame:

A Ap(x)e” ™ + w?p(z)e ™ = 0. (22)
Jelikoz m4 byt rovnice splnéna pro Vt, mtizeme ji vydélit exponencidlou e™?, zaroven
plati, ze i> = —1. Rychlost zvuku c je kladna konstanta, kterou mizeme také podélit:
w2

Ap + SP= 0 (23)

a protoze plati k = :
Ap + k*p = 0. (24)
Rovnice (24) je Helmholtzova rovnice, kde k = £ = 2% je vlnové &slo, tj. pocet vin

vlnové délky A, které se 'vejdou’ na interval 27.

2.4 Okrajové podminky

Jelikoz okrajové podminky maji zadsadni vliv na feSeni vSech zde zkoumanych tloh,
predstavime zde jejich piehled, s ndvaznosti na fyzikalni vyznam.

Dirichletova okrajovd podminka: V matematické analyze nazyvame Dirichle-
tovu okrajovou podminku také jako podminku prvniho druhu. Pti zahrnuti do ODR
nebo PDR pfimo udava hodnoty, které musi feSeni v nabyvat na hranici vypocetni
oblasti 0f). Zapisujeme napft.:

u(x,w) = up(x,w) ¥Vx € 09, (25)
kde up je dana skalarni funkce [11].

V piipadé akustiky udava up primo hodnotu ambientniho tlaku p na konci zvukové
trubice nebo zkoumané oblasti. Z fyzikalniho pohledu jde o situaci, kdy tlakova vina
doputuje k oteviené hranici a jeji hodnota rychle spadne na piredepsanou ambientni
hodnotu (v ramci této prace je up dokonce rovna 0). Diky tomu za vlnou vznikne
podtlak. Tato zaporna tlakova vina se 'odrazi’ zpét do zvukovodu se stejnou rychlosti
a amplitudou, ale s opa¢nou fazi, nez méla puvodni vina [7].

Jde tedy o tzv. plné odrazivou podminku (angl. Sound Soft boundary condition),
kterou je mozné predepsat napf¥. na otevieném konci vlnovodu. Také jde o specidlni
pifpad impedan¢ni podminky, u které je impedance Z = 2 nulova (jelikoz je zde

nulovy tlak) [19].

Neumannova okrajovid podminka: Neumannova okrajova podminka, neboli
podminka druhého druhu, nabyva tvaru:
Ju(x,w)
on

kde n je vektor vnéjsi normaly v daném bodé hranice oblasti 9€). Hodnotu na pravé
strané OP oznacujeme ¢y, radéji nez analogicky k predeslému piipadu (uy), jelikoz

= ¢y Vx € 011, (26)
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se z matematické i fyzikalni podstaty jedna o potencial, spiSe nez piimo o danou
hodnotu feSeni w.

V tomto piipadé lze modelovou situaci popsat jako uzavieny konec vinovodu nebo
akusticky odrazivou sténu (angl. Hard Sound boundary). Jelikoz se vina neméa kam
dal sitit, dochazi na sténé k narustu tlaku - v modelovém piipadé (bez ztrat a
tlumeni) a7 do dvojnasobku puvodni hodnoty. Odraz se §ifi zpét do prostiedi se
shodnou rychlosti, amplitudou i fazi jako puvodni vina. Jde o specidlni piipad im-
pedanc¢ni OP, kde se rychlost Sifeni vilny v = ¢ se na sténé blizi nule a impedance
Z = £ nekonecnu [19]. Ve vypocetnich prostiedich jako je MATLAB nebo Wolfram
je Neumannova OP implicitné zavedena na vSech hranicich vypocetni oblasti, kde
neni specifikovéna jina OP [19], |21].

Sommerfeldova bezodrazova podminka: Vypocetni oblast je v rdmci nume-
rického modelu logicky vzdy omezena. Pohlcujici, nebo bezodrazové OP predstavuji
zpusob jak modelovat pole, které se $ifi do nekonecna tak, 7e zajisti pohlceni pf¥i-
chozi vlny a zamezeni zpétnému odrazu od hranic vypocetni oblasti, ktery je typicky
pro obé piedchozi OP, a ktery s polem interferuje. Absorbujici OP je tedy vlastné
simulovanym pokrac¢ovanim vypocetni domény a dalsim piipadem impedancéni OP,
jejiz impedance se rovna akustické impedanci vypocetni domény, viz [2], [19]. Alter-
nativou absorbujicich OP je aplikace PML vrstvy - ta ovSem vyzaduje feSeni dalsi
sestavy diferencidlnich rovnic a v této praci se ji dale nezabyvame.

A. Sommerfeld matematicky formuloval bezodrazovou podminku pro proudové pole
pro homogenni vlnovou rovnici a pro numerické ucely ji zapisujeme ve tvaru |4], |[17]:

ou ou
S (27)
on c Ot

kde 1 € (0;1 > je koeficient zavisly na vlnovém ¢&isle a ¢ je rychlost zvuku. Alterna-
tivné Ize podminku formulovat tak, Ze pozadujeme, aby feSeni tlohy u bylo nulové
v nekonecnu [18]:

0
i [ 20
e P on

—iku(x,w)|* dS = 0. (28)

Jak je patrné v sekci Numerickych vysledki, podminku (28) lze bez omezeni pie-
depsat na krajich 1D oblasti. Ve 2D pfipadech ovSem musime brat v potaz fakt, ze
podminka pohlcuje pouze ¢ast vinéni ve sméru vnéjsi normély vypocetni oblasti. Na

vvvvvv

odraz z pfichozich vin [19].

Pozn.: Okrajové podminky jsou uvedeny ve tvaru vyuzivaném ve vypoctech ve frek-
ven¢ni doméné. V domeéné ¢asové se lisi implementaci pouze bezodrazova OP [5].
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3 Numericki aproximace Poissonovy rovnice pomoci
MKP

Pro nazornéjsi predstavu o poziti metody byl nejprve v rdmci pifipravnych projekti
feSen modelovy problém: stacionarni Poissonova okrajova tloha. Poissonova tloha
(zobecnéni Laplaceovy rovnice - ta je specifickd nulovou pravou stranou) je jednou
ze zékladnich modelovych PDR s Sirokym vyuzZitim v riznych odvétvich teoretické
fyziky. Jde o eliptickou PDR a jejim feSenim lze ziskat napt. rozlozeni potencidlo-
vého pole v elektromagnetismu nebo v dynamice tekutin [11]. V této praci slouz
jako zékladni tloha pro pochopeni zakladnich principu MKP a ovéfeni funkénosti a
presnosti jeji realizace.

Resime parciadlni diferencidlni rovnici:

—Au= f(x,y) proV (z,y) € (29)
s Dirichletovou a Neumannovou okrajovou podminkou:
u=up =0 proV (z,y) € I'p,

ou(z,y)
on
kde Q C R? je omezena oblast s Lipschitzovsky spojitou hranici 90 =Tp ULy a f
je dana funkce f = f(z,y). Hledame tedy funkci u, kteréa ¥esi rovnici (29) na oblasti
Q2 a ktera zaroven spliuje okrajové podminky(30).

= ¢y =0 proV (z,y) € I'y, (30)

3.1 Slaba formulace

Pro dalsi postup je tfeba tlohu pteformulovat ve slabém smyslu. Volime testovaci
funkci v € V = {v € HYQ) : v = 0} na 99, kterou prendsobime rovnici (29) a
zintegrujeme pies oblast

/Q(—Au)v 40 — /va a0, (31)

Na levou stranu rovnice pouzijeme obdobu integrace per-partes pro vicerozmérny
ptipad, tj. prvni Greenovu vétu, viz [10], tedy:

0
—/vAudQ:—/ v—“ds+/w-wm, (32)
Q on Q
kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly n = (ny,ns) k hranici oblasti 0f2. Pro
&len [,,v3% dS plati:

ou ou ou
va—n ds = va—n ds + 0_n ds. (33)

Na ¢éasti hranice s Dirichletovou OP I'p je testovaci funkce v nulova, coz eliminuje
prvni ze s¢itanci. Dosadime do (32) a néasledné do (31):

v— dS+ | Vu-VodQ = [ fodQ, (34)
e, J
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7 definice Neumannovy OP je na ['y g—z = ¢n. Dostavame vyslednou rovnici:

Vu-VodQ= [ fodd+ v ¢y dS. (35)
J RS

Pro nas piipad, kdy ¢n = 0 se rovnice jesté vice zjednodusi. Nyni definujeme pro
libovolné u,v € V formy

a(u,v) = / Vu - Vo dS,

Q
L(v):/fvdx,
0

kde a(u,v) : V- x V. — R je symetrickd bilinealni forma a L(v) : V' — R linearni
forma. Slaba formulace tlohy (29), s OP (30) pak je, Ze hledame FeSeni u € V' tak
aby platilo:

a(u,v) = L(v), Yv € V. (36)

Abychom mohli tento postup pouZzit, musime zarucit jednoznac¢nou feSitelnost tlohy
(36). Ta je splnéna z Lax-Milgramovy véty, viz [4].

Necht V' je Hilbertiv prostor. Chceme najit takové u € V, pro které plati rovnice
(36) pro Yv € V. Dle Lax-Milgramovy véty predpokladame, Ze existuje pravé jedno
feseni okrajové tlohy [4]. Abychom mohli pouzit MKP numerické schéma, je t¥eba
slabou formulaci (35) nejprve zdiskretizovat.

V prostoru V' volime podprostor V}, konecné dimenze a jeho libovolny prvek oznacime
vp, € Vi, Potom funkci u, € Vj,, pro kterou plati:

a(up,vp) = L(vy), Yo, €'V, (37)
ozna¢ime jako priblizné Galerkinovo feseni tlohy (36).
Mame-li kone¢né-rozmérny podprostor Vi, C V' s bazi ¢q,...,¢on (dimV}, = N),
potom funkce uy, ziskdme jako linearni kombinaci N bazovych funkci ¢ prostoru Vj,
[4]:
N
un =Y ajp;. (38)
j=1
Aproximace dosadime do (35) a piepiSeme:

/ Vuh : Vvh dQ) = / fl}h dQ) +/ Up, ¢N ds. (39)
Q Q I'n

Jelikoz vy, jsou funkce, které lze zapsat jako linedrni kombinaci bazovych funkei,
muzeme za néj postupné volit piimo bazové funkce ¢:

/Vuh -V, dQ = / fi dQ —|—/ ©; On dS. (40)
Q Q I'n
Do rovnice (40) dosadime z (38) a mame:

N
Zaj/wj-wi dQ:/m dQ+/ ©; Oy dS. (41)
i— Q Q I'n
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Nezndmé koeficienty o ziskdme feSenim soustavy linedrnich rovnic:

N
Z ajalpi, pj) = L(pi), (42)
j=1

nebo v maticovém zapisu:

a(er, 1) alpa, 1) -+ alen, 1)\ (o L(p1)

a1, p2)  alpz,p2) -+ alen, @2) az | L(p2) (43)
a(p,on)  alez,on) - alen,en) ) \an L(en)

N Tl{r S N — T

Matice K je tzv. matice tuhosti, symetricka, pozitivné-definitni matice s prvky:
ai; = a(pi, pj) = /QV%Vapjdx. (44)

To, ze matice tuhosti K je symetricka, je dusledek symetrie bilinearni formy a:

aij = a(pi, ¢;) = alw;, gi) = aji. (45)

Matici IK oznatime jako pozitivné definitni, jestlize pro nenulovy vektor x = (x1, - ,xy)
plati xTKx > 0.

Na Obr.(2) je ilustrovano takovéto numerické feSeni 1D problému - fyzikalné se muze
jednat napt. o ohyb pruzného nosniku nebo Sifeni tepla ty¢i ohiivanou na jednom
konci. Bazové funkce ; nabyvaji hodnoty 1 pouze ve svych piislusnych uzlech z; a
ve vSech ostatnich uzlech jsou nulové. MKP umoziuje znac¢nou flexibilitu ve volbé
diskretizace, jak v druhu prvki, které tvofi sit na zkoumané oblasti, tak ve volbé
bazovych funkci. Prvky nemusi byt rozmistény uniformé, jejich sit Ize do ruzné miry
zjemnit napiiklad v zajimavych oblastech, nebo jak je patrné z Obr. (2) tam, kde
je velky gradient wu.
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¥ u(x)

——— up (x)

P,

Obrazek 2: Tlustrace aproximace feSeni u (modra ¢ara) pomoci po ¢astech linearni
funkce wy, (Carkovana cervena ¢ara), jako linearni kombinace bazovych funkei ;
(Cernd) se zjemnénim v oblasti vétsiho gradientu u, (vytvoreno v prostiedi Inkscape).

3.2 Predpoklady pouziti MKP

Abychom mohli aspésné vytvorit jakykoliv MKP model, je tfeba brat v potaz nutné
podminky a principy metody jako je piipustné triangulace sité, vhodna volba béa-
zovych funkei a spravny prevod z referen¢niho zobrazeni. Teprve poté muzeme po-
kracovat sestavenim matic tuhosti a hmotnosti a vektoru pravé strany, se kterymi
budeme déle pracovat.

3.3 Volba prostoru kone¢nych prvki a volba baze

Abychom mohli MKP aplikovat, je nejdiive tieba vhodné diskretizovat prostor
H'(€). Ten je nahrazen V;, € H*(Q), kone¢né - rozmérnym prostorem s bazi {¢; }'.
Regen{ problému wu;, pak lze zapsat jako linedarni kombinaci bazovych funkci, viz
rovnice (38).

Vypocty algebraickych soustav jsou vyrazné jednodussi pro fidké matice, o kterych
pfedem vime, Ze vétsina jejich prvku je nulova. Proto zvolime bazové funkce ¢; tak,
ze:
pi(z;) = bij,
tj.:
1pro x=u;

pilx) = {o pro x # :c} ’ (16)

takze bézova funkce ¢; je nenulovi pouze na trojuhelnicich, které obsahuji ’jeji’
piislusny uzel sité x;, pro 1D pfipad zobrazeno na Obr. (2), pro 2D piipad potom
na Obr. (3).
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Obrazek 3: Bazova funkce pro uzel i ve 2D(vytvofeno v prostiedi Inkscape).

3.4 Sestaveni matice tuhosti a vektoru pravé strany

V nasledujicich dlohach budeme pocitat s matici tuhosti IK, matici hmotnosti IM a
vektorem pravé strany b. Nyni kdyz mame definovanou bézi prostoru V,, 1ze tyto
matice definovat jako [18]:

K € R kij _ /QVSOZ -V, dx, (47)
Q
beR": bi:/fsoidx 48)
Q

Bylo by mozné integraly (47), (48) a (49) vypocitat tak, Ze bychom postupné pro-
chazeli v§echny mozné kombinace bazovych funkei na celé siti a z nich pocitali dany
integral. To je ovSem vypocetné velice naro¢ny a v kodu Spatné realizovatelny po-
stup. Proto se pohybujeme postupné po jednotlivych elementech K a vypocitame
vzdy jejich lokalni piispévky do matic [18]. Ty lze nasledné zapsat a se¢ist ve tvaru:

Ker, Ker,
mij = Z /gpigpj dr = Z mfj (51)
Ker, Q Ker,
b= Y [ rende= 30 (52)
Ker, 79 Kem,

kde kfj( jsou lokalni prispévky do matice tuhosti na elementu K, mg do matice
hmotnosti a b do vektoru pravé strany. Integraci je ale mo7né provést jen na refe-
renénim elementu K.

Jelikoz ale dany element muZze byt na siti rizné nato¢eny, viz Obr. (4), i vypocet
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gradientti bazovych funkci a samotna integrace musi probihat na referenénim ele-
mentu K. VyuZijeme proto transformaci ze vztahu (60) a transforma¢ni matici Bk
z (61), viz [4] a dostaneme:

/ o(x) dx :/ o(2) |detBy| dz. (53)
K K
Stejna (zpétna) transformace jako v (63) plati i pro samotné bazové funkce:

p(z) = ¢(Fi' (x)) (54)

a pro gradienty bazovych funkei V(z,y) miuZeme zapsat:
Ve(z,y) (81’ a_w) (gfv ) Bk, (55)
tedy
Vo = VeBg . (56)

Na referen¢nim trojihelniku proto zavedeme bazové funkce ¢ tak, aby jejich hodnoty
v uzlech (vrcholech) piislusného K byly stejné jako hodnoty pivodnich bazovych
funkei ¢ ve vrcholech K:

G1(2,9) =1 -2 —7,
o (2, 7) =
3(2,9) = 9.

Tyto bazové funkce na referenénim trojihelniku K tvoit prostor V}, a jejich gradienty
lze snadno urcit jako:

Lokalni prispévek elementu K do matice tuhosti je potom:
/ |detBi|(V; By ) (VB! )di = |[K (VB ) (VeiBy'), (57)

kde |K| = |det2—]B]K| je obsah puvodniho trojuhelniku. Prvky matice kfj poté staci
postupné pro vSechny elementy sité pric¢itat do matice tuhosti IK.

Postup je obdobny pro lokdlni pfispévky do matice hmotnosti a do pravé strany -
vypocet vzdy probiha na jednotlivych referencnich trojihelnicich se stejnou volbou
transformacni matice Bk a referenc¢nich bazovych funkci. Pro lokdlni pispévky do
matice hmotnosti plati:

ml = /K |detBg|p;pid, (58)

|detIB]K|/ F(F(2)@ide = |K| Y w; (59)

Ker,

K integraci na referencnich elementech vyuzijeme Gaussovy numerické kvadratury.
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3.5 Vybrané ¢asti praktické realizace metody

3.5.1 Referenc¢ni zobrazeni

Pro vypocet soustavy Ax = b a dalsi praci s maticemi (hmotnosti, tuhosti) je
vhodné pretransformovat jednotlivé kone¢né prvky K triangulace 7, na jejich refe-
rencni prvky K, na kterych je snadné provést numerickou integraci. Zavedeme proto

bijektivni zobrazeni Fj; : K — K z puvodniho soufadnicového systému (x,y) na
(%,7), viz Obr. (4) [4].

Fic

cro,1]

~>

8[1,0]

=Y
x>

A[0,0]

Fo ot

Obréazek 4: Bijektivni afinni transformace libovolného 2D prvku K triangulace 7,
na referen¢ni trojihelnik K, (vytvofeno v prostiedi Inkscape).

Transformaci prvki lze zapsat pomoci linearniho zobrazeni F : K — K:
Fk(z) = Bz + bk. (60)

Transformac¢ni matice Bx méa tvar:

By = (:”2 S ‘”1) . (61)

Yo — Y1 Ys— U

)-() ()
k m

a tvar:

Pro soutadnice plati:

Inverzni transformace F' pa

Fil K = K, ”?):IB*C”)—IB*(“) 63
K (y oy o \m (63)

a inverzni matice Bk ™' je:
_ 1 Ys—Y —IT3+ I
B ' = —— . 64
K det Bk (_?JQ T T2 (64)

. . . Kl «. . y . L
Determinant transformacni matice detBx = ﬁ je zaroven Jakobidnem linearni

transformace Fy z rovnice (60) |4].
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3.5.2 Triangulace oblasti

Triangulace oblasti je sama o sobé netriviadlni proces, béhem néhoz musi byt do-
drzeny podminky pfipustné triangulace 7,. Ta je tvorena koneénym poctem prvku
(trojihelniki) K, jejichZ spojenim vznikne uzavér vypocetni oblasti 2, = Uker, K a
jejichZ jedinym moznym prunikem je bud spolec¢ny vrchol nebo cela spole¢na strana.
Trojtahelniky se tedy nesmi vzajemné ’piekryvat’, musi vyplhovat celou oblast a vr-
chol jednoho trojuhelniku musi byt nutné také vrcholem trojihelniku sousedniho

14].

Jelikoz v ramci MKP tesSime vzdy integralni tvar dané rovnice, je tfeba v numerickém
schématu zavést vhodnou aproximaci integrace. Téch existuje fada a jelikoz tlohy
feSime na jednotlivych elementech sité, piedpis pro tuto aproximaci zavisi na tvaru
pouzitého prvku. Konkrétni vypocet integralu je v této praci realizovan pomoci
numerické kvadratury.

Vypocetni oblast {2 je v naSem numerickém schématu diskretizovdna triangulaci z
prostiedi Gmsh a je zastoupena mnozinou uzli ('vertext’) a trojuhelnika K (‘ele-
ments’). Kazdy element sité v sobé uchovava informaci o uzlech ze kterych je tvoren
a kazdy uzel o svych soufadnicich (x;, 3;)T [2].

3.6 Numerické vysledky

V ramci p¥ipravy byla provedena diskretizace Poissonovy tlohy (29):
—Au = f(‘rvy) pro v (I',y) S Qv (65)

pro razné funkce f = f(x,y) na pravé strané rovnice, pomoci kterych lze snadno
ovérit spravnost metody srovnanim se znamym analytickym feSenim. Nasledné byla
tloha upravena (pro lepsi piehlednost), pro takové u, ze:

u = up na oS,

up = sin(wz)sin(my). (66)

Jelikoz zndme analytické Teseni tlohy,
Aup = —2r*sin(rx)sin(ry), (67)

tak oznac¢ime znamé analytické feSeni u, = up. S Dirichletovou okrajovou podmin-
kou lze tento postup provést na libovolné oblasti €.
Pro ruzné délky kroku h na zvolené siti lze potom urcit hodnotu diskretiza¢ni chyby
v kazdém bodé sité jako:

Ep = |lup — uall (68)
Tato chyba by se méla s jemnéjsi siti zmensovat. Dle vztahu (68) ur¢ime chybu pro
ruznou délku kroku h, h/2 a h/4 a mizeme pak vypocitat fad diskretizace p, viz

22].
E, ChP

Ens  C(h2)

o, (69)
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kde C' > 0 je kladna konstanta nezavisla na kroku h. Dostavame:

(70)

Vizualizace rizné jemné sité (vygenerované v prostiedi Gmsh) je na Obr. (5). Pri-
mdérné hodnoty absolutni odchylky od analytického feSeni na siti E,,, a z nich sta-
noveného fadu metody jsou uvedeny v tabulce (1).

krok Eovg RA4d p metody

h | 0,00083067
h/2 | 0,00020817 1,9965199
h/4 | 0,00005205 1,9998238

Tabulka 1: Hodnoty absolutni odchylky na vSech bodech sité £} pro danou velikost
kroku h a tad p MKP.

Y

v
lx lx

Obréazek 5: Sité na testovaci oblasti jednotkového ¢tverce vygenerovana prostiedim
Gmsh, s krokem h a h/2 s OP (30) na této siti.

Daéle fesime Poissonovu tulohu zadanou:
—Au=1v I, (71)

na oblasti jednotkového ¢tverce. Tuto jednoduchou tlohu zde vyuzijeme pro ptre-
hledné zdtraznéni vlivu okrajové podminky na feseni. Jak bylo demonstrovino v
kapitole (35), feSeni vede na sestavu rovnic (43), v maticovém zapisu:

Ko =b. (72)
Regeni s Dirichletovou OP je vyobrazeno v levém a prostfednim grafu na Obr. (6).
Na levém grafu je feSeni pro predepsanou up = 0 na vSech hranicich oblasti, na

prostfednim up = 1 na ’levé’ hranici oblasti.
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Na pravém grafu v Obr. (6) je vyneseno feSeni tilohy s piedepsanou Neumannovou
OP na levé hranici oblasti (¢py=1).

Pozn.: Grafy na (6) nevyobrazuji feSeni pfimo na hranicich, pouze uvnit¥ oblasti,
proto nejsou okraje jednotlivych grafii na hranicich ’dotazené’” az do kraji.

0 o 0o

Obrézek 6: Regeni Poissonovy rovnice (71) s riznymi OP: na obrazku vlevo je pre-
depsana Dirichletova OP up = 0 na v8ech hranach, uprostied up = 1 pro jednu z
hran a na pravém ¢y = 1 pro jednu z hran.

4 Numerickd aproximace akustickych problémi ve
frekvenc¢ni oblasti

4.1 MKP diskretizace Helmholtzovy rovnice
4.1.1 Slaba formulace

Abychom mohli dlohu fesit numericky, je tfeba analogicky k modelovému piipadu
preformulovat i Helmholtzovu rovnici (24), kterou zde pro piehlednost piepiSeme:

Ap+ k*p =0, (73)

ovSem s obecnou nenulovou pravou stranou ve slabém smyslu. Pfendsobime (73)
testovaci funkei v € V', zintegrujeme pfes danou oblast a za pouziti Greenovy véty
mame:

—/Vp~Vde—|—/ @vds—l—/kgpvd()—/fvdﬂ. (74)
Q 50 0 Q Q

n
Uvazujeme, ze hranici vypocetni oblasti €2 tvoii kombinace vSech tii OP zminénych
v (2.4),t] 02 =Tp Uy UTlg, a druhy ¢len na levé strané rozepiSeme:

0 0 0 0

@, dS:/ e, dS+/ Lodas+ | Ly as. (75)
r, on ry On r, On
Pro nas piipad je testovaci funkce na I'p nulova. Také g—ﬁ = ¢y = 0 na ['y. Tedy
jediny nenulovy ¢len odpovidd Sommerfeldové bezodrazné podmince na ['g:

Op
ok
viz (28). Po dosazeni dostaneme slabou formulaci:
/ Vp - Vo dQ2 —/ ikpv dS — / k*pv dQ = / fo dQd. (77)
0 Is Q 0
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4.1.2 MKP diskretizace a maticovy zapis tlohy
Dalsim krokem je opét nahrazeni prostoru V konec¢né-rozmérnym prostorem bazo-

vych funkei Vj, € V. Hledame diskrétni feseni p, rovnice (77), (které zaroven spliiuje
Dirichletovu OP) ve tvaru:

Np,
pr(,w) = aj(w)p;(x) (78)
j
a které fesi rovnici:
/ Vpn - Vo, dQ — / ikppo, dS — / K proy dS) = / fop dSQ. (79)
Q T's Q Q

Za testovaci funkci v, opét volime bazové funkce ¢;, a dosadime (78) do (79):

Np,
> a; [ Ve,
=1

'

Np, Np
_ j=1 I's j=1 8 I8 _
—— p— vV Vv
. , b

kij Cij mij i
(80)
Kompaktnéji pfepiseme maticovym zapisem:
(K — ikC — kK*IM) a = b, (81)
A
takZe mame soustavu rovnic:
Aw)a=b (82)

Matici C zahrnujeme do vypoctu, pokud na nékterou hranici vypocetni oblasti apli-
kujeme bezodrazovou OP, historicky ji dle [17] a [18] ozna¢ujeme jako matici tlumeni,
a plati:

I's

4.2 Vlastni ¢isla Laplaceova operatoru, slaba formulace

Modalni analyza je v ramci této prace uvazovana dle |18] po tpravé tvaru (81), ze
kterého vylou¢ime tlumeni C a externi zdroje b. Takovy postup je mozny i z hlediska
fyziky, jelikoz kazdy systém ma tendence oscilovat na vlastni frekvenci i bez buzeni
[13]. Tak ziskame tzv. zakladni rovnici modalni analyzy:

(K — k*M)a = 0. (84)

Definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru: Vlastni vektor linedrniho ope-
ratoru A je z definice nenulovy vektor u, pro ktery existuje komplexni ¢islo A tak,
ze plati:

Au = \u. (85)
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Dvojici (A, u) oznatujeme jako vlastni par, viz [16]. Pro vypocet vlastniho paru
operatoru A piedpokladdame ¢tvercovou matici A € R™*". Upravime rovnici (85) v
maticovém zapisu:

(A —\E) - u =0, (6)
kde IE je jednotkova matice. Tato rovnice méa netrivialni feseni u, pokud je matice
(A — AE) singularni, tj:

det(A — AE) = 0. (87)
Rovnici (87) nazyvame dle [16] charakteristickd. V nasem piipadé mame charakte-
ristickou rovnici ve tvaru (84). Praktické ¥eSeni této tlohy je v nésledujici sekci.

4.3 Numerické vysledky

V prostfedi MATLAB je mozné urcit vlastni ¢isla A a jejich prislusné vlastni vektory
piikazem eig nebo v eigs. Prikaz [V, D] = eigs(A,p) generuje diagonalni matici
D € RP*P, ktera ma na diagonale prvnich p vlastnich ¢isel a matici V € R"*P, jejiz
sloupce jsou tvoteny odpovidajicimi vlastnimi vektory, viz [20].

4.3.1 Modalni analyza na jednoduché oblasti obdélniku

Ziskana rozlozeni vlastnich moédu pro jednoduchou oblast obdélnika s Dirichleto-
vou OP na hranicich jsou vynesena na Obr. (7) a (8). Téchto modi je nekonecéné

Obréazek 7: Tvar vlastnich modu odpovidajici prvni vlastni frekvenci f;=174 Hz
nalevo, druhé vlastni frekvenci fo=192 Hz napravo. V obou ptipadech jde o obdél-
nikovou oblast velikosti 1:6, s Dirichletovou OP na v8ech hranéch.

Vysledky pro obdélnik s kombinaci Dirichletovy a Neumannovy OP jsou na nasle-
dujicich Obr. (9) a (10). Dirichletova OP je piedepsana na ’levé’” hranici oblasti (pro
x=0), Neumannova OP na zbylych tiech hranicich. Vyobrazené mody opét odpovi-

vy

fo = 687Hz.
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Obréazek 8: Rozlozeni vlastnich modu odpovidajici prvni vlastni frekvenci f1=174
Hz nalevo, druhé vlastni frekvenci f,—192 Hz napravo. V obou piipadech jde o
obdélnikovou oblast velikosti 1:6, s Dirichletovou OP na vSech hranéach.

y [em] o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

x [cm] y x

Obrazek 9: Tvar vlastnich moédi na obdélnikové oblasti velikosti 1:5, odpovidajici
prvni vlastni frekvenci f;=343 Hz nalevo, druhé vlastni frekvenci f,=687 Hz na-
pravo. Na oblasti je pfedepsana Dirichletova OP na jedné hrané (hrana vlevo), a
Neumannova OP na ostatnich tfech hranach.

1 1 1
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x [em] X

Obrazek 10: RozloZzeni vlastnich médi na obdélnikové oblasti velikosti 1:5, odpovi-
dajici prvni vlastni frekvenci fi=343 Hz nalevo, druhé vlastni frekvenci fo=687 Hz
napravo. Na oblasti je pfedepsana Dirichletova OP na jedné hrané (hrana vlevo), a
Neumannova OP na ostatnich tfech hranach.

4.3.2 Modalni analyza na oblasti lidského vokalniho traktu

Jelikoz ndm MKP umoziuje realizovat vypocty i na relativné slozitych oblastech,
stejnd modalni analyza byla provedena i pro oblast vokalniho traktu. Jde o konkrétni
tvar lidského hlasového dstroji odpovidajici vysloveni hlasky ’ostré E’, jehoz piesné
rozméry byly ziskany MRI méfenim v [6]. S takto slozitou oblasti je zahodno znovu
zdiraznit, ze vlastnich frekvenci a modi je nekone¢né mnoho, vybirame jen nékolik
ilustrac¢nich p¥ipadua. Tvar vlastnich modi na oblasti odpovidajici prvni vlastni frek-
venci fi= 27 Hz je na Obr. (11), t¥eti vlastni frekvenci f3= 89 Hz na (12) a sedmé
vlastni frekvenci f;= 172 Hz na (13). Na vstupni sténé (x=0) a na hranici volného
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prostoru (pulkruhova vysec) je zadana Dirichletova OP, na "pevnych sténach’ traktu
Neumannova OP.

) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
x [cm]

y [em] x [om]

Obrézek 11: Rozlozeni vlastnitho m6du na oblasti vokélniho traktu odpovidajici prvni
vlastni frekvenci fi= 27 Hz, s Dirichletovou OP na vstupni hrané (hrana vlevo)

a vystupni hrané (ptlkruznici vpravo) a Neumannovou OP na ostatnich sténach
vokalniho traktu.

10 4 -4 B
4 9 5 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
x[cm] x [cm]

y [em]

Obrazek 12: Rozlozeni vlastniho m6du na oblasti vokalniho traktu odpovidajici t¥eti
vlastni frekvenci fs= 89 Hz, s Dirichletovou OP na vstupni hrané (hrana vlevo)

a vystupni hrané (pulkruznici vpravo) a Neumannovou OP na sténach vokélniho
traktu.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

x [cm] x [em]

Obrazek 13: Rozlozeni vlastntho médu na oblasti vokalniho traktu odpovidajici
sedmé vlastni frekvenci f;= 172 Hz, s Dirichletovou OP na vstupni hrané (hrana

vlevo) a vystupni hrané (pilkruznici vpravo) a Neumannovou OP na sténach vokal-
niho traktu.
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Numericky - sit 1 | Numericky - sit 2 Analyticky Abs. Rozdil
w [rad/s| | f[Hz| | w [rad/s| | f|Hz| | wrad/s| | f|[Hz| | A fi[Hz] | A f1[Hz]
1093.32 | 174.01 | 1092.65 | 173.90 | 1092.43 | 173.87 | 0.141 0.035
1138.53 | 181.2 | 1136.52 | 180.88 | 1135.85 | 180.78 | 0.425 0.106
1210.43 | 192.65 | 1206.17 | 191.97 | 1204.76 | 191.74 | 0.903 0.226
1305.04 | 207.7 | 1297.56 | 206.51 | 1295.07 | 206.12 1.587 0.396
1418.37 | 225.74 | 1406.58 | 223.86 | 1402.68 | 223.24 2.497 0.622
1546.93 | 246.2 | 1529.64 | 243.45 | 1523.91 | 242.54 | 3.665 0.911
1688 268.65 | 1663.78 | 264.80 | 1655.78 | 263.53 5.128 1.273
1839.48 | 292.76 | 1806.74 | 287.55 | 1795.94 | 285.83 | 6.929 1.718
1999.86 | 318.29 | 1956.79 | 311.43 | 1942.61 | 309.18 | 9.112 2.257
2166.11 | 344.75 | 2112.63 | 336.24 | 2094.41 | 333.34 | 11.412 2.900
2168.09 | 345.06 | 2163.48 | 344.33 | 2250.31 | 358.15 | 13.086 13.819
2191.95 | 348.86 | 2186.63 | 348.01 | 2409.51 | 383.49 | 34.627 35.472
2234.5 | 355.63 | 2224.72 | 354.07 | 2571.40 | 409.25 | 53.619 55.176
2293.12 | 364.96 | 2273.30 | 361.81 | 2735.50 | 435.37 | 70.408 73.561

Tabulka 2: Tabulka srovnani hodnot vlastnich frekvenci obdélnikové oblasti ziska-
nych numerickym vypoctem na zékladni siti (1) a jejim zjemnéni (2) s analyticky
vypoctenou hodnotou.

Béhem vypocti je tfeba kontrolovat presnost ziskanych numerickych vysledkii. To
je mozné napf. jejich srovnadnim se znadmym analytickym FeSenim na jednoduché
oblasti. Dle [3] Ize z Hamiltonova principu odvodit pohybovou rovnici pro pfi¢né
kmity membrany ve tvaru:

0w

ot?
kde w je vychylka ve sméru z (pro membranu napnutou v roviné xy). V piipadé
obdélnikové membrany o rozmérech a a b, ktera je na svych okrajich pevné upevnéna,
plati okrajova podminka w(x,0,t) = w(a,y,t) = w(z,b,t) = w(0,y,t) = 0, tj.
Dirichletova OP. Pro kruhovou frekvenci w ziskdme jednoduchy vzorec:

= *Aw, (88)

m?  n?
Wmn = CT ?—i'ﬁj

(89)

kde m, n jsou pFirozena ¢isla [3]. V Tabulce 2 je srovnani numerickych a analytickych
vysledkit pro na$i obdélnikovou oblast.
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Jak je patrné, s rostouci frekvenci se vysledky stale vyraznéji lisi. Zatimco pro prv-
nich pét vlastnich frekvenci je smérodatné odchylka 1.56 Hz, pro prvnich deset je jiz
5.87 Hz a pro patnéct dokonce 65.95 Hz. Pokud bychom pro vyssi vlastni frekvence
chtéli dosahnout vétsi presnosti, museli bychom podle [5] bud zjemnit vypocetni sit,
nebo zvysit stupen aproximac¢niho polynomu na kazdém elementu. Proto byl vypo-
¢et opakovan pro stejnou tlohu s dvojnasobné jemnou siti (sit 2), zjemnéni sité bylo
provedeno v prostfedi gmsh.

Po zjemnéni sité je patrné zmensSeni odchylky numerického a analytického feSeni.
Smérodatné odchylka pro prvnich pét frekvenci byla vypoctena jako 0.39 Hz, pro
prvnich deset je jiz 1.47 Hz a pro patnact 42.43 Hz. Srovnéani nérustu absolutni
odchylky feSeni pro pivodni a zjemnénou sit je na Obr. (14). Podobné hodnoty
dostavame pouze pro prvnich pét frekvenci, dale je jiz puvodni sit nedostacujici a
odchylka numerického vypo¢tu narista. Od desaté vlastni frekvence (333 Hz - ur-
¢ené analyticky) dramaticky nartstd nepfesnost numerického feseni na obou sitich.

Pribéh odchylky numerického a analytického vypoctu
hodnoty vlastni frekvence

B
=]

®&—Sit1 Sit 2

Absolutni odchylka | Af| [Hz]
= = [ ] W w
o (%2} o (%2} (=] w

[0}

150.00 200.00 250.00 300.00 350.00 400.00

Analyticky uréena vlastni frekvence f [Hz]

Obréazek 14: Narist absolutni odchylky numerického a analytického feSeni pro vy-
pocet vlastnich frekvenci pro zékladni vypocetni sit (Sit 1) a zjemnénou sit (Sit 2).

4.3.3 Reseni Helmholtzovy rovnice s externim zdrojem

Druhym zptisobem jak provést rezonan¢ni analyzu na oblasti je zavést do rovnice
nenulovou 'pravou stranu’, tj. externi buzeni. To je v rdmci tilohy umisténo postupné
do dvou riuznych bodu na siti vokalniho traktu (bod [1, 0] a [10, 0]). Zde je vhodné
poznamenat, Ze zdroj neni pifesné bodovy - to by jej ¢inilo zavislym na siti. Misto
toho je pfedepsan v e-okoli bodu. Velikost okoli je tfeba vhodné volit, abychom se
nedostali 'mimo’ sit.

Dale postupujeme tak, 7ze ve zvoleném bodé predepisujeme konstantni frekvenci
(ta je ve vypo¢tu zahrnuta pomoci vlastniho ¢isla k) a s krokem 5 Hz projdeme
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frekvenéni rozsah [0 - 2500| Hz. Pro kazdou frekvenci potom fesime (73) (ovSem s
nenulovou pravou stranou a sledujeme, pro které frekvence ziskdme rezonan¢ni piky
v nami zvoleném snimacim bodé (prakticky v tomto bodé simulujeme mikrofon).
Tento bod byl zvolen v soufadnici [17,0], v 'oteviené’ oblasti pied usty. Hledame
tedy FeSeni rovnice:

Au+ k*u = b, (90)

nebo maticovym zapisem:

(K — k*M) - u = b, (91)

kde b je vektor pravé strany, IK matice tuhosti a IM matice hmotnosti, které lze
sestavit postupem uvedenym v sekci (3.4).

Okrajové podminky jsou stejné jako v sekci (4.3.2), tj. Dirichletova OP na vstupni
sténé (hrana vlevo) a vystupni sténé (pulkruznici vpravo) a Neumannova OP na
ostatnich sténach vokalniho traktu. Rovnici (91) fesime v prostiedi MATLAB po-
moci LU faktorizace: definujeme novou matici A = (K — £*IM), a soustavu rovnic:

A-u=1b (92)

fesime piikazem u = A\b. Vizualizace takto FeSené Helmholtzovy rovnice je na Obr.
(15) a (16). Srovnanim takto ziskanych feseni Helmholtzovy rovnice s pfistupem pies
vlastni ¢isla operatoru v (4.3.2) muzeme Fict, ze si vysledky z téchto dvou piistupi
odpovidaji. Regen{ tlohy v zavislosti na budici frekvenci je vyneseno (v logaritmic-

Obrazek 15: Regeni Helmholtzovy rovnice (91) na oblasti vokélniho traktu odpovi-
dajici buzeni v levém oznaceném bodé (cca [1,0], resp. [10,0]), a sniméni signalu v
pravém bodé (cca [17,0]) s Dirichletovou OP na vstupni hrané (hrana vlevo) a vy-
stupni hrané (pulkruznici vpravo) a Neumannovou OP na sténéch vokalniho traktu.

kém méfitku) na Obr. (17). Vysledky pro dvé rizna umisténi zdroje se lisi velikosti
piki, ovSem rezonanc¢ni frekvence zistavaji stejné nehledé na umisténi. To je patrné
z Obr. (18), kde jsou vyneseny hodnoty rezonané¢nich frekvenci pro umisténi zdroje
b do bodu [1,0] a [10,0] - frekvenéni piky si velmi dobie odpovidaji. To je ocekavany
zaveér, jelikoz z jejich fyzikalni podstaty jsou rezonancni frekvence vlastni systému
jako takovému, bez ohledu na externi zdroje.

Prubéhy na (18) samoziejmé nejsou zcela shodné - mohlo by jit o vliv vzajemné
vzdalenosti zdroje a snimace. Snimac¢ bude logicky lépe zachytavat signal z blize
umisténého zdroje, coz do vypoctu vnasi chybu.

Na Obr. (19) jsou vysledky vyneseny pro vyssi piesnost pouze ve frekvenénim roz-
sahu 0 - 500 Hz.
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Obrazek 16: Reseni Helmholtzovy rovnice (91) na oblasti vokélniho traktu odpovida-
jici buzeni v levém bodé (cca [1,0], resp. [10,0]) Dirichletovou OP na vstupni hrané
(hrana vlevo) a vystupni hrané a Neumannovou OP na sténach vokalniho traktu.
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Obrazek 17: Vlastni frekvence (resp. pfenosova funkce) na oblasti vokalntho traktu
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se smiSenou Dirichletovou a Neumannovou OP a externim buzenim v bodé [1,0].
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Obrazek 19: Srovnani prenosové funkce na oblasti vokdlniho traktu se smiSenou
Dirichletovou a Neumannovou OP a externim buzenim v bodech [1,0] (modfe) a

|10,0] (zelené), pfiblizeni na rozsah 0-500 Hz.
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Obrazek 18: Srovnani prenosové funkce na oblasti vokdlniho traktu se smiSenou
Dirichletovou a Neumannovou OP a externim buzenim v bodech [1,0] (modfe) a
[10,0] (zeleng).

5 Numericki aproximace akustickych problémi v
c¢asové oblasti

Pro numericky vypocet je tfeba problém (14) doplnit okrajovymi podminkami a
diskretizovat. Obdobné jako u Poissonovy a Helmholtzovy rovnice pouzijeme Galer-
kinovu metodu. Vyjdeme-li z vlnové rovnice s obecnymi zdroji f:

1 0%u

kde ¢ je rychlost zvuku, f skalarni realna funkce (z pohledu fyziky napf. externi
excita¢ni zdroj akustické viny) a hledame feseni w : [0,7] — V, kde V = H}(Q) =
W, 2(Q) je Soboleviv prostor (prvni derivace funkei jsou integrovatelné s kvadratem
na oblasti Q); u zde reprezentuje perturbaéni tlak p’ ale stejna formulace plati i pro
akusticky potencidl rychlosti ¢. Pfidame okrajové podminky:

u(x,t) =0 prox € 092, t € (0,7) (94)

a pocatecni podminky

u(z,0) = ug pro z € Q,

ou
E(w,O) = u; pro x € . (95)
Obdobnym postupem jako v predeslém piipadé pfenasobime rovnici (93) testovaci
funkei v a provedeme integraci per-partes (ve 2D Greenovou vétou):

1 2
—v@dﬂ—/w-vudg—/yfdgzo. (96)
Q

Q C2 8t2 Q
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5.1 Diskretizace vlnové rovnice v 1D pomoci MKD

Kromé MKP lze k diskretizaci feSeného problému pouzit za urcitych predpokladua
také metodu konecnych diferenci (metodu siti). Ta vyzaduje, aby vypocetni oblast
byla popsana pomoci pravidelné sité, tj. siti s konstantni velikosti kroku. To vyuziti
pouziti nestrukturovanych siti, lokdlnich zjemnéni apod. Také je s touto metodou
obtizné dosdhnout vyssiho stupné piesnosti [22]. OvSem pro 1D (a pi¥ipadné jedno-
duché 2D) oblasti nabizi metoda rychlé, vypocetné nenaro¢né feseni dané PDR.
Resime tlohu: o P
u 207U

w5 =C =+ ] 97

ot? ox? / (97)
Parcialni derivace (v prostoru i ¢ase) nahradime diskretizaci pro druhy fad derivace
dle explicitniho schématu:

A Dl
At? N Ax? v
Horni indexy v rovnici (98) denominuji ¢asovou vrstvu, zatimco dolni indexy polohu
(uzel sit&). Vyjadiime u\"™:
(n+1) (n) (n—1) At ., (n) (n) (n) 2 ¢(n)
u; =2u; " —uy + [CE] (w1 — 2u; +u ) + AT f (99)

Clen [cRL] je oznacovan jako Courant - Fridrichs - Lewy parametr (dale ozn. CFL).
Jelikoz pouzivame explicitni schéma, je tfeba brat v potaz jeho stabilitu. Tu zajis-
tujeme tim, ze volime CFL parametr tak, aby % < ¢, tj, aby rychlost vypoctu byla
mensi nez rychlost propagace viny [14].

Okrajové podminky: Nyni je tfeba do schématu pridat OP. Pro n&zornost vo-
lime v 1D pfipadé nejprve na obou koncich x = 0 a x = L, ’struny’ odrazivou
Dirichletovu OP. Poté ponechame na levém konci x = 0 Dirichletovu OP a na pra-
vém konci z = L, pohlcujici Sommerfeldovu OP:

Dirichlet: u(z,t) =0

ou ou
Sommerfeld: (%)(m) = _C(E)(Lt) (100)

Pro praktickou aplikaci Sommerfeldovy OP (100) v kodu pouzijeme diskretiza¢ni
schéma dle [5]:

C[‘ L —
n+1 n n+1 n
CF I-/—
n+1 n n+1 n 101
ug\f ) uA(Nf)l CF[ ]( gil) ug\f)) ( )
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5.2 Diskretizace vlnové rovnice ve 2D pomoci MKD

Ve 2D pripadé budeme pro metodu siti postupovat zcela analogicky. Regime rovnici:

0*u Pu  *u
aazc%5—+82)+vacR? (102)

kde u = u(x,y,t). Opét pouzijeme explicitni diskretiza¢ni schéma a dosadime za
druhé derivace:
a2yl 4y (D) ) 9u 4 ") (n)

(n ) (n )
iJ _ 2l Li 2t T 2uiy + g, 4o

At? Ax? Ay2

(103)
kde Az a Ay je krok sité ve smérech z a y a At ¢asovy krok. Pracujeme s pravidelnou
siti, takze muzeme polozit Az = Ay a ziskame:

(n+1) _ o, (0, =1) 1 Dt ya . (@)

U; i i +[CA9U] (u 'L+1j+uz(n)1] 4U( )+u§])+1+ulj 1)+At2f . (104)

Okrajové podminky: Pohybujeme ne na oblasti Q@ =< 0,L, > x <0,L, >, na
které piedepisujeme okrajové podminky, bud Dirichletovu OP:

u(0,y,t) =0 A u(Ly,y,t) =0

uw(z,0,t) =0 A u(z, Ly, t) =0

nebo Sommerfeldovu OP:

ou ou ou ou

(833) (0,y,t) — (615) Yst) (%)(Lz,y,t) = (3?5) (Lz,y,t)

ou ou ou ou
(a_y>(z,0,t) = —C(a)(x,o,t), (%)(w,Ly,t) = _C(E)(a;,Ly,t)- (105)

Diskretiza¢ni schéma je obdobné jako v 1D piipadé:

(n+1) _ () (D — )

U1 CFL+1 Lj
(n+1) _  (n) CFL—1 (1) (n)
Uy, " = Uy g5+ OFL + 1 (Unz—u - unz,j)

) _ ) CFL—=1 Gy @)
R TSI )
n n CFL-1, (, n
L) (W™, )

; = ! ( ( 106
1,ny uz,ny—l CFL +1 1My —1 1,My ( )
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5.3 MKP feSeni vlnové rovnice na 2D oblasti

Schéma MKP vyuziva jiz diive ziskanych matic hmotnosti IM a tuhosti K, které
pouzijeme v ramci schématu pro ¢asovou diskretizaci.

Vychazime z rovnice:
]Mutt + Ku = b, (107)

kde uy je druhd parcialni ¢asova derivace feSeni, kterou budeme aproximovat impli-
citnim casovym diskretiza¢nim schématem:

u(n+1) — 2u(n) + u(n_l)
dt?

+ A(Ku™ + Ku"Y) =b. (108)

Horni indexy opét vyjadiuji ¢asovou vrstvu. Potfebujeme vyjadiit w(D:
(M + dt*PK)u™ = 2Mu™ — (M + dt*cPK)u™ Y + bdt?. (109)

Clen (M + dt*c*K) nahradime novou pomocnou matici A,, a dostaneme:
u™ ) = 2A ITMu™ — BuY + dt*A D, (110)

kde [E je jednotkova matice stejné velikosti jako M a IK. Regen{ vlnové rovnice na
2D obdélnikové oblasti je v sekci numerickych vysledki na Obr. (35).
Také bylo na identické tiloze otestovano schéma explicitni:

(1) _ 9q(m) 4 yy(n=1)
MY Z;tz T K™ — b, (111)

To je ovSem, pfes svoji zdanlivou jednoduchost, citlivé na velikost ¢asového kroku a
vypocet je tudiz velmi naro¢ny na vypocetni kapacitu a cas.

5.4 Numerické vysledky
5.4.1 Regeni vlnové rovnice na 1D oblasti

Resime tlohu: o2 52
u ,0%u
— == . 112
o~ o T (112)
na 1D oblasti Q =< 0,10 > pomoci diskretiza¢niho schématu (98). Nejprve byl
proveden test s Dirichletovou OP na obou koncich oblasti a predepsanou pocéatec¢ni

podminkou v podobé peaku ve stfedu struny - viz Obr. (20).
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Obrazek 20: Poc¢atec¢ni podminka pro prvni test feSeni vlnové rovnice na 1D oblasti:
Puls o amplitudé 0.1, 0.4 a 0.1 je umistén do uzli 49, 50 a 51 ze 100 - odpovidajicich
stfedu struny délky 10.

Na Obr. (21) jsou vybrany snimky z prubéhu Feseni tlohy v ¢ase. Puls, ktery se
oblasti §iif je na krajich odrazen zpét s opacnou, ale stejné velikou amplitudou.

02 0.2 0.2

01 m 1 01 1 01r
i
= | = =
X 0 “ X 0 | X 0
=1 =1 | =1

I |
-0.1 <017 - -0.1r

-0.2 -0.2 -0.2
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Osa X Osa X Osa X

Obrazek 21: éasovy pribéh feseni vlnové rovnice se zadanou pocate¢ni podminkou
(puls ve stiedu), Dirichletovou OP na obou koncich 1D oblasti (up = 0 pro x=0 a
x=10).

Déle byl vybran jeden bod (x=20), ve kterém byl zaznamenan prabéh feseni v
zévislosti na ¢ase. Na Obr. (22) je tento priubéh vynesen pro ¢asovy interval T
délky 1 s. Je zde patrny nékolikanasobny prichod odrazeného pulsu - odrazu opét
odpovida zaporna amplituda.
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Obréazek 22: Casova zavislost Feseni 1D vlnové rovnice v bodé x=20 pro casovy
interval 1 s, pro zadany pocatec¢ni puls s odrazivou Dirichletovou OP na koncich
oblasti (x=0 a x=10).

Dalsi tlohou bylo fegeni rovnice (112), oviem s odlisnymi OP a PP. Pro x=0 ("levy
konec’) byla opét predepsana Dirichletova OP, ale pro x=10 (’pravy konec’) So-
mmerfeldova OP dle rovnic (100). Misto pocatetniho pulsu byl do stiedu (x=50)
predepsan ¢asové harmonicky zdroj tvaru:

t
u(50,t) = dtQZOsin(QOW?), (113)

kde ¢ je ¢as, dt casovy krok a T' celkovy casovy interval (T=1 s). Volba této specifické
harmonické funkce je arbitrarni, jde pouze o ptiklad slouzici k pfehledné demonstraci
schématu. Prubéh fefeni takto definované tlohy je na Obr. (23) a (24). Je zde
patrny odraz od levého konce struny (x=0), zptisobujici interferenci mezi odrazem a
inciden¢nim vlnénim. V pravé poloviné grafii naopak k podobnému jevu nedochazi,
vlna je na pravém konci (x=10) bez odrazu pohlcena. Opét jako v predchozi tloze

"o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
Osa X Osa X Osa X

Obrazek 23: éasovy pribéh feSeni vlnové rovnice se zadanym zdrojem buzeni ve
stfedu s Dirichletovou OP pro (x=0), a Sommerfeldovou OP pro (x=10).

je zvolen pevny bod (x=20), ve kterém je vynesen pribéh feseni v ¢ase v intervalu
T=1s. Tento pribéh je vynesen na Obr. (25).
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u(x,t)
u(x,t)
u(x,t)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 8 8 10 -,0 2 4 6 8 10
Osa X Osa X Osa X
Obréazek 24: Pokracovani c¢asového pribéhu feSeni vinové rovnice se zadanym zdro-
jem buzeni ve stiedu s Dirichletovou OP pro (x=0), a Sommerfeldovou OP pro
(x=10).

x =20 val

1 1 1 1 1 L 1 \J 1 L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

t[s]

Obréazek 25: Casova zavislost feSeni 1D vlnové rovnice v bodé x=20 pro zadané
externi buzeni.

5.4.2 Refeni vlnové rovnice na 2D oblasti

Srovnani se znAmym analytickym FeSenim, obdobné jako v ptipadé Poissonovy tlohy
v kapitole (3.6), bylo provedeno i pro vlnovou rovnici v ¢asové doméné pomoci
metody siti v prostfedi MATLAB. Resime tlohu:

Pu , u Du
w5 =C (55 +55)v2=<0,1>x<0,1> 114
up = 0 na 02
a analytické Teseni
up = sin(prx)sin(qry) v Q, (115)

s nami volenymi koeficienty p a q. Diskretizace tilohy byla realizovana pomoci expli-
citnfho schématu popsaném v (103). Srovnani numerického feseni oproti analytickym
hodnotam a absolutni odchylky jsou na Obr. (26) - v rovnici (115) voleno p = 1,
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u(x,y,t = 2.69)

0.2

Obréazek 26: V horni ¢asti: numerické feSeni vlnové rovnice se zndmym analytickym
feSenim na ¢tvercové oblasti s Dirichletovou OP na hranici. Ve spodni ¢asti: hodnota
absolutni odchylky od analytického feSeni. Vykresleno pro parametry p =1, ¢ = 1.

g =1 a(27) - zde je na levém obréazku vyneseno ¥eSeni pro p = 1, ¢ = 3 a na pravém
prop=2,q=2.

1.00)
o
1.00)

u(x,y,t=
u(x,yt=

=1.00)

o
E(x,yt

Obréazek 27: V horni ¢asti: numerické feSeni vlnové rovnice se zndmym analytickym
feSenim na Ctvercové oblasti s Dirichletovou OP na hranici. Ve spodni ¢asti: hodnota
absolutni odchylky od analytického feSeni. Vykresleno pro rizné parametry p,g:
p=1,q=3 vlevo, p =2, ¢ = 2 vpravo.
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5.4.3 ReSeni vlnové rovnice na jednoduché oblasti s uzitim Dirichletovy
okrajové podminky
Resime rovnici:
0%u
ot?

2 2
:CQ(%+2—;)+fVQ:<O,1O>x<0,1O>, (116)
kde u = u(z,y,t), pro kterou je pouzité explicitni diskretiza¢ni schéma (103). Pro
pirehlednost a snazsi srovnani je nejprve na Obr. (28) vynesen ¢asovy vyvoj Sifeni
jedné viny ze zdroje v bodé [5,2| na oblasti s odrazivou Dirichletovou OP na hranici,
na Obr. (29) potom stejny piipad, pro vinu harmonicky buzenou s predpisem u =
dt*50sin(307%), kde t je ¢as, dt je Casovy krok a T celkovy ¢asovy interval.

Pro oba piipady je patrny vyrazny zpétny odraz od stén oblasti a interference se
zbytkem vlny, pifipadné s nésledujici vinou. Pro harmonicky zdroj interferen¢ni ob-
razec prechézi slozitosti témeér do necitelnosti.

10

0 Hs
2
4

Ho
6
8
10 5

0 2 4 6 8 10

Obréazek 28: éasovy vyvoj TeSeni vlnové rovnice na oblasti jednotkového ctverce.
Zdroj viny je umistén v bodé [5,2], na hranach oblasti je Dirichletova OP.
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Obrazek 29: éasovy vyvoj feseni vlnové rovnice na oblasti jednotkového ¢tverce.
Zdroj viny je ¢asové harmonicky, umistény v bodé [5,2], na hranach oblasti je Di-
richletova OP.

5.4.4 Reseni vlnové rovnice na jednoduché oblasti s uzitim Sommerfel-
dovy okrajové podminky

V dalsim kroku byla feSena zcela stejna tloha jako v predeslém ptipadé, ovSem s
aplikovanou Sommerfeldovou pohlcujici okrajovou podminkou na hranicich oblasti
dle schématu (105). Prubéh feSeni pro jednu vlnu sifici se ze zdroje je a Obr. (30) a
(31).

Na tomto vyvoji je i pfes pohlcujici OP patrny maly zpétny odraz. Ten je zpiso-
ben tim, Ze schéma pohlcujici podminky umoznuje "pohltit’ pouze tu ¢ast ptfichozi
vlny odpovidajici sméru vnéjsi norméaly oblasti. Tento problém na 1D oblasti viibec
nevyvstava, nicméné ve vyssich dimenzich je na néj tfeba pamatovat. Cast viny,
kterd svird s vnéjsi normalou hranice nenulovy thel incidence je v plose a v pro-
storu odrazena. Tato ¢ast je ale pomérné mala (jak je patrno z méfitka), a v piipadé
harmonického zdroje na Obr. (32) je vznikla interference téméf neznatelna.
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Obrazek 30: éasovy vyvoj TeSeni vlnové rovnice na oblasti jednotkového ctverce.
Zdroj viny je umistén v bodé [5,2], na hranach oblasti je Sommerfeldova OP.
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Obrazek 31: Pokrac¢ovani ¢asového vyvoje feSeni vilnové rovnice na oblasti jednotko-
vého ¢tverce. Zdroj viny je umistén v bodé [5,2], na hranach oblasti je Sommerfeldova

OP.



0
5
3 %1073
510 |
0.05
0 | o
-0.05 -
10 |
10 |

Obréazek 32: éasovy vyvoj feSeni vlnové rovnice na oblasti jednotkového ¢tverce.
Zdroj vlny je ¢asové harmonicky, umistény v bodé |5,2], na hranach oblasti je So-
mmerfeldova, OP. Interference se zpétnym odrazem od hranic oblasti je témér zane-
dbatelné.

Obdobné jak je tomu pro 1D piipad na Obr. (22) a (25), i na slozit&jsi 2D oblasti, jako
je oblast vokéalniho traktu, lze také ve zvoleném bodé ’snimat’ pfenosovou funkci. Na
Obr. (33) je vynesen pienos harmonického signéalu (o frekvenci 330 Hz) na vystupu
z vokalniho traktu.

Spectrum of X(t)
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Obréazek 33: Priubéh pieneseného signélu o frekvenci 330 Hz snimaném ve zvoleném
bodé [17,0] na vystupu z vokalniho traktu.
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5.4.5 Reseni vlnové rovnice MKP diskretizaci na oblasti popsané ne-
strukturovanou siti

Nakonec bylo realizovano feseni vinové rovnice ve tvaru (107) na oblasti obdélniku
s Dirichletovou OP, popsané pomoci nestrukturované sité vygenerované prostiedim
Gmsh. Bylo pouzito implicitni ¢asové diskretizac¢ni schéma definované jako (108).
Prabéh §ifeni zdrojového pulsu z vybraného bodu A=[1, 0.5] je na Obr. (34). Po-
dobné jako v MKD schématu zptsobuje Dirichletova OP na hranicich oblasti odraz
inciden¢nich vln, a na oblasti vznikd interferen¢ni obrazec, jako je na Obr. (35).
Byla také otestovana moznost feseni pomoci explicitniho schématu (111), ovsem to
se ukazalo jako vypocetné velmi naro¢né z diivodu nutnosti velmi malého ¢asového
kroku. Ten je ostatné zna¢n& maly i pro implicitni schéma (dt = 107%s).

005
007
. 004
0.06
005 003
. 004
002
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001
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0
[ 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 34: éasovy vyvoj feSeni vinové rovnice na oblasti obdélnika velikosti 1 x 6.
Zdroj viny je umistén v bodé [1, 0.5], na hranicich oblasti je Dirichletova OP.
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Obréazek 35: MKP fteSeni vinové rovnice na oblasti obdélnika velikosti 1 x 6 s Di-
richletovou OP na hranicich po uplynuti ¢asového intervalu T=3E(-3)s.

47



6 Zaveér

V rédmci prace byly feSeny rizné matematické modely popisujici Siteni akustického
signalu, a to z pohledu frekvenc¢ni analyzy a ¢asového vyvoje a byl zkouméan vliv
riznych okrajovych podminek.

Za ucelem seznameni se s problematikou §iteni akustického signalu byl nejprve zpra-
covan teoreticky zaklad zahrnujici popis fyzikalnich jevii a zakoni, se kterymi se v
ramci praci setkavame, jako je tvorba a modulace lidského hlasu, vlastni frekvence
a rezonance systému a prenos signalu. Nésledné byl odvozen matematicky popis
téchto jevi. Byla odvozena, a nasledné pro tc¢ely MKP diskretizovana Helmholtzova
a vlnova rovnice. Prace se také zaméruje na zasadni vliv okrajovych podminek na
feSeni jednotlivych tloh.

V ramci priblizeni zakladnich principu MKP byla metoda nejprve pouzita na mo-
delovou Poissonovu tlohu, pro vinovou rovnici bylo feSeni pfipraveno nejprve v 1D
prace je také zkoumana chyba vypocétia vici znamym analytickym hodnotam a z
této odchylky je postupnym zjeminovanim sité je urc¢en fad metody .

K teseni Helmholtzovy rovnice ve frekven¢ni oblasti je pfistupovano dvéma zptsoby:
feSeni rezonance pomoci vlastnich ¢isel operatoru a pozorovanim prenosu signalu na
oblasti v ramci frekven¢ntho spektra.

Zde je pozorovana rostouci chyba metody pro vyssi vlastni frekvence - nejjednodus-
Sim FeSenim tohoto problému je zjemnéni sité, ovSem za cenu vypocetniho Casu a
vykonu. V rdmci dalsiho studia by mohl byt zajimavy bliz§i pohled na vliv nejen
jemnosti sité, ale i zvySeni stupné polynomu bazovych funkei.

Zesileni vybranych frekvenci je porovnano pro rizné umisténi zdroje vidci snimaci a
i pfes rizné absolutni hodnoty pfeneseného perturbacniho tlaku je patrné, ze systém
rezonuje na stejnych frekvencich nehledé na umisténi zdroje.

Vlnova rovnice je feSena pomoci MKD a MKP také v ¢asové doméné. Bylo pouzito
explicitni i implicitni ¢asové-diskretizacni schéma. OvSem explicitni schéma, citlivé
pocetni ¢as. Pti feseni tlohy je patrny zasadni vliv pohlcujici okrajové podminky,
pomoci které v ramci omezené vypocetni oblasti simulujeme oblast otevienou do
nekonec¢na. I pii aplikaci pohlcujici OP je na oblasti pozorovatelny maly zpétny od-
raz. Ten je zptisoben tim, ze okrajova podminka je schopna pohltit pouze ¢ast viny
Sitici se ve sméru norméaly k hranici oblasti.

Naopak pii odrazivych okrajovych podminkach vznikaji na oblasti vyrazné interfe-
rencni obrazce.
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