~ e /7 v z /7 ij\
CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE C«f\o{}, b

Fakulta jaderna a fyzikéln inzengrska &LE e

Paralelni algoritmy linearni algebry pro
GPU

Parallel algorithms of linear algebra on

GPU

Diplomova préce

Autor: Bc. Matous Fencl
Vedouci prace: Ing. Tomas Oberhuber, Ph.D.

Akademicky rok:  2019/2020






Ceske vysoké uceni technické v Praze, Fakulta jaderna a fyzikalng inzenyrska

Katedra: matematiky

Akademicky rok: 2019/2020

ZADANI DIPLOMOVE PRACE

Student:
Studijni program:
Obor:

Nazev prace (Cesky):

Nazev prace (anglicky):

Pokyny pro vypracovani:

Be. Matous Fencl

Aplikace pfirodnich véd

Aplikované matematicko-stochastické metody
Paralelni algoritmy linearni algebry pro GPU

Parallel algorithms of linear algebra on GPU

1. Implementujte a otestujte paralelni algoritmus pro ndsobeni symetrickych ¥idkych matic s
vektorem pomoci grafového obarveni.

2. Porovnejte vySe odvozeny algoritmus s algoritmem zaloZenym na atomickych instrukcich.

-~ W

. Implementujte paralelni algoritmus pro Gaussovu elimina¢ni metodu na GPU.

. Implementujte distribuovanou verzi paralelni Gaussovy elimina¢ni metody.

5. Nameéite urychleni implementovanych algoritmii.



Doporucens literatura:

1. Y. Saad, Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Second Edition: Society for
Industrial and Applied Mathematics, 2003, ISBN 978-0898715347.

2. J. Cheng, M. Grossman, T. McKercher, Professional CUDA C Programming. First
Edition: Worx, 2014, ISBN 978-1118739327.

3. D. B. Kirk, W. W. Hwu, Programming Massively Parallel Processors, Third Edition: A
Hands-on Approach. Morgan Kaufmann, 2016, ISBN 978-0128119860.

4. N. Bell, M. Garland, Efficient Sparse Matrix-Vector Multiplication on CUDA, NVIDIA
Technical Report NVR-2008-004, 2008.

5. D. Langr and P. Tvrdik, Evaluation Criteria for Sparse Matrix Storage Formats, in IEEE
Transactions on Parallel and Distributed Systems 27, 2, 428-440, 2016.

Jméno a pracovisté vedouci diplomové prace:

Ing. Tomas Oberhuber, Ph.D.
Katedra matematiky, FJFI CVUT v Praze, Trojanova 13, 120 00 Praha 2

Jméno a pracoviété konzultanta:

Datum zadani diplomové prace: 31.10.2019

Datum odevzdani diplomové prace:  4.5.2020

Doba platnosti zadani je dva roky od data zadani.

V Praze dne 15. fijna 2019

vedouci katedry







Podékovani:

Chtél bych zde podékovat predevsim svému skoliteli Ing. Tomasi Oberhuberovi, Ph.D. za
peclivost, ochotu, vstricnost a odborné i lidské zazemi pri vedeni mé diplomové prace.

Cestné prohldaseni:

Prohlasuji, Ze jsem tuto praci vypracoval samostatné a uvedl jsem vSechnu pouzitou literaturu.

V Praze dne 24. ¢ervence 2020 Matous Fencl






Nazev prace:

Paralelni algoritmy linearni algebry pro GPU

Autor: Be. Matous Fencl
Obor: Aplikované matematicko-stochastické metody
Druh prace: Diplomova prace

Vedouct price: Ing. Tomas Oberhuber, Ph.D., Ceské vysoké uéeni technické v Praze, Fakulta
jadernd a fyzikalné inzenyrskd, Katedra matematiky

Abstrakt: Cilem této prace je ndvrh algoritmu pro nasobeni fidkych symetrickych matic na
GPU a vypocet soustav linedrnich rovnic rovnéz na GPU. Jako numerickd metoda pro feSeni
soustav linearnich rovnic byla zvolena Gaussova Elimina¢ni metoda. Implementace je prove-
dena pomoci jazyka C++ na CPU a pomoci nVidia CUDA a knihovny MPI na GPU. Déle se
pro implementaci pouzila knihovna TNL a zaroven se vysledné algoritmy stdvaji soucasti této
knihovny. V textu jsou prezentovany casy vypocti Gaussovy Elimina¢ni metody a urychleni
implementovanych algoritmt pro CPU i GPU. Déle jsou prezentovany vysledky SpMV ve
formé tabulek a grafti s ¢asy vypoctt véetné urychleni na CPU i GPU.

Klicovd slova: Gaussova Elimina¢ni metoda, GEM, TNL, MPI, nVidia, nVidia CUDA, GPU,
paralelizace, SpMV, Ellpack, symetricky Ellpack, atomické instrukce, specialni maticové obar-
veni

Title:

Parallel algorithms of linear algebra on GPU

Author: Be. Matous Fencl

Abstract: The aim of this work is to suggest algorithm for multiplication of sparse symmet-
ric matrices with vectors on GPU and numerical calculation of systems of linear equations.
Gauss Elimination method is a chosen numerical method used to solve systems of linear
equations. Its implementation is accomplished using TNL library. Final algorithms are part
of this library. The implementation is attained via C+4 programming language on CPU
and via nVidia CUDA toolkit and MPI library on GPU. Acquired results are presented in
a form of figures, tables of computation times and efficiency of implemented algorithms for
CPU and GPU. Further, results of SpMV are presented in a form of tables and figures with
computational time and efficiency for CPU and GPU.

Key words: Gauss Elimination Method, GEM, TNL, MPI, nVidia, nVidia CUDA, GPU,
parallelization, SpMV, Ellpack, symmetrick Ellpack atomic instructions, special matrix col-
orization






10



Obsah

1 Nastroje

1.1 CUDA . . . e e e
1.2 OpenMP . . . . . e
1.3 TNL . . e e e
1.4 MPIL . . . o

2 Nasobeni ridké symetrické matice s vektorem
2.1 Ellpack format . . . . .. .. .
2.1.1  Symetricky Ellpack format . . ... ... ... .. ... ... .....
2.2 Paralelni SpMV . . . . . .
2.2.1 SpMYV s atomickymi instrukcemi . . . . ... ... ... 00

2.2.2  SpMV s maticovym obarvenim . . . . . .. .. .. ... ... ...

3 Vysledky nasobeni matice s vektorem
3.1 CPU SpMV s OpenMP . . . . . .. . . .. . . . .
3.1.1 CPU SpMYV s jednoduchou presnosti a OpenMP . . . . ... ... ..
3.1.2 CPU SpMYV s dvojitou presnosti a OpenMP . . . . . .. ... ... ..
3.2 SpMYV s jednoduchou presnosti . . . . . .. ... ... ... oL,
3.3 SpMV s dvojitou pfesnosti . . . . . . . ... L

4 Gaussova eliminaéni metoda
4.1 Sekvencéni Gaussova eliminaéni metoda . . . . . . . . . . . ... ... ...
4.2 Paralelni Gaussova eliminaéni metoda . . . . . . . . . . .. ... ... .. ..

4.3 Paralelni Gaussova eliminaéni metodas MPI . . . . . . . . .. .. ... ...

5 Vysledky Gaussovy Eliminac¢ni metody
5.1 GEM s jednoduchou pfesnosti . . . . . . .. .. ... oo
5.2 GEM s dvojitou pfesnosti . . . . .. .. Lo o

13
13
16
16
17

19
19
22
25
25
27

39
41
41
43
46
48

53
93
95
o8



5.3 MPI GEM

12



Uvod

Numerické vypocty jsou dulezitou soucasti aplikované matematiky v oblastech, kde se
analytické vysledky nedaji viibec nebo jen velmi obtizné najit. Z toho divodu je snaha vyuzit
maximéalniho vypocetniho vykonu dnesnich pocitact i pocitacovych klastra, jenz jsou pro
tyto vypocty urceny. Klasické pocitacové procesory jiz v dnesni dobé dosahuji maximalniho
mozného vykonu, ktery jim fyzikalni zdkony dovoli a proto je snaha vyvijet paralelni programy
fungujici na grafickych akceleratorech. Jednou z moznosti je pouziti grafickych akcelerdtort
od znacky nVidia za pomoci programovaci architektury CUDA.

V prvni kapitole této prace si rychle predstavime néstroje pro implementaci dvou zaklad-
nich operaci, které jsou v numerické matematice feseny velmi ¢asto. Jedna se o nasobeni ridké
symetrické matice s vektorem a feSeni soustav linearnich rovnic. V mnoha ptipadech je mezi-
vysledek zachovan v ridké symetrické matici, kterou je nutno nasledné néasobit s vektory. Ve
druhé kapitole tedy ukazeme dva algoritmy pro nasobeni ridké symetrické matice s vektorem,
kde jako prvni zpusob zvolime atomické instrukce a jako druhy zptusob zvolime specidlni obar-
veni matice pro predejiti konflikti v pristupech do paméti. Dale ve druhé kapitole porovname
obé metody na testovacich maticich. Ve tieti a posledni kapitole ukazeme implementaci nej-
jednodussi verze Gaussovy elimina¢ni metody na CPU a nasi paralelni verzi pro GPU, kterou
nasledné rozsirime pomoci MPI pro vypocetni klastry. Na konci této kapitoly také ukazeme
vysledky obou implementaci na testovacich maticich.
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Kapitola 1
Nastroje

V této kapitole ukazeme nastroje, které jsme pro reseni algebraickych tloh pro CPU a
GPU pouzili. Jedna se o CUDA toolkit, ktery umoznuje programovani na grafickych akcelers-
torech znacky nVidia. Nasledné si rychle predstavime OpenMP, které se vyuziva pro paralelni
programovani se sdilenou paméti. Dale si ve zkratce predstavime knihovnu TNL, do které se
implementace provadély a jejichz soucéasti se vysledné algoritmy stanou. A nakonec predsta-
vime Message Passing Iterface jenz se pouziva pro programovani s distribuovanou paméti.

1.1 CUDA

Spole¢nost nVidia v soucasné dobé vyrabi jedny z nejlepsich grafickych karet na svété.
Grafické karty obecné se vyznacuji hlavné velkym pocétem jader (téz CUDA jader), jejichz
pocet se na kazdém modelu lisi. Pocet jader je u nejlepsich karet vétsi nez 5000. Jedno CUDA
jadro sice neni tak vykonné jako jedno jadro klasickych procesortt CPU, ale kviili jejich poctu
je celkovy vykon GPU mnohonéasobné vyssi.

Grafické karty od nVidia se vyznacuji velkym mnozstvim vypocetnich jednotek (ALU -
arithmetic logic unit), které jsou usporadany do SM jednotek (Streaming Multiprocessor). Na-
priklad grafickd karta P100, na které se budou vypocty provadét, obsahuje 28 SM jednotek,
kde kazda ma 128 CUDA jader. Tedy celkem obsahuje 3584 CUDA jader. Kazdy multipro-
cesor je navrzen tak, aby na ném byly spoustény stovky paralelnich vldken. Tato vlakna jsou
obecné razena do warpu, kde jeden warp obsahuje 32 synchronnich vldken. Na multiproce-
soru se poté spousti jednotlivé warpy, jejichz vldkna jsou pfipravena na vypocet (maji nac¢tena
data z paméti). Z toho divodu je nutné program spoustét s vétsim mnozstvim vldken nez
je CUDA jader dané grafické karty. Timto zptsobem se vyuziva maximalni vypocetni vykon
multiprocesoru a GPU timto snizuje efekt latenci paméti.

CUDA toolkit, neboli Compute Unified Device Architecture dale jen CUDA, je néstroj
umoznujici paralelni programovani na grafickych akceleratorech spolecnosti nVidia. Jak je
uvedeno v [3, 4], v CUDA je mozno programovat pomoci jazyku C/C++, Fortranu a dalsich.
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16 KAPITOLA 1. NASTROJE

CUDA rozsifuje programovaci jazyk C o kernelové funkce. Z obecné definice kernelové
funkce ,kterd je znazornéna nize, je vidét, ze se pro definici pouziva identifikdtor __global__.
Zéroven je si mizeme vsimnout, ze z kernelové funkce neni mozné vracet hodnoty. Jedinou
moznosti jak dostat hodnoty z kernelové funkce je pomoci parametra.

void KernelName( type parameterl, ... )
{
int i = threadldx.x;
}

Volani kernelové funkce poté vypada nasledovné.

KernelName <<< gridSize, blokSize, sharedMemory >>>( type parameterl, ...);

Kernelové funkce se spoustéji paralelné na GPU a to s poCtem vldken, ktery si zvolime
pomoci proménnych blockSize a gridSize. Proménnda blockSize nam urcuje pocet vldken
v jednom bloku, viz obrazek 1.1 zluté pole. Jak jiz bylo feceno, jakmile jsou data pro vsech
32 vldken jednoho warpu pripravena ke zpracovani prochazi kédem synchronné. Jeden blok
muze byt az t¥i-dimenzionalni, coz muze ulehéit prepocitavani indext u vicerozmérnych tloh.
Pocet blokli v jednom gridu poté uréi proménnd gridSize, viz obrazek 1.1 zelené pole. Grid
muze byt opét jedno-dimenzionalni az t¥i-dimenzionalni, stejné jako tomu bylo u bloki.

Dilezitou soucasti programovani na GPU je moznost ukladani proménnych do riiznych
pameéti grafické karty. Grafické karty od nVidia obsahuji obvykle t¥i druhy paméti. Prvnim jsou
registry, které jsou pripojeny prfimo ke CUDA jadrim a uklddaji se do nich lokalni proménné
z kernelovych funkci. Tyto proménné mé kazdé vldkno svoje tzn. nejsou sdilené. Druhou
paméti je sdilend pamét. V této paméti se musi predem alokovat misto pomoci specidlniho
parametru pri volani kernelové funkce. Parametr sharedMemory obsahuje velikost mista v
bytech, které chceme pridélit jednomu bloku. Uvniti kernelové funkce se k této paméti poté
pristupuje pomoci identifikdtoru __shared__. Sdilend pamét neni velkd, proto by se do této
paméti mély ukladat pouze nejpouzivanéjsi sdilené proménné. Tato pamét funguje podobné
jako L1 cache na CPU, je stejné rychld jako registry. Poslednim moznym tlozistém na GPU
je globalni pamét, ktera ma obvykle velikost nékolika GB. VSechny ostatni proménné, které
se do kernelové funkce predéavaji pomoci parametri musi byt v globalni paméti. Pro alokaci
mista v globalni paméti grafické karty slouzi funkce cudaMalloc() a k uvolnéni této paméti
funkce cudaFree (). Do této paméti je Casto potfeba kopirovat data z paméti CPU, k tomu
slouzi funkce cudaMemcpy (). Tato funkce slouzi i ke kopirovani dat v opacném sméru, tedy z
GPU na CPU. Vsechny tyto funkce jsou podrobné popsény v [4].

Vice se o programovani pomoci CUDA muzete docist v [3, 4, 5].
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Obr. 1.1: Grid, bloky a vldkna, pfevzato z [4].

Pii programovani na GPU je nutné myslet i na podminky spojené s pfistupy do paméti.
Nejen, ze kazda pamét je jinak rychla a je tedy nutné rozmyslet, které proménné kde ulozit, ale
i v jakém potadi se bude do dané paméti pristupovat. Globalni pamét je dobfe navrzena pro
sekvencni pristup po 128-bytech na warp. Této podmince se také fika podminka sloucenych
pristupt do paméti. Je tedy dilezité aby 32 vliken jednoho warpu pristupovalo do paméti o
128-bytech najednou a jednotliva vlakna nesahala do rtiznych ¢asti paméti. Na obrazku 1.2
je znazornéno jakym zptsobem by méla vldkna jednoho warpu pristupovat do paméti aby
splnila podminku slou¢enych pristupi, zatimco na obrazku 1.3 je zndzornéno nenaplnéni této
podminky, kde prvnich 31 vldken warpu je nuceno ¢ekat dokud 32. vlakno nenacte data z
dalsiho bloku paméti.

Pamét

Vidkna \0\\\\\\\\\\\\\\\\15\\\\\\\\\\\\\\\31\

Obr. 1.2: Naplnéni podminky na slouc¢ené pristupy do globéalni paméti GPU.
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Obr. 1.3: Nenaplnéni podminky pro sloucené pristupy do globalni paméti GPU.

1.2 OpenMP

OpenMP je API (Application Programming Interface), které umoziiuje vytvaret paralelni
programy v C, C++ a Fortranu, uréené pro architektury se sdilenou paméti. OpenMP je
zalozeno na direktivach, které umoznuji jednoduchou tvorbu paralelntho kédu. Nejnoveéjsi
standard verze 5.0 pro C, C++ i Fortran byl vydan roku 2018.

OpenMP umoznuje pomoci jednoduchych direktiv spoustét paralelné casti kédu ¢i for-
cyklus. V této praci se vyuzije pravé paralelni for-cyklus, kde kazdé vldkno provede cast
iteraci a to v poradi, v jakém jsou vytizeny. Priklad voldni takového for-cyklu je znézornén
nize.

#pragma omp parallel for

for( int i = 0; i < 10; i++ )

{
}

Vice o direktivich muzete nalézt v [1].

1.3 TNL

Template Numerical Library, dale jen TNL, je numericka knihovna, ktera je vyvijena pod
vedenim doktora T. Oberhubera na Katedfe matematiky Fakulty jaderné a fyzikalné inze-
nyrské Ceského vysokého uceni technického v Praze. V TNL jsou implementovany nejriiznéjsi
fesice a datové struktury s nimiz se jednoduse pracuje v ramci paméti. TNL umoznuje jedno-
duché vytvareni téchto datovych struktur v rdmci paméti CPU i GPU a déle s nimi umoznuje
pracovat nezavisle na paméti, ve které jsou ulozeny. Tato vlastnost umoznuje jednoduchou
piipravu dat pro vypocet. Jak bylo fe¢eno v predchozi ¢asti, nékteré z téchto datovych struk-
tur si zde blize popiseme, viz [2].

Zésadni vyhodou kontejnert implementovanych v TNL je automatické alokovani paméti,
moznost automatické realokace a snadné kopirovani mezi CPU a GPU. Obé zakladni struk-
tury, které zde budeme popisovat, maji tuto funkci implementovanou.

Zékladnim kontejnerem v TNL je pole, neboli Array. Jelikoz se jednd o Ssablonovou kni-
hovnu, tak i tento zdkladni kontejner je implementovan nasledujici Ssablonou:
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Array< Element, Device, Index, Allocator >. Zde Element znaci datovy typ uloZeny v
poli, Device miize nabyvat hodnot Host pro CPU nebo Cuda pro GPU a udava zafizeni,
na kterém se budou operace s polem provadét. Dale Index znaci datovy typ indexovani a
Allocator znaci typ alokace a dealokace v paméti. Tento parametr se bézné voli Default,
coz zna¢i typ alokace odpovidajici parametru Device. Kontejner Array mé metody typu
setSize(),getElement (), setElement (), funkci swap () pro zdménu dvou poli a dalsi. Zaro-
vell jsou pro kontejner Array pretypovany operatory indexovani, prifazeni, porovnani a dalsi,
coz znacné ulehc¢uje praci s touto zakladni strukturou.

Druhym zakladnim kontejnerem je Vector< Real, Device, Index, Allocator >.Tento
kontejner je nadstavbou Array. Pridava vektorové nasobeni a séitdni. Jedné se o kontejner,
ktery reprezentuje vektory v matematice.

V této praci se omezime vyhradné na tyto dvé datové struktury i pres moznost vyuziti
dalsich zakladnich struktur v TNL implementovanych. Vice se o TNL muzete docist v [2].

1.4 MPI

MPI, neboli Message Passing Interface je knihovna, kterd byla vytvorena v roce 1994. V
soucasné dobé je MPI standard pro Message Passing model v paralelnim programovani pro
distribuované architektury. Message Passing model je model, ktery umoznuje posilani zprav
mezi jednotlivymi procesy paralelniho programu. MPI tedy umoznuje vytvaret paralelni al-
goritmy pro vicejddrové procesory, vice procesorové pocitace nebo celé vypocetni klastry.
Paralelizace pomoci MPI je mozna i pro vice grafickych akceleratoru, kterymi jsou vypocetni
klastry vybaveny. V. MPI je mozné programovat pomoci jazykia C/C++ a Fortranu.

Pomoci zakladnich funkci je mozné rozesilat data mezi vSechny ¢i jen nékteré procesy da-
ného programu. Timto zptisobem je docilena komunikace mezi jednotlivymi procesy. Nékteré
ze zakladnich funkci si nyni ukazeme.

Dtlezitou funkci je MPI_Comm_size( MPI_Comm communicator, int* size), kterd uklada
pocet spusténych procestt v komunikdtoru communicator do proménné size. MPI_Comm je
oznaceni pro komunikator tedy skupinu procest, kterou si sami na zacatku zvolime. Tato
proménnd zjednodusuje posilani informace a prijem informaci v ramci skupin procesti. K iden-
tifikaci jednotlivych procesi slouzi funkce MPI_Comm_rank (MPI_Comm communicator,intx*
rank), kterd do proménné rank ukldda cislo procesu v daném komunikatoru. Tato identi-
fikacni Cisla zacinaji 0 a zvétsuji se do size — 1. Jednotlivé procesy mohou mit i vlastni
jména. O tomto pristupu se muzete docist vice v [7].

Funkece

MPI_Send( void* data, int count, MPI_Datatype datatype, int destination,
int tag, MPI_Comm communicator)

MPI_Recv( void* data, int count, MPI_Datatype datatype, int source,
int tag, MPI_Comm communicator, MPI_Status* status)

jsou hlavnim nastrojem pro posilani zprav z jednoho procesu do druhého. Obé funkce
obsahuji parametry data, jako ukazatel na data, count, pocet prvkla v datech, datatype,
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jako typ dat ktery mtze byt MPI_INT, MPI_FLOAT, MPI_DOUBLE a dalsi, tag, coz je dalsi volny
parametr typu int a communicator, je, jak uz bylo feceno, skupina procesii. MPI_Send ma
navic parametr destination, ktery urcuje rank proces, kam se informace posila. MPI_Recv
mé obdobny parametr source, coz je rank odesilajiciho procesu a navic status, ktery slouzi
k ovladani programu.

Dalsi funkce, které z MPI vyuzijeme v kapitole o Gaussové Elimina¢ni metodé, jsou

MPI_Bcast( void* data, int count, MPI_Datatype datatype, int root,
MPI_Comm communicator)

MPI_Allgather( void* send_data, int send_count, MPI_Datatype send_datatype,
void* recv_data, int recv_count, MPI_Datatype recv_datatype,
MPI_Comm communicator , MPI_Status* status).

Funkce MPI_Bcast rozesila informace obsazené v data z procesu root do vsech ostatnich
procest v dané skupiné procesii communicator. Druhou funkei je MPI_Allgather, kterd vezme
z kazdého procesu data send_data. Tato data nasledné urovnéa do jednoho velkého bloku v
poradi odpovidajici ¢islu rank dané skupiny procest v communicator a nasledné tento velky
blok rozesle vSsem procestim zpét. MPI nabizi i dalsi funkce, o kterych je mozné dozvédét se
v [7].



Kapitola 2

Nasobeni ridké symetrické matice s
vektorem

Nésobeni matice s vektorem, také SpMV (Sparse Matrix Vector multiplication), tj.
A-x = b,

pro A € R"™*™ x € R™ a b € R" je jedna ze zdkladnich operaci, kterou provddime s maticemi.
Je dilezitou soucésti iterativnich resicli, které na této operaci travi mnoho casu. Proto je
dilezité udélat nasobeni matice s vektorem maximalné rychlé s minimalnimi pozadavky na
pamét, viz [10].

Matice, které je nutné s vektory nasobit, jsou casto ridké a navic symetrické, z toho divodu
se v této kapitole zamérime na format pro fidké matice Ellpack a jeho symetrickou verzi.
Ukéazeme jakym zpiisobem probihd nésobeni fidké symetrické matice s vektorem, dale jen
SpMV, a jaké tato operace prinasi vyhody a nevyhody. Déle si ukdzeme dva mozné zptisoby
feseni téchto nevyhod v podobé atomickych instrukci a specidlniho maticového obarveni.
Nakonec porovname tato dvé feseni na testovacich maticich z [14].

2.1 Ellpack format

Pro ulozeni matic do paméti existuje velké mnozstvi formata. Cilem této prace je zkou-
mat symetricky Ellpack formét pro ulozeni ridké symetrické matice, tedy symetrické matice,
kterda ma malo nenulovych prvki, a jeji ndsobeni s vektorem. Nejprve tedy ukdzeme zpiisob
ukladani matice pomoci Ellpack forméatu a nésledné jeho symetrickou verzi.

Ellpack je jeden z formatu pro ukladani a préci s fidkymi maticemi, jak je popsédno v [9] a
[10]. V Ellpack formétu se matice n x m s maximélné K nenulovymi prvky na fadku uklada
do vektoru data o velikosti n - K s doplnénim nul na konci radki, které maji méné nez K
nenulovych prvki. Analogickym zptsobem se ukladaji i indexy sloupct do vektoru columns,
kde se jako zarovnavaci znak pro umeéle vytvorené nulové prvky (paddinglndex) pouzivd —1.
Priklad pro CPU je zobrazen v rovnici (2.1).

21
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(2.1)
K =3,
data=[170280539640],
colums=[01 —-112 -102313 —1].

Pamét na CPU s sebou nenese zadné dodatecné podminky pro pristupy, zatimco na GPU
se snazime dosdhnout sloucenych pristupt popsanych v kapitole o CUDA. Z toho divodu se
ulozeni ve formatu Ellpack lisi pro CPU a GPU.

Je dobré zminit, ze pristup k prvkim matice pomoci dotazani na i-ty radek a j-ty slou-
pec znamend nejprve prohleddvani vektoru columns a zjistovani zda tento prvek je v matici
nenulovy a poté hledani prvku ve vektoru data. Pii SpMV ale neni nutné pocitat s nulovymi
prvky a proto bude stacit prochézet vektory postupné a pripocitavat priristky k vyslednému
vektoru.

SpMV pro Ellpack matici na CPU v paralelni formé pomoci OpenMP je znézornéno v
kédu 1. V tomto kdédu se paralelné prochazi vsechny fadky a sekvencéné se pro kazdy radek
matice A pocita vysledek do vektoru b.

Algoritmus 1 Funkce pro SpMV s Ellpack formatem na CPU.

1: void EllpackSpMV ( const Ellpack* A,

2: const Real* x,

3: Real* b)

4: #pragma omp parallel for

5: for Index row = 0; row < n; row ++ do

6: IndexType i = row*xA.K

7: IndexType rowEnd = (row+1)*A. K

8: IndexType columnlndex

9: while i < rowEnd A ( columnIndex = A.columns[i] ) # -1 do
10: b[ row | += A.data[ i | *@[ columnIndex |

11: i+=1

Pro spravné ulozeni matice A na GPU je nutné rozmyslet v jakém poradi se bude k prvkum
matice A pristupovat. Je zfejmé, ze vhodnym mapovanim bude jedno CUDA vldkno na jeden
radek matice A. Prvnich 32 vldken tedy pristoupi k prvnim prvkidm na prvnich 32 fadcich
matice A. Z toho duvodu je vhodné matici na GPU ulozit zptisobem splnujicim podminku
pro sloucené pristupy do paméti. Je tedy nutné uklddat nejprve prvni nenulové prvky pro
vSechny radky, nasledné druhé nenulové prvky pro vsechny fadky az do K, coz je maximalni
pocet nenulovych prvka na rfadku. Zaroven je nutné zarovnat pocet fadklt na nasobek 32,
coz je velikost jednoho warpu popsaného v kapitole o CUDA, z divodu podminky sloucenych
ptistupt. Toto ¢islo ozna¢ime jako n = (|n/32] + 1) % 32, kde n znac¢i pocet fadki matice
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A. Toto cislo n také urcuje vzdéalenost nasledujictho prvku na fadku matice A ve vektoru
data. Ukédzka ulozeni matice ve forméatu Ellpack je zndzornéna v rovnici (2.2). Zde bylo,
jako zarovnavaci znak ve vektoru columns pro fadky, které maji méné nenulovych prvki
nez ostatni radky, pouzito ¢islo —1. Timto c¢islem se také doplni nulové radky, které jsme do
paméti uméle pridali z divodu podminky na sloucené pristupy. Vektory data i columns maji
nyni velikost K - 7, kde K je opét maximélni pocet nenulovych prvka na jednom radku. Pro
tak maly ptiklad jako je (2.2) se zd4 zarovndni paméti na ndsobek 32 jako zbytecna alokace
pameéti, tento faktor je ale u matic s milibnovym poctem radku zanedbatelny.

1 700
A 0 2 8 0 ,
5 0 3 9
0 6 0 4
A= 32,
K= 3 (2.2)
data=[ 1, 2,5, 6, 0,...,0,
7.8 3,4, 0,....0,
0,0,9 0, 0,...,0],
colums=[ 0, 1,0, 1, —1,...,—1,
1,22 3 —1,...,-1,
~1, -1, 3, -1, —1,...,—1].

Kernelova funkce pro SpMV pomoci Ellpack formatu na GPU je znazornén v kédu 2. Tato
kernelova funkce se spousti s poc¢tem vldken rovnym poctu radku matice A a jedno CUDA
vldkno pocita s jednim radkém této matice.
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Algoritmus 2 Kernelova funkce pro SpMV s Ellpack formatem.

__ global

void EllpackSpMVKernel( const Ellpack* A,
const Real* x,
Real* b)

const IndexType rowldx = blockldx.x * blockDim.x 4+ threadldx.x
if rowldx >=n then
return
IndexType i = rowldx
IndexType el( 0 )
: Real result( 0.0 )
: IndexType columnIndex
: while el++ < ALK A
(columnIndex = A.column[i] ) <m A
columnlndex # —1 do
16: result += A.data[i ] *x[ columnIndex |
17: i+=An > 1 = i+(|numColumns/32] + 1) - 32
18: b[ rowldx | = result

e e e

2.1.1 Symetricky Ellpack format

Symetricky Ellpack format pro matici A € R™ " je analogicky ke klasickému Ellpack
formatu, jedinou zménou je ukladani pouze pod-diagonalnich a diagonalnich prvki. Pro CPU
mé vektor data velikost n - K, kde K je maximalni pocet nenulovych pod-diagonalnich a
diagonalnich prvkid na jednom tadku. Piiklad ulozeni matice A do symetrického Ellpack
formatu na CPU je zndzornén v rovnici (2.3).

o O N =
S 00 N
© W o O
S © o O

(2.3)
K =2
data=[107283609]
columms =0 —1011212].

Ulozenim pouze pod-diagondalnich a diagonalnich prvka jsme sice snizili pamétové naroky,
ale pri vypoctu se musi pocitat s pod-diagonalnimi prvky i jako s nad-diagonalnimi. V rov-
nici 2.4 je znazornén -ty fadek vysledku nésobeni matice A s vektorem x. Zde teckovana
cast odpovida pod-diagonalnim a diagonalnim prvkam, ke kterym se v symetrickém Ellpack
formatu pristupuje primo, a podtrzend ¢ast odpovidd nad-diagonalnim prvkam matice A, k
nimz se pristupuje jako k prvkim transponovanym, tedy pod-diagonalnim.
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m—1
(A*m‘)lz ZAiJ*l‘] ZA’]*$J+ ZAlj*ZB]
j=0 Jj=i+1
(2.4)
_ZAlﬁ*mJ+ Z *m] ZA”*:CJ—# Z Aji*xxj
Jj=i+1 Jj=i+1

Jednoduchy pseudokdd 3 znazornuje pocitani SpMV za pomoci pouze pod-diagonélnich a
diagonalni prvki matice A, které jsou v symetrickém Ellpack formatu ulozeny. Radky 4 a 5
tedy reprezentuji prirustky nad-diagonalnich prvka matice A k vyslednému vektoru b.

Algoritmus 3 SpMV se symetrickym Ellpack formatem pomoci pod-diagonélnich a diago-
nélnich prvki.

1: for i =0;7<mn;7++ do

2: for j=0;5<4 j++ do

3 b, += Ai,j * &
4: if j <i then
5 bj += Ai’j * I;

Sekvenéni kdd pro symetricky Ellpack formét je znazornén v algoritmu 4. Paralelni verze
tohoto kédu za pouziti #pragma omp parallel for by bez dalsich tprav fungovat nemohla
z davodu konflikti v paméti vystupniho vektoru. Doposud jedno vlakno pocitalo vzdy pri-
rustky pouze k jednomu radku vystupniho vektoru. V symetrické verzi Ellpack formatu musi
jednotliva vlakna pristupovat do ruznych radkia vystupniho vektoru z nutnosti poc¢itani nad-
diagondlnich prvka a tak by se mohlo stat, ze do vystupniho vektoru bude zapisovat vice
nez jedno vldkno najednou a tim by mohl vzniknout nedefinovany vyraz. Timto problémem
se budeme zabyvat v nasledujici kapitole o atomickych instrukcich a v kapitole o speciadlnim
maticovém obarveni.

Algoritmus 4 SpMV se symetrickym Ellpack formatem na CPU.

1: void EllpackSymmetricSpMVFunction( const EllpackSymmetric* A,
2: const Real* x
3: Real* b)
4: for IndexType row = 0; row < A.n; row ++ do
5: IndexType i = row*xA. K
6 const IndexType rowEnd = (row+1)*A. K

7 IndexType colldx

8 while i < rowEnd A ( colldx = A.columns[i] ) # -1 do
9

blrow| += A.datali]*x[colldx] > pod-diagonalni a diagonélni prvky
10: if row # colldx then
11: b[colldx] += A.datali]*x[row] > nad-diagonélni prvky
12: i+=1

Ekvivalentnim zpiisobem jako klasicky Ellpack na GPU se ukladé i symetricky Ellpack
na GPU. Je opét nutné nejprve zvolit mapovani vldken pii nasobeni matice s vektorem v
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CUDA kédu, abychom nasledné mohli rozmyslet, v jakém potadi prvky ukladat. Je ziejmé,
ze mapovani jednoho CUDA vldkna na jeden fadek matice A bude opét fungovat pokud
pri pocitani s pod-diagonalnimi prvky budeme zaroven pocitat i s jejich transpozici, tedy
s nad-diagonalnimi prvky, a tudiz je nebudeme z paméti ¢ist dvakrat. Tento zptisob je jisté
jednodussi nez pristupovat k nad-diagondlnim prvkum zvlast. Pokud bychom totiz chtéli
pristupovat k nad-diagonédlnim prvkum, je nutné prohledavat celé vektory data a columns,
protoze primy pristup k prvku na pozici (i,j) je ve formatu Ellpack pomaly. Priklad ulozeni
matice A na GPU je zndzornén v rovnici (2.5).

1 700
A 7 2 8 6 ’
0 8 39
0 6 90
A= 32, (2.5)
K= 2
data=[ 1,7, 8, 6, 0,...,0,
0,239 0,...,0],
colums=[ 0,0, 1, 1, —1,...,—1,
32, 1,2 2 —1,...,—1].

Velikost vektorti data a columns je opét K -7, kde K opét oznacuje maximéalni pocet
prvki na jednom fadku matice A pod diagondlou véetné diagonély a 7 = (|n/32] 4+ 1) % 32,
kde n opét znaci pocet fadku matice A.

Nefunkéni kernelova funkce pro vypocet na GPU je znazornéna v algoritmu 5. Tento
kéd opét nemiize fungovat z duvodu konfliktd v paméti popsanych vyse. Dany kéd budeme
upravovat v nasledujicich kapitole o atomickych instrukcich a kapitole o specialnim maticovém
obarveni.
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Algoritmus 5 Kernelova funkce pro SpMV se symetrickym Ellpack formatem na GPU.

__ global
void EllpackSymmetricSpMVKernel( const EllpackSymmetric* A,
const Real* x,
Real* b)
const IndexType rowldx = blockIdx.x * blockDim.x 4 threadldx.x
if rowldx >= A.n then
return
IndexType i = rowldx
IndexType el = 0
IndexType colldx
: while el++ < ALK A
( colldx = A.columns[i] ) < A.m A
colldx # A.n do
browldx] += A.data[i]*x[colldx] > pod-diagondlni a diagonalni prvky
if rowldx # colldx then
b[colldx] += A.datali|*x[rowldx] > nad-diagonalni prvky
i+=An

o S e S e G O = T
A Al > el o

»—
o

2.2 Paralelni SpMV

Jak bylo feceno v minulé ¢asti prace, pfi paralelnim nasobeni matice A s vektorem x
budeme mapovat jedno vldkno na jeden rfadek matice A. PTi tomto pristupu k prvkim za
podminky symetrického ulozeni matice ve formatu Ellpack se musi kazdy pod-diagonalni
prvek také transponovat a prispét na patiiéné misto vystupniho vektoru b. Kazdé vlakno
tak pracuje s nékolika fadky vystupniho vektoru b. Muze se tak stat, ze na jedno misto
vystupniho vektoru bude zapisovat vice nez jedno vldkno najednou a tak mohou vznikat
konflikty v paméti. Tyto konflikty poté vedou k nedefinovanym vyrazim a proto je nutné
konflikty odstranit. V nasledujicich sekcich ukazeme dvé mozné feseni tohoto problému a to
pomoci atomickych instrukci a specialniho maticového obarveni.

2.2.1 SpMYV s atomickymi instrukcemi

Atomické instrukce zabranuji konfliktim v paméti nasledujicim zptusobem. Pokud néjaké
vldkno na dané misto jiz zapisuje, potom ostatni vlakna maji zakdzany pristup do dané
paméti a musi ne¢inné ¢ekat. Atomické instrukce jsou implementovany jak v OpenMP tak v
CUDA. Obé funkce jsou znazornény nize v algoritmech 6, 7. Vyhodou atomickych instrukci je
jednoduchd implementace. Zirejmou nevyhodou je pak nutnost zastaveni vypoctu v nékterych
vlaknech paralelniho kédu, dokud ostatni vldkna neukondéi svij pristup do paméti. Samotné
konflikty v paméti ale také zpomaluji kod.

Paralelni verze kédu pro CPU, ve kde se vyuzije paralelniho programovani pomoci Ope-
nMP a jednoduchého paralelniho for-cyklu, je zndzornéna v algoritmu 6. Atomické instrukce
v takovém pripadé maji tvar pouhého volani #pragma omp atomic.
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Algoritmus 6 Funkce pro SpMV se symetrickym Ellpack formatem a atomickymi instruk-
cemi na CPU.
1: void EllpackSymmetricSpMVFunction( const EllpackSymmetric* A,

2: const Real* x,

3: Real* b)

4: #pragma omp parallel for

5: for IndexType row = 0; row < A.n; row ++ do

6: IndexType i = row*xA.K

7: const IndexType rowEnd = (row+1)*A. K

8: IndexType colldx

9: while i < rowEnd A ( colldx = A.columns[i] ) # -1 do

10: #pragma omp atomic

11: b[row] += A.datali]xx[colldx] > pod-diagondlni a diagonalni prvky
12: if row # colldx then

13: #pragma omp atomic

14: b[colldx] += A.datali]*x[row] > nad-diagondlni prvky
15: i+=1

Paralelni verze kédu pro GPU je zndzornéna v algoritmu 7. Globalni funkce z algoritmu
7 se spousti s poctem vlaken rovnym 71, coz je pocet fadkli n matice A zarovnany na nasobek
32. Nésledné kazdé vlakno pristupuje do vsech pod-diagonalnich prvki a diagonalniho prvku
svého radku a atomicky pri¢ita jejich hodnotu s nasobkem vstupniho vektoru & do vysledného
vektoru b. S pod-diagonalnimi prvky se opét pocitd i jako s nad-diagondlnimi prvky, ale
konflikty jsou jiz vyfeSeny pomoci atomickych instrukei.

Algoritmus 7 Kernelova funkce pro SpMV se symetrickym Ellpack formatem a atomickymi
instrukcemi na GPU.
__ global

—_

2: void EllpackSymmetricSpMVEKernel( const EllpackSymmetric* A,

3: const Real* z,

4: Real* b)

5: const IndexType rowldx = blockldx.x * blockDim.x + threadldx.x

6: if rowldx >= A.n then

7 return

8: IndexType i = rowldx

9: IndexType el =0

10: IndexType colldx

11: while el++ < A.K A

12: ( colldx = A.columns|i] ) < A.m A

13: colldx # A.n do

14: atomicAdd( b[rowldx], A.datali]*x[colldx] ) > pod-diagonalni a diagonélni prvky
15: if rowldx # colldx then

16: atomicAdd( b[colldx], A.datali]*x[rowldx] ) > nad-diagondlni prvky
17: i+=An
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2.2.2 SpMYV s maticovym obarvenim

Druhym pristupem, ktery vyzkousime k odstranéni konfliktd v paméti vysledného vek-
toru b je specialni maticové obarveni. Jelikoz jsou konflikty v paméti zptusobeny paralelnimi
pristupy do stejného mista v paméti a pouze zapis do tohoto mista z vice vldken najednou
zpusobuje nedefinovany vysledek, je na misté zkusit tyto pristupy udélat sekvencné. Tim
bychom odstranili konflikty v paméti vysledného vektoru b. Jak bylo fe¢eno jiz v kapitole o
symetrickém Ellpack formatu, konflikty vznikaji z divodu pocitani nad-diagonalnich prvki.
Existuji-li skupiny radka, které prispivaji na rizna mista vystupniho vektoru, konflikty by
nemusely vznikat. Tyto skupiny poté muzeme prochazet jednu po druhé a tim se vyhneme
vsem konfliktim v paméti. Dulezitou podminkou je, aby vSechna vldkna zpracovavala v jeden
okamzik pouze elementy ze stejné skupiny. Pokud by tomu tak nebylo, muselo by se vldkno
v ¢asti vypoctu zastavit a pockat az prijde na fadu dalsi skupina prvk matice A, aby dané
vldkno dokoncilo sviij vypocet.

Priklad rozdéleni do barevnych skupin je na obrazku 2.1. Z obrazku si mizeme vSimnout,
Ze treba 2. Tadek, jehoz pod-diagonalni prvky a k nim odpovidajici nad-diagonalni prvky jsou
obarveny modrou barvou, prispivd na tii fadky vystupniho vektoru a to na radky 0,1 a 2.
Kdybychom chtéli obdobné modrou barvou obarvit dalsi fadek, museli bychom najit takovy
radek, ktery na tato mista vystupniho vektoru neprispiva. Takovy radek se v matici vyskytuje
a je jim fadek 7. Radek 7 samotny piispivad na mista 3,5 a 7 vystupniho vektoru. Pii obarveni
tohoto rddku na modro by poté modra barva prispivala na mista 0-3, 5 a 7 vystupniho vektoru.
Je tedy zfejmé, ze rozdéleni do skupin neni jednoznacéné.

Ukéazka obraveni matice a nasobeni matice s vektorem na GPU
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Obréazek 2.1: Ukazka specidlniho obarveni matice pro nasobeni na GPU.

K rozdéleni matice do skupin muzeme vyuzit specidlni maticové obarveni, k jehoz definici
vsak nejprve zavedeme klasické grafové obarveni, ukazeme jak prejit od grafu k matici a zpét
a nakonec dané obarveni upravime pro nase ucely.

Definice grafového obarveni je zobrazena v definici 1.

Definice 1. Necht G = (V, E) je graf, k € N. k-vrcholovym obarvenim grafu G nazveme
zobrazeni ¢ : V — k. ¢ se nazyva vlastni k-vrcholové obarveni grafu G, jestlize plati

(Vu,v € V)(p(u) = p(v) = {u,v} ¢ E)

tj. jestlize stejné barvené vrcholy nejsou spojené hranou.
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Kazdy nevazeny neorientovany graf lze poté ulozit ve tvaru adjacencni matice, jez je
definovand v definici 2. Tuto definici lze rozsirit pro vazeny orientovany graf jednoduchym
prepisem jednicek na vahy obsazené v jednotlivych hranach s doplnénim nemozné vahy hrany
(pf. +00) tam, kde zadnd hrana nevede.

Definice 2. Bud G = (V,E) graf, n = #V. Adjacen¢ni matici grafu G rozumime matici
Ag € {0,1}™" pro jejiz prvky plati

1 pro{vy,v;} € E

Ag)iy =
(Ac)i; {0 jinak

Tedy prechod od symetrické matice pres adjacenc¢ni matici ke grafu a jeho obarveni neni
nijak slozita zalezitost. Bohuzel klasické grafové obarveni, které ma bohaty teoreticky zaklad,
se v nasi uloze neuplatni. Nicméné je mozné definici grafového obarveni upravit tak, aby
rozdélovala matici do barev, se kterymi bude mozné provadét SpMV bez konfliktt. Tato
Uprava i postup k jejimu odvozeni je popsana v nasledujicich odstavcich.

V obrazku 2.2 je ukdzano klasické grafové obarveni a matice daného obarveni. Je zfejmé,
7e toto obarveni neni pro vypocet SpMV pouzitelné, protoze prvky pod diagonalou mohou
mit jinou barvu nez prvky nad diagonalou.

o
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Obr. 2.2: Klasické obarveni matice

Kdybychom obarvovali pouze pod-diagonalni prvky a odpovidajicim nad-diagonalnim prv-
kiim bychom priradili odpovidajici barvu, vypadalo by obarveni jako na obrazku 2.3. Takové
obarveni by jiz odpovidalo poc¢itani SpMV, protoze pro jeden fadek vlakno pocitd s pod-
diagondlnimi, diagonalnim a nad-diagondlnimi prvky, jenz jsou nyni obarveny stejnou barvou.
Pri blizsim prozkouméni nam ale toto obarveni nepomuze z divodu konfliktti v paméti. V
prikladu se totiz budou pocitat fadky 0 a 4 (zlutd barva) najednou a v 0 fddku vystupniho
vektoru tak muze opét vzniknout konflikt v paméti.
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Obr. 2.3: Klasické obarveni matice s obarvenim nad-diagonalnich prvki podle pod-
diagonélnich.

Je tedy nutné obarvit tyto fadky riiznou barvou. Tomuto obarveni by odpovidalo grafové
obarveni, kde nejen ze zadné dva vrcholy stejné barvy nejsou spojeny hranou, ale navic zddné
dva vrcholy stejné barvy nemaji spoleény sousedni vrchol. Tzn. mezi vrcholy obarvenymi
stejnou barvou neexistuji zadna cesta o délce dva jenz by je spojovala. (NEBO: neexistuji
zddné dvé hrany jenz by je spojovaly.) Takové obarveni je opét ukézano na grafu na obrazku
2.4. 7 prikladu je jiz vidét, ze takovéto obarveni by bylo mozné vyuzit pii paralelnim vypoctu
SpMV, ale pocet barev je i na takto jednoduchém prikladé vysoky. Totiz 3. fadek by bylo
mozné obarvit zlutou barvou a stale by konflikty nevznikaly.

Obr. 2.4: Obarveni v zavislosti na sousedech sousedu.

Pro vylepseni tohoto grafového obarveni musime vzit v tivahu i smér hran. Jelikoz jsou
konflikty v paméti zpusobeny nad-diagonalnimi prvky na jednom radku, orientovany graf by
mél vychazet praveé z nich. Diky symetri¢nosti matice ale mizeme vychéazet z pod-diagonélnich
prvka matice a prvki v jednom sloupci. Vytvorime-li graf pouze z téchto prvka s orientaci
od tadku ke sloupci, pak matice z naseho piikladu bude odpovidat grafu na obrazku 2.5. Lze
si vsimnout, ze do 0 fadku vystupniho vektoru budou prispivat fadky 0,1 a 4. Tyto fadky je
tedy nutné obarvit riznymi barvami. 2. faidek nehraje v ramci obarveni roli, jelikoz pristupuje
pouze na druhou pozici vystupniho vektoru, do které jiz zadny jiny fadek nepfispiva. Zména
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ale nastéva u radku ¢islo 3, ktery prispiva do 1. fadku vystupniho vektoru, takze nemuze byt
obarven stejnou barvou jako 1. fddek matice a zaroven do 3. fadku prispiva radek 4. Tedy
barva 3. a 4. fadku se musi lisit.

Vysledné pravidlo pro obarveni v takto vytvoreném orientovaném grafu je uvedeno v

definici 3.

Definice 3. Bud G = (V, E) orientovany graf. k-vrcholovym obarvenim grafu G nazveme

~

zobrazeni ¢ : V — k. ¢ nazveme specialni obarveni grafu, jestlize plati

(Vu,v € V)(p(u) = p(v) = {u,v} ¢ EAN{v,u} ¢ F)

(Vu,v € V)(Vz € V)(p(u) = (v) = {u,z} ¢ EA{v,2} ¢ E)

tj. stejné barevné vrcholy nejsou spojeny hranou nezavisle na orientaci hrany a ze stejné
barvenych vrcholi nevedou orientované hrany do jiného spole¢ného vrcholu.

0 1 2 3 4

0 1l 2| ol o]s
1 2 ol ol 3o
2 0 0 4 0 0
3 o 3 0o o0 |66
4 5 0 0 6 7

Obr. 2.5: Specialni obarveni orientovaného grafu.

Rozdéleni prvki matice A do skupin budeme nazyvat specidlni obarveni matice A a kazdé
skupiné prvku prifadime jednu barvu.

Existence obarveni matice popsaného vyse je zrejmad, stacilo by totiz aby kazdé vlakno
mélo jinou barvu. Tim by pocet barev byl roven poc¢tu radk n matice A a vypocet by presel
na jednoduchy sekven¢ni koéd z kapitoly o symetrickém Ellpack formatu. Timto zptusobem
bychom ale nevyuzili paralelni vykon ani klasického procesoru, natoz pak grafické karty. Dalsi
podminka je tedy zfejma, je nutné vytvorit obarveni s minimalnim poctem barev. Barvy se
sice budou prochéazet sekvencné, ale vldkna uvnitt barev budou moci pocitat paralelné.

Piiklad obarveni matice A je zndzornén na obrazku 2.1. Krom minimalniho poctu ba-
rev pouzitych na obarveni je nutné snazit se pokud mozno maximalné vyvazit pocty radku
obarvenych jednotlivymi barvami. Tim se dosahne alesponi podobné paralelizace pro vsechny
barvy, coz je zadouci pri maximalnim vyuziti paralelizace.

Nasledujici pseudo-algoritmus 8 ukazuje jakym zptsobem lze matici obarvit tak, aby graf
vytvoreny z jejich pod-diagonalnich a diagonélnich prvkia splioval definici specidlniho obar-
veni 3. Do tohoto algoritmu vstupuje matice A, vektor colorsVector, o velikosti n do néhoz
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se budou ukladat barvy, a pocet barev #colors. Algoritmus se poté spousti dvakrat, kdy v
prvinim priichodu se udéla obarveni, které nebude prilis ndhodné ale dostaneme dobry odhad
poctu barev #colors nutnych k obarveni matice. Nasledny druhy prichod této funkce poté
lépe znahodni pouziti barev na radky a tim dojde k vyvazeni poc¢td radkl pro jednotlivé
barvy.

Algoritmus 8 Zptsob obarveni matice A.

1: function COLORIZATION(A, colorsVector, #colors = 1)

2 usedColors,;, a € a, be m > S pocateénimi hodnotami 0
3 for i=n—-1;7¢>1;i do

4 newColor, a € m > S pocateénimi hodnotami 0
5: for k= 0; k < #colors; k+ + do

6: newColor;, = usedColors; j,

7 for j=0;j <n; j++ do

8 if Am’ #0 then

9 for k=0; k < #colors; k++ do

10: newColor;, = [newColory, - usedColors; j|

11: count = Zk#iglom_lnewColork

12: if count = #colors then

13: EXTENDCOLORSARRAYSWITHONE(#colors, newColor, usedColors)

14: color = FINDRANDOMCOLOR( newColor )

15: colorsVector; = color

16: for j=0;j<n;j++ do

17: if A;; #0 then

18: usedColors; coior = 1

19: usedColors; cojor = 1

V samotném algoritmu se tedy nejprve inicializuje dvourozmeérné pole usedColors samymi
nulami, do néhoz se budou ukladdat barvy, které jsou pro dany -ty radek jiz obsazené. Nulové
hodnoty znamenaji moznost pouziti dané barvy. Prikladem, bude-li usedColors obsahovat na
pozici ¢, k hodnotu 1 znamena to, Ze na i-tém Ffadku jiz neni mozné pouzit barvu k. Poté se pro
kazdy radek inicializuje specidlni pole newColor o velikosti po¢tu barev #colors. Do tohoto
pole se budou uklddat nuly a jednicky opét odpovidajici barvam, které se na i-tém tadku jiz
vyskytovat nemohou. For-cyklus na fadku 5 tedy odpovida nacteni vSech nepiipustnych barev
pro -ty fadek matice A. Radky 7-10 poté rozsii pole newColor o pouzité barvy odpovidajici
transponovanym nenulovym prvkim ¢-tého radku matice A.

Podivame-li se zpét na obrazek 2.1, u kterého si mizeme predstavit, ze jsme v kroku i = 2,
tedy na druhém radku matice a radky 3-8 jsou jiz obarveny, pak for-cyklus z patého radku
algoritmu nam 1iké, Ze nemlizeme pouzit cervenou a zlutou barvu, protoze prvek 4 a 7 z
druhého tadku matice jsou jiz témito barvami obarvené. For-cyklus z fadku 7 pak tika, ze
nelze pouzit ani barvu tyrkysovou z duvodu prvku 1 z prvniho rddku a zaroven nelze pouzit
zelenou barvu z divodu prvku 5 z nultého fadku matice A.

Po prichodu téchto for-cykli pole newColor obsahuje celkovou informaci o tom, které
barvy nelze pouzit k obarveni i-tého rfadku matice. Nésledujici krok v algoritmu (¥ddek 11)
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pocita, kolik barev se na daném ¢-tém tadku vyskytovat nesmi a pokud se toto ¢islo rovna
celkovému poctu barev #colors, tak je nutné rozsirit obé pole o dalsi moznou barvu. Tyto
kroky (fddky 11-13) jsou v algoritmu vyrazné zvlasté v prvnim pruchodu, ale i ve druhém
pruchodu tato moznost nastat muze, protoze obarveni nebude v obou priichodech algoritmu
stejné a je mozné, Ze nedokonalé obarveni jesté navysi pocCet nutnych barev. V néasledujicim
kroku se poté ndhodné vybere jedna z moznych barev (fadek 14), kterd se nasledné danému
radku priradi (fadek 15). Funkce EXTENDCOLORSARRAYSWITHONE a funkce FINDRANDOM-
COLOR z 1adku 13 a 14 jsou zndzornény v pseudoalgoritmu 9. Nakonec je nutné tuto barvu
vyradit z ostatnich radku, které se budou prochéazet v nasledujicich krocich.

Algoritmus 9 Pomocné funkce k obarveni matice.

1: function FINDRANDOMCOLOR( newColor )

2: countPossibleColors = #colors - Zfﬁgms*l newColory

3: newColorIndex = rand() mod countPossibleColors + 1 > rand() vraci ndhodnou
celo¢iselnou hodnotu z (0, RAND MAX)

4 color =0

5 newColorCount = 0

6: while color < #colors do

7 if newColor.y, = 0 then

8 newColorCount+-+

9: if newColorCount = newColorIndex then

10: break

11: color++

return color

Nésledujici algoritmus 10 znazornuje zpiisob obarveni matice A o rozmérech n X n ulozené
v symetrickém Ellpack forméatu na CPU. Tento algoritmus je vysoce sekvencni a velmi naroc¢ny
na vypocet, jedinou vyhodou je nutnost pocitani obarveni pouze dvakrat a nasledné nasobeni
matice mize probihat s libovolnymi vektory. Z toho divodu se také nebude samotné obarveni
zahrnovat do méreni pri zpracovani vysledkda.
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Algoritmus 10 Zptsob obarveni matice A v symetrickém Ellpack formatu.

10:
11:
12:
13:

14:
15:

16:
17:
18:
19:
20:

21:

22:
23:
24:
25:
26:
27:

: function COLORIZATION(A, colorsVector)
numOfColors = 1
usedColors[A.n][numOfColors] > S pocate¢ni hodnotou 0
for row = 0; row < A.n; row ++ do
rowBegin = rowx K
rowEnd = (row+1)+K
newColor[numOfColors] > S pocate¢ni hodnotou 0
for color = 0; color < numOfColors; color++ do
newColor|color| |= usedColors[row|[color] > Podivame se které barvy jiz byly
v daném fadku pouzity (nad-diagonalni prvky)
for j = rowBegin; j < rowEnd; j++ do
if A.columns[j] # —1 then
for color = 0; color < numOfColors; color++ do
newColor[color] |= usedColors[A.columns|j]][color] > Podivame
se, které barvy jiz byly v radcich, odpovidajicich sloupctim prvka tohoto radku, pouzity
(pod-diagondlni prvky)
else break
count = negationOfnewColor( newColor ) > Negace pole ndm uda barvy, které je
mozné pouzit k obarveni daného fadku a spocte pocet pouzitych barev
if count == numberOfColors then
numOfColors += 1
newColor.resize( numOfColors ) > Po¢. hodnoty 0
newColor[ numOfColors-1 | = 1 > nova barva je mozna pouzit k obarveni
usedColors.resize( A.n, numOfColors ) = usedColors 1> zvétseni usedColors o 1
barvu v kazdém radku a prekopirovani starych hodnot

color = findRandomColor( newColor ) > vraci index ndhodné vybrané 1 z pole
newColor
colorsVector| row | = color
for j = rowBegin; j < rowEnd; j++ do
if A.columns[j] # —1 then
usedColors[A.columns]j]][color] = 1 > nad-diagonalni prvky
else break
usedColors[row][color] =1 > Na dany fadek se také nastavi barva jako pouzita

V kédu 10 se funkce COLORIZATION vola na matici A a vektor colorsVector. Tento vek-

s vz

tor bude opét obsahovat vysledek o obarveni matice. Tedy kazdy radek bude mit prirazenou
barvu tak, aby nevznikaly konflikty pfi ndsobeni.

Je dobré zduraznit, ze obarveni zde ukazané funguje pro matice ulozené na CPU v sy-

metrickém Ellpack formatu. Tato matice se ndsledné prekopiruje na GPU a bude pripravena
k vypoctim SpMV. Nez se tak stane je nutné se opét zamyslet nad podminkou sloucenych
pristupt do paméti, kterou by bylo vhodné na GPU dodrzet. V nésledujicich odstavcich je
tento problém blize vysvétlen.
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UlozZeni prvku v paméti CPU pro matici A z obrazku 2.1 je znidzornéno v rovnici (2.6).
Jelikoz se kernelova funkce pro SpMV se specidlnim maticovym obarvenim bude na GPU
spoustét s po¢tem vlaken rovnu poctu radka obarvenych danou barvou, je nutné preskladat
prvky z vektoru data tak, aby byla splnéna podminka sloucenych pristupi.

K:
data = |
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Z duvodu malého poctu radka matice A z obrazku 2.1 neni pfimo patrny divod preha-
zovani prvku tak, aby byly stejné obarvené radky v paméti u sebe, ale pro vétsi matice toto
dava dobry vyznam. Predstavme si fidkou matici o jednom milionu radki a tieba 10 barev
pouzitych k obarveni této matice. Pokud bychom v tomto pripadé neprehazovali fadky matice
podle barev k sobé, museli bychom budto spoustét kernelovou funkci s po¢tem vlaken rovnu
poc¢tu tadkt, coz by znamenalo, ze pro kazdou barvu by kernelovou funkei proslo 900 000
nec¢innych vldken a pouze 100 000 by jich provadélo néjakou praci. Druhou moznosti by bylo
omezit se na 100 000 ¢innych vldken, ale ta by poté pristupovala do paméti zcela ndhodné
a podminku na slouc¢ené pristupy do paméti bychom nemohli splnit. Vektor data s prehaze-
nymi prvky podle obarveni z obrazku 2.1 je zndzornén v rovnici (2.7). Nyni by ¢ervenou barvu
pocitala vldkna 0-2, fialovou barvu by zpracovavalo vlakno 3, modrou vlakno 4, tyrkysovou
vlakno 5 a zelenou vlakno 6, nakonec na zlutou barvu zbudou vldkna 7 a 8.

Je zfejmé, ze obarveni neni idedlni. Muze se stat, ze pocet pouzitych barev by mohl byt

vvvvvv

nevymysleli, takze se spokojime s timto zpisobem.
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A= 32
K= 5,
data=[ 1, 0, 0, 0, O,

3,0, 0,0, 0,
5,4, 1, 0, 0,
2,0, 0,0, 0, (2.7)
34,0, 0,0,
1,2, 0,0, 0,
5,5 1, 1, 2,
6, 1,9 0,0,
6,7, 8 3, 10],

9

Tim, ze prehazime radky matice podle barev, nam vzniknou dalsi dvé dilezita pole a sice
permutationArray, které obsahuje informaci o prehazeni fadki. Prikladem, ptfi prohozeni
rfadku 1 za radek 2 bude permutationArray obsahovat Cislice 2 a 1 v tomto poradi. Tedy 1.
radek v prehdzené matici A je vlastné druhy fddek z pivodni matice A. Druhym polem je
colorsPointer o velikosti numOfColors + 1, které obsahuje informace, od kterého radku a
do kterého radku je dana barva v preskladané matici A.

Vektory permutationArray a colorsPointer jsou identické pro matici ulozenou na CPU i
GPU. Tyto vektory odkazuji na matici a nikoli na vektor data. Nyni by byla matice pfipravena
k vypocCtu a je tedy cCas na jiz zminéné kopirovani na GPU, které nijak neovlivni vektory
permutationArray a colorsPointer.

Funkce pro vypocet SpMV na CPU s matici A ulozenou v prerovnaném symetrickém
Ellpack formatu je zndzornéna v algoritmu 11.
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Algoritmus 11 Funkce pro SpMV se symetrickym Ellpack formatem a specidlnim maticovym
obarvenim na CPU.

1: for color = 0; color < A.numOfColors; color++ do

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:

colorStart = colorsVector|colors]
colorEnd = colorsVector[colors+1]
numRows = colorsVector|colors+1] - colorsVector|colors]
#pragma omp parallel for
for j =0; j < numRows; j++ do
row = colorStart + j
if row < colorEnd then
break
i =rowxA.K
rowEnd = (row+1)*A. K
colldx = 0
while i < rowEnd A ( colldx = A.columns]i| ) # -1 do
b[ A.permutationArray[rowldx]| | += A.datal[i]*z[colldx]
if A.permutationArray[rowldx] # colldx then
b[colldx] += A.data[i]*x| A.permutationArray[rowldx] | )

i+=1

Kernelova funkce pro nasobeni ridké symetrické matice s vektorem pomoci specialniho

maticového obarveni je zndzornéna v algoritmu 12. Pro nézornost je uvedeno gridSize rovno
1 ale je zfejmé, ze se da kod upravit i pro vétsi pocet fadkd na jednu barvu nez je 1024, coz
je maximéalni pocet vldken v jednom bloku.
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Algoritmus 12 Kernelova funkce pro SpMV se symetrickym Ellpack forméatem a specidlnim
maticovym obarvenim na GPU.

1: for IndexType color = 0; color < A.numOfColors; color++ do

2: IndexType blockSize = colorsVector|colors+1] - colorsVector|colors]
3: IndexType gridSize = 1
4: SPMVCOLORFUNCTION< gridSize,blockSize 3>(A, x, b, color)

5. function _ GLOBAL___ SPMVCOLORFUNCTION(const EllpackSymmetric* A,
const Real* x,
Real* b,
IndexType colors )
rowldx = blockldx.x * blockDim.x + threadldx.x + A.colorPointers|colors]
IndexType i = rowldx
IndexType el = 0
IndexType colldx
10: while el++ < AK A

11: ( colldx = A.columnsli] ) < A.m A

12: colldx # A.n do

13: b[ A.permutationArray[rowldx] | += A.datali]*a[colldx] > pod-diagondlni a
diagonalni prvky

14: if A.permutationArray[rowldx] # colldx then

15: b[colldx] += A.data[i]*x| A.permutationArray[rowldx| | ) > nad-diagonalni
prvky

16: i+=An

V obou algoritmech 11, 12 se sekvenc¢né prochéazi barvy a paralelné fadky obsazené v
téchto barvach. Nasledné nasobeni je jiz obdobné klasickému SpMV se symetrickym Ellpack
forméatem.
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Kapitola 3

Vysledky nasobeni matice s
vektorem

V této kapitole ukazeme vysledky ziskané pri nasobeni ridkych symetrickych matic uloze-
nych v symetrickém Ellpack formatu s vektorem jednicek a to pro CPU i GPU s pfesnosti float
i double s fesenim konfliktth pomoci atomickych instrukeci i specialniho maticového obarveni.

Vypocty SpMV s OpenMP se provadély na skolnim pocitaci Teslon, ktery je vybaven
10-jadrovym procesorem Intel® Xeon® E5-2640 v4 se zakladn{ frekvenci 2.4GHz a cache
paméti 20 MB.

Vypocty SpMV s jednoduchou i dvojitou presnosti se poté provadély na fakultnim klastru
Helios, ktery je vybaven 16-jadrovym procesorem Intel Xeon® Cold 6130 se zakladni frek-
venci 2.1GHz a cache paméti 22 MB. Vypocty se na tomto procesoru provadély bez OpenMP.
Déle se na Heliosu nachézi graficky akcelerator NVIDIAY TESLA V100 (Volta) s globalni
paméti o velikosti 16GB. Na Heliosu je nainstalovan GCC prekladac¢ verze 6.5.0, CUDA 10.2
a MPI 2.1.5.

Matice pouzité pri ndsobeni byly prevzaty z [14] a jejich ndhledy jsou zobrazeny na ob-
razcich 3.1-3.5. Popis téchto matic je zaznamenan v tabulce 3.1.

41
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Obrazek 3.1: Matice G3__circuit o 1 585 478 Obrazek 3.2: Matice crankseg 2 o 63 838
radcich s 4 623 152 nenulovymi prvky. radcich s 7 106 348 nenulovymi prvky.

T~

Obrazek 3.3: Matice ecologyl o 1 000 000  Obrazek 3.4: Matice kkt_ power o 2 063 494
fadcich s 2 998 000 nenulovymi prvky. fadcich s 8 130 343 nenulovymi prvky.

Obrazek 3.5: Matice thermal2 o 1 228 045
fadcich s 4 904 179 nenulovymi prvky.
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Tabulka 3.1: Tabulka parametrii matic pouzitych pro vypocet GEM.

matice #radka X #sloupct F#nenul. #barev | Ellpack | sym. Ellpack
prvka #MB #MB
crankseg_ 2 63 838 x 63 838 14 148 858 | 3 423 53,97 27,11
ecologyl 1 000 000 x 1 000 000 | 4 996 000 4 19,06 11,44
thermal2 1228 045 x 1 228 045 | 8 580 313 12 32,73 18,71
G3__circuit | 1585478 x 1 585 478 | 7 660 826 4 29,22 17,64
kkt_power | 2 063 494 x 2 063 494 | 12 771 361 106 48,71 27,50

V tabulce 3.1 si miizeme v§imnout velikosti pouzitych matic spolu s poc¢ty nenulovych
prvki a pribliznym poctem barev nutnych ke specidlnimu maticovému obarveni. Pocty barev
jsou priblizné, protoze obarveni je z ¢asti ndhodné a proto muze prii vypoctu dojit k raznym
obarvenim matice. Déle je ke kazdé matici uddana velikosti paméti, kterou zabiraji samotné
hodnoty matice, bez vektoru columns a zarovnani paméti pro GPU. Skutecné velikosti matic
v paméti by byly skdlované stejnym zptisobem.

3.1 CPU SpMYV s OpenMP

V této kapitole predstavime vysledky pro SpMV na CPU za pouziti OpenMP pro testovaci
matice z tabulky 3.1. Pro vypocty byl vypocetni pocita¢ Teslon s 10-jadrovym procesorem
Xeon popsanym vyse, ktery je schopen pomoci hyper-threading dosdhnout 20 vlaken. Vypocty
jsme provadély pro 1, 2, 4, 8 a 10 vldken.

3.1.1 CPU SpMYV s jednoduchou presnosti a OpenMP

V tabulce 3.2 jsou zobrazeny ¢asy vypoctti SpMV pro Ellpack na CPU v jednoduché pfes-
nosti za pouziti OpenMP s 1, 2, 4, 8 a 10 vlakny. Z tabulky si mtizeme vSimnout, Ze nejrychlejsi
vypocet pro testovaci matice probéhl s 10 vlakny OpenMP. Stejny zavér lze vypozorovat i z
tabulky urychleni SpMV pro Ellpack 3.3.

Tabulka 3.2: Porovnéani ¢ast vypoctu SpMV s jednoduchou presnosti pro Ellpack na CPU s
1, 2, 4, 8 a 10 vldkny OpenMP.

Casy vypocti SpMV pro format Ellpack s OpenMP
1 vl 2 vl. 4 vl. 8 vl 10 vl
crankseg 2 0,02995 0,03892 0,02330 0,01515 0,01245
ecologyl 0,00457 0,00444 0,00380 0,00236 0,00127
thermal2 0,01781 0,01401 0,00855 0,00665 0,00566
G3__circuit 0,00914 0,00751 0,00628 0,00456 0,00466
kkt_ power 0,08326 0,06558 0,05458 0,04109 0,03639
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Tabulka 3.3: Tabulka urychleni SpMV s jednoduchou presnosti pro Ellpack na CPU s 1X2,
1x4, 1x8 a 1x10 vlakny OpenMP.

Urychleni SpMV pro format Ellpack s OpenMP
1 vl.x2 vl 1 vl.x4 vl 1 vl.x8 vl 1 vl.x10 vl
crankseg 2 0,77 1,29 1,98 2,41
ecologyl 1,03 1,20 1,94 3,60
thermal2 1,27 2,08 2,68 3,15
G3__circuit 1,22 1,46 2,00 1,96
kkt_ power 1,27 1,53 2,03 2,29

V tabulce 3.4 jsou znazornény casy vypoctu SpMV s jednoduchou presnosti pro symet-
ricky Ellpack format s atomickymi instrukcemi na CPU s 1, 2, 4, 8 a 10 vldkny OpenMP.
Opét si muzeme vSimnout, ze nejlepsi casy vypoc¢tu dosahuje SpMV na CPU s 10 vlakny
OpenMP. Daéle si mtizeme vSimnout, ze vypocty SpMV pro Ellpack format byly rychlejsi nez
pro symetricky Ellpack format s atomickymi instrukcemi. V tabulce 3.5 je zobrazeno urychleni
napocitané z tabulky 3.4.

Tabulka 3.4: Porovnani ¢asti vypoctid SpMV s jednoduchou presnosti pro symetricky Ellpack
format s atomickymi instrukcemi na CPU s 1, 2, 4, 8 a 10 vlakny OpenMP.

Casy vypoctit SpMV pro symetricky Ellpack format s atom. instr. a OpenMP
1 vl 2 vl. 4 vl. 8 vl. 10 vl.
crankseg 2 0,10099 0,08711 0,06842 0,03077 0,02932
ecologyl 0,03504 0,02589 0,01459 0,01063 0,00903
thermal2 0,06496 0,04906 0,03087 0,01865 0,01769
G3__circuit 0,05413 0,04210 0,02282 0,01268 0,01060
kkt_ power 0,14198 0,19611 0,12475 0,06087 0,06161

Tabulka 3.5: Tabulka urychleni SpMV s jednoduchou presnosti pro symetricky Ellpack format
s atomickymi instrukcemi na CPU s 1Xx2, 1x4, 1x8 a 1x10 vlakny OpenMP.

Urychleni SpMV pro symetricky Ellpack formét s atom. instr. s OpenMP
1 vl.x2 vl 1 vl.x4 vl 1 vl.x8 vl 1 vl.x10 vl
crankseg 2 1,16 1,48 3,28 3,44
ecologyl 1,35 2,40 3,30 3,88
thermal2 1,32 2,10 3,48 3,67
G3_ circuit 1,29 2,37 4,27 5,11
kkt_ power 0,72 1,14 2,33 2,30
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Nakonec v tabulce 3.6 se nachazeji ¢asy vypoctti SpMV pro symetricky Ellpack format se
specidlnim maticovym obarvenim. Tyto ¢asy dopadly opét nejlépe pro 10 vlaken OpenMP,
coz potvrzuje i tabulka urychleni 3.7.

Tabulka 3.6: Porovnéani ¢asu vypoc¢ta SpMV s jednoduchou presnosti pro symetricky Ellpack
format se specialnim maticovym obarvenim na CPU s 1, 2, 4, 8 a 10 vlakny OpenMP.

Casy vypoctit SpMV pro sym. Ellpack se spec. mat. obar. a OpenMP

1 vl 2 vl 4 vl. 8 vl. 10 vl
crankseg 2 0,03320 0,04524 0,02347 0,01633 0,01238
ecologyl 0,00849 0,01248 0,00841 0,00848 0,00897
thermal2 0,03831 0,05089 0,02192 0,02816 0,02526
G3__circuit 0,02078 0,02313 0,02148 0,01954 0,01847
kkt_ power 0,10940 0,10400 0,08611 0,06390 0,04238

Tabulka 3.7: Tabulka urychleni SpMV s jednoduchou presnosti pro symetricky Ellpack format
se specidlnim maticovym obarvenim na CPU s 1Xx2, 1x4, 1X8 a 1x10 vlakny OpenMP.

Urychleni SpMV pro sym. Ellpack se spec. mat. obar. s OpenMP
1 vl.x2 vl 1 vl.x4 vl 1 vl.x8 vl 1 vl.x10 vl
crankseg 2 0,73 1,41 2,03 2,68
ecologyl 0,68 1,01 1,00 0,95
thermal?2 0,75 1,75 1,36 1,52
G3__circuit 0,90 0,97 1,06 1,13
kkt_ power 1,05 1,27 1,71 2,58

Celkoveé z tabulek 3.3, 3.5 a 3.7 plyne, Ze pro vice vlaken se cas vypoctu SpMV zkra-
cuje. OpenMP zkracuje vypocet priblizné tolikrat, kolik se pouzije vlaken. Tento zavér neni
potvrzen u nékterych matic z tabulky 3.7 s urychlenim pro sym. Ellpack forméat a specialni
maticové obarveni z duvodu paralelizace pres pocet barev. Nékteré testovaci matice totiz
nemaji dostatecny pocet barev pro vyuziti vSech pouzitych vlaken OpenMP.

3.1.2 CPU SpMYV s dvojitou presnosti a OpenMP

V této kapitole predstavime vysledky SpMV s OpenMP na CPU ve dvojité presnosti pro
Ellpack, symetricky Ellpack s atomickymi instrukcemi a symetricky Ellpack se specialnim ma-
ticovym obarvenim. VypocCty se opét provadély na fakultnim pocitaci Teslon, jehoz parametry
byly uvedeny na zacatku této kapitoly.

V tabulce 3.8 jsou uvedeny casy vypocti SpMV s dvojitou presnosti na CPU pro 1, 2, 4,
8 a 10 vldken OpenMP pro Ellpack formét. Napocitané urychleni je poté zobrazeno v tabulce
3.9. Z obou tabulek plyne, Ze vypocet nejrychleji probihal pro 10 vlaken OpenMP.
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Tabulka 3.8: Porovnani ¢ast vypocti SpMV s dvojitou presnosti pro Ellpack na CPU s 1, 2,
4, 8 a 10 vlakny OpenMP.

Casy vypocti SpMV pro format Ellpack s OpenMP

1 vl 2 vl. 4 vl. 8 vl. 10 vl.
crankseg 2 0,03083 0,03735 0,02090 0,01184 0,01123
ecologyl 0,00586 0,00637 0,00349 0,00279 0,00258
thermal?2 0,02168 0,02235 0,01153 0,00878 0,00675
G3__circuit 0,01343 0,01116 0,01022 0,00821 0,00862
kkt_ power 0,09209 0,08526 0,06471 0,03544 0,03482

Tabulka 3.9: Tabulka urychleni SpMV s dvojitou presnosti pro Ellpack na CPU s 1X2, 1x4,
1x8 a 1x10 vldkny OpenMP.

Urychleni SpMV pro format Ellpack s OpenMP
1 vl.x2 vl 1 vl.x4 vl 1 vl.x8 vl 1 vl.x10 vl
crankseg 2 0.83 1.48 2.60 2.75
ecologyl 0.92 1.68 2.10 2.27
thermal?2 0.97 1.88 2.47 3.21
G3__circuit 1.20 1.31 1.64 1.56
kkt_ power 1.08 1.42 2.60 2.64

V tabulce 3.10 jsou znézornény casy vypoc¢td SpMV na CPU pro symetricky Ellpack
format s atomickymi instrukcemi opét pro 1, 2, 4, 8 a 10 vldken OpenMP. Odpovidajici
urychleni je v tabulce 3.11. Opét plati zavér, ze nejkratsi cas vypoctu byl dosazen pro 10
vldken OpenMP.

Tabulka 3.10: Porovnani ¢asu vypocta SpMV s dvojitou presnosti pro symetricky Ellpack
format s atomickymi instrukcemi na CPU s 1, 2, 4, 8 a 10 vlakny OpenMP.

Casy vypoctit SpMV pro symetricky Ellpack formét s atom. instr. a OpenMP

1 vl 2 vl. 4 vl. 8 vl. 10 vl
crankseg 2 0,10314 0,07986 0,05721 0,03965 0,03326
ecologyl 0,03516 0,02662 0,01496 0,00892 0,00760
thermal?2 0,06724 0,06405 0,03326 0,02560 0,01948
G3__circuit 0,05534 0,04602 0,02487 0,01506 0,01313
kkt_ power 0,17318 0,22806 0,15809 0,06511 0,07476




3.1. CPU SPMV S OPENMP 47

Tabulka 3.11: Tabulka urychleni SpMV s dvojitou presnosti pro symetricky Ellpack format s
atomickymi instrukcemi na CPU s 1X2, 1x4, 1X8 a 1x10 vldkny OpenMP.

Urychleni SpMV pro sym. Ellpack format s atom. instr. s OpenMP

1 vl.x2 vl 1 vl.x4 vl 1 vl.x8 vl 1 vl.x10 vl
crankseg 2 1.29 1.80 2.60 3.10
ecologyl 1.32 2.35 3.94 4.63
thermal2 1.05 2.02 2.63 3.45
G3__circuit 1.20 2.23 3.67 4.21
kkt_ power 0.76 1.10 2.66 2.32

V tabulkich 3.12 a 3.13 se nachézi ¢asy vypocti SpMV s dvojitou presnosti na CPU
pro symetricky Ellpack format se specidlnim maticovym obarvenim opét pro 1, 2, 4, 8 a 10
vldken OpenMP. Z obout tabulek plyne stejny zavér jako v predchozich prikladech, totiz, ze
nejrychleji vypocet probéhne pro 10 vlaken OpenMP.

Tabulka 3.12: Porovnani c¢asti vypoctid SpMV s dvojitou pfesnosti pro symetricky Ellpack
format se speciadlnim maticovym obarvenim na CPU s 1, 2, 4, 8 a 10 vlakny OpenMP.

Casy vypocti SpMV pro sym. Ellpack se spec. mat. obar. a OpenMP

1 vl 2 vl. 4 vl. 8 vl. 10 vl.
crankseg 2 0,03582 0,05710 0,02773 0,01803 0,01957
ecologyl 0,01304 0,01806 0,01141 0,01139 0,01084
thermal2 0,04783 0,07732 0,03844 0,02846 0,02380
G3__circuit 0,03570 0,05340 0,03363 0,02552 0,02458
kkt_ power 0,13011 0,13361 0,07236 0,04386 0,05065

Tabulka 3.13: Tabulka urychleni SpMV s dvojitou presnosti pro symetricky Ellpack format
se specidlnim maticovym obarvenim na CPU s 1x2, 1x4, 1x8 a 1x10 vlakny OpenMP.

Urychleni SpMV pro sym. Ellpack se spec. mat. obar s OpenMP
1 vl.x2 vl 1 vl.x4 vl 1 vl.x8 vl 1 vl.x10 vl
crankseg_ 2 0.63 1.29 1.99 1.83
ecologyl 0.72 1.14 1.14 1.20
thermal2 0.62 1.24 1.68 2.01
G3__circuit 0.67 1.06 1.40 1.45
kkt_ power 0.97 1.80 2.97 2.57
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3.2 SpMYV s jednoduchou presnosti

V této kapitole predstavime vysledky pro testovaci matice z tabulky 3.1. Vypocéty pro
GPU se provadély na klastru Helion, zatimco pro vysledky na CPU se pouzil fakultni pocitac
Teslon. Parametry obou zarizeni jsou popsany na zacatku této kapitoly. Pro CPU se pouzilo
10 vlaken OpenMP z dtvodu nejlepsich vysledkt dosazenych na CPU.

V tabulce 3.14 jsou znazornény casy vypoctil pro matice ulozené pomoci formatu Ellpack
a symetrického Ellpack forméatu s atomickymi instrukcemi a symetrického Ellpack forméatu
se specidlnim maticovym obarvenim na CPU a GPU. Jiz z tabulky si miizeme vSimnout, ze
vypocty provedené na CPU jsou obecné delsi nez vypocty na GPU. Zajimava hodnota byla
naméfena pro specidlni maticové obarveni na GPU pro matici crankseg 2. Tato hodnota je
radové jinde, nez ostatni z divodu vétsi hustoty matice a tedy i velkého poctu barev nutného
k obarveni této matice. Hodnoty z tabulky 3.14 jsou zobrazeny i na obrazku 3.6 pro CPU
a na obrazku 3.7 pro GPU. Dalsim zajimavym vysledkem je porovnani GPU vypoc¢ti pro
matici crankseg 2, kde symetricky Ellpack format s atomickymi instrukcemi vyrazné predcil
vypocet klasického Ellpack formatu i pres fakt, ze vyssi hustota matice znamenad vice konflikta
v paméti vystupniho vektoru. Pro ostatni matice ma vypocet na GPU pro Ellpack format a
symetricky Ellpack forméat s atomickymi instrukcemi podobné vysledky.

Tabulka 3.14: Porovnani cast vypoctu SpMV s jednoduchou presnosti pro Ellpack na CPU a
GPU a symetricky Ellpack format s atomickymi instrukcemi a specidlnim maticovym obar-
venim na CPU a GPU.

¢as SpMV Ellpack ¢as SpMV Sym. Ellpack
atomické instrukce | specialni obarveni

CPU GPU CPU GPU CPU \ CPU \

crankseg 2 | 0,01245 | 0,00214 | 0,02932 | 0,00041 | 0,01238 | 0,54604
ecologyl 0,00127 | 8,88e-05 | 0,00903 | 9,22e-05 | 0,00897 | 0,00026
thermal2 0,00566 | 0,00016 | 0,01769 | 0,00021 | 0,02526 | 0,00155
G3_ circuit | 0,00466 | 0,00014 | 0,01060 | 0,00013 | 0,01847 | 0,00038
kkt_power | 0,03639 | 0,00040 | 0,06161 | 0,00033 | 0,04238 | 0,00609
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Na zakladé méreni z tabulky 3.14 a obrazkt 3.6 a 3.7 Ize tici, ze GPU vypocty jsou rychlejsi
nez CPU. Z CPU vypocth se jako vyhodné ukazuje pouziti klasického Ellpack forméatu bez
konflikti v paméti, zatimco z GPU vypoctu se jedna o symetricky Ellpack formét s pouzitim
atomickych instrukci. Ekvivalentni zavéry se daji vyvodit i z tabulek urychleni 3.15 a 3.16.
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Tabulka 3.15: Tabulka urychleni CPux GPU pro Ellpack, symetricky Ellpack s atomickymi
instrukcemi a symetricky Ellpack se specidlnim maticovym obarvenim.

urychleni CPUX GPU
Ellpack | Sym. Ellpack atom. | Sym. Ellpack obarveni
crankseg_ 2 5,82 71,51 0,02
ecologyl 14,3 97,94 34,5
thermal2 35,38 84,24 16,30
G3__circuit 33,29 81,54 48,61
kkt_ power 90,98 186,70 6,96

Tabulka 3.16: Tabulka urychleni CPUXCPU a GPUXGPU pro Ellpack a symetricky Ell-
pack se specidlnim maticovym obarvenim oproti symetrickému Ellpack formatu s atomickymi
instrukcemi.

urychleni CPUXCPU | urychleni GPU X GPU

Ellpack obarveni Ellpack obarveni
crankseg 2 0,42 0,42 5,220 1331,805
ecologyl 0,14 0,99 0,963 2,820
thermal?2 0,32 0,51 0,762 7,381
G3__circuit 0,44 1,74 1,077 2,923
kkt_ power 0,59 0,69 1,212 18,455

Z tabulky 3.15 opét plyne, ze CPU vypocty jsou pomalejsi nez GPU vypocty.

Z tabulky 3.16 si mtizeme vsimnout, ze Ellpack i symetricky Ellpack s atomickymi instruk-
cemi maji podobné vysledky, zatimco symetricky Ellpack se specialnim maticovym obarvenim
se ukézal jako neefektivni.

V nasledujici kapitole provedeme stejnou analyzu pro vypocty s dvojitou presnosti.

3.3 SpMYV s dvojitou presnosti

V této kapitole ukdzeme vysledky pro SpMV s dvojitou presnosti a to pro Ellpack, sy-
metricky Ellpack s atomickymi instrukcemi a symetricky Ellpack se specidlnim maticovym
obarvenim na CPU i GPU. Pro vypoc¢ty na CPU se pouzilo 10 vlaken OpenMP na fakultnim
pocitaci Teslon, zatimco pro GPU vypocty byl vyuzit klastr Helios.

V tabulce 3.17 jsou zobrazeny ¢asy vypocti pro matice z tabulky 3.1. Tyto ¢asy jsou poté
zobrazeny pro CPU na obrazku 3.8 a pro GPU na obrazku 3.9, kde neni vynesend hodnota
pro matici cranseg_ 2 se specidalnim maticovym obarvenim z divodu radové vyssi hodnoty.
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Tabulka 3.17: Porovnani ¢astu vypoctu SpMV s dvojitou presnosti pro Ellpack na CPU a GPU
a symetricky Ellpack format s atomickymi instrukcemi a specidlnim maticovym obarvenim
na CPU a GPU.

¢as SpMV Ellpack ¢as SpMV Sym. Ellpack
atomické instrukce | specidlni obarveni
CPU | GPU | CPU | GPU | CPU | GPU |

crankseg 2 | 0,01123 | 0,00221 | 0,03326 | 0,00038 | 0,01957 | 0,57573
ecologyl 0,00258 | 0,00013 | 0,00760 | 0,00012 | 0,01084 | 0,00039
thermal2 0,00675 | 0,00022 | 0,01948 | 0,00030 | 0,02380 | 0,00275
G3__circuit | 0,00862 | 0,00019 | 0,01313 | 0,00018 | 0,02458 | 0,00060
kkt_power | 0,03482 | 0,00053 | 0,07476 | 0,00050 | 0,05065 | 0,00702

Cas vypoctu na CPU s dvojitou presnosti

0.07 |—+— Elipack
—%— atom.
—>—obar.
0.06
0.05
n 0.04 -
©
>0
0.03
0.02
0.01
0 T \ T \ T velikost
63838 1000000 1228045 1585478 2063494
crankseg_2 ecology1 thermal2 G3_circuit kkt_power

Obrazek 3.8: Vysledky SpMV pro testovaci matice z tabulky 3.1 s dvojitou presnosti na CPU.
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Obrazek 3.9: Vysledky SpMV pro testovaci matice z tabulky 3.1 s dvojitou presnosti na GPU.

Z tabulky 3.17 i obrazkd 3.8, 3.9 si opét mlizeme vSimnout, ze ¢asy CPU vypocta jsou
delsi nez ¢asy GPU vypoctu. Z CPU se opét jako lepsi volba jevi Ellpack format, naopak pro
GPU vypadaji Ellpack format a symetricky Ellpack forméat s atomickymi instrukcemi jako
vhodné volby. Symetricky Ellpack forméat se specidlnim maticovym obarvenim ve vypoctech
zaostava.

Ekvivalentni zavéry se daji vyvodit i z tabulky 3.18 urychleni pro CPU vs GPU a z tabulky
3.19 urychleni pro CPU vs CPU a GPU vs GPU pro jednotlivé formaty a algoritmy. Z téchto
tabulek opét plyne, Ze nejlepsi pro vypocty na CPU je Ellpack formét, pokud mame dostatek
paméti. Naopak pro vypocty na GPU je vhodnéjsi symetricky Ellpack format s atomickymi
instrukcemi, ktery ma podobny ¢as vypoctu jako klasicky Ellpack format, ale zaroven usetti
cast paméti.

Tabulka 3.18: Tabulka urychleni CPU X GPU pro Ellpack, symetricky Ellpack s atomickymi
instrukcemi a symetricky Ellpack se specidlnim maticovym obarvenim.

urychleni CPUXx GPU
Ellpack Sym. Ellpack atom. | Sym. Ellpack obarveni
crankseg_ 2 5,08 87,53 0,03
ecologyl 19,85 63,33 27,79
thermal2 30,68 64,93 8,65
G3__circuit 45,37 72,94 40,97
kkt_ power 65,70 149,52 7,22




3.3. SPMV S DVOJITOU PRESNOSTI 53

Tabulka 3.19: Tabulka urychleni CPUX CPU a GPU X GPU pro Ellpack a pro symetricky Ell-
pack se specidlnim maticovym obarvenim oproti symetrickému Ellpack formatu s atomickymi
instrukcemi.

urychleni CPUXCPU | urychleni GPUXGPU
Ellpack obarveni Ellpack obarveni

crankseg 2 | 0,34 0,59 5816 | 1515,079
ecologyl 0,34 1,43 1,083 3,250
thermal2 0,35 1,22 0,733 9,167
G3_circuit | 0,66 1,87 1,056 3,333
kkt power | 0,47 0,68 1,060 14,040
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Kapitola 4

Gaussova eliminac¢ni metoda

V této kapitole predstavime zakladni verzi sekvenéni Gaussovy elimina¢ni metody a jeji
paralelni verzi na GPU, jenz jsme implementovali pomoci knihovny TNL. Paralelni verzi
Gaussovy elimina¢ni metody poté rozsitime pomoci nastroje MPI pro vypocty na vypocetnich
klastrech. Nakonec ukazeme vysledky, kterych jsme pomoci paralelnich verzi dosahli.

4.1 Sekvencni Gaussova eliminaéni metoda

Gaussova elimina¢ni metoda, dale jen GEM, je nejjednodussi metoda pro feSeni soustavy
linearnich rovnic. Metoda se skldda ze dvou zakladnich ¢asti. V prvni ¢asti se matice soustavy
prevadi do horniho trojihelnikového tvaru pomoci elementarnich rddkovych tprav prohozeni
radki a odecteni nasobku jednoho radku od nasobku druhého radku. Druhou ¢asti je naslednd

vysoce sekvenéni a dohromady davaji slozitost algoritmu O(n3), viz [13].

Algoritmus jednoduchého sekvenénitho GEM pro matici soustavy A o rozmérech n X n a
vektorem pravé strany b o rozmérech n X 1 jsou znazornény v algoritmu 13. V tomto algoritmu
se pro kazdy sloupec k nejprve znormuje k-ty fadek prvkem A(k, k). Tento fadek nazyvame
hlavnim nebo také pivotnim fddkem a prvek A(k, k) nazyvame pivotem. Po znormovani hlav-
niho k-tého radku se pro vSechny radky pod hlavnim fddkem, tedy Fadky k + 1 az n, provadi
ekvivalentni fadkova tprava a to odecteni od kazdého fadku radek hlavni s nasobkem prv-
niho nenulového prvku na kazdém z téchto radku A(i, k). Touto upravou vzniknou vsude ve
sloupci k& pod diagonélou nuly, viz 4.1. Opakovanim téchto jednoduchych kroka pro vsechna
k € (0,n) se matice pfevede na horni trojihelnikovy tvar. Po pfevedeni matice do tohoto
tvaru se dale provadi zpétna substituce, coz odpovida vypoctu reseni.

Hlavni nevyhodou tohoto jednoduchého algoritmu, krom sekvencnosti, je numericka sta-
bilita. Predstavime-li si, ze prvek A(k, k) je nulovy, pak algoritmus nelze provadét z divodu
nedefinované operace a to déleni nulou. Druhou nevhodnou moznosti je prvek A(k, k) blizky
nule. V tomto ptipadé se déleni timto prvkem pfi normovani hlavniho radku vklada do vypo-
¢tu numericka chyba, kterd se dale propaguje do vsech ostatnich fadki a tim i do vysledku.
7 tohoto divodu se do jednoduchého algoritmu vkladd castecné nebo celkové pivotovani.
Pivotovanim se zajistuje lepsi numericka stabilita algoritmu.

55
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Céstecéné pivotovani je hledani maximéalniho prvku v absolutni hodnoté pod diagonalou v
daném sloupci k, ktery odpovida kroku vypoctu. Néasledné prehozeni k-tého rddku a radku s
maximem v k-tém sloupci pod k-tym fadkem se nam dostane toto maximum na pivotni prvek,
ktery jsme diive oznadili jako A(k, k). Nésledné algoritmus pokrac¢uje normovanim hlavniho
fadku a odeéitanim od ostatnich Fadkd, jak jiz bylo zminéno vyse. Césteéné pivotovani je
nutnou souc¢asti GEM metody protoze nenulovost prvku A(k, k) v k-tém kroku algoritmu nelze
na zac¢atku nijak zarucit. Pro obecné matice tento prvek ale nemusi byt tim nejvhodnéjsim.

Lepsim adeptem na pivotni prvek v k-tém kroku algoritmu je maximalni prvek v absolutni
hodnoté z ¢asti matice A ohrani¢ené k-tym sloupcem a k-tym fddkem. Jednd se o prvky
matice A(7,j), kde i € (k+ 1,n) a j € (k + 1,n). Po nalezeni tohoto maxima je nutné
prohodit nejen fadky ale i sloupce matice A tak, aby se maximum dostalo na pivotni prvek
A(k, k). Prohozenim sloupcu ale dojde i k prohozeni vysledného vektoru. Tyto permutace je
nutné v pribéhu algoritmu ukladat abychom pii zpétné substituci ndsledné provedli inverzni
permutaci vysledného vektoru a tim dostali spravné reseni. Z divodu slozitosti permutovani
se omezime pouze na ¢astecné pivotovani pii vypoctu GEM.

7 divodu sekvencnosti a slozitosti se nejjednodussi verze GEM pri vypoctech nepouziva.
Metodu je mozné paralelizovat nékolika zptsoby. Na jeden z téchto zptisobli se v této praci
zamérime.

Algoritmus 13 Sekvenci algoritmus Gaussovy metody pro matici A s rozméry n X n, vek-
torem pravé strany b s rozmérem n X 1 a vektorem TeSeni = se stejnym rozmérem jako vektor

b.

1: for k=0; k<n; k++ do

2: if A(k,k)#0 then > kontrola nenulovosti pivota
3: for 1=k; i<n; i++4+ do

4: A(k,i) = A(k,1)/A(k, k) > normovani hlavniho fadku
5: for i=k+1;, i<n; i++4+ do

6: for j=k+1, j<n; j++ do

7: A(i,j) = A(i,5) — A, k) = A(k, 7) > elimiace fadku od pivotniho radku
8: b(k) = b(k) — A(i, k) * b(k)

9: A(Z, k‘) =0

10: for k=n—-1;, k>-1; k—— do > zpétnd substituce
11: x(k) = b(k)
12: for j=k+1;, j<n; j++ do

13: x(k) =xz(k) —z(j) « A(k, 7)
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Obréazek 4.1: k-ty krok sekvenéniho GEM, kde zelené pole zna¢i nenulové prvky.

4.2 Paralelni Gaussova eliminacéni metoda

V této casti se zamérime na algoritmus paralelni verze GEM, ktery jsme implementovali
pomoci CUDA a knihovny TNL. Z toho divodu budou néasledujici pseudokédy obsahovat
prvky programovaci architektury CUDA.

Matici A o rozmérech n X n lze pomoci elementarnich fadkovych tprav prevést do diago-
nalniho tvaru bez nutnosti pocitani zpétné substituce. Po normalizaci v k-tém kroku algoritmu
Ize jednoduchym odectenim hlavniho k-tého radku od radkiu nad hlavnim rfadkem dosdhnout
vynulovani i prvkd v k-tém sloupci nad hlavnim fadkem. Timto zptisobem lze eliminovat
vSechny nad-diagondalni prvky matice soustavy A a ziskat tak Teseni soustavy bez nutnosti
pocitani zpétné substituce. Tento fakt, jak se ukaze nize, je velmi dulezity pro paralelni vy-
pocty na GPU.

Z algoritmu 13 je zfejmé, Ze déleni pivotniho fadku (fddek 4) neni nutnou soucésti al-
goritmu, pokud déleni pivotem budeme provadét na ostatnich fadcich matice (¥. 7). Této
vlastnosti nemda smysl v sekvenénim GEM vyuzivat z divodu navyseni poctu operaci. Pti
paralelizaci ndm ale zmizi jeden z nutnych sekvencnich krokt. Déle si miizeme vSimnout, ze
operace na radcich i prvky v nich jsou na sobé nezavislé, za predpokladu, Ze se pivotni radek
nemeéni. Tedy for-cykly na fadcich 5 a 6 jsou plné paralelizovatelné. Dale vyuzijeme moznosti
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pocitat i s nad-diagonalnimi prvky, ¢imz se nesnizi slozitost algoritmu ale zvysi se ndm moz-
nost vyuziti paralelizace a to rozsifenim for-cyklu z fddku 5 na rozsah (0,n) bez pivotniho
radku k, jak je vidét v algoritmu 4.2. Bez tohoto kroku by algoritmus ztracel v kazdém kroku
2n + 2k + 1 paralelnich vlaken. Tim, ze budeme upravovat zaroven i nad-diagondlni prvky
dokadzeme tuto ztratu snizit az na n — 1 paralelnich vlaken. Navic ¢ast zpétné substituce,
kterd je tézko paralelizovatelnd tplné zmizi. Vysledna matice bude totiz v diagonalnim tvaru
s nenulovymi prvky na diagondle. Pro vypocet feseni tedy stac¢i na konci programu podélit
vektor b diagondlnimi prvky matice A.

Hlavni ¢ast algoritmu v k-tém kroku, kterd se spousti s poc¢tem blokl stejnym jako pocet
radkt matice A a poctem vldken stejnym jako zbyvajici sloupce tedy n — k je znazornéna
v algoritmu 14. Dulezitou soucasti je ulozeni matice v paméti po fadcich, ¢imz lze alespon
castecné naplnit podminka sloucenych pristupt do paméti, kterou jsme popsali v kapitole
Néstroje CUDA.

Algoritmus 14 Paralelni algoritmus Gaussovy Elimina¢ni metody pro matici A s rozméry
n X n, vektorem pravé strany b s rozmérem n X 1 a vektorem feSeni z se stejnym rozmérem
jako vektor b.

1: for k=0; k<n; k++ do

2: MAINKERNEL<K n,n — k >>(A, b, k)

3: CALCULATERESULT<< 1,1 3>(A, b, x)

4: function __ GLOBAL___ MAINKERNEL(A, b, k)

5: row = blockldx.x

6: col = threadldx.x

7: if col > k Arow #k A A(k, k) #0 then

8: pivot = A(k, k)

9: firstElemInRow = A(row, k)

10: if firstElemInRow # 0 then

11: A(row,col) = A(row,col)—firstElemInRows*A(k,col)/pivot
12: if row # k A col==k then

13: b(row) = b(row) — A(row, k) = b(k)/A(k, k)

14: function __ GLOBAL___ CALCULATERESULT(A, b, x)
15: row = threadldx.x
16: x(row) = b(row)/A(row,row)
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14 1 0 0 0 0
24 0 1 0 0 0
34 0 0 1 0 0
k-1 4 O 0 0 1 0
k4 O 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 2 3 k-1 K

Obrazek 4.2: k-ty krok paralelniho GEM, kde zelené pole znaci nenulové prvky.

Samozirejmou soucasti tohoto kddu je také ¢astecny pivoting. Hledani maxima v absolutni
hodnoté se nam podatilo implementovat pomoci paralelni redukce fungujici v registrech GPU.
Tato paralelni redukce je zaloZena na funkei __ shfl _down_sync(), kterd byla prestavena v
CUDA 9. Tato funkce umoznuje vldknu sahat do registru vedlejSich vldken stejného warpu.
Vice o paralelni redukci zalozenou na této funkci se muzete docist v [5]. Kéd pro pivoting s
vyuzitim MainKernel () funkce z algoritmu 14 je znazornén v algoritmu 15.

Algoritmus 15 Paralelni algoritmus Gaussovy Elimina¢ni metody s pivotingem pro matici
A s rozméry n X n, vektorem pravé strany b o rozméru n X 1 a vektorem reseni x se stejnym
rozmérem jako vektor b.

1. for k=0; k<n; k++ do

2: pos = -1

3 FINDROWPIVOT< 1,n — k >>(A, k,pos) > Najdi pivotni fadek s paralelni redukei

4 if pos # k then

5: SwAPROWS<« 1,n — k 3>(A, k,pos) > Vymén pivotni fadek za k-ty radek

6

7

MAINKERNEL< n,n — k 3>(A, b, k)
: CALCULATERESULT(A, b, z)
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4.3 Paralelni Gaussova eliminac¢ni metoda s MPI

Dilezitou soucasti vypocta je jejich rozsifeni na vypocetni klastry, které jsou schopné
pocitat tlohy, jenz by se na jednom zarizeni pocitaly obtizné. Zatimco mirné upraveny kod z
predchozi kapitoly zvldda efektivné tlohy stfedni velikost (500-8000 fadku matice v zavislosti
na pouzitém GPU), pro vétsi ilohy neni vhodny. MPI ndm pomuze fesit tilohy, které jsou pro
jedno GPU prilis veliké. V této podkapitole si tedy ukazeme implementaci pomoci MPI a to
pouze na grafické karty.

Pri pouziti MPI je nutné dbat na omezeni tykajici se pfenosu dat. Pfenos dat mezi jednot-
livymi komponenty vypocetniho klastru je obecné pomaly. Z toho duvodu je nutné kopirovani
dat mezi jednotlivimi GPU maximéalné omezit.

Navrh vychéazejici z predchoziho algoritmu je jednoduchy. Jedné se o rozdéleni matice
na vodorovné pasy podle poctu procesi. Toto rozdéleni je znazornéno na obrazku 4.3. Pri
poctu procesit m poté kazdy proces pracuje s pasem matice A o velikosti - X n, kde zlomek
oznac¢ime jako . = -+. V kazdém kroku k algoritmu dostava kazdy proces s pouzitim funkce
MPI_Bcast () cely pivotni fadek o velikosti 1 X n—k+ 1, kde n — k je pocet sloupcti matice A
s nimiz se bude pocitat a jeden prvek vektoru b. S timto radkem poté kazdy proces upravuje
svoji ¢ast matice a to pomoci ekvivalenti radkové ipravy odec¢teni nadsobku povitalniho radku
od svych radki. Tato ekvivalentni radkova tprava jiz probihd na GPU. Kéd pro jednoduchy
GEM s MPI bez pivotingu je znazornén v algoritmu 16. Pseudokdd obsahuje funkce z MPI,

které jsme jiz popsali v kapitole o MPI.

Rozdéleni matice pro vypocet s MPI

A X b

w3
AN

3
wls
A

*
1l

wls
AN

Obr. 4.3: Priklad rozdéleni matice a vektoru pravé strany na 3 bloky pro vypocet GEM s MPI
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Algoritmus 16 Paralelni algoritmus Gaussovy Eliminac¢ni metody s MPI bez pivotingu pro
matici A s rozméry n X n rozdélenou pomoci m processti na m pasi velikosti > X n, vektorem
pravé strany b o rozméru n X 1 a vektorem Teseni x se stejnym rozmérem jako vektor b.

1: processlD = -1

2: numOfProcesses = 0

3: MPI Comm rank( &processID )

4: MPI Comm_ size( &numOfProcesses )

5 k=0

6: while £k < n do

7: rowPointer = k - [ 2|« 7 > Tadek v ¢asti matice A odpovidajici hlavnimu k-tému
radku

8: mainRowVec(n — k + 1) > vektor o velikosti n — k + 1

9: if |£] == processID then

10: A.getRow( rowPointer, k, mainRowVec );

11: mainRowVec[n — k] = b[rowPointer]

12: MPI_Bcast( mainRow, size, £)

13:

14: MAINKERNELMPI< 71, n — k 3>(A, b, mainRowVec, k, rowPointer,

15: processID, numOfProcesses)

16: k=k+1
17: CALCULATERESULT(A, b, x)

18: function GLOBAL___ MAINKERNELMPI(A, b, mainRowVec, k, rowPointer,

19: processID, numOfProcesses)

20: row = blockldx.x

21: col = threadldx.x

22: if col > k& A mainRowVec[0] # 0 A rowPointer # row then

23: pivot = mainRowVec(0)

24: firstElemInRow = A(row, k)

25: if firstElemInRow # 0 then

26: A(row,col) = A(row,col)—firstElemInRowsxmainRow Vec[col-k]) /pivot

27: if row + processID xn # k A col==k A row == 0 A row < 7 A mainRowVec[0] # 0
then
28: b(row) = b(row) — A(row, k)*mainRowVec[n — k]/mainRow Vec|0]

Funkce MainKernel se musela z verze bez MPI rozsirit. Hlavni radek jiz nemusi byt ob-
sazen v matici, pricemz kazdy proces s nim pracuje jako s externim vektorem mainRow-
Vec. Zajimavosti algoritmu je také nutnost urceni hlavniho procesu, ktery tento mainRowVec
plni hodnotami a nasledné rozesila ostatnim procestim pomoci funkce MPI_Bcast (). Funkce
CalculateResult() vypada také obdobné jako stejnojmennd funkce z algoritmu bez MPI.
Rozsitenim v této funkci je slozeni vysledku ze vSech procesti do nultého procesu. Je tedy opét
nutné identifikovat ktery proces mé kterou ¢ast vysledku ve vysledném vektoru b, coz odpo-
vida pastim matice A, a poté poslani téchto ¢isel nultému procesu, ktery je slozi do celkového
vektoru x o velikosti n.
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Nyni je zfejmé, Ze jiz tento pristup vyzaduje velké mnozstvi komunikace mezi jednotli-
vymi procesy. V kazdém kroku k algoritmu se totiz rozesila hlavni radek ostatnim procesi,
to znamena n-krat MPI_Bcast() a v ném musi kazdé vldkno prijmout hodnoty z hlavniho
procesu, ktery naopak hodnoty rozesila. Tento kéd ale neni numericky stabilni tak, jako verze
bez MPI, chybi totiz ¢astecny pivoting.

Pfed tim nez popiseme kdd pro pivoting, pojdme nejprve rozmyslet, co vSe bude nutné v
pivotingu udélat. Nejprve bude nutné nalézt pivotni radek, ktery se muize ale i nemusi nachézet
v hlavnim procesu, tedy procesu ktery realné obsahuje k-ty radek matice. Navic ke zjisténi,
kde se pivotni radek nachézi, bude nutné nalézt lokalni maximum v absolutni hodnoté v
kazdém z pasit matice A a nasledné rozeslani téchto lokdlnich maxim vsem procesum. Kazdy
proces poté vyhodnoti v jakém procesu se nalézd globalni maximum a na jakém tadku v
péasu daného procesu se radek nachazi. Pokud se jako proces s maximem ukaze hlavni proces,
pak kéd pivotingu prejde na verzi kédu bez MPI, tedy piehodi se dva radky pomoci funkce
SwapRows () a nacte se mainRow Vec, ktery se rozesle ostatnim procestim. Pokud ale maximum
nelezi v hlavnim procesu, pak musi dany proces prohodit fadek s hlavnim procesem a nasledné
bude moci hlavni proces vytvorit mainRow Vec a rozeslat ho ostatnim procesiim. Tento pristup
lze pomoci MPI jesté zjednodusit, protoze kdyz uz se posila radek pro vymeénu je vhodné jej
rozeslat i ostatnim procesim, které mohou zacit s vypocty. Tento popsany kod je znédzornén
nize v algoritmech 17 a 18.
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Algoritmus 17 Paralelni algoritmus Gaussovy Eliminac¢ni metody s MPI s pivotingu pro
matici A s rozméry n X n rozdélenou pomoci m processti na m pasi velikosti > X n, vektorem
pravé strany b o rozméru n X 1 a vektorem Teseni x se stejnym rozmérem jako vektor b.

1: processlD = -1

2: numOfProcesses = 0

3: MPI Comm rank( &processID )

4: MPI Comm_ size( &numOfProcesses )

5 k=0

6: while £k < n do

7: rowPointer = k - [ 2|« 7 > Tadek v ¢asti matice A odpovidajici hlavnimu k-tému
radku

8: [MAX, POS, processMax |=FINDMAX( A, processID, numOfProcesses)

9: mainRowVec(n — k + 1) > vektor o velikosti n — k + 1

10: if processMax # |£| then

11: if processID == processMax then

12: A.getRow( rowPointer, k, mainRowVec );

13: mainRowVec[n — k] = b[k]

14: else if [£| == processID then

15: if POS # rowPointer then

16: SwAPROWS< 1,n — k >>(A, k,POS)

17: A.getRow( rowPointer, k, mainRowVec )

18: mainRowVec[n — k] = b[rowPointer]

19: MPI_Bcast( mainRow, size, £)

20: if processMax # [£] then

21: mainRowSwap(n — k +1) > vektor o velikosti n — k 4+ 1 pro vyménu pivotniho
fadku

22: if processID == processMax then

23: MPI Recv( mainRowSwap, n — k + 1, L%J ,0)

24: A.setRow(POS,k,mainRowSwap)

25: b[POS]| = mainRowSwap(n — k)

26: else if processID == |£| then

27: A.getRow( rowPointer, k, mainRowSwap )

28: mainRowSwap[n — k| = b[rowPointer|

29: MPI_Send(mainRowSwap, n — k + 1, processMax, 0)

30: A setRow(rowPointer,k,mainRow Vec)

31: b[rowPointer] = mainRowVec(n — k)

32: MAINKERNELMPI< 71, n — k 3>(A, b, mainRowVec, k, rowPointer,

33: processID, numOfProcesses)

34: k=k+1
35: CALCULATERESULT(A, b, )
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Algoritmus 18 Funkce findMax() z algoritmu 17.

1: function [MAX, POS, processMax]=FINDMAX( A, processID, numOfProcesses)
2: fromRow = 0

3 if {%J > processID then

4 fromRow = 7

5: else if L%J = processID then

6 fromRow = rowPointer

7

8

9

max = 0
pos = -1
: if fromRow # 71 then
10: FINDROWPIVOT< 1,71 — fromRow >>(A, k,pos,max)
11: data[0] = max; data[l] = pos
12: dataRecv[2#numOfProcesses] > alokace paméti pro prichozi data
13: MPI__Allgather( data, 2, dataRecv, 2)
14: fori =0; i< 2«numOfProcesses; i=i+2 do
15: if dataRecv]i+1] # —1A MAX < dataRecv[i] then
16: MAX = dataRecvli]
17: POS = dataRecv[i+1]

18: processMax = [ 5|




Kapitola 5

Vysledky Gaussovy Eliminacni
metody

V této podkapitole si ukdzeme vysledky GEM implementované na CPU, GPU bez MPI a
GPU s MPI. Vsechny implementace byly predstaveny v této kapitole.

Vypocéty byly proviadény na skolnim pocitaci Teslon, ktery je vybaven 10-jddrovym proce-
sorem Intel® Xeon® E5-2640 v4 se zékladni frekvenci 2.4GHz a cache paméti 20 MB. Déle
se na Teslonu nachazi 2 grafické akceleratory NVIDIA® Tesla P100-SXM2 globalni paméti
o velikosti 16GB pro kazdy. Na Teslonu je nainstalovin GCC preklada¢ verze 8.2.0, CUDA
10.2 a a MPI 3.1.3.

Vsechny vypocty se byly provedeny na testovacich maticich z [14], jejichz parametry jsou
zndzornény v tabulce 5.1 a jejich rozlozeni prvkil na obrazcich 5.1 - 5.6. Matice vybrané pro
vypocet by mély byt riznych velikosti i poc¢tu nenulovych prvkia. Pro CPU kéd se pouzilo
jedno jadro procesoru Intel® Xeon® E5-2640 v4 a pro GPU kdéd se pouzila jeden graficky
akeelerator NVIDIA® Tesla P100-SXM2. MPI vypocty se poté provadély pouze pro GPU
kéd za pouziti obou grafickych akceleratort NVIDIA® Tesla P100-SXM?2.

Samotny vypocet GEM pro soustavu rovnic A -x = b se poté provadél s pravou stranou b
rovnou souctu prvki v radcich matice A. Tento pristup nam umoznil ruéni pocitani vysledného
vektoru @, ktery by se mél rovnat vektoru samych jednicek. Z toho duvodu se ve vysledcich
objevi Lo norma definovand vztahem (5.1), kde @ oznacuje spravné feSeni soustavy A-x = b
a & oznacuje vysledek GEM.

Ly=>Y (v;— %)%, =xcR"&ecR" (5.1)

65
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Obrazek 5.5: Matice s3rmt3m3 o 5357 fadcich. Obrazek 5.6: Matice fp o 7548 tadcich.
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Tabulka 5.1: Tabulka parametri matic pouzitych pro vypocet GEM.

| matice | #¥adkix#sloupci | #nenul. proki ||
662 bus 662 % 662 1 568
msc01050 1050 x 1050 15 103
comsol 1500% 1500 97 645
losmoc 1500 x 1500 97 645
heart1 3557% 3557 1387 773
s3rmt3m3 5357% 5357 207 123
fp 7548 X 7548 848 553

V tabulce 5.1 si lze vSimnout dvou matic se stejnymi parametry. Matice losmoc byla nami
vytvorena za Ucelem vyzkouseni maximéalniho pivotingu. Jedna se tedy o matici comsol, u
které jsme experimentalné zjistili, Ze pivoting vyuzije pfi vypocCtu dvakrat a to pouze pro
sousedni radky. Matice losmoc tedy vznikla z matice comsol u niz jsme presunuli posledni
radek na nulty a zbylé fddky jsme o posunuli o jeden. U matice losmoc se tedy vyuziva
pivotingu v kazdém kroku vypoctu.

5.1 GEM s jednoduchou presnosti

V této kapitole ukdzeme vysledky dosazené na testovacich maticich z [14] s parametry z
tabulky 5.1.

V tabulce 5.2 jsou vyobrazeny casy vypoctid a chyby oproti spravnému feseni pro dané
testovaci matice na CPU a GPU bez pivotingu a na CPU a GPU s pivotingem s jednoduchou
presnosti. Lze si vSimnout, Ze chyby reseni jsou u dané matice priblizné stejné pro vsechny
kombinace vypoctu. Z tabulky 5.4, kde jsou vyobrazeny obdobné vypocty pouze s dvojitou
presnosti, jsou chyby vypoctu oproti spravnému feSeni minimélni ¢i nulové. Z toho plyne,
Ze algoritmy pocitaji spravna feseni a chyby v 5.2 jsou zptsobeny pouze nedostatecnou nu-
merickou presnosti. Déle si lze vSimnout, Ze jiz na nejmensi matici 662_bus trva vypocet
GEM kratsi dobu na GPU nez na CPU bez pivotingu, naopak s pivotingem je lepsi CPU
nez GPU. Hledani pivotalniho radku, i pres fakt, ze v matici 662_ bus pivoting nehraje roli,
protoze jsou maxima na diagondle v kazdém kroku vypoctu, zvysuje vypocetni ¢as. Vysledky
z tabulky 5.2 jsou znazornény i na obrazku 5.7, kde na ose x jsou jednotlivé matice a na ose
y je logaritmicka hodnota casu vypoctu.
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Tabulka 5.2: Porovnani casu vypocti GEM s jednoduchou presnosti na CPU a GPU bez
pivotingu a s pivotingem.

GEM bez pivotingu GEM s pivotingem
CPU Lo error ‘ GPU ‘ Lo error CPU Lo error ‘ GPU ‘ Lo error
662 bus 0,022 0,009 0,015 0,007 0,035 0,009 0,058 0,007
msc01050 0,088 30,964 0,044 30,965 0,098 30,961 0,098 30,963
comsol 0,336 3,435 0,182 3,394 0,350 3,433 0,272 3,390
losmoc - - - - 0,339 3,837 0,275 3,825
heartl 5,675 0,042 1,850 0,041 5,687 33,835 2,067 39,583
sdrmt3m3 | 24,189 49,096 5,467 82,098 22,828 | 727,530 | 5,794 | 2578,237
fp 187,727 2,746 18,085 2,712 204,146 2,719 18,417 2,914
Cas vypoctu na CPU a GPU s jednoduchou presnosti
102 |- | —+—CPU bez piv. /
[ |—%— GPU bez piv.
b CPU s piv.
I +Gpuzgiv. ,-/
10" F /
K,
100 3
107 F
662 1050 1500 1500 3557 5357 7548 velikost
662_bus msc01050  comsol losmoc heart1 s3rmt3m3 fp

Obrazek 5.7: Vysledky GEM metody pro testovaci matice s jednoduchou presnosti.

V tabulce 5.3 je zndzornéno namétfené urychleni mezi CPUXGPU bez pivotingu a mezi
CPUXGPU s pivotingem. Tyto hodnoty opét potvrzuji zavéry vyvozené z tabulky 5.2. Hod-
noty ukazuji, ze GPU m4é na vétsich maticich kratsi vypocetni ¢as nez CPU.
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Tabulka 5.3: Tabulka urychleni CPUXGPU pro GEM v jednoduché presnosti pro ¢asy bez
pivotingu a pro ¢asy s pivotingem.

|

ur. CPUXGPU GEM bez pivotingu | ur. CPUXGPU GEM s pivotingem H

662 _bus
msc01050
comsol
losmoc
heart1
s3rmt3m3

fp

1,47
2,00
1,85
3,07
4,42
10,28

0,60
1,00
1,29
1,23
2,75
3,04
11,08

5.2 GEM s dvojitou presnosti

V této kapitole ukdzeme naméfeny cas vypocti a chybu oproti pfesnému reseni pro GEM
s dvojitou presnosti. Dale napocitame urychleni CPUX GPU bez pivotingu a CPUXGPU s

pivotingem.

V tabulce 5.4 jsou znézornény casy a chyby vypocti GEM s dvojitou presnosti. Hodnoty
ukazuji pro vétsinu testovacich matic nulovou chybu. Tento fakt svédci o spravnosti vysledku
soustavy linearnich rovnic. Casy vypoctu z tabulky 5.4 jsou zndzornény i v obrazku 5.8.

Tabulka 5.4: Porovnéni ¢ast vypocttt GEM s dvojitou presnosti na CPU a GPU bez pivotingu
a s pivotingem.

GEM bez pivotingu

GEM s pivotingem

CPU Lo error ‘ GPU ‘ Lo error CPU Lo error ‘ GPU ‘ Lo error
662_ bus 0,041 0,000 0,018 0,000 0,050 0,000 0,058 0,000
msc01050 0,161 0,283 0,043 0,286 0,164 0,218 0,106 0,215
comsol 0,450 0,000 0,214 0,000 0,465 0,000 0,299 0,000
losmoc - - - - 0,467 0,000 0,305 0,000
heart1 13,105 0,000 2,128 0,000 13,147 0,000 2,357 0,000
sdrmt3m3 | 47,089 0,000 6,203 0,000 47,066 0,000 6,563 0,000
fp 134,485 0,000 | 21,073 0,000 134,573 | 0,000 21,187 | 0,000
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Cas vypoctu na CPU a GPU s dvojitou presnosti

102 ¢
£ | —+— CPU bez piv.
[ |—%— GPU bez piv.
[ CPU s piv.
| |—%— GPU s piv.
10° E
%]
S
100 L
107" E

kol T T T T T T

662 1050 1500 1500 3557 5357 7548 velikost
662_bus msc01050  comsol losmoc heart1 s3rmt3m3 fp

Obrazek 5.8: Vysledky GEM pro testovaci matice s dvojitou presnosti.

7 obrazku 5.8 je ziejmé, ze GPU potrebuje pro vypocet GEM kratsi ¢as nez CPU. Na
vétsi matici se dosahuje az 7 ndsobného urychleni. Tento fakt je opét znazornén v tabulce
urychleni 5.5.

Tabulka 5.5: Tabulka urychleni CPUXGPU pro GEM s dvojitou presnosti pro casy bez
pivotingu a pro casy s pivotingem.

H ur. CPUXGPU GEM bez pivotingu | ur. CPUXGPU GEM s pivotingem H

662_ bus 2,28 0,86
msc01050 3,74 1,55
comsol 2,10 1,56
losmoc - 1,53
heart1 6,16 5,08
s3rmt3m3 7,99 7,17
fp 6,38 6,35

5.3 MPI GEM

V této kapitole predstavime vysledky pro Gaussovu Elimina¢ni metodu s MPI. Algoritmus
predstaven v predchozi kapitole jsme spustili na vypocéetnim klastru Teslon pro 1 a 2 procesy
pro testovaci matice z 5.1 a jednu vétsi matici ship_ 001 s 34 920 jejiz nahled je zobrazen na
obrazku 5.9.
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Vysledky pro vypocty provedené s jednoduchou pfesnosti jsou v tabulce 5.6. Zajimavosti
je rychlejsi vypocet pro vétsi matice pro jeden proces MPI nez pro kéd bez MPI.

N T ".;u

e ST T S
N =

. B ==

i f‘“":‘" N e

g

_ﬁ, o : 4

Obrazek 5.9: Matice ship_ 001 o 34 920 radcich.

Tabulka 5.6: Porovnani ¢asii vypoc¢ti GEM s jednoduchou presnosti na GPU s MPI pro 1 a
2 procesy bez pivotingu a s pivotingem.

GEM bez pivotingu | GEM s pivotingem

1xXGPU | 2xGPU | 1xGPU | 2xGPU
662_ bus 0,056 0,084 0,132 0,148
msc01050 0,100 0,148 0,212 0,240
comsol 0,232 0,240 0,374 0,386
losmoc - - 0,398 0,394
heartl 1,542 1,260 1,930 1,632
s3rmt3m3 4,178 3,314 4,834 3,922
fp 13,358 8,280 14,156 9,016
ship_ 001 | 1121,290 | 647,978 | 1125,806 | 651,414

V tabulce 5.7 je zndzornéno nameérené urychleni pro vypocetni ¢asy GEM s jednoduchou
presnosti. Zajimavosti je, Ze jiz 2 procesy maji urc¢ité urychleni oproti 1 procesu. Duvodem
miize byt rozdéleni vypoctl na vice grafickych akceleratort a tim Ize 1épe vyuzit jejich vypo-
cetni vykon.
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Tabulka 5.7: Tabulka urychleni GEM s jednoduchou presnosti na GPU s MPI 1X2 procesy
bez pivotingu a s pivotingem.

GEM bez pivotingu | GEM s pivotingem
1x2 GPU 1x2 GPU
662__bus 0,67 0,89
msc01050 0,68 0,88
comsol 0,97 0,97
losmoc - 1,01
heart1 1,22 1,18
s3rmt3m3 1,26 1,23
fp 1,61 1,57
ship_ 001 1,73 1,73

V tabulce 5.8 jsou znazornény casy vypocti GEM s dvojitou presnosti. Napocitané urych-
leni je poté znézornéno v tabulce 5.9. Lze si opét vSimnout, ze vétsi matice maji kratsi vypocet
pro 2 procesy nez pro 1 proces.

Tabulka 5.8: Porovnani ¢asi vypocti GEM s dvojitou presnosti na GPU s MPI pro 1 a 2
procesy bez pivotingu a s pivotingem.

GEM bez pivotingu | GEM s pivotingem
1xGPU | 2xGPU | 1xGPU | 2xGPU

662 bus 0,052 0,082 0,120 0,140
msc01050 0,100 0,152 0,210 0,254

comsol 0,260 0,288 0,412 0,438
losmoc - - 0,428 0,444
heart1 1,810 1,668 2,204 2,042
s3rmt3m3 4,838 4,306 5,496 4,916
fp 16,288 10,962 17,020 11,630

ship 001 | 1350,311 | 813,344 | 1354,717 | 816,638
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Tabulka 5.9: Tabulka urychleni GEM s dvojitou presnosti na GPU s MPI 1X2 procesy bez

pivotingu a s pivotingem.

GEM bez pivotingu | GEM s pivotingem
1x2 GPU 1x2 GPU
662_ bus 0,63 0,86
msc01050 0,66 0,83
comsol 0,90 0,94
losmoc - 0,96
heart1 1,09 1,08
s3rmt3m3 1,12 1,12
fp 1,49 1,46
ship_ 001 1,66 1,66
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Z.aver

V této praci jsme se seznamili s programovacimi nastroji nVidia CUDA pro grafické akce-
leratory znacky nVidia, MPI pro pocitacové architektury s distribuovanou pameéti, OpenMP
pro pocitacové architektury se sdilenou paméti a knihovnou TNL, pomoci niz se implemen-
tace provadély.

Predstavili jsme klasicky Ellpack format pro ulozeni ridké matice a jeho symetrickou verzi
pro tidké symetrické matice. Spolu s formaty jsme predstavili implementace nasobeni matice
s vektory a to, jak na CPU, tak na GPU.

Nasledné jsme prezentovali vysledky nasobeni vybranych fidkych symetrickych matic s
vektory. Vysledky, které jsme prezentovali pomoci ¢asti vypoc¢tl a urychleni jednotlivych algo-
ritmt ukazuji, ze pro CPU je nejméné casové narocny Ellpack format a pro GPU jsou nejméné
casové narocné Ellpack format a symetricky Ellpack forméat s pouzitim atomickych instrukei,
ktery navic, diky symetri¢nosti, Setfi misto v pameéti. Naopak sofistikovany algoritmus speci-
alnfho maticového obarveni pro symetricky Ellpack format se ukazal jako neefektivni, jak pro
CPU, tak pro GPU.

Pro teseni soustav linearnich rovnic pomoci Gaussovy Eliminacni metody jsme nejprve
ukazali jednoduchy sekvenc¢ni kéd pro CPU, ktery jsme nasledné rozsitili pro vypocty na
GPU a pomoci MPI pro vypocty na vypocetnich klastrech pro vice GPU.

Vysledky Gaussovy Eliminac¢ni metody ukazuji spravnost pouzité metody pro vypocet
soustavy linedrnich rovnic zadané matici. Vypocetni ¢as je pro vétsi matice az nékolikandsobné
nizsi na GPU nez na CPU a to pro vypocet bez pivotingu i s pivotingem. Vysledky pro
Gaussovu Elimina¢ni metodu s MPI ukazuji vhodnost pouziti této metody pouze pro matice

Vv
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