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Znaceni

’ Znacka | Popis

A matice
0 nulovd matice
I matice identity
R™m prostor redlnych matic rozméru m x n
Ajj 1J-ty prvek matice
A, i-ty Tadek matice
A,j j-ty sloupec matice
T; i-ty prvek vektoru
o(A) | spektrum matice
p(A) | spektralni polomér matice
z vektor
0 nulovy vektor
Z'', AT | transpozice vektoru, matice
AL inverzni matice
| norma vektoru
n {meN|m<n}
no n U {0}
[a, b] uzavieny interval a,b € R
P(X) | poten¢ni mnozina mnoziny X
G(V, E) | matematicky graf G s vrcholy v mnoziné V' a hranami E
G(A) matematicky graf G s matici sousednosti A
n pocet vrcholi grafu
m pocet hran grafu
d; stupen i-tého vrcholu
k pocet komunit
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Uvod

V préci se zabyvam nédvrhem a implementaci detekéni metody hledajici prekryvajici se ko-
munity v grafech. Zakladem detekce komunit je model schopny tyto komunity popsat. Musi byt
dostatecné obsahly na to, aby dokazal popsat i prekryvajici se komunity v bipartitnich grafech.

Soucésti prace je srovnani detekénich metod zalozenych na stochastickych blokovych mode-
lech s Poissonovym rozdélenim a testovani v testovacim prostiedi obsahujicim generator nahod-
nych grafii se strukturou prekryvajicich se komunit. Implementovan je v testovacim prostiedi
také nastroj, ktery porovnava nalezeny model s modelem pro generovani nahodného grafu.

Diplomovou praci navazuji na vyzkumny kol a na svoji bakaldiskou praci. V bakalarské
praci jsem se zabyval moznostmi a metodami pro detekci komunit v grafech. Metody popsané v
bakalaiské préci se snazily vysvélit zmény v hustoté hran mezi vrcholy tak, ze rozdélily vrcholy
do skupin, které jsou vzajemné propojeny relativné hustéji vzhledem ke zbytku grafu. Po tomto
rozdéleni vrchold muze byt daleko snazsi vysvétlit a popsat vyznam riznych ¢asti matematického
grafu. Ve vyzkumném tkolu jsem se zaméril na modely popisujici komunity, vytvoril jsem postup
a nastroj pro jejich porovnani a generdator ndhodnych grafii obsahujicich strukturu popsanou
riznymi modely. Také jsem zkombinovanim vlastnosti dostupnych model odvodil pozadavky,
abych dokazal popsat prekryvajici se komunity v bipartitnich grafech.

V resersni ¢asti jsem vyuzil zdroji pouzitych pro bakalaiskou praci a vyzkumny ikol, ale
zaméril jsem se na jiné teoretické aspekty. Predevsim tedy na algoritmy detekce komunit pro-
strednictvim stochastickych blokovych modeli, jejich ucelové funkce a jejich spole¢né vlastnosti.

Testovaci prostiedi bylo navrzeno v ramci vyzkumného tikolu se zdmérem umoznit vyvinout
detekéni metodu schopnou nalézt prekryvajici se komunity v bipartitnim grafu. V bipartitnim
grafu nelze komunity chapat jako shluky hustéji propojenych komunit, ale jako stejny zpusob
propojeni hranami. Vyvojem takové metody se zabyva tato préce.

Motivaci vyvoje takové metody jsou data z informaticko-socidlniho projektu pro GACR
¢islo 16-072105: Complex network methods applied to ancient Egypt data in the Old Kingdom
(2700-2180 BC). Vyzkumny projekt se zabyval vyvojem spole¢nosti starovékého Egypta z hle-
diska nepotismu (protekce a predavani strategickych tirednickych a spolecenskych funkei piibuz-
nym) a dalSich spolecenskych procesu pretvarejici kralovstvi na stat [12].

Zdrojem dat jsou symboly umisténé na objevenych hrobkach vyse postavenych lidi ve sta-
roveké egyptské spolecnosti. Ukédzka dat je zobrazena na obrazku 1. Z téchto symbolt by mélo
byt mozné ziskat pro kazdou osobu jeji indentifikaci, pribuzenské vztahy a administrativni posty
(napr. sprava pokladnic, soudnictvi, sprava sypek, péce o panovnikovo télo, apod.).

Na obrazku 2 je vyobrazena sit titult a jejich nositelti. Tato sit je bipartitni graf lidi—tituly.
Vyobrazeni vzniklo Fruchtermanovym-Reingoldovym zobrazovacim algoritmem [16]. Tento al-
goritmus muze slouzit jako pomtcka pro detekci komunit, ale jeho vystup neni dostatecny pro
dalsi zpracovani. Vysledkem je takové zobrazeni jako na obrazku 2, kde opticky vznikaji shluky
lidi kolem tituli, ale chybi jejich strojové Citelné rozrazeni do komunit.
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Obrazek 1: Vstupni data ze starovékého Egypta, ziskand z hrobek veziri. Obréazek zobrazuje
incidentni matici bipartitnitho grafu. Sloupce reprezentuji veziry a fadky patii titulim. Zelené
poli¢ko m znamend, ze vezir (sloupec) byl nositelem pfislusného titulu (fadek). Poskytnuto ve-
doucim prace.
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Obrazek 2: Vyobrazeni sité titulii a jejich nositeli. Velké barevné body jsou tituly. Malé modré
kosoctverce o jsou lidé (nositelé tituli) a malé tmavé-zluté krouzky e jsou nositelé z kralovské
rodiny. Poskytnuto vedoucim prace.
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Nejprve pripravim v kapitole 1 definice a véty pro text prace. Dale se pokusim zaradit
detekci komunit mezi ostatni pristupy zpracovani dat, strojového uceni a redukce dimenze v
kapitole 2. Poté popisu stochastické blokové modely (kap. 3), k nim piislusné resici metody a
jejich spolec¢né vlastnosti. Na zakladé stochastickych blokovych modelu jsem jiz ve vyzkumném
ukolu odvodil pozadavky na model, kterym lze popsat prekryvajici se komunity i v bipartitnich
grafech. Konkrétni podoba, odvozeni a vlastnosti modelu pouzitého k detekci budou popsany v
kapitole 4. V kapitolach 5 a 6 popisu, jak navrzenym modelem detekovat komunity v grafech. V
zéveru budou v kapitole 7 vysledky a diskuse srovnani schopnosti a vlastnosti metod detekujicich
komunity v grafech. Jak z hlediska optimalizace ticelové funkce, tak z hlediska tispésnosti detekce
komunit.
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Kapitola 1

Matematicky Gvod

1.1 Matematicky graf

Matematickym grafem uvazujeme mnozinu vrcholt propojenych hranami [11]. Poéet vrcholu
budeme znacit n a pocet hran jako m. Hrany, které spojuji vrchol se sebou samym, budeme na-
zyvat smycky (angl. self-edge). Graf, ktery neobsahuje smycky a ani mnohocetné hrany, budeme
nazyvat jednoduchym grafem.

Existuje mnoho zpusobi, jak graf matematicky reprezentovat. Jednim z nich je pomoci zave-
deni mnozin V pro vrcholy a E C {{i,j} : i,j € V'} pro hrany. Graf je také mozno reprezentovat
pomoci matice sousednosti (angl. adjacency matrix).

Definice 1.1.1. (matice sousednosti) [11] Pro graf G(V, E) definujeme matici sousednosti A

jako
~_J 1 pokud {i,j} € E,
Aij = { 0 jinak. ' (1.1)

Definice 1.1.2. (graf zadany matici sousednosti) [11] Bud A matici sousednosti néjakého grafu
G(V, E). Grafem zadanym matici sousednosti G(A) rozumime tento G(V, E), jez ma za matici
sousednosti A.

Poznamka 1.1.3.

e Pro ohodnoceny graf (3¢ : E — R\ {0}) je mozné do matice sousednosti namisto hodnoty
1 vlozit ¢({7,j}).

e Je-li graf G jednoduchy a neorientovany, potom je A symetricka.

e Neobsahuje-li G smycky, potom je diagonéla A nulova. Pro smycku z vrcholu ¢ do vrcholu
i, je hodnota A;; = 2. (Hrana mé dva konce a oba jsou v i [33].)

e Ze vztahu (1.1) plyne 37, ;o Aij = 2m, kde m = |E| je pocet hran.

Definice 1.1.4. (multigraf) [11] Multigrafem rozumime ohodnoceny graf G(V, E, ¢), kde ¢ :
E — N\ {0}. Hodnota ¢({i,j}) ma vyznam ,poé¢tu hran* mezi vrcholy i a j.
17



1.1.1 Hypergraf

Uvazujme nyni hranu, kterd je schopna propojit vice nez jen dva vrcholy. Takovou hranu
budeme nazyvat hyperhrana (angl. hyper-edge) a graf, ktery takové hrany obsahuje nazveme
hypergrafem [11]. Hyperhranu si mizeme jednoduse predstavit jako skupinu vrcholia. Hypergraf
je mozné reprezentovat bipartitnim grafem [33].

1.1.2 Bipartitni graf

V bipartitnim grafu jsou dva typy vrcholl, ozna¢me jejich mnoziny V a W. Hrany bipartitniho
grafu spojuji vzdy jen vrcholy opa¢ného typu (E C {(v,w) : v € V,w € W}). Bipartitni graf
muzeme oznacit symbolem B(V, W, E). Cely jej mtuzeme reprezentovat pomoci incidentni matice
(angl. incidence matrix).

Definice 1.1.5. (incidentni matice)! [33] Pro graf B(V, W, E) definujeme incidentni matici B
jako

1 chol 7 € V je spojen hranou s j € W,
Bij:{ VT 1 je spojen hranou s j } (1.2)

0 jinak.

Poznamka 1.1.6. V souvislosti s hypergrafem miiZzeme fict, Ze B;; = 1, kdyz vrchol i € V
patti do skupiny j € W.

Poznamka 1.1.7. Bipartitni graf obsahuje vrcholy dvojiho typu a nemuze v ném existovat
hrana, kterd by spojila dva vrcholy stejného typu.

1.1.3 Stupen a sousedstvi

Definice 1.1.8. (Sousedstvi a stupet vrcholu) [33] Budte G(V, E) graf a vrchol i € V. Potom
mnozinu

N(@)={jeV:3(j) € E} (1.3)
nazveme sousedstvim vrcholu v a ¢islo d; = [N (v)| nazveme stupriem vrcholu.

Pro matici sousednosti A a stupen vrcholu plati

d; = Z Aij. (1'4)

JjeVv

7 toho plyne

ddi= > Ay =2m, (1.5)

eV i,j€V

kde m = |E| je pocet hran.
1.1.4 Podgraf a cesta
Definice 1.1.9. (podgraf) [5] Jestlize pro grafy G(V, E) a G(V, E) plati
(VCV)A(ECE), (1.6)

nazveme graf G(V, E) podgrafem grafu G(V, E).
'Podle [4] se nazyva bi-adjacency matriz a podle [5] zase bipartite adjacency matriz.
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Definice 1.1.10. (sled) [11] V grafu G(V, E) sledem délky k nazveme posloupnost (vg, v1, . .., Ug)
vrcholu z V' takovou, ze Vi € k' {v;—1,v;} € E. Jednoduchy graf, jehoz vrcholy lze usporadat
do linedrni sekvence:

V={x1,29,...,2,}, E={{x1,22},{22,23},... . {xn-1,21}}, (1.7)

Definice 1.1.11. (cesta) [5], [11] Jednoduchy graf, jehoz vrcholy lze usporddat do linedrni
sekvence:

V={x1,29,...,2,}, E={{x1,x2},{z2,23},.... {xn-1,21}}, (1.8)

nazveme cestou. Vrcholy se nesmi opakovat (i # j = z; # x;). Vrcholy 1 a x, jsou krajni a
vrcholy xo, x3,...,x,—1 jsOu vnitrni.

Poznamka 1.1.12. Cesta v grafu je sled, jehoz vrcholy se neopakuji.

Véta 1.1.13. [11] Pro graf G(A) zadany matici A plati, Ze prvek matice

(Ak) = pocet sledil délky k mezi vrcholy 7 a j. (1.9)
ij

1.2 Poissonovo rozdéleni

Predevsim u generujicich modeli vyuzijeme Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti. Poisso-
novo rozdéleni je vhodné pro modelovani nezavislého vyskytu udélosti. Casto se oznacuje jako
rozdéleni bez paméti, pri modelovani vyskytu udalosti v case. To, ze udalost v ¢ase nastala, nijak
neovliviiuje jeji budouci vyskyty. V nasem pripadé pri pouziti na vyskyt hrany to analogicky
znamena, ze existence jedné hrany mezi dvéma vrcholy nijak neovlivni existenci jiné hrany.

Poissonovo rozdéleni ma jeden parametr, c¢asto se znaci A. Pri pouziti rozdéleni na udalosti
v Case, ma vyznam jako prumérny vyskyt udalosti na jednotku ¢asu. V nasi aplikaci na vyskyt
hrany, zalezi na pouzitém modelu, ale obecné mizeme tento parametr chipat jako silu vazby
mezi vrcholy, nebo jejich skupinami [43].

Pravdépodobnost, ze ndhodné velicina X nabyva hodnoty z s Poissonovym rozdélenim s

parametrem A je
x

P[X—z]= % exp(—A). (1.10)

Vicerozmeérnou variantu Poissonova rozdéleni ziskame jako produkt pravdépodobnosti, ze slozky
ndhodného vektoru nabyvaji odpovidajicich hodnot [33]:

Pl X = (21,29,...,2,) ] = ﬁ Aw' exp(—\i) (1.11)

P1i generovani hran do ndhodného grafu s pomoci Poissonova rozdéleni, pravdépodobnost,
ze pri generovani Y grafi na mnoziné vrcholt V' vznikne mezi vrcholy i a j z-krét hrana je [19]

AY)*
P[ z hran v Y grafech | = ( ') exp(—A\Y). (1.12)
x!

Muzeme se ptét, po kolika generovani vznikne dalsi hrana [19)].

P[ dalsi hrana {4, j} vznikne po Y generovani | = exp(—AY). (1.13)
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P[ hrana {i,j} v Y grafech uz vznikla | =1 — exp(—\Y"). (1.14)

Pro nase generovani nas zajima, jestli hrana vznikla jiz v prvnim generovani grafu, tedy

p(i,7) = P[ hrana {i,j} v Y =1 grafech uz vznikla |. (1.15)

1.3 Podobnostni miry a metriky

1.3.1 Kullbackova-Leiblerova divergence

Kullbackova-Leiblerova divergence je znamé také jako relativni entropie, kterd poméruje
rozdily mezi dvémi pravdépodobnostnimi distribucemi [21]. Kullbackova-Leiblerova divergence
neni metrika, protoZe neni symetricka [25].

Definice 1.3.1. (Kullbackova-Leiblerova divergence) [22] Budte p, ¢ pravdépodobnostni distri-
buce. Potom
p(i)

) (1.16)

L(pllq) = Zp )log 222

nazveme Kullbackovou-Leiblerovou divergenct.

1.3.2 Frobeniova norma

Frobeniova norma je maticovou normou, ktera je blizkd euklidovskému prostoru.

Definice 1.3.2. (Frobeniova norma) [39] Bud A € R™™ matice. Potom

’AHF = ZZ|AU‘ (1.17)
i=1j=1

nazveme Frobeniovou normou.

1.3.3 Jaccarduv index

Jaccardliv index je podobnostni mira, zndmé také jako relativni prekryv. Nabyva hodnot
mezi 0 a 1 a je ddn pomérem poctu stejnych prvkia dvou mnozin vici celkovému poctu prvki v
obou mnozinéach [14].

Definice 1.3.3. (Jaccarduv index) [14] Budte A, B spocetné mnoziny a necht AUB # (). Potom

|AN B
|AUB|

J(A,B) = (1.18)

nazveme Jaccardovym indexem.
20



1.3.4 Randuv index

Jestlize Jaccardtv index lze chapat jako miru relativniho prekryvu, pak Randtv index je
mira absolutniho prekryvu. Nabyva hodnot mezi 0 a 1 a je ddn pomérem poctu stejnych prvki
dvou podmnozin néjakého celku vuci celkovému poctu prvkia v tomto celku [37].

Definice 1.3.4. (Randuv index) [37] Bud X # () spocetnd mnozina a A, B C X podmnoziny.

Potom
|AN B|

R(A,B) = X

(1.19)

nazveme Randovym indexem.

1.4 Jensenova nerovnost

Véta 1.4.1. Necht ¢ je redlnd konvexni funkce na uzavieném intervalu [a,b], Vz : y, € [a,b].

Potom
@ (Z )\zyz> <> A (y:), (1.20)
z 2
kde Vz: A, € [0,1] A, A, =1[9].
Jensenovu nerovnost vyuzijeme ve tvaru pro ¢ = —log a y, = $=:
log (zzj a:z> > ZZ:AZ log (i:) : (1.21)
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
Vij: =1L (1.22)

To plyne z toho, ze z hlediska A jako pravdépodobnosti pfi splnéni podminky (1.22) je v pravé
i levé strané Jensenovy nerovnosti sttedni hodnota konstanty.
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Kapitola 2

Analyza struktury dat

Analyza struktury dat je proces rozdélovani mnoziny datovych objekti do podmnozin. Cilem
je ziskat z heterogenniho celku nékolik vice homogennich c¢asti.

V mnohé literatute, zvlasté v té zabyvajici se analyzou multidimenziondlnich dat [2,20, 23,
33,38,41], se mezi tyto metody radi

e shlukova analyza (angl. clustering),
e dvojité shlukovani (angl. biclustering),
e nebo faktorizace matic (angl. matrix factorization).

Vysledkem miize byt také aproximace celku sestavena kombinaci faktorti s vyrazné nizsi dimenzi

(NMF, SVD, PCA) [41].

2.1 Shlukova analyza

Shlukova analyza (angl. cluster analysis) je proces rozdélovani mnoziny datovych objekti
do podmnozin takovych, ze objekty uvnitf jsou si vice podobné. Z tohoto divodu potfebujeme
funkei, kterd mezi objekty posuzuje podobnost (viz kapitola 1.3). VySe popsané podmnoziny jako
vice homogenni ¢ast nazveme shluky (angl. clusters) a plati, ze datové objekty uvniti stejného
shluku jsou si podobnéjsi, nez objekty z ruznych shluku. Z hlediska strojového uceni je shlukovani
ucenim bez ucitele [18,41].

Datové objekty uvazujme v podobé néjakych mnozin vlastnosti. Miizou to byt tfeba uspora-
dané n-tice ¢isel, radky v tabulce nebo vrcholy matematického grafu apod. Podle pouziti mohou
mit shluky rtzné podoby: disjunktni mnoziny, hyperhrany, pravdépodobnost ¢lenstvi nebo vno-
fené mnoziny. Shluky tak mohou byt vylucné, prekryvajici se, pravdépodobnostni, hierarchické
a dalsi [41]. Priklady ruznych podob shluku jsou na obrazku 2.1.

2.1.1 Dvojité shlukovani

V pripadé, ze data vykazuji multivariabilitu (tj. vice typt objektu, napf. lidi — tituly), je
potreba pracovat s datovymi objekty a jejich vlastnostmi symetricky. Takovy pristup bude de-
monstrovan na dvojshlukovani.

V nékterych aplikacich nestaci datové objekty shlukovat v jedné dimenzi. Dvojité shlukovani
(angl. biclustering) pracuje s datovymi objekty a jejich vlastnostmi najednou. Hled4 matice dat
pro submatice sablon chéapanych jako shluky. Vysledné shluky jsou zndmé jako dvojshluky (angl.
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g a ¢ 1 e d k b j
(c)

Obrazek 2.1: Ruzné typy shluku. (a) Neptekryvajici se shluky. (b) Prekryvajici se shluky
(hyperhrany). (c) Hierarchickd struktura shlukt. Prevzato z [41] a upraveno.

—
=
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biclusters). Dvojshluky obsahuji zpravidla pouze ¢ést objektu a ¢ést jejich vlastnosti. Algoritmy
muzeme délit na optimaliza¢ni a vyctové [18].

2.2 Faktorizace matic

Faktorizaci matic 1ze pochopit skrze nasledujici myslenku: Uvazme matici M tvofenou ne-
zapornymi prvky. Predpokladejme, ze sloupce matice M vznikly jako kompozice vzorovych
vektort (faktori), které slouzi jako sablony pro sloupce. Idedlné by kazdy sloupec matice M
byl linearni kombinaci téchto faktort. Avsak skute¢nd data se zpravidla od téchto linedrnich
kombinaci muzou lisit.

Ukolem algoritmil pro faktorizaci matic [1,21,22,27,44] je odhalit v matici M tyto faktory
a sloupce matice popsat jejich kombinaci. Vysledkem jsou dvé matice F' a G. Matice F je po
sloupcich tvofena jednotlivymi faktory. Matice G de facto popisuje matici M vyjadfenou pomoci
faktort z matice F'.

Poznamka 2.2.1. Naptiklad, kdyz budeme zkoumat faktorizaci matic dokumenty a slova [1],
tak

e sloupce matice M reprezentuji slova a fadky predstavuji dokumenty,
e hodnota prvki matice M znamend pocet vyskyta slov v dokumentu,

e vysledné faktory (sloupce v matici F') souvisi s tématy v dokumentech.

Datové objekty budeme reprezentovat jako nezaporné ciselné vektory vlastnosti objektt.
Tyto vektory, jakozto sloupce, posklddame vedle sebe do matice M. Pro tuto matici nalezneme
faktory a kombinace velmi podobné sloupcim [27]. Soucin

F-G=M. (2.1)

je aproximaci puvodni matice M.

Algoritmy casto generuji kromé faktoru soucasné ke kazdému vektoru koeficienty, jak jej
pomoci faktort nakombinovat. Tyto algoritmy byvaji zalozeny na minimalizovani vzdalenosti
puvodni matice M a jeji aproximace M. K tomu se vyuzije néjakd metrika nebo norma, napft.
euklidovskd, frobeniova, apod [27].

Prvni zésadni vlastnosti faktorizace matic je vyjadieni spoleénych vlastnosti vektora (ptip.
datovych objektil) pomoci faktorii. Druhou zasadni vlastnosti je redukce dimenze. Snahou je
nalezeni co nejmensiho mnozstvi faktort, ktery jiz dostateéné vystihuje obsah matice M. Pro n
datovych objekti a m jejich vlastnosti mame matici M rozméru m x n. Pocet faktori k& by mél
byt k < n.

Lze ocekavat, ze sloupce matice F' budou linedrné nezavislé. Pro tvorbu matice G jsou
linearné zavislé faktory nadbytecné, proto je nutné linearni kombinace z matice F' vyradit. Snizi
se tim hodnota k. Sloupce matice F' potom tvori bazi podprostoru s dimenzi k& mensi nez n.
Vidime ze vztahu 2.1, ze matice G je aproximace M matice M vyjadrena v tomto podprostoru.
Matice F' je matici pfechodu mezi bazemi [27].

Treti zasadni vlastnosti je nezapornost prvku matic M, F a G. Tato vlastnost umoznuje
algoritmiim fungovat. Reeni faktorizace neni jednozna¢né, ale diky nezépornosti prvki mize
byt nalezeno extremalni feseni. Existuji pribuzné metody, které rozkladaji i matice se zdpornymi
prvky. Podminku nezapornosti prvka mtze vynahradit to, ze nalezené faktory budou kolmé. Pii-
kladem téchto metod jsou SVD (singular value decomposition) nebo PCA (principal component
analysis).
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2.3 Detekce komunit

Predchozi kapitoly popisuji metody pracujici v multidimenziondlnim prostoru, ve kterém lze
zavést podobnost, typicky napriklad na zdkladé metrik. Ne vSechna data mohou byt popsana
v takovém prostoru. Z tohoto duvodu se zavadi detekce komunit, vyuzivajici topologickych
vlastnosti ridkych datovych struktur. Topologické vlastnosti se modeluji pomoci matematického
grafu. Mezi datovymi objekty neni urcena vzdalenost, ale pouze existence, nebo neexistence
hrany. Kdyz nelze mezi datovymi objekty stanovit néjakou miru, vzdalenost nebo podobnost a
tyto ,,vzdalenosti® mezi objekty nelze urcovat a zbyvaji pouze topologické vlastnosti, modelované
pomoci grafi, za¢indme hovorit o detekci komunit.

Komunita je pomérné vagni pojem ohybany podle pouziti. Zakladni popis definuje komunitu
jako mmnozinu vrchold v matematickém grafu, které jsou vzajemné propojeny vice mezi sebou,
nez vuci zbytku grafu [15,33]. Naopak pro acely bipartitniho a vicepartitniho grafu, kdy vrcholy
stejné parity nesmi byt propojeny vibec, musi byt komunita chédpana, jako spolecna sablona pro
hrany. Tedy, Ze komunitu tvori vrcholy propojené stejnym zpusobem do stejného sousedstvi [26].

2.3.1 Detekce komunit bez prekryvu

Zakladnim pristupem [6,8, 13,17, 24, 32] je rozdélit vrcholy grafu do disjunktnich mnozin,
které jsou propojeny hranami hustéji, nez zbytek grafu. Naivni piistup by vyhledaval v grafu
uzk4 hrdla (angl. bottle-neck), coz jsou hrany, pres které vede nejvice nejkratsich cest mezi vSemi
vrcholy. Odebiranim tzkych hrdel se graf bude rozpadat na komponenty souvislosti odpovidaji-
cich komunitam.

Komunity bez prekryvu, ackoliv jsou disjunktni, mohou byt do sebe vnorené. Naivni pristup
nefesi kolik komunit (komponent souvislosti) je idealni pocet. Tento problém fesi [30] zavedenim
tzv. modularity. To je objektivni hodnotici funkce rozdéleni vrcholi, kterd nabyva maxima pri
vhodném rozdéleni vrcholi do komunit.

V zékladu je dendrogram kofenovy strom D reprezentujici sekvenci déleni vrcholu (viz ob-
razek 2.2). Jeho kofen zastupuje cely graf. Vrcholy v jednotlivych patrech stromu predstavuji
podmnoziny (komunity) vrcholi a listy tohoto stromu ztélesnuji vrcholy puvodniho grafu G jako
solo-komunity [32].

Do dendrogramu je mozné soucasné promitnout jednotlivé iterace algoritmu, ktery komunity
bud rozdéluje, nebo je slucuje. Potom pro vykresleni dendrogramu pouzijeme svislé hrany, které
se rozdvoji (prip. slouci) v iteraci a vedou od kofene az po listy (prfip. od lista ke kofeni).
Priklad takového dendrogramu je na obrazku 2.2 [32]. Kromé téchto slucovacich a Stépicich
pristupt existuji také optimalizacni. Zastupcem optimalizacniho pristupu se zabyvam v kapitole
3.

2.3.2 Prekryvajici se komunity

V nékterych piipadech neni dostacujici, aby vrchol pattil do pravé jedné komunity. Potom
pristupujeme k tomu, aby vrchol patfil do vice komunit soucasné.

Koncept prekryvajicich se komunit je zalozen na tom, ze hrany v grafu existuji na zakladé
komunit. Komunita je pri¢inou existence hrany mezi vrcholy. Jsou-li dva vrcholy spolecné v
jedné komunité, je pravdépodobnost existence hrany spojujici tyto vrcholy vyssi, nez urcity
témeér nulovy prah e. Vrchol, ktery patfi do vice komunit soucasné, muze mit vysSsi stupen.
Mezi vrcholy, které sdileji spolecné stejné komunty, bude s velikou pravdépodobnosti existovat
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v iteraci rozdéleni do
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Obrazek 2.2: Dendrogram. Strom zobrazujici postup hierarchického shlukovani. Nahote je cely
graf jako jedna komunita. Dole jsou vrcholy grafu v samostatnych komunitach. Svislé primky
reprezentuji (pod)komunity. Vodorovné primky zobrazuji krok algoritmu: slouceni komunit, re-
spektive rozstépeni komunity. Algoritmus muze postupovat shora-dolt, respektive zdola-nahoru.
Prevzato z [32] a upraveno.

hrana [3,15,29, 32,42, 43]. Mezi vrcholy, které nemaji spoletnou komunitu, by hrana existovat
nemeéla, maximéalné s pravdépodobnosti prahu e. Popsany princip je zobrazen na obrazku 2.3.

Metody detekce prekryvajicich se komunit [3,29,43] do jisté miry pfipominaji faktorizaci
matic. Konkrétné faktorizaci matice sousednosti (angl. adjacency matrix). Zasadni rozdil oproti
bézné faktorizaci matic délaji prvky matice sousednosti, které tvori pouze jednicky a nuly. Dalsi
rozdil je podobnostni mira, podle které se faktorizace provadi. V detekci komunit se narozdil
od ,tvrdych“ metrik (napf. frobeniova norma (1.17)) pouzivaji pravdépodobnostni miry, jako
Kullback-Leiblerovu divergenci (1.16). Hledéni feseni se provadi maximalizovinim néjaké véro-
hodnostni funkce.
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komunity
modelu

¢lenstvi vrchola
v komunitach

graf ¢lenstvi

vrcholy
puvodniho grafu

Obrazek 2.3: Ilustrace modelu prekryvajicich se komunit. Obrazek ukazuje dva grafy. Model
lze chapat jako bipartitni graf s ohodnocenymi hranami. Vrcholy modelu jsou komunity (nahote)
a vrcholy puvodniho grafu (dole). V dolni ¢asti je cely puvodni graf: vrcholy a hrany. Model
chdpe hrany v puvodnim grafu jako projekci.
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Kapitola 3

Stochastické blokové modely

Princip stochastického blokového modelu (angl. stochastic block-model) [24, 35] spo¢iva v
rozdéleni vrcholt grafu do skupin a nésledného popisu grafu pomoci grafu tvoreného skupinami
(komunitami). Takto popisuje t¥idy ekvivalence grafi. SBM model lze tak vyuzit ke generovani
nahodnych grafa z dané tridy nebo s vhodnym algoritmem k nalezeni komunit.

Stochasticky blokovy model je velmi obecny a lze jim popsat grafy rtizného typu. Pro detekci
komunit staci nalézt parametry blokového modelu tak, aby s nejvétsi pravdépodobnosti blokovy
model generoval takové grafy jako ten, ktery je podroben ke zkoumaéani.

V této praci se zabyvam stochastickymi blokovymi modely s Poissonovym rozdélenim, kte-
rymi popisuji strukturu jak unipartitnich grafi, tak bipartitnich grafi. Predpokladame, Ze exis-
tence hrany {7, j} neovliviiuje existenci hrany {u,v}. Tedy, ze se existence dvou ruznych hran
jsou nezavislé jevy. Pro model z této tiidy muzu z jeho parametrii vyjadrit matici stfednich
hodnot Poissonova rozdéleni A. Matice A ma stejny rozmér jako matice sousednosti grafu a je
symetricka.

Definice 3.0.1. Stochasticky blokovy model s Poissonovym rozdélenim je stochasticky blokovy
model, z jehoz parametru lze vyjadrit matice A o rozméru n X n, kde n je pocet vrcholt, s
vlastnosti

> Aij = 2Em, (3.1)
ij=1

kde m je pocet hran. A pravdépodobnost vyskytu hrany je

p({i,j}) = 1 — exp(—Ayj). (3.2)

Méme-li dany graf G(A) zadany matici A, pak detekci komunit rozumime hledani parametri
modelu, které maximalizuji pravdépodobnost, ze model odpovida grafu G(A):

A 1A NVA/2
PEIA) =] (AAJ)], exp(-Ay) - I % exp(— M), (33)

i<j

Obecné také miizeme Tici, ze hleddni parametri modeld spociva v minimalizaci KL-divergence
mezi grafem a jeho aproximaci
1 A
KL(AJA) = —=—— > Ajjlog A;j — log h (3.4)
Eij Aij ij ij Ajj
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Véta 3.0.2. Necht G(A) je jednoduchy neorientovany graf bez smycek a i Aij = 25 Nij
Pak

log P(G(A)|A) = —mKL(A||A) — m, (3.5)

kde m = %Zij A;j je pocet hran.

Dikaz. Matice A a A jsou symetrické a matice A ma nulovou diagonélu. Proto logaritmus (3.3)
je

1 1
log P(G(A)|A) = 5 > Ajjlog Aij — 3 > Ay (3.6)
7 7

Druhy ¢len je podle predpokladu pocet hran. Prvni ¢len upravime tak, aby prvky matic vystu-
povaly jako pravdépodobnosti:

Ayj
Z A;jlog A = Z Ajj (log Z AZ] + log Z AU) Z Ajj log —|— Z A;jlog Z Aj

(3 7)
A A
A;ilog A;; Y log Y 3.8
2 Ay A (Ef J)%:ZijAU S A 35
2m
Nyni vyjadiime Kullbackovu-Leiblerovu divergenci:
A”
_ log 2 A _|_ J 3.9
Zz AN, T A - Zz D

ij

—KL(A[[A)

Z Ajjlog Aj; = —2mKL(A||A) + Z A;jlog

i i

+> Ajjlog Z Aij (3.10)

ij

Zz] AZ]

Graf je jednoduchy a proto prvky matice A nabyvaji hodnot 0 nebo 1.

> Nij
Z Aij log Aij = —-2m KL(A‘ |A) + Z Az‘j log AZ']' +2m IOg —e (311)
ij ij T Eij Aij
Podle predpokladu jsou si sumy rovny a posledni ¢len se vynuluje.
>ij 2m
logi—lg— logl =0 3.12
Zz] Al] 2m ( )
Zikali jsme vztah pro KL-divergenci
> Ajjlog Aij = —2mKL(A||A), (3.13)
]
ktery po dosazeni do (3.6) dokazuje tvrzeni. O
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3.1 Standardni stochasticky blokovy model

Zakladni blokovy model uvazuje rozdéleni vrcholt do k skupin. Jeho popisujici parametry
jsou matice w rozméru k x k a vektor/zobrazeni g : V' — k. Vrcholy jsou roztfidény do skupin
vektorem/zobrazenim g : V' — k. Matice w popisuje graf mezi skupinami, silu a zptisob propojeni
skupin. Blokovy model generuje hranu mezi vrcholy ¢ a j s pravdépodobnosti

p(i,7) =1 —exp (_wgigj) . (3.14)

Vektorem ¢ se pouze vybere, kterda stredni hodnota z w se v pravdépodobnosti uplatni viz
obréazek 3.1. Matice stfednich hodnot ma tvar

Aij = wgigj. (315)

g:V—=k: (C )C HC)HC )

e

c Tka

Obrazek 3.1: Schematické znazornéni stochastického blokového modelu. Zobrazeni § mapuje
disjunktni podmnoziny V' na komunity, jimz odpovidaji sloupce a rfadky matice w, kde V je
mnozina vrchola grafu.

Pro detekci komunit v grafu a odhadu jeho parametri v tomto pripadé dosadime matici
stfednich hodnot (3.15) do (3.3). Blokovy model s parametry w a § vygeneruje zkoumany graf
G(A) s pravdépodobnosti [24]:

- (wgig-)Aij (%wgigi)A“/Q 1
P(Glw,7) = H Tj, exp(—wyg; ) - H T (Au2) eXP(—ngigJ (3.16)
1< J [

Pro jednoduchy neorientovany graf odvodime tc¢elovou funkci zlogaritmovanim (3.16) do tvaru

log P(G|w, §) ZAU lognggJ ngigj (3.17)
ij
a dosazenim nejlepsi odhadu matice parametri w
Gopg = 1078 (3.18)
nyNg

kde m,s je pocet hran mezi vrcholy prifazenych do skupin r a s a n, je pocet vrcholu prirazenych
do skupiny r [24]. Odhad matice w ziskdme diferencovanim (3.17). Ucelova funkce je po dosazeni
zavisla pouze na rozdéleni vrcholt do skupin vektorem g:

F(g) =log P(Glw(g A;jlog Maigy _ .
Z ! Tg; g, 2 i il

1§~ Mg, (3.19)

Pro nalezeni vektoru § se pouziva v [24] modiﬁkovany Kernighantv-Lintv algoritmus, ktery je
podrobnéji popsan v sekci 3.1.3.
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Véta 3.1.1. Pro jednoduchy neorientovany graf G(A) zadany matici A je tcéelova funkce
o 1
F(g) = 5 Z My log mys — Z Ky log Ny —m, (320)
TS T
kde m je pocet hran.

Diikaz. Pomoci A a g vyjadiime nékteré paramtery:

di = ZAija Ry = Zdiérgia Z(Srgm mys = ZAzj(srgl(ssgja (3-21)
j i

tj

kde d; je stupen vrcholu 4, , je stupeni komunity r, n, je poc¢et vrcholi v komunité » (mohutnost
komunity), m,s je poc¢et hran mezi komunitami r a s.
Ukazme, ze druhy ¢len vztahu (3.19) je pocet hran:

m 7"5 rs
,Z Myig; _ ZZ LI S Z m Zé,qglz(ssg] me (3.22)

ngz ng]

z] Z_] rs
Ny ns
a soucet prvki matice m je roven souctu prvku A:
1 1
5 Z mys = Z Z Aw&«gl(ssgj Z Aij Z 571%‘ Z (Ssg]. = 5 Z Aij =1m. (3.23)
" s ij ij r s ij
[ ——

1

Prvni ¢len vztahu (3.19) muzeme diky logaritmu rozlozit na dalsi trojici:

my, 1 1 1
— Z A;jlog — 59— =3 Z Aijlogmyg,,. — 3 Z Ajjlogng, — 3 Z Aijlognyg,. (3.24)
ij ij ij

93

Dosazenim z (3.21) upravme

Z Ajjlogmy,, = Z Z A;j0rg,0sg; logm,s = Z My, log my. (3.25)

ij TS 4j rs

Mys

a posledni dva ¢leny z trojice analogicky:

Z Ajjlogng, = Z Z A;jbrg, Z dsg; logn, = Z Z A;jdpg, logn, = Z krlogn,.  (3.26)
' 1,] S I8 11 '

ij

1 '
Ry
Dosazenim zpét do (3.19) ziskdme tvrzeni. O
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Y

generovani

A

odvozeni

Obrazek 3.2: Ukézka vyznamu matice w v SBM. Cervend znamena vys$i hodnotu. (a) Cim
vyssi je hodnota na diagonéle, tim hustéji je propojend komunita. (b, ¢) Cim vyssi je hodnota
mimo diagonélu, tim vice jsou propojeny komunity mezi sebou. SBM miize grafy generovat nebo
pomoci odhadu prvka matice w lze komunity detekovat.

3.1.1 Stochasticky blokovy model s kontrolou stupnua

Standardni stochastickyj blokovy model nezohlediiuje stupné vrcholt. To podle pozndmky 3.1.2
vede na rovnomeérné rozdéleni stupnu vrchola. U grafu vytvorenych na zdkladé redlnych dat se
projevuji rozmanité distribuce stupnu vrcholu [34,40]. Z tohoto divodu je v [24] pfedstaven
modifikovany stochasticky blokovy model s kontrolou velikosti stupnua vrcholid. K predchozim
parametrum w a g se prida vektor 0 velikosti n. Hodnoty 6; splnuji normaliza¢ni podminku vaci
skupiné

Vrek, > 0idg =1. (3.27)

Pak 1ze 0_; interpretovat tak, ze hrana vedouci do skupiny g; povede s pravdépodobnosti 9_; prave
do vrcholu 7. Matice stfednich hodnot modelu mé tvar

Aij = Giengigj. (328)
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Pokud by se model pouzil ke generovani grafii, pak stredni hodnoty stupna jeho vrcholi by
platilo [24] B
di = ngﬁi. (3.29)

Poznamka 3.1.2. (Degradace SBM s kontrolou stupnu na standardni SBM)
Parametr 6; funguje jako pravdépodonost, ze hrana vedouci do komunity g;, skoné¢i ve vrcholu
1. Kdyby tato pravdépodobnost byla rovnomérna

0; = —, (3.30)

pak bude platit

R Mg, g,
0i0j©g,9; = n gng] ) (3.31)
9i" "G5

coz znamend, ze vyskyt na levé strané muzeme nahradit odhadem @ z (3.18). Tim standardni
blokovy model a blokovy model s kontrolou stuprit splynou.

Pro detekci komunit v grafu G(A) zadaného matici A upravenym blokovym modelem pou-
zijeme pravdépodobnost, ze SBM vygeneruje zkoumany graf G(A) [24]:

(%0‘2“’9191' )Aii/2

0w, .)Aij E 1
i gi05) (_eiengigj).Hwexp(—iafwgwi). (3.32)

. 0;
P(Gl0,w.g) =] (016

i<j

Pro jednoduchy neorientovany graf odvodime vérohodnost zlogaritmovanim (3.32):
log P(G10.w,5) = 5 > Ayjlog (0:694.0,) 5 2 0065, (3.33)
i v

Véta 3.1.3. Pro jednoduchy neorientovany graf G(A) zadany matici A a SBM s kontrolou
stupnt jsou nejlepsi odhady w a 6

éi = djrs = Mys, (334)

kde m.s je pocet hran mezi vrcholy prifazenych do skupin r a s, n, je pocet vrcholt prirazenych
do skupiny r a , je stupen komunity [24].

Diikaz. Budeme diferencovat (3.33) a najdeme stacionarni body:

0

0wy

1 1
§ Z A,‘j log (Qlﬂngigj) — § Z Qiengigj] =0 (3.35)
] v]

awrs s ij s ij

0
|:Z Z Aij(srgiésgj 10g (Hiejwrs) - Z Z 57«91.559], 9i9ngigj] =0 (336)

1
> Aijbrgbsg;—— — > 0i6rg,0;055, =0 (3.37)
i Wrs 7
Diky normaliza¢ni podmince (3.27) dostavame

Wy = A0 050, = My, 3.38
J~Tgi Y sg;
ij
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0 |1 1
90, |2 Z Aij log (giengigj) ) Z Hiengigj =0 (3_39)
% i ”

1
D Aijy =D 0wy, =0 (3.40)
J J
Druhy ¢len upravime:

Z ijgigj = Z Z 5rgi659j0jwrs = Z Org;Wrs Z desgj = Z Orgi Zwrs = Kg,- (3.41)
i rs 3 rs ] T

L,_/ \S—v—/
1 For
Ziskavame stacionarni bod A
0; = 2y _ 4 (3.42)
Hgi "{gi

O]

Dosazenim nejlepsich odhadt zpét do (3.33) ziskdme jako v predchozi kapitole tcéelovou
funkci zavislou pouze na rozdéleni vrcholi do skupin danou vektorem g§. Vektor § nalezneme
modifikovanym Kernighanym-Linym algoritmem, ktery je podrobnéji popsan v sekci 3.1.3.

Véta 3.1.4. Pro jednoduchy neorientovany graf G(A) zadany matici A je tcelova funkce
. 1
F(g) = 3 Z m,slogm,.s + Z d;logd; — Z Krlog Kk, — m, (3.43)
rs 7 T

kde m je pocet hran.

Dikaz. Budeme postupovat analogicky jako v dikazu véty 3.1.1. Dosadime nejlepsi odhady
(3.34) do (3.33):
didjmg,g, }Z didjmyg,g, ‘ (3.44)

Kg;Kg; 2 7 Kg;Kg;

Z A;jlog

Prvni ¢len rozdélime diky logaritmu na trojici:

Z A;jlog

d;d,;
5% Meig; Z Ajjlogmyg,,. +2 Z Ajjlogd; —2 Z Ajjlogkg,. (3.45)

Rgifig; ij ij ij

Posledni ¢len ucelové funkce je roven poctu hran m:

1 didjmyg,,.
izzﬁ: ZZdéngzdésgj Krks *7Zmrs : . (346)
’ H/—/a/_/

Ky Ks

Prvni ¢len jsme vytesili v dikazu véty 3.1.1:

3.25
Z Aij IOg mgigj = Z mys 10g mys. (347)
4] rs
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Druhy ¢len se upravi trividlné:

Z Aij IOg d’L = Z Z A@'j log dl = Z dl log dz (3.48)
] i g i

——
d;

Uprava prostfedniho ¢lenu je analogif (3.26):

Z Ajjlog kg, = Z Z Z A;jdrg logky = Z Z d;iOrg, log Kk, = Z Ky lOg Ky (3.49)
ij T g j T

r ?
~—— ——
d; Kr
Dosazenim upravenych ¢lent do (3.44) ziskdme tvrzeni. O

3.1.2 Bipartitni SBM

Bipartitni graf musi spliiovat podminku, Ze neexistuje hrana mezi vrcholy stejné parity [11].
Vrcholy v bipartitnim grafu jsou rozdéleny do dvou disjunktnich mnozin V' a W. Vrcholim
uré¢ime jeden z typu a nebo b zobrazenim [26]

t:VUW—>{a,b}:ti'—>{Z gig;gv‘é (3.50)
Pro modelovéani bipartitnich grafi pfiddme do SBM podminku [26]
ti=t; = p(i,j) = 0. (3.51)
Potom blokovy model bude generovat hranu mezi vrcholy ¢ a j s pravdépodobnosti [26]
p(i,j) = { L~ exp (091'9]'“91'%) Ez ii‘; (3.52)

Poznamka 3.1.5. Podminku (3.51) lze pfeformulovat tak, ze
e mame také skupiny jsou dvou parit,
e vrcholy jsou pomoci g pritazeny do skupiny se shodnou paritou a
e graf nad skupinami G(w) je také bipartitni.

Fakticky se jedna o stejny model popsany v predchozi kapitole 3.1.1, pouze KL-algoritmus
popsany v kapitole 3.1.3 nezkousi priradit vrchol do skupiny s jinou paritou. Jedna se tedy o
optimalizaci pfi hleddni komunit. Vrchol musi patfit do komunity se stejnou paritou.

3.1.3 Detekce komunit standardnim SBM modelem

Detekce komunit se provadi fitovanim parametri SBM modelu k danému grafu. Na pocatku
jsou vrcholy ndhodné rozdéleny do skupin. V bipartitnim ptipadé jsou vrcholy rozdéleny do sku-
pin se shodnou paritou. Nasledné je rozdéleni vrcholi do skupin upraveno Kernighan-Linovym
algoritmem.
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Véta 3.1.6. Pokud vrchol ¢ pfesuneme z komunity r do komunity s, zméni se tcelova funkce
(3.43) o [24]:

AFi,rﬁs = Z [a(mrt - Kzt) - a(mrt)a(mst + Kzt) - a(mst)]
t#r,s

+a(m,s — Kis + K;y) — a(mys) (3.53)

1 1 1 1
+§a(mr7’ - 2Kz7‘) - §a(mr7’) + ia(mss + 2K15) - §a(mss)

—a(ky — d;) + a(ky) — a(ks + d;) + a(ks),

kde a(x) = zlog(z) a a(0) = 0, K;, je pocet hran vedouci z vrcholu ¢ do vrcholt v komunité r,
Ky je stupen komunity r, d; je stupen vrcholu 1.

Diikaz. Bud a funkce definovand a(z) = xlog(x) a a(0) = 0, pak tucelova funkce (3.43) lze zapsat
jako

- 1
F(g) = 5 Z a(mys) + Z a(d;) — Z a(ky) —m. (3.54)
rs i r
Diky symetri¢nosti A;; je symetricka také m,,:
mys = ZAijérgiésgj = ZAjiéngésgi = My, (355)
ij ij

Diky symetri¢nosti m,s mizeme rozepsat sumu
Za(mtl) = Z a(my) + 2 Z [a(my) + a(mys)] + 2a(mys) + a(my,) + a(mss).  (3.56)
tl t,l#r,s t#r,s
Analogicky miizeme rozepsat také
Mrs = Z AijOrg;0sg; = Z AijOrg;0sg; + Z Ay (0rg,0sg, + 0sg,0rg,) + Auulrg,dsg,. (3.57)
i NN i#u
Stupen komunity rozepiseme jako
Ky = Z Aijérgi = Z Z Aijdrgi + Z Auj6rgu- (3.58)
] Fu j J
Definujme
K; = Z Aij57'gj (359)
J
pro pocet hran vedouci z vrcholu ¢ do vrcholi v komunité r.

Necht ¢ # r,s. Pri pfesunu vrcholu ¢ z komunity » do komunity s, zuistanou zachovany
hodnoty d;, ale hodnoty matice m se zméni nasledovné:
my, =my — > Ay, = my — Ky,
J
My = my + Z Aijlrg; = Mgt + Kig,
J
m;’r =My, —2 Z Az’j5rgj =My, — 2K, (360)
J
m/ss = Mg + 2 Z Aijfssgj =mgs + 2K s,
J
m,,’,.s = My “I’ ZAU(STQJ - ZAzJ(SSg] = My + K’iT - Kl's
7 .

J
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a stupné komunit K se zméni:

Ky = kr — > Aij = Ky — di,
J
(3.61)
R; = RS—I-ZAZ‘]' = ks + d;.
J

Ve vyrazu (3.54) se presunem vrcholu mezi komunitami méni prvni a predposledni ¢len. S vyu-
zitim rozkladi sum a rozdilem s ¢arkovanymi hodnotami ziskdme tvrzeni. O

Poznamka 3.1.7. Pro SBM bez kontroly stupnil je diference pii pfesunu vrcholu do jiné ko-
munty

AF’?:,T*)S = Z [a(mrt - K'Lt) - a(mrt)a(mst + Kzt) - a(mst)]
t#r,s

+a(m7"s - Kis + Kw‘) - a(mrs) (362)

1 1 1 1
+§a(m7‘7‘ - 2Kzr) - ia(mrr) + Qa(mss + 2Kzs) - ia(mss)

—(ky — d;)log(n, — 1) + kylogn, — (ks + d;) log(ns + 1) + ks log ns.

Kernighantv-Lintv algoritmus zvazi kazdému vrcholu zménu do jiné komunity. V bipar-
titnim pripadé zkousi pouze komunity se stejnou paritou jako mé vrchol. Provede se zména
komunity vrcholu, kterd ma maximalni hodnotu a vrchol se vyfadi z mnoziny zkoumanych vr-
choli. Kazdému vrcholu zméni skupinu pravé jednou. Algoritmus postupné podle maximalni
zmény ucelové funkce presune vSechny vrcholy do jiné komunity az bude mnozina zkoumanych
vrcholi prazdna. Maximalni zména tcelové funkce muze byt i zdporna. KdyZz je mnozina zkou-
manych vrcholu prazdnd, algoritmus se vrati do vychoziho stavu a zopakuje tolik zmén, pri
kterych bylo dosazeno maximalni hodnoty tcelové funkce. Piiklad priibéhu hodnoty tucelové
funkce je na obrazku 7.1. Volani KL-algoritmu se provadi, dokud zména mezi opakovanimi neni
pod nastavenam prahem nebo do nastaveného maximalniho poctu opakovani.

3.2 SBM a prekryvajici se komunity

Model BKN-SBM (Ball-Karrer-Newman’s stochastic block model) [3] umoznuje modelovat
grafy pomoci tzv. prekryvajicich se komunit. To znamend, zZe vrcholy nejsou pouze rozdéleny
do nékolika skupin, ale vrcholy mohou nabyvat ¢lenstvi s riiznou silou v nékolika komunitach
soucasneé.

Celé vlastnosti modelu jsou popsany matici 8 rozméru n x k, kde k je pocet komunit a n
je pocet vrcholi. Prvek 6;,. predstavuje silu ¢lenstvi vrcholu ¢ v komunité r. Kazdy vrchol tak
mize mit nenulové, rizné vyznamné ¢lenstvi hned v nékolika komunitich (skupinédch). Pravde-
podobnost hrany {i,j} slozend ze clenstvi v komunitach dle parametra v matici 8 je [3]:

p(i,j) =1—exp (— > 0i20j2> : (3.63)

Matice strednich hodnot ma tvar
Aj; = (667);;. (3.64)
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3.2.1 Podobnost se standardnim SBM

Zpusob jak mizeme model pro prekryvajici se komunity priblizit ke stochastickym blokovym
modelim, je spojit vektory 6 a g do matice 6 vztahem (4.7) uvedenym v kapitole 4.2. Po této
upravé SBM muze platit

(007);; = (0107 );; = (BwO”);; = 0,0;wq,., (3.65)

kde w = I (viz kap. 4.2). Matice w jako jednotkovd matice, ma vyznam, ze vrcholy uvnitf
komunity jsou propojeny hustéji.

3.2.2 Detekce prekryvajcich se komunit

Metoda detekce komunit v grafu G(A) popsand v [3] provadi faktorizaci matice A na soucin
0 - 67 vzhledem ke KL-divergenci KL(A||A). Uéelova funkce je odvozena z pravdépodobnosti,
ze zkoumany graf G(A) by vzniknul ndhodnym generovanim hran z tohoto modelu s parametry
0 [3]:

00T Al] 1 T 11/2
00 )0 o067, - T L0002

P(G|6) = U A, i (A7/2)

exp(—%(BGT)ii). (3.66)

Aplikaci Jensenovy nerovnosti (1.21) ve tvaru

log Z T, | > Z q log &, (3.67)
z z 4=
je do modelu pfidan vektor parametrii ¢;;(-) spliiujici normalizacni podminku
> aij(z) =1. (3.68)
4

Tento vektor lze interpretovat jako pravdépodobnost, Ze hrana {i, j} ve zkoumaném grafu vznikla
v dusledku ¢lenstvi vrchold ¢ a j ve spoletné komunité z.

Pro jednoduchy neorientovany graf G(A) zadany matici A odvodime téelovou funkei z loga-
ritmu (3.66)

log P(G|6) = Z Ajjlog (Z ewojz> Z 0i20;. (3.69)
ijz

Suma v argumentu logaritmu znemoznuje snadno analyticky nalézt stacionarni body. Proto dale
vyuzijeme nerovnost (3.67) pro kazdou hranu

0;,0;,
Z A;jlog <Z 91z93z> > Z Ajj Z qi;(2) log — (;) (3.70)
4ij

1<J 1<J

Pro nalezeni maxima tucelové funkce hleddme maximum pravé strany nerovnosti a predpokla-
dame, ze v tomto bodé bude mit maximum i leva strana. Prava strana bude mit maximum v
pripadé, Ze nastane rovnost, ktera podle (1.22) nastane pii splnéni

Qizejz
Zz Oizejz
S predpokladem (3.71) nalezneme stacionarni body pravé strany analyticky diferencovanim.
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Véta 3.2.1. Pro jednoduchy neorientovany graf G(A) zadany matici A ma tucelova funkce

1 9120 z
=52 A > ai(2)log J - Z 0;-0;. (3.72)
] z

ijz

vzhledem 6 maximum v bodé [3]

> Aiaii(2) 25 Aijai () '

Hiz -
> Aijaiz(2) vz

(3.73)

Diikaz. Hledejme stacionarni bod jako reseni

Z 9129]2 = (374)

ijz

89% Z Az] Z Qz]

1
Z Aij Y %‘j(z)ef - 0j:=0 (3.75)
J z ¥z J

A 4(2) XAy 6i(2)
T >tz

Jmenovatele vyfesime souctem 6;, pres ¢

Y0 = g S A o) (3.77)

ij

2
(Z 912) =2 Ay ;qij(@ = fs. (3.78)

O]

9@',2 =

(3.76)

Algoritmus v kazdé iteraci nasc¢itava hodnoty matici 8 pro kazdou hranu. Inicializace algo-
ritmu pro kazdou hranu {i, j} vygeneruje ndhodné pravdépodobnostni rozdéleni ¢;;(z). Nasledné
se iteruje pres hrany grafu G(A). Z téchto rozdéleni vys¢itd stupné komunit x, a ¢lenstvi vrcholu
v komunitach matici 6:

A
0;, = M (3.79)
VEz
V dalsich iteraci se hodnoty g;;(z) neurcuji ndhodné, ale vypoctou se vztahem
eizejz
ii(2) = =————. 3.80
ql]( ) Zz eizejz ( )

Tento postup véetné latentni pravdépodobnosti je variaci EM algoritmu (angl. expectation ma-
ximalization) [3]. Podrobnéji je algoritmus vysvétlen v kapitole 5.2.
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Kapitola 4
Popisujici model

Motivacni problém této prace je klasifikovat tituly egyptskych veziru a jejich nositele (viz
obrazky 1 a 2). Tato data lze popsat prostfednictvim bipartitnitho grafu. Jeden typ vrcholu
grafu predstavuji tituly a druhy typ vrchold jsou jejich nositelé. Zaroven predpokladame, ze
podle existujicich hran lze roztridit vrcholy jak na strané tituld, tak lidi na strané druhé do
skupin. Navic tituly resp. lidi mohou patrit do vice skupin tituld resp. lidi soucasné.

V reSersni ¢asti jsou popsdny komunity vrchol uvnitf unipartitnich grafi. Bézné definice
komunity popisuji jako skupiny vrcholi, které maji mezi sebou vice hran, nez se zbytkem grafu
[31]. Klasifikaci vrcholu timto zpusobem lze zjemnit pomoci tzv. prekryvajicich se komunit.
Pripoustime, Ze vrchol mize byt propojen do vice skupin vrcholi.

Klasicka definice komunit jako hustéji propojenych skupin vrchola predstavuje problém pro
detekei prekryvajicich se komunit v bipartitnich grafech [26,36]. V bipartitnim grafu neexistuji
hrany mezi vrcholy stejného typu a podle poznamky 3.1.5 nemtzou byt propojeny ani komu-
nity stejného typu. Pro bipartitni stochasticky blokovy model je potfeba komunity chépat jako
skupinu vrcholi s podobnou sablonou propojeni k ostatnim skupindm [26].

V rdamci vyzkumného tkolu mym cilem bylo upravit bipartitni stochasticky model popsany
v bipartitni SBM [26] po vzoru modelu BigClam [43] a BKN-SBM [3] tak, aby umozioval
sdilet komunity mezi vrcholy. Navrhnul jsem model schopny popsat prekryvajici se komunity na
bipartitnich grafech. V obecné podobé zaroven dokaze popsat i komunity na unipartitnich grafech
a i bez prekryvu. Diky tomu lze tento model vyuzit ke srovnani detekénich metod zalozenych
na SBM s Poissonovym rozdélenim. Reseni je také pifmo uvedeno v piiloze ¢lanku [3] aviak v
jiném kontextu. V této praci dale popisuji detekéni metodu zalozenou na tomto modelu.

4.1 Model grafu

Model nad grafem G(V, E) tvori dva ohodnocené grafy () resp. G(w), popsané maticemi
resp. w. Prvni graf B(0) je ohodnoceny bipartitni a spojuje vrcholy z puvodniho grafu G(V, E)
s komunitami v grafu G(w). Graf G(w) je také ohodnoceny a jeho vrcholy jsou komunity. Radky
matice @ reprezentuji vrcholy a sloupce zase komunity. Nenulové prvky matice @ vyjadruji clen-
stvi vrcholi v komunitach. Hodnota prvku ;. je tmérna stupni vrcholu a stupni komunity.
Druhy graf G(w) je ohodnoceny unipartitni a popisuje vzajemné propojeni komunit. Stredni
hodnota pravdépodobnosti hrany {i,j} je ddna sou¢tem ohodnocenych cest z vrcholu i grafem
B(0), dale skrz graf G(w) a grafem B(@) do vrcholu j. Podle véty 1.1.13 vzorcem lze tento soucet
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cest vyjadrit:

T
Pravdépodobnost existence hrany {i,j} s Poissonovo rozdélenim je v dusledku:

(i, ) = 1 — exp (— (eweT)i) . (4.2)

Princip grafu G jako dusledku modelu sestaveného ze dvou grafli je zobrazen na obrazku 4.2.

k

w 0T

0

Obrazek 4.1: Schéma popisujictho modelu. Pocet vrcholl je n a pocet komunit je k. Model je
popsan pomoci dvou matic. Matice 8 rozméru k x n pritazuje vrcholim clenstvi v komunitach.
Ré4dky reprezentuji vrcholy a sloupce zase komunity. Symetrickd matice w rozméru k x k uréuje,
jak se komunity propojuji mezi sebou. Souéin w8’ dava matici stfednich hodnot poc¢tu hran
A.

Aby vzniknul bipartitni graf, musi byt vrcholy dvou parit a nesmi existovat hrana mezi
vrcholy se stejnou paritou. Z tohoto divodu jsou komunity také dvou parit (viz poznamka
3.1.5). Zadny vrchol nesmi nabjvat ani ¢astecného ¢lenstvi v komunité s druhou paritou a
pravdépodobnost hrany mezi komunitami stejné parity je nulova. Potom lze permutacemi radka
a sloupcii prepsat matice 8 a w do blokového tvaru

(&) o[ 8)

kde matice A a B obsahuji ¢lenstvi uzli jednoho a druhého typu, zatimco matice C' popisuje
bibartitni vztahy mezi komunitami.

V pripadé modelu bipartitniho grafu, pro vyjadieni pravdépodobnosti hrany mezi vrcholy ¢
a j riznych parit staci soucin trojice matic A, B, C:

p(i,j) =1 —exp ((AC’BT)U) , (4.4)

r (A 0\[0 C)\[([AT o0 0 ACB”*
00 _<0 B)\c” o)\ o B") \aTc"™B o | (45)

Takto navrzeny model umoznuje popsat strukturu grafu, ve kterém jsou vrcholy propojeny
podle clenstvi v komunitach. Navic lze urcit, jak jsou komunity propojeny mezi sebou a diky
tomu lze vytvorit bipartitni graf. Zaroven mohou vrcholy mohou patiit do vice komunit najednou
a také lze vynutit rozlozeni stupni vrchola.

nebot
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w

graf komunit

komunity
modelu

1 ¢lenstvi vrcholu
v komunitéach
(afiliace)

graf afiliaci
S

vrcholy
ptvodniho grafu

Obrazek 4.2: Obrazek ilustruje vystupni graf jako dusledek modelu, ktery je tvoren dvéma
grafy. V horni ¢ésti je zndzornén graf komunit s matici sousednosti w. V prostiedni ¢ésti je
naznacen graf afiliaci s inciden¢ni matici 6. Ve spodni ¢asti se nachazi ptivodni graf, jehoz
struktura je popsdna modelem z w a 6. V pfipadé bézného modelu [3,43] prekryvajicich se
komunit v unipartitnim grafu, graf komunit obsahuje pouze smycky, nebot w = I.

4.2 Srovnani s jinymi modely

Tento model lze zatadit do skupiny stochastickych generujicich modeli (SBM). Standardni
model SBM je popsdn matici w a zobrazenim /vektorem g prifazujicim vrcholim jejich komunitu.
Prvky matice w,s popisuji pravdépodobnost hrany mezi vrcholy z komunit r a s. Pti volbé

eir = 5(747 gi)7 (46)

se navrhovany model zredukuje na standardni SBM (kap. 3.1).

V grafech popisujicich vazby ze skute¢ného svéta jsou stupné vrcholl riznorodé. Z tohoto
diuvodu je potfeba modelovat i stupné vrcholu a na vysledky klasifikace maji podstatny vliv [24].
M. E. J. Newman v [24] zavadi SBM s kontrolou stuprii, ktery tuto schopnost ma. Ten mé
navic vektor 6, ktery udava vrcholim ,silu“ a tim jejich stupen. Vektor ) splniuje normalizacéni
podminku (3.27). Tedy soucet prvki 6; pro vSechny vrcholy v kazdé komunité r je normovany
na 1. Pri volbé .

OZ-T = 02'(5(7“, gi), (4.7)

se predlozeny model zredukuje na SBM s kontrolou stuprii (kap. 3.1.1). Matice @ vznikne z
vektoru # rozdélenim jeho hodnot do sloupcti podle skupin definovanych vektorem g.

Pro detekci prekryvajici se komunity jsem v resersni ¢asti uvedl BKN-SBM [3]. Pro popis
parametri modelu staci matice ¢lenstvi @ (viz obrazek 2.3). V tomto odstavci pro odliseni budu
znacit matici ¢lenstvi BKN-SBM jako F. BKN-SBM neni tplné bézny SBM model. Implicitné
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vnima komunity jako hustéji propojené skupiny vrcholi, coz odpovida tomu, Ze jejich graf ko-
munit je tvoren pouze smyckami, viz kapitola 3.2. Pravdépodobnost, Ze graf popsany timto
modelem bude mit hranu {7, j} je ddna

p(i,j) = 1= eap (~(FF");;). (4.8)
Timto je velice podobny navrhovanému modelu vztahem
FFT = FIFT = 0w67, (4.9)

kde 8 = F a w = I. Rovnost w = I presné vystihuje klasické chapani komunit, jako skupin
vrcholt propojenych hustéji mezi sebou, nez se zbytkem grafu, viz kapitola 3.2.

4.3 Moznosti modelu
Na zdkladé srovnani (kap. 4.2) s jinymi modely je zfejmé, ze navrzeny model umoznuje popsat
e unipartitni graf s komunitami bez prekryvu,
e unipartitni graf s prekryvajicimi se komunitami,
e bipartitni graf s komunitami bez prekryvu a
e bipartitni graf s prekryvajicimi se komunitami.

Zaroven je mozné ovliviiovat velikost stupnu vrcholt. Podobné jako v [3,15,43] je hrana diusle-
dekem sily ¢lenstvi vrcholu v komunité. Tedy i stupné vrcholt jsou dusledky sily clenstvi.

4.4 Princip polohran

V kapitole 2.3.2 je vysvétleno, ze ¢lenstvi vrcholu ve vice komunitach je ddno stupném a sou-
sednimi vrcholy. Ve skutecnosti do komunit nepatii vrcholy, ale hrany. Kazdé hrané je pritazena
komunita. Komunita v modelech znamend skryty princip vzniku hrany mezi danymi vrcholy.
Mnohonasobné ¢lenstvi vrcholu ve vice komunitach je disledkem komunit hran vychazejicich z
tohoto vrcholu.

Mnohonéasobné clenstvi vrcholi ve vice komunitach soucasné lze vysvétlit principem polo-
hran. Vrcholy jsou pouze ,misto® setkani koncti hran (polohran). Kazdy konec hrany prislusi
néjaké komunité. O vrcholu tvrdime, ze ma ¢lenstvi v komunitach polohran, které jsou definovany
vrcholem. Sdilené ¢lenstvi vrcholu v komunitach je dusledkem komunit konct hran setkdvajicich
se ve vrcholu. Sila ¢lenstvi vrcholu v jednotlivych komunitdch pak odpovidd poméru komunit
polohran.

Z principu polohran vychézi, ze parametry g;;(r,s) v modelu jsou pravdépodobnost. Jsou
svazany normovaci podinkou

> aij(r,s) =1. (4.10)
TSs
Ve vystupu je polohrané urcena pravé nejpravdépodobnéjsi komunita konce hrany. Pravdépo-

dobnost ¢;;(r, s) slouzi jako aproximace pro ucel vypoctu. Z toho pfirozené plyne prahovani
matice 6 a fakt, ze vrchol mutze sdilet ¢lenstvi v tolik komunitach, jaky ma stupen.
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Kapitola 5

Detekce

5.1 Ucelova funkce
Detekce se provadi maximalizaci icelové funkce

girwrsojz

1
Fo(a) (¢,0,0) = 5> <Az‘jqw(7ﬁ s)log 27 5)

iJrs

- Oirwrsejs> . (51)
Ucelové funkee je za pouziti Jensenovy nerovnosti (1.21) odvozena z vérohodnosti

Lga (0,w) ZAZJ log (Z 0 w.s j5> ZOerTSHJS > Fga) (q,0,w). (5.2)

zyrs

Vérohodnostni funkce vznikne zanedbanim ¢lenti, které nemaji vliv na polohu maxima, z loga-
ritmu pravdépodobnosti

Ay
P (Q(A)|0, UJ) _ H (er Birw'r'sejs) exp (_ Z 0irw7'30j8> , (53)

L
i<j Ajj!

ktera popisuje pravdépodobnost, ze graf G vygenerovany modelem s parametry 6 a w bude
odpovidat grafu G(A). Jinymi slovy se jednd o pravdépodobnost, Ze parametry 6 a w popisuji

graf G(A).

Poznamka 5.1.1.

e Pro jednoduchost a pfehlednost nepripoustime v grafu G(A) smycky.

e Clen >2ij Aij v icelové funkei (5.1) a vérohodnosti (5.2) plni funkei selektoru hran grafu
G(A).

e Uéelové funkce (5.1) a vérohodnost (5.2) jsou svazany nerovnosti. Mizeme predpokladat,
ze kdyz nalezneme lokalni maximum tucelové funkce, pak v tomto bodé bude mit lokalni
maximum i vérohodnost.
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Poznamka 5.1.2.

ZOZT’wT‘S ]8 - ZZQZTZwTSZQJS - Zwrs -

ijrs
=! (5.4)
:ZZAZ'J'%‘J’(T s) ZAUZ%J s) = 2|E|
TS ij
=1
Poznamka 5.1.3. Kullbackova-Leilblerova divergence:
Q(z)
L(P|lQ)=—->_ Pz (5.5)
zeX (l‘)
F(q,0,w) = — KL(g||P) + | E| (log(2|E|) - 2), (56)
kde Pyj(r,5) = 0irwrs83s/ (Sijry Oirrsys).
Ozrwrsegs
Zl rs 0;rwrs0js
F(q,0,w) =) qe(r,s)log == ——— 0 (r.9) d +]E\(10g(2[E\)—2>:
eir rse's
=Y aelr5) [log T —1og 3 Bipewras | + Bl (log(2 E|) - 2) =
e qe(7, 5) e
(5.7)
ezrwrse
A 1ogW Zqu r,s)log (2|E|) + |E| (log(2|E]) - 2) =
ers ’ e 1
gzrwrse js
= ;Qe(ﬁ s) (log M) — 2|E|

5.2 Hledani maxima

Argument maxima tcelové funkce (5.1) hleddme pomoci algoritmu expectation-maximization
algoritmu (dale EM) [3,10]. Postupujeme tplné analogickym zpisobem jako v ¢lanku [3], avSak
s ohledem na pfidanou matici w a dvojici komunit 7, s. Pouzitim Jensenovy nerovnosti v (5.2)
nam do modelu pfibude latentni pravdépodobnost g;;(r, s).

EM algoritmus fesi situace, kdy je obtizné maximalizovat funkci. Namisto hledani maxima
funkce se hledd maximum dolniho odhadu. Dolni odhad hledané vérohodnosti (5.2) je tcelova
funkce (5.1). Spravnou volbu q,; nastavd rovnost pro konkrétni hodnoty ;. a wys.

V tzv. E-kroku nalzeneme g;;, aby platila rovnost v (5.2). Pro dané hodnoty 6;, a w;s nastéva

rovnost s volbou
Ozrwrs 0]3

er ezrwrs 0]5

S touto volbou muzeme g¢;;(r, s) interpretovat jako pravdépodobnost, ze hrana {4, j} ma konce
v komunitach r a s.

qij(r,s) = (5.8)
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V tzv. M-kroku maximalizujeme doln{ odhad (5.1) pro konkrétni g,;. Hleddni extrému (5.1) s
q,; jako parametry se ndm zjednodusi na analytické fesenf staciondrnich bodi pomoci derivovéni.
Pro dand optimalni ¢;;(r, s) mtzu derivovanim (5.1) ziskat nejlepsi odhady parametri 6, a wys.

agir Z%:S (Aijqz'j(h s)log %) - ij;gairwrsejsl =0 (5.9)
Z (Al]qm T, 8) > Zwrs jis =0 (5.10)
js

Z (Awqw T, ) > Zwrs s (5.11)
i
Z Aijqij(r,s) = Oy Zwrﬁjs (5.12)
Js s
0, = 2y Aiatilr9) (5.13)
st w50
agrs UZ;S (Aijqij(ra s) log 9;:0;58 Z> Uzrjs%wm JS] = (5.14)

> (A”qm r,s) ) Zewe s=0 (5.15)

ij
>ij Az‘jqz‘j(ﬁ s)

w = 5.16
rs .. 6,0, (5.16)
Ze vztahu (5.10) a (5.15) je zfejmé, ze druhé derivace budou nekladné.
Resenfm soustavy rovnic jsou stacionarni body popsané rovnicemi
O s Aijij(r,s) . — > Aijaiz (1, 8) (5.17)

i 0i Yijs Aijgi(r,s) Y0305

ve kterych pro dana g;;(r, s) icelova funkce mize nabyvat lokdlniho maxima. Pfidanim podminky
>; 0ir = 1 dostaneme jedinné reseni

>js Aijaiz(r, s)

eir = ;
Zijs Az‘jQz‘j(T’; s)

Wrs = Z Aijqij (’l“, S). (5.18)
ij
Dodatecéna podminka dava parametrum 6. vyznam pravdépodobnosti, ze polohrana komunity
r nélezi vrcholu 4.
Pro odvozeni nejlepsich odhadl parametri 8;, a w,, jsme piredpokladali znalost ¢;;(r, s). Pro
vypocet ¢;;(r, s) vyzadujeme znalost 8;, a w,,. Iterujeme pfes rovnice

GZTwTSOJS st AijQij('r, s)
6ij(1,8) =5~ g~ g Oir= W =S Aiigii (1 9).
J( ) er 017“-"7"3035 Zijs A,qu” (7"7 3) Z J ]( )

)

(5.19)

Uplné poéatecni krok vyfesime ndhodnou inicializaci qij(r, s). Konvergence je zarucena vlastnosti
EM algoritmu, ze monoténé vylepsuje hodnotu (5.1).
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Véta 5.2.1. Pro EM algoritmus popsany (5.19) plati
Lo (01,0 0) > Lo (0, 0) (5.20)
Dikaz. [10]
5.2
Lg(a) (0(k+1),w(k+1)) > Fga) (q(k)’a(k—&—l)’w(iﬂ_l))
> Fga) (q(k),e(k)jw(k:)) = Lo (e(k),w(k)) '

Prvni nerovnost je ddna Jensenovou nerovnosti. Druhé nerovnost je ddna M-krokem a nalezenim
maxima dolniho odhadu. Posledni rovnost je ddna E-krokem. O

(5.21)

5.3 Detekce gradientni metodou

Z kapitol 3.2.2 a 5.2 je zfejmé, ze z vérohodnosti (5.2) nelze snadno analyticky odvodit
staciondrni body jako v kapitole 3.1. AvSak muzeme postupovat analogicky s ¢lankem [43] a
urcit gradient pro konkrétni stav w a 6:

0
89£g(0 w) = BOw, (5.22)
9 _ o7

Gradientni matice B zavisi na konkrétni volbé vérohodnosti. V pripadé (5.3) ma gradientni

matice B tvar

B, = — 1. .24
V pripadé vérohodnosti
Lgay = ZAij log (1 —exp (—(0w8);; ) + Z ij — 1)(0w8);; (5.25)
]
inspirované z [43] je gradientni matice
A
B;; = d - 1. (5.26)

1 — exp(—(0wb);;)

Po uréeni gradientu metoda [43] vyuziva k nalezeni maxima backtracking line search [7]. Dale
je potfeba omezit se na nezaporné hodnoty

0, + max(0,60;.), w,s <+ max(0,wy,s). (5.27)

Pfi srovnani s rozkladem nezédpornych matic (NMF) [21] je tento postup aditivni, zatimco
postup v kapitole 5.2 je multiplikativni.

Poznamka 5.3.1. Pokud dosadime do vzorci M kroku EM algoritmu (5.18) vzorec E kroku
(5.8), ziskdme iteracni vztahy ve tvaru

(CGw),-TO,-T T
air ~ /4N N\ n TS 9 0 rswrs, 2
— S (COw);,0r wrs «— (07 CO),5w (5.28)
kde matice A
Cij = (0w0)” =B;; + 1. (5.29)

Tyto vztahy pripominaji krok Newtonovy gradientni metody.
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Kapitola 6

Implementace

6.1 Proménné a optimalizace

Narozdil od popisu modelu implementace vyuziva optimalizac¢ni zkratky, prevzaté z imple-
mentace podle ¢lanku [3]. Zasadni rozdily oproti uvedenym vztahum v (5.19) je vyuzivani poctu
hran oproti pomeértm.

Proménné expected_vertex_comm_degree:

ki, = ZAijQij(Ta s) (6.1)

js

popisuje pocet konctl hran komunity r ve vrcholu i. Je uloZena jako matice rozméru n x k.
Proménna expected_comm_comm_degree:

Wy = ZAijQij(T7 5) (6.2)

tj

je matice rozméru k x k a ma vyznam poctu hran s jednim koncem v komunité r a druhym v s.
Proménné expected_comm_degree:

Ry = Zwrs = ZZAU(]Z‘]'(T, S) (63)

s 17

je vektorem velikosti k a uklada stupné komunity. Proménné reduced_comm_comm_degree:

(6.4)

slouzi k vypoctu pravdépodobnostniho rozlozeni ¢;;(r, s) komunit konct hrany {i, j} vztahem

ei'r rse S ki'r ” rsk IS
Gij(r,s) = ~=orslis _ Bntrsys (6.5)
(0(.09 )ij (kwk: )ij

Pravdépodobnostniho rozlozeni ¢;;(r, s) komunit konct hrany {i, j}, proménnd edge_probability
rozméru k X k, se napocitava teprve v iteraci pro kazdou hranu. Tim se optimalizuji pamétové
naroky.
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6.2 Inicializace

Inicializace spociva ve vygenerovani nahodné matice q,; v proménné edge_probability ke
kazdé hrané. Tato pravdépodobnost komunity koncti hrany se pripocte k agregovanym stupnam
ki (expected_vertex_comm_degree) a w,; (expected_comm_comm_degree):

ki < ki + Z a;; (- s)",
kj < kj. + Zqij(ra ) (6.6)
w < w+q,;(, )T+ q;;(+ )

Inicializaci 1ze provést jemnou nebo hrubou. Jemn4 inicializace spociva v generovani g;;(r, s)
jako matice k x k ndhodnych ¢isel, kterd je normovana -, q;;(r, s) = 1. Pii hrubé inicializaci je
kazdému konci hrany ndhodné zvolena komunita. Napriklad hrana {i,j} bude mit jeden konec
v r a druhy v s a nahodna matice se voli jako g;; (t,u) = 6y¢0sy. Dopady inicializace na prubéch
detekce komunit jsou v sekci 7.2.

V pripadé detekce komunit v bipartitnim grafu je pozadavek na zachovavani stejné parity
komunity a jejich ¢lent. Tento pozadavek je uspokojen v pripadé hrubé inicializace omezenim
vybéru komunit polohran. V pripadé jemné inicializace se pred normovanim nuluji fadky nebo
sloupce komunit opacné parity:

def __get_random_matrix_soft__(self, u, v, node_types) -> np.ndarray:
matrix = np.random.rand(self.communities_number, self.communities_number)
if self.is_bipartite:
if node_types[u] == node_types[0]:

matrix[self.communities number first:, :] =0
else:

matrix[:self.communities number first, :] =0
if node_types[v] == node_types[0]:

matrix[:, self.communities number first:] = 0
else:

matrix[:, :self.communities number first] = 0

matrix /= np.sum(matrix)
return matrix

Ke konci inicializace se z w,s pripravi stupné komunit «, (expected_comm_degree) a reduko-
vand matice grafu komunit @, (reduced_comm_comm_degree), které jsou potieba pro vypocty
v iteraci:

B > we,
S

(6.7)

6.3 Iterace

Iterace pripravi nulové k;, (expected_vertex_comm_degree) a w,s (expected_comm_comm_degree)
a projde vSechny hrany. Pro kazdou hranu {i,j} se z predem spocitané redukované matice
grafu komunit @,s; (reduced_comm_comm_degree) a matice stupni vrcholi na komunitu k;,
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(expected_vertex_comm_degree) z predchozi iterace vypocita rozdéleni ¢;;(r, s) (edge_probability),
jak popisuje (6.5). Z rozdéleni g;;(r, s) se vztahem (6.6) aktualizuji matice k;» a wys.

Na konci inicializace se z w,s opét pro dalsi iteraci pripravi stupné komunit , (expected_comm_degree)
a redukovana matice grafu komunit @, s (reduced_comm_comm_degree), viz (6.7). Kritérium pro
zastaveni je prevzato z [3] jako maximum absolutni hodnoty rozdilu matic k;, a w,s:

max {max |k;, — kir|, max|w,, — wm]} <T, (6.8)
i,T T,8

kde symbol £~ oznacuje predchozi iteraci a 1" je nastaveny prah. Vzhledem k vyznamu matic k;,
a wys lze Tici, ze kritérium je maximalni pocet polohran, které najednou zméni komunitu. Toto
kritérium nezavisi na velikosti grafu. Dalsi pripad zastaveni je dosazeni nastaveného maximalniho
pocetu iteraci.
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Kapitola 7

Vysledky

7.1 SBM pro komunity bez prekryvu

Spole¢nym znakem SBM pro komunity bez prekryvu je hledani kombinatorického feseni pro-
stfednictvim Kernighanova-Linova algoritmu popsaného v kapitole 3.1.3. KL-algoritmus sesta-
vuje SBM model pro neptrekryvajici se komunity. Z implementace priloZenych k ¢lanktam [24,26]
jsem implementoval t¥idu v jazyce Python, kterd sjednocuje vSechny varianty

e ziakladni SBM bez kontroly stupni,

e SBM s kontrolou stupnti,

e bipartitni SBM bez kontroly stupni a
e bipartitni SBM s kontrolou stupnti.

Na obréazku 7.1 je vyobrazen prubéh skore KL-algoritmu pro nékolik iteraci. Piesné podle popisu
algoritmu je znazornéno, jak kazda iterace ma tolik krokt, kolik méa graf vrcholi a jak kazda
dalsi iterace vychazi z maxima predchazejici iterace.

7.2 SBM pro prekryvajici se komunity a inicalizace

Na obrazku 7.3 je zobrazen prubéh hodnoty ucelové funkce pro mékkou a tvrdou inicializaci
a inicializace pro bipartitni grafy. Algoritmus, jehoZ pocdteéni feSeni je inicalizovdno mékce v
prvnich iteracich nevykazuje vyraznou zménu hodnotici funkce, coz vede ke kolizi s kritériem pro
zastaveni. S tvrdou inicializaci vykazuje algoritmus zmény od zacatku, ale ma tendenci uviznout
v lokalnim extrému. Implementace tvrdé a mékké inicializace je popsana v kapitole 6.2. Pro
bipartitni grafy lze model inicializovat tak, aby byla nulovad pravdépodobnost, Ze konec hrany
bude patfit komunité s opa¢nou paritou. Metoda pak dosdhne rychleji a vyssiho skore.

EM algoritmus v kombinaci s modelem BKN-SBM (kap. 3.2) pfi mékké inicializaci diky
diagonalni matici w a kvadratickym vztahtim netrpi pomalou konvergenci v prvnich iteracich.
Proto u néj ani nedochézi ke kolizi s kritériem pro zastaveni. Navzdory této vyhodé je podle
dalsich vysledki model BKN-SBM absolutné nepouzitelny pro detekci komunit v bipartitnich
grafech.

Poznamka 7.2.1. Ukéazalo se, ze pro SBM algoritmus popsany v této praci je feSeni SBM bez
prekryvu lokdlnim extrémem a nelze tak pouzit KL-algoritmus pro inicializaci EM-algoritmu.
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Obrazek 7.1: Graf zndzornuje prubéh skore ucelové funkce Kernighanova-Linova algoritmu
pro 4 iterace. Iterace jsou rozliSeny stylem cary. KL-algoritmus presune vSechny vrcholy do jiné
komunity. Kazdd kiivka méa délku 4037 kroku, kolik bylo vrcholt v grafu. Nasledujici iterace
vychéazi z kombinace, pri které bylo dosazeno maxima tcelové funkce jednoho béhu KL-algoritmu.

7.3 Srovnani metod SBM vzhledem k prekryvu komunit

Na obrézcich 7.2 resp. 7.3 je priubéh skore metod detekujicich neprekryvajici se, resp. prekry-
vajici se komunity na motivaénim grafu (obrazek 2) o ptiblizné 4000 vrcholech. Na obrazcich 7.4
resp. 7.5 je prubéh skére metod detekujicich neprekryvajici se, resp. prekryvajici se komunity
na bipartitnim grafu o 100 vrcholech. Z pribéhi na obrézcich jsem usoudil nékolik zaveért.
SBM s prekryvem komunit (EM-algoritmus) s tvrdou inicializaci zkonverguji rychleji, nez KL-
algoritmus pro komunity bez prekryvu, ale nemusi dosdhnout tak vysokého skore. EM-algoritmus
s mékkou inicializaci dosahuje nejvyssiho skore. KL-algoritmus pro velké grafy dokonverguje po
radové vétsim poctu krokt. Krok KL-algoritmu je podobné naro¢ny jako iterace EM-algoritmu.
Porovnanim priubéhi na velkém (motivaénim) bipartnim grafu (obrazky 7.2 a 7.3) a malém grafu
o 100 vrcholech (obrazky 7.4 a 7.5) vidime, ze KL-algoritmus na mensim grafu nalezne Feseni
rychleji (co do poc¢tu krokir), nez EM-algoritmus s mékkou inicializaci.

7.4 Detekce na motivacnim grafu

Na obrazku 2 je vyobrazen bipartitni graf tituli a jejich nositeli. Zdrojem dat jsou sym-
boly umisténé na objevenych hrobkach vyse postavenych lidi ve starovéké egyptské spolec¢nosti.
Detekce komunit v tomto grafu je motivaé¢nim problémem pro hledani algoritmu detekujiciho
prekryvajici se komunity v bipartitnich grafech. Na obrazcich 7.2 resp. 7.3 je priibéh skére metod
detekujicich neprekryvajici se, resp. prekryvajici se komunity.

Vysledek detekce prekryvajicich se komunit je pro jednu komunitu zobrazen na obrazku 7.6.
Jedna se o komunitu vezirskych tituli, kterd byla odhalena jinou metodou a jejiz spravnost je
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(bi).
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potvrzena [28]. Jeji diagram je k obrazku prilozen. Komunita tituli je v obrazku vyznacena
barevné. Barevna intenzita tituli odpovida prvkam matice @ modelu z kapitoly 4. Samoziejmé
je vybran jeden sloupec matice odpovidajici zobrazované komunité. Elegance modelu spociva v
jeho symetrii, kterd nam umoznuje pouhym souc¢inem matic Ow odpovédét na otédzku, kdo jsou
nositelé vezirskych tituli. Ti jsou v grafu na obrazku vyznaceni odlisSnou barvou. Detekéni me-
toda byla nastavena pro hledani 15 komunit tituli a 30 komunit lidi. Inicalizace byla provedena
meékee.

7.5 Srovnani detekcénich metod

V réamci vyzkumného tkolu jsem navrhnul testovaci prostiedi pro metody detekujici ko-
munity v grafech. Testovaci prostiedi dokéze pro rizné varianty SBM modelti s Poissonovym
rozdélenim vygenerovat nahodné grafy na zdkladé predem danych komunit a jejich vazeb. Vyge-
nerovany graf je podroben sadé metod pro detekci komunit. Detekované komunity jsou porovnany
s komunitami generujiciho modelu pomoci Jaccardova a Randova indexu (1.18, 1.19). Postup
vypoctu evaluace je uveden v kapitole 7.5.2.

P1i evaluaci modelt prekryvajicich se komunit fitovanych na grafy generované pomoci ko-
munit bez prekryvu vyvstal problém s touto penalizaci. Vyuzitim prekryvu v komunitach lze
hrany grafu modelovat presnéji. Nalezeny model muze byt presnéjsi nez model, na jehoz zakladé
byl testovaci graf vygenerovan. Tato penalizace je vSak zvolena zamérné. Ma demonstrovat, ze
ackoliv hodnotu tcelové funkce lze zvysit, tak nalezeny model nemusi reflektovat principy zako-
dované do hran v grafu. Vzhledem k tomu, ze porovniavame detekéni metody zalozené na SBM
s Poissonovym rozdélenim, miizeme kvalitu modelu vzhledem ke grafim pomérovat hodnotou
ucelové funkce (3.5), déle skore.

7.5.1 Testovaci grafy

Pro tcely testovani vlastnosti metod a jejich srovnani byli generovany nahodné grafy Po-
issonovym rozdélenim podle pravdépodobnosti hrany (3.2) ze ¢tyf druht modela. Generujici
blokové modely byli zvoleny:

e unipartitni graf s neprekryvajicimi se komunitami,
e unipartitni graf s prekryvajicimi se komunitami,

e bipartitni graf s neprekryvajicimi se komunitami a
e bipartitni graf s prekryvajicimi se komunitami.

Ukézka testovacich grafii je na obrazku 7.7. Modely byli parametrizovany nasledujicim zpiisoby.

Model s neprekryvajicimi se komunitami pro unipartitni graf byl tvoren 3 komu-
nitami. Matice komunit w méla tvar

1—p " 0
w= w1 =2u p ) (7.1)
0 " 1—p
kde p je mixovaci parametr udavajici vzajemné propojeni komunit. V testech nabyva hodnot
w € {0;0,01;0,1;0,2} pro grafy s N = 100 vrcholy a p = 0,15 pro grafy s N € {200,400,800}
vrcholy.
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Obrazek 7.6: Na obrazku je detail motiva¢niho grafu z obrazku 2. Velké vrcholy predstavuji
tituly a malé vrcholy predstavuji lidi. Dale je k obrazku zobrazen diagram komunity vezirskych
titula, kterd byla identifikovdna jinou metodou. Diagram je prevzat z [28]. Byla aplikovina
detekce prekryvajich se komunit pomoci modelu popsaného v kapitole 4. Barevné jsou modrou
barvou e vyznaceny tituly patiicich do komunity vezirskych titulfi. Cervenou barvou e jsou
vyznaceny vrcholy patfici do komunit, které jsou propojeny s komunitou vezirskych tituli.
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Obréazek 7.7: Ukézka testovacich grafi o 100 vrcholech: a) unipartitni graf generovany mo-
delem 3 neprekryvajicich se komunit s mixovacim parametrem g = 0,1, b) unipartitni graf
generovany modelem s 2 prekryvajicimi se komunitami a 10 spoleénymi vrcholy, c¢) bipartitni
graf popsany 5 neprekryvajicmi se komunitami s mixovacim parametrem p = 0,1, d) bipartitni
graf 5 prekryvajicich se komunit s 10 a 16 spolecnymi vrcholy.

Model s prekryvajicimi se komunitami pro unipartitni graf byl tvoren 2 komuni-
tami a parametry byl pocet vrcholi a pocet spoleénych vrchola.

Model s neprekryvajicimi se komunitami pro bipartitni graf byl tvofen 3 komuni-
tami parity A a 2 komunitami parity B. Matice komunit méla tvar

1—p I 0
C = . 7.2
( poo 1=2p u) (7:2)

Mixovaci parametr nabyval hodnot p € {0;0,01;0,1;0,2} pro grafy s N = 100 vrcholy a p = 0,15
pro grafy s N € {200,400} vrcholy.

Model s prekryvajicimi se komunitami pro bipartitni graf byl tvoren 2 komunitami
parity A a 3 komunitami parity B. Parametrizovan byl poctem vcholi a poc¢tem spolecnych
vrcholt.

7.5.2 Hodnotici funkce

Hodnotici funkei jsem pfevzal ze svého vizkumného tikolu. Ukolem hodnotici funkce je spo-
¢itat jedno cislo vyjadruje, jak moc se od sebe lisi generujici a detekovany model. Zobrazit
vysledky detekce, obzvladsté prekryvajicich se komunit, je obtizné a podobné obtizné je kvan-
tifikovat shodu nebo odlisnost nalezené struktury grafu a zadané struktury grafu. Cely postup
vypoctu hodnoceni detekéni metody je schematicky zndzornén na obrazku 7.8.

Z rozdéleni vrcholi do komunit, pripadné z 0, se ke kazdé komunité vytvori seznam vrcholt,
které v ni maji ¢lenstvi. U prekryvajicich se komunit se tak zanedbd informace o sile ¢lensti
vrcholu v komunité. Matice w nemé na hodnotu hodnotici funkce vliv. V detekovaném modelu
je vice komunit, nez v generujicim modelu. Navic komunity jsou v jiném poradi. Detekované
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Zkratka kontrola bipartitni prekryvajici | algoritmus Poznamka,
stupnu model se komunity
original - - - - generujici model
SBM NE NE NE KL
dcSBM ANO NE NE KL
olapSBM ANO NE ANO EM BKN-SBM
obSBMh ANO NE ANO EM tvrd4 inicializace
obSBMs ANO NE ANO EM meékka inicializace
biSBM NE ANO NE KL
dcBiSBM ANO ANO NE KL
olapBiSBMh ANO ANO ANO EM tvrda inicializace
olapBiSBMs ANO ANO ANO EM mékka inicializace

Tabulka 7.1: Vyznamy zkratek detekénich metod a jejich konfigurace.

komunity jsou proto namapovany na generujici komunity. Jako mapovaci funkci pouzivam Jac-
carduv index (1.18) pro urceni shodnych ¢leni komunit. Sloucené detekované komunity podle
nejvyssi hodnoty Jaccardova indexu s generujici komunitou oznacuji jako agregovand komunita.
Metoda je penalizovana hodnotici funkei, kdyz agregované komunity obsahuji dalsi (cizi) vrcholy
v porovnani s generujicimi komunitami.

Cilem predchozich kroki je ziskat ¢tvercovou matici, jejiz prvky tvori podily poc¢tu spolec-
nych vrcholi vici poétu vrchola v grafu podle Randova indexu (1.19). Na diagondle hodnota
odpovida velikosti komunity a mimo diagondlu velikosti prekryvu komunit. V poslednim kroku
jsou vypocteny ¢tvercové matice Randova indexu (1.19)

R}, = R(M', M), R{, = R(M, M) (7.3)

pro agregované komunity a pro generujici indexy, kde M4 a M jsou mnoziny ¢lenskjch vrcholi
agregovanych a generujicich komunit pro r € kak je pocet generujicich komunit. Matice jsou
¢tvercové a jejich radky a sloupce si vzajemné odpovidaji. Celkové hodnoceni detekéni metody
je ddno urcenim ,vzdalenosti* téchto dvou matic pomoci Frobeniovy normy (1.17) jako

EVAL = ||R* — RY||p. (7.4)

7.5.3 Vysledky detekce

V testovacim prostredi, které jsem navrhnul véetné hodnotici funkce ve vyzkumném tkolu
jsem otestoval vlastnosti detekcnich metod. Graficka reprezentace vysledkli zobrazuji obrazky
7.9, 7.10, 7.11, 7.12 a 7.13. Podrobngjsi hodnoty vysledkt uvadéji tabulky vysledka 7.3, 7.4,
7.5 a 7.6. V diagramech a tabulkdch jsou hodnoty hodnotici funkce a vysledné hodnoty tcelové
funkce. Jedna vyjadiuje rozdil generujictho a detekovaného modelu (eval). Druhd vyjadiuje
shodu vygenerovaného grafu a k nému detekovanému modelu (skore). Déle jsou v diagramech a
tabulkach uvadény zkratky detekénich metod a jejich konfigurace. Vyznam zkratek je uveden v
tabulce 7.1.

Z diagramu na obrazcich je patrné, ze generujici model (original) mé vzdy nulovou hodnotu
hodnotici funkce testovaciho prostiedi (eval). Jedna se totiz o vzdélenost dvou identickych matic.
Oproti tomu mé generujici model nizsi (horsi) hodnotu ucelové funkce (score), kterd vyjadiuje
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Model || vrchola typu A | vrcholi typu B || spoleénych | spoleénych
vrcholi A vrcholi B
A 50 90 0 0
B 50 90 0 10
C 50 90 0 16
D 50 90 10 0
E 50 90 10 10
F 50 90 10 16
G 50 90 20 0
H 50 90 20 10
I 50 90 20 16

Tabulka 7.2: Parametry modeli bipartitniho grafu prekryvajicich se komunit pro hodnoceni
detekénich metod zobrazenych v obrazcich 7.12 a 7.13.

shodu generujictho modelu s vygenerovanym grafem. Generujici model je vzdy obecnéjsi, nez
konkrétné vygenerovany graf.

Z hodnot na obréazcich 7.9 a 7.11 vidime, ze u grafu vygenerovaného podle modelu s komu-
nitami bez prekryvu, jsou metody detekujici prekryvajici se komunity penalizovany hodnotici
funkci, ale soucasné dosahuji lepsiho skore. Jak bylo v ivodu této kapitoly uvedeno, diivodem
je, ze model s prekryvajicimi komunitami dokaze konkrétni graf popsat 1épe pomoci vrcholt
ve vice komunitdch soucasné. Tedy detekované komunity jsou rozdilné oproti generujicim, coz
zpusobuje vyssi penalizaci, ale detekovany model vygenerovanému grafu odpovidéd dobie, o ¢emz
vypovida ucelova funkce.

U bipartitnich graft, jejichz vysledky jsou na obrazcich 7.11, 7.12 a 7.13, je nejhtife hodno-
cena metoda olapSBM z ¢lanku [3]. Duvodem je, ze model prekryvajicich se komunit popsany
v [3] a stejné tak obdobny model [43], predpokldadd a vynucuje, aby komunita byla mnozina
vrcholt, které uvnitt komunity maji pomérné vice hran v porovnani se zbytkem grafu. Matice
w tohoto SBM modelu je striktné diagonalni. Takovy pozadavek u bipartitniho grafu, ktery
naopak zakazuje hrany mezi vrcholy stejné parity, je neuspokojitelny.

Konkrétné na obrazku 7.11 jsou diagramy vysledkil testovani metod. Metody byly testovany
na bipartitnich grafech generovanych podle neptekryvajicich se komunit. Vysledky jsou rozdé-
leny podle parametri generujicich modelt (A, B, C, ...) a barevné podle testovanych metod. V
horni ¢&sti je penalizace hodnotici funkei (eval). Generujici model (original) mé nulovou a nejlepsi
penalizaci. Dale metody neprekryvajicich se komunit maji nizkou penalizaci. Metody prekryvaji-
cich komunit maji penalizaci vysokou. V dolni ¢asti je vyslednd hodnota tcéelové funkce (skore).
Zde méa nejhorsi a nejzapornéjsi hodnotu generujici model (original), protoze je obecnéjsi, nez
konkrétni realizace ndhodného grafu. Druhé nejhorsi skore mé model BKN-SBM (olapSBM),
ktera ma problém popsat bipartitni graf. Ostatni metody aproximuji ndhodné grafy srovnatelné
a podstatné lépe. Cernymi tiseckami jsou vyznaceny smérodatné odchylky.
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I\/Iodell Metoda | Skére | Hodnoceni

Parametry generujicich modelid pocet vrcholt

A original | -1561,834F 58,5617 | 0,000£0,000

A SBM -1515,659+ 59,712 | 0,00040,000 ; ? ;

A dcSBM | -1495,707+ 59,921 | 0,00040,000 N a mixovaci parmatr p jsou

A olapSBM | -1475,997+ 56,466 | 0,00040,000

A obSBMs | -1468,206+ 55,450 | 0,00040,000

A obSBMh | -1483,512+ 77,564 | 0,00940,040 Model | N H
B original | -1673,266F 36,557 | 0,000£0,000

B SBM -1597,903+ 35,483 | 0,00040,000 A 100 0,00
B dcSBM | -1577,431+ 33,933 | 0,00040,000

B olapSBM | -1497,286+246,466 | 0,225-£0,051 B 100 0,01
B obSBMs | -1535,003+ 31,311 | 0,22540,047

B obSBMh | -1548,884+ 39,718 | 0,21740,046 C 100 0,10
C original | -2195,545F 58,583 | 0,000%0,000 D 100 0.20
C SBM -2091,512+ 55,927 | 0,00040,000 ’

C dcSBM -2063,625+ 56,243 | 0,000-£0,000 E 200 0,15
¢ olapSBM | -1949,606+ 49,665 | 0,866-0,054

C obSBMs | -1959,526+ 50,778 | 0,77740,072 F 400 0,15
¢ obSBMh | -1972,336+ 55,792 | 0,791+0,083

D original | -2532,631F 67,845 | 0,000£0,000 G 800 0,15
D SBM -2428,863+ 66,173 | 0,00140,003

D dcSBM | -2397,088+ 66,021 | 0,002+0,005

D olapSBM | -2244,865+ 58,515 | 1,10740,068

D obSBMs | -2261,069+ 62,129 | 0,984+0,111

D obSBMh | -2271,874+ 61,160 | 0,98940,104

E original | -2400,241+ 81,858 | 0,000£0,000

E SBM -2290,290+ 76,167 | 0,00040,000

E dcSBM | -2265,228+ 77,178 | 0,00040,000

E olapSBM | -2130,563+ 65,673 | 1,00640,073

E obSBMs | -2144,145+ 67,943 | 0,92540,080

E obSBMh | -2154,802+ 69,557 | 0,93640,120

F original | -2406,259+F 62,126 | 0,000£0,000

F SBM -2297,180+ 57,371 | 0,00040,000

F dcSBM | -2270,583+ 58,561 | 0,00040,000

F olapSBM | -2129,950+ 51,847 | 1,02840,063

F obSBMs | -2146,928+ 52,561 | 0,943+0,069

F obSBMh | -2158,510+ 50,294 | 0,94040,108

G original | -2423,234F 83,434 | 0,000£0,000

G SBM -2314,394+ 77,748 | 0,00040,002

G dcSBM | -2289,622+ 77,084 | 0,00040,000

¢! olapSBM | -2148,972+ 70,407 | 1,01140,077

¢! obSBMs | -2161,115+ 74,719 | 0,929+0,072

el obSBMh | -2172,437+ 73,713 | 0,964+0,103

Tabulka 7.3: Vysledky testovaciho prostiedi pro unipartitni grafy generované neptekryvajicimi
se komunitami.
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Model [ Metoda | Skére Hodnoceni
A original -5488,182+ 2213,513 0,000+0,000
A SBM -2461,850+ 13,296 0,11540,000
A dcSBM -2449,215+ 13,548 0,11540,000
A olapSBM -2445,766+ 25,015 0,000+0,000
A obSBMs -2427,335+ 21,853 0,003+0,007
A obSBMh -2422,167+ 20,725 0,00140,003
B original -6074,371+ 2659,648 0,000£0,000
B SBM -2620,502+ 16,642 0,19240,000
B dcSBM -2603,486+ 17,358 0,19240,000
B olapSBM -2594,147+ 26,602 0,000+0,000
B obSBMs -2579,979+ 23,780 0,00240,007
B obSBMh -2574,012+ 22,034 0,00140,004
C original -6802,076+ 2369,530 0,000+0,000
C SBM -2733,236+ 15,170 0,10440,000
C dcSBM -2719,407+ 15,474 0,10440,000
C olapSBM -2709,464+ 16,164 0,000+0,000
C obSBMs -2699,207+ 14,836 0,003+0,009
C obSBMh -2695,917+ 17,228 0,00240,006
D original -6611,874+ 1923,580 0,000+0,000
D SBM -2909,238+ 16,627 0,17340,000
D dcSBM -2888,052+ 15,435 0,17340,000
D olapSBM -2875,676+ 18,952 0,000+0,000
D obSBMs -2862,106+ 20,417 0,003+0,009
D obSBMh -2860,269+ 20,395 0,009+0,013
E original -8925,328+ 3954,739 0,000+0,000
E SBM -3312,554+ 17,652 0,346+0,000
E dcSBM -3290,964+ 17,094 0,346+0,000
E olapSBM -3279,757+ 21,460 0,000+0,000
E obSBMs -3270,877+ 135,480 0,020+0,093
E obSBMh -3252,738+ 22,061 0,006+0,014
F original -31212,0014+12758,973 0,000+0,000
F SBM -12527,155+ 51,828 0,26040,000
F dcSBM -12490,585+ 40,060 0,260+0,000
F olapSBM -12454,700+ 44,935 0,000+0,000
F obSBMs -12821,4444+ 1296,916 0,058+0,196
F obSBMh -12403,055+ 48,733 0,003+0,007
G original -135853,085+£54332,748 0,000+0,000
G SBM -50234,740+ 138,074 0,260+0,000
G dcSBM -50143,857+ 106,225 0,26040,000
G olapSBM -50179,104+ 111,822 0,00040,000
G obSBMs -69277,110+ 188,828 0,746+0,000
G obSBMh -49960,4124+ 130,394 0,00140,002

Tabulka 7.4:

se komunitami.

Parametry generujicich modeli o dvou prekry-
vajicich se komunitach velikost prvni komunity
|C4], velikost druhé komunity |Cs| a pocet spo-
le¢nych vrchola |C) N Csq| jsou

Model |01’ |02| ‘Cl ﬁ02|
A 30 60 6
B 30 60 10
C 50 50 6
D 50 50 10
E 50 50 20
F 100 100 30
G 200 200 60

Vysledky testovaciho prostiedi pro unipartitni grafy generované ptrekryvajicimi
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Model [ Metoda | Skére | Hodnoceni

Parametry generujicich modeld pocet vrcholt

A original -1703,062E 684,060 | 0,00020,000

A SBM 729,264+ 80,599 | 0,207+0,041 & ; 7 & _
N e eareet  waere | oaorionat N, pocet komunit prvniho typu K4, pocet ko
A olapSBM -1241,885+ 134,329 | 0,56740,137 ; 4 ; 1

A PlapSBI eeaer Toosz | vaerrten munit druhého typu Kp, a mixovaci parmatr u
A obSBMh 773,863+ 87,960 | 0,209+0,041 jsou

A biSBM -767,356+ 90,368 | 0,21040,044

A dcBiSBM 755,730+ 83,096 | 0,208-0,042

A olapBiSBMs 755,118+ 81,948 | 0,20740,041

A olapBiSBMh 753,389+ 82,975 | 0,208+0,042 Model | N Ka Kp H
B original 2331,134L 844,187 | 0,00040,000

B SBM -1102,803+ 89,288 | 0,05040,028 A 100 3 2 0,00
B dcSBM -1075,643+ 90,908 | 0,09940,054 B 100 3 2 0.01
B olapSBM -1553,124+ 236,405 | 0,84540,117 ’

B obSBMs -1064,818+ 114,419 | 0,39540,074 C 100 3 2 0.10
B obSBMh -1095,337+ 83,063 | 0,37140,078 ’

B biSBM -1099,103+ 90,300 | 0,05440,030 D 100 3 2 0.20
B dcBiSBM -1074,545+ 88,480 | 0,08840,048 ’

B olapBiSBMs -1034,067+ 84,995 | 0,38040,068 E 200 3 2 ()715
B olapBiSBMh | -1048,301+ 82,732 | 0,357+0,059

¢ original 3551,521L 1138,025 | 0,00040,000 F 400 3 2 0,15
c SBM -1700,015+ 121,091 | 0,03940,024

c dcSBM -1668,273+ 120,415 | 0,03640,024

c olapSBM -2429,917+ 195,577 | 1,37340,166

c obSBMs -1620,472+ 120,327 | 0,69240,091

c obSBMh -1644,827+ 110,049 | 0,63140,075

c biSBM -1695,381+ 119,121 | 0,05140,028

c dcBiSBM -1666,849+ 120,316 | 0,03340,021

c olapBiSBMs -1613,911+ 118,107 | 0,68540,103

C olapBiSBMh | -1615,413+ 117,723 | 0,677+0,075

D original 3464,652+ 825,238 | 0,00020,000

D SBM -1806,651+ 131,140 | 0,06540,031

D dcSBM -1777,027+ 131,209 | 0,06540,038

D olapSBM -2639,484+ 210,229 | 1,60840,246

D obSBMs -1737,378+ 129,897 | 0,76040,130

D obSBMh -1751,985+ 126,532 | 0,69940,105

D biSBM -1802,518+ 137,131 | 0,08140,036

D dcBiSBM -1774,259+ 137,677 | 0,06940,034

D olapBiSBMs -1730,239+ 129,397 | 0,75440,134

D olapBiSBMh | -1730,973+ 133,971 | 0,745+0,116

E original -17060,514+ 3397,047 | 0,000+0,000

E SBM -7260,493+ 270,102 | 0,03440,013

E dcSBM -7154,939+ 266,525 | 0,03240,013

E olapSBM -10634,996+ 395,004 | 1,745+0,212

E obSBMs -7037,006£ 252,713 | 0,78940,074

E obSBMh -7039,828+ 264,161 | 0,76640,092

E biSBM -7239,827+ 274,067 | 0,04840,020

E dcBiSBM -7150,190+ 267,501 | 0,03540,015

E olapBiSBMs -7009,631+ 260,324 | 0,79740,125

E olapBiSBMh | -7004,211%+ 260,558 | 0,835+0,102

F original 767403,0124£17566,916 | 0,000L0,000

F SBM -28855,6194+ 900,396 | 0,04540,011

F dcSBM -28526,203%+ 909,461 | 0,045+0,016

F olapSBM -43371,536% 1382,291 | 2,09140,233

F obSBMs -30429,784% 6398,980 | 0,92640,159

F obSBMh -28092,5704+ 883,021 | 1,019+0,121

F biSBM -28842,3824+ 926,239 | 0,05240,014

F dcBiSBM -28566,538+ 933,771 | 0,043+0,012

F olapBiSBMs | -28990,386+ 1981,431 | 0,79440,196

F olapBiSBMh | -28204,721+ 903,110 | 0,96040,143

Tabulka 7.5: Vysledky testovaciho prostredi pro bipartitni grafy generované neprekryvajicimi
se komunitami.
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Model [ Metoda Skére | Hodnoceni Model [ Metoda | Skére | Hodnoceni
A original -6631,496+1547,650 0,000+0,000 H original -8937,879+3359,451 0,000+0,000
A SBM -2981,527+ 10,318 0,00040,000 H SBM -3888,304+ 190,932 0,306+40,047
A dcSBM -2969,428+ 6,844 0,00040,000 H dcSBM -3760,815+ 10,914 0,28240,002
A olapSBM -4860,109+ 36,840 | 1,547+0,199 H olapSBM -6058,258+ 50,210 | 1,24140,173
A obSBMs -2057,571+ 9,500 | 0,644+0,099 H obSBMs -3741,631+ 16,586 | 0,51440,079
A obSBMh -2964,326+ 15,310 | 0,608+0,118 H obSBMh -3744,564+ 15,193 | 0,52140,094
A biSBM -2979,060+ 13,471 | 0,00040,000 H biSBM -3772,789+ 21,942 | 0,28340,001
A dcBiSBM -2069,938+ 6,305 | 0,00040,000 H dcBiSBM -3758,331+ 10,451 | 0,28340,001
A olapBiSBMs -2953,699+ 8,738 0,6784+0,126 H olapBiSBMs -3737,413+ 15,648 0,48240,078
A olapBiSBMh -2953,868+ 8,481 0,648+0,129 H olapBiSBMh -3735,248+ 16,123 0,51940,088
B original ~6880,498L£1549,844 | 0,000£0,000 T original -8796,342£3199,834 | 0,000£0,000
B SBM -3104,711+ 6,363 | 0,061+0,002 I SBM -3937,120+ 169,272 | 0,31040,039
B dcSBM -3090,875+ 4,839 | 0,061+0,002 I dcSBM -3808,686+ 10,522 | 0,29240,002
B olapSBM -5056,037+ 30,443 | 1,5114+0,251 I olapSBM -6139,393+ 44,770 | 1,17940,195
B obSBMs -3077,626+ 9,622 0,60140,117 I obSBMs -3788,404+ 13,285 0,49440,078
B obSBMh -3083,369+ 9,236 0,53040,088 I obSBMh -3791,149+ 14,472 0,44540,051
B biSBM -3101,350+ 13,095 0,06140,001 I biSBM -3827,000+ 14,397 0,29340,002
B dcBiSBM -3090,295+ 5,813 0,0614+0,002 I dcBiSBM -3805,535+ 9,869 0,29340,001
B olapBiSBMs -3074,738+ 8,476 0,5714+0,119 I olapBiSBMs -3783,836+ 13,168 0,44640,001
B olapBiSBMh -3074,129+ 7,768 0,608+0,105 I olapBiSBMh -3781,400+ 13,160 0,47540,059
C original -7200,62441909,657 0,00040,000
C SBM -3194,566+ 115,329 0,10040,025
C dcSBM -3162,041+ 7,552 0,09640,003
C olapSBM -5165,447+ 38,218 1,42640,217
C obSBMs -3146,627+ 10,015 0,56040,105 47 © ~ ©
e CSBML T3153529% 12,646 | 052840075 Parametry generujicich modela pocet vrchola
C biSBM -3173,768+ 10,432 | 0,09840,003 7 ~ ° 4
c QeBiSBM | 1611072 7647 | 0:007£0,003 prvniho typu N4, pocet vrcholt druhého typu
c olapBiSBMs | -3143,988+ 10,358 | 0,55640,102 ~ X °
¢ olapBiSBMh | -3145,009+ 10,165 | 0,57240,108 NB’ pocet SpOIGCnyCh vrcholi |CA7‘ n CA3| v
D original -8011,490£2572,925 | 0,000%0,000 komunitach prvniho typu, a pocet spolecnych
D SBM -3420,862+ 175,902 0,14640,033 R , ,
D deSBM -3351,684:+ 11,144 | 0,138:£0,001 vrcholi |Cp,NCps| v komunitach prvniho typu
D olapSBM -5443,233+ 47,271 | 1,60840,249 .
D obSBMs -3357,987+ 127,976 | 0,62640,121 jsou
D obSBMh -3345,386+ 13,870 0,593+0,119
D biSBM -3369,962+ 12,696 0,13840,001
D dcBiSBM -3352,147+ 9,022 0,13840,001
D olapBiSBMs | -3335,868+ 13,634 | 0,694+0,137
D olapBiSBMh | -3336,091+ 13,773 | 0,643+0,136 Model | |[N4| |Np| |CarNCas| |CprNChs|
E original -8545,6261+2532,142 0,00040,000
E SBM -3516,086+ 167,461 0,15940,033 A 50 90 0 0
E dcSBM -3451,721+ 11,346 | 0,15140,001
E olapSBM -5603,323+ 44,767 | 1,37440,257 B 50 90 0 10
E obSBMs -3438,086+ 13,741 | 0,565+0,098
E obSBMh -3444,105+ 12,854 | 0,529+0,095 C 50 90 0 16
E biSBM -3464,881+ 19,670 | 0,15140,001
E dcBiSBM -3451,140+ 10,577 0,15140,001 D 50 90 10 0
E olapBiSBMs | -3433,985+ 12,549 | 0,529+0,083
E olapBiSBMh -3432,557+ 13,415 0,5364+0,091 E 50 90 10 10
F original ~8065,613L£1850,392 | 0,000+0,000
F SBM -3601,804+ 195,549 | 0,181+0,038 F 50 90 10 16
F dcSBM -3510,014+ 12,836 | 0,169+0,002
F olapSBM -5685,251+ 58,177 | 1,224+0,237 G 50 90 20 0
F obSBMs -3493,851+ 17,558 | 0,53140,084
F obSBMh -3499,860+ 22,832 0,48040,067 H 50 90 20 10
F biSBM -3524,293+ 17,212 0,16940,002
F dcBiSBM -3507,995+ 12,128 0,16940,001 I 50 90 20 16
F olapBiSBMs -3489,904+ 15,724 0,50240,073
F olapBiSBMh -3489,613+ 15,929 0,51440,076
G original -9349,068+£3131,500 | 0,000+0,000
G SBM -3787,307+ 170,804 0,288+0,036
G dcSBM -3694,575+ 26,885 0,27640,001
G olapSBM -5955,150+ 48,604 | 1,478+0,223
G obSBMs -3673,751+ 14,061 0,57940,123
G obSBMh -3673,043+ 13,032 0,576+0,118
G biSBM -3704,939+ 21,196 0,27640,001
G dcBiSBM -3687,916+ 11,757 0,27640,001
G olapBiSBMs -3668,629+ 13,082 0,57440,121
G olapBiSBMh -3665,048+ 14,981 0,5854+0,120

Tabulka 7.6: Vysledky testovaciho prostiedi pro bipartitni grafy generované prekryvajicimi se

komunitami.
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seznam clent detekovanych komunit

c1 49, 43, 92, 30, 12, 31, ... seznam c¢lend generujicich komunit

co || 57,18, 49, 70, 31, 3, ...

cs || 92, 12, 97, 46, 54, 1, ... 1 [ 4, 7,8, 11, 24, 25, ... . y o
ca || 46, 1, 33, 6, 91, 22, ... ca || 2,5, 10, 14, 16, 18, ... Vstup. seznainy ¢lent
cs || 57, 18, 49, 43, 92, 12, ... c3 1,3,6, 09,12, 13, ... .

cs || 57, 49, 26, 27, 7, 97, ... komunit

cr || 30, 97, 3, 29, 46, 54, ...

generujici generujici agregované generujici
- \@
- S =
g 3 - 7 2
= o0
e <
®
Agregace: tprava
nalezenych komunit na Frobenius
stejny pocet komunit jako IR — RC||p
generujicich
Hodnoceni: vypocte se
jako vzdalenost dvou
matic Frobeniovou
i v normou
Elementy: prvky matic
J(A,B) = M tvori bud Jaccardiv R(A,B) = M
AU B| index nebo Randiv 14

index.

Obrazek 7.8: Schéma vypoctu hodnotici funkce. Vstupem hodnotici funkce jsou dva seznamy
¢lent komunit. Jeden pro detekované komunity a jeden pro zadané (generujici) komunity. Prv-
nim krokem je agregace detekovanych komunit. Ke kazdé detekované komunité se pouzitim
Jaccardova indexu (1.18) nalezne nejblizsi generujici komunita. Podle generujicich komunit se
detekované komunity slou¢i. V druhém kroku se vypoétou matice Randova indexu (1.19), jak
pro jiz sloucené (agregované) detekované komunity, tak pro generujici komunity. Tyto matice
jsou ¢tvercové a stejného rozméru. Hodnoty jejich prvku odpovidaji velikosti komunit a jejich
prekryvi. Navic sloupce a fadky si v obou maticich odpovidaji. Poslednim krokem je poméreni
rozdili v téchto maticich pomoci Frobeniovy normy.

64



original
SBM
dcSBM
olapSBM
obSBMs
obSBMh

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Eval
B original
s SBM
A1 mmm dcSBM
B olapSBM
B obSBMs
g | - obSBMh
C.
D.
E.
F.
-2500 —2000 —-1500 -1000 -500 0

Score

Obréazek 7.9: Evaluace (eval) a hodnota tucelové funkce (score) detekénich metod na unipar-
titnim grafu generovaného modelem neptekryvajicich se komunit s mixovacim parametrem (A)

pw=0(B)p=0,01(C)u=0,1(D)p=02as u=0,15 pro pocet vrcholu 200 (E) a 400 (F).
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B original
) - BM
A + = dcSBM
B olapSBM
I = 0bSBMs
B - mm 0bSBMh
C_
° =
o —-
0.0 0.1 0.2 0.3
Eval
B original
mwm SBM
Al mm dcSBM
B olapSBM
B obSBMs
g { EEE obSBMh
C_
D_
E_
—12000 —10000 —8000 —6000 —4000 —2000
Score

Obréazek 7.10: Evaluace (eval) a hodnota u¢elové funkce (score) detekénich metod na unipartit-
nim grafu generovaného modelem prekryvajicich se 2 komunit o velikosti 30 a 60 s 6 spolec¢nymi
vrcholy (A), 10 spolecnymi vrcholy (B), o velikosti 50 a 50 vrchola s 6 (C), 10 (D) a 20 (E)
spole¢nymi vrcholy.



B original
A W SBM
B dcSBM
m olapSBM
s obSBMs
B B obSBMh
m biSBM
N dcBiSBM
mm olapBiSBMs
c = olapBiSBMh
D
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
Eval
B original
A mm sBM
B dcSBM
B olapSBM
B obSBMs
B+ HEE obSBMh
w biSBM
I dcBiSBM
w olapBiSBMs
C1 mm olapBiSBMh
D.

—4000 —-3000 —2000 —-1000
Score

Obrazek 7.11: Evaluace (eval) a hodnota ucelové funkce (score) detekénich metod na bipar-
titnim grafu generovaného modelem neptekryvajicich se komunit s mixovacim parametrem (A)
p=0(B)p=0,01(C)u=0,1(D)p=0,2.
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B original
mmm SBM

A B dcSBM
B olapSBM
B obSBMs
B obSBMh

B s biSBM
B dcBiSBM
[ olapBiSBMs

c B olapBiSBMh

D

E

F
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H

|
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Obrazek 7.12: Evaluace detekénich metod na bipartitnim grafu generovaného modelem pfte-
kryvajicich se komunit. Parametry jsou uvedeny v tabulce 7.2.
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B original
mm SBM

A- EEE dcSBM
B olapSBM
B obSBMs
s obSBMh

B mmm bisBM
s dcBiSBM
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c4{ ™= olapBiSBMh
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Obrazek 7.13: Vysledna hodnota ucelové funkce detekovanych modeld na bipartitnim grafu
generovaného modelem prekryvajicich se komunit. Parametry jsou uvedeny v tabulce 7.2.

69



Z.aver

Praci jsem rozdélil na 7 kapitol bez ivodu. V tvodu jsem uvedl motivacni problém vedouci k
pozadavku detekovat prekryvajici komunity v bipartitnich grafech. V matematickém tivodu (kap.
1) jsem vytvoril struény prehled definici a vét potiebnych k pochopeni principt rozebiranych v
praci. V dalsi kapitole 2 jsem se pokusil zatadit detekci komunit v grafech po boku obdobnych
problému zpracovani dat, shlukovéani, strojového uceni nebo redukce dimenze. Po obecném tvodu
jsem se zaméril v kapitole 3 uz konkrétnéji na stochastické blokové modely s Poissonovym
rozdélenim a k nim optimaliza¢ni metody, jejich prostiednictvim se detekuji komunity v grafech.
Sjednotil jsem znaceni a odvodil jsem spole¢né jednotné vlastnosti pro tuto tfidu model.

Zakladem prace je dokonceni popisujicitho modelu pro prekryvajici se komunity v k-partitnich
grafech v kapitole 4. Zde jsem se opiral o ¢ast vysledkii mého vyzkumného tkolu a ¢lanku [3].
Druhym pilitem je dokonceni omezujicich podminek modelu a dokonceni implementace navrzené
v [3]. V kapitole 5 jsou uvedeny detaily odvozeni. Podrobny popis implementace je v kapitole 6. V
posledni kapitole 7 byli srovnény vlasnosti a dovednosti metod ze t¥idy stochastickych blokovych
modelt s Poissonovym rozdélenim, kam také patii metoda z této prace. Experimentalné byly
overeny nékteré predpoklady.

V experimentalni ¢asti je komentoviana konvergence metod pro riiznd nastaveni. Dale byly
metody testovany na kombinacich unipartitnich a bipartitnich grafii s neprekryvajicimi se a pre-
kryvajicimi se komunitami. Testovaci prostiedi vyvinuté v ramci vyzkumného tikolu generovalo
podle zadaného modelu ndhodné grafy, které byly podrobeny detekénim metodam za ticelem od-
haleni zadaného modelu. U detekovanych model byla hodnocena shoda s generovacim modelem
pomoci hodnotici funkce navrzené ve vyzkumném tkolu, popsané v kapitole 7.5.2. Déle jsem vy-
uzil sjednocenou ucelovou funkei (3.5) pro hodnoceni, jak dobte detekované modely aproximuji
konkrétni realizaci nahodného grafu.

Z prubéhu skore jako hodnotici funkce pro KL a EM algoritmy na obrézcich 7.2, 7.3, 7.4 a 7.5
jsem usoudil, ze KL-algoritmus Tesici SBM modely pro neptekryvajici se komunity naléza feseni
rychleji, co do poctu kroki vypocti, nez EM algoritmus hledajici prekryvajici se komunity. U
velkych grafil je situace opacna.

Dale je komentovan vyvoj hodnotici funkce EM algoritmu se zde navrzenym modelem. Béhem
vyvoje implementace se dlouhou dobu nedarilo prekonat problém mékké inicializace modelu s
pomalou konvergenci v prvnich iteracich a kolizi s kritériem pro zastaveni. Zdélo se, ze metoda
nebude dostatecné ucinna pro jakoukoliv detekci komunit.

Metody detekce komunit jsem aplikoval také na motivacni graf lidi a tituld z obrazku 2.
Ptfedevsim jsem se zajimal o detekci prekryvajicich se komunit. Jednd se o graf zalozen na
skuteénych datech. Jeho struktura neni kompletné znama. Nicméné se nam s vedoucim préce
podaftilo rozpoznat jednu z klicovych komunit tituli. Tato klicovd komunita byla odhalena jinou
metodou mimo tuto praci a validovana Egyptology. Tento vysledek je také na obrazku 7.6.

Ze srovnani metod lze hodnotit z hlediska aproximace modelu k testovanému grafu vsechny
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srovnatelné spésné, o cemz vypovida hodnota téelové funkce (skore). Vyjimku tvoii BKN-SBM
pri pouziti na bipartitnich grafech. Z hlediska nalezeni generujicich komunit 1ze konstatovat, ze
vysokou penalizaci (eval) dostaly ,nevhodné“ pouzité metody, tedy detekce neprekryvajicich ko-
munit na grafech generovanych pomoci prekryvajicich komunit a detekce prekryvajicich v grafech
generovanych podle neprekryvajicich se komunit. Navrzend metoda v této praci si nejlépe vedla
v odhalovani generujicich komunit na unipartitnich a pak na bipartitnich grafech generovanych
pomoci prekryvajicich se komunit.

Pro predem dany pocet komunit jsou sestaveny modely a ndhodné inicializovany. Detekéni
metody déle optimalizuji své modely tak, aby odpovidaly struktufe grafu. Zadné z rozebiranych
metod optimalizujici modely vsak nefesi optimalni pocet komunit, které ma model obsahovat,
nebo jejich hierarchii. Tento nedostatek je prilezitosti k dalsimu rozvoji metod pro detekci ko-
munit. Jednou z cest by mohla byt néjaka analogie k hledani ,vlastnich vektora“ grafu nebo

PCA.
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