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Abstrakt: Sit€ typu Sum-Product-Transform jsou rozsifenim siti typu Sum-Product pomoci pridan{ trans-
forma¢niho uzlu. Toto rozsifeni zvySuje vypocetni ndrocnost v§ech operaci se siti. Tato price popisuje
implementaci siti typu Sum-Product-Transform pro grafické procesory. Vysoce paralelni architektura
GPU umozZiuje dosdhnout vétstho vypocetniho vykonu, nez je vykon CPU. Je popsdna implementace
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Uvod

Modelovéni a manipulace se sloZitymi pravdépodobnostnimi distribucemi jsou hlavni cile strojového
uceni. Jejich ddleZitost plyne z faktu, Ze pravdépodobnostni modely mohou byt chapany jako vicetdcelové
néstroje, coZ umoziuje feSeni mnoha problémi strojového uéeni pomoci pravdépodobnostni inference.
Pro tento tcel Ize pouZit sité typu Sum-Product-Transform (zkracené SPTN). SPTN jsou rozsitenim siti
typu Sum-Product (SPN) pomoci nového typu uzlu, nazvaného transformacni uzel. Toto roz§ifeni umoz-
fuje SPTN Iépe vyuZit symetrie v distribucich, pro jejichZ reprezentaci je pouZita. Transformacni uzel
muzZe byt omezen na pouze afinni transformace, a matici popisujici linedarni ¢ast této transformace lze
uloZit pomoci SVD rozkladu, coZ umoZiiuje snadnou invertovatelnost transformace, vypocet determi-
nantu jejiho jakobidnu a derivaci vici nému. SPTN navic nejsou na rozdil od SPN omezeny dimenzi
dat [15]. Toto umoZiiuje konstruovat hluboké sité pro popis sloZitych pravdépodobnostnich distribuci. S
velikosti sit€ ovSem roste i vypocetni narocnost, a ndsledné i Cas potfebny pro nauceni pravdépodobnostni
distribuce z naméfenych dat a ndslednou manipulaci s touto distribuci.

Tato price se zabyvd implementaci SPTN pro architekturu grafickych karet (graphics processing
unit, GPU). Prace je rozdélena do tfi kapitol. Prvni kapitola obsahuje obecny popis SPTN, jejich regu-
larizaci do tvaru vhodného pro implementaci pro architekturu GPU, a popis zpétné propagacniho algo-
ritmu pouZzitého pro uc¢eni SPTN. Druhd kapitola obsahuje popis implementace SPTN pro GPU. Tato
implementace zahrnuje inferenci, pravidla pro zpétné derivace pro jednotlivé funkce umoZiiujici uceni
sité, funkce umoziujici generovat ndhodné vzorky ze ziskané pravdépodobnostni distribuce a funkce
umoZiujici vypocitat margindlni rozdéleni reprezentované distribuce. Tteti kapitola se skldd4 z méteni
paralelniho urychleni a demonstrace generovani ndhodnych vzorkt z nauc¢ené SPTN.
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Kapitola 1

Sité typu Sum-Product-Transform

1.1 Definice

Sit’ typu Sum-Product-Transform je urena pro reprezentaci hustoty pravdépodobnosti. VyuZivd k
tomu smési, sdruZeni a transformace jednoduchych hustot pravdépodobnosti (napf. Gaussovskych).

Definice 1.1.1. Poten¢ni mnoZinou mnoZiny M rozumime mnoZinu, ktera obsahuje v§echny podmnoZiny
M. Znacime

2M —(N|N c M}. (1.1)

Definice 1.1.2. Necht G = (V, E) je orientovany acyklicky graf a v € V jeho libovolny vrchol. Pokud
existuje orientovand hrana z vrcholu v do vrcholu w € V, tak w je potomek v. MnozZinu vSech potomki v
znac¢ime

ch(v)y={we V]| (w)eE}. (1.2)
Podobné, pokud existuje orientovana hrana z vrcholu w do vrcholu v, tak w je rodi¢ v. MnoZinu vSech
rodic¢d v znacime

p@={weV]|(w,v)eE}. (1.3)

Definice 1.1.3. Necht' G = (V, E) je orientovany acyklicky graf. Poté vrchol v € V je koren, pokud neni
potomkem Zadného vrcholu V. MnoZinu vSech korentli znac¢ime

rG)={veV|p =0}. 1.4
Podobné, vrchol v je list, pokud neni rodi¢em Zadného vrcholu V. Mnozinu vSech listd znac¢ime

(G)={veV]|ch(v)=0}. (1.5)

Definice 1.1.4. Necht' X je mnoZina ndhodnych veli¢in. Poté siti typu Sum-Product-Transform (zkracené
SPTN) nazveme uspofddanou trojici (G, ¥, §), kde G = (V, E) je orientovany acyklicky graf, v : V — 2%
13
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Y1) = {X1, X2, X3}
Y(v2) = {X1, X2}
Y(v3) = {X2, X3}
Y(vg) = {X1}

V4 Y(vs) = {X3}

|
e'a

)

)

Obrazek 1.1: Priklad SPTN.

je rozsahova funkce a 8 je mnoZina parametrt. Graf G obsahuje listové uzly, souctové uzly, soucinové
uzly a transformacni uzly (definovdny pozdéji). Rozsahova funkce y musi spliiovat nésledujici vlastnosti

(Yo € VNI(G)) (¢ () = Unechwy (W), (1.6)
Mo e r(G) W) =X), (1.7)
(¥ souginové uzly p € V) (Mueen(pnir(v) = 0), (1.8)
(VY souctové uzly s € V) (Yv € ch(s)) (W (s) = ¥(v)). (1.9)

Poznamka 1.1.4.1.

e Rozsahova funkce ¥ (v) vyjadfuje, na kterych nahodnych veli¢inach z X pravdépodobnostni hus-
tota reprezentovand uzlem v explicitné zavisi.

e Vlastnost (1.6) vyjadiuje, Ze pokud libovolny vrchol v explicitné zavisi na ndhodné veli¢iné€ X € X,
poté na ni zavisi i jeho rodic.

e Vlastnost (1.7) vyjadfuje, Ze vSechny kofeny G explicitné zdvisi na vSech ndhodnych veli¢inich v
X.

e Vlastnost (1.8) vyjadiuje, Ze libovolni potomci libovolného souc¢inového uzlu nemohou explicitné
zaviset na stejné nahodné veliCiné z X.

e Vlastnost (1.9) vyjadiuje, Ze libovolny souctovy uzel explicitné zavisi na stejnych nahodnych ve-
li¢indch z X jako vSichni jeho potomci.

Piiklad SPTN je zobrazen na Obrazku 1.1, kde souctové uzly jsou zndzornény pomoci +, soucinové
uzly pomoci X a transformacni uzly pomoci f; proi € {1,...,5}.

Graf SPTN nemusi byt nutné strom. Pokud stromem neni, tak dochazi ke sdileni parametri, jeli-
koz nékteré uzly maji vice nez jednoho rodice. Na obrdzku 1.1 je sdilen napfiklad transformacni uzel
reprezentujici transformaci f3, jelikoz je potomkem jak uzlu vy, tak uzlu vs.
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1.1.1 Listovy uzel

Listovy uzel reprezentuje hustotu pravdépodobnosti p ndhodné veli¢iny X; € X s parametry 6, coz
Ize zapsat jako

pL (x) = p(x0). (1.10)
Logaritmus vérohodnosti Ize zapsat jako
log (p (x)) = log (p(x16)) . (1.11)
Rozsahova funkce pro listovy uzel splituje
Y(u) = X;. (1.12)

1.1.2 Souctovy uzel

Souctovy uzel reprezentuje smés hustot pravdépodobnosti reprezentovanych jeho potomky. Souctovy
uzel se skladd z n potomku reprezentujicich hustoty pravdépodobnosti py, p2,..., p, a usporadané n-
tice realnych Cisel a = (ay,as,...,a,), které urcuji vahy jednotlivych potomkl. Aby souctovy uzel
reprezentoval hustotu pravdépodobnosti, musi byt vSechny vahy nezdporné, a jejich soucet musi byt
roven jedné. Toho miizeme dosdhnou pomoci funkce

softmax (a); = L(“) Vie(l,...,n). (1.13)
S

Jednotlivé vahy definujeme jako
w; = softmax (a);. (1.14)

Poté 1ze definovat hustotu pravdépodobnosti reprezentovanou souctovym uzlem jako
n
pe(0 = D wipi(x). (1.15)
i=1
Logaritmus vérohodnosti Ize zapsat jako
n
log (px (x)) = log ) exp (log (wy) + log (p; (x)). (1.16)
i=1
1.1.3 Soucinovy uzel

Soucinovy uzel reprezentuje sdruZeni marginalnich hustot pravdépodobnosti reprezentovanych jeho
potomky do jedné hustoty pravdépodobnosti. Soucinovy uzel se skldda z n potomkd, které reprezentuji

hustoty pravdépodobnosti py, pa, ..., p,. Hustotu pravdépodobnosti reprezentovanou souc¢inovym uzlem
definujeme jako
n
pr() = | | pix), (1.17)
i=1

kde x; jsou ¢asti vektoru x piislusejici jednotlivym potomkim. Logaritmus vérohodnosti 1ze zapsat jako

log (pr(x) = Y log (pi(x:)). (1.18)
i=1
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1.1.4 Transformacni uzel

Transformacni uzel reprezentuje transformaci hustoty pravdépodobnosti. Transformacni uzel se sklada
z pravé jednoho potomka, ktery reprezentuje hustotu pravdépodobnosti p.;, a invertovatelné funkce g,
ktera reprezentuje inverzi transformacni funkce. Hustotu pravdépodobnosti reprezentovanou transfor-
macénim uzlem definujeme jako

d
pr(x0) = pen(g(x0)) det(d—z(xo)) . (1.19)
Logaritmus vérohodnosti Ize zapsat jako
d
log (pr(x0)) = log (pcr(g(x0))) + log ( det (d—)gc(m)) ) . (1.20)

1.2 Regularizace pro GPU implementaci

SPTN popsand v sekci 1.1 je velmi obecnd, a implementace v plné obecnosti na GPU by byla
velmi obtiZznd. V této praci bude implementovana pouze mald podmnoZina vSech pfipustnych SPTN. V
obecné SPTN miize byt listovy uzel tvofen libovolnou hustotou pravdépodobnosti, implementovany bu-
dou pouze listové uzly reprezentujici standardni normdlni rozdéleni, bliZze popsané v sekci 1.2.1. Trans-
formacni uzel mize obsahovat libovolnou invertovatelnou funkci, implementovdna bude pouze afinni
transformace, bliZe popsdna v sekci 1.2.2. Nésledné budou omezeny i pfipustné struktury sité, blize po-
psény v sekci 1.2.3.

1.2.1 Realizace listovych uzlu

Pro implementaci SPTN na GPU budeme uvaZovat pouze listové uzly reprezentujici standardni s-
rozmérné normalni rozdéleni.

Definice 1.2.1 (Vicerozmérné normalni rozd€leni). Rekneme, Ze s-rozmérnd nahodna veli¢ina X ma
nedegenerované s-rozmérné normélni rozdéleni s parametry u € R* a pozitivné definitni matici £ € R®*,
jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti ma tvar

exp (=3 (x =" T (x - p))

Nz ’

Znalime X ~ N (u, X). Mé-li s-rozmérné normalni rozdéleni parametry u = 0 a X = [, kde I je matice
identity, tak jej nazveme standardni.

Sx(x) = x € R%. (1.21)

Poznamka 1.2.1.1. Hustota pravdépodobnosti standardniho s-rozmérného nahodného rozdélent je rovna
exp (— %xTx)

N

Logaritmus hustoty pravdépodobnosti s-rozmérného normélniho rozdéleni je roven

fx ()= x € R (1.22)

log (fx (x)) = —% (x"x + slog (2m)). (1.23)

Vsechny listové uzly tedy budou obsahovat funkci ur¢enou rovnici (1.23). Tato funkce nemd Zadné
parametry s vyjimkou dimenze s, ta je ovSem ale pevn€ spojena se strukturou sité.
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1.2.2 Realizace transformacnich uzla

Pro implementaci SPTN na GPU budeme uvazovat pouze transformacni uzly obsahujici afinni trans-
formace.

Definice 1.2.2 (Afinni transformace). Funkci f : R® — R* nazveme afinni transformaci, pokud lze zapsat
ve tvaru
fx)=a(x)+b, xeR’ (1.24)

kde a € L (R®) je linedrni bijekce a b € R®.

Poznamka 1.2.2.1. Funkce f : R* — R’ je afinn{ transformace pravé tehdy, kdyz 1ze zapsat pomoci
reguldrni matice A € R%® a vektoru b € R® ve tvaru

f(x)=Ax+b, xeR’. (1.25)

Dosadime-li afinni transformaci (1.25) do rovnice (1.19), obdrzime

det (M(xo))l . (1.26)

pr(x0) = pen(Axo + b) 7
X

Jakobién v rovnici (1.26) lze zjednodusit

d(A b d Ajixi + b,’
(w(xo)) - M(xo)izmj, Vi, jell,....n}. (1.27)
dx i dx;
Dosazenim (1.27) do (1.26) ziskame
pr(x0) = pen(Axo + D) [det Al. (1.28)

Vypocet determinantu matice A je velmi ndrocny, navic pro uceni sité je potfeba spocist i derivace
determinantu vici prvkim matice A. Tento problém je vyfesen pouZitim singuldrniho rozkladu matice
A, ktery umozni efektivni vypocet determinantu matice A vetné derivaci vici parametrim.

Definice 1.2.3 (Ortogonalni matice [7]). Matici Q € R™*"*, kde n € N, nazveme ortogondlni, pokud

o'o=1 (1.29)

Poznamka 1.2.3.1. Pro kazdou ortogonalni matici Q € R™" plati

|det Q] = 1. (1.30)

Diikaz. 7. (1.29) ziskavame
1= det] = det(Q" Q) = (det 0%, (1.31)

tedy nutné plati det Q = +1, a po aplikaci absolutni hodnoty |det Q| = 1. O
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Tvrzeni 1.2.1 (Singularni rozklad [7]). Je-li A € R™", poté existuji ortogonalni matice U € R™" a
V e R™", a diagondlni matice D € R™" takové, Ze

A=UDV. (1.32)

Dosazenim (1.32) do (1.28) a vyuZitim (1.30) ziskdme

pr(x0) = pen(UDVxg + b) [det (UDV)
= pcn(UDVxy + b)|det U det Ddet V|
= per(UDVxy + b) |det D] . (1.33)

Logaritmus hustoty pravdépodobnosti ma tedy tvar

log (pr(x0)) = log (pen(UDVixo + b)) + ) log (i), (134)

i=1

kde d;; znaci prvky matice D.
Vypocet determinantu diagonalni matice a derivaci vi¢i parametriim je snadné.

Nyni potfebujeme parametrizaci ortogonalnich matic U a V, u které ptijde navic spocist derivace vaci
parametriim. Pro tento tGcel vyuzijeme Givensovy rotace a Butterfly rozklad.

Definice 1.2.4 (Givensova rotace [7]). Necht' i, j € {1,...,n},i < j, kde n € N a necht 6 € R. Matici ve
tvaru

1 0 0 0
0 c -5 Ol
G, j,0) =|: R A (1.35)
0 s c 0}j
0 0 0 n
i Jj n

kde ¢ = cos () a s = sin (#), nazveme Givensovou rotaci dimenze 7.

Pii nasobeni libovolného vektoru x € R" Givensovou rotaci G (i, j, 6) jsou zménény pouze kompo-
nenty vektoru x na pozicich i a j, zbytek zlistava stejny. Tohoto faktu mtizeme vyuzit pii paralelizaci.

Predpoklddejme, Ze chceme vyndsobit vektor x dvéma Givensovymi rotacemi G (i1, ji,601) a G (iz, j2, 62).
Pokud {i1, j1} N {iz, jo} = 0, poté obé Givensovy rotace méni rizné komponenty x, a tedy jimi miZeme
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ndsobit v libovolném pofadi, nebo i zdrovenl. Napriklad, pron =4,iy =1, j1 =2,iy =3, j, =4

cp —s1 0 01 0 O O
.. .. 51 oa 0 0oj|10 1 0O 0 B
G 100G, 2.0 =y o 1 ollo o T
0O 0 0 1J\0 0 s e
1 0 0 O0\Yfct =51 0O
L. . 01 0 Of{flst e 0O
G (2, 2, 02) G (in, j1, 00 = |y o -5 01 01 1 ol~
0 0 s )J\O 0 01
cir -s1 0 O
..o st 00
Ia,j,6o = 0 0 ¢ -s| (1.36)
0 0 52 (6)

kde ¢; = cos (6;), s; = sin(6;) pro i € {1, 2}.
MozZnosti ndsobeni vice Givensovymi rotacemi zdaroven velmi dobfe vyuZziva Butterfly rozklad.

Tvrzeni 1.2.2 (Butterfly rozklad [16]). Ortogondlni matici U € R%* kde k € {2" | n € N}, 1ze rozlozit do
tvaru

k-1 k/2
U=[1]]6(et i at p+x@,6), (1.37)
i=1 j=1
kde
MD=2Tm%Mmd@T%¢O}—Q, (1.38)
a

a(i, j) = 2«(i) {]Kz_l)l + mod (j — 1, «(i)) + 1. (1.39)

Navic, indexy rotaci ve vnitfnim produktu (1.37) maji prazdny prtnik, tudiZ rozklad Ize zapsat ve tvaru

1
U= F@Qa®+mu¢%. (1.40)

i=1

Tuto dekompozici lze zndzornit pomoci flow grafu (napt. Obrdzek 1.2), na kterém je kazda rotace
reprezentovana jednim udhlopfi¢nym kiizZkem, jehoZ konce symbolizuji indexy rotace. Kazdy sloupec
rotaci ve flow grafu koresponduje s jednou I' z (1.40). Tyto sloupce, oznacené L az L7, nazveme Butterfly
Vrstvy.

Butterfly dekompozice 1ze pouZit i v piipadé, kdy velikost k ortogondlni matice U € R¥* neni moc-
nina dvou. Re$enim je doplnit rozkladanou matici ¥adky a sloupci identity na nejblizsi vy$§f mocninu
dvou, a poté provést Butterfly rozklad. Tento postup koresponduje s rozloZenim rozsifené matice, a na-
slednym odstranénim vSech Givensovych rotaci v (1.37), u kterych by alesponl jeden index byl mimo
rozsah pro ptivodni velikost matice.

Nevyhodou tohoto postupu je, Ze vyuZiva vice parametri, nez je nezbytné nutné.

Tvrzeni 1.2.3 (Stupné volnosti orthogondlni matice). Ortogondlni matice Q € R™", kde n € N, ma ”("T_l)
stuprid volnosti.
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X1
X2
X3
X4
X5
X6

X7

X8
L] L2 L3 L4 L5 L6 L7

Obrazek 1.2: Flow graf pro Butterfly dekompozici ortogonalni matice U € R%3,

Diikaz. Necht vy, vy, ...,v, € R" znali sloupce Q. Podminka (1.29) 1ze ekvivalentné prepsat na
(vi0;) =0, Vijell2,....n), i<j, (1.41)
(vi,v;y =1, Vie{l,2,...,n}. (1.42)
Podminka (1.41) vytvari
= nn-1)
Z i= (1.43)
. 2
i=1
vazeb, a podminka (1.42) vytvari dalSich n vazeb. Tedy, ortogonalni matice Q ma
, nm-1) nn—1)
- -n= 1.44
5 n 5 (1.44)
stupili volnosti. ]

Napfiklad pro ortogondlni matici U € R ziskdme z Butterfly rozkladu 13 parametrdi, coZ lze zjistit
z obrazku 1.2 vynechdnim sloZek vektoru xg, x7, xg a rotaci modifikujicich alespon jeden z téchto prvkd,
a spoctenim zbylych rotaci. Tato matice ma ovSem pouze 10 stupniii volnosti. Druhou nevyhodou je
nerovnomérny pocet Givensovych rotaci v jednotlivych vrstvich (nékdy i pouze jedna), coz vede na
obtiZe s vyuZitim veSkerého dostupného vypocetniho vykonu pfi paralelni implementaci.

1.2.3 Restrikce struktury sité

Pro implementaci na GPU nebudeme uvaZovat sit’ zcela obecné struktury. Budeme se zabyvat im-
plementaci siti skladajici se z vrstev sloZzenych ze souctovych uzld nasledovanych transformaénimi uzly.
Navic vSechny transformacni uzly v jedné vrstvé mohou mit jako potomky soucinové uzly. Ptiklad tako-
véto site 1ze videt na obrazku 1.3.
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Obrézek 1.3: Piiklad SPTN spliiujici restrikce. Parametry Cervené a modfe zvyraznénych transformac-
nich uzli jsou sdileny fialové zvyraznénymi souc¢tovymi uzly.

Obrézek 1.4: Ptiklad ¢asti SPTN z obrazku 1.3 bez sdileni parametra.
Na obrédzku 1.3 nejsou Zadné vrstvy, které by nesdilely parametry. Pfiklad ¢4sti sité z obrazku 1.3
pred soucinovym uzlem bez sdilenych parametri je zndzornén na obrazku 1.4. Divodem je, Ze vrstvy
bez sdilenych parametrid 1ze zjednodusit, aniZ by se sniZila schopnost sité reprezentovat hustotu pravdé-

podobnosti, bez zvyseni vypocetni narocnosti. Toto zjednoduseni je zaloZeno na skutecnosti, Ze slozeni
dvou afinnich transformaci je opét afinni transformace.

Tvrzeni 1.2.4 (SloZeni afinnich transformaci). Necht’ funkce f,g : R®* — R® kde s € N, jsou afinni
transformace. Poté existuje afinn{ transformace / : R®* — R* tak, Ze plati

h=fog. (1.45)

Diikaz. Podle poznamky 1.2.2.1 miZeme reprezentovat funkce f, g jako

f(x)=Apx+by, (1.46)
g(x) = Aygx +by. (1.47)

Slozenim (1.46) a (1.47) ziskame

(f 0 9)(x) = Ap (Agx +by) + by = AfAgx + Agby + by = Apx + by = h(x). (1.48)
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Obrézek 1.5: Priklad zjednodusen{ sité sloucenim transformacnich uzll pro n = 2.

Kde jsme oznacili A, = ArA,, coZ je jisté reguldrni matice, a b, = Ayb, +br. Opét dle poznamky 1.2.2.1
ziskdvame, Ze h je afinni transformace. O

Dale budeme potiebovat fakt, Ze soucin absolutnich hodnot determinantd jakobianu dvou afinnich
transformaci je absolutniho hodnota determinantu jakobidnu jejich sloZeni.

Tvrzeni 1.2.5. Necht' funkce f,g : R® — R* kde s € N, jsou afinn{ transformace. Poté plati

df dg\| _ d(fog)
‘det(dx)‘ det(dx)l = ‘det( o . (1.49)
Diikaz. Vyuzitim poznamky 1.2.2.1 a dpravy (1.27) ziskdme
df dg d(fog)
det(%) det(%)l = |det As|[detAy| = |detA A | = ‘det(T : (1.50)

O

Uvazujme sit’ skladajici se z transformacniho uzlu s afinni transformaci f, jehoZz potomkem je
souctovy uzel, ktery ma n transformacnich uzlt jako potomky, kazdy reprezentujici afinni transformaci

giproi € {1,...,n}. Tato sit’ je pro n = 2 zndzornéna na obrazku 1.5. Hustota pravdépodobnosti repre-
zentovand prvni siti na obrdzku 1.5 lze vyjadfit a nasledné pomoci (1.50) upravit jako
n
dg; d
pG) = (Z} a0 it 2ol ] der( )
n
dgi d
= " wipilgi(f(x0)) det(d—g’xo) det(d—fxo)
i=1 . *
4 dh;
= > wipi(gi(f(xo) |det| x|, (1.51)
i=1 .

kde jsme oznacili i; = g; o f a symbolem p; hustotu pravdépodobnostmi reprezentovanou transformac-
nimi uzly ve spodni vrstve.

Pokud by tedy v siti existovaly dvé vrstvy souctovych a transformacnich uzli po sob€ bez sdilenych
parametri, je mozné je sjednotit do jedné beze ztraty schopnosti reprezentace hustoty pravdépodobnosti
a zmensSit tak vypocetni narocnost. Takovéto sité tedy uvazovat nebudeme.
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1.2.4 Zjednoduseni posledni transformacni vrstvy

JelikoZ pouZzivame pouze listové uzly s normalnim rozdélenim, a transformacni uzly s afinni trans-
formaci rozloZenou pomoci singuldrniho rozkladu, mdme moZnost zjednodusit posledni transformacni
vrstvu. Dosadime-li do vyrazu pro vérohodnost listového uzlu (1.23) vyraz x = UDVy + b, ziskdme

1
log (fx (UDVy +b)) = =3 ((UDVy + b)" (UDVy + b) + slog (2m)). (1.52)
Naproti tomu vynechanim ortogonalni matice V a dosazenim x = DVy + b, ziskdme
- 1 T -
tog (fx (DVy +5)) = —3 ((DVy +5) (DVy+5) + slog (27r)). (1.53)
Porovnanim pravych stran (1.52) a (1.53) a vyuzZitim (1.29) ziskame

_% ((UDVy + BT (UDVy +b) + slog (2m)) = —% ((DVy +8) (DVy+5) + slog (27r))

(UDVy +b) (UDVy +b) = (DVy +B) (DVy+5)
(UDVy)T UDVy + (UDVy) b+ b"UDVy + b"b = (DVy)! DVy + (DVy) b+ b"'DVy +b'h
DV UTUDVYy + (UDVY) b+ b"UDVy + b"b = (DVy) DVy + (DVy) b+ b"DVy +b'b

OVy UTb+(UTB) DVy+(UTb) UTh = (DVy)" b+ 5 DVy + b7,

Vidime tedy, 7e pokud plati UTh = b, tak si jsou obé& strany rovny, a tudiZ se rovnaji i vérohodnosti.
JelikoZ vektor b je parametr, a mize nabyvat libovolnych hodnot, tak vynechdnim matice U v singu-
larnim rozkladu afinni transformace posledni vrstvy transformacnich uzli neztrati sit’ Zddnou schopnost
reprezentace hustoty pravdépodobnosti. Naopak toto vede na dspory ve vypocetni narocnosti, jelikoz
neni tieba ndsobit a nasledné pocitat derivace vici prvkiim matice U.

1.3 Uceni SPTN

Cilem sité je reprezentovat hustotu pravdépodobnosti. Pokud mdme mnoZinu pozorovéni a chceme,
aby SPTN reprezentovala hustotu pravdépodobnosti, ze které tato pozorovani pochdzi, musime byt
schopni ur€it parametry uzId tak, aby byla maximalizovana vérohodnostni funkce. Pro minimalizovani
ztratové funkce, kterou bude v nasem piipadé zdporné vzata hodnota logaritmu vérohodnosti, lze pouZit
napf. stochasticky sestup po gradientu, nebo ADAM [12]. Obé tyto metody vyZaduji znalost derivaci
ztratové funkce vzhledem k parametrim SPTN. SPTN mohou mit mnoho uzld, tudiz ztratova funkce
muzZe byt velmi slozitd funkce s velkym mnoZstvim parametri. Pro spocteni derivaci vyuZijeme zpétné
propagacni algoritmus [1].

1.3.1 Zpétna propagace

Pokud bychom pocitali derivace bez zpétné propagacniho algoritmu pouze s vyuZitim fetézového
pravidla, rostla by vypocetni narocnost exponencidlné€ s poctem vnorenych funkci s parametry. Zpétné
propagacni algoritmus umoZiuje tuto sumu efektivné spocist s pomoci dynamického programovani. Al-
goritmus se sklddd ze dvou ¢4sti, nazvanych dopfedna a zpétna faze.

V dopredné fazi spocteme ztratovou funkci se stavajicimi parametry SPTN. Poté v zpétné fazi spoc-
teme derivace ztratové funkce vzhledem k parametrim SPTN. Tyto derivace poté vyuZijeme pro optima-
lizaci parametra sité. Ilustrujme na jednoduchém piikladu jak funguje zpétna faze.
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Uvazujme sloZenou funkci f(a, g(b, h(c, x))), kde f,g,h : R" X R" — R", x € R" je vstupni vektor a
a, b, c € R" jsou vektory parametrd. Nasim cilem je spocist gradient ztratové funkce L(f(a, g(b, h(c, x))))
vzhledem k parametrim a, b a c.

Pro zprehlednéni zapisu budeme v nasledujicich rovnicich pouZivat znaceni

f = fla,g(b, h(c, x))) € R",
g = g(b,h(c, x)) € R",
h = h(c,x) e R".

Derivace L(f) vzhledem k a lze spocist pomoci fetézového pravidla

—-—. (1.54)

OL(f) _ < OL(f) Bf;
da _; af; 0Oa

Pokracujme vypocltem derivaci L(f) vzhledem k b. Opétovnym pouZitim fetézového pravidla ziskdme

L) _ < I Ofi _ <~ L) < Of; Dy,
ob ‘; df; b ‘; af; ;agj b’ (1.35)
Podobné 1ze spocist derivace L(f) vzhledem k ¢
L) _ 9 AUDDI _ 2 ILY) 0 28 5 003 (156)

oc P af; 8c_i1

Problém s timto piistupem je, Ze pocet Clentl v sumdach (1.56) roste exponencidlné s poctem vnote-
nych funkci. Zpétna propagace tento problém fesi nasledujicim zptisobem.

Ozna¢me AL(f)
AV = —=~ e R” 1.57
af (1.57)
gradient ztratové funkce L vzhledem k f. Nyni mdZeme zapsat (1.54) jako
OL(f) _ ~ pOf;
— = A —. 1.58
da ; ' da ( )
Pfed vypoctem (1.55) nejprve spocteme
IL(f) _ N\ A0S
AW = 7= = % AV = eR". 1.59
5y = 205, € (1.59)

i=1

Gradient jsme zpétné propagovali za funkci f, a A¥ nynf znad{ gradient ztratové funkce L vzhledem k
g. Tento gradient miZeme vyuZit pro zjednoduSeni vypoctu (1.55)

OL(f) 0 OL(f) <0 0f 09 <O (9)99;
= _— = A —_—. 1
ob ; af; ;agj ob ; 7 0b (1.60)

Nyni jsme pouzili pouze jednu sumu pii vypoctu derivaci ztratové funkce L vzhledem k b, ale museli
jsme spocist dalsf sumu za kazdy prvek A9, Pokud bychom derivace pocitali podle (1.55), také bychom
museli spocist dvé vnofené sumy. Postup je zatim stejné vypocetné narocny. Zpétnd propagace bude
efektivnéjsi az pri vypoctu derivaci ztratové funkce vzhledem k c.
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Nejprve zpétné propagujme gradient A za funkci g smérem k h
oL 0
AP = (f ) Z AP R, (1.61)

Nyni miZeme spocist derivace

OL(f ) 8L(f ) % 5fz = dg; ahk (g) 39} 3hk S Ol
—_ = A —. 1.62

Podobné jako v (1.60) jsme museli spocist dvé vnorené sumy (navic ku predeslym vypoctlim), abychom
Ziskali derivace Ztrétové funkce vzhledem k ¢. Pokud bychom derivace poél’tali podle (1 55) tak bychom

vvvvvv

Vv s

vnofenych funkci. Diky zpétné propagacnimu algoritmu kazda d3151 vnotfend funkce potfebuje pouze
zpétnou propagaci gradientu A a vypocet jediné sumy.

1.3.2 Zpétna propagace pro SPTN

Zpétné propagacni algoritmus je rozdélen na dvé Casti. V dopfedné fazi spocteme logaritmus vé-
rohodnosti pozorovani, a nasledné v zpétné fazi spocteme derivace ztratové funkce vzhledem ke vSem
parametriim site.

1.3.2.1 Listovy uzel

Listovy uzel nemd Zadné parametry, neni tedy vici cemu pocitat derivace. Jediné co potfebujeme
veédét, je jak zpétné propagovat gradient.
Listovy uzel implementuje funkci

I(x) = (x x + slog 2m)), (1.63)

kde x € R" znaci vektor pozorovani vstupujici do listového uzlu. Gradient pfichozi béhem zpétné propa-

gace mad tvar
Al _ 9L

R
ol C

kde L znaci ztratovou funkci. Gradient vzhledem k x nalezneme snadno pomoci fetézového pravidla

(1.64)

oL oL 8l(x) ol(x)
AW = — = AU = e g7 1.65
ax  9l(x) dx ax < (165)
Druhy ¢len (1.65) 1ze zjednodusit diky znalosti tvaru funkce / (1.63)
ax) o 1 [ n J L .
= — - = X7+ slog(2n) | = — 0ijxi = —x;, Viell,...,n}. (1.66)
o'?x,- o'?x,- 2 = J FZI

Dosazenim (1.66) do (1.65) ziskame

A® — AU R1 (1.67)
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1.3.2.2 Souctovy uzel

Parametry souctového uzlu jsou vihy jednotlivych komponent. Potfebujeme tedy umét spocist deri-
vace ztratové funkce vici vahdm komponent, a védét jak zpétné propagovat gradient.

Souctovy uzel implementuje funkci

s(x) = log Z exp (log (softmax(a;)) + log (p; (x))), (1.68)
i=1

kde m € N je pocet komponent smési reprezentované souctovym uzlem, p; jsou jednotlivé komponenty, a
a; € R jsou parametry vah jednotlivych komponent. Tento zdpis miZeme zjednodusit zavedenim funkce
log-sum-exp, znaceno

Ise(x;) = log ) exp(xy). (1.69)

i=1
kde x € R". Odvod’me derivaci funkce Ise

n

n -1
o n 0
— Ise(x;) = B_x, log ; exp(x;) = (Z exp (x,-)) exp (xj), Vjefl,...,n}. (1.70)

0x; i=1
it i=1

Rovnici (1.68) lze s pouzitim (1.69) zapsat jako

m m
s(x) = Ise (a/,- —Ise (a/j) + log (p; (x))) . (1.71)
i=1 j=1
Pfichozi gradient ma tvar
oL
AP = R, 1.72
ds(x) ( )

kde L znadi ztratovou funkci. Nejdiive spocteme derivace ztratové funkce vzhledem k parametrim souc-
tového uzlu

oL 0L ds(x) _ A(S(x))as(x)

Z= - 1.73
oy  0s(x) Oay oy, ( )
Pro lepsi prehlednost oznacime 8; = a; — lse;’.’: | (a/ j) + log (p; (x)), a nasledné upravime vyraz
m -1 m
ds(x) _ . | 9Bi
o ; exp (8) ; (exp ®) aak)
m -1 m
= Z exp (Bi) (GXP B (5ik ~3 Ise (CY])))
i=1 i=1 /
m -1 m m -1
= Z exp (8) Z {exp B {&'k - [Z exp (aj)} exp (ak)J] . (1.74)
i=1 i=1 j=1
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Diéle potifebujeme umét zpétné propagovat gradient

Allog(pe(x)) _ 0—L
dlog(pi(x))
B oL as(x)
ds(x) 0log(pi(x))
m -1 m
— A(S(x)) ex i (e i L)
Zl P Z‘ B G log (o)
m -1 m
= AGGD) Z exp (B;) Z exp (8i) 0ix
i=1 i=1
m -1
= AN N expB)| B, Vkell,....m). (1.75)

i=1
1.3.2.3 Soudinovy uzel

Soucinovy uzel nemd Zadné parametry, neni tedy vuci ¢emu pocitat derivace. Potfebujeme pouze
umét zpétné propagovat gradient.
Soucinovy uzel implementuje funkci

g(0 = " log (pi(x)), (1.76)
i=1

kde x € R" znaci vektor pozorovani vstupujici do soucinového uzlu, m € N je pocet potomkl souci-
nového uzlu, x; jsou Césti vektoru x piislusejici jednotlivym potomkim p;, kde i € {1,...,m}. Pfichozi
gradient béhem zpétné propagace ma tvar
Aawn = OL g
9q(x)

kde L znaci ztratovou funkci. Gradient vzhledem k log (p;(x;)) nalezneme snadno pomoci fetézového
pravidla

(1.77)

0oL
Olog (pj(xj))
_ 0L 0q(x)
09 g log (pj(xj))

Allog(pi(xp)) —

a9 log (pi(xi))
610g(p,(xj) ;

= A& 5ij
=AY yie(l,...,m}. (1.78)

1.3.2.4 Transformacni uzel

Vétsina parametru sité je ulozena v transformacnich uzlech. Potfebujeme tedy umét spocist derivace
vGc¢i vSem parametrim, a umét zp€tné propagovat gradient.
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Transformac¢ni uzel implementuje funkci

t(x) = log (pcn(UDVx + b)) + Z log (|d;il) - (1.79)
i=1

Pro transformacni uzel bude vypocet probihat ve dvou Castech. Nejprve spocteme derivace vzhledem k
prvkiim matice D pochdzejicich z determinantu jakobidnu a zpétné propagujme gradient pres sumu k
vyrazu log (p.,(UDVx + b)). Ve druhé Casti, poté co zpétnou propagaci pies ostatni typy uzli ziskdme
gradient vzhledem k UDVx + b, spoCteme derivace ke vSem parametrtim transformace, a nasledn¢ zpétné
propagujme gradient k x.

Ptichozi gradient béhem prvni ¢asti zpétné propagace ma tvar

oL
AU g eR, (1.80)
kde L znaci ztrdtovou funkci. Spoctéme derivace vzhledem ke sloZkdm matice D
IL _ AL dr(x) sgn(di) AU _
= AU = , Vie{l,...,n}. 1.81
adi ~ 9i(x) odi aa - dp o et (80
Nyni zpétné propagujme gradient, kde pro prehlednost ozna¢ime y = log (p.,(UDV x + b)),
oL oL 0t(x)
AW = 2= = = AU 1 = A 1.82
oy Ot(x) Oy (1.82)
Pfichozi gradient béhem druhé ¢asti zpétné propagace ma tvar
oL
A(UDVx+b) e R". 1.83
d(UDVx+b) (1.83)
Nejprve spocteme derivace vzhledem ke sloZzkdm vektoru b
oL O(UDVx+b); (UDVxtb
oL _ = ) AUPVEDs  — AUDVXHD), 1.84
b, ; d(UDVx +b); b, ;1 J Yo (159
Zpétng propagujme gradient
A(UDVX) aL Z aL 5(UDVx + b)] — A(UDV)C+b) . 1 — A(UDV)C+b) (1 85)
0(UDVx) 8(UDVx+b)J 0(UDVx) ' ’

Nyni potfebujeme védét, jak spocist derivace vzhledem k matici v Butterfly rozkladu a jak skrz ni
zpétné propagovat gradient. Na matici v Butterfly rozkladu se d4 nahliZet jako na postupné ndsobeni
mnoZstvim Givensovych rotaci. Odvodime tedy postup pro jedinou rotaci ndsobenou libovolnym vek-
torem, a tento postup ndsledné budeme opakovat pro vSechny Givensovy rotace v Butterfly rozkladu.
Pfichozi gradient ma tvar

AGD = % eR", (1.86)

kde L je ztratovd funkce, G je Givensova rotace (1.35) a z € R". PouZitim fetézového pravidla ziskdme

L dGo) _ Z AGD) 5(GZ)/<'

L aGay 96 30 (1.87)

k=1
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Zjednodusime druhy ¢len sumy

I(G2) _ ‘927:1 Gz § Gy

= —2. 1.88
a6 a6 Zi 756 (1.58)
Nyni spocteme derivaci Givensovy rotace vzhledem k thlu 6
0O --- 0 -+ 0 --- 0
GG, .6) 0 -5 —c 0fi
L ], .
A : 1.
50 : (1.89)
0 c -5 - 01y
0 0 0 0
i J
a dosadime do (1.88)
G : :
D 7t = 0w (=i sin (6) = 2 cos (6) + 8 (< cos (6) — z;sin (6)) . (1.90)

=1
Dosazenim (1.90) do (1.87) ziskame

oL _ 0L G2y N ) (G2) .
= = ; 3G g =N ? (~zisin (6) - zjcos (0)) + AC? (zicos (6) - z;sin(0)).  (1.91)

Pokrac¢ujme zpétnou propagaci gradientu za G. S pomoci fetézového pravidla ziskdme

oL
A(Z) -
1 521‘
_ Z L (Gz),
— (G2), 0z
_ 009 Lt G
k aZ'
k=1 !
n
— Z A/(CGZ)Gki
k=1
= (GTA(GZ))i, Vie{l,...,n}. (1.92)

Opakovanim (1.91) a (1.92) pro kaZzdou rotaci v Butterfly rozkladu matice U jsme schopni spocist
derivace vzhledem ke viem jejim parametrim a zp&tn& propagovat gradient A(UPY¥) na APV,
Nyni potfebujeme spocCist derivace vic¢i matici D a zpétné€ propagovat za ni gradient. Pfichozi gradi-
ent mé tvar
avo - 9L pn (1.93)
d(DVx)

Nejprve spocteme derivace vzhledem k prvkim matice D

OL v 0L IDVY); N pyy 0Dy O DV DV
D=2 OV, Dy D AP (V) = ) AP s (Vi = AP (Vi (1.94)
ii = ii = ii =1
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Zpétné propagujme gradient

Vo) _ oL =i oL 9(DVx);
0(Vx) jzl(?(DVx)j 0(Vx)

n
= > AYD;; = DAV, (1.95)
=1

JelikoZ V je také matice v Butterfly rozkladu, miiZeme pro ni pouZit stejny postup jako pro matici U.
Vime tedy, jak spocist derivace a zp€tn€ propagovat gradient pro transformaci UDVx + b.



Kapitola 2

Implementace

Tato kapitola obsahuje popis implementace algoritma z kapitoly 1. Z divodu velké vypocetni naroc-
nosti byly algoritmy implementovany na architekturu GPU, kterd poskytuje vyssi vypocetni vykon za
cenu obtiZnéjsi implementace. Pro implementaci byl zvolen jazyk Julia.

2.1 GPU, CUDA a Julia

Grafické vypocetni jednotky, zkrdcené GPU z anglického graphics processing unit, zaCaly jako spe-
cializované grafické procesory, které byly schopny velmi rychle generovat snimky pro zobrazeni na dis-
playi. GPU se dale vyvinuly v procesory pro obecné vypocty vhodné pro vysoce paralelni vypocetni
tkoly. Za timto tdcelem spole¢nost NVIDIA v roce 2006 predstavila Compute Unified Device Archi-
tecture, zkracené¢ CUDA. CUDA je programovaci rozhrani umoznujici kédu napsanému naptiklad v C
nebo C++ efektivné fungovat na GPU.

Pro vyuziti vS§eho dostupného vypocetniho vykonu GPU musi byt ¢lovék obezndmen s hardwarovou
architekturou GPU, jelikoZ na tom zavisi, které Casti programu spolu mohou snadno komunikovat, a
které Casti paméti jsou rychle pristupné. GPU obsahuje globalni pamét’, kterd na dne$nich GPU muze
dosahovat velikosti az 80 GiB. Tato pamét’ je pristupna vSem vypocetnim jednotkdm na GPU, ale ma
vysokou latenci. Vypocetni jednotky na GPU jsou seskupeny do streaming multiprocesoru, zkracené
SM. Jedna GPU miZe mit né€kolik desitek SM. V dnesnich GPU se jeden SM sklada z 64 vypocetnich
jednotek. Kazdy SM obsahuje sdilenou pamét’, pomoci které mezi sebou mohou komunikovat jednotlivé
vypocetni jednotky v daném SM. Tato pamét’ md velmi malou latenci. Vypocetni jednotky maji pfistup
do sdilené paméti pouze svého SM. Velikost této paméti na dnesnich GPU dosahuje az 164 KiB.

CUDA umoziuje definovat specidlni funkce, zvané kernely. Tyto kernely mohou byt za béhu pro-
gramu zpracovdvany mnoha paralelnimi vldkny na GPU. Kazdé vldkno (anglicky thread) je zpracova-
vano na jedné vypocetni jednotce na GPU. Vldkna jsou pri béhu seskupeny do blokt (thread blocks), coz
jsou trojrozmérnd pole jednotlivych vldken. Kazdy blok vldken je zpracovdvan pouze jednim SM. Kazdé
vlakno v bloku ma své jedinecné ID, coz je trojrozmérny vektor. Pokud je vyZadovano pouze jedno nebo
dvojrozmérné indexovéni, je moZné nadbytecné dimenze vynechat. Maximdlni pocet vldken v bloku je
na dnesnich GPU 1024. Pokud je potieba vice nez 1024 vliken, je mozné spustit vice bloki najednou.
Bloky jsou poté organizovédny do trojrozmérné miizky (thread grid), kde kazdy blok ma své jedinecné
ID, coz je opét trojrozmérny vektor. MfiZka je zpracovdavana celou GPU.

V jednom bloku jsou vldkna seskupeny do warpi. Warp je skupina 32 vldken, kterd vykonava vzdy
pouze jeden typ instrukce zaroven. PIného vykonu je dosazeno pouze pokud se vSechny vlakna ve warpu
snazi vykondvat tu samou instrukci. Pokud se cesty vldken ve warpu rozejdou z divodu rozdilnych
vyhodnoceni podminky, pak praci vykondvaji pouze vldkna ve stejné vétvi, zbyla jsou deaktivovana.
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Blok (0,0) Blok (1,0) Blok (2,0)

ikt ki

Blok (0,Ly || Blok (1,1) [| Blok (2,1)

it e

Blok(1,1)

Obrazek 2.1: Miizka blokd vldken [6].

Pfi ptistupu do globdlni paméti mohou vldkna slucovat své piistupy, pokud jsou splnény specifické
podminky. Jednou z téchto podminek je, Ze Zddand data jsou v globdlni paméti uloZena sekvencné.

Pfi spusténi kernelu je velikost miizky fixni, a vS§echny bloky v nim musi mit stejnou velikost. Tyto
hodnoty jsou jednotlivym vlaknim k dispozici jako trojrozmérné vektory dimenze miizky a dimenze
bloku [6, 10].

Julia je vysokouroviiovy dynamicky programovaci jazyk, ktery je dobfe vyuZitelny pro numerické
vypocty. Dilezitymi vlastnostmi Julie jsou volitelné typovani a multiple dispatch. Diky just-in-time kom-
pilace je mozné generovat funkce specializované pro rizné typy argumenti. Diky tomuto dosahuje Julia
podobného vykonu jako staticky kompilované jazyky, jako napiiklad C. Julia je open-source, distribuo-
vana pod MIT licenci [11].

Pro implementaci v Julii vyuZijeme nékolik knihoven. Prvni knihovnou je CUDA. jl [3, 4], ktera
umoziuje nativni zpracovani kédu v jazyce Julia na GPU. Ddle vyuzijeme Flux.jl [8, 9], coz je
knihovna zprostfedkovavajici automatické derivovani. Tato knihovna umoZiiuje definovat parametry velmi
slozitych modeld, a tyto parametry nasledné optimalizovat. Také zvlada derivovat jednoduché funkce, a
tudiZ neni tfeba definovat kazdé trividlni pravidlo pro derivaci a zpétnou propagaci ru¢né. S Flux. jl
souvisi knihovna ChainRules. j1 [5]. Tato knihovna umoziluje definovat pravidla pro vypocty derivaci
a zpétnou propagaci u ndmi definovanych funkeci, které jsou pfili$ sloZité pro automatickou derivaci. Po-
sledni pouZitou knihovnou je Distributions. jl [2, 14], coZ je knihovna poskytujici implementace
pravdépodobnostnich distribuci.
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Obrazek 2.2: SPTN splilujici restrikce s vyznacenymi vrstvami.

(sr~(T—®)
RS OSC

Obrazek 2.3: Struktura SPTN z obrazku 2.2 po slouceni uzlid do SPTN vrstev.

2.2 Datova struktura SPTN

V této sekci bude popsan zpiisob, jakym je implementovana datova struktura SPTN. Jak bylo popsano
v subsekei 1.2.3, budeme se zabyvat pouze sitémi, které se skladaji z vrstev souctovych uzli ndsledo-
vanych transformacnimi uzly. Tyto vrstvy mohou mit jako potomka bud’ dal$i souctové-transformacéni
vrstvu, soucinovy uzel, nebo vrstvu listi. Pfiklad se zndzornénymi SPTN vrstvami je na obrdzku 2.2,
kde Cervenou jsou vyznaceny souctové-transformacni vrstvy sdilejici parametry souctovych uzli, fialo-
vou jsou vyznaceny souctové-transformacni vrstvy nesdilejici parametry souctovych uzli, modrou vrstvy
listil a zelenou soucinové vrstvy. Struktura sité z obrazku 2.2 po slouceni uzlii do SPTN vrstev je zndzor-
néna na obrazku 2.3. Divodem slucovéni uzli do SPTN vrstev je potfeba seskupovani spousténi kernelil
na GPU. Pokud bychom kernely spoustéli pro jednotlivé uzly, nedostatek paralelismu by vedl na nizké
vyuziti vypocetniho vykonu GPU.

Kazda SPTN vrstva obsahuje parametry vSech uzli, které jsou v ni obsaZeny, a informaci, kterou
SPTN vrstvou, piipadné kterymi SPTN vrstvami, je ndsledovdna. Kazdd SPTN vrstva dile obsahuje
informaci o své dimenzi, a jestli jsou jeji parametry uloZeny v jednoduché nebo dvojité presnosti.

Souctové-transformacni vrstvy obsahuji parametry pro vSechny souctové uzly uloZené ve dvouroz-
mérném poli. Prvni index vyjadfuje, kterému transformacnimu uzlu vaha pfislusi, druhy index vyjadfuje,
kterému souctovému uzlu vaha prislusi.

Dile je tfeba ulozit parametry pro transformacni uzly. Kazdy transforma¢ni uzel se sklada ze dvou
matic v Butterfly rozkladu, jedné diagondlni matice, a vektoru biasu. Vyjimkou jsou transformacni uzly
piimo nésledované listovymi uzly, které z diivodi popsanych v sekci 1.2.4 neobsahuji matici U.

JelikoZ kazdy transformacni uzel ve stejné souctové-transformacni vrstvé implementuje transformaci
pusobici na vektory stejné dimenze, maji v§echny matice stejnou velikost, a stejné tak vektory biasu. Toto
umoziuje bias vektory vSech transformaci ulozit do dvojrozmérného pole. Podobné miZeme do dvoj-
rozmérného pole ulozit i diagonalni matice, jelikoZ staci ukladat pouze prvky na diagonale. Prvni index
vyjadfuje, ke které dimenzi parametr piislusi, druhy index vyjadiuje, ke které transformaci parametr
prislusi.
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Nynf potfebujeme uloZit parametry pro matice v Butterfly rozkladu. JelikoZ kazdy transformacni uzel
v souctoveé-transformacni vrstvé reprezentuje stejny typ transformace, pouze s jinymi parametry, miZzeme
parametry opét uloZit do vicerozmérnych poli, kde posledni rozmér bude urcovat, ke které transformaci
parametry nélezi. Z implementac¢nich divodu bliZze popsanych v sekci 2.3.2 budou parametry pro ma-
tici v Butterfly rozkladu uklddany stiidavé do trojrozmérnych a dvojrozmérnych poli. Trojrozmérné pole
uklada parametry pro n€kolik po sobé jdoucich Butterfly vrstev. Prvni index vyjadiuje, ke které dimenzi
parametr piislusi, druhy index vyjadiuje, ke které Butterfly vrstvé parametr pfislusi, a tfeti index vy-
jadfuje, ke které transformaci parametr piislusi. Dvojrozmérné pole uklad4 parametry pouze pro jednu
Butterfly vrstvu. Prvni index vyjadiuje, ke které dimenzi parametr pfislusi, a druhy index vyjadiuje, ke
které transformaci parametr ptislusi.

2.3 Uceni

Tato sekce popisuje prubéh vypoctu logaritmu vérohodnosti pro néjakd pozorovani, a naslednou opti-
malizaci ztratové funkce. Za ztrdtovou funkci byla volena zadporné vzat4 hodnota logaritmu vérohodnosti
pozorovani, poptipadé pii vétsim poctu pozorovani v minibatchi zdporn€ vzaty primér logaritmil pozo-
rovani. Diky pouZiti knihovny Flux. j1 pro uceni je vSak velmi snadné ztratovou funkci zménit.

2.3.1 Znaceni v pseudo-algoritmech

V pseudo-algoritmech této kapitoly budeme pouZivat jednotné znaceni pro rizné typy proménnych.
Toto znaceni je popsano v tabulce 2.1.

2.3.2 Inference

Vypocet probiha rekurzivné. Rekurze zacina volanim funkce logpdf, jejizZ argumenty jsou koten sité
s uzly slou¢enymi do SPTN vrstev, a vektory pozorovani ulozené ve dvourozmérném poli. Tato funkce
slouZi pro pfipraveni dat pro rekurzi. Jednim z kroki je pfekopirovani pozorovani z RAM do globalni
paméti GPU. Julia uklada data v dvourozmérnych polich po sloupcich. Pro vyuziti sluCovani piistupt
do paméti na GPU je potieba, aby sekvencné byly uloZeny nikoliv prvky jednoho vektoru, ale i-té prvky
vSech vektorti pozorovani. Matici vektorti pozorovani tedy potfebujeme mit uloZenou tak, Ze prvni index
urcuje vektor pozorovani a druhy index urcuje, o kterou slozku vektoru se jednd. Toto 1ze matematicky
interpretovat jako transpozici celého vypoctu. Druhym z krokt je tedy transpozice matice pozorovani.
JelikoZ ma vypocet vysokou pamétovou naro¢nost, mohlo by pfi snaze spocist logaritmus vérohodnosti
vét§tho mnoZstvi pozorovéni najednou dojit k vyCerpdni paméti GPU. Proto posledni ptipravny krok,
ktery funkce logpdf dél4, je rozd€leni matice pozorovani na mensi ¢ésti, a nasledné slouceni vysledkd.
Nyni rozeberme funkci _logpdf, kterd implementuje samotny vypocet logaritmu vérohodnosti.

Funkce _logpdf mé za argumenty SPTN vrstvu, a matici obsahujici vektory pozorovéni. Tato funkce
mad tfi metody pro rdzné typy SPTN vrstev, souctové-transformacni, soucinovou a listovou. Nejprve
popiSme metodu pro souctoveé-transformacni vrstvu.

2.3.2.1 _logpdf pro souctové-transformacni vrstvu

Tato metoda implementuje sloZeni (1.68) a (1.79)

st(x) = 1%"? (log (softmax(a;)) + log (pi(UD;Vix + by)) + 1lad (D), @.1)
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oznaceni | popis

L SPTN vrstva

ST souctové-transformacni vrstva

PL soucinova vrstva

LL listova vrstva

B Butterfly blok

bf matice v Butterfly rozkladu

bfl Butterfly vrstva

bfml Butterfly multivrstva

g matice/tenzor obsahujici Givensovy rotace

0 matice/tenzor obsahujici tihly Givensovych rotaci

D matice obsahujici parametry diagondlnich matic

b matice obsahujici parametry vektort biast

X matice/tenzor obsahujici vektory pozorovani

) vektor/matice obsahujici logaritmy vérohodnosti

A matice/tenzor obsahujici gradient pfi zpétné propagaci

Vb matice derivaci ztratové funkce vzhledem k prvkim b

Vo matice/tenzor derivaci ztratové funkce vzhledem k prvkim 6
vD matice derivaci ztratové funkce vzhledem k prvkim D

w struktura popisujici pravdépodobnosti jednotlivych komponent SPTN
t struktura popisujici strom reprezentujici komponentu SPTN
sid index souctového uzlu v ST

tid index transformacniho uzlu v ST

P pravdépodobnost komponenty SPTN

Tabulka 2.1: Stru¢ny popis znaceni pouZzitého ve zbytku kapitoly.
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kde jsme oznacili lad jako logaritmus absolutni hodnoty determinantu

n

lad (D) = log |det (D)| = Z log (Idl) . 2.2)
i=1

Zapis (2.1) 1ze déle zjednodusit rozepsdnim logaritmu funkce softmax

. n
log (softmax(a;)) = log L(a’) =aq; - Ise (a/j). 2.3)
Sty exp(a)) =
Dosazenim (2.3) do (2.1) ziskame
m n
st(x) = IS? (Cli - lselz (a/.,-) + IOg (p,'(U,'D,'V[)C + b;)) + lad (D,)) . 2.4)
i= j=

Metoda nejdiive pfipravi vektory pozorovani pro transformaci, ndsledné transformuje, pfevede zpét do
matice aby mohly slouzit jako argument dal$i vnofené funkci _logpdf, rekurzivné spocte jejich loga-
ritmy vérohodnosti, a ndsledné provede vdZeny soucet souctovymi uzly. Pseudo-algoritmus je popsin
algoritmem 1. Pfiklad pfechodli mezi vektory, maticemi a tenzory v algoritmu 1 je zndzornén na ob-

Algoritmus 1: Metoda _logpdf pro souctové-transformacni vrstvu.

_logpdf (ST, X)

zduplikuj matici X do tenzoru, ktery obsahuje jednu matici X pro kazdy transformacni uzel
transformuj tenzor X transformacnimi uzly
prerovnej tenzor X do matice

[ « _logpdf (potomek ST, X)

prerovnej vektor / do matice

pricti logaritmy absolutnich hodnot determinanti k /
W« a—lIse(a)

[—1+W

[« lIse(])

vrat’ [

o 0 N AN AR W N -

—
- o

razku 2.4 pro dva vektory x' a x2.

PopiSme nyni detailné jak funguje transformace vektord na fadku 4 algoritmu 1. Na vstupu mame
trojrozmérny tenzor, kde prvni dimenze odpovida vektoru pozorovédni, druhd dimenze indexu sloZky
vektoru, a pres tfeti dimenzi jsou si prvky rovny, jelikoZ kazda matice bude teprve transformovana svym
piisluSnym transformacnim uzlem.

V prvni ¢4sti transformace jsou vektory ndsobeny ortogonalnimi maticemi V; uloZenymi v Butterfly
rozkladu. V sekci 2.2 byl popsan zptsob uloZeni téchto parametrt stfidavé do trojrozmérnych poli pro
n€kolik po sobé jdoucich Butterfly vrstev a dvojrozmérnych poli pro pouze jednu Butterfly vrstvu. Slu-
Covéni Butterfly vrstev do jedné Butterfly multivrstvy umoZni nejdiive nacist data z globdlni paméti s
vysokou latenci do sdilené paméti jednotlivych streaming multiprocesorti, nasledné provést vypocet pro
nékolik Butterfly vrstev (nejlepsi vysledky byly dosazeny sloucenim 31 Butterfly vrstev), a poté vysledky
zapsat zpét do globdlni paméti. Timto pfistupem je vypocetni kapacita GPU vyuzita 1épe, nez pokud by
se pro kazdou Butterfly vrstvu data nacitala z a nasledné uklddala do globalni paméti. Slouceni tii But-
terfly vrstev je zndzornéno na obrazku 2.5, kde kazda Butterfly multivrstva (zndzornéna stejnou barvou)
je sloZena ze dvou Butterfly blokt. Pfi aplikaci prvnich tfi vrstev Butterfly rozkladu na vektor délky
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Obrazek 2.4: Ilustrace metody _logpdf pro souctové-transformacéni vrstvu s vyznacenymi radky algo-

ritmu 1.
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Obrazek 2.5: Slouceni Butterfly vrstev za ti¢elem vyuZiti sdilené paméti.
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osm probihd vypocet pro kazdy Butterfly blok nezdvisle. Vypocet tedy miiZe béZet na dvou rliznych SM,
které spolu nemusi (a kvili hardwarové architektufe GPU ani nemiZou) komunikovat, a béhem vypoctu
neni tfeba komunikovat s globalni paméti. Pokud Butterfly rozklad obsahuje vice Butterfly vrstev nez
slucujeme do Butterfly multivrstev, tak mezi Butterfly multivrstvami zbudou jednotlivé Butterfly vrstvy.

Zékladni smycka nasobeni maticemi v Butterfly rozkladu je popsdna algoritmem 2. Radek 3 algo-

Algoritmus 2: Zakladni smyc¢ka nédsobeni tenzoru X ortogondlnimi maticemi v Butterfly roz-
kladu.

1 bfmulax(bf, X)

2 for kaZdou Butterfly vrstvu/multivrstvu bfx v bf do

3 | aplikuj bfx na X

4 end

ritmu 2 za béhu programu vola pomoci multiple dispatch bud’ funkci pro nasobeni jednoduchou Butterfly
vrstvou, nebo pro ndsobeni Butterfly multivrstvou.
Funkci pro nasobeni jednoduchou Butterfly vrstvou popisuje algoritmus 3. V algoritmu 3 jsou ba-

Algoritmus 3: Nasobeni tenzoru X jednoduchou Butterfly vrstvou.
1 bfmulaxl (bf], X)
2 for kazZdou matici X..; v X do

3 for kaZdou Givensovu rotaci gmx s parametry O, k., imk, jmx v bfl do
4 for kaZdy vektor X;.x v X..x do
5 tmpl,i,,,,k,k — COS(@m,k) . Xl,im,k,k - sin(@m’k) . Xl,jm,k,k
6 tmpy .k < SO i) - X1,k + COSOni) - X j,, 1k
7 Xl ipke < 1MP i
8 X jmgok < 1Dk
9 end
10 end
11 end

revné zvyraznéné smycky. Tyto smycky jsou v implementaci na GPU vypocteny paralelné. Kernel pro
funkci bfmulaxl je spoustén v konfiguraci, kde CUDA bloky jsou dvourozmérnd pole vlaken, a CUDA
miizka je dvourozmérné pole blokd. Prvni blokovy index uréuje index [ vektoru nasobeného vldknem.
Druhy blokovy index ur€uje ¢islo rotace g. Velikost CUDA bloku je (32, 8), celkem tedy 256 vldken
rozdélenych do osmi warpi. JelikoZ prvni blokovy index urCuje, ktery vektor je ndsoben, tak vldkna v
jednom warpu potiebuji nacist prvek na tom samém misté svych vektori. Tyto prvky jsou v paméti ulo-
Zeny sekvencné, jak bylo popsano dfive, dochazi tedy ke sdruZovani piistupd do paméti. Je-1i vektort
vice neZ 32, tak Zlutd smycka neni plné paralelizovdna, provadi se po blocich velikosti 32. Prvni miiz-
kovy index slouZi ke spusténi dostate¢ného mnozstvi bloki tak, aby byly pokryty vSechny rotace. Druhy
miizkovy index ur€uje index k matice X._ .

Funkci pro ndsobeni Butterfly multivrstvou popisuje algoritmus 4. V algoritmu 4 jsou opét ba-
revné zvyraznéné smycky, které jsou v implementaci na GPU vypocteny paralelné. Kernel pro funkci
bfmulaxml je spoustén v konfiguraci, kde CUDA bloky jsou dvourozmérna pole vlidken, a CUDA mfizka
je trojrozmérné pole blokt. Jeden CUDA blok provadi vypocet jednoho Butterfly bloku pro 32 vektord.
Prvni blokovy index urcuje index / vektoru ndsobeného vldknem. Druhy blokovy index urcuje Cislo ro-
tace g. Velikost CUDA bloku je (32, 2), celkem tedy 64 vlaken rozd€lenych do dvou warpd. Pokud je
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Algoritmus 4: Nasobeni tenzoru X Butterfly multivrstvou.
1 bfmulaxml (bfinl, X)
2 for kaZdy Butterfly blok B v bfinl do

3 for kaZdou matici X..; v X do
4 nacti ¢ast X..x ptisluSnou B do sdilené paméti
5 for pro kaZdou Butterfly vrstvu rotaci g. 1 v bfml do
6 for kaZdou rotaci gy, 11 s parametry O 1 ks imiks Jmik V 9-1k dO
7 for kazdy vektor X,,.x v X..x do
8 tmpl,i,,;,].k,k — COS(Qm’l’k) . XlJm,l,kJ‘ - sin(@m’,,k) . X[n/.m,kak
9 l‘mpl,jm.[’k’k “— sin(Hm,l,k) . XlJm,L,kk + COS(@m,l,k) . Xl,jm,l,k,k
10 Xl,im,/.k,k —mpy; ok
11 Xl’jmj,kyk — tmpl,jm,l,k,k
12 end
13 end
14 end
15 uloz ¢ast X. . ; pfisluSnou B zpét do globalni paméti
16 end
17 end

v jedné Butterfly vrstvé Butterfly bloku vice rotaci, neZ je velikost druhé dimenze CUDA bloku, tak
cervend smycka neni plné paralelizovdna, provadi se po blocich velikosti 2 v rdmci jednoho Butterfly
bloku. Ze stejnych diivodil jako u kernelu pro funkci bfmulaxl zde dochdazi ke sluCovani pfistupti do
paméti. Prvni miizkovy index slouZi ke spusténi dostate¢ného mnoZstvi bloku tak, aby byly pokryty
vSechny vektory. Druhy miizkovy index slouZi ke spusténi CUDA bloku pro kazdy Butterfly blok. Tret{
miizkovy index urcuje index k matice X. . x

Dile potiebujeme umét vyndsobit tenzor X diagondlnimi maticemi D. Pseudo-algoritmus tohoto né-
sobeni je popsan algoritmem 5. V algoritmu 5 jsou opét barevné zvyraznéné smycky, které jsou v imple-

Algoritmus 5: Nédsobeni tenzoru X diagonalnimi maticemi D.
1 dmulax (D, X)
2 for kazdou matici X..; v X do

3 for kazdy vektor X;., v X..x do

4 for kaZdy prvek X; ji vektoru X;.x do
5 Xijk < DjpXi jk

6 end

7 end

8 end

mentaci na GPU vypocteny paralelné. Pro tento vypocet neni tfeba psat specializovany kernel, jelikoz
se da snadno zapsat pomoci funkce broadcast, kterd provadi bindrni operaci prvek po prvku pro dvé
pole argumenti, které maji stejny pocet dimenzi. Aby bylo mozno funkci broadcast pouzit, délky kore-
spondujicich dimenzi musi byt bud’ stejné, nebo alesponi pro jedno pole musi mit dana dimenze velikost
jedna. Poté se binarni operace provede prvek po prvku mezi vSemi fezy pole s nejednic¢kovou dimenzi{
a polem s dimenzi rovnou jedné. Napriklad pfi ndsobeni matice o velikosti (2, 2) a vektoru délky 2 (in-
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terpretovaného jako dvourozmérné pole o rozmérech (2, 1)) jsou vyndsobeny oba dva sloupce matice
prvek po prvku vektorem. Matici obsahujici hodnoty diagonalnich prvka matic D lze interpretovat jako
trojrozmérné pole D, které ma velikost prvni dimenze rovnu jedné. Algoritmus 5 Ize velmi snadno zapsat
jako X.*D, kde tecka je pouze zjednoduSeni zéapisu funkce broadcast. Vypocet se poté diky multiple
dispatch a definicim z knihovny CUDA. j1 specializuje na efektivni metodu pro GPU.

Nésobeni ortogonalnimi maticemi U; probiha stejné jako ndsobeni maticemi V;. Nyni potfebujeme
pricist vektory b k tenzoru X. Tento vypocet probihd velmi podobné jako ndsobeni maticemi D a popisuje
ho algoritmus 6. Pro tento vypocet op€t neni tieba psat specializovany kernel, jelikoz se dd snadno zapsat

Algoritmus 6: Pricteni vektort b k tenzoru X.
1 badd(b, X)

2 for kazdou matici X..x v X do

3 for kazdy vektor X;.x v X..x do

4 for kaZdy prvek X; ji vektoru X;.x do
5 Xi,j,k — bj,k + Xi,j,k

6 end
7
8

end
end

pomoci funkce broadcast. Matici obsahujici vektory b Ize interpretovat jako trojrozmérné pole b, které
ma velikost prvni dimenze rovnu jedné. Algoritmus 6 Ize velmi snadno zapsat jako X.+=b. Vypocet se
poté opét diky multiple dispatch a definicim z knihovny CUDA. j1 specializuje na efektivni metodu pro
GPU.

Nyni vime, jak probihd transformace tenzoru X. Dal§im krokem ve vypoctu je spocteni logaritmd
vérohodnosti pro jednotlivé vektory v X, o ktery se postaraji metody funkce _logpdf pro ostatni typy
SPTN vrstev. K t€émto logaritmiim vérohodnosti jsou poté pficteny logaritmy absolutnich hodnot de-
terminanti matic D, a nésledné jsou logaritmy vérohodnosti vaZené seCteny pomoci souctovych uzld.
Implementace téchto vypoctd je velmi jednoduchd, jelikoZ vSechny paralelizovatelné operace jsou za-
psatelné pomoci funkci broadcast a mapreduce. Funkce mapreduce nejprve na kazdy prvek pole
aplikuje néjakou funkci, a nasledné provede redukci v zadanych dimenzich pomoci dané bindrni asoci-
ativni operace. Takto jsme schopni spocist logaritmy absolutnich hodnot determinantd voldnim pouze
jedné funkce na GPU, a to mapreduce, kde mapovana funkce je log o abs a redukéni operace je +, a
nasledné je pficist pomoci broadcast.

Abychom byli schopni provést secteni souctovymi uzly, je tfeba implementovat funkci 1logsumexp,
coz lze udélat zpisobem popsanym v algoritmu 7, kde x je pole hodnot, a dims je usporadana n-tice
urcujici, pres které dimenze ma probéhnout redukce. Pricteni a odecteni xm je nutné z divodu numerické

Algoritmus 7: Implementace funkce 1se pomoci broadcast a mapreduce.

1 logsumexp (x, dims)

2 xm < mapreduce (x, Identita, max, dims)
3 s « mapreduce (x.-xm, exp, +, dims)

4 vrat’ log(s).+xm

stability. Pri aplikaci funkce exp na prvky x by mohlo snadno dojit ke ztraté presnosti, pokud by prvky
x byly velké. Toto je oSetfeno odeCtenim nejvétsiho prvku x od vSech ostatnich prvki, a naslednym
pfi¢tenim zpét na konci vypoctu, coz zpusobi, Ze nejvetsi z argumentti exponenciely bude roven nule,
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vy s

coZ pro numerickou stabilitu nenf problematické. Ovéfime, Ze tento postup je matematicky ekvivalentni.
Jednoduchymi dpravami ziskdme

}5(13 (x; — max(x)) = log ; exp (x; — max(x))]

= log Z exp (x;) exp (— max(x))]

i=1

= log | exp (— max(x)) Z exp (Xi)]
i=1

= log Z exp (xi)] + log (exp (— max(x)))
i=1
= log Z exp (xi)] — max(x)

i=1

- 1% (x;) — max(x), 2.5)

z ¢ehoZ lehce vyjadiime
n n
l_s? (x) = 1561: (x; — max(x)) + max(x). (2.6)
i= i=

Byli jsme tedy schopni zapsat funkci logsumexp pomoci funkci broadcast a mapreduce, tudiZ jsme

schopni provést secteni logaritmd vérohodnosti souc¢tovymi uzly. Vypocet se poté opét diky multiple
dispatch a definicim z knihovny CUDA. j1 specializuje na efektivni metody pro GPU.

2.3.2.2 _logpdf pro soucinovou vrstvu

Pseudo-algoritmus metody _logpdf pro soucinovou vrstvu je popsdn algoritmem 8. Tato metoda
implementuje (1.18). Opét neni tfeba psat kernely, jelikoz jak fezy pole, tak s¢itani vektord jsou imple-
mentoviny v CUDA. j1.

Algoritmus 8: Metoda _logpdf pro soucinovou vrstvu.
1 _logpdf(PL, X)

2 for kaZdého L; potomka PL do

3 X; « Cast X ptislu$nd L;

4 [ — [+ _logpdf(L;, X;)

5 end

6 vrat’ [

2.3.2.3 _logpdf pro listovou vrstvu

Pseudo-algoritmus metody _logpdf pro listovou vrstvu je popsdn algoritmem 9. Tato metoda imple-
mentuje (1.23). Vypocet logaritmii vérohodnosti 1ze zapsat pomoci funkce mapreduce, takze opét neni
tfeba psat specidlni kernel.
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Algoritmus 9: Metoda _logpdf pro listovou vrstvu.
1 _logpdf(LL, X)
2 | —mapreduce(X, y — -1 (4 + log 2n)), +, dims=2)

3 vrat’ [

2.3.3 Zpétna propagace

UZ vime, jak vycislit logaritmus vérohodnosti SPTN pro matici pozorovéani. Nyni potfebujeme byt
schopni spolist derivace vSech parametrd sit€, abychom je poté mohli optimalizovat, napiiklad po-
moci stochastického sestupu po gradientu, nebo algoritmu ADAM [12]. O vypocet derivaci se z velké
¢asti stard knihovna Flux. j1. Vypocet se spoléhd na pravidla pro zpétné derivace, cozZ jsou pouze al-
goritmické zéapisy pravidel pro vypolty derivaci a zpétnou propagaci gradientd ze sekce 1.3.2. Tyto
pravidla ndm umoZiiuje nezdvisle na pouZité knihovné pro automatické derivace definovat knihovna
ChainRules. j1 pomoci definovani novych metod pro funkci rrule. Argumenty rrule jsou funkce
f, pro kterou piSeme pravidlo pro zpé&tnou derivaci, a ddle vSechny argumenty f, které oznacime x =

(x1,x2,...,x,). Jako vystup dostdvame usporadanou dvojici, kde prvni prvek je hodnota f(x), a druhy
prvek je funkce AV®) — (g—xLl, gTLz’ s gTL) Pri optimalizaci parametrt se tedy misto normalniho vypo-

¢tu volaji funkce rrule, jejich prvni vystup se pouzije pro vycisleni hodnoty ztratové funkce, a zaroven
se béhem vypoctu fetézi funkce z druhého vystupu do jedné velké funkce, kterd nakonec spocte v§echny
derivace. Tento pfistup také umoznuje ulozeni mezivysledkt vycCislovani ztratové funkce, které budou
potieba pfi vypoctu derivaci.

Knihovna ChainRules. j1 obsahuje definice zpétnych pravidel pro mnoho zakladnich funkci, neni
tedy tieba vSe definovat manudln€. Flux. j1 nepodporuje automatické derivovani funkci, které modi-
fikuji své vstupy in-place. JelikoZ transformace pozorovani transformacnimi uzly probihd in-place, je
tfeba napsat zpétnd pravidla pro algoritmy 3, 4, 5 a 6. Implementace mapreduce také pouziva in-place
operace, je tedy tfeba napsat zpétnd pravidla pro vSechny nase funkce, které mapreduce vyuZivaji, jme-
novité logsumexp, vypocet logaritmt vé€rohodnosti v listovém uzlu a vypocet logaritmu absolutnich
hodnot determinantd.

2.3.3.1 Transformace pozorovani

Pro vypocet derivaci ztratové funkce vzhledem k parametriim matic v Butterfly rozkladu a paramet-
rim matic D potfebujeme znat mezivysledky jejtho vypoctu. O uloZeni téchto vysledki se stard knihovna
Flux. j1, ovSem uklada je pouze jako ukazatel. JelikoZ vypocet transformace probihd in-place, tak si tyto
mezivysledky pfepisujeme. Pole je zkopirovdno aZ na konci transformace, takZe pro kaZdou transformaci
zustane uloZend hodnota UDV x+b. Zde vyuzijeme snadné inverze celé transformace, coZ ndm umozni si
mezivysledky zpétné dopocitat. Tento pristup sice zvysi vypocetni naro¢nost, ovS§em umozni nam usetfit
velké mnozZstvi paméti, jelikoZ bude nutné si pamatovat pouze jeden mezivysledek za jednu celou trans-
formaci, oproti ukladani mezivysledku po kazdém nasobeni Butterfly vrstvou. Kazdé pravidlo tedy bude
zacinat inverzi funkce pro prichystani mezivysledku, ndsledné spocteme derivace vici parametrim, a
nakonec zpétné propagujeme gradient.

Zacnéme definici pravidla pro zpétnou derivaci pro jednoduchou Butterfly vrstvu. Nejprve potiebu-
jeme funkci pro inverzi nasobeni jednoduchou Butterfly vrstvou. Tato funkce je popsdna algoritmem 10.
Od funkce bfmulaxl se li§i pouze tim, Ze se zméni znaménko udhlu pro jednotlivé givensovy rotace,
tudiZ je paralelizovana stejnym zplsobem a jeji kernel je spoustén se stejnou konfiguraci CUDA blokt a
miizky.
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Algoritmus 10: Nasobeni tenzoru X inverzi jednoduché Butterfly vrstvy.
1 bfinvmulaxl (bfi, X)
2 for kazZdou matici X..; v X do

3 for kaZdou Givensovu rotaci gmx s parametry O, k., imk, jmx v bfl do
4 for kazdy vektor X;.x v X..x do
5 tmpl,im.k,k «— COS(—Qm’k) . Xl,im.k,k - sin(—@m,k) . Xl,jm,k,k
6 mpy .k < SIN(=0p 1) * Xiiyy sk + €OS(=Omi) - X1 jy 1k
7 Xl,im,/\’sk «— tmp,’,-m‘k’k
8 Xl’ij,k,k «— tmp,’jm_k’k
9 end
10 end
11 end

Nasledné potiebuje byt schopni spocist derivace ztratové funkce vici parametrim givensovych rotaci
v Butterfly vrstvé a zpétné€ propagovat gradient. Vypocet derivaci probiha podle (1.91). Zpétnd propagace
gradientu probihd podle (1.92). JelikoZ pro ortogondlni matici Q plati Q~! = Q7 Ize funkci bfinvmulax
pouZit i pro zpétnou propagaci gradientu. Cely vypocet pro jednoduchou Butterfly vrstvu je popsan al-
goritmem 11, kde X je uloZzeny mezivysledek z vycisleni ztratové funkce, V@ je pole pro ulozZeni derivaci
vzhledem k Ghlim rotaci a A je prichozi gradient.

Algoritmus 11: Vypocet derivaci vii¢i parametriim a zp€tna propagace gradientu pro nasoben{
tenzoru X jednoduchou Butterfly vrstvou.

Vbimulaxl1 (bfl, X, A)
inicializuj dvojrozmérné pole V6 nulami
bfinvmulaxl (bfl, X)

1
2
3
4 for kazdou matici X..x v X do

5 for kaZdou Givensovu rotaci gk s parametry O, k, imk, jmx v bfl do
6 for kazdy vektor X;.; v X..; do

7 VO i < VOni + Apjg(= SinOm k) - X1,k — OS(Omi) - X1,i k)

8 ng,k — ng,k + A[’j’k(— sin(@m,k) * XLk + COS(Hm,k) . xl,j,k)

9 end

10 end

11 end
12 bfinvmulaxl (bfl, A)
13 vrat’ (VO,A)

V algoritmu 11 jsou opé€t barevné zvyraznéné smycky, které jsou v implementaci na GPU vypocteny
paralelné. Funkce je rozdélena na tfi GPU voldni, dvé pro kernely pro funkci bfinvmulax, a jedno pro
vypocet derivaci smyckami na fadcich 4 az 11 algoritmu 11. Kernel pro derivace je spoustén v konfigu-
raci, kde CUDA bloky jsou dvourozmérna pole vldken, a CUDA mfizka je dvourozmérné pole blokd,
podobné jako kernel pro funkci bfmulax1. Prvni blokovy index urcuje index / vektoru. Druhy blokovy
index urcuje index m rotace. Velikost CUDA bloku je (32, 4), celkem tedy 128 vldken rozdélenych do
Ctyt warpd. JelikoZ prvni blokovy index urCuje index vektoru /, tak vldkna v jednom warpu potfebuji
nacist prvek na tom samém misté svych vektord. Tyto prvky jsou v paméti uloZeny sekvencné, dochazi
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tedy ke sdruzovani pristupti do paméti. Je-li vektort vice nez 32, tak Zlutda smycka neni plné paralelizo-
vana, provadi se po blocich velikosti 32. Vypocet probihd paralelné, a vzdy cely warp pricita na stejné
misto v paméti. Pokud by toto nebylo oSetfeno, jednotlivé zapisy do paméti by mezi sebou interferovaly,
a vypocet by neprobehl spravné. Vldkna ve warpu tedy akumuluji hodnotu ve svém registru, a nasledné
atomicky pfictou vysledek do globdlni paméti. Prvni miizZkovy index slouZi ke spusténi dostatecného
mnozstvi blokd tak, aby byly pokryty v§echny rotace. Druhy miizkovy index urcuje index k matice X. ..

Pokracujme definici pravidla pro zpétnou derivaci pro Butterfly multivrstvu. ProtoZe chceme vyu-
Zit sdilené paméti GPU, neni mozné vypocet rozd€lit do ti{ kernell, jako tomu je u Vbfmulaxl. Cely
vypocet probchne v jednom kernelu, kde se nejprve nactou data do sdilené paméti, ndsledné se pro-
vede vypocet pro vSechny Butterfly vrstvy v Butterfly multivrstvé, a nakonec se vSechny vysledky uloZi
zpét do globalni paméti. Vypocet je popsan algoritmem 12, kde X je uloZzeny mezivysledek z vycisleni
ztratové funkce, V@ je pole pro uloZeni gradientu inicializované nulami a A je pfichozi gradient.

V algoritmu 12 jsou opé€t barevné zvyraznéné smycky, které jsou v implementaci na GPU vypocteny
paralelné. Kernel pro funkci bfmulaxml je spoustén v konfiguraci, kde CUDA bloky jsou dvourozmérna
pole vldken a CUDA mfizka je trojrozmérné pole blokd. Jeden CUDA blok provadi vypocet jednoho
Butterfly bloku pro 32 vektort. Prvni blokovy index uréuje index m vektoru. Druhy blokovy index ur-
cuje givensovu rotaci g. Velikost CUDA bloku je (32,4), celkem tedy 128 vldken rozd€lenych do Ctyt
warpi. Pokud je v jedné Butterfly vrstvé Butterfly bloku vice rotaci neZ je velikost druhé dimenze CUDA
bloku, poté vypocty pro rotace provede CUDA blok sekvencné. Vldkna opét pristupuji k sekvencné ulo-
Zenym datiim, dochazi tedy ke slucovani piistupd do paméti. Vypocet probihd paralelné, a podobné jako
u funkce Vbfmulaxl vZdy cely warp pfiCitd na stejné misto v paméti. Zde se nejdiive zredukuje vy-
sledek uvniti warpu, a nasledn€ prvni vlakno warpu atomicky pficte vysledek do globalni paméti. Prvni
miizkovy index slouZi ke spusténi dostate¢ného mnoZstvi bloku tak, aby byly pokryty vSechny vektory.
Druhy miizkovy index slouZi ke spusténi CUDA bloku pro kazdy Butterfly blok. Treti mfizkovy index
urcuje index k matice Xk.

Dale potfebujeme pravidlo pro zpétnou derivaci pro ndsobeni diagondlnimi maticemi D. Algorit-
mus 13 implementuje (1.94) pro vypocet derivace, a (1.95) pro zpétnou propagaci gradientu. Opét nen{
tieba psat kernely, jelikoZ celd funkce je snadno zapsatelnd pomoci funkci broadcast a mapreduce
zplisobem popsanym v algoritmu 14.

Posledni pravidlo pro transorfmaci UDVx + b je pro pricteni vektorti b. Algoritmus 15 implemen-
tuje (1.84) pro vypocet derivace, a (1.85) pro zpétnou propagaci gradientu. Cela funkce je opét snadno
zapsatelnd pomoci funkci broadcast a mapreduce zplisobem popsanym v algoritmu 16, a tedy nen{
tieba psat kernely.

2.3.3.2 logsumexp

VaZeny soucet logaritmi vérohodnosti jsme byli schopni zapsat pomoci funkci logsumexp jako (2.4).
Neni tedy tfeba implementovat jedno sloZité pravidlo pro zpétnou derivaci pro cely vdZeny soucet po-
psané rovnostmi (1.73), (1.74) a (1.75), staci pouze pravidlo pro funkci logsumexp samotnou, o zbytek
se postard automatické derivovani. Funkce logsumexp samotnd nemd Zaddné parametry, potfebujeme
tedy pouze umét zpétné propagovat gradient. Odvod’me nyni s vyuZitim (1.70) pravidlo pro zpétnou
propagaci gradientu

n

-1
oL oL  Olsel_ ol )
A0 _ 9L L) :A(lse(x)l:l)[ZeXp(xi)] exp(xj), Vjell.....n}. (Q27)

7 ox; Olsel (x)  Ox; i=1

Nyni muZeme zapsat algoritmus 17, implementujici (2.7).
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Algoritmus 12: Vypocet derivaci vic¢i parametriim a zpétna propagace gradientu pro nasobeni
tenzoru X Butterfly multivrstvou.

1 Vbfmulaxzml (bfinl, X, VO, A)
2 inicializuj trojrozmérné pole V8 nulami

3 for kaZdy Butterfly blok B v bfml do

4 for kaZdou matici X..x v X do
5 nacti ¢ast X..; pfisluSnou B do sdilené paméti
6 nacti ¢ast A._x ptisluSnou B do sdilené paméti
7 for pro kaZdou Butterfly vrstvu rotaci g. 1y v bfiml do
8 for kaZdou rotaci gy, 11 s parametry O, 1 ks imiks Jmik V 9.1k dO
9 for kaZdy vektor X,,.x v X..x do
// spocti sin a cos uhlu
10 Smlk < SIN(Op 1)
11 Cmtk < €OS(Op 1)
// prichystej mezivysledek
12 tmpn,ika,k — Cmlk Xn,im,,,k,k + Sm,lk Xn,jm,/,k,k
13 Py ok < ~Smlk * Xnjim ik ¥ Cmlk = Xn,jp ik
14 anim,l.bk — tmpn’im.]’k’k
15 Xn’]'m.l,k»k « tmpn,jm,,,k,k
// spocti derivace
16 VOnik < VOnik + Dy ok (—Smik " Xk = S * X, j i)
17 VOnik < VOnik + Du ik —Smik - Xnjuiik T Cmik * Xnip i)
// zpétné propaguj A
18 P,k < Cmlk Dy ke + Smik = Dy, ik
19 P,k < ~Smlk " Dk + Cmik = Dy 4k
20 Apiide < IMpy ;o k
21 Apjpiik < tmp,, miik
22 end
23 end
24 end
25 uloZ ¢4st X. . ; ptisluSnou B zpét do sdilené paméti
26 uloZ st A. . piisluSnou B zpét do sdilené paméti
27 end
28 end

29 vrat’ (V6,A)
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Algoritmus 13: Vypocet derivaci vi¢i parametrdm a zpétna propagace gradientu pro nasoben{

tenzoru X diagondlnimi maticemi D.

1 Vdmulax(D, X, A)

2 inicializuj dvojrozmérné pole VD nulami
3 for kazdou matici X..; v X do

4 for kazdy vektor X; ., v X..x do

5 for kaZdy prvek X; ji vektoru X;.x do
Xijk
6 Xl,]sk — Dj,k

VDj’k — VDj,k + Ai,j,kXi,j,k
Aijk < DjrAijk

9 end
10 end

11 end
12 vrat’ (VD, A)

Algoritmus 14: Algoritmus 13 zapsany pomoci broadcast a mapreduce.

1 Vdmulax(D, X, A)
2 inicializuj dvojrozmérné pole VD nulami

3 D « matice D interpretovand jako 3D pole s velikosti prvni dimenze rovnou jedné
4 VD « matice VD interpretovand jako 3D pole s velikosti prvni dimenze rovnou jedné

5 X « X./D

// oznacme sum(x, dims) = mapreduce(x, identita, +, dims)

6 VD « sum(A.*X, dims=1)
7 A« D.*A

8 VD « matice VD interpretovana jako 2D pole vynechanim prvni dimenze

9 vrat’ (VD, A)

Algoritmus 15: Vypocet derivaci vi¢i parametriim a zpétna propagace gradientu pro pficteni

vektord b k tenzoru X.

1 Vbadd(b, X, A)
2 inicializuj dvojrozmérné pole Vb nulami
3 for kazdou matici X..x v X do

4 for kazdy vektor X;.x v X..x do
5 for kazdy prvek X; ji vektoru X; ;. do
6 Xl',j,k — Xi,j,k - bj,k
7 Vbj’k — Vbj’k + Ai,j,k
8 end
9 end
10 end

11 vrat’ (Vb, A)
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Algoritmus 16: Algoritmus 15 zapsany pomoci broadcast a mapreduce.

1 Vdmulax (b, X, Vb, A)

2 inicializuj dvojrozmérné pole Vb nulami

3 b « matice b interpretovand jako 3D pole s velikosti prvni dimenze rovnou jedné

4 Vb « matice Vb interpretovand jako 3D pole s velikosti prvni dimenze rovnou jedné
5

6

7

8

X —X.-b

Vb « sum(A, dims=1I)

Vb « matice Vb interpretovand jako 2D pole vynechdnim prvni dimenze
vrat’ (Vb, A)

Algoritmus 17: Zpétna propagace gradientu pro funkci logsumexp.

1 Vlogsumexp (x, dims, A)

2 xm <« mapreduce (x, Identita, max, dims)
3 exn = exp. (x.-xm)

4 A «— A*exn./sum(exn, dims)

5 vrat' A

2.3.3.3 Listové uzly

s N~z

Listové uzly nemaji Zddné parametry, je tedy tfeba pouze zpétné propagovat gradient podle (1.67),
coZ popisuje algoritmus 18.

Algoritmus 18: Zpétna propagace gradientu pro funkci _logpdf pro listovy uzel.

1 V_logpdf(X, A)
2 vrat —A*X

2.3.3.4 Logaritmus absolutnich hodnot determinantu

Pravidlo pro zpétnou derivaci funkce 1ad implementuje (1.81), popsano algoritmem 19.

2.4 Mapovani stromu

SPTN reprezentuje smés pravdépodobnostnich veli¢in. KaZda z komponent smési je reprezentovina
stromem, coZ je znazornéno na obrazku 2.6. Abychom mohli pocitat vérohodnost pozorovani vzhledem
ke komponenté a generovat ndhodné nové pozorovani, musime umét tyto stromy néjak popsat.

Stromy budeme popisovat pomoci vnofenych uspofddanych n-tic, kde kazd4 n-tice bude odpovidat
jedné z SPTN vrstev. Listova vrstva bude reprezentovdna prazdnou n-tici. Soucinova vrstva bude re-
prezentovana n-tici, jejiZ prvky budou n-tice reprezentujici jeji potomky. Souctové-transformacni vrstva
bude reprezentovédna n-tici, jejiZ prvni prvek bude urovat komponentu souctového uzlu, a druhy prvek
bude n-tice reprezentujici jejtho potomka.

Algoritmus je strukturovan podobné jako funkce _logpdf. Sklada se z funkce maptree, kterd ma
stejnou implementaci pro vSechny typy SPTN vrstev, a provadi piipravu pro rekurzivni vypocet, ktery
provede funkce _maptree. JelikoZ nepotfebujeme jenom grafovy popis stromu, ale i pravdépodobnost
komponenty jim reprezentované, tak algoritmus béhem mapovani pocita i pravdépodobnost. Souctové
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Algoritmus 19: Pravidlo pro zpétnou derivaci funkce lad.

1 Vlad(D, A)
2 vrat’ —A./D

Obrézek 2.6: SPTN s modfe vyznaCenym stromem.

vrstvy ovSem neuklddaji pravdépodobnosti svych jednotlivych komponent piimo, ale pouze hodnoty,
na které je tfeba pouzit funkci softmax pro ziskani pravdépodobnosti. Tyto hodnoty také mohou byt
uloZeny v paméti GPU, kam ma CPU velmi pomaly pfistup. Z tohoto diivodu jsou na zacitku vypo-
¢tu parametry zkopirovany do RAM a prepocteny na pravdépodobnosti pomoci funkce cpuweights,
kterd m4 tfi metody, jednu pro kazdy typ SPTN vrstvy. Abychom zachovali strukturu sité, tak prav-
dépodobnosti komponent uloZime do vnofenych n-tic stejné struktury, jako pro popis stromd. Metoda
pro souctové-transformacni vrstvu je popsédna algoritmem 20. Metoda pro soucinovou vrstvu je popsana
algoritmem 21. Metoda pro listovou vrstvu je popsdna algoritmem 22.

Algoritmus 20: Metoda funkce cpuweights pro souctové-transformacni vrstvu.

1 cpuweights(ST)

2 x < kopie vah komponent ST uloZend v RAM
3 ps « softmax(x, dims=2)

4 w, < cpuweights(poromek ST)

5 vrat’ (ps,w,)

Pripravme si je$t€ jednu pomocnou funkci, a to treenum, kterd bude mit za argument vnofenou n-
tici ziskanou funkci cpuweights, a bude vracet poCet stromi v siti reprezentované touto n-tici. Metoda
pro souctové-transformacni vrstvu je popsdna algoritmem 23. Metoda pro sou¢inovou vrstvu je popsdna
algoritmem 24. Metoda pro listovou vrstvu je popsdna algoritmem 25.

Nyni prejdéme k samotnym funkcim maptree a _maptree. Funkce maptree pomoci cpuweights
vytvofii reprezentaci sité s pravdépodobnostmi komponent a pomoci treenum spocte celkovy pocet kom-
ponent n. Néasledn€ vygeneruje ndhodné celé Cislo i € {1,...,n}, a poté zavold funkci _maptree, kterd
rekurzivné vytvoii n-tici popisujici i-ty strom v siti. Funkce maptree je popsdna algoritmem 26.

Diéle popiSme rekurzivni funkci _maptree. Tato funkce mé 4 argumenty. Prvni argument je pocet
stromd v siti popsané tfetim argumentem. Druhy argument je index stromu v rdmci sité popsané tie-
tim argumentem. Treti argument je vnorend n-tice ziskana funkci cpuweights. Posledni argument je
index souctového uzlu pro nasledujici souctové-transformacni vrstvu. Navratovad hodnota je uspofadana
dvojice, jejiz prvni prvek je pravdépodobnost komponenty reprezentované druhym prvkem.
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Algoritmus 21: Metoda funkce cpuweights pro soucinovou vrstvu.

1 cpuweights(PL)
2 vrat’ map (cpuweights, potomci L)

Algoritmus 22: Metoda funkce cpuweights pro listovou vrstvu.

1 cpuweights(LL)
2 vrat’ prazdnou usporadanou n-tici

Algoritmus 23: Metoda funkce treenum pro souctové-transformacni vrstvu.

1 treenum(w)
2 n « velikost druhé dimenze pole w;
3 vrat’ n*treenum(w,)

Algoritmus 24: Metoda funkce treenum pro souc¢inovou vrstvu.

1 treenum(w)
2 n « pocet prvkl w
3 vrat’ [[7, treenum(w;)

Algoritmus 25: Metoda funkce treenum pro listovou vrstvu.

1 treenum(w)
2 vrat’ 1

Algoritmus 26: Popis funkce maptree.

1 maptree(L)

2 w <« cpuweights(L)

3 n « treenum(w)

4 i « nahodné ¢islo € {1, ...,n}
5 (p,t) « _maptree(n, i,w, 1)
6 vrat' (p,1)
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Funkce _maptree je popsdna algoritmem 27 pro souctové-transformacni vrstvu. Pokud souctoveé-
transformacni vrstva sdili parametry souctovych uzld, je tfeba posledni argument zménit na hodnotu
1. Abychom ur¢ili index podstromu vzhledem k podsiti, vyuZijeme funkci CartesianIndices. Tato
funkce ma za argument usporddanou n-tici pfirozenych Cisel n, a vraci pole usporddanych n-tic, kde
kazda n-tice odpovida indexu vicerozmérného pole s dimenzemi uréenymi n. Toto pole miZeme linedrné
indexovat, a snadno tak index i rozlozit na hodnotu urcujici transformacni uzel v souctové-transformacni
vrstvé, a na index podstromu v podsiti. Poté uZ snadno pomoci rekurze zmapujeme podstrom, a ziskanou

Vv s

usporddanou n-tici nasledné rozsifime o index transformace aktudlni vrstvy.

Algoritmus 27: Metoda funkce _maptree pro souctoveé-transformacni vrstvu.

1 _maptree(n, i, w, sid)

2 if souctové-transformacni vrstva sdili parametry souctovych uzlii then
3| sid <1

4 end

5 tn « pocet transformacnich uzli v souctové-transformacnf vrstvé

6 m % // pocet stromi v potomkovi aktualni souctové-transformac¢ni vrstvy
7 idxs « CartesianIndices(m, tn)

8 idx « idxs;

9 p,t. «— _maptree(m,idxy,wy,idx;)

10 t « (idxo,t.)

11 p p*(wl)sid,idxz

12 vrat’ (p,1)

Funkci _maptree pro soucinovou vrstvu popisuje algoritmus 28. Indexy podstromti vzhledem k
jednotlivym potomkim nalezneme opét pomoci funkce CartesianIndices, jejimZ argumentem bude
tentokrat usporddand n-tice obsahujici poCty stromti v potomcich soucinové vrstvy.

Algoritmus 28: Metoda funkce _maptree pro soucinovou vrstvu.

1 _maptree(n, i, w, sid)

2 ms < map(y — treenum(y), w)
3 idxs « CartesianIndices (ms)
4 idx < idxs;

5 for kaZdy prvek wjve w do
6 ‘ pj.tj < _maptree(ms;,idx;, wj, sid)

7 end

8 t— (t1,ta,...,t,)

9 k < pocet potomkd aktudlni soucinové vrstvy
10 p « Hﬁ:l pj

11 vrat’ (p,1)

Funkci _maptree pro listovou vrstvu popisuje algoritmus 29.

Algoritmus 29: Metoda funkce _maptree pro listovou vrstvu.

1 _maptree(n, i, w, sid)
2 vrat’ (1, prazdnd n-tice)
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Nynfi jsme tedy schopni popsat libovolny strom reprezentujici jednu komponentu v smési pravdé-
podobnostnich veli¢in reprezentovanych SPTN, a znat pravdépodobnost, Ze ndhodné pozorovani bude
pochézet z této komponenty. Implementovana je i funkce maptrees, kterd zmapuje vSechny stromy,
uloZi je do pole, a to nasledné seradi podle pravdépodobnosti jednotlivych komponent.

2.5 Inference vzhledem ke stromu

Vime-li, ze které komponenty pozorovani pochazi, miZeme pocitat logaritmus vérohodnosti vzhle-
dem ke stromu popisujicimu tuto komponentu. Ve vypoctu se pouze méni funkce souctové-transformacéni
vrstvy, kterd nyni provadi jednu transformaci uréenou stromem, a nikoliv v§echny transformace, které by
potom secetla souctovymi uzly. Zname-li tedy strom, vici kterému logaritmus vérohodnosti pocitame,
méni se (2.4) na

st(x) = log (pi(U;D;Vix + b;)) + lad (D)), (2.8)

kde i je index transformacniho uzlu uréeny stromem.

Vypocet je implementovan podobné jako vypocet plného logaritmu vérohodnosti popsany v sekci 2.3.
Funkce treelogpdf pfipravi vypocet na rekurzi zkopirovdnim dat na GPU a transpozici pozorovani, a
nasledné zavola funkci _treelogpdf, kterd se postard o samotny rekurzivni vypocet. Metoda funkce
_treelogpdf pro souctové-transformacni vrstvu je popsdna algoritmem 30. Oproti _logpdf md navic
argument specifikujici strom, ktery jsme ziskali pomoci funkce maptree. Transformace probih4d pomoci

Algoritmus 30: Metoda _treelogpdf pro souctové-transformacni vrstvu.

1 _treelogpdf (ST, X, 1)

2 transformuj tenzor X transformac¢nim uzlem s indexem ¢,

3 [ « _treelogpdf (potomek ST, X, t;)

4 pricti logaritmus absolutni hodnoty determinantu transformacniho uzlu s indexem #; k /
5 vrat' [

funkci popsanych algoritmy 2, 3, 4, 5 a 6, které nyni neobsahuji Zluté zvyraznénou smycku pres vSechny
matice X..x v X, jelikoZ X je nyni pouze jedna matice, a nikoliv tenzor. Index transformacniho uzlu £,
ktery tato smycka urCovala, je nyni pfedan funkcim jako parametr.

Metoda funkce _treelogpdf pro soucinovou vrstvu je popsdna algoritmem 31. Tato metoda je
skoro identickd metodé _logpdf pro soucinovou vrstvu, pouze navic rozdistribuuje podstromy svym
potomkdm.

Algoritmus 31: Metoda _treelogpdf pro soucinovou vrstvu.
1 _treelogpdf(PL, X, 1)

2 for kaZdého L; potomka PL do

3 X; « cast X pfislusnd L;

4 [ « I+ _treelogpdf(L; X;, ;)

5

6

end
vrat’ [

Metoda funkce _treelogpdf pro listovou vrstvu je identickd metodé _logpdf, a je popsédna algo-
ritmem 32.



52 KAPITOLA 2. IMPLEMENTACE

Algoritmus 32: Metoda _treelogpdf pro listovou vrstvu.
1 _treelogpdf(LL, X, 1)
2 | —mapreduce(X, y — -1 (> + log 2n)), +, dims=2)

3 vrat’ [

2.6 Samplovani

Z SPTN lze generovat i novd ndhodna pozorovani. Nejdfive je tfeba ndhodné vygenerovat nebo
specifikovat komponentu, ze které generované pozorovani pochédzi. K tomuto lze pouZit vystup funkce
maptrees, kterd ndim zmapuje vSechny stromy odpovidajici komponentdm a spocte jejich pravdépodob-
nosti. JelikoZ listové vrstvy implementuji pouze vicerozmérné normdlni ndhodné rozdéleni, Ize snadno
vygenerovat ndhodné vektory. Tyto vektory je poté tieba transformovat inverznimi transformacemi v
transformacénich uzlech dané komponenty, a pospojovat pomoci souc¢inovych uzld.

Pro samplovani byla pfiddna metoda pro funkci rand. Tato metoda ma za argument SPTN, a vo-
litelné 1ze specifikovat strom reprezentujici komponentu, ze které maji ndhodné pozorovani pochazet,
a pocet pozorovéni, ktery chceme samplovat. Pokud volitelné argumenty nejsou specifikovény, tak je
vygenerovano jedno pozorovani z ndhodné komponenty.

O samotny rekurzivni vypocet se stard funkce _rand. Tato funkce ma opét tii metody pro jednotlivé
typy SPTN vrstev. Metodu pro souctové-transformacni vrstvu popisuje algoritmus 33. Zde potfebujeme

Algoritmus 33: Metoda _rand pro souctové-transformacni vrstvu.
1 _rand(S7, tree)

2 x « _rand(potomek ST, t3)

3 transformuj vektor x inverzi transforma¢niho uzlu s indexem #

4 vrat' x

inverzni transformaci jednim transformaénim uzlem v souctové-transformacni vrstvé. Tyto funkce jsou
jednoduché modifikace funkci popsanych algoritmy 2, 3, 4, 5 a 6, kde inverze je zajiSténa negaci thlu
pro Butterfly vrstvy a multivrstvy, délenim misto nasobeni pro diagondlni matice D a odecitanim misto
pricitani pro biasy b. Index transformace je specifikovdn parametrem, a tudiZ neni provddéna Zlut€ zvy-
raznénd smycka, podobné jak bylo popsano v sekci 2.5.

Metodu pro soucinovou vrstvu popisuje algoritmus 34.

Algoritmus 34: Metoda _rand pro soucinovou vrstvu.

_rand(PL, tree)
for kazdého L; potomka PL do
| xi « _rand(L;, ;)
end
spoj vektory x; do jednoho vektoru x
vrat’ x

A Ui AW N -

Metodu pro listovou vrstvu popisuje algoritmus 35.
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Algoritmus 35: Metoda _rand pro listovou vrstvu.

1 _rand(LL, tree)
2 x « vektor obsahujici ndhodné pozorovani se standardnim gaussovskym rozdélenim
3 vrat x

2.7 Marginalizace

Marginalizace umoZiuje pocitat vérohodnost pro netplnd data. Pro ziskdni margindlniho rozdéleni
ovSem neni vhodn4 struktura dat v SPTN. VyuZijeme zde faktu, Ze naSe regularizovand SPTN repre-
zentuje smés vicerozmérnych normdlnich rozdéleni. Pro vicerozmérné normdlni rozdéleni je margina-
lizace jednoducha. Mé&me N (u,X), kde u € R* je vektor stfedni hodnoty a £ € R** je kovarianéni
matice. Necht' I C {1,...,k} je mnoZina indext. Poté marginalizace vicerozmérného normélniho roz-
déleni NV (u, %) je N (us,211), kde uy vznikne z vektoru u ponechanim pouze téch prvkd, jejichz indexy
jsou v I. Matice X;; vznikne z matice £ podobnym zptsobem, ponechdnim pouze téch prvkd, jejichz
indexy jak fadku tak sloupce jsou v 1.

Abychom tohoto mohli vyuZit, potfebujeme umét vyjadrit parametry u, X komponenty reprezento-
vané néjakym stromem. Logaritmus vérohodnosti pro vicerozmérné normdalni rozdéleni mé tvar

1
log (fivium) () = =5 ((x =" T (x = o) + klog 2m) + log (1)) . (2.9)

Vypocet parametri normdlniho rozdéleni komponenty SPTN bude probihat rekurzivné. Potiebujeme
tedy odvodit pravidla pro rekurzivni vypocet pres transformacéni uzel, souc¢inovy uzel a listovy uzel.
Zacnéme transformacnim uzlem. Pfedpoklddejme, Ze zndme parametry u a | pro rozdéleni potomka
transformac¢niho uzlu. Odvodime parametry v a X, pro rozdéleni transformacniho uzlu. Zaméime se na
prvni ¢len uvniti zadvorky v (2.9)
-w' ' y-w, (2.10)

kde y je vektor pozorovani vstupujici do potomka aktudlniho transforma¢niho uzlu. Tento vektor jsme
ziskali transformaci y = UDV x+b. Pro prehlednost oznacme linearni ¢ast afinn{ transformace 7 = UDV,
a poté dosad’'me do (2.10) a upravme

(Tx+b-w' = Tx+b-p=(x+T" —,u))T T (x+T7' (b - ). (2.11)
Dosazenim

=175, (2.12)

v=T"(u-Db) (2.13)

do (2.14) ziskame
x-S -v), (2.14)

cozZ je stejného tvaru jako (2.10), takZe pomoci (2.12) a (2.13) jsme schopni rekurzivné vypocitavat
parametry norméalniho rozdéleni.

Pokracujme soucinovym uzlem. Pfedpokladejme, Ze zname parametry u; a X; pro Vi € {1,...,n} in-
dexy potomki soucinového uzlu. Odvodime parametry u a X pro rozdéleni soucinového uzlu. Logaritmus
vérohodnosti soucinového uzlu je dle (1.18) a (2.9) roven

n

1
log (p (1) = =3 Y (G = )" ;" (3 = ) + ks log (2m) + log (£1D). 2.15)
i=1
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Oznacenim
X1 H 2
X2 H2 )%} 1
x=|""|, u=|]| == . , k=Zk,~ (2.16)
. . : i=1
Xn Hn Zy
Ize (2.15) prepsat na
1 _
log (p (1)) = 5 (v = =7 (x = ) + klog (2) + log (IE)) (2.17)

coZ je ve tvaru logaritmu vérohodnosti normélniho rozdéleni, takZe jsme schopni rekurzivné vypocitavat
parametry pro soucinové uzly.

Listovym uzlem konéime rekurzi, jelikoZz m4 znimé parametry u = 0a X~! = 1.

Prejdéme nyni k implementaci téchto vzorcti. Vypocet je opét rozd€len do dvou &asti, prvni provede
pripravu na rekurzi, a druhd provede samotny rekurzivni vypocet. Piipravnd funkce je pojmenovana
cache_tree, a je popsana algoritmem 36. Jako argumenty ma Kkoren sité a usporddanou dvojici obsa-
hujici strom popisujici jednu komponentu a pravdépodobnost této komponenty. Ndvratové hodnoty jsou
Q = X!, u a pravdépodobnost komponenty. Ve vypoctu je vyuZita optimalizace vypoétu Q. Abychom
spocetli Q, opakujeme operaci (2.12) pro kazdou souctové-transformacni vrstvu, pficemz zacindme s
matici identity. Lze pocitat pouze vyraz U = ITT,...T,, kde matice T; jsou linearni ¢asti afinnich
transformaci prisluSejici jednotlivym souctové-transformacnim vrstvdm, a ndsledné ziskat matici Q po-

moci Q = UTU.

Algoritmus 36: Funkce cache_tree.

cache_tree(L, (p, t))

U « inicializuj matici identity
U « inicializuj vektor nul
_cache_tree(L,U, u,1)
0=U"U

vrat’ (Q, i, p)

A i AW N

Metoda _cache_tree pro souctové-transformacéni vrstvu implementujici (2.12) a (2.13) je popsana
algoritmem 37.

Algoritmus 37: Metoda funkce _cache_tree pro souctové-transformacni vrstvu.

_cache_tree(ST, U, u, 1)
_cache_tree(potomek ST, U, p, 1)

1
2
3 aplikuj linedrn{ ¢4st transformacniho uzlu s indexem #; na U
4 aplikyj inverzi transformacniho uzlu s indexem #; na u

Metoda _cache_tree pro soucinovou vrstvu implementujici (2.16) je popsdna algoritmem 38.

Metoda _cache_tree pro listovou vrstvu je prazdna funkce, a slouZi pouze pro ukonceni rekurze.

Nyni jsme schopni spocist matici Q a vektor stfednich hodnot u pro jednu komponentu SPTN. Po-
moci funkce cache_sptn Ize spocist matice Q a vektory u pro vSechny komponenty v SPTN. Vysledek
je poté uloZen jako struktura obsahujici pole matic Q, pole vektort i a pole pravdépodobnosti jednot-
livych komponent. JelikoZ ptivodni SPTN miiZe sdilet parametry, tak timto vypoctem se mohou zna¢né
zvysit pamét’ ové naroky. Funkce cache_sptn umoziuje nastavit maximalni pocet komponent, pfipadné
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Algoritmus 38: Metoda funkce _cache_tree pro soucinovou vrstvu.

_cache_tree(PL, U, u, t)
for KaZdého potomka L; SPTN vrstvy PL do

s v 7

1
2
3 U; « Ctvercova Cast matice U piisluSejici L;
4 u; «— Cast vektoru u piislusejici L;

5 _cache_tree(L;, Uj, uj, t;)
6 end

minimalni pravdépodobnost komponent, které budou zapocitany. Pfi nastaveni obou parametri ma pred-
nost maximalni pocet komponent.

Abychom byli schopni spocist logaritmus vérohodnosti, vyuZijeme faktu, Ze sit’ miZeme nyni repre-
zentovat jako jediny souctovy uzel, ktery ma za potomky listové uzly, které nyni implementuji obecné
vicerozmérné normalni rozdéleni, nikoliv standardni. MiZeme tedy pouzit (1.16) a (2.9), coz je velmi
prfimocare implementovano v metodé funkce logpdf pro strukturu ziskanou funkci cache_sptn. Tato
metoda je popsdna algoritmem 39. Funkce ma za argumenty pole matic Qs, pole vektorl us, pole prav-
dépodobnosti jednotlivych komponent ps, vektor pozorovani x, a abychom mohli pocitat logaritmus
hustoty pravdépodobnosti pro marginalni rozdéleni, tak poslednim argumentem je / pole pravdivostnich
hodnot ur€ujici indexy pro marginalizaci.

Algoritmus 39: Vypocet logaritmu vérohodnosti pro marginalizovanou SPTN.

_cache_tree(Qs, us, ps, x, I
for Kazdé parametry i-tého normdlniho rozdéleni Q, u do

li -1 ((x — )" Q11 (x — pp) + klog (27) + log (’QUD)

[« [+1og(ps)

1

2

3

4 end
5

6 vrat’ logsumexp ()
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Kapitola 3

Vysledky

3.1 Paralelni urychleni

Pro méfeni paralelniho urychleni bylo pouZito Sestnicti-jadrové CPU AMD EPYC 7281 @2.1GHz
a GPU NVIDIA TESLA V100 (Volta) s 16GB HBM2 RAM. Urychleni bylo métfeno oproti Cisté sek-
venéni implementaci béZici na jednom jadfe procesoru. JelikoZ urychleni z4visi na velikosti sité, bylo
zvoleno nékolik konfiguraci. SPTN byla vZdy sloZena ze tii souctové-transformacnich vrstev zakonce-
nych listovou vrstvou. V poloviné piipadi mély vSechny vrstvy 4 transformacni uzly, a ve druhé poloviné
piipadu 8 transformacnich uzlt. Parametry souctovych uzld sdileny nebyly. Dimenze vektort pozorovani
byla volena z mnoZiny {256, 512,768, 1024, 1280, 1536, 1792, 2048}. Data pro uceni byla vygenerovana
ndhodné. Byl méfen Cas péti iteraci algoritmu ADAM [12], kde béhem jedné iterace vypocet probihal
s dvéma vektory pozorovani. Naméfené hodnoty jsou zapsdny v tabulce 3.1, spolu s vypocitanym pa-
ralelnim urychlenim. Casy z tabulky 3.1 jsou zndzorn&ny na obrdzku 3.1 a urychleni na obrizku 3.2.

Namérené urychleni se pohybuje mezi jednim a dvéma fady a roste s velikosti vypoctu, pficemz
nejvyssiho urychleni 117.11 bylo dosazeno pro pozorovani o dimenzi 2048. Urychleni pro sit’ se Ctyfmi
uzly na vrstvu dosahovalo mensich hodnot neZ pro sit’ s osmi uzly na vrstvu, ov§em s rostouci dimenz{
pozorovani byl tento rozdil stile méné vyznamny.

4 transformacni uzly na vrstvu 8 transformacnich uzll na vrstvu
dim CPU GPU Urychleni CPU GPU Urychleni
256 | 4.40x 108 4.91x 10’ 8.96 7.05x10%  4.97 x 10’ 14.19
512 | 1.92x10° 9.27 x 10’ 20.71 3.24x10° 1.06 x 108 30.57
768 | 6.80x10° 1.95x 108 34.87 1.03x 100 254%x 108  40.55
1024 | 9.39x10° 2.03x 108 46.26 1.49 x 100 2.82x 108 52.84
1280 | 2.47 x 10'0  4.14 x 10® 59.66 | 433x10'0 5.78x 108 74.91
1536 | 3.15x 10'% 422 x 108 74.64 5.80 x 1010 7.44 x 108 77.96
1792 | 429 x 10" 426x10®  100.70 | 8.03x 100 7.81x10%  102.82
2048 | 5.27x 100 450%x10%  117.11 | 9.48x 100 859x10® 110.36

Tabulka 3.1: Casy a urychleni pro 5 iteraci algoritmu ADAM s dvéma vektory pozorovani pro SPTN o

tfech soucCtoveé-transformacnich vrstvach.
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Cas péti iteraci ADAM

o1 Y CPU 4 uzly/vrstva
GPU 4 uzly/vrstva
—¢— CPU 8 uzlti/vrstva
—— GPU 8 uzltu/vrstva
1010 |
B
S
109 |
108 |

T T T T T T T T
256 512 768 1,024 1,280 1,536 1,792 2,048

Dimenze vektorli pozorovani

Obrézek 3.1: Casy pro 5 iteraci algoritmu ADAM s dvéma vektory pozorovéni pro SPTN o tfech
souctoveé-transformacnich vrstvach.

Urychleni pro pét iteraci ADAM

160 { —v—4 uzly/vrstva
8 uzlu/vrstva  x

o

80 - ,/v

=

)

= 40

3]

z

-}
20
10

T T T T T T T T
256 512 768 1,024 1,280 1,536 1,792 2,048

Dimenze vektord pozorovan{

Obrézek 3.2: Urychleni pro 5 iteraci algoritmu ADAM s dvé€ma vektory pozorovani pro SPTN o tfech
souctové-transformacnich vrstvach.
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Iterace 767 Iterace 1534  Iterace 2301 Iterace .3068 Iterace 3835

Komponenta 1 ﬁ, }: ﬁ : :;.:'“ i ;; ":}, 2 2
122228222222234

ﬂﬁv @ ﬂ;

s vs

Obrazek 3.3: Nahodné vzorky vygenerované z ndhodného rozdéleni reprezentujici Cislici 2 z datasetu
MNIST pro 4 nejpravdépodobné&jsi komponenty v riiznych fazich uceni.

Komponenta 3 i

Komponenta 4

3.2 Samplovani

JelikoZ SPTN implementuje pravdépodobnostni rozdéleni, 1ze z ného generovat ndhodné vzorky.
Pro demonstraci byl vyuZit dataset MNIST [13], ktery obsahuje ru¢né psané Cislice, konkrétné byla vy-
bréna Cislice 2. Konfigurace sité byla dvé souctové-transformacni vrstvy zakoncené listovou vrstvou. Obé
souctoveé-transformacni vrstvy obsahovaly 4 transformacni uzly a nesdilely parametry souctovych uzli.
Pro uceni byl pouzit algoritmus ADAM, kde v kazdé iteraci vypocet probihal s osmi vektory pozorovani.
T&chto iteraci bylo provedeno celkem 3835, kazdy vzorek byl pro uceni pouZit primérné pétkrat. BEhem
uceni byl vZdy uloZen pribézny stav po 767 iteracich. Po skonCeni uceni byly vybrany 4 komponenty
sité¢ s nejvétsi pravdépodobnosti, a z téchto komponent a kazdého uloZeného stavu byly vygenerovany
tfi ndhodné vzorky, vyobrazené na obrazku 3.3. Jednotlivé hodnoty ve vygenerovanych vzorcich byly

ndsledné omezeny na interval [0, 1].
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Zaver

Tato price se zabyv4 sitémi typu Sum-Product-Transform a jejich implementaci na architektufe typu
GPU. Ndplni kapitoly 1 je obecny popis siti typu SPTN, regularizace téchto siti pro implementaci na
GPU a odvozeni matematické formulace uceni sité. Regularizace sité se skladd ze Ctyf krokd. Prvnim
je omezeni typu pravdépodobnostnich distribuci v listovych uzlech na standardni normdlni rozdéleni.
Druhym krokem je omezeni typu transformaci v transformacnich uzlech na afinni transformace, které
maji matici reprezentujici linedrn{ ¢4st transformace uloZenou v SVD rozkladu, coZ umozZiuje efektivni
inverzi transformace a vypocet determinantu jejiho jakobidnu a derivaci vic¢i nému. Za téchto omezeni
existuji struktury sité se stejnou schopnosti reprezentace distribuce pravdépodobnosti, ale rozdilnou vy-
pocetni narocnosti. Treti krok tedy omezuje struktury sité tak, aby ze vsech siti se stejnou schopnosti
reprezentace distribuce pravdépodobnosti mohla byt pouZita pouze ta s nejmensi vypocetni ndrocnosti.
Ctvrty krok popisuje modifikaci transformace v transformacnich uzlech, které maji za potomka listovy
uzel. Tato modifikace umoZiiuje sniZit vypocetni ndroCnost bez ztraty schopnosti reprezentace pravdépo-
dobnostni distribuce. Pro ucenf sité je pouZita zpétna propagace.

Kapitola 2 obsahuje stru¢ny ivod do architektury GPU, CUDA a programovaciho jazyka Julia. Dale
obsahuje popis implementace SPTN na GPU, ktera se sklad4 z algoritmi pro inferenci, uceni, samplovani
a marginalizaci. Pro reprezentaci ortogondlnich matic v SVD rozkladu matic reprezentujicich transfor-
mace v transformacnich uzlech byl zvolen Butterfly rozklad [16], ktery umoZiiuje paralelizaci vypoctu
nasobeni touto matici a vypoctu derivaci vuci parametrtim.

Obsahem kapitoly 3 je porovndni rychlosti ucenf sit¢ pomoci €isté sekvencni implementace oproti
implementaci pro architekturu GPU, a demonstrace generovani ndhodnych vzorki z jiz naucené sité.
Bylo dosaZeno urychleni od jednoho do dvou fadd, v zavislosti na velikosti sité. Pro demonstraci samplo-
vani byla zvolena Cislice 2 z datasetu MNIST [13], pro niZ byla natrénovédna pravdépodobnostni distri-
buce, a ndsledné z ni byly vygenerovany vzorky.

Na tuto praci by bylo mozné navézat naptiklad rozsifenim implementace pro sité s méné restrikcemi,
ptipadné ptidanim podpory pro vyuZiti vice nez jedné GPU.
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