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Uvod

Detekce anomalii skyta vyuziti v mnohych odvétvich, od analyzy medicinskych dat
pres vyhledavani transakci z ukradenych bankovnich u¢tu po kontrolu funkénosti
motoru letadel. V této praci se budeme zabyvat detekci anomalii pomoci metod
strojového uceni. Predstavené modely umélé inteligence se nauc¢i normalni chovani
poskytnutych dat. Budouci data, kterd se budou od tohoto normalniho chovani
vzdalovat, poté model vyhodnoti jako anomélni. Vystupem diplomové prace bude
studie naseho navrhu zmény samotného procesu uceni jednotlivych modeld, a to
pomoci modifikace tzv. ztratové funkce.

V prvni kapitole se seznamime s matematickou definici pojmu anomalie a pro bu-
douci tcely nastinime princip detekce anomaélii pomoci modelt odhadujicich hustotu
pravdépodobnosti. Déle si zminime tzv. klasifikatory jedné tiidy a rekonstrukéni mo-
dely, které se principidlné od modeli odhadujicich hustotu pravdépodobnosti lisi.
Jejich struény popis nadm zaroven umozni chapat pojem anomélie z lehce jiného
thlu pohledu.

V naésledujici kapitole budeme pokracovat podrobnéjsim popisem metod odhadu-
jicich hustotu pravdépodobnosti. V prvni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat
modely, které k odhadu hustoty vyuzivaji transformaci nahodné veli¢iny. Konkrétné
si podrobné popiSeme spojité normaliza¢ni modely a metodu FFJORD. Ty k trans-
formaci nahodné veli¢iny vyuzivaji tzv. diferencialni neuronové sité. Dale je strucné
shrnut princip metod MAF a RealNVP. V druhé ¢ésti se sezndmime s modelem
Souctovych-produktovych siti a Sou¢tovych-produktovych transformacnich siti. Tyto
sité spadaji to tfidy pravdépodobnostnich modelu s grafovou reprezentaci, kam také
patii napt. zname Bayesovské sité.

V dalsi kapitole se budeme zabyvat tim, jak vyuzit popsané modely odhadujici
hustotu pravdépodobnosti pii detekci anomalii. Nejprve si shrnutim teoretickych
poznatku objasnime ideu toho, Ze detekci anomalii miZzeme chépat jako klasifika¢ni
problém. Déle si pfedstavime druhy anomalii vyskytujici se v poskytnutych datovych
souborech a zékladni pojmy pro evaluaci jednotlivych metod. Zavedené pojmy nam
umozni ohodnotit, jak byla metoda pii detekci anomalii Gspésna, resp. nam dovoli
jednotlivé metody porovnat.

V posledni kapitole teoretické ¢asti této prace se budeme zabyvat samotnou modifi-
kaci ztratové funkce. Strucné si popiSeme zakladni teoretické principy klasifikatoru
jedné tiidy. Pomoci téchto principii okomentujeme nasi motivaci pro zminénou mo-
difikaci ztratové funkce. Zaroven zadefinujeme tzv. kvantilovy interval a uceni na
kvantilovém intervalu.
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Praci zakonc¢ime vypocetni studii, kde nejprve na ukazkovych datech vizualné pred-
vedeme vliv provedené modifikace. Dale pomoci evalua¢ni knihovny provedeme roz-
sahlou studii na realnych datech. Realna data budou vybrana z riznorodych obori,
od medicinskych dat po data z chemického rozboru vin. V posledni fadé jednotlivé
vysledky rozebereme v diskuzi.
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Kapitola 1

Uvod do detekce anomalii pomoci
metod strojového uceni

Tato kapitola bude slouzit jako prvni pfibliZzeni ¢tenéfi k tomu, co je samotna detekce
anomalii a stru¢ny popis modeli strojového uceni, které k této detekci mohou byt
vyuzity.

1.1 Zakladni pojmy detekce anomalii

Nejprve si priblizime to, jak chdpat samotny pojem anomaélie. Pokud bychom chtéli
uvést obecnou definici pojmu anomélie, muzeme ji vyslovit takto:

Definice 1. Anomalie je pozorovani, které se vyrazné lisi od né&jakého konceptu
normality.

Tato definice je na prvni pohled velice obecna. Ovsem tato obecnost ndm poskytuje
chténou flexibilitu tohoto pojmu. Napfiklad rizné modely strojového uceni pro de-
tekci anomalii mohou na tento pojem nahlizet z trochu jiného thlu. V této praci
v8ak budeme prevazné na anomalii nahlizet takto:

Definice 2. Necht X C RP je prostor se o-algebrou A a s absolutné spojitou
(vzhledem k Lebesguové mife) pravdépodobnostni mirou P*, tuto miru nazyvame
koncept normality. Necht p! je jeji hustota pravdépodobnosti. MnoZinu ano-
malii poté definujeme jako

A={xz e X, p/(x) <7}, 7>0,
kde 7 > 0 je prah normality.
MnoZina anomalii tedy zavisi na prahu 7 > 0. Pokud by napf. nosi¢ hustoty p;

pokryval cely prostor X', pak by pro 7 = 0 byla A prazdnou mnozinou. Nyni nastavé
otazka, jak vhodné zvolit prah 7 > 0.

Abychom na otézku mohli zodpovédét, musime dodat tzv. predpoklad koncent-
race dat. Tento predpoklad fika to, Ze normalni data, tedy prvky mnoziny X'\ A, se
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budou shlukovat v né€jakém malém a omezeném objemu. V rdmci Lebesguovy miry
p predpokladame, ze pro X'\ A neprazdnou mnozinu bude platit, Ze hodnota

H(XNA) = p({z e X, pi(x) > 7)) (1.1)
bude relativné mal& pro vhodné zvolené 7.

Poznamka. Necht X je v definici 2 kompaktni a necht Pt odpovid4 rovnomér-
nému rozdéleni. Intuitivné bychom v rovnomérné rozdélenych datech tézko hledali
anomaélie. Zaroven by pro zadné 7 nebyl splnén predpoklad koncentrace miry (bud

by mnozina X \ A byla prazdna, nebo by u (X \ A) = u(X)).

Poznamka. Vsimnéme si, Ze v definici mnoziny anomaélif je PT absolutné spojita
viiéi Lebesguoveé mite p. V predpokladu koncentrace dat jsme objem vztahovali také
k mite p. Pokud by P* byla absolutné spojita viici jiné mife v, mohli bychom definici
2 a predpoklad (1.1) vyslovit s mirou v. V této praci budeme vsak vzdy uvazovat
Lebesguovu miru.

Nyni predpokladejme, ze data @, ..., x, € X jsou generovana pravdépodobnostni
distribuci s absolutné spojitou mirou P na prostoru X C R” s hustotou pravdépo-
dobnosti p,. Uvazujme, Ze tato mira je rovna konceptu normality, tedy P = P+ a

P =D

Poznadmka. V praxi tato rovnost realné nenastava, jelikoz generovana data podlé-
haji Sumu, atd.

Dale predpokladejme, Zze v takovémto vzorku dat byva ze zkuSenosti az 5% dat
povazovano za anomalie. Napf. banka vi, Ze mdsicné az 5% provedenych transakei
pres internet je z ukradeného u¢tu. Ozna¢me mnozinu norméalnich dat vzhledem k
prahu 7 > 0 jako

CT={x e X, p(x)>r1}.

Z predchoziho prikladu je patrné, Ze je vhodné pozadovat, aby P(C™) > 0,95. Ne-
boli, ze pravdépodobnost toho, ze bankovni transakce nebyla provedena z ukrade-
ného uctu, je nejméné 95%. OvSem z predpokladu koncentrace dat ocekavame, Ze
se norméalni data budou shlukovat v néjakém malém objemu. Ideélni volba C” tedy
bude

Co = arginf{u(C7), P(C") > 1 —a}
cT
={z e X, p.(x) > 1.},

kde p je Lebesguova mira (a kde v nasem piikladu je « rovno 0,05). Déle 7, >
0 je voleno tak, aby C, = C™. Mnozinu C, miZzeme nazvat mnoZinu hladiny
normality « vzhledem k hustoté p,. Pokud bychom znali pfesny tvar mnoziny C,,,
mohli bychom zavést klasifikator pro detekei anomalii ¢, : X — {£1} tvaru

(@) +1 pro x ¢ C,,
co(x) =
—1 pro x € C,.
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Poznamka. Vsimnéme si, Ze v tomto piipadé anomélie detekujeme pomoci ¢isla
+1, tedy pozitivné. Normélni detekujeme jako negativni. Tato konvence je v detekci
anomalii bézna (anomélie - pozitivni, normélni - negativni).

Zavedenim mnoziny C, jsme teoreticky zodpovédeéli na to, jak spravné urcit prah
To > 0. Prakticky urceni prahu 7, zavisi na tvaru samotného modelu pro detekci
anomalii. V této praci se budeme pfevazné zabyvat modely, které odhaduji hustotu
pravdépodobnosti. V pripadé takovychto modelti mizeme prah odhadnout empi-
ricky.

M¢jme data @, ...,x, € X, kde X je prostor s absolutné spojitou mirou s hustotou
pravdépodobnosti p,. Necht nas model odhadne neznamou hustotu p, hustotou p,.
Pak prah 7, > 0 mizeme empiricky odhadnout hodnotou

) I
7, = sup {7’ >0, - Zl Lo g (T) > 1 — a} ,

T

kde 14 znaci charakteristickou funkci intervalu (a,b). Zminénym tvarem empiric-
kého odhadu prahu normality 7, se budeme podrobné zabyvat v kapitole 4.

Timto jsme zminili i prvni typ metod pro detekci anomalii, tedy pomoci modeli pro
odhad hustoty pravdépodobnosti. Témto modelim vSak vénujeme vlastni kapitolu.
V nasledujicich sekcich této kapitoly si nastinime princip jinych tiid modelt pro
detekci anomalii.

1.2 Klasifikatory jedné tridy

Velkou ¢ast vyzkumu ve strojovém uceni tvori pravé problém klasifikace. Uvazujme
problém, kdy chceme urcit, zda-li se na fotografii nachazi automobil. Cilem je se-
strojit funkci takovou, ktera vrati ¢islo +1, pokud se automobil na fotografii na-
chazi, resp. vrati ¢islo —1 v opacném piipadé. Tuto funkci se snazime nalézt na
zékladé historickych dat, tedy predpokladejme, Ze mame k dispozici soubor dat
fotografii @,...,x, € X C RP. Zarovein mé&me ke kazdé fotografii informaci o
tom, zda-li se na fotografii automobil nachazi. Tuto zkutecnost vyjadiime pomoci
¢isla y € {£1}, které pritadime ke kazdé fotografii, z ¢ehoz utvorime soubor dat
(1, %1), -y (Tn,yn) € X x {£1}. Rekneme, Ze tento soubor dat nalezi dvéma tif-
dam.

Jednou z metod, jak nalézt zminénou funkci je tzv. metoda podptrnych vektort
(anglicky Support vector machines, v textu tuto metodu budeme oznacovat zkratkou
SVM). Piesny popis a odvozeni této metody je nad ramec této prace, proto si
popiseme pouze jeji zakladni principy. To ndm napomize k pochopeni toho, jak
SVM vyuzit pro detekci anomaélii.

Zakladem SVM je linearni separator. Mé&jme soubor dat (1, 1), ..., (€n, yn) € X X
{£1}, kde X C RP. Piedpokladejme, Ze tato data lze na zékladé hodnot v;, i =
1,...,n oddélit nadrovinou danou rovnici

w-x+b=0, (1.2)
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kde w € RP, b € R. Neboli fekneme, Ze (x1,v1), ..., (€., y») jsou linedrné separo-
vatelné. Pokud existuje jedna takova nadrovina, tak bude pravdépodobné existovat
vice nadrovin s touto vlastnosti. Metoda SVM se v tomto pripadé snazi najit ta-
kovou nadrovinu, kterd bude maximalizovat svoji vzdalenost od vic¢i ni nejblizstho
bodu z prvni tfidy a zaroven vzdélenost od nejblizstho bodu z druhé t¥idy. Priklad

této nadroviny mizeme vidét ve dvourozmérném piipadé na obrazku 1.1.

SVM nadrovina
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Obrazek 1.1: Priklad nalezené nadroviny separujici dvé tiidy bodu pomoci metody
SVM.

Nejblizsi body k nadroviné z kazdé tiidy nazyvame pravé podptrnymi vektory.

Do této chvili jsme méli na soubor dat velmi silny predpoklad - data jsou linearné
separovatelna. Co kdyz data linearné separovatelna nejsou? Priklad takovychto dat

je vyobrazen na obrazku 1.2.

SVM tuto situaci fesi tak, ze data nejprve pretransformujeme do Hilbertova prostoru
?H se skalarnim sou¢inem (-,-)2. Tuto transformaci oznacime jako ® : X — H.
Piedpokladejme, Ze existuje zobrazeni k : X x X — Ry spliujici k(x;,zs) =
(P(x1), P(x2))3. Zobrazeni k nazyvame kernel. Dale predpokladame, Ze po této
transformaci budou data v novém prostoru H jiz linearné separovatelna. V prostoru
‘H dale nalezneme linearni separator s nejvétsi vzdalenosti od nejblizsich bodu z

obou trid.
Poznamka. Divali bychom se na nalezeny linearni separator v prostoru H z ptivod-
niho prostoru X se standardnim skaldrnim soucinem, nemusel by se nam separator
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Linearné neseparovatelna data
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Obrézek 1.2: Piriklad dvourozmérnym linedrné neseparovatelnych dat.

jevit jako rovna nadrovina.

P1i hledani tohoto separatoru vSsak nemusime znat tvar pretransformovanych dat,
ale pouze jejich vzajemné hodnoty zvoleného kernelu, tedy hodnoty k(x;,x;), kde
i,7 = 1,...,n. To ndAm umoznuje uvazovat transformaci do Hilbertova prostoru s
libovolnou dimenzi, dokonce i nekone¢nou! Tvar separatoru nam tedy definuje pouze
kernel k a poskytnuta data. Priklad pouzivaného kernelu miize byt tzv. radialni

bazova funkce tvaru
k(xy,x2) = exp et 2l |21 — :v2||§
1, L2 = ,

kde o > 0. Separator zkonstruovany pomoci tohoto kernelu na datech na obrazku
1.2 miizeme vidét na obrazku 1.3.

Pokud jsme nalezli vhodny separator, mizeme v budoucnu klasifikovat nova data do
tFid podle toho, na jaké strané separatoru lezi. Nalezeni separdtoru metodou SVM
se zvolenym kernelem je tlohou kvadratického programovani.

Nyni nastéava otazka, jak tento model pouzit ¢i modifikovat pro detekci anomalii.
Nejcastéjsi situaci v detekci anomalii je ta, kdy méme soubor dat x,,...,x, €
X C RP. O tomto souboru apriorné vime, resp. se domnivame, Ze ¢ast dat bude
anomalni. V sekci 1.1 jsme pomér anomalnich a norméalnich dat vyjadrili ¢islem
a € (0,1). Mame zde oviem pouze jednu t¥idu dat.
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SVM s radialni bazickou funkci
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Obrazek 1.3: Priklad separace dat pomoci SVM. Pouzity kernel byla radialni bazova
funkce.

Modifikace SVM pro detekeci anomalii byla poprvé publikovana v [18]. Idea oddéleni
normalnich dat od anomalnich spoc¢iva opét v linearnim separatoru v Hilbertové
prostor H s prislusnym kernelem. Od tohoto separdtoru pozadujeme nasledujici
vlastnosti:

1. Lineéarni separator oddéluje v prostoru ‘H [« - n| (funkce [-] zde znaci horni
celou ¢ast) pretransformovanych dat (anomalnich) od zbytku (normalnich).

2. Vzdalenost linearniho separatoru od nejbliz§tho normalniho bodu a zaroven od
nulového vektoru v prostoru H bude co nejvetsi.

Pouzili jsme tedy SVM pro klasifikaci jedné t¥idy na hladiné o = 0, 05. Na obrazku
1.4 muzeme vidét nalezeni separatoru touto metodou na dvourozmeérnych datech s
a=0,05.

Nalezeni tohoto separdtoru miizeme opét vyjadrit jako tilohu kvadratického progra-
movani.

Tato metoda je zaroven historicky jednim z prvnich piistupt strojového uceni pro
reSeni problému detekce anomalii.
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Dvourozmérna data jedné tfidy Separace jedné tifdy na hladiné 0,05
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(a) Dvourozmérna data (b) Separace pro a = 0.05

Obrazek 1.4: Na obrazku (a) muzeme vidét 106 dvourozmérnych dat. Na obrazku
(b) se nachazi separace jedné tiidy na hladiné o = 0.05 pomoci SVM. Pouzity kernel
byla radialni bazova funkce.

1.3 Rekonstrukcéni modely

Popis nasledujicich dvou piikladii modela vychazi se shrnujictho ¢lanku pro detekci
anomalii [17].

Mé&jme opét soubor dat x;,...,x, € X C RP. Cilem rekonstrukénich modelt je
nalézt zobrazeni ¢y : X x © — X, kde © znadi prostor parametri a # hodnotu
téchto parametri. Po tomto zobrazeni pozadujeme, aby bylo blizké identité pro
data ze souboru @, ..., x,, ktera povazujeme za normélni. Zobrazeni ¢y zavedeme
slozenim dvou jinych zobrazeni

1. ¢ : X — Z, které nazyvame enkodér,

2. ¢q: Z — X, které nazyvame dekodér,

pro ktera plati ¢g = (g © ¢.)s. Nové vyskytujici prostor Z nazveme latentnim pro-
storem. Typicky pro néj plati, ze dim(Z) < dim(X). Pro & € X, které povazujeme
za normalni, pozadujeme, aby ¢p(x) = ¢g(pe(x)) = & =~ x. Pokud se nam po-
dafi nalézt tato zobrazeni s pozadovanymi vlastnostmi, mizeme zavést klasifikator
anomalii ¢, : X — {£1} tvaru

ColT

y_ 4 tL o |z — da(pe(@))]* = 7o,
~1 pro |z — ¢a(¢e(®))]) < Ta,

kde 7, je opét vhodné zvoleny prah normality. Vyskytujici se normu volime dle
uvéazeni, typicky euklidovskou.

Abychom zajistili vhodny tvar téchto zobrazeni a prostoru Z, zavedeme tzv. pied-
poklad koncentrace dat na varieté. Tento novy predpoklad je intuitivné po-
dobny piedpokladu koncentrace dat v sekci 1.1. Necht X C R” je prostor s pravdé-
podobnostni mirou P*. Necht v tomto prostoru existuje varieta M C X s dim(M) <
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dim(X') spliwjici

P* (M) >1—aq, (1.3)
kde a € (0,1) je opét predem ur¢ena hladina (napf. o = 0.05). Vhodné zvolené
zobrazeni ¢y by poté mélo spliiovat ¢p(X) =~ M C X.

Uvedeme si dvé metody, jak vhodné nalézt zminovany enkodér a dekodér. V prvni
varianté vyuZijeme tzv. analyzu hlavnich komponent (anglicky Principal Compo-
nent Analysis, déle jen PCA). Méjme soubor x,...,x, € X. Z tohoto souboru
vypoétéme kovarianéni matici ¥ € RP*P . Pravdépodobné tato matice nebude dia-
gonalni, coz implikuje, Ze jednotlivé priznaky dat budou korelované. Jelikoz je matice
¥ pozitivné definitni a symetricka, miiZzeme nalézt ortonormalni matici W € RP*P,
ktera ji pomoci podobnostni transformace diagonalizuje. Tedy C = WAW?T bude
diagonélni. Dale volme W tak, aby c¢isla na diagondle C' byla sefazena od nejvét-
$tho po nejmensi. Provedeme-li dale transformaci néjakého prvku souboru dat Wa;,
1 = 1,...,n, dostaneme novy vektor, jehoz piiznaky korelované nebudou. Zaroven
slozky vektoru Wa,; budou sefazeny podle jejich rozptylu vicéi ostatnimu prvkiam
ze souboru. Tento rozptyl odpovidéa piislusnému prvku na diagonéle matice C'. Po-
kud bude [ poslednich prvki na diagonéle matice C' vyrazné mensich nez ostatni,
miuzeme poslednich [ slozek ve vektorech Wa,, ..., Wa, zanedbat, aniz bychom
ztratili mnoho informace o souboru dat. Tato situace odpovida tomu, Ze v matici W
zanedbame poslednich [ ¥adki, tedy zavedeme W = (I/Vij)j:l"”’D, kdem = D—1—1.

i=1,....m

Z tohoto postupu vyplyva, ze WiWe ~ x pro vétsinu prvku souboru dat. Zavedeme
tedy enkodér a dekodér jako

Wa,

-

=

8
I

Druha metoda spoc¢iva v pouziti neuronovych siti (vice k neuronovym sitim v [6]).
Necht dim(X) = d a volme prostor Z s dim(Z) = m, pficemz m < d. Za enkodér ¢,
volme dopfednou neuronovou sit se vstupni dimenzi d a vystupni dimenzi m. Naopak
za dekodér volme dopfednou neuronovou sit se vstupni dimenzi m a vystupni dimenzi
d. Budeme po téchto sitich pozadovat, aby se jejich slozeni chovalo na varieté M
jako identita. Zaroven z predpokladu koncentrace miry na varieté plyne, Zze vétSina
dat ze souboru xy,...,x, € X se bude nachazet na M, nebo v jeji blizkosti. Pro
trénovani téchto siti mizeme zavést ztratovou funkci tvaru

‘C(0|m1a s 7mn) = Z ||mz - (gbd © ¢e)9(wi)||2 + R(qbd, Cbe),
=1

kde 0 zna¢i souhrn parametri obou siti a R(¢q, ¢.) znaci zvoleny faktor regularizace.
Poznamka. Pokud budou neuronové sité realizoviany jednou linearni vrstvou, pak
po optimalizaci bude tato vrstva shodna s matici metody PCA.

Zminéné postupy samoziejmé nejsou jedinymi piiklady detekce anomalii rekon-
strukénimi modely. Zminéné dvé metody mizeme napt. kombinovat.

Poznamka. Zminéné postupy nam mohou naznacit, ze pojem anomalie nemusime
definovat pouze pomoci hustoty pravdépodobnost (viz. definice 2).
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Kapitola 2

Modely pro odhad hustoty
pravdépodobnosti

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 1, jednou z moznosti pro detekci anomaAlii je po-
moci modeltt odhadujicich hustotu pravdépodobnosti. Témito modely se budeme ve
zbytku prace zabyvat, jelikoz prirozené svou podstatou nejlépe vystihuji detekovani
anomalii v souladu s definici anomalie na poc¢atku kapitoly 1.

Méjme prostor X C RP s g-algebrou A a s absolutné spojitou pravdépodobnostni
mirou P vzhledem k Lebesguovské mife a s hustotou pravdépodobnosti p,. M&me
data z této distribuce x4, ..., x,. V nasledujicim textu budeme znacit, ze data pri-
slusi prostoru X se zminénou mirou zapisem

Ty, Ty~ (X pe()).

Nasledujici metody modeluji hustotu pravdépodobnosti p? : X x © — R{, kde
© C RY je prostor parametrti. Navrzeny model bude robustni, pokud 30, € ©
tak, ze p% = p,, neboli vhodnou sadou parametrti dokaze dostate¢né aproximovat
hledanou hustotu p,. Na otazku, jak nalézt vhodné 6y, ndm zodpovi maximalné
vérohodny odhad. Nejprve vyslovme definice tykajici se maximalné vérohodného

odhadu.

Definice 3 (Vérohodnostni funkce). Budte x4, ..., z, € X C RP nezavisla pozoro-
vani absolutné spojité ndhodné veli¢iny X s neznamou hustotou pravdépodobnosti.
Necht {p? : X = RJ, 6 € © C R} je mnozina hypotetickych hustot pravdépodob-
nosti. Potom libovolnou funkci tvaru

n

LO|xy,...,x,) =c(xq,...,2,) - Hpi(wz)

i=1
nazyvame vérohodnostni funkci, a funkci tvaru
[0)lx1,...,x,) =InL(O|xy, ..., x,)

nazyvame logaritmickou vérohodnostni funkci, kde ¢ je libovolna funkece (ob-
vykle konstantni).
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Poznamka. V této praci budeme vzdy uvazovat c(x1,...,x,) = 1.

Definice 4. Bud 9ML(w1, ..., x,) takova borelovsky méfitelna funkce na mnoziné
elementérnich jevii nahodné veli¢iny X, Ze plati

L0y (1, ... xn)|@, ... ) = 3ug L(O|xy,... x,).
S

Pokud Opsr (@1, ..., x,) zavisi na @1, ..., x, a pokud je urfena jednoznaéné, potom
je nazyvana maximalné vérohodnym odhadem parametru 6.

To Ze maximéalné vérohodny odhad je dobrym odhadem neznamych parametri 6,
nam potvrdi nasledujici véta.
Véta 1. Budte xy, ..., z, ~ (X, p%(x)) nezavisla pozorovani a necht , € © C RV,
necht supp p’ nezavisi na 6 a E|Inp’| < oo pro viechna 6 € ©. Potom pro viechna
0 #+ 0y plati

7}1—{20 P(L(Oy|xy, ... ,x,) > L(Olzy,...,x,)) =1,

kde 6 # 6, je libovolny parametr z ©.

Véta 1 nam tedy fikd, ze pokud budeme mit soubor dat xy,...,x, € (X, p.(x))
nezévislych pozorovani a predpoklad, Ze existuje 0y € © tak, ze p% ~ p,, tak maxi-
malizaci funkce L(0|x, ..., x,) (vid parametrim ¢) dosahneme v ramci navrzeného
modelu nejlepsiho odhadu nezname hustoty pravdépodobnosti p,.

V metodéach strojového uceni jsou ¢asto preferovany tulohy minimaliza¢ni, kde mi-
nimalizovanou funkci nazyvame ztratovou funkci. Pro modifikaci maximaliza¢ni
tlohy na tlohu minimaliza¢ni staci vyraz prenasobit hodnotou —1. Déle pokud mi-
nimalizovanou funkci zlogaritmujeme, tak se minima této funkce nezméni, jelikoz
logaritmus je ostie rostouci funkce. Proto v tlohach pro odhad hustoty pravdépo-
dobnosti muzeme zavést ztratovou funkei tvaru

L@z, ... @) == logpl(;).
1=1

Aby se hodnota této funkce dramaticky neménila s velikosti souboru dat, modifiku-
jeme ztratovou funkci na

1 n
LO|xy, ... x,) = —Engpg(m,-). (2.1)
=1

Minimum této funkce miizeme hledat napt. pomoci metody nejvyssiho spadu. Nyni
méame zminéno vSe potiebné k optimalizaci odhadu hustoty pravdépodobnosti. M-
zeme se tedy presunout k popisu samotnych modeli.

2.1 Modely vyuzivajici transformaci ndhodné veli-
¢iny

Nésledujici tfida modeli (anglicky se tato t¥ida nazyva tzv. flow models) vyuziva

vétu o transformaci ndhodné veli¢iny. Uvedme si proto znéni této véty nejprve v

jednorozmérném piipadé.
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Véta 2. Necht X je absolutné spojita nahodna veli¢ina, h : R — R je ryze mono-
tonni funkce na mnoziné X () a h~! je diferencovatelna. Potom nahodné veli¢ina
Y = h(X) méa hustotu

dh=!
dy

o) = 0| %),

Dale si uvedme analogii této véty ve vice dimenzich.

Véta 3. Necht nahodny vektor Xy, ..., Xp méa sdruzené absolutné spojité rozdéleni
a (Yi,...,Yp) = h(Xy,...,Xp), kde h : RP — RP je spojité bijektivni zobrazeni
na oteviené mnoziné G takové, ze pro hustotu pravdépodobnosti p, plati

[ fG pedxy ...drp = 1. Necht déle inverzni zobrazeni h™! je spojité, diferencova-
telné a na mnoziné h(G) spliuje podminku

ony! Ohy?
oh~1 dy1 " Odyp
det 0 : . D #£0.
Y g Oy
oy "7 Oyp
Potom i ndhodny vektor (Y7, ..., Yp) ma sdruzené absolutné spojité rozdéleni a plati
—1 —1 oh~!
py(y1s-- -, yp) = pa(hy (Y15 Up)s -+ s hp (W1, -, yp)) - |det By |

Jak nam tato véta poslouzi k sestaveni pravdépodobnostniho modelu? Uvazujme
opét soubor dat @y, ...,x, € (X, p.(x)) nezavislych pozorovani. Dale zavedme po-
mocnou absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu Z na prostoru R” se zndmou hustotou
pravdépodobnosti p,. Dale klademe na nahodnou veli¢inu Z pozadavek, aby byla z
exponencialni t¥idy pravdépodobnostnich rozdéleni.

Poznamka. V této prace budeme typicky volit Z ~ N (0, I), tedy normované Gaus-
sovo rozdéleni.

Inverzni zobrazeni ve vété 3 oznacme jako g := h~!. Déle necht je zobrazeni g =
g(+,0) zavislé na parametrech 6, tedy g : RP x © — RP, kde © je parametricky pro-
stor. Uvazujeme transformaci nahodné veli¢iny Z = g(X, 0), kde nahodna veli¢ina
X piislusi prostoru (X, p?(x)). Hustota pravdépodobnosti p? pak dle véty 3 bude
nabyvat tvaru

det (2.2)

0
x) =p.(g(x,0))- .
Pe(x) = p:(g(z,0)) .
Timto jsme vytvofili mnozinu hustot pravdépodobnosti {p? : X — RS, § € © C
RY}. Dale vztah (2.2) zlogaritmujeme a upravime na

6g(a:,€)'

(2.3)

dg(x, 0
log pl(z) = log p.(g(z, 0)) + log |det %' :

Tvar logaritmické hustoty pravdépodobnosti tvaru (2.3) se bude v nésledujicich mo-
delech casto objevovat.
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Poznamka. Pod zobrazenim g = g(-,0) si v této chvili ¢tenaf muze predstavit napf.
dopfednou neuronovou sit se stejnym rozmérem vstupu a vystupu.

Dle maximalné vérohodného odhadu miizeme pro tiidu modeld vychézejicich ze
vztahu (2.3) a pro data x4, ..., ®, zavést ztratovou funkci ve tvaru

1 n
LBz, ... ,xn) = - > log pl ()
i1

dg(, 0)
det T (Q'JZ)

)

Pro takto navrzené modely v8ak obecné nastavaji dva problémy. Za prvé, dle véty
3 musi byt pouzité zobrazeni g = g(-,6) invertibilni. Druhym problémem je vysoka

narocnost vypoctu nachazejiciho se determinantu Jacobiho matice ‘det M(mi) .

1 n
= > (logpz(g(wi,ﬁ)) + log
=1

ox

Naro¢nost tohoto vypoctu je konkrétns O(D?), kde D je dimenze dat.

V nasledujicich ¢astech této kapitoly predstavime konkrétni priklady modeli, které
tyto dva problémy fesi.

2.1.1 Planarni a radialni normaliza¢ni modely

Modely popsané v této sekci byly poprvé publikovany v [16]. Tato tfida metod bude
modelovat hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

det &

log p? (x) = log p. 0 ]
ogpl(x) =logp.(9(x,0)) + log o

:1:,9)‘

kde g je invertibilni zobrazeni a p, znamé hustota pravdépodobnosti (volme opét
normované Gaussovo rozdéleni). Necht g : RP x © — RP vznikne sloZzenim zobrazen{
g1 -+ Gm, neboli g = (gno---0g1), kde g; : RPx0; = RP. ©, COproi=1,...,m,
a @;", 0, =0 () znadi direktni soudet). Pokud budou vechna g; invertibilni, pak
i g bude invertibilni. Ozna¢me pro = x° € R”

! = (gjo--0g)(x°), j=1,...,m.
Logaritmus hustoty pravdépodobnosti p/ miizeme pak pouZitim véty o derivaci slo-

zeného zobrazeni a pouzitim vlastnosti logaritmu vyjadrit ve tvaru

(pi—1 Q.
detagj(w 79])

log pl() = log p-(g(,0)) + > _log Oxi—1

Jj=1

9

kde (61,...,0,,) = 0. Pro soubor nezavislych pozorovani xi,...,x, € (X,p.(x)),
kde X C R”, muzeme dle maximalné vérohodného odhadu volit ztratovou funkei ve

) |

tvaru

n

1 m
E(mwla s 7mn) = _E Z (logpz(g(wiﬂ 0)) + Zlog
j=1

det ——————=
0

agj (mg_la Qj)
1

=1
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Nasledujici modely tedy voli vSechna g; invertibilni s dostate¢nym po¢tem parame-
tra 9]

Planarni normaliza¢ni modely za zobrazeni g;, 7 = 1,...,m, voli
gj(a:) =x + Uj . hj('w]T:B -+ bj),

kde u;, w; € R” b, € R akde h; : R — R je invertibilni realna funkce. Zaroven
(uj, wj,b;) € O - jde tedy o parametry zobrazeni g;. Oznatme ¢;(x) := bl (w;z +
b;) - w;. Potfebny determinant Jacobiho matice jednoduse spo¢teme jako

2] — 1o (o)
Radialni normaliza¢ni modely za zobrazeni g;, j = 1,...,m, voli

gij(x) ==z + B - hay, r)(z — ¢)),

1
Mag,r) = a; +r’
J

r= e -,

kde ¢; € R, B, € R, a; > 0 a (¢;, Bj, ;) € O, - opét jde o parametry zobrazeni g;.
Determinant Jacobiho matice spo¢teme jako

‘W = (1+ Bih(a;, )" (1 + Bih(ay, r) + Bik (o, 1) - 7).

Néro¢nost vypoctu determinantu je v obou piipadech O(D) - jde tedy o zna¢nou
redukei z O(D?). Invertibilita zobrazeni g je zaru¢ena kladenim dodate¢nych podmi-
nek na jednotlivé parametry. Tyto podminky Ize vSak jednoduse algoritmicky zaridit
(vice k témto podminkdm v dodatku ¢lanku [16]).

Takto navrzené modely vSak nejsou prilis flexibilni. Jinymi slovy naleznéme opti-
mélni parametr y, pro ktery hustota p% maximalizuje vérohodnost na datech z
prostoru (X, p,). Pokud by napf. hledana hustota p, vznikla slozitou nelinearni
transformaci z normalizovaného Gaussova rozdéleni, potiebovali bychom velky po-
¢et jednotlivych zobrazeni gy, ..., g, abychom tuto nelinearni transformaci aproxi-
movali. Nasledujici tifidu modelt si muzeme predstavit jako spojitou analogii nor-
malizacnich modeli. Ty diky transformacim pomoci diferencialnich rovnic dokézou
lépe aproximovat hypotetickou nelineadrni transformaci normalizovaného Gaussova
rozdéleni.

2.1.2 Spojité normalizacni modely a metoda FFJORD
Spojité normalizac¢ni modely (poprvé publikovany v [9]) jsou metodou pro odhad
hustoty pravdépodobnosti zalozené na tzv. diferencialnich neuronovych sitich

(opét publikovany ve stejné praci [9]). Metoda FFJORD (publikovana v [7]) je pak
pouze jejich modifikaci pro redukci vypoctu determinantu Jacobiho matice. Koncept
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diferencialnich neuronovych je podrobné rozebran v mé bakalaiské praci [3] a jejich
presny popis je nad ramec této prace. Proto na tento typ siti budeme nahlizet pouze
jako na cernou skrinku.

Mé&jme soustavu D oby¢ejnych diferencialnich rovnic tvaru

dz(t)
dt
feSenou na intervalu (g, ¢;) s po¢atetni podminkou z(tg) = zo € R” a s parametry
6 € © C RE. Déle méjme ztratovou funkeci £ zavislou na koncovém FeSeni této
soustavy, tedy

t1
L= L(x(t1),0) = £ (/ F(2(0),1, 9)dt> | (2.5)
to
Prikladem takto zvolené ztratové funkce miize byt

D

2 5 \2

L(z(t) = Y ((2(t):)* = (2)°), (2.6)
i=1
kde 2 € R? je nami pozadované koncové feseni soustavy (2.4). Nasim cilem je nyni
nalézt gradient %, ktery spolu s optimaliza¢nimi algoritmy (nap¥. pomoci metody
nejvétsiho spadu) vyuzijeme k nalezeni parametru 6, které minimalizuji ztratovou
funkci £, neboli

L(z(t1),0) =~ min L(z(t1),0).

((1)7) ropelél((l)))
Poznamka. Necht soustava (2.4) napt. popisuje trajektorii vystieleného sipu. Tato
trajektorie zavisi na parametrech 0. Dale mé&jme ter¢ se stfedem v 2 € RP. Zavedeme-
li ztratovou funkci tvaru (2.6), pak minimalizaci této funkce vii¢i parametram 6

nalezneme idealné trajektorii, ktera zasahne stied terce.

Diferencialni neuronové sité jsou algoritmem, kterému poskytneme tvar obycejné
diferencialni rovnice (2.4) s konkrétnim tvarem zobrazeni f, pocateéni podminku
z(tg) = zo € RP interval (ty,t,), parametry 6 a v posledni fadé ztratovou funkei
L typu (2.5). Algoritmus pak zpétnym FeSenim tzv. roz§ifené soustavy obycejnijch
diferencidlnich rovnic nalezne hledany gradient 2. Tento gradient pak miiZeme

96 °
vyuzit pro pozadovanou optimalizaci.

Vratme se k odhadu hustoty pravdépodobnosti. Spojité normaliza¢ni modely vyuzi-
vaji k transformaci hustoty pravdépodobnosti pravé soustavu obycejnych diferenci-
alnich rovnic. To, jak se bude s touto transformaci ménit hustota pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny, nam osvétli nasledujici véta.

Véta 4 (Instan¢éni zména ndhodnych veli¢in). Necht Z(t) je kone¢na v ¢ase spojita
nahodna velic¢ina s hustotou pravdépodobnosti p.) zavislou na ¢ase t € (to,t1).

Necht je dale

VA
= 1z (27)

oby¢ejné diferencialni rovnice popisujici spojity vyvoj nahodné veli¢iny Z(t) na
intervalu (¢, t;) s pocateéni podminkou Z(tg) = Z,, kde Z; je ndhodna veli¢ina s
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hustotou pravdépodobnosti p,,. Pokud je f diferencovatelné zobrazeni v proménné
Z(t) a spojité v proménné t, pak vyvoj logaritmu pravdépodobnostniho rozdéleni
P=(+) popisuje nasledujici diferencidlni rovnice:

dlog(p-(2(1))) of
ot =—Tr (82(15)) ’

(2.8)
pro t € (to,t1) s pocatecni podminkou log(p. () (2(t0))) = log(p=,(20)).

Diikaz této véty byl poprvé zvefejnén v dodatku ¢lanku [9].

Poznamka. Tato véta je analogii véty 3 pro transformaci ndhodné veli¢iny pomoci
obycejnych diferencialnich rovnic.

Nyni sestavime zminéné spojité normaliza¢ni modely. Mé&me opét soubor ne-
zévislych pozorovani @y, ..., x, € (X, p.(x)). Rovnice (2.7) a (2.8) ve vété 4 fesime
na stejném intervalu (%o, ). ZapiSme je proto do jedné soustavy obycejnych diferen-
cidlnich rovnic

dz
)
dlog(p(=(t)) of
oa r(@z(t)) (2:9)

na intervalu (o, ¢1), kde z(t) zna¢i pozorovani nahodné veli¢iny Z ().

Poznamka. V této soustavé jsme zanedbali znac¢eni spodniho argumentu hustoty
pravdépodobnosti p.). To, k jaké nahodné velicing hustota nalezi, je jednoznacné
uréeno z argumentu hustoty p(z(t)).

Déle se budeme zabyvat tim, jak vhodné uréit po¢ateéni podminku soustavy (2.9).
Pro budouci ucely uvedme diferencialni rovnici v integralnim tvaru

Am=4m+[Uu@w@

1%m4m»ﬁ%w4m»ﬁ/lﬂ(£@>w (2.10)

to

Ve druhé rovnici ode¢teme na obou stranach vyraz log(p,(x)) - coz je nami hledana
hustota pravdépodobnosti. Touto tpravou ziskdme tvar rovnic

2(t) :z(to)+/t1f(z(t),t)dt,

log(p(z(t1))) — log(p.(x)) = (log(p(z(t))) —10g(pgc(:v)))+/tl—Tr (a(z—‘é;» di
(2.11)

Predpokladejme, zZe ndhodné veli¢ina Z, dobte aproximuje nadhodnou veli¢inu X na
prostoru (X, p,(x)). Neboli uvazujeme, Ze pokud pozorovani = zg, pak log(p(z(to))) ~
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log(pz(x)). Pro pozorovani & € (X, p,(x)) proto polozme z(ty) = x a log(p(z(to)))—
log(p(x)) = 0. Rovnice se poté upravi na

s =+ " p), )t
log(p(=(1:)) — log(pe(a)) = [~ (af—{;)) i, (2.12)

Tuto integralni rovnici prepiSme opét do diferencialniho tvaru

dz
T f(z(t),1),
ODiog(2(1)) of
S i 1) (213)

na intervalu (o, ?;) s po¢ateéni podminkou { Alo’jéioé O))} — [ﬂ
Vsimnéme si preznaceni trajektorie druhé rovnice ve vyrazu (2.13) na Ayy(z(t)).
Refenim této rovnice totiz dostaneme rozdil logaritmi hustot pravdépodobnosti.
Za nahodnou veli¢inu Z(t;) = Z; nyni zvolme veli¢inu s normovanym Gaussovym
rozdélenim, tedy se znamou hustotou pravdépodobnosti p,, (z1) = p(z(t1)). ReSenim
diferencialni rovnice (2.13) v Case ; s prislusnou po¢ateéni podminkou bude

s tetny) = Losotetas ostou@n] = logton e ogtonte)

Nyni mame v8e potfebné pro vyjadieni hustoty pravdépodobnosti p, v bodé x,
jelikoz

log(p=,(21)) = Auog(2(t1)) = log(p=,(21)) — (log(p=, (21)) — log(p())) = log(p.(x)).

Zjednoduseng, FeSenim prvni rovnice v (2.13) ziskdme hodnotu z;. Tuto hodnotu do-
sadime do znamé hustoty p., a poté odecteme reSeni druhé rovnice. Pro prehlednost
zapisSme hustotu p, v integralnim tvaru

Pa() = log(p(2(t1))) — Aiog(2(t1))
= log p., (a: + /t:l f(z(t),t)dt) — /t:l —Tr (az{t)) dt. (2.14)

Do této chvile jsme v8ak predpokladali, ze zobrazeni f transformuje pomoci diferen-
cialni rovnice ndhodnou veli¢inu Z; (které aproximuje X ') na nahodnou veli¢inu Z;
se znamym rozdélenim. Jak ovSem zobrazeni f najit? Dosadme za f neuronovou sit
s rozmérem vstupu a vystupu D s parametry 0, tedy f = f(-,0) (explicitni zavis-
lost na ¢ase neuvazujeme). Tato volba nam rekapitulaci predeslého postupu vytvori
hustotu pravdépodobnosti

po(x) = logp., (m + /t ’ f(z(t),e)dt) - /: —Tr ( ai{g (z(t),&)) dt.
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Nyni pro soubor xy,...,x, € (X,p.(x)) opét vyuzijeme maximalné vérohodného
odhadu a sestavime ztratovou funkci tvaru

L@, @) = — %Z (logpzl (cc + /: f(z(t),&)dt)

1=

_ /: Ty (%@(t),@) dt).

Vidime, Ze tato ztratova funkce je piimo zavisla na feseni diferencialni rovnice (2.13),
tedy je typu funkce (2.5). Z tohoto faktu plyne, Ze pro optimalizaci mtizeme pouZit
zminéné diferencidlni neuronové sité.

Vratme se ke dvéma problémim zminénych v prvni ¢asti této kapitoly - zajisténi
invertibility a naroc¢nost vypoctu determinantu Jacobiho matice. Invertibilita je v
tomto piipadé zajisténa tim, ze soustavu obycejnych diferencialnich rovnic muzeme
feSit pozpatku. Narocnost vypoctu determinantu se diky nahrazeni operatorem

stopy matice zredukuje na O(D?) (tedy na naro¢nost vypoc&tu samotné Jacobiho
matice).

Timto jsme popsali metodu spojitych normalizacnich modeli. Tu déle modifiku-
jeme na metodu zvanou FFJORD (z anglického Free-form Jacobian of Reversible
Dynamics). Tato metoda aproximuje hodnotu stopy Jacobiho matice ve vété 4.

PouZita aproximace se nazyva Hutchinsontv odhad, ktery byl poprvé zvetrejnén v [8].
Pro zavedeni tohoto odhadu mé&jme absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu € rozméru
D. Po této veli¢iné pozadujeme, aby spliiovala Ele] = 0 a Cov|e] = I, kde Covle]
znaci kovarian¢ni matici. Typicky opét volime € z normovaného Gaussova rozdéleni.
Méjme matici A € RP*P. Pro jeji stopu pak dle Hutchinsonova odhadu plati

Tr(A) = E ! A€). (2.15)
Uvedeme si pouze formalni odvozeni tohoto odhadu:
Tr(A) = Tr(AI) = Tr(AE[e”]) =
= E[Tr(Aee’)] = Ele" A¢],
kde jsme na prvnim fadku diky predpokladim pouzili vztah
E[ee”] = Covle] + E[¢]E[e]” =
= Covle] = 1.

Hutchinsontuv odhad pouZijeme v soustavé diferencialnich rovnic (2.13) ¢imz ziskdme
soustavu pro metodu FFJORD ve tvaru

dz

% f(=0).0)
—aA“’giz(t)) — -E, |:ET (—aié)) e} (2.16)
na intervalu (¢, t1) s po¢ateéni podminkou {Al;((io()to))} _ [:(ﬂ ykde e ~ N(0,I).
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Na prvni pohled nemusi byt zfejmé, kde nastala redukce narocnosti vypoctu oproti
stopé Jacobiho matice. Trik spociva v tom, Ze nebudeme pocitat celou Jacobiho
matici %{t), ale pouze derivaci ve sméru ¢, tedy primo hodnotu <%{t)> - €. Takzvané
zpétné metody pro vypocet derivace dokdzi derivaci ve sméru spocitat s naro¢nosti
O(D) (Primy vypocet determinantu Jacobiho matice mé naro¢nost O(D?) - jedna
se tedy o znafné urychleni). Po tomto vypo¢tu hodnotu jednoduse pienasobime

transponovanym vektorem €’ .

Nyni opét analogicky ke spojitym normaliza¢nim modelim vyjadieme hustotu prav-
dépodobnosti p? p¥i pouZiti zobrazeni f = f(-,6) ve tvaru

pi(x) = logp., (:I: + /t:l f(Z(t),H)dt> — E. {/t:l —e” (aié) (z(t),@)) edt] ,

(2.17)
kde jsme provedly zaménu stfedni hodnoty a integralu. V této chvili mtizeme pro
soubor nezéavislych pozorovani xi,...,x, € (X,p.(x)) zavést pomoci maximalné

vérohodného odhadu ztratovou funkei
1 & t
‘C(0|m17-'-7mn) = - EZ logpz1 (331+/ f(Z(t),@)dt)
i=1 to

. /: T (a% (2(8), 9)> eidt),

kde jsme ke kazdému vzorku x;, ¢ = 1,...,n, vygenerovali ndhodnou hodnotu ¢; z
normovaného Gaussova rozdéleni. Pro dostate¢né vysoka n jsme takto aritmetickym
prumeérem odhadly stfedni hodnotu nachazejici se v Hutchinsonové odhadu. Z tohoto
faktu ovsem plyne, ze metodu FFJORD muZzeme v tomto tvaru pouzit pouze pro
uceni modeld - neboli pii pouzivani ztratové funkce v tomto tvaru. Pokud bychom
chtéli urcit hustotu pravdépodobnosti individuélniho pozorovani xy € (X, p.(x)),
museli bychom sestavit analogicky model spojitych normaliza¢nich modeli a pre-
nést nalezené parametry ¢ metodou FFJORD do tohoto nového modelu. Spojity
normalizacni model s témito parametry pak ur¢i presnou hustotu pravdépodobnosti
individualniho pozorovani.

Poznamka. Pti implementaci metody FFJORD je nutné, abychom jednotlivé hod-
noty €;, ¢ = 1,...,n, generovali mimo vypocet integralu. Jinymi slovy nesmime v
kazdém kroku napt. Runge-Kuttova algoritmu generovat nova e;.

K trénovani modelu FFJORD miizeme opét vyuzit zminéné diferencialni neuronové
sité.
2.1.3 Metoda MAF a RealNVP

Metody MAF [13] a RealNVP [4] opét vyuzivaji transformaci nahodné veli¢iny k
modelovani hustoty pravdépodobnosti. Implementaci téchto modelt jsem se osobné
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nezabyval, ale vyuzijeme ve vypocetni studii této préace. Z tohoto diivodu si je ne-
budeme rozebirat podrobné jako napf. metodu FFJORD, ale pouze si v této c¢asti
prace zminime jejich hlavni podstatu.

Metoda MAF opét transformuje normované Gaussovo rozdéleni NV (0, I) s hustotou
pravdépodobnosti p,. Méjme opét pozorovani s neznamou hustotou pravdépodob-
nosti € ~ py(x) rozméru D € N. Zavedme dvé maskované neuronové sité f, a
fa s rozméry vstupu a vystupu D (vice o maskovanych neuronovych sitich v [13]).
Provedme transformaci tvaru

z=(x—p)- exp(—a), kde p = f,(x) a kde o = f ().

Vyraz exp(—a) predstavuje vy¢isleni exponencialni funkce po prvcich vektoru. Jde
o inverzi transformace Gaussova rozdéleni (0, I) na Gaussovo rozdéleni N'(u, X)),
kde 3 € RP*P a diag(2) = exp(a)?. Vyslednou hustotu pravdépodobnosti spo¢teme

jako
po(x) = p.(z) + exp <Z az-) ,

kde # predstavuje parametry pouzitych neuronovych siti a kde exp (Z? ozz-> pred-
stavuje determinant Jacobiho matice uzité transformace.
Ptesunime se ke stru¢nému popisu metody RealNVP. Mé&jme opét pozorovani x ~

pz(x) a hustotu pravdépodobnosti normovaného Gaussova rozdéleni p,. Ozna¢me
T1.q = (z1,...,724)7, kde d < D. Provedme pro d < D transformaci

Z1:d = L1d
Zi11:0 = Ta+1.p © exp(s(T1.q)) + t(x1.4),

kde s a t znaéi gkalovaci a translacni funkci z R? — RP~¢ a kde operator ® znaéi
nasobeni po prvcich. Modelovanou hustotu pravdépodobnosti poté spocteme jako

deta—z ,

Pi(@) = pa(2) + |det =

kde nachéazejici se jacobiho matice ma tvar
0z 1, 0
— = | 0zq41. ) )
oz~ \ gt diag(exp(s(@1.a)))

Parametry 6 pfedstavuji prvky matice a vektoru vyskytujicich se v zobrazenich s a
t.

Jednotlivé transformace mtzeme v obou piipadech dale skladat jako v pripadé pla-
narnich a radidlnich normaliza¢nich modelu.

2.2 Modely s grafovou reprezentaci

Modely s grafovou reprezentaci jsou dalsi tfidou metod pro odhad hustoty prav-
dépodobnosti. Znamym pfedstavitelem téchto modeli jsou napt. Bayesovské sité

31



[11]. Obecné tyto modely riznymi zptisoby kombinuji zvolené pravdépodobnostni
distribuce. Toto kombinovani a vztahy jednotlivych distribuci poté dokazeme re-
prezentovat pomoci grafu - ve vét§iné pripadu orientovanym acyklickym grafem. V
této kapitole si popiseme dva modely tohoto typu. Konkrétné se bude jednat o tzv.
Souctové-produktové sité, které si podrobné rozebereme, a poté jejich koncept
rozsifime na tzv. Souc¢tové-produktové transformacni sité.

2.2.1 Souctové-produktové sité

Definice modelu Souétovych-produktovych siti (anglicky Sum-product networks
- v textu proto budeme pouzivat zkratku SPN, publikovano v [15]) je pomérné
abstraktni. V prvni fadé tuto definici vyslovime a pak si podrobné na ukazkovych
prikladech rozebereme princip tohoto modelu. Nejprve vsak vyslovme potiebné de-
finice z teorie grafi, které budeme v budoucnu pouzivat.

Definice 5. Necht G = (V| F) je orientovany acyklicky graf.

e Mnozinu potomki vrcholu v ozna¢ime Ch(v), v € V.
e Mnozinu vSech lista (vrcholi bez potomki) grafu G oznacime [(G).
e Mnozinu v8ech kofent (vrcholi bez rodi¢ii) grafu G ozna¢ime r(G).

e Mnozinu G\(I(G) U r(G)) nazveme mnozinou vnitinich vrchola G.
V nésledujici definici SPN se objevi i dosud nedefinované pojmy. Definici téchto

pojmu vyslovime ihned poté, abychom se vyhnuli dlouhé a komplikované definici.

Definice 6 (SPN). Necht X = (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, kde A je
o-algebra na . Souctova-produktova sit je usporadana trojice (G,,0), kde G =
(V, E) je orientovany acyklicky graf s jednim kofenem r € r(G), © je parametricky
prostor sité a ¢ : V — 2% je rozsahova funkce, kde 2% zna¢ mnozinu

2% — {(Q, A, ]f”)] Q) c Q, A je o-algebra na Q, P je pravdépodobnostni mira} )

Vnitini vrcholy a kofen tohoto grafu predstavuji takzvané souctové a soucinové vr-
choly (definované pozdéji). Kazdou hranu vystupujici ze sou¢tového vrcholu i do
libovolného vrcholu j ohodnotime vahou w;; > 0. Tato vaha je slozkou prvku pro-
storu 6.

Ozna¢me u € V, ¢(u) := (Qy, Ay, Py,). Dale pozadujeme, aby

L (Y0 € VNUG)) (2 = Useani @ A Uneann Au © A
2. Y(r)=X%

3. (V sou¢inové uzly v € V) (ﬂueCh(v) A, = (Z)) (Rozlozitelnost)
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4. (Vsouctové uzly v € V)(Vu € Ch(v)) (2, = AN A, = A,). (Uplnost)

Poznamka. Vrcholy grafu G Souctové-produktové sité budeme také nazyvat jako
uzly sité.

Tato definice byla vyslovena s obecnou mirou pravdépodobnosti P. V této préaci bu-
deme predpokladat, Ze tato pravdépodobnostni mira bude déale absolutné spojita.

Necht X = (X3,..., Xp) je D-rozmérna ndhodna veli¢ina na prostoru X. Mé&jme jeji
pozorovani & = (xy,...,rp)T € RP. Na listech grafu G sami zvolime pravdépodob-

nostni distribuce. Tyto distribuce budou budto prisluSet celé nahodné veli¢ing X,
nebo pouze jeji marginalni ¢asti - napt. (X1, X3, Xp), nebo napt. pouze jedné slozce
Xs. Distribuce opét volime absolutné spojité se znamou hustotou pravdépodobnosti.

Priklad. Pro marginalni ¢ast nahodné velic¢iny (X7, X3, Xp) zvolme distribuci na
pifslusném listu jako Gaussovké rozdéleni se stiedni hodnotou p € R? a kovarianéni
matici ¥ € R3*3. Pro pozorovani © = (z1,...,2zp)T ndhodné veliciny X vypocteme
hustotu pravdépodobnosti na tomto listu jako

eXP(_%(mhx& zp)’ — )"z, 23,20)" — p))
(2m)3 det & .

p(x) = p(z1,23,2p) =

Poznamka. Zde nastava bohuzel nekorektni pouziti statistickych pojmi. Méjme na-
hodnou veli¢inu X na prostoru X a jeji marginalni ¢ast - opét napt. (X, X3, Xp).
7, predeslého prikladu bylo na listu voleno trirozmérné Gaussovské rozdéleni, kte-
rému piislusi tfirozmérnd nahodna veli¢ina (Xl,Xg,X p). Ziejmé bude platit, ze
(X1, X3, Xp) # (Xl, Xg, XD) jakozto funkci z prostoru nahodnych jevi do Borelov-
skych mnozin. V budoucnu pokud fekneme, Ze pro marginalni ¢ast ndhodné velic¢iny
(X1, X3, Xp) volime distribuci s hustotou pravdépodobnosti p, pak tim myslime,
jak vy¢islit tuto hustotu pravdépodobnosti v prislusné ¢asti pozorovani ndhodné
veli¢iny X. Poprosil bych ¢tenafe o odpusténi pii nekorektnim pouzivani téchto
matematickych pojmu.

Parametry zvolenych hustot pravdépodobnosti budou slozkami prvku parametric-
kého prostoru © v SPN. Z podminky 2. v definici 6 vyplyvé, Ze listy sité museji svymi
distribucemi dohromady pokryvat celou ndhodnou velicinu X . Nyni se pfesuneme
k definicim zminénych souctovych a soucinovych uzli, které udavaji tvar distribuci
(resp. hustot pravdépodobnosti) na na zbylych uzel SPN.

Definice 7 (Souctovy uzel). Necht X = (92, A, P) je pravdépodobnostni prostor s
absolutné spojitou pravdépodobnostni mirou, S = (G,1,0) je SPN na X a necht
i € G\l(G) je libovolny vrchol G, ktery neni listem. Pak tento vrchol nazveme souc-
tovym uzlem (zna¢ime znaménkem "+"), pokud pro hustotu pravdépodobnosti p;
prislusné distribuce tohoto uzlu plati

pi(w) = > wipi(w),

JECh(5)

kde p; znaci hustoty pravdépodobnosti potomki j uzlu 1.
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Poznamka. Necht X je ndhodna veli¢ina na X. Dle pozadavku 4. (Uplnost) v defi-
nici SPN musi byt vSechny hustoty p; potomki souctového uzlu zavislé na stejnych
marginalnich ¢astech ndhodné veli¢iny X . Napt. pro pozorovani  musi pro vSechny
potomky j platit p;(x) = pj(x1, x3, xp). Z toho plyne, ze i pro souctovy uzel ¢ plati
pi(x) = pi(v1,73,7p)

Definice 8 (Souc¢inovy uzel). Necht X = (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor s
absolutné spojitou pravdépodobnostni mirou, S = (G,,0) je SPN na X a necht
v € G\l(G) je libovolny vrchol G, ktery neni listem. Pak tento vrchol nazveme sou-
¢inovym uzlem (znacime znaménkem "x"), pokud pro hustotu pravdépodobnosti
P, prislusné distribuce tohoto uzlu plati

po(@) = ] pul@),

u€Ch(v)

kde p, znac¢i hustoty pravdépodobnosti potomki v uzlu v.

Poznamka. Necht X je nahodna veli¢ina na X. Dle pozadavku 3. (Rozlisitelnost)
v definici SPN musi byt vSechny hustoty p, potomku uzlu zéavislé na jinych margi-
nélnich ¢astech ndhodné veliciny X. Pokud napft. budeme mit dva potomky souci-
nového uzlu u a w, jejich hustoty mohou byt napt. zavislé od p,(x) = p.(z1, 3, 2p)
a pw(®) = pu(x2). Naopak nesmi napt. nastat situace p,(x) = py(z1,73,2p) a
Pw(®) = pw(z1). Pozadavek rozlisitelnosti dale implikuje, ze disjunktni marginalni
¢asti nahodné veli¢iny X jsou na sobé nezavislé.

Definice 9. Necht S = (G,v,0) je SPN. S nazveme normovanou, pokud pro
kazdy souctovy uzel ¢ sité S plati

Déle budeme vzdy predpokladat, ze nésledujici priklady SPN jsou normované.

Na nésledujici sérii obrazku uvedeme piiklad vypoctu hustoty pravdépodobnosti
na SPN. Mé&jme prostor X = (2, A, P) s 3-rozmérnou nahodnou veli¢inou X a jeji
pozorovani € R3. Priklad SPN piislusné prostoru X miZeme vidét na obrazku 2.1.
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Obrazek 2.1: Priklad grafu normované SPN s listy predstavujici jednorozmérné
Gaussova rozdéleni s parametry g = 0, 0> = 1 a u = 0, 02 = 2. Veli¢ina x;,
1 = 1,2, 3, popisuje, které marginalni ¢asti ndhodné veliciny X dané rozdéleni od-
povida.

Meéjme pozorovani s hodnotami @ = (x1, 22, x3) = (0,0,0). Pro kazdou slozku na-
hodné veli¢iny nejprve vycislime hodnotu hustoty pravdépodobnosti normalizova-
ného Gaussova rozdéleni, resp. Gaussova rozdéleni s u = 0, 0% = 2, v bodé 0. Pro
hustotu normalntho rozdéleni v bodé 0 plati p(z) ~ 0, 4, resp. p(z) ~ 0,2 pro o2 = 2.
Na obréazku 2.2 muzeme vidét SPN s hodnotami hustot pravdépodobnosti v bodech
0 oznacené ¢ervenou barvou.

0,2 0,4

Obrézek 2.2: Priklad grafu normované SPN. Cervenou barvou jsou vyznaceny hus-
toty prislusnych distribuci pro pozorovani = (0,0, 0).

Na obrazku 2.3 mtuzeme vidét hodnoty hustot pravdépodobnosti na souc¢tovych uz-
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lech dle definice 7.

Obréazek 2.3: Priklad grafu normované SPN s hodnotami sou¢tovych uzli pro x =
(0,0,0).

Dale na obrézku 2.4 je uvedena SPN s hodnotami hustot pravdépodobnosti na sou-
¢inovych uzlech.

Obrazek 2.4: Priklad grafu normované SPN s hodnotami sou¢inovych uzli pro =

(0,0,0).

V poslednim obrazku 2.5 miizeme vidét hodnotu hustoty pravdépodobnosti v kofeni
SPN (zde se jedné opét o souctovy uzel).
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Obrazek 2.5: Priklad grafu normované SPN s celkovou hustotou pravdépodobnosti
sité pro & = (0,0,0).

Hustota pravdépodobnosti této SPN, ozna¢me ji p?, bude pro pozorovini x =
(0,0,0) nabyvat hodnoty p?(x) ~ 0,022. Parametry @ zde znaci prvek prostoru
© z definice SPN. Jedna se o parametry pouzitych rozdéleni na listech grafu a vah
hran vychézejicich ze souc¢tovych uzli.

Poznamka. Silnou vlastnosti SPN oproti vétsiné pravdépodobnostnich modelt je
moznost vypoctu marginalnich hustot pravdépodobnosti. Tato vlastnost je zaru-
¢ena diky predpokladum 3. a 4. v definici 6. Podrobné na piikladech je moznost
marginalizace vysvétlena v mém vyzkumném tukolu [2].

Mé&jme opét soubor nezavislych pozorovani x1,...,x, € (X,p.(x)), X C RP. Dle
maximalné vérohodného odhadu muzeme opét sestavit ztratovou funkci tvaru

1 n
LO|z,. .. Tn) = - > “logpl ().
i=1

Pokud je model SPN dostate¢né robustni, bude pro optimélni §, € © platit p% ~ p,.

2.2.2 Souctové-produktové transformacni sité

Jak jiz bylo zminéno, Souctové-produktové transformacni sité (anglicky Sum-product
transform networks, v textu budeme dale pouzivat zkratku SPTN, SPTN byly po-
prvé zvefejnény v [14]) jsou modifikaci popsanych SPN. V modelu SPN jsme kom-
binovali rizné pravdépodobnostni distribuce pouze pomoci linearnich transformaci.
V modelu SPTN budeme schopni modelovat nelineérni transformace jednotlivych
distribuci pomoci zavedeni tzv. transformacniho uzlu. Nejprve vyslovime potiebné
definice k tomuto modelu.
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Definice 10. Necht G = (V, E) je orientovany acyklicky graf. Poté fekneme, ze
w € V déli hranu mezi v,u € V,v # u, pokud

L. ((v,w) € EAN(w,u) € E)V ((u,w) € EN (w,v) € E)
2. MteV)(t#unt#v)((w,t) ¢ EN(t,w) ¢ E).

Definice 11 (SPTN). Necht X = (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, kde A
je o-algebra na 2. Souctova-produktova transformacni sit je usporadana trojice
(G,¢,0), kde G = (V, E) je orientovany acyklicky graf s jednim kofenem r € r(G),
O je parametricky prostor sité a ¢ : V — 2% je rozsahova funkce, kde 2% znaci
mnozinu

2% — {(Q, A, IFD)| Q c Q, A je -algebra na Q, P je pravdépodobnostni mira} .

Vnitini vrcholy a koren tohoto grafu predstavuji takzvané souctové, soucinové a
transformad¢ni vrcholy.

Kazdou hranu vystupujici ze souc¢tového vrcholu ¢ do libovolného vrcholu 5 ohodno-
time vahou w;; > 0. Tato véha je slozkou prvku prostoru ©.

Déle pozadujeme, aby kazdy transformacni vrchol w délil hranu mezi dvéma vrcholy
u,v € G, w # v, w # u, v # u. Parametry uzité v transformac¢nim vrcholu jsou
slozky prvku prostoru ©.

Ozna¢me u € V, ¢(u) := (Qy, Ay, P,,). Dale pozadujeme, aby

1. (Vo e V\I(G)) (Q — Uneento) @u A Usecngey Au € Av>

2. YP(r)=X%
3. (V soucinové uzly v € V') <ﬂu60h(v) A, = @) (Rozlozitelnost)
4. (V¥ souctové uzly v € V)(Vu € Ch(v)) (2, = Q, AN A, = A,). (Uplnost)

Poznamka. Pro prostor X s absolutné spojitou mirou zustéavaji definice souctovych
a sou¢inovych uzli stejné jako v modelu SPN. V tomto modelu poté na libovolnou
hranu muzeme poloZit transformacni uzel, jehoz definici si nyni vyslovime.

Definice 12 (Transformac¢ni uzel). Necht X = (92, A, P) je pravdépodobnostni pro-
stor s absolutné spojitou pravdépodobnostni mirou, 7" = (G, 1, 0) je SPTN na X,
v € G\l(G) je libovolny vrchol G, ktery neni listem, a necht f(-,n) : R™ — R™
je diferencovatelné, bijektivni zobrazeni (1 znac¢i parametry zobrazeni f, které jsou
slozkami prvku parametrického prostoru ©). Pak vrchol v nazveme transformac-
nim uzlem (znac¢ime znaménkem " f", dle pouZzitého zobrazeni), pokud pro hustotu
pravdépodobnosti p, pfislusné distribuce tohoto uzlu plati

@) = (@) et (L @)
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kde p, zna¢i hustotu pravdépodobnosti potomka v uzlu v (dle definice SPTN jedi-

ného) a % znadi Jacobiho matici (resp. derivaci pro jednorozmérny piipad) zobra-
zeni f. Dale m zna¢i dimenzi margindlni ¢asti ndhodné veli¢iny X na prostoru X

prislusné uzlu wu.

Poznamka. V modelech vyuzivajicich transformaci nahodné veli¢iny jsme uvadéli
transformaci hustoty veli¢iny v logaritmickém tvaru. Obecné se ¢astéji pracuje prave
s hustotami v tomto tvaru. V nasledujicim odstavci si proto uvedeme transformace
hustot pravdépodobnostni na souctovych, soucinovych a transformacnich uzlech v
logaritmickém tvaru:

1. Souc¢tovy uzel: log p;(x) = log (EjGCh(i) exp(log(w;;) + log(pj(w)))>.
(Tento tvar je volen kvuli pfitomnosti log(p;(x)))

2. Soutinovy uzel: log p,(z) = >, con) log pu().

3. Transformacni uzel: log p,(z) = log pu(f(x)) + log (|det (2L(x)) )

Nyni nastava otazka, jak volit zobrazeni f uzité pro transformaci hustoty pravdépo-
dobnosti. Miizeme napft. volit zobrazeni popsané v sekci 2.1.1 - tedy zobrazeni uzité
v planarnich a radidlnich normaliza¢nich modelech.

Ve vypocetni studii této prace budeme vsak vyuzivat modely SPTN, ve kterych za
zobrazeni f v transformacnich uzlech volime jednu vrstvu neuronové sité. Mé&jme
regularni matici A € R™ ™, vektor b € R™ a aktivaéni funkci o : R™ — R™
(zpravidla ostfe rostouci a diferencovatelnou). Zobrazeni f poté zavedeme jako

f(x) =0 (Ax +D).

Diky vyslovenym predpokladiim budeme takto volené zobrazeni invertibilni. JelikoZ
je matice A, muzeme jednoznacné najit jeji SVD rozklad

A=UDVT,

kde U,V € R™ ™ jsou unitarni matice a D € R"™ ™ je matice diagonalni. Pro
zménu logaritmu determinantu potfebnou pro transformaci hustoty pravdépodob-
nosti bude pro zobrazeni f v tomto tvaru platit

of d d
log ( det <8_:n(w)) ') = Zlog |dii| + Zlog

kde 0 = UDVTx + b a kde d;; jsou diagonalni prvky matice D. Pokud aktiva¢ni
funkci o zvolime jako identitu, dostaneme afinni transformaci.

80’i
801‘

)

MizZzeme samoziejmé pouzit i komplikovanéjsi transformace hustoty pravdépodob-
nosti. Napf. muzeme v transformacnich uzlech pouzit metodu FFJORD - presnéji
vztah (2.17). Timto pfipadem jsem se podrobné zabyval ve svém vyzkumném tukolu

2].
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Na obrazku 2.6 muzeme vidét piiklad SPTN, kterou jsme vytvotili z SPN na obrazku
2.1 vloZenim transformacnich uzli pred listy grafu.

Vsimnéme si, ze na tomto prikladu jsme na vSech listech zvolili vSechna pravdépo-
dobnostni rozdéleni jako normovana Gaussova. Toto jsme si na rozdil od modelu
SPN mohli dovolit pravé diky vlozeni transformacnich uzli. Predpoklddame, ze
uzita zobrazeni v transformacnich uzlech budou natolik robustni, Zze dokazi potifebné
modifikovat parametry rozdéleni na listech grafu (zménu parametri normovaného
Gaussova rozdéleni napf. docilime pouzitim pouhé afinni transformace).

Jinymi slovy muzeme volit parametry pouzitych rozdéleni na listech grafu jako fixni
- tedy nespadaji do parametrického prostoru © v modelu SPTN. Z tohoto divodu
muzeme obrazek 2.6 zakreslit v kompaktnéj$im tvaru na obrazku 2.7.

Poznamka. Diky obrézku 2.7 muzeme na takto sestavenou SPTN nahlizet jako
na jeden z modeli popsanych v sekci 2.1. Neboli na vyslednou hustotu pravdépo-
dobnosti SPTN miuzeme nahliZzet jako na pfetransformovanou hustotu normovaného
Gaussova rozdéleni.

Analogickym postupem jako v SPN s priddnim transformad¢nich uzli mizeme vypo-
¢itat hustotu pravdépodobnosti p?. Pro nezavisla pozorovani @y, . .., x, € (X, p.(x)),
X C RP pak opét zavedeme ztratovou funkci tvaru

1 n
=1

Timto jsme zakonc¢ili popis pravdépodobnostnich modelt pro odhad hustoty prav-
dépodobnosti. V nasledujici kapitole se budeme zabyvat jejich vyuzitim pro detekci
anomalii.
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Obrazek 2.6: Piiklad grafu normované SPTN vytvotfené z SPN na obrazku 2.1. Listy
predstavuji jednorozmérné normovana Gaussova rozdéleni. fi, ..., fip jsou uzité zob-
razeni pro transformacni uzly.

/®\

0,2 0,8

0.3 0,7 0,5 0,5 0,6 0.4 0,9 0,1

| |
ONORO RO ONOOFOFD)

Obrazek 2.7: Priklad kompaktnéjsiho zakresleni SPTN na obrazku 2.6.
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Kapitola 3

Detekce anomalii pomoci odhadu
hustoty pravdépodobnosti

V této kapitole se budeme prevazné zabyvat evaluaci jednotlivych modelt odhaduji-
cich hustotu pravdépodobnosti pro detekci anomalii. Nejprve zminime, jak porovnat
jednotlivé modely pouze z hlediska jejich schopnosti odhadu hustoty pravdépodob-
nosti. Mé&jme nezavisla realna data x,, ..., x, € (X,p.(x)), X C RP. Nejprve data
rozdélime na tzv. trénovaci a testovaci soubor (valida¢ni soubor pro jednoduchost
zde uvazovat nebudeme). Rozdélme data na tyto dva soubory napf. v poméru 4 : 1,
jinymi slovy ndhodnym vybérem vybereme 80% dat do trénovaciho souboru a zby-
tek vlozime do testovactho souboru. Oznaéme trénovaci soubor jako i, ... gtrain
test test

a testovaci jako x1*, ..., x.*' kde m + s = n. Trénovaci soubor pouzijeme na
trénovani modelu, neboli pro nalezeni optimélnich parametri

train train
O ~ aggglfﬁ(ﬂm R S
€

Pokud tyto parametry nalezneme spolu s tvarem hustoty pravdépodobnosti p?, mi-
zeme ohodnotit schopnost modelu odhadnout hledanou hustotu pravdépodobnosti
celkovou vérohodnosti na testovacich datech, tedy hodnotou

test test test
g(ml 9t |9 Hp z

Cim vétsf tato hodnota bude, tim vétsi bude pravdépodobnost, Ze se model piiblizil
ke skutec¢né hustoté pravdépodobnosti p,.

V detekci anomalii je bohuzel evaluace ponékud komplikovanéjsi. Uvazujme soubor
dat @1,..., @, € (X, p.(x)) s hladinou normality « (opét pfipomeiime, Ze napf. pro

= 0,05 predpokladame, ze 5% dat bude anomélnich). Pro jednoduchost zane-
dbame rozdéleni na trénovaci a testovaci soubor. Na téchto datech nauc¢ime model
s vyslednou hustotou pravdépodobnosti p?. Déle empiricky uréime prah normality

vztahem
—sup{7>0 ZIL 0,40 >1—a}
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a zavedeme klasifikdtor anomélii ve tvaru

(@) +1 pro p%(x) <7,
COé w =
—1 pro pP(x) > 7,.

Pro a = 0,05 nam tento klasifikdtor vyhodnoti 5% dat jako anoméalnich. My ovSem
ve valné vétsiné pripadi nebudeme mit apriorni informaci o tom, jaki data jsou a
nejsou norméalni. Pokud by se napf. jednalo o 1000 medicinskych dat, potiebovali
bychom ke kazdé hodnoté znalecky posudek lékare, zda-li se jedna, ¢i nejedné o
anomalii. V krajnim pfipadé by mohla nastat situace, ze vSechny anomalie budou
klasifikovany jako normélni a vSechny klasifikované anomaélie budou ve skutec¢nosti
normélni - nemame moznost zjistit, zda-li tato situace nastala. Pokud ovSem tuto
apriorni informaci méme, jedné se o silnou vyhodu. Rozdélme proto data pro evaluaci
detekce anomaliif do ti{ tiid:

1. Data vice trid - na poc¢atku méame soubor dat rozdélenych do dvou nebo
vice tiid. Jednu ¢ast tiid oznacime jako normalni a zbylou ¢ast jako anoméalni.
Nevyhodou této varianty je pravdépodobné vykazovani silného systematického
chovani anomalnich dat.

2. Data se skute¢nymi anomaliemi - jednéd se o soubor dat, kde expert v
daném oboru pfesné urcil, jakd data jsou norméalni a jakd anomalni. Jedna se
o idedlni piipad, v praxi je vSak mélo casty.

3. Data s umélymi anomaliemi - mame k dispozici soubor dat. Vsechna tato
data oznacime jako normalni a sami si uméle vygenerujeme data, ktera ozna-
¢ime jako anomaélni.

Ve vypocetni studii této prace se budeme zabyvat vSemi pripady. Nevyhodou tfetiho
pripadu je, Ze pokud anomalni data budou vykazovat slabé systematické chovéani, tak
toto chovani nebudeme schopni v nasem modelu zaznamenat. Pokud bychom opét
méli medicinska data a védéli bychom, zZe anomélie je ve vétsiné pripadi zptusobena
chybnym mérenim krevniho tlaku, tak bychom neméli moznost tuto skutec¢nost v
modelu zahrnout.

Dale tedy budeme pfedpokladat, Ze anomalie nevykazuji jakékoliv systematické cho-
vani. Umélé anomalie vytvorime tak, Ze pro soubor dat 1, ..., @, € (X, p.(x)) za-
vedeme kompaktni mnozinu K C X tak, ze xy,...,x, € K. Na této kompaktni
mnoziné zavedeme rovnomérné rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti u, = u,(x).
Dle tohoto rozdéleni vygenerujeme na mnoziné K soubor dat @,...,x,,. Data
&1, ..., &, oznacime jako anomélni, nebo-1i hodnotou +1 (tedy jako pozitivni). Data
x1,..., T, oznacime jako normalni, nebo-li hodnotou —1 (tedy jako negativni).

Predpoklad, ze anomalni data uvazujeme z rovnomérného rozdéleni, ndm umozni v
nésledujici sekci vyslovit rigorézni tvrzeni, které dovoli chapat detekci anomaélii jako
klasifika¢ni problém.
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3.1 Detekce anomalii jako klasifika¢ni problém

Teorie popsané v této sekci prace se opira o ¢lanek [19].

Mé&jme prostor X C R s hustotou pravdépodobnosti p}. P¥ipometime definici mno-
ziny anomalii A z kapitoly 1

A={z e X, p/(x) <7}, 7o >0,

kde 7, je prah normality na hladiné o € (0,1). Ozna¢me mnozinu normalnich dat
jako
pf>1}=X\A={x e X, p/(x) > 1.}

Méjme klasifikitor anomalii ¢, : RP — R. Uvedme opét klasifikitor anomalii modela
odhadujicich hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

coT) =
@) =120 bro (@) > 7,

{—i—l pro p%(x) < 7,
kde p% je odhad hustoty pravdépodobnosti a 7, je empiricky odhad prahu normality
na hladiné a.

Zavedme mnoZinu
{ca <0} :={z € X, cu(x) < 0}.

Déle opét pro jednoduchost predpokladejme, ze pro data xi,...,x, € (X, p.(x))
plati p, = pI - jinymi slovy zanedbavame vznikly Sum pii méfeni dat.

Schopnost klasifikdtoru korektné detekovat anomalie mizeme uréit pomoci tzv. vy-
konnostni miry S, . -, definované vztahem

Spipe,Ta (ca) = p({ca <0} A{p: > Ta}), (3.1)

kde operator A znaci symetrickou diferenci. Pokud nalezneme klasifikator ¢, s vlast-
nosti S, . . (o) = 0, mizeme se domnivat, ze tento klasifikdtor bude idealni.

Miru S, ,, . vSak nejsme ve vétsiné piipadii schopni pfimo vypocitat, jelikoz ne-
zname tvar mnoziny {p, > 7,}. V nasledujici ¢asti této sekce se budeme zabyvat
odhadem vykonnostni miry. Jak jiz bylo v této kapitole naznaceno, tento odhad
bude zaloZzen na vygenerovani umélych anomaélii z rovnomérného rozdéleni na pre-
dem urcené mnoziné.

Poznamka. Pravdépodobnostni mira rovnomérného rozdéleni na kompaktni mno-
zin€ je az normovaci faktor ekvivalentni Lebeguovské mife na této mnoziné. Nasle-
dujici teorie je zalozena na Lebeguovské mite, ale samoziejmé bychom byli schopni
analogicky tuto teorii zavést s mirou rovnomérného rozdélent.

Pomoci vyse uvedeného postupu zavedeme soubor normalnich dat (xy, —1),..., (.,
a soubor uméle vytvorenych anomaélii (€1,+1),..., (Zm, +1). Dohromady tyto sou-
bory tvofi mnoZinu prvka prostoru X x ), kde ) = {—1,+1}. Nyni na prostoru
X x Y zavedeme pomocnou miru.
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Definice 13. Necht P je pravdépodobnostni mira na prostoru X, u je Lebegueovskéa
mira na prostoru X a s € (0, 1). Miru P&, na prostoru X x ) definujeme vztahem

P o, u(A) = sEy_p[la(e, —1)] + (1 —5) /A 1 a(, +1)dz

pro méfitelné mnoziny A C X x Y. Uzivame zkraceny zapis charakteristické funkce
na prostoru X x ) dany vztahem 14(x,y) := La((x,v)).

Definice 14 (Riziko binarntho klasifikdtoru). Necht ¢, : R” — R je binarni klasifi-
kator, X C RP je prostor s pravdépodobnostni mirou P a s € (0,1). Necht ¢, je mé-
fitelna funkce na prostoru X'. Méjme miru @) na prostoru X x Y, kde Y = {—1, +1},
danou @) := P &, p. Riziko binarniho klasifikatoru R(c,) definujeme vztahem

Ra(ca) = Q ({(z,y), signca(x) # y}).
Bayesovské riziko R vici () je dale definovano jako

Ro = inf {Rg(ca), ca: R” — R méFitelné} .

Pomoci pravdépodobnostni teorie a teorie miry lze dokazat nasledujici tvrzeni, které
dava do vztahu pravé vykonnostni miru a riziko binarniho klasifikatoru.

Véta 5. Necht P je pravdépodobnostni mira na X s hustotou pravdépodobnosti
Dz, 1 je Lebegeuovska mira na X a ) = {—1,+1}. Necht 7, > 0 je prah normality,
pro ktery plati

p{ze X, p(x) =70) = 0.

Déle volime s := {7— a zavedeme miru @ = P &4 pu na prostoru X x ). Pak pro
viechny posloupnosti (¢,) méfitelnych funkei, ¢, : R” — R, jsou nasledujici vyroky

ekvivalentni:

L. S, per(cn) = 0.

2. RQ(Cn) — RQ.

Pomérné komplikovany dikaz této véty je zaloZzen na teorii miry a je k dohledani v
¢lanku [19].

Nyni bychom mohli v této teorii pokracovat a napt. zavést empirické odhady hodnoty
Rg(ca) pro nami zvoleny klasifikator ¢,. V ramci této prace se vsak spokojime s
jednodussi interpretaci rizika binarniho klasifikdtoru.

Megjme k dispozici nezavisla pozorovani (@1, —1), ..., (€., —1) € (X, p.(x)) x{—1} a
kompaktni mnozinu K C X, ktera tato pozorovani pokryva. Na kompaktni mnoziné
K poté vygenerujeme dle rovnomérného rozdéleni (které je az na normovaci faktor
ekvivalentni s Lebesguovou mirou na K) umélé anomalie (&1, +1),..., (&, +1) €
K x {+1}. Pokud budeme mit fadu raznych klasifikatorii cy, ..., ¢, kde ¢; : RP? —
{£1}, i = 1,...,1, pak za nejlepsi klasifikator z této t¥idy muiZzeme volit ten, ktery
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korektné klasifikuje nejvétsi pocet poskytnutych dat a umélych anomalii. Takto zvo-
leny klasifikdtor bude pravdépodobné nejvice minimalizovat riziko binarniho klasi-
fikatoru a tudiz dle véty 5 nejlépe vystihne tvar mnoziny normélnich dat. Intuitivni
predpoklad toho, Ze rovnomeérné rozlozené umélé anoméalie mohou zastoupit realné
anomélie, mame nyni matematicky podlozen.

Pri klasifikaci dale musime rozliSovat dvé situace chybovosti klasifikdtoru. Tyto dvé
rozdilné situace nazveme jako:

1. Chyba prvniho druhu - nespravné oznac¢ime normalni pozorovani jako ano-
malii.

2. Chyba druhého druhu - nespravné oznac¢ime anomélii jako normélni pozo-
rovani.

Poznamka. Pokud timto postupem vygenerujeme umélé anomalie, tak se nam s vel-
kou pravdépodobnosti stane, ze nékteré anomalie budou lezet blizko normalnich dat
a tudiz budou klasifikovany jako normélni (chyba druhého druhu). Naopak pokud
soubor dat bude obsahovat skutecné anomalie, které dle popsaného postupu ozna-
¢ime jako normalni, tak s nejvyssi pravdépodobnosti je klasifikator oznaci skuteéné
jako anomaélie (chyba prvniho druhu). Kouzlem vySe popsané teorie spoc¢iva v tom,
7e 1 pres tyto situace neztratime pii takto vykonstruovaném srovnani jednotlivych
klasifikatort vypovédni hodnotu o jejich schopnosti anomalie detekovat.

Tyto dva ptipady musime zahrnout v evaluaci detekce anomaélii v nésledujici ¢asti
této kapitoly.

3.2 Evaluace klasifikdtori anomalii

V této ¢asti nejprve navazeme piimo na chybu prvntho a druhého druhu. Ptipo-
menme si, Ze normélni data jsme oznacili hodnotou —1, neboli negativné. Klasifikujeme-
li chybné normélni pozorovani jako anomélni (hodnotou +1), nastane chyba prvniho
druhu a pozorovani nazveme faleSné pozitivni. Naopak klasifikujeme-li chybné
anoméalni pozorovani, tedy chybné ho klasifikujeme hodnotou —1, nazveme pozoro-
vani jako fale§né negativni. Pokud pozorovani klasifikujeme spravné, oznac¢ime ho
jako pravé negativni, resp. pravé pozitivni.

Pro jednoduchost oznac¢ime pocty takto definovanych pozorovani pomoci nasleduji-
citho znaceni:

F'P = pocet falesné pozitivnich pozorovani,
FN = pocet falesné negativnich pozorovani,
TP = pocet pravé pozitivnich pozorovani,
TN = pocet pravé negativnich pozorovani,

P = FN + TP = pocet pozitivnich pozorovani,
N = FP + TN = pocet negativnich pozorovani.
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Na prvni pohled bychom mohli posoudit schopnost klasifikatoru detekovat anomaélie
pomoci poméru celkového po¢tu chybnych klasifikaci ku celkovému pocétu pozoro-
vani. Tento pomér je nazyvan jako presnost a je dan vztahem

TP +TN
FP+FN4+TP+ TN

presnost =

Tato hodnota vSak miize byt zavadéjici. Méjme 95 normélnich pozorovani a 5 ano-
mélnich pozorovani. Pokud bychom zavedli trivialni klasifikitor, ktery by vSechna
pozorovani klasifikoval hodnotou —1, pak by celkova presnost byla 95%. To se na
prvni pohled jevi jako dobra hodnota i pres to, ze klasifikator v detekci anomaélii
zcela selhal.

7 tohoto duvodu zavadime jiné poméry uvedenych po¢tii. Prvnim pomérem je tzv.
senzitivita, neboli mira pravé pozitivity (anglicky true positive rate - zkratka TPR),

ktera je dana pomeérem

TP TP
TPR="—"=_—~" |
R= 5 =7psFN

V pripadé detekce anomalii udava senzitivita pomér korektné klasifikovanych ano-
malii. Obdobnym zptusobem muzeme zavést tzv. selektivitu, neboli miru pravé
negativity (anglicky true negative rate - zkratka TNR), kteréa je dana pomérem

TN TN

TNR = = .
R N TN+ FP

Jako protiklad senzitivity miazeme zavést miru falesné pozitivity (anglicky false po-
sitive rate - zkratka FPR), ktera je ddna pomérem

FP FP

FPR = = .
R N FP+TN

V ptipadé detekce anomalii nAm mira falesné pozitivity udava pomér nespravné kla-
sifikovanych anomalii - jde tedy o indikator chyby prvniho typu. Obdobné miizeme
opét zavést miru falesné negativity (anglicky false negative rate - zkratka FNR)

pomérem
FN FN

P~ FN+TP
ktera je indikdtorem chyby druhého druhu.

FNR =

Nyni pro budouci evaluaci zavedeme graf zavislosti TP R na F'PR. Tento graf bude
dle definic pouzitych poméri lezet ve ¢tverci [0, 1] x [0, 1]. Mé&me nyni trivialni kla-
sifikator anomélii, ktery bude zcela ndhodné rozhodovat, zda dané pozorovani je, ¢i
neni anomalii. Rozhodnut{ tohoto klasifikitoru bude zavist na Bernoulliho rozdéleni
s parametrem p = 0,5. Pri klasifikaci si tedy hodime minci a na zakladé toho, co
nam padne rozhodneme, zda-li pozorovani oznac¢ime jako pozitivni, nebo negativni.
Mira pravé pozitivity bude pravdépodobné praveé 0,5 a zarovein mira falesné pozi-
tivity bude také pravdépodobné 0,5 pro dostatecné velky soubor testovanych dat.
Hodnota tohoto klasifikatoru bude lezet na zavedeném grafu v bodé FFPR = 0,5 a
TPR = 0,5. Tato hodnota lezi na kiivce identické funkce f(x) = x. Pokud budeme
spojité hybat s parametrem p € (0, 1) uzitého Bernoulliho rozdéleni, dostaneme na
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Nahodny klasifikator
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Mira pravée pozitivity
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Obrazek 3.1: Priklad grafu zavislosti miry pravé pozitivity na mife pravé negati-
vity v zavislosti na parametru p € (0,1) Bernoulliho rozdéleni uzitého nahodného
klasifikatoru anomaélii.

zavedeném grafu opét hodnoty, které budou lezet na kiivce identické funkce. Timto
postupem dostaneme graf na obrazku 3.1.

Vratme se nyni k modelim odhadujicim hustotu pravdépodobnosti. Do této chvile
jsme jsme pracovali s tzv. prahem normality 7,, resp. s jeho empirickym odhadem 7.
Tento prah nam piimo definoval mnozinu anomaélii, jinymi slovy pfimo urcoval to,
jaka pozorovani v nasem hypotetickém prostoru (X, p,(x)) oznacit jako anomalni,
resp. normalni. Ted v8ak budeme na tento prah nahlizet z opa¢ného thlu pohledu.
Mgéjme testovaci soubor dat (1, —1), ..., (€n, —1), (®ps1, +1), ..., (Tsin, +1) € XX
{£1}, tedy soubor normélnich a anomalnich dat. Mé&jme dale jiz optimalizovany mo-
del odhadujici neznamou p, hustotu pravdépodobnosti pomoci hustoty p%. Zavedme
hodnoty

0
Tmaz = . MaxX pxo(wi)>
i=1,...,n+s
: 0,
Tmin = 1N p:co (wl)
i=1,...,n+s

Predpokladejme, Ze Tnaxe # Tmin- Pak pro 7 € (Timaz, Tmin) zavedeme klasifikator
tvaru

(@) +1 pro p¥(x) <,
e (x) =
—1 pro pgo(az) > T,

a dale na testovacich datech ur¢ime poméry TPR a F'PR a jejich hodnoty vyneseme
na sestrojeny graf. Stejny postup provedeme pro vSechna 7 € (Tiaz, Trmin) CiMZ
obdrzime tzv. ROC kiivku (z anglického Receiver operating characteristic).
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Poznamka. Ve skutecnosti samoziejmé nemusime tento postup provozovat pro ne-
spocetné mnoho 7 € (Tyax, Tmin)- Z tvaru zavedeného klasifikdtoru plyne, ze vysledna
ROC ktivka bude schodovita funkce. Musime tedy urcit klasifikitory s n+ s ruznymi
prahy (n + s je celkovy pocet testovacich dat).

Pro rostouci pocet dat n + s — oo a pro 7 — Te bude platit FPR — 1 a
TPR — 1. Naopak pro 7 — 7,,;,, bude platit FPR — 0 a TPR — 0. Vysledna
ROC kiivka tedy bude za¢inat v bodé (0,0) a kon¢it v bodé (1,1). ROC kiivka
dobie navrzeného klasifikitoru anomaélii by tedy méla lezet nad kfivkou identity.
Naopak pokud by ROC kiivka klasifikatoru lezela pod kfivkou identity, znamenalo
by to, Ze klasifikator se chovi hufe, nez ndhodny klasifikitor - v tomto pripadé by
byla detekce anomalii spiSe kontraproduktivni. Ukédzku ROC kiivky modelu SPTN
miuzeme napi. vidét na obrazku 3.2.

ROC kfivka

1.00 =

075k
&
=
=
N
[}
o -
Rl b [ -
= 0.50 //
o /
O
[
R
=

0.25

T auc: 75.83%
V0] L L L
0.00 0.25 0.50 0.73 1.00

Mira faledné pozitivity

Obrazek 3.2: Ukazka ROC kfivky klasifikatoru sestrojeného pomoci SPTN. Hodnota
AUC udava obsah plochy pod ROC kfivkou.

Poznamka. Postup sestrojeni ROC kiivky jsme popsali pouze pro modely odha-
dujici hustotu pravdépodobnosti. Stejny postup vS8ak muzeme zopakovat i pro jiné
metody strojového uceni pro detekci anomalii. Napt. klasifikator jedné tiidy popsany
v sekci 1.2 bude zéaviset na predem zvoleném parametru o € (0, 1). Stejnym postu-
pem bychom tedy ur¢ili hodnoty FPR a TPR pro vSechna o € (0,1) a tim ziskali
opét hledanou ROC kiivku pro tuto t¥idu modelii.

ROC kiivka tedy udéva celkovou schopnost modelu detekovat anomalie pro vSechny
prahy normality. Tuto schopnost mtuzeme shrnout hodnotou obsahu plochy pod ROC
kiivkou na tomto grafu, kterou ozna¢ime jako AUC (z anglického Area under curve,
hodnotu udavame ¢asto v procentech). Pii AUC = 100% jsme tedy nalezli perfekt-
niho klasifikdtor anomalii daného problému.
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V praxi ndm vsak muze byt napi. zadana situace, kdy chceme nalézt co nejlepsi
klasifikator, po kterém pozadujeme, aby FPR < 5% pro testovana data. V tomto
pripadé nam pri fixnim F PR = 5% zajimé pouze hodnota T PR, tedy hodnota ROC
k¥ivky jako funkce v bodé 0,05. Méjme dva klasifikatory s vlastnostmi:

1. Prvni klasifikitor ma AUC = 90% a pro FPR = 5% je TNR = 70%.

2. Druhy klasifikitor ma AUC = 80% a pro FPR = 5% je TNR = 80%.

P1i zminéném zadani bychom vybrali radéji druhy klasifikator i pfes to, Ze prvni kla-
sifikator je diky vyssi hodnoté AUC flexibilnéjsi. Touto situaci se budeme zabyvat v
nadchazejici kapitole této prace. Predtim si vSak v posledni sekci této kapitoly shr-
neme celkovy postup trénovani a evaluace detektoru anomalif zaloZzeném na odhadu
hustoty pravdépodobnosti.

3.3 Trénovani a evaluace detektoru anomalii pomoci
odhadu hustoty pravdépodobnosti

Tato sekce bude slouzit jako shrnuti kapitoly 2 a dosavadnich poznatku této kapitoly.
Do této chvile jsme také pomérné zanedbéavali rozdéleni dat na trénovaci, valida¢ni
a testovaci soubor. V této ¢asti tedy vse zrekapitulujeme korektné v ramci metod
strojového uceni.

Mé&jme nezavisla pozorovani @y, ..., x, € (X,p.(x)), kde X C R? a p, je nezndméa
hustota pravdépodobnosti. Budeme uvazovat, ze data ndm byla poskytnuta v jedné
ze dvou podob.

V prvnim pfipadé jsme data obdrZeli bez apriorni informace o tom, ktera pozoro-
vani jsou a ktera nejsou anomalni. Zvolime si tedy kompaktni mnozinu K C X,
kterad pokryva vSechna data i, ..., x,. Dle rovhomérného rozdéleni na mnoziné K
vygenerujeme umélé anomalie @, ..., x,. Puvodni data ozna¢ime hodnotou —1 a
umeélé anomaélie hodnotou +1. Vysledkem bude soubor

(@1, 1), .. (@, —1), (&1, +1), ..., (&, +1) € X x {£1}.

V druhém piipadé jiz mame data predlozena piimo s informaci o tom, které pozo-
rovani jsou a ktera nejsou anomalni. Mame tedy k dispozici soubor

(1, —1), ..., (®m, —1), (®mi1, +1), ..., (n, +1) € X x {£1},

kde m < n. Zaroven pozadujeme, aby pocet anomaélnich dat nebyl zanedbatelny
(napf. aby alespon 5% celkového poé¢tu dat bylo anoméalnich).

Dale tato data napt. v poméra 6 : 2 : 2 ndhodné rozdélime na trénovaci, validacni
a testovaci soubor. Po tomto rozdéleni pozadujeme, aby se v trénovacim souboru
nenachazeli zadné anomaélie! Tento pozadavek nam zaruci, Ze aproximace hledané
hustoty pravdépodobnosti bude co nejcistsi.
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Pozndmka. V praxi pravdépodobné zcela Cisty trénovaci soubor mit nebudeme.
V této praci tento predpoklad ovSsem pouzivat budeme, jelikoz tim se pii porov-
nani jednotlivych modela zbavime neznamé veli¢iny (mira zaSpinény dat), se kterou
bychom museli v evaluaci pocitat.

Nyni zvolime tfidu modelt pro odhad hustoty pravdépodobnosti a provedeme na-
sledujici postup.

1. Vytvofime nékolik modelua s odlisnymi strukturami a parametry (v metodé
FFJORD zvolime jiné tvary uzitych neuronovych siti, v metodé SPTN vytvo-
fime nahodné nékolik odlisnych struktur samotné sité).

Poznamka. Ruzné parametry a struktury modeli stejného typu nazyvame
také jako hyper-parametry.

2. Kazdy model poté optimalizujeme vici datim z trénovaciho souboru, ¢imz
ziskdme hledané odhady hustot pravdépodobnosti. Na kazdém modelu poté
ur¢ime tvar ROC kfivky na validac¢nich datech a vypocteme jeji hodnotu AUC
na téchto datech.

Poznamka. Idealné pro kazdy model s odlisnymi hyper-parametry vygeneru-
jeme na zacatku vlastni soubory trénovacich, validacnich a testovacich dat.

3. Poté z modelu této tfidy s odlisnymi hyper-parametry vybereme ten s nejvyssi
hodnotou AUC na validac¢nich datech.

4. V posledni fadé na tomto vybraném modelu sestrojime ROC kfivku na testo-
vacich datech a opét uréime hodnotu AUC na testovacich datech. Tato hod-
nota vypovida o schopnosti modelu detekovat anomélie v praxi. Stejny postup
miizeme zrekapitulovat pro jinou tifidu modeli pro odhad hustoty pravdépo-
dobnosti, resp. pro libovolnou tiidu modeld pro detekci anomélii. Jednotlivé
tiidy modelu pak miuzeme srovnat pomoci hodnoty AUC' a testovacich datech.

5. Pfi zadéni s fixnim pozadavkem na F'PR miZeme modely srovnat v ramci
hodnoty T'PR na testovacich datech.

Nyni se presuneme k posledni kapitole teoretické ¢asti této préace, kde si popiSeme
modifikaci ztratové funkce pii trénovani modeli odhadujicich hustoty pravdépodob-
nosti pro detekci anomalii.
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Kapitola 4

Modifikace ztratové funkce modelt
pro odhad hustoty pravdépodobnosti

V této kapitole se pfesuneme k hlavnimu tématu této prace. V kapitole 1 jsme zminili
pojem predpokladu koncentrace dat. Jak za malou chvili uvidime, odhadem hustoty
pravdépodobnosti pomoci maximélné vérohodného odhadu jsme schopni empiricky
nalézt mnozinu s malym objemem, kterd bude obsahovat vétsinu dat. Tuto mnozinu
ovSsem urc¢ime az po dokonceni uceni naseho modelu. NaSe idea spoc¢iva v tom, ze
vyuzijeme schopnosti modelt pro odhad hustoty pravdépodobnosti vy¢islit vérohod-
nost jednotlivych dat pii samotném trénovani. Diky této skutecnosti modifikujeme
tvar ztratové funkce, ¢imz zahrneme minimalizaci zminéného objemu do samotného
uceni.

4.1 Minimalizace objemu pomoci hustoty pravdé-
podobnosti

Nejprve se vSak pro nézornost vratme ke klasifikitorim jedné tridy ze sekce 1.2.
V této sekci jsme si pouze popsali postup klasifikace jedné tiidy pomoci metody
podpturnych vektori. Pro budouci tcely si naznac¢me i teoreticky zaklad této metody
(teorie vychazi z ¢lanku [18]). Z predpokladu koncentrace dat tato metoda hleda
mnozinu

Co = arginf{u(C7), P(CT) > 1 — a},
CcT

kde

CT={z € X, ps(x) >},
C,,CT C X CRP a € (0,1), a kde P je piislusna pravdépodobnostni mira pro-
storu X'. Jinymi slovy metoda postupné minimalizuje hodnotu p(C7) za podminky

P(CT) > 1—a. Hodnotu P(C7) vSak v praxi obecné nezname - proto vyuzijeme data
Ty,...,x, € (X,p(x)), kde p, je opét hustota pravdépodobnosti pislusna mite P.
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Pomoci téchto dat mizeme zavést empiricky odhad miry P(C7) tvaru

) = %Z Lor (@2).

Metoda klasifikace jedné tiidy pomoci metody podplirnych vektori tedy v praxi
nalezne mnozinu

C, = arginf{;u(C7), P,(C7) > 1 — a}.
CcT

Tuto situaci muzeme vidét opét na obrazku 4.1.

Separace jedné tfidy na hladiné 0,05

1.0 4

0.5 A

0.0

—0.5 1

1.0

T T T
-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

Obrazek 4.1: Priklad minimalizace objemu na zékladé empirického odhadu pravdé-
podobnostni miry pomoci dvourozmérnych dat na hladiné o = 0, 05.

Vidime, Ze tvar nalezeného objemu (objem, resp. zde obsah, ohrani¢eny vyobrazenou
kiivkou) zavisi pfimo na poloze poskytnutych dat.

Vratme se nyni k modeliim odhadujicim hustotu pravdépodobnosti. Necht p% je
nalezeny odhad hustoty p, vuéi datim @q,...,x, € (X,p.(x)). M&me empiricky
odhad prahu normality na hladiné « tvaru

—sup {T >0, Z]l[o,pzo(sc, ) > 1—a}

Ukazme si, ze se opravdu jedn& o vhodny odhad prahu normality. Necht 7 je libo-
volny prah normality splhujici podminku

Z l[ovpxo (1)) > l-a

54



Pak pro pifslusnou mnozinu C* = {x € X, p,(x) > 7} plati

n

. 1 .
P(CT) = /C 1-dP(x) = /C pe(x)dx ~ /C % (z)dx ~ - Z ]]'[O,pgo(:l:i))(T) >1—a.

=1

Takto zvolené prahy 7 tedy pravdépodobné splhuji nutnou podminky pro nalezeni
mnoziny C,. Zaroven z definice suprema plati

u((ﬁ"‘):/ 1-daz§/ 1. dz = p(C7),
Ca o

jelikoz
Crm{zeX pl(z)>7.} Cc{zeX, plr(z) > 7} ~C".

Z téchto vztahi vidime, Ze pomoci empirického odhadu 7, mizeme pomoci mo-
delit pro odhad hustoty pravdépodobnosti nalézt empiricky odhad mnoziny hladiny
normality « tvaru

Co={zecX, pP(x)>1}.

Poznamka. Timto postupem jsme tedy dokazali prevést problém odhadu hustoty
na problém nalezeni nejmensiho objemu s vysokou koncentraci dat. Za jistych podmi-
nek lze zkonstruovat i opacny postup - tedy pomoci metod pro nalezeni nejmensiho
objemu muZzeme zkonstruovat odhad hustoty pravdépodobnosti, viz [12]. Za jistych
podminek mizeme tedy tyto postupy povazovat za ekvivalentni.

4.2 Ztratova funkce na kvantilovém intervalu

Jak jiz bylo zminéno na pocatku této kapitoly, mnozinu C., uréime az po nale-
zeni odhadu hustoty p%, ktery jsme uréili pomoci metody maximéalné vérohodného
odhadu. Nagse modifikace ztratové funkce spociva v tom, ze empiricky odhad prahu
normality budeme urcovat jiz béhem uceni v ramci aktualniho odhadu hustoty prav-
dépodobnosti. Po urc¢eni tohoto prahu vybereme pro néslednou optimalizaci pouze
data, jejichz aktualni vérohodnost lezi nad timto prahem. Tento postup si rozepiseme
podrobnéji.

Méjme trénovaci soubor nezavislych pozorovani @y, ..., x, € (X, p.(x)) s nezndmou
hustotou pravdépodobnosti p,. Méjme model pro odhad hustoty pravdépodobnosti
s poCatecnimi parametry 6; € ©. Pfi uziti napt. metody nejvétsiho spadu bychom
zavedli ztratovou funkci

L(O|xzy,...,x,) =— Hpi(a:z)
i=1
Déle bychom pomoci diferencia¢nich algoritmii nalezli gradient

VQ5(61|331, e ,wn),
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ktery bychom dale spolu s optimalizacnimi algoritmy vyuZili pro nalezeni novych
parametri ¢, € ©. Timto postupem bychom iterativné postupovali dokud bychom
v idealnim piipadé nenalezli globalnim minimum této ztratové funkce s parametry

0y € O.

Tento postup nyni upravime. Uréime si hladinu normality o € (0,1). Nejprve ur-
¢ime empiricky odhad prahu normality 790 > 0 vidi aktualnimu odhadu hustoty
pravdépodobnosti p?t, tedy hodnotu

%glzsup{rzo Zﬂ[op (1) 1—a}.

Podivejme se, jak naimplementovat nalezeni této hodnoty. Necht zobrazeni (-) :
{1,...,n} = {1,...,n} je permutace, ktera pro data x1,...,x, spliuje

Pl () < Pl (me) < -0 < PP (@)

Déle uréime index m := [« -n], kde vyraz [-] zna¢i horni celou ¢ast. Prah normality
pak urc¢ime jako
7ot = pe (T ).

Dale pomoci takto zvolené permutace zadefinujeme usporadani na trénovacich da-
tech viiéi hustoté p?t jako

Ty < <z = () <0 <P (@)
Ztratovou funkei nyni zavedeme pomoci maximéalné vérohodného odhadu pouze vuci
datim, jejichz hodnota aktualni hustoty pravdépodobnosti lezi nad zvolenym pra-
hem normality, tedy ve tvaru

LOxy,...,x,) = — Po(x) = H oz (4.1)

=1 0 i=m-+1
Pl () E(Tal,

o0)

Gradient na parametrech 0; tedy pocitame pouze vici datim (1) < -+ <) @
Vyuiijeme ho pro nalezem’ parametra «92 € 0. Nasi hypotézou je Ze tato modifikace

Mo

jiz pri uceni vylucovat data, ktera se jevi Jako anomalni.

Samoziejmé muzeme opét vyuzit toho, ze logaritmicka funkce je ostfe rostouci, a
postup zreplikovat v logaritmickém tvaru. Logaritmus hustoty pravdépodobnosti
nam zachova zvolené usporadani

Z(1) <. <Z T(n) < long(w(l)) <. <Z logpz(w(n)).
Pro m := [« - n] muZeme uré¢it logaritmicky odhad prahu normality
log 77 = logpz(w(m))

a zavedeme normovanou ztratovou funkei tvaru

e(a:(i)). (4.2)

E(@\wl, e ,a:n) = —
i=m+1

Nyni si pro budouci tcely zadefinujeme nami zavedeny pojem tzv. kvantilového
intervalu
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Definice 15 (Kvantilovy interval). M&me hodnoty 1, ..., x, € X C R a hustotu
pravdépodobnosti p, na prostoru X. Dale méjme usporadani na x4, ..., x, dano
vztahem

xy <Ly = () < < pe(Tmy),

kde zobrazeni (-) : {1,...,n} — {1,...,n} znadf piislusnou permutaci. Necht I C
[0, 1] je interval. Rekneme, ze hodnota x;, ¢ € {1,...,n}, spadad do kvantilového
intervalu [ vici hustoté p, pravé kdyz
Wer
n

Pomoci pojmi z této definice mtizeme Tict, Ze popsany postup modifikace ztratové
funkce je ekvivalentni s trénovanim ztratové funkce na datech z kvantilového inter-
valu (v, 1].

Poznamka. Ve skutecnosti se jedna o kvantilovy interval (a + €,1] (kde € > 0 je
vhodné zvoleno) jelikoz pravdépodobné bude platit, ze @) € (a, 1]. Tuto hodnotu
jsme v8ak ve vySe popsaném postupu pii uc¢eni nepouzili. Pro vysoka n vSak muzeme
tuto skutec¢nost zanedbat, proto bych poprosil ¢tenare o odpusténi za tuto chybu.

Déle pomoci této definice mizeme zavést trénovani i na jinych kvantilovych interva-
lech. Uvazujme napt. interval [0,05; 0, 1]. M&me opét odhad hustoty p’ a viiéi této
hustoté sefazené data x() < --- < (). Uréime indexy

m = [0,05-n], m:=[0,1-n].
Ztratovou funkci pak zavedeme ve tvaru

1 m

Tato modifikace zapficini, Ze se opét snazime nalézt odhad mnoziny C,, ale jiz ne-
dbame na spravnost odhadu hustoty pravdépodobnosti pro 90% nejvérohodnéjsich
dat. Modely strojového uceni maji obecné v zéavislosti na jejich po¢tu parametri
stanovenou kapacitu toho, co jsou schopny se naucit. Tim, Ze z uceni vylouc¢ime po-
vinnost modelu dbét na exaktni nauceni se hustoty pravdépodobnosti, ulohu zjed-
nodusime. Model poté mize vénovat vétsi ¢ast své kapacity na nalezeni objemu s
nejvyssi koncentraci dat. Piiklad této skute¢nosti mizeme vidét pozdéji ve vypocetni
studii.

Poznamka. V tomto vykladu jsme opét vztahovali ztratovou funkei k celému tré-
novacimu souboru. Samoziejmeé tyto postupy muzeme ekvivalentné zreplikovat napf.
pro stochastickou verzi metody nejvétsiho spadu, kdy trénovani vztahujeme pouze
k mensim nahodné vybranym podsouborim dat. V této modifikaci jiz vS§ak musime
dbét na to, Ze pocet nenulovych slozek gradientii v zavislosti na délce kvantilového
intervalu prudce klesa. V pfipadé intervalu [0,05; 0,1] pracujeme pouze v poctem
péti procent nenulovych slozek gradientii oproti klasickému maximalné vérohodnému
odhadu. Je proto tfeba zvysit velikost jednotlivych podsouboru a maximélnich ite-
raci.

o7



V experimentalni ¢asti této prace se budeme zabyvat pravé porovnanim jednotlivych
vysledki s riznymi kvantilovymi intervaly. Nasi ptivodni motivaci byla domnénka,
ze napf. pii volbé FFPR = 0,05 a kvantilového intervalu [0,05; 0, 1] bude hodnota
T PR vyssi, nez pii uziti klasického maximélné vérohodného odhadu, jelikoz fesena
iloha je jednodussi.
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Kapitola 5
Vypocetni studie

Ve vypocetni studii této praci si nejprve ukdzeme vysledek modifikace ztratové
funkce na uméle vygenerovanych ukazkovych datech. Konkrétné se bude jednat o
porovnani metody FFJORD a SPTN na rtznych kvantilovych intervalech. Zvolenéa
ukazkova data budou dvourozmérna, coz nam umozni vizualizovat vysledné odhady
hustot pravdépodobnosti.

V druhé ¢ésti studie porovndme vice modelt na riznych kvantilovych intervalech na
redlnych datech. Toto porovnani bude vice sofistikované, nez v pripadé ukazkovych
dat.

5.1 Vliv modifikace ztratové funkce na ukazkovych
datech

V této ¢asti budeme prezentovat vlastnosti modifikované ztratové funkce na souboru
dat, ktery jsme nazvali gaussovskd kvétina. Priklad tohoto souboru muzeme vidét
na obréazku 5.1.

Tento soubor vznikl generaci dat z deviti Gaussovych rozdéleni se stejnym rozptylem
a ruznymi stfednimi hodnotami (jednotlivé stfedni hodnoty lezi na jednom kruhu).
Déle byla data pretransformovana pomoci goniometrickych funkei (a funkce tanh)
do této podoby. Jak na obrazku 5.1 miuzeme vidét, datovy soubor dat mé pripominat
tvar kvétiny.

Tento soubor dat je pro prvotni testovani modeld odhadujicich hustotu pravdépo-
dobnosti vhodny ze dvou diivodii. Za prvé jsme schopni otestovat schopnost modelu
odhadnout hustotu slozenou z vice distribuci. Za druhé tento soubor dat vznikl pou-
zitim nelinearnich transformaci (zminénych goniometrickych funkei). Pomoci téchto
dat tedy miizeme posoudit schopnost jednotlivych metod modelovat nelinearni trans-
formace.

Timto zplisobem vygenerujeme trénovaci soubor o velikosti 100 000, valida¢ni sou-
bor o velikosti 1 000 a testovaci soubor velikosti 10 000. Déle ur¢ime kompaktni
mnozinu K = [-5,5] x [=5,5]. S vysokou pravdépodobnosti bude tato mnozina
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Obrazek 5.1: Priklad souboru dat gaussovské kvétiny

obsahovat vSechna vygenerovana data. Dale pro budouci evaluaci dle popsaného
postupu v kapitole 3 vygenerujeme na mnoziné K z rovnomérného rozdéleni 500
umélych anomalii do testovaciho souboru.

Nejprve si zminime vysledky metody SPTN. Architekturu pouzité sité miuzeme vidét
na obrazku 5.2.

Obréazek 5.2: Architektura sité SPTN uzita pro u¢eni modelu na ukazkovych datech.

Za zobrazeni f;, resp. fi;, t,7 = 1,...,9, byly zvoleny afinni transformace. Pro
optimalizaci byla zvolena metoda ADAM [10] s velikosti kroku = 0, 01. Pro vSechna
trénovani jsme pouzili 1 000 iteraci.

Nejprve si ukdZzeme vysledek nalezené hustoty pravdépodobnosti uzitim maximélné
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vérohodného odhadu, coz dle definice 15 v kapitole 4 odpovid& uceni na kvantilo-
vém intervalu [0, 1]. Pro uceni jsme zvolili velikost trénovacich podsoubora 1000.
Nalezenou hustotu pravdépodobnosti miizeme vidét na obrazku 5.3 spolu s grafem
odpovidajici ROC kfivky na testovacim souboru s vygenerovanymi anomaliemi. Vi-

ROC pro SPTN na 0,1

Mira pravé pozitivity

x1 Mira falesné pozitivity

(a) (b)

Obrazek 5.3: (a) Odhad hustoty pravdépodobnosti metodou SPTN na ukazkovych
datech. (b) Ptislusna ROC kfivka tohoto modelu.

dime, ze prislusna ROC krivka lezi vysoko nad kiivkou identity s hodnotou plochy
pod kiivkou AUC' = 93,98%. Pro FPR = 0,05 (indikator chyby prvniho druhu)
vychazi TPR = 0,8 (indikator chyby druhého druhu).

Nyni prejdeme k trénovani na kvantilovych intervalech [0; 0,05], [0,025; 0,075],
[0,05; 0,1], [0,05; 1]. Jak jiz bylo zminéno v minulé kapitole 4, nasi pocatecni
hypotézou bylo, Ze volbou kvantilovych intervalti odpovidajicich hladiné normality
a = 0,05 ziskdme pro odpovidajici FPR = a = 0,05 vyssi hodnotu T'PR. Prvni in-
terval [0; 0,05] byl zvolen ¢isté experimentalné. Intervaly [0,025; 0,075], [0, 05; 0, 1]
volime za ucelem zjisténi, zda-li je vhodné&jsi volit interval se stfedem v «, nebo s
hodnotou « v levém okraji. Posledni interval [0, 05; 1] volime pfimo v souvislosti s
vykladem v predeslé kapitole.

Pro prvni tii intervaly jsme zvolili velikosti trénovacich podsoubora 10 000 (kvuli
mensimu poc¢tu gradientt). Pro posledni interval [0, 05; 1] jsme zvolili opét velikost
1 000.

Vysledné hustoty pravdépodobnosti mizeme vidét na obrazku 5.4.

Pro prvni kvantilovy interval (a) vysla hustota nepiekvapivé hife rozlozena. Hustota
neni na listech kvétiny rovnomérné rozlozené a vznikly zde dvé defektni distribuce
uvnitt kruhu.

Zajimaveéjsi vysledek jsme dostali v piipadé intervala (b) a (c). Z obrazku vidime,
ze tvar kvétiny zustal zachovan. Zaroven muzeme tici, Ze v obou piipadech metoda
pii uceni dbala vice na tvar kvétiny, nez na korektni rozpolozeni hustoty pravdépo-
dobnosti v zéavislosti na datech. Tato situace je vice patrna na obrazku (c), kdy tvar
vysledné hustoty skutecéné pripominé rozpolozeni dat z obrazku 5.1.

V poslednim piipadé intervalu (d) vidime, Ze je tvar hustoty skoro identicky s hus-
totou ziskanou pomoci maximélné vérohodného odhadu na obrazku 5.3. Z tohoto
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Obrazek 5.4: Vysledky hustot pravdépodobnosti ziskané trénovanim metody SPTN
na ruznych kvantilovych intervalech: (a) [0; 0,05], (b) [0,025; 0,075], (c) [0,05; 0,1],
(d) [0,05; 1].

dtavodu tento pripad povazujeme za pomérné nezajimavy. Pokud bychom ovSem tré-
novali na trénovacim souboru, ktery jiz obsahuje néjaké anomalie, pravdépodobné
bychom ziskali lepsi vysledky nez v pripadé uziti maximélné vérohodného odhadu.

Vyobrazené hustoty pravdépodobnosti v8ak slouzi pouze k prvotni predstavé toho,
jak se trénovani modelu zméni v zavislosti na modifikaci ztratové funkce. Nyni po-
rovname jednotlivé pfipady pomoci ROC kfivek na obrazku 5.5.

Z tohoto obrazku vidime, Ze nejvyse polozen4 kiivka odpovida maximalné vérohod-
nému odhadu. Zaroven pomoci Srafované primky na hodnoté FFPR = 0,05 vidime,
ze i prislusna hodnota T'PR vychézi nejlépe pro maximélné vérohodny odhad. V
tomto pripadé tedy naSe hypotéza bohuZel splnéna nebyla. V tabulce 5.1 mtuzeme
vidét porovnani hodnot AUC a TPR pro FPR = 0,05 jednotlivych variant kvanti-
lovych intervali. Z této tabulky vidime, Ze v obou srovnavanych hodnotéch dominuje
pripad pii pouziti maximalné vérohodného odhadu.

Analogicky postup nyni zreplikujeme pro metodu FFJORD. Za zobrazeni na pravé
strané piislusné diferencialni rovnice volime dopfednou neuronovou sit vyobrazenou
na obrazku 5.6. Za ¢asovy interval volime interval (0,1). Pocet iteraci a velikosti
datovych souborii jsou stejné jako v pfipadé metody SPTN. Na obrazku 5.7 mii-
zeme vidét vyslednou hustotu pravdépodobnosti a pfislusnou ROC kifivku na tes-
tovacich datech pro trénovani pomoci maximélné vérohodného odhadu, tedy pro

62



Srovnani ROC pro ruzné kv. intervaly (SPTN

MWira pravé pozitivity

[0, 1] {auc: 93.958%)
T [0; 0,05] (auc: 39.74%)
— [0,025; 0,075] (auc: 92.41%)
T [0,05: 0,1] (auc: 92.23%)
T [0,05; 1] (auc: 93.7%)
—-— fpr=005

0.25 0.50 075 1.00

Mira falesné pozitivity

Obrazek 5.5: Srovnani ROC kiivek metody SPTN na kvantilovych intervalech [0, 1],
[0; 0,05], [0,025; 0,075], [0,05; 0,1], [0,05; 1].

SPTN na kv. intervalu | AUC TPR pii FPR =10,05
[0,1] 93,98 0,802

[0; 0,05] 89,74 0,738

[0,025; 0,075] 92,41 0,77

[0,05; 0,1] 92,23 0,784

[0,05; 1] 93,7 0,788

Tabulka 5.1: Srovnani hodnot AUC a TPR pti FPR = 0,05 modeld SPTN tréno-
vanych na riznych kvantilovych intervalech.

| Vstupni vrstval | 1. skryta vrs. | | 2. skryta vrs. | | Vystupni vrstva

Obréazek 5.6: Graf uzité neuronové sité v modelu FFJORD. Rozmér vstupni a vy-
stupni vrstvy je 2, rozméry dvou skrytych vrstev jsou 20. Uzité aktiva¢ni funkce jsou
tanh.

trénovani na kvantilovém intervalu [0, 1]. Opét uré¢ime kvantilové intervaly [0; 0, 05],
[0,025; 0,075], [0,05; 0,1], [0,05; 1]. Porovnani vyslednych hustot pravdépodob-
nosti muzeme vidét na obrazku 5.8. Na tomto obrazku vidime, Ze metoda FFJORD

63



ROC pro FFJORD na [0, 1]

Mira pravé pozitivity
o
8

Mira faleSné pozitivity

(b)

Obrazek 5.7: (a) Odhad hustoty pravdépodobnosti metodou FFJORD na ukéazko-
vych datech. (b) Prislusna ROC kiivka tohoto modelu.

méné zachovava tvar kvétiny v porovnani s metodou SPTN. V piipadé (b) a (c)
ovSem vidime, Ze pti uceni bylo opét méné dbano na hustotu rozpolozenych dat a
vice na celkovy tvar objemu obepinajici kvétinu.

Dale na obrazku 5.9 mame srovnani ROC kfivek pro jednotlivé kvantilové inter-
valy. Vidime, Ze az na prvni kvantilovy interval [0; 0,05] jsou tvary ROC kiivek
srovnatelné.

V posledni fadé opét uvedeme srovnani hodnot AUC a T'PR metody FFJORD v
tabulce 5.2. Z této tabulky vidime, Ze nejlepsi vysledky jsou ziskany pii volbé in-

FFJORD na kv. intervalu | AUC  TPR pii FPR = 0,05
0,1] 92,71 0,752

[0; 0,05] 91,81 0,7

[0,025; 0,075] 91,88 0,744

[0,05; 0,1] 91,87 0,758

0,05; 1] 92,86 0,758

Tabulka 5.2: Srovnani hodnot AUC a TPR pti FPR = 0,05 modelu FFJORD

trénovanych na riznych kvantilovych intervalech.

tervalu [0,05; 1]. Stejnou hodnotu T'PR nabyva i pfipad s intervalem [0, 05; 0, 1].
Tato zlepSeni jsou vSak v porovnani s metodou uzivajici maximalné vérohodny od-
had zanedbatelné - pii trénovani s jinymi pocatecnimi parametry bychom s vysokou
pravdépodobnosti mohli dostat odlisné vysledky ve prospéch maximalné vérohod-
ného odhadu.

Je vsak tfeba mit stale na paméti, ze tyto uvedené postupy slouzi pouze pro nézor-
nost a vizualizaci vyslednych hustot. Je totiz potreba udélat studii napf. i s jinymi
hyper-parametry jednotlivych modelt atd. Proto v tomto pfipadé neméa cenu ani
srovnavat uvedenou metodu SPTN a FFJORD, jelikoz uzitd neuronova sit v me-
todé FFJORD méa méné parametrii nez architektura uzité sité SPTN. V nasledujici
sekci této prace provedeme korektnéjsi srovnani nékolika modeli na riznych kvanti-
lovych intervalech s realnymi daty (ty uz budou ¢asto vice rozmérna, proto bohuzel
nebudeme moci vizualizovat vyslednou hustotu pravdépodobnosti).
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Obrazek 5.8: Vysledky hustot pravdépodobnosti ziskané trénovanim metody SPTN
na ruznych kvantilovych intervalech: (a) [0; 0,05], (b) [0,025; 0,075], (c) [0,05; 0, 1],

(d) [0,05; 1].

Mira pravé pozitivity

Srovnani ROC pro ruzné kv. intervaly (FFJORD)

= -~

< T [0, 1] (auc: 92.71%)
[0; 0,05] (auc: 91.81%)
— [0,025; 0,075] (auc: 91.83%)
[0,05; 0,1] (auc: 91.57%)
[0,05; 1] (auc: 92.863%)
fpr=10,05

0.50 0.75 1.00

Mira falesné pozitivity

Obrazek 5.9: Srovnani ROC kfivek metody FFJORD na kvantilovych intervalech
0,1], [0; 0,05, [0,025; 0,075, [0,05; 0, 1], [0, 05; 1.
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5.2 Evaluace modifikované ztratové funkce na real-
nych datech

Nyni se presuneme k experimentim uceni pomoci modifikované ztratové funkce na
realnych datech. Jedna se o riiznorodé soubory dat obsahujici realné predem klasi-
fikované anomalie. Shrnut{ téchto souborti dat mizeme vidét v tabulce 5.3.

Soubor dat Dimenze Anomalie Normalni

abalone 10 50 2151
blood-transfusion 4 16 382
breast-cancer-wisconsin 30 206 356
breast-tissue 9 22 65
cardiotocography 27 228 1830
ecoli 7 108 205

glass 10 94 112

haberman 3 14 225
ionosphere 33 122 225

iris 4 46 100

isolet 617 3300 4496
letter-recognition 617 3600 4196
libras 90 142 215
magic-telescope 10 3882 12331
miniboone 50 23922 93565
multiple-features 649 800 1200
page-blocks 10 384 4911
parkinsons 22 44 146
pendigits 16 0384 2537
pima-indians 8 176 500
sonar 60 96 110

spect-heart 44 52 211
statlog-satimage 36 2630 3592
statlog-segment 18 938 1320
statlog-shuttle 8 28 o7767
statlog-vehicle 18 132 627
synthetic-control-chart 60 200 400
wall-following-robot 24 2220 2921
waveform-1 21 1482 3302
waveform-2 21 1472 3302

wine 13 70 106

yeast 8 390 751

Tabulka 5.3: Shrnuti pouzitych realnych dat. Tabulka obsahuje piislusné dimenze
(tzn. pocet priznaki), pocet vyskytujicich se anomalii a poc¢et normélnich dat.

Jednotlivé soubory dat jsou volné ke stazeni z [5|. Pro pfedstavu si zminnme nékolik
prikladi toho, co jednotlivé soubory reprezentuji. Soubor iris obsahuje popis kvétin

z rodu kosatct, jednotlivé priznaky predstavuji rozméry listi jednotlivych kvétin.
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Soubor breast-cancer-wisconsin obsahuje data vyhotovena ze snimkt prsni tkdné
nékolika zen. Priznaky predstavuji charakteristiky jadra bunék prsni tkané. Za ano-
méalni data byla oznacena data patiici zenam podezielych z rakoviny prsa. Soubor
wine obsahuje vysledky chemické analyzy vin (alkoholického napoje) z oblasti v
Italii. Anomalni data byla budto vyhodnocena experty nebo vytvofena z datového
souboru vice t¥id.

Nyni se pfesuneme k popisu evaluace jednotlivych modela. K evaluaci byla po-
uzita knihovna GenerativeAD.jl v programovacim jazyce Julia [1] vytvorena
kolegy na fakulté elektrotechnické. Knihovna slouzi k porovnani nékolika metod
strojového uceni pro detekci anomalii. Vysledky tohoto porovnani jsou dostupné v
¢lanku [20]. Knihovna je dostupné na adrese https://github.com/aicenter/
GenerativeAD. jl. Tato knihovna je rovnéz pfipravena pro praci na vypocetnim
clusteru RCI, na kterém jsem rovnéz provadél dale popsané vypocty. Knihovna dale
umoznuje provadét vypocty paralelné na vice vlaknech.

Knihovna jiz obsahovala implementaci pravdépodobnostnich modeli SPTN, MAF
a RealNVP popasnych v kapitole 2. Tyto modely jsem rozsifil o modifikovanou
ztratovou funkcei na kvantilovém intervalu popsanou v kapitole 4. Dale jsem knihovnu
rozsitil o metodu FFJORD spolu se zminénou modifikaci ztratové funkce.

Pouziti knihovny miizeme shrnout do dvou kroki - trénovani modelid a jejich evalu-
ace.

Pted zapocetim trénovani uré¢ime pomeéry trénovaciho, valida¢niho a testovaciho sou-
boru. Normalni data opét ndhodnym vybérem rozdélime v poméru 6 : 2 : 2 opét
na trénovaci, validacni a testovaci soubor. Anomalni data rozdélime v poméri 1 : 1
na validacni a testovaci soubor. Trénovaci soubor ponechame bez anomaélii a vali-
daé¢ni/testovaci soubory normélnich a anomélnich dat smisime dohromady. Jedna se
tedy o cisté trénovani popsané v sekci 3.3.

Pro vétsinu metod strojového uceni predem nevime, jak vzhledem k datim nejlépe
zkonstruovat nejlepsi model. Proto ke kazdému souboru dat nadhodné vykonstru-
ujeme 100 modelu s riznymi hyper-parametry. V piipadé metody FFJORD napft.
nahodné urc¢ime v nachazejici se neuronové siti pocet skrytych vrstev, jejich rozméry
a prislusné aktiva¢ni funkce. Zaroven pro kazdy ze 100 modeli provedeme 5 riznych
kiizovych validaci - neboli provedeme 5 rtiznych ndhodnych rozdéleni na trénovaci,
valida¢ni a testovaci soubor. Pro kazdy soubor dat tedy nezavisle natrénujeme 500
modelt. Dohromady pro kazdou metodu natrénujeme pro 32 zminénych datovych
soubort 16 000 modeli.

Pro zastaveni trénovani byla zvolena dvé kritéria. Bud bylo provedeno 10 000 iteraci
pro optimalizaci, nebo od pocatku trénovani modelu uplynulo 24 hodin. K optima-
lizaci pomoci gradientii byla pouzita metoda ADAM [10].

Po natrénovani vSech modeli se mtzeme presunout k evaluaci. Na kazdém datovém
souboru chceme vybrat nejlepsi model. Zaroven na kazdém souboru méme natré-
novano 100 modeli s riznymi hyper-parametry a pro kazdy z nich varianty na 5
riznych kiizovych validacich. Pro kazdou variantu hyper-parametri vycislime hod-
notu zvolené metriky (v této praci hodnotu AUC, resp. TPR pro FPR = 0,05%)
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na vSech 5 kiizovych validacich na valida¢nich datech. Téchto 5 hodnot dale zprii-
mérujeme a prifadime ji danému modelu s prislusnymi hyper-parametry. Pro datovy
soubor mame nyni 100 modelt s prislusnymi hodnotami na validac¢nich datech. Z
téchto modeld vybereme ten s nejvyssi hodnotou na valida¢nich datech.

Takto vybrany model dale vyhodnotime se zvolenou metrikou na 5 riznych kii-
zovych validacich na testovacich datech a ziskanych 5 hodnot opét zprimeérujeme.
Tato ziskané hodnota je indikator toho, jak se model bude chovat v praxi - tedy po-
moci této hodnoty budeme porovnavat jednolité metody strojového uceni na daném
datovém souboru. Popsany postup muzeme vidét graficky znazornény na obrazku
5.10.

my mao mM100

)

Obréazek 5.10: Grafické znazornéni evaluace modeli knihovny GenerativeAD.jl. Vr-
choly Vi,..., V5 znazonuji kiizové validace na valida¢nich datech, resp. Ti,...,T5
na datech testovacich. Hrany mq, ms, ..., mig znazoriuji modely s riznymi hyper-
parametry. Jako nejlepsi model na valida¢nich datech byl zvolen model m..

V nasledujicich tabulkich uvidime vysledky metod SPTN, RealNVP, MAF, FFJORD
a jejich modifikaci pomoci upravené ztratové funkce na testovacich datech jednotli-
vych datovych soubori z hlediska hodnot AUC a TPR pro FPR = 5%. Zaroven na
poslednim fadku kazdé tabulky uvedeme tzv. primerné poradi. Tato hodnota udéava,
jak si metoda prumérné vedla oproti ostatnim metodam ve stejné tabulce. Neboli
pro kazdy datovy soubor sefadime podle velikosti dané metriky v tabulce vSechny
metody (Fadime metody pies fadek tabulky) a zapamatujeme si jejich umisténi (1.,
2. misto atd.). Dale pro kazdou metodu zprimérujeme jeji poradi na vSech dato-
vych souborech (pramérujeme pies sloupce tabulek). Primérné potradi je dobrym
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indikatorem toho, jak metoda obstoji oproti jinym metodam na novych datovych
souborech.

Poznamka. Jednotlivé metody a jejich modifikace pomoci ztratové funkce na kvan-
tilovém intervalu zde chapeme jako rozdilné metody. V tabulkéich tedy budeme srov-
navat napi. SPTN a SPTN na kvantilovém intervalu [5%, 10%)].

Déle se pfesuneme k vysledkim jednotlivych metod. V tabulkach 5.4 a 5.5 mizeme
vidét srovnani modifikace ztratové funkce pro metodu SPTN z hlediska hodnot AUC
a TPR pti FPR = 5%.

Soubor dat sptn sptn na [2,5%,7,5%] sptn na [5%,10%)]

Soubor dat sptn sptn na [2,5%,7,5%] sptn na [5%,10%)]

abalone  0.46 0.55 0.58
abalone  0.91 0.92 0.92 blood-transfusion  0.85 0.80 0.80
blood-transfusion  0.94 0.96 0.96 breast-cancer-wisconsin ~ 0.54 0.75 0.74
breast-cancer-wisconsin  0.95 0.98 0.97 breast-tissue  0.85 0.95 0.98
breast-tissue  0.99 1.00 1.00 cardiotocography  0.15 0.08 0.06
cardiotocography  0.50 0.66 0.58 ecoli  0.40 0.52 0.46
ecoli  0.88 0.90 0.90 glass  0.05 0.31 0.20
glass  0.78 0.80 0.81 haberman  0.69 0.60 0.66
haberman  0.96 0.96 0.94 jonosphere  0.91 0.92 0.90
ionosphere  0.97 0.99 0.99 iris  0.60 0.16 0.32
iris  0.93 0.79 0.82 isolet  0.16 0.17 0.16
isolet  0.60 0.59 0.60 letter-recognition  0.21 0.19 0.20
letter-recognition  0.67 0.64 0.65 libras  0.05 0.06 0.03
libras  0.55 0.56 0.55 magic-telescope  0.79 0.78 0.77
magic-telescope  0.96 0.95 0.95 miniboone  0.47 0.45 0.46
miniboone  0.86 0.86 0.87 multiple-features  0.64 0.48 0.47
multiple-features  0.94 0.90 0.89 page-blocks  0.92 0.93 0.95
page-blocks  0.98 0.99 0.99 parkinsons  0.15 0.28 0.37
parkinsons  0.74 0.85 0.81 pendigits  0.98 0.98 0.98
pendigits  0.99 0.99 0.99 pima-indians  0.30 0.22 0.24
pima-indians  0.84 0.84 0.83 sonar  0.01 0.06 0.06
sonar (.58 0.63 0.64 spect-heart  0.00 0.00 0.00
spect-heart  0.28 0.32 0.33 statlog; 0.24 0.31 0.28
statlog-satimage  0.84 0.81 0.83 statlog- 0.75 0.74 0.69
statlog-segment  0.93 0.93 0.94 statlog-shuttle 1.00 1.00 1.00
statlog-shuttle 1.00 1.00 1.00 statlog-vehicle 0.17 0.16 0.17
statlog-vehicle  0.74 0.72 0.71 synthetic-control-chart  0.64 0.73 0.74
synthetic-control-chart ~ 0.90 0.91 0.93 wall-following-robot  0.22 0.20 0.22
wall-following-robot ~ 0.81 0.78 0.79 waveform-1  0.31 0.22 0.19
waveform-1  0.77 0.73 0.71 waveform-2  0.29 0.29 0.20
waveform-2  0.77 0.77 0.71 wine  0.64 0.81 0.90
wine  0.96 0.97 0.98 yeast  0.10 0.12 0.10
yeast 067 0.73 oL Primémé poradi 1.8 1.8 1.9

Pramérné poradi 2.0 1.7 1.7

Tabulka 5.5: (TPR) Porovnani me-
tody SPTN a jeji modifikace na kvan-
tilovych intervalech [2,5%,7,5%] a
[5%,10%] pomoci hodnoty TPR pii
FPR = 5%.

Tabulka 5.4: (AUC) Porovnani me-
tody SPTN a jeji modifikace na kvan-
tilovych intervalech [2,5%,7,5%] a
[5%, 10%] pomoci hodnoty AUC.

Pro metriku AUC vidime, Ze modifikace pfinesla v obou pfipadech mirné zlepSeni
na vétsiné datovych souborti. V pripadé srovnani pomoci T'PR jsou pro vétsinu dat
vysledky pro vSechny 3 varianty srovnatelné.

Nyni v tabulkéich 5.6 a 5.7 uved me vysledky pro metodu FFJORD. Metodu FFJORD
jsme vSak neméli paralelizovanou na grafické karté (paralelizace na grafické karté by
byla vyuzita pii vypoctu vyskytujicich se diferencidlnich rovnic). Z tohoto divodu
byla metoda pii uceni vyrazné pomalejsi nez ostatni. Proto jsme zanedbali trénovani
na datovych souborech s dimenzi vétsi nebo rovnou nez 50. Z téchto tabulek dale
vidime, Ze modifikace ztratové funkce na kvantilovém intervalu [5%, 10%] nepfinesla
z hlediska obou metrik zlepseni na vétsiné datovych soubor.

Nakonec v tabulkidch 5.8 a 5.9 muzeme vidét vysledky pro metodu MAF a v ta-
bulkich 5.10 a 5.11 vysledky pro metodu RealNVP. Z téchto tabulek bohuzel opét
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Soubor dat ffjord ffjord na [5%, 10%)] Soubor dat ffjord ffjord na [5%, 10%)]

abalone  0.91 0.88 abalone  0.51 0.46

blood-transfusion 0.92 0.93 blood-transfusion  0.85 0.82

breast-cancer-wisconsin ~ 0.97 0.96 breast-cancer-wisconsin 0.60 0.74

breast-tissue ~ 0.98 0.98 breast-tissue  0.89 0.89

cardiotocography 0.56 0.62 cardiotocography ~ 0.07 0.07

ecoli  0.82 0.81 ecoli  0.30 0.29

glass  0.92 0.76 glass  0.57 0.14

haberman  0.96 0.89 haberman  0.74 0.60

ionosphere 0.97 0.98 ionosphere  0.92 0.89

iris 0.88 0.94 iris 0.40 0.61

magic-telescope  0.96 0.93 magic-telescope  0.78 0.72

page-blocks  0.99 0.98 page-blocks  0.93 0.90

parkinsons 0.74 0.75 parkinsons  0.20 0.11

pendigits ~ 0.99 0.97 pendigits  0.94 0.87

pima-indians  0.82 0.81 pima-indians 0.23 0.24

spect-heart 0.35 0.48 spect-heart 0.00 0.04

statlog-satimage 0.67 0.70 statlog-satimage 0.07 0.14

statlog-segment 0.82 0.89 statlog-segment 0.49 0.59

statlog-shuttle ~ 1.00 1.00 statlog-shuttle ~ 1.00 1.00

statlog-vehicle  0.73 0.66 statlog-vehicle ~ 0.21 0.15

wall-following-robot ~ 0.79 0.74 wall-following-robot ~ 0.26 0.20

waveform-1 0.66 0.63 waveform-1 0.15 0.12

waveform-2  0.64 0.61 waveform-2  0.15 0.10

wine 0.98 0.99 wine  0.81 0.76

yeast 0.66 0.69 yeast 0.12 0.13

Primérné poradi 1.4 1.5 Pramérné poradi 1.3 1.6
Tabulka 5.6: (AUC) Porovnani me- Tabulka 5.7: (TPR) Porovnani me-
tody FFJORD a jeji modifikace na tody FFJORD a jeji modifikace na
kvantilovém intervalu [5%, 10%] po- kvantilovém intervalu [5%, 10%] po-

moci hodnoty AUC. moci hodnoty TPR pfi FPR = 5%.

vidime, Ze v obou pfipadech neprinesla modifikace ztratové funkce zlepseni z hlediska
prumérného poradi.

5.3 Diskuze

V posledni sekci této prace se pokusime okomentovat vysledky modifikace ztratové
funkce. Pred tim vSak zopakujeme nasi puvodni motivaci k provedeni této modifi-
kace. Jak je vidno z obrazkt hustot pravdépodobnosti v sekci 5.1, model po tpraveé
ztratové funkce preferuje nalezeni objemu s nejvyssi koncentraci dat nad exaktnim
nalezeni hustoty pravdépodobnosti. V metodéach strojového uceni se obecné prefe-
ruje uzivat metody, které se pii feSeni daného problému neuci zbytecné informace.
Nauceni se exaktni hustoty pravdépodobnosti za cenu horsitho odhadu objemu s nej-
vyssi koncentraci dat bychom pii detekci anomalii mohli povazovat pravé za uceni
se zbyte¢né informace. Tuto hypotézu mizeme podpofit vysledky z ¢lanku [20], kdy
klasifikdtor jedné t¥idy (osvm) dosahuje oproti ostatnim metodam nejlepsiho pri-
meérného poradi. Dale jsme predpokladali, Ze pii apriornim pozadavku na hodnotu
FPR, v praci FPR = 5%, dosdhneme lepsich hodnot T'PR.

Bohuzel jak vidime z vysledk v predeslé sekci, razantniho zlepSeni jsme tpravou
ztratové funkce nedoséhli. Pokusime se tedy alespon nalézt odpovéd na to, pro¢
jsme chténého zlepSeni nedosahli.
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Soubor dat MAF MATF na [2,5%,7,5%] Soubor dat MAF MAF na [2,5%,7,5%]

abalone  0.91 0.90 abalone 0.51 0.54
blood-transfusion ~ 0.96 0.93 blood-transfusion ~ 0.85 0.85
breast-cancer-wisconsin ~ 0.99 0.97 breast-cancer-wisconsin ~ 0.92 0.89
breast-tissue  0.99 0.97 breast-tissue ~ 0.93 0.82
cardiotocography 0.60 0.65 cardiotocography ~ 0.11 0.10
ecoli  0.90 0.84 ecoli  0.39 0.30

glass 0.75 0.77 glass 0.13 0.33

haberman  0.96 0.88 haberman  0.74 0.38
ionosphere  0.98 0.98 ionosphere  0.92 0.91

iris  0.79 0.74 iris  0.36 0.30

isolet 0.71 0.72 isolet  0.24 0.24
letter-recognition 0.76 0.77 letter-recognition 0.32 0.33
libras  0.73 0.72 libras 0.11 0.15
magic-telescope  0.96 0.94 magic-telescope  0.84 0.79
miniboone  0.90 0.86 miniboone  0.48 0.45
multiple-features ~ 0.98 0.97 multiple-features  0.88 0.80
page-blocks  0.99 0.98 page-blocks  1.00 0.92
parkinsons 0.72 0.75 parkinsons  0.33 0.29
pendigits ~ 0.98 0.98 pendigits 0.93 0.94
pima-indians  0.86 0.79 pima-indians  0.31 0.22
sonar  0.65 0.65 sonar  0.06 0.05

spect-heart 0.31 0.43 spect-heart  0.00 0.00
statlog-satimage 0.91 0.93 statlog-satimage 0.52 0.66
statlog-segment 0.92 0.95 statlog-segment 0.75 0.79
statlog-shuttle ~ 1.00 1.00 statlog-shuttle ~ 1.00 1.00
statlog-vehicle  0.76 0.73 statlog-vehicle 0.17 0.25
synthetic-control-chart ~ 0.99 0.99 synthetic-control-chart 0.95 0.96
wall-following-robot ~ 0.78 0.77 wall-following-robot 0.27 0.37
waveform-1 ~ 0.75 0.69 waveform-1 ~ 0.30 0.17
waveform-2  0.74 0.72 waveform-2  0.21 0.21

wine  0.98 0.96 wine 0.77 0.82

yeast  0.72 0.69 yeast  0.14 0.10

Pramérné poradi 1.2 1.6 Prumérné poradi 1.3 1.5

Tabulka 5.8: (AUC) Porovnani me- Tabulka 5.9: (TPR) Porovnani me-
tody MAF a jeji modifikace na kvanti- tody MAF a jeji modifikace na kvanti-
lovém intervalu [2,5%, 7,5%] pomoci lovém intervalu [2,5%, 7,5%] pomoci
hodnoty AUC. hodnoty TPR pii FPR = 5%.

Soubor dat RealNVP RealNVP na [5%, 10%] Soubor dat RealNVP RealNVP na [5%,10%)]
abalone 0.90 0.91 abalone 0.47 0.42
blood-transfusion 0.94 0.96 blood-transfusion 0.82 0.85
breast-cancer-wisconsin 0.98 0.97 breast-cancer-wisconsin 0.91 0.86
breast-tissue 0.99 1.00 breast-tissue 0.95 0.98
cardiotocography 0.51 0.70 cardiotocography 0.15 0.09
ecoli 0.85 0.86 ecoli 0.48 0.35

glass 0.75 0.71 glass 0.10 0.09

haberman 0.96 0.85 haberman 0.69 0.43
ionosphere 0.99 0.99 ionosphere 0.94 0.90

iris 0.80 0.80 iris 0.37 0.45

isolet 0.70 0.72 isolet 0.25 0.23
letter-recognition 0.75 0.76 letter-recognition 0.28 0.26
libras 0.77 0.74 libras 0.15 0.19
magic-telescope 0.96 0.94 magic-telescope 0.82 0.76
miniboone 0.90 0.87 miniboone 0.47 0.40
multiple-features 0.99 0.97 multiple-features 0.96 0.79
page-blocks 0.99 0.99 page-blocks 0.93 0.90
parkinsons 0.77 0.75 parkinsons 0.36 0.25
pendigits 0.99 0.99 pendigits 0.93 0.94
pima-indians 0.85 0.7 pima-indians 0.25 0.21
sonar 0.66 0.66 sonar 0.09 0.06

spect-heart 0.31 0.38 spect-heart 0.04 0.00
statlog-satimage 0.93 0.92 statlog-satimage 0.67 0.71
statlog-segment 0.92 0.93 statlog-segment 0.78 0.78
statlog-shuttle 0.99 0.92 statlog-shuttle 0.97 0.44
statlog-vehicle 0.77 0.74 statlog-vehicle 0.27 0.30
synthetic-control-chart 0.96 0.96 synthetic-control-chart 0.84 0.87
wall-following-robot 0.82 0.74 wall-following-robot 0.32 0.25
waveform-1 0.75 0.69 waveform-1 0.19 0.18
waveform-2 0.79 0.69 waveform-2 0.18 0.19

wine 0.95 0.94 wine 0.77 0.61

yeast 0.72 0.71 yeast 0.10 0.11

Pramérné poradi 1.3 1.5 Prameérné poradi 1.3 1.7

Tabulka 5.10: (AUC) Porovnani me- Tabulka 5.11: (TPR) Porovnani me-
tody RealNVP a jeji modifikace na tody RealNVP a jeji modifikace na

kvantilovém intervalu [5%, 10%)| po- kvantilovém intervalu [5%, 10%)] po-
moci hodnoty AUC. moci hodnoty TPR pti FPR = 5%.
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Nejprve se podivame na to, zda-li robustnost evaluacni knihovny GenerativeAD.jl
nemohla paradoxné zptusobit horsi vysledky pro metody s ucenim na kvantilovém
intervalu. Knihovna umoznila vygenerovat pro kazdy datovy soubor velky pocet
riznych modeli, takze i modely s vysokym poc¢tem parametri. Modely vyuzivajici
maximalné vérohodny odhad tedy mohly mit dostate¢ny pocet parametri na to,
aby se naucily jak exaktni hustotu pravdépodobnosti, tak objem s nejvyssi kon-
centraci dat. Pomoci grafu jsme se pokusili zjistit, zda-li tato skute¢nost nastala.
Graf znazornuje prumérné poradi modelu v zavislosti na relativnim poc¢tu parame-
tru jednotlivych modelti. Neboli pro kazdy datovy soubor provedeme evaluaci jen
vici pouze napi. 1%, 2%, 3%, ... modelim s nejnizsim poc¢tem parametri. Hodnota
100% tedy predstavuje vSechny modely pouzité pii evaluaci v predeslé sekci.

Na obrazku 5.11 mizeme vidét vyse popsany graf pro metodu SPTN z hlediska
hodnoty TPR pro FPR = 5%.

STPN TPR —— spin RealNVP TPR
—— sptn[2,5%, 7,5%] I
—— spin [5%, 10%]

Primérné poradi
Priimérné pofadi

L 1 L L L 1 L L L L
] 25 50 75 100 0 25 50 3 100

Rel. pocet parametri [%)] Rel. pocet parametri [%]

Obrazek 5.11: Graf znazornujici zavis- Obréazek 5.12: Graf znazornujici zavis-
lost primeérného poradi na relativnim po- lost primérného potfadi na relativnim po-
¢tu parametri modelu SPTN a pfislus- ¢tu parametri modelu RealNVP a pii-
nych modifikaci na kvantilovych interva- slusné modifikace na kvantilovém inter-
lech [2,5%,7,5%] a [5%, 10%]. valu [2,5%, 7, 5%].

Vidime, Ze v tomto pfipadé se naSe premisa splnila, jelikoz primérné potradi pro
uceni pomoci maximalné vérohodného odhadu klesé (pro kvantilové intervaly naopak
stoupd). BohuZel pro ostatni modely ptislusné kiivky jak z hlediska hodnoty TPR i
hodnoty AUC' zustévaji priblizné konstantni. Piiklad této situace miizeme vidét na
obrazku 5.12 pro metodu RealNVP z hlediska hodnoty T'PR.

Déle jsme se zabyvali moznosti, Ze modely s modifikovanou ztratovou funkci maji
veétsi tendenci se preucit. Jinymi slovy metody s touto modifikaci dosahuji vyrazné
lepsich vysledki na trénovacich datech, nez na datech testovacich. Trénovaci soubory
jednotlivych datovych souborii neobsahovaly anomalie. Na konci trénovani tedy pro
kazda data vybereme anomalie z testovaciho souboru a pridame je do prislusnych
trénovacich soubort (nebo-li trénovaci soubor za$pinime). Déle provedeme analogic-
kou evaluaci popsanou v predeslé sekci s tim, Ze vybér nejlepsich modeli provadime
z hlediska metrik na zaspinénych trénovacich souborech. V nésledujicich tabulkach
5.12-5.15 uvadime hodnoty T'PR na téchto trénovacich datech.

7 téchto tabulek vidime, Ze modifikace metod MAF a RealNVP dosahuje lepsich
vysledkii na trénovacich datech, nez pii pouziti maximalné vérohodného odhadu.
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Zéaroven z tabulek 5.9 a 5.11 vidime, Ze tato modifikace dosahuje na testovacich
datech horsich vysledki. Z toho muzeme usoudit, ze modifikace ztratové funkce v
pripadé téchto dvou metod mé vétsi tendenci k preuceni.

Naopak v pripadé metody SPTN dostavame lepsi vysledky na trénovacich datech
pii pouziti maximéalné vérohodného odhadu. V pripadé testovacich dat dosahovala
lepsich vysledki jeji modifikace. Z toho miizeme usoudit, ze provedend modifikace
naopak v pripadé metody SPTN snizila tendenci k pfeuceni.

Metoda FFJORD primérné dosahuje na trénovacich datech podobnych vysledki
pro obé varianty. Zaroven vSak jeho modifikace podava na testovacich datech horsi
vysledky. Berme vSak v potaz, ze metoda FFJORD se kviili absenci paralelizace na
grafické karté ucila vyrazné pomaleji. To mohlo zpiisobit zkresleni samotnych vy-
sledk, jelikoZ metoda neméla dostatecny ¢as pro nauceni (diive uplynul 24 hodinovy
limit nez 10 000 iteraci).

Shrnutim vysledki muzeme usoudit, ze modifikace ztratové funkce prospéla pouze
metodé SPTN. Modifikace v tomto pripadé dosahovala lepsich vysledki na testo-
vacich datech a zaroven vykazovala nizsi tendenci k preuceni. Tento vysledek by
mohl souviset s tim, ze model SPTN patii to jiné t¥idy metod pro odhad hustoty
pravdépodobnosti, nez zbylé 3 modely. Metoda SPTN vyuziva k modelovani hus-
toty smés vice pravdépodobnostnich distribuci. Mize se tedy stat, ze tato metoda
bude pri uceni vice preferovat napi. jednu distribuci nez ostatni. Tim, Ze premisou
modifikace ztratové funkce je dbat vice na objem s nejvyssi koncentraci, se mohlo
stat, ze metoda meéla mensi tendenci k zanedbani zbylych distribuci. V budoucnu
by tedy predmétem vyzkumu mohlo byt vyuziti modifikace ztratové funkce pro jiné
modely, které vyuzivaji smésovani vice pravdépodobnostnich distribuci.
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Soubor dat sptn sptn na [2,5%,7,5%] sptn na [5%, 10%]
abalone (.86 0.94 0.95
blood-transfusion  0.95 0.92 0.90
breast-cancer-w in  1.00 0.99 0.97
breast-tissue  1.00 1.00 1.00
cardiotocography  0.24 0.19 0.22
ecoli  0.97 0.91 0.93

glass  1.00 0.97 1.00

haberman  1.00 1.00 1.00
ionosphere  0.99 1.00 1.00

iris  0.82 0.37 0.33

isolet  0.23 0.25 0.28
letter-recognition  0.29 0.28 0.31
libras  0.18 0.10 0.11
magic-telescope  0.92 0.93 0.96
miniboone  0.48 0.46 0.46
multiple-features  1.00 0.85 0.88
page-blocks  0.94 0.96 0.98
parkinsons  0.92 0.85 0.80
pendigits  1.00 1.00 1.00
pima-indians ~ 0.91 0.95 0.95
sonar  0.88 0.82 0.79

spect-heart  0.27 0.33 0.12
statlog-satimage  0.44 0.44 0.42
statlog-segment  0.86 0.86 0.90
statlog-shuttle  1.00 1.00 1.00
statlog-vehicle  0.88 0.81 0.71
synthetic-control-chart  0.94 0.88 0.90
wall-following-robot ~ 0.77 0.79 0.77
waveform-1  0.52 0.71 0.70
waveform-2  0.55 0.72 0.74

wine 1.00 0.99 1.00

yeast 0.74 0.68 0.67

Prumérné poradi 1.5 2.0 18

Tabulka 5.12: (TPR)
tody SPTN a jejich

Evaluace me-
modifikaci na

kvantilovych intervalech na trénova-
cich datech z hlediska hodnoty T'PR

pro FPR = 5%.

Soubor dat MAF MAF na [2,5%,7,5%]
abalone 0.72 0.73
blood-transfusi 0.91 0.90
breast-cancer- 0.98 1.00
breast-tissue ~ 1.00 1.00
cardiotocography 0.17 0.37
ecoli 0.69 0.87
glass  0.35 0.90
haberman  0.74 0.57
ionosphere 0.99 1.00
iris 0.48 0.68
isolet 0.84 0.96
letter-recognition 0.88 0.99
libras  0.70 0.91
magic-telescope  0.86 0.81
miniboone  0.49 0.45
multiple-features ~ 1.00 1.00
page-blocks ~ 1.00 0.95
parkinsons 0.68 0.80
pendigits 0.96 0.98
pima-indians 0.56 0.67
sonar 0.82 1.00
spect-heart 0.05 0.27
statlog-satimage 0.62 0.89
statlog-segment 0.88 0.94
statlog-shuttle ~ 1.00 1.00
statlog-vehicle 0.40 0.79
synthetic-control-chart 0.98 1.00
wall-following-robot 0.51 0.72
waveform-1 0.37 0.53
waveform-2 0.32 0.56
wine 0.99 1.00
yeast 0.27 0.32
Pramérné poradi 1.6 1.3
Tabulka 5.14: (TPR) Evaluace me-

tody MAF a jeji modifikace na kvanti-
lovém intervalu na trénovacich datech

z hlediska hodnoty T"PR pro FFPR =

5%.

Soubor dat ffjord ffjord na [5%, 10%]
abalone 0.67 0.70
blood-transfusion ~ 0.85 0.85
breast-cancer-wisconsin 0.99 0.99
bre: 1.00 1.00
cardiotocograp. 0.10 0.08
ecoli 0.54 0.78

glass  1.00 0.93

haberman 0.66 0.80
ionosphere  0.99 0.99

iris 0.90 0.97
magic-telescope  0.80 0.74
page-blocks 0.94 0.95

0.91 0.84

0.96 0.95

pima-indians 0.70 0.79
spect-heart 1.00 0.25
statlog-satimage 0.09 0.13
statlog-segment 0.52 0.70
statlog-shuttle ~ 1.00 1.00
statlog-vehicle  0.72 0.48
wall-following-robot  0.56 0.56
waveform-1  0.24 0.23
waveform-2  0.32 0.22

wine  1.00 1.00

st 0.26 0.27

Priamérné poradi 1.4 1.4

Tabulka 5.13: (TPR) Evaluace

me-

tody FFJORD a jeji modifikace na
kvantilovém intervalu na trénovacich

datech z hlediska hodnoty T'PR pro

FPR = 5%.

Soubor dat RealNVP RealNVP na na (5%, 10%]
abalone 0.70 0.74
blood-transfusion 0.90 0.88
breast-cancer-wisconsin 0.98 1.00
breast-tissue 1.00 1.00
cardiotocography 0.24 0.40
ecoli 0.71 0.83

glass 0.35 0.70

haberman 0.80 0.57
ionosphere 1.00 1.00

iris 0.42 0.67

isolet 0.92 0.95
letter-recognition 0.95 0.98
libras 0.88 0.93
magic-telescope 0.83 0.79
miniboone 0.48 0.41
multiple-features 1.00 1.00
page-blocks 0.96 0.97
parkinsons 0.77 0.92
pendigits 0.97 0.98
pima-indians 0.53 0.43
sonar 0.96 1.00
spect-heart 0.15 0.07

0.77 0.93

0.88 0.92

1.00 0.50

atlog-vehicle 0.73 0.85
synthetic-control-chart 0.99 1.00
wall-following-robot 0.58 0.65
waveform-1 0.34 0.56
waveform-2 0.33 0.64

wine 0.99 1.00

yeast 0.29 0.31

Prumérné poradi 1.6 1.4

Tabulka 5.15: (TPR) Evaluace me-
tody RealNVP a jeji modifikace na

kvantilovém intervalu na trénovacich
datech z hlediska hodnoty T'PR pro

FPR = 5%.
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Zaveér

V diplomové préce jsme se zabyvali detekei anomalii pomoci metod strojového uceni.
Konkrétné jsme se vénovali modeliim odhadujicim hustotu pravdépodobnosti a mo-
difikaci jejich procesu uceni pomoci tpravy tzv. ztratové funkce.

V prvni kapitole jsme se seznamili s matematickym pojmem anomalie a predstavili
problematiku detekce anomaélii pomoci modelt pro odhad hustoty pravdépodob-
nosti. Kapitolu jsme zakonéili struénym popisem klasifikdtortu jedné tridy a rekon-
strukénich modelu. Klasifikatory jedné t¥idy umoziuji nalézt tzv. nejmensi objem s
nejvyssi koncentraci dat. Koncept tohoto objemu jsme se pozdéji snazili vyuzit pfi
uc¢eni modelti odhadujicich hustotu pravdépodobnosti.

7 tohoto duivodu jsme se dale zabyvali detailnéjsim popisem metod pro odhad hus-
toty pravdépodobnosti. Konkrétné jsme se nejprve zabyvali tfidou metod vyuzivajici
transformaci nahodné veli¢iny. Z této tifidy jsme si podrobné popsali zejména me-
todu FFJORD a struéné popsali princip metod MAF a RealNVP. Druhou t¥idu
modelt tvorily tzv. Souc¢tové-produktové a Souctové-produktové transformacni sité,
které spadaji to tiidy modela s grafovou reprezentaci.

Jak jiz nazev napovida, popsana skupina modelii ndm umoznila modelovat hustotu
pravdépodobnosti neznamého rozdéleni v zavislosti na poskytnutych datech. Po na-
lezeni aproximace nezname hustoty pravdépodobnosti muZzeme urcit vérohodnost
budoucich dat a na zakladé této hodnoty rozhodnout, zda-li je dané pozorovani
anomaélni, ¢i nikoliv. Jinymi slovy ur¢ime tzv. prah normality - pokud vérohodnost
daného pozorovani lezi nad timto prahem, pak je toto pozorovani vyhodnoceno jako
normalni (neanomalni). Zarovenn jsme popsali skute¢nost, Ze mnozina hodnot, je-
jichz hustota pravdépodobnosti lezi nad timto prahem, je ekvivalentni se zminénym
nejmensim objemem s nejvyssi koncentraci dat.

Urceni tohoto objemu jsme doposud provadeéli az po natrénovani danych modeli,
tedy az po nalezeni aproximace hustoty pravdépodobnosti. Hlavni ideou této prace
bylo vyuzit schopnost popsanych modeli uréit vérohodnost v libovolném case a
tedy zahrnout minimalizaci objemu s nejvyssi koncentraci dat do samotného pro-
cesu uceni. Toho jsme docilili modifikaci ztratové funkce pomoci tzv. kvantilového
intervalu. Domnivali jsme se, Ze tato modifikace zéroven dovoli modeltim soustiedit
svoji kapacitu na nalezeni tohoto objemu za cenu méné presné aproximace hustoty
pravdépodobnosti. V ramci problému detekce anomalii by se ve findle mélo jednat
o jednodussi ulohu.

Ve vypocetni studii této prace jsme se zabyvali tim, zda-li popsand modifikace pfi-

I0)



nesla lepsi vysledky, nez v pripadé klasického uceni pomoci maximalné vérohodného
odhadu. Studii jsme provedli v ramci zminénych metod Souc¢tovych-produktovych
transformacnich siti, FFJORD, MAF a RealNVP. Modely jsme natrénovali na né-
kolika rozmanitych souborech dat. Pramérné lepsich vysledkt jsme bohuzel dosahli
pouze v pripadé Souctovych-produktovych transformacnich siti.

Préci jsme zakonéili diskuzi, kde jsme dospéli k zavéru, ze modifikace metod MAF a
RealNVP zpusobila vétsi nachylnost k jejich preuceni. V pripadé metody FFJORD
mohla vysledky zkreslit jeji vyrazné delsi doba potiebnéa k nauceni modelu. Naopak
lepsi vysledky Souctovych-produktovych transformacnich siti mohla zapfi¢init prin-
cipialni odlisnost tohoto modelu oproti zbylym tiem, jelikoz k modelovani hustoty
pravdépodobnosti pouziva smési nékolika predem zvolenych pravdépodobnostnich
distribuci. Pfedmétem budouciho vyzkumu by tedy mohlo byt vyuziti modifikace
ztratové funkce pro modely, které k aproximaci hustoty pravdépodobnosti také vy-

uzivaji zminéné smésovani pravdépodobnostnich distribuci.
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