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Abstrakt: Simulace elementarnich ¢astic hraji klicovou roli pri objevovani novych zakont
fyziky, proto je kladen velky diraz na jejich presnost. Standardnim pristupem pro zis-
kani simulaci je pouziti algoritmu na principu Monte Carlo (MC). MC simulace maji
casto podobu vazenych soubort dat, coz znemoznuje pouziti obvyklych testi homogenity
pro kontrolu jejich shody s redlnymi mérenimi. Cilem prace bylo pomoci numerickych
simulaci ovérit funkcénost drive navrzenych modifikaci testi homogenity, stejné tak jako
ovéreni fungovani nového pristupu k testovani vazenych dat vyuzivajictho jadrovych od-
hadti. Druha ¢ast prace se soustiedi na pouziti generativnich kompetitivnich siti pro rychlé
simulace kalorimetru, navic byla implementovana metoda pro validaci takto ziskanych si-
mulaci.
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Title: Statistical Data Processing of Simulations in High Energy Physics
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Abstract: Simulations of elementary particles play a key role in the attempts to discover
new laws of physics, which is why high precision is expected of them. The common ap-
proach to generating simulations is the use of the Monte Carlo-based algorithms (MC).
However, MC simulations are usually in the form of a weighted dataset making it im-
possible to use standard homogeneity tests to verify an agreement between simulations
and real measurements. The goal of this thesis is to assemble information about possible
approaches to testing homogeneity of weighted data samples, propose a new approach
using kernel density estimates, and use numerical simulations to verify the applicability
of both the newly proposed and previous methods of weighted homogeneity testing. This
thesis also briefly discusses the use of generative adversarial networks for HEP simula-
tions. Additionally, a general method of GAN validation was applied to a specific use
case of HEP simulations.
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Uvod

Objevovani novych jevii na poli ¢asticové fyziky je oblast, které se vénuji mnoha me-
zindrodni vyzkumné centra v cele s evropskou laboratori CERN (European Organization
for Nuclear Research). Ustfedn{ strategii pro zkouméni hmoty ve vesmiru, je srovnavani
teoretickych predikci s redlné namérenymi daty. Teorie je v tomto srovnani zastoupena
simulacemi, tedy umeélymi vzorky, které odpovidaji teoreticky odvozenym rozdélenim.

Simulace fyzikalnich jevii sehravaji v ziskavani novych poznatki klicovou roli, je proto
kladen velky diiraz na jejich presnost. Standardné se simulace ziskavaji pomoci algoritmi
zalozenych na principu Monte Carlo (MC). S rostoucimi pozadavky na pocet simulaci ale
zacinaji dochazet vypocetni kapacity, proto je v poslednich par letech intenzivné zkou-
méana moznost vyuziti generativnich kompetitivnich siti (GANs) jako metody rychlych
simulaci.

Vybornym nastrojem pro ovéreni shody MC simulaci s redlnymi méfenimi jsou sta-
tistické testy homogenity. Problém nastane, pokud v souboru MC simulaci ma kazdé
pozorovani pritazeno také svou vahu. V tu chvili nelze klasické testy homogenity pouzit.
Prvni ¢ast prace se proto vénuje problematice zobecnéni testit homogenity na vazena data.

Na teoreticky ivod do testti homogenity navazuje popis dosavadnich pristupt k jejich
zobecnéni, konkrétné zobecnéni neparametrickych testii modifikaci testovaci statistiky
[38] a metody transformace vazeného souboru dat na nevazeny pomoci tzv. preusporadani
[14]. Navrzen je také vlastni pristup k testovani vazenych soubort dat s vyuzitim vaZenych
jadrovych odhadi.

Predchozi ptistupy ke zobecnéni testt homogenity i nové navrzend varianta s jadrovymi
odhady jsou aplikovany na Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test homogenity a jsou nésledné
podrobeny numerické analyze s cilem ovérit jejich fungovani pro vybrané rodiny rozdélent,
nalézt vyhody a limity jednotlivych variant.

Druhé cast prace se zaméruje na trochu odlisné simulace v HEP, které maji spise po-
dobu obrazovych dat. U takového typu dat se nabizi vyuziti GANs jako metody rychlé
simulace. Prace proto obsahuje stru¢ny ivod do fungovani generativnich neuronovych siti.
Na ten je posléze navazano popisem konkrétnitho modelu 3DGAN, ktery umoznuje gene-
rovani simulaci odezvy ¢asti detektoru navrzeného pro budouci urychlovac¢ c¢astic CLIC
(Compact Linear Collider) v CERN.

Pouziti GANs pro simulace v ¢asticové fyzice je stale pomérné novou disciplinou, chybi
proto jednotny zptsob evaluace takto generovanych simulaci. V praci je popsan koncept
metody pro evaluaci kvality sité GAN zaloZeny na narozeninovém problému, ktery byl
poprvé prezentovan v [10]. Metoda je poté adaptovdna pro pouziti na modelu 3DGAN
s cilem ziskat nové poznatky o jeho schopnosti generovat realistické simulace ¢éstic.
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Kapitola 1

Simulace v c¢asticové fyzice

Zékladnim pilitem cCasticové fyziky je teorie nazyvana standardni model. Ten si klade
za cil popsat elementarni subatomarni ¢astice tvorici veskerou hmotu ve vesmiru a vysvét-
lit interakce, ke kterym mezi témito casticemi dochéazi. Protoze se jedna pouze o teorii, je
nutné jeho podobu ovérovat a podle novych experimentalnich poznatkt standardni mo-
del upravovat. Za timto tcelem bylo postaveno nékolik laboratori a vyzkumnych zafizeni
v riznych zemich, jmenujme napiiklad CERN (European Organisation for Nuclear Re-
search) lezici na hranicich Francie a Svycarska nebo Fermilab (Fermi National Accelerator
Laboratory) a BNL (Brookhaven National Laboratory) ve Spojenych statech americkych.
Pomoci soustav urychlovact c¢astic a komplexnich detektor jsou v téchto laboratotich
urychlovany a srazeny cCastice s cilem zjistit, zda doposud objevené c¢astice jsou skutecné
fundamentalni a zda aktualni podoba standardniho modelu véetné jeho parametra sou-
hlasi se ziskanymi mérenimi.

Srovnani namétenych dat se standardnim modelem probiha skrze tzv. simulace. Po-
doba standardniho modelu a jeho parametry slouzi jako vstupni informace pro algoritmy;,
pomoci kterych Ize simulovat interakce ¢astic a jejich chovani v detektorech riazného druhu.
V komparativnich analyzach pak tyto simulace zastupuji zkoumanou teorii standardniho
modelu a jsou porovnavany s vysledky redlnych méreni. Pokud je mezi simulovanymi
a skuteénymi daty nalezena dostatecna shoda, pak teorie nebyla vyvracena a povazujeme
ji za platnou. Pokud mezi simulacemi a redlnymi daty pozorujeme drobné, ale nezanedba-
telné odchylky, obvykle dochéazi k upfesnéni parametrt standardniho modelu. Simulovana
a mérena data mohou byt také ve vyraznéjsim rozporu, coz miize ukazovat na chybu v sa-
motné konstrukei modelu a miize to znamenat objeveni nové ¢astice nebo sily [17]. Ovéreni
spravnosti modelu ale neni jedinym tcelem generovani simulaci. Simulace se vyuzivaji také
pri navrhu detektor, vyvoji softwarovych nastroji, které surova data z detektort zpraco-
vavaji, a v neposledni fadé také pti navrhu a ladéni krokt fyzikalni analyzy namérenych
dat [40]. Kvalitni simulace odpovidajici aktudlni podobé standardniho modelu jsou tedy
nezbytnou soucésti celého procesu ziskavani novych poznatkt v oblasti ¢asticové fyziky.

Klasickym pristupem ke generovani simulovanych dat jsou tzv. Monte Carlo algo-
ritmy. Tento pristup vyuziva podoby standardniho modelu a jeho parametri a poskytuje
simulace srazek castic a jejich chovani pri prichodu detektorem. Vyhodou je velmi dobra
presnost, ale s rostoucim poctem potiebnych simulaci se ¢im dal tim vétsi prekézkou
stava znacna ¢asova narocnost tohoto pristupu (kompletni simulace jedné interakce trva
cca 1 minutu [20]). V poslednich letech jsou proto hleddny nejen zptusoby, jak vypocty
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zalozené na Monte Carlo algoritmech zrychlit, ale také alternativni metody generovani
simulovanych dat. Oblasti velkého zdjmu v HEP komunité se stavaji generativni modely
spadajici do kategorie hlubokého uceni (deep learning), naptiklad variacni autoencodery
(variational autoencoders) nebo generativni kompetitivni sité (generative adversarial ne-
tworks, zkracené GANs) [4].

V nasledujicim textu prvni kapitoly je nejprve kratce predstavena soucasna podoba
standardniho modelu ¢asticové fyziky. Dale jsou poskytnuty zakladni informace o Monte
Carlo simulacich. Posledni ¢ast této kapitoly shrnuje poznatky o metodach rychlé simulace
v HEP s vyuzitim generativnich algoritm.

1.1 Standardni model casticové fyziky

Soucasna verze standardniho modelu na obrazku 1.1 obsahuje fundamentélni castice
a interakce, které byly doposud experimentalné pozorovany. Tyto fundamentalni ¢astice
délime do dvou skupin - kvarky (quarks) a leptony (leptons). Kazda z téchto skupin
obsahuje 6 castic, které jsou sdruzené po dvojicich do tzv. generaci. Prvni generace ¢astic
je tvorena nejleh¢imi a nejstabilnéjsimi ¢asticemi a tvori veskerou stabilni hmotu, naopak
druhd a treti generace obsahuji tézsi a méné stabilni castice, které se zpravidla rychle
rozpadaji na c¢astice stabilnéjsi. Nejstabilnéjsimi z kvark jsou up kvark a down kvark,
nasleduje dvojice charm a strange kvark, nejméné stabilni jsou pak top kvark a bottom
kvark. Do trech generaci délime rovnéz leptony - nejstabilnéjsi jsou elektron a elektronové
neutrino, dale mion a mionové neutrino a tauon a tauonové neutrino. Kvarky a leptony

dohromady nazyvame také jako fermiony.

Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter interactions / force carriers
(fermions) (bosons)

mass  =2.2 MeV/c2 =1.28 GeV/c2 =173.1 GeVic? 0 =124.97 GeVi/c2
charge | % s % 0 0

spin | % U % C Ecd t 1 \Q 0 H

up charm top gluon higgs
=4.7 MeV/c2 =96 Mev/c2 =4.18 GeV/cz 0
i K L

down strange bottom | | photon
7 7 )

=0.511 MeV/c2 =105.66 MeV/c2 =1.7768 GeV/c? =91.19 GeV/c2
! 4 A 0

& IF® @ || @

electron muon tau |2 boson A&
-~ <1.0 eVic? <0.17 MeV/c2 <18.2 MeV/c2 =80.39 GeV/c2 : )
0 0 0 +1

};%Ve . G . O 1%

electron muon tau
neutrino neutrino neutrino

| Whoson | i

Obrazek 1.1: Standardni model ¢asticové fyziky [42]. Z tabulky je patrné rozdéleni ¢astic

na femiony (fermions) a bosony (bosons). Fermiony jsou dale rozdéleny na kvarky (quarks)
a leptony (leptons).
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Veskeré interakce, které probihaji mezi vysSe uvedenymi casticemi, 1ze vysvétlit pomoci
ctyr zékladnich sil - silna interakce, slaba interakce, elektromagneticka sila a gravitacni
sila. Silnad a slaba interakce plisobi pouze na subatomérni irovni, naproti tomu elektro-
magnetickd a gravitacni sila maji neomezeny dosah pusobeni. Pokud bychom méli tyto
interakce seradit vzestupné dle jejich sily, pak gravitace je nejslabsi, nasleduje slaba in-
terakce, elektromagnetickd sila a jak jiz ndzev napovida, nejsiln¢jsi je silnd interakce.
Ke kazdému typu interakce jsou prirazeny céstice, které funguji jako jeji zprostredko-
vatelé. Tyto Castice nesou souhrnné oznaceni bosony. Silnou interakci zprostiedkovava
castice nazyvana gluon, za nositele elektromagnetické interakce je povazovan foton a bo-
sony W a 7 zprostredkovavaji slabou interakci. Pfedpoklada se, ze zprostredkovatelem
gravitace je c¢astice nazvand graviton, existenci tohoto bosonu se ale zatim nepodarilo
overit. Nejmladsi objevenou castici je Higgsuv boson, jehoz nalezeni bylo oficidlné potvr-
zeno 4. ¢ervence 2012 [19] a jiz v roce 2013 byla za predpovézeni jeho existence udélena
Nobelova cena dvojici teoretickych fyzikti Peteru Higgsovi a Francoisovi Englertovi.

Standardni model v soucasné podobé neposkytuje kompletni popis chovani hmoty
ve vesmiru. Jak jiz bylo naznaceno vyse, do teorie standardniho modelu se zatim nepoda-
filo zahrnout ptisobeni gravitacni sily a popsat tak vSechny interakce jednotnou formulaci.
Model tedy velmi dobfe funguje na trovni mikrosvéta, ve kterém je vliv gravitacni sily
zanedbatelny, ale u vétsich téles se gravitacni sila projevuje vice a zakonitosti vyplyvajici
ze standardniho modelu nelze pouzit. Stejné tak standardni model nevysvétluje existenci
temné hmoty a temné energie nebo nerovnovahu mezi hmotou a antihmotou.

1.2 Monte Carlo simulace

Jak bylo zminéno v ivodu kapitoly, standardnim metodou pro ziskani simulaci srazek
¢astic nebo detektorti jsou programy zalozené na principu Monte Carlo algoritmii. Tento
pristup predpoklada, ze zkoumany systém a jeho vyvoj lze popsat pomoci pravdépodob-
nosti. V principu pak namisto sestavovani komplikovanych rovnic a provadéni slozitych
vypoctl provedeme radéji velké mnozstvi opakovani zkoumaného experimentu za vyuziti
generatoru nahodnych hodnot a z vysledkt téchto opakovani vyvodime hledany zavér.

Velmi jednoduchou ukéazkou je tloha vypoctu plochy dvourozmérného obrazce
znazornéna na obrazku 1.2. Pokud bychom
znali rovnice popisujici zadany obrazec, lze jeho
obsah zjistit pomoci dvourozmérné integrace. X X
Druhou moznosti je opakované generovani sou-
fadnic ndhodnych bodi v rdmci vyobrazeného X X %
obdélniku o obsahu ab z uniformniho rozdéleni bl x v
s naslednou kontrolou, zda dany bod lezi uvnitt

modrého obrazce ¢i nikoliv. Pribliznou plochu

obrazce pak ziskdme jako i%ah“ ab. Monte «
pokusu

Carlo simulace v ¢asticové fyzice funguji na ob- a

dobném principu, ale simulované systémy a vy-

pocty jsou vyrazné komplikovangjsf a pro tyto Obrdzek 1.2: Tlustrace vypoctu plochy

ucely jsou vyvijeny samostatné softwarové na- obrazce generovanim nahodnych bodu.

stroje.
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Vyuziti Monte Carlo simulaci v HEP lze rozdélit na dvé zakladni skupiny. Prvni z nich
je simulovani fundamentalnich interakci ¢astic, predevsim srazek Castic nebo jejich roz-
padii. Pomoci téchto simulaci jsou vypocitdavany napriklad u¢inné prutezy (neboli prav-
dépodobnosti, ze ostielujici ¢astice bude jistym zptusobem interagovat s ¢astici terce)
nebo takzvané vektory ¢tyrhybnosti pro produkty srazek a rozpadt. Pro simulace téchto
fundamentalnich interakeci jsou vyvijeny rizné softwarové nastroje, jmenujme napiiklad
PYTHIA 8 [35], Herwig 7 [12] nebo program Sherpa [23].

Simulace fundamentalnich interakci slouzi jako vstupni idaje pro druhou skupinu si-
mulaci, kterymi jsou simulace detektori. Jedna se o modelovani prichodu ¢éstice detekto-
rem vcéetné interakei této ¢astice s materialem detektoru, vzniku sekundarnich ¢astic a je-
jich cesty skrze detektor, a to az do momentu rozpadu, pohlceni nebo opusténi detektoru
puvodni ¢astici i vSemi sekundarnimi. Cely pribéh simulace zavisi nejen na vlastnostech
primarni castice, ale také na geometrii a materidlu prislusného detektoru. Nejcastéji pou-
zivanym nastrojem pro tento typ simulaci je program GEANT4 [6], aktudlné je ve vyvoji
i novéjsi verze GeantV [7].

1.2.1 Uplné a rychlé simulace

Metody simulace detektorti je mozné déle rozdélit na dva druhy. Takzvana Gplna
simulace znamen4, ze na pocatku mame c¢astici vstupujici do kalorimetru s presné urce-
nymi pocatecnimi vlastnostmi a po kratkych ¢asovych tsecich modelujeme, jak se méni
poloha castice, jeji hybnost a jakd je odezva detektoru. Zaroven je v kazdém kroku si-
mulovano, zda dojde k interakci castice s materialem detektoru, jejimu rozpadu nebo zda
castice pokracuje dal v piuvodnim sméru. Pokud dojde k interakci ¢astice s materidlem
kalorimetru nebo k jejimu rozpadu za vzniku sekundérnich ¢astic, jsou modelovany hyb-
nosti, souradnice a odezva detektoru i pro vSsechny sekundarni castice. Nékteré castice
mohou vyprodukovat miliony sekundarnich c¢astic a pii uplné simulaci je pro vsechny
stejné detailné modelovan jejich priichod detektorem. Jednd se tedy o velmi podrobnou
simulaci, ktera je ¢asové i vypocetné velmi narocna.

Néroc¢né uplné simulace nejsou vzdy nezbytné nutné, napiiklad pro predbézné ana-
Iyzy jsou casto vyuzivany tzv. rychlé simulace. Jedna se o simulace, které jsou méné
detailni nez simulace tplné, proto je jejich vypocet rychlejsi. Jednou z moznosti, jak do-
sahnout zrychleni simulovani na iikor presnosti, je misto modelovani prichodu ¢astice krok
po kroku véetné jejich hybnosti a dalsich charakteristik simulovat rovnou pouze odpoved
detektoru na ¢éastici a produkty jejiho rozpadu jako celek. Na obrazku 1.3 je ilustrovan
rozdil mezi uplnou a rychlou simulaci. Prvni vnitini vrstvou vyobrazeného detektoru je
tzv. tracker, ktery snima ¢astice s elektrickym nabojem, modfe a ¢ervené jsou znazornény
dva riuzné druhy kalorimetru (elektromagneticky a hadronovy), které zachycuji energii vy-
zafenou ¢asticemi. Zelenou barvou je znazornéna vrstva detektoru, kterd slouzi predevsim
k zachyceni mionii. Pro tplnou simulaci jsou zaznamenany hybnosti a energie pro prvotni
castici i vSechny sekundarni ¢astice stejné jako energie zaznamenané detektorem, v rychlé
simulaci byla modelovana pouze odezva detektorti.

Dalsi moznosti, jak dosahnout zkraceni vypocetniho casu pti modelovani detektoru, je
pouziti zjednoduseného popisu geometrie detektoru nebo nasimulovani produktt castych
rozpadt predem a jejich pouziti v pripadé, ze pri simulaci krok po kroku k danému rozpadu
dojde. Aktudlné pouzivany softwarovy nastroj GEANT4 jiz tyto moznosti zrychleni simu-
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Obrazek 1.3: Ilustrace rozdilu mezi tplnou a rychlou simulaci detektoru [43]. Pri uplné
simulaci (a) byl prichod ¢éstice modelovan krok po kroku véetné odezvy detektoru a hyb-
nosti vSech ¢astic (priméarnich i sekundarnich), u rychlé simulace (b) byla modelovana
pouze odezva detektoru.

laci nabizi. Velka pozornost je také vénovana optimalizaci vSech vypoc¢tl pri simulacich
a efektivnimu vyuziti aktualniho hardwaru.

1.3 Generativni algoritmy

Monte Carlo néastroje popsané v predchozi podkapitole predstavuji metody simulace
dosahujici vysoké presnosti, ale jejich vypocet je velmi ¢asové narocny. Soucasné vypocetni
kapacity by pti pouzivani stavajicich metod byly brzy nedostatecné a moznosti rychlych
simulaci metodou Monte Carlo nenabizeji dostatecné zrychleni vypoctt. Proto se do centra
pozornosti dostaly generativni algoritmy zalozené na neuronovych sitich, které by mohly
poskytnout dostatecné zrychleni produkce simulaci.

1.3.1 Motivace

Evropska laborator CERN ma pro potieby analyz a simulaci k dispozici tzv. Worl-
dwide LHC Computing Grid (WLCG), neboli hardwarovou a softwarovou infrastrukturu,
ktera umoznuje distribuovat vypocty na individualni stroje umisténé ve 170 riznych lo-
kacich ve 42 zemich svéta. Priblizné 50 % vypocetni kapacity WLCG je v soucasnosti
vyuzivano pro simulace castic a detektori, zbyla kapacita je vyuzivana pro analyzy mé-
fenych dat [40]. Na rok 2027 je planovano spusténi velkého hadronového urychlovace
(Large Hadron Collider, zkrdcené LHC) po provedeni série tprav, diky kterym bude mit
10x vyssi luminositu nez v prvnim roce svého fungovani [18]. Predpokldda se, Ze na tzv.
HL-LHC (High Luminosity LHC) bude mozné ziskat 150x vice dat ve srovnani s pivodni
konstrukci LHC. Z tohoto divodu porostou pozadavky na pocet potiebnych simulaci, ale
s vyraznym rozsitovani vypocetnich kapacit WLCG se naopak nepoc¢ité [5].

Predpokladany nedostatek vypocetnich kapacit v budoucnu je hlavni motivaci pro op-
timalizaci rychlych simulaci a hledani novych pristupti. Moznosti optimalizaci rychlych

17



simulaci popsané v predchozi podkapitole a implementované v programu GEANT4 nabizi
zrychleni riznych dda (10x — 1000x), ale obvykle jsou aplikovatelné pouze na velmi
specifické tlohy v ramci konkrétniho experimentu, chybi jednotny ptistup produkce rych-
Iych simulaci. V poslednich letech proto probihd vyzkum vyuzitelnosti generativnich algo-
ritmu zalozenych na hlubokém uceni a neuronovych sitich pro simulace detektori. Prvni
vysledky naznacuji, ze pti rychlych simulacich elektromagnetickych kalorimetri pomoci
deep learningu je mozné dosdhnout zrychleni produkce simulaci az o 6 radi, zatim stale
za cenu ztraty presnosti [40].

Pouziti generativnich algoritmt pro vytvareni simulaci je vétsinou zkoumano na tloze
simulace elektromagnetického kalorimetru (EM kalorimetru), protoze simulace této ¢asti
detektoru je vypocetné nejnarocnéjsi (pri simulacich pro detektor ATLAS v CERN je
70 % casu vénovano EM kalorimetru [43]).

1.3.2 Aplikace GAN v HEP

Elektromagneticky kalorimetr je zatizeni, ktery slouzi predevsim k zachyceni elektronti
a fotonu a zaznamenani jejich energie vyzarené pii prichodu materialem kalorimetru. Za-
roven je mozné energie mérené v ruznych bodech kalorimetru interpretovat jako intenzitu
pixelt trojrozmérného sedotonového obrazu. Pravé tato analogie mezi snimky kalorimetru
a obrazovymi daty vybizi k vyuziti generativnich model pouzivanych pii zpracovani ob-
razu, konkrétné generativnich kompetitivnich siti (generative adversarial networks, zkra-
cen¢ GANs) [25].

Zékladni strukturu GAN tvori trénovaci data a dvé neuronové sité: diskriminacni sif
(anglicky discriminator) a generator (anglicky generator). Cilem generdtoru je naucit se
rozdéleni trénovacich dat a produkovat nové obrazky ze stejného rozdéleni, naopak diskri-
minacni sit se snazi trénovaci data a generované obrazky od sebe rozlisit, ¢imz poskytuje
zpétnou vazbu na kvalitu generatoru. V principu se tedy jedna o tlohu minimax opti-
malizace, kterd v idealnim pripadé konc¢i nalezenim optiméalnich parametru siti, pro které
je nastavenim generatoru dosazeno minimalizace maximalni rozliSovaci schopnosti dis-
kriminac¢ni sité. Podrobnéjsimu popisu fungovani GAN je vénovana samostatna kapitola
4.

Soucasné modely GAN dokézou tspésné generovat kvalitni obrazky lidskych tvari,
zvitat ¢i objekt, které jsou velmi blizko skutecnym fotografiim. V porovnani s témito
aplikacemi ma simulovani EM kalorimetrii uréita specifika. Zaprvé, intenzity pixelit pro
odezvu kalorimetru (tedy snimané hodnoty energii) nabyvaji hodnot s rozsahem néko-
lika fada. Zadruhé, i kdyz simulovana sprska obsahuje miliony castic, tak vyskyt pixela
s nenulovou hodnotou intenzity je v celkovém obrazu kalorimetru ridky.

Model LAGAN

Jednim z prvnich tspésnych prikladi pouziti GAN pro simulace kalorimetru je model
LAGAN (Location-Aware Generative Adversarial Network [20]). Pomoci tohoto modelu
se podarilo simulovat 2D snimky sprsek ¢astic v kalorimetru, pficemz simulované hodnoty
intenzit jednotlivych pixelt kopirovaly rozsah pozorovany v trénovacich datech, ktery byl
piiblizné 5 F4dt (~ 1072 az 10? GeV). Byla pozorovdna také dobrd shoda mezi generova-
nymi a trénovacimi daty z pohledu cetnosti hodnot v konkrétnich intervalech.
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Model CaloGAN

Za dalsi uspésnou aplikaci 1ze povazovat model CaloGAN [32], pomoci kterého byly
simulovany sprsky ¢astic pro zjednodusenou geometrii EM kalorimetru detektoru ATLAS.
Dany typ kalorimetru je sestaven ze tfech vrstev, pro simulaci odezvy kazdé z nich byl
proto vyuzit predchozi model LAGAN doplnény o prenosovou jednotku pro zachovani ko-
relace mezi jednotlivymi vrstvami. V modelu CaloGAN bylo zéroven testovano podminéni
generovan¢ho obrazku zadanim pocatecni energie vstupni ¢astice a bylo pozorovano, ze
pomoci CaloGAN lze generovat vérohodné simulace také pro ¢astice s pocatecéni energii
mimo puvodni rozsah hodnot pouzity v trénovacich datech. Toto pozorovani naznacovalo,
ze podminény generativni model je schopny urcité extrapolace vzhledem k vstupnimu pa-
rametru pocatecni energie. Prestoze trénovani modelia hlubokého uceni je ¢asové narocné,
tak samotné generovani novych snimki pomoci CaloGAN je o 5 fadi rychlejsi v porovnani
s odpovidajici Monte Carlo simulaci.

Model 3DGAN

V rdmci skupiny CERN openlab je aktudlné vyvijen model s ndzvem 3DGAN [16],
pomoci kterého lze primo generovat 3D snimky kalorimetru, ktery bude instalovan na
budoucim linedrnim urychlovadi ¢astic CLIC (Compact Linear Collider). Moznost podmi-
néni generovaného obrazku pocatecni energii vstupni ¢astice je pro tento model rozsirena o
podminéni ihlem, pod kterym ptvodni ¢astice do kalorimetru vleti vzhledem k jeho celni
sténé. Tento model predstavuje prvni koncept metody rychlé simulace zalozené na GAN,
kterd v budoucnu nabidne uzivateli simula¢niho baliku moznost prizptisobeni parame-
tri detektoru i castice. Podrobnéjsimu popisu modelu 3DGAN je vénovana samostatna
podkapitola 4.3.

Prvni vysledky pouziti GAN pro simulace EM kalorimetri, které tvoti ¢asové nejnaroc-
néjsi ¢ast simulaci, jsou velmi slibné [4]. Generované snimky vykazuji v mnoha aspektech
dobrou shodu s Monte Carlo simulacemi a podle predbéznych analyz nabizi zrychleni
simula¢niho procesu az o 5 fada.

Otevienym problémem zlstava zvoleni jednotného pristupu k vyhodnocovani kvality
generovanych obrazkl. Vzhledem k povaze dat, tedy 3D snimky s velkym rozptylem in-
tenzit pixelt a ridkosti nenulovych hodnot, neni jednoznacné, jak kvalitu snimki primo
porovnat. Pro vétsinu analyz bylo doposud pouzito predevsim nepiimé porovnani skrze
rekonstruovani fyzikalnich velic¢in (napriklad celkové hmotnosti interagujicich ¢astic nebo
celkové energie) a srovnéni jejich distribuce s hodnotami spoctenymi na trénovacich da-
tech. Generativnim kompetitivnim sitim a validaci jejich vysledkii v kontextu HEP je
vénovana kapitola 4.

19



20



Kapitola 2

Testy homogenity

Predchozi kapitola shrnula zédkladni informace o simulacich v HEP a zdiraznila je-
jich dilezitost pri objevovani novych zakonitosti chovani hmoty. Pokud se zaméiime na
simulace detektorli, tak format téchto dat je stejny, jako vystupy skuteénych méreni.
V pripadé kalorimetru jde tedy o hodnotu signalu z c¢idel, kterda zaznamenavaji energii
vyzarenou casticemi. Kombinaci téchto elektrickych signalii z detektort, znalosti jejich
konstrukce a informaci o vstupnich parametrech experimentu lze nasledné rekonstruo-
vat rizné veliciny, naptiklad thly mezi drahami c¢astic nebo hybnosti. Rekonstruované
fyzikalni veliciny se posléze pouzivaji jako vstupy do dalsich krok zpracovani dat.

Monte Carlo simulace detektortt a z nich zrekonstruované hodnoty fyzikalnich veli¢in
slouzi nejen pro primé porovnani teorie s namérenymi daty, ale také jako trénovaci data pro
klasifika¢ni algoritmy ruzného druhu. Aby mohl byt takovy klasifikdtor dobre natrénovan,
je nutné overit, zda simulace odpovidaji redlnym mérenim z pohledu rekonstruovanych fy-
zikalnich veli¢in, tedy otestovat shodnost rozdéleni simulaci a méreni pro kazdou veli¢inu.
Jednim z néstroji, ktery lze pouzit, jsou testy homogenity.

Pokud dojde k situaci, ze hodnoty fyzikalnich veli¢in simulovanych dat neodpovidaji
skutecnym mérenim, nelze takové simulace pouzit k trénovani klasifikacniho ¢i jiného
algoritmu. K takové situaci muze dojit napiiklad z divodu trochu odlisného findlniho
nastaveni detektoru, nez pro které se ptivodni simulace produkovaly, nebo treba drobnou
zavadou detektoru, ktera se objevi az v prubéhu méfeni a zpiisobi vychyleni snimanych
hodnot. Prvnim moznym feSenim je generovat nové simulace, které budou odpovidat no-
vému nastaveni nebo chybé detektoru, coz je ale ¢asové i vipocetné velmi naro¢né. Castéji
se proto pristupuje k druhé moznosti, kterou je pritazeni vah jednotlivym simulovanym
pozorovanim tak, aby rozdéleni rekonstruovanych veli¢in odpovidalo skutecnym mérenim.
Po prevazeni simulaci je shodnost rozdéleni potieba opét zkontrolovat.

Rzné druhy test homogenity jsou velmi dobrym néastrojem pro ucinéni rozhodnuti,
zda dva soubory dat pochazi ze stejného rozdéleni, protoze poskytuji také odhad prav-
dépodobnosti, ze uc¢inéné rozhodnuti je spravné. Jejich nevyhodou z hlediska HEP je, ze
ve své standardni podobé jsou aplikovatelné pouze na nevazena data. V kontextu HEP
se tento problém obvykle Tesi rozdélenim pozorovani do nékolika binti a testovanim shod-
nosti rozdéleni, ktera jsou reprezentovana histogramovymi odhady. Pti takovém postupu
ale dochazi ke ztraté informace o rozlozeni dat uvnitt jednotlivych bin.

V této kapitole jsou popsany tii pristupy, jak lze princip testi homogenity vyuzit také
pro data s vahami. Prvni pristup je zalozeny na modifikaci testovaci statistiky vybraného
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testu pro vazend data uzitim vazené empirické distribucéni funkce navrzené v [37, 38].
Principem druhého pfistupu je transformace vazeného souboru dat na soubor nevazeny

metodou re-arranging [13, 14] nebo pomoci jadrového odhadu (kernel density estimate,
zkracené KDE).

2.1 Klasické testy homogenity

Testy homogenity jsou specialnim pripadem testi hypotéz, proto nejprve popiseme je-
jich obecny princip. Uvazujme pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P), kde Q je neprazdna
mnozina, A je o-algebra nad ) a P pravdépodobnostni mira definovana na A. Déale uva-
zujme ndhodny vybér Xi, Xs, ..., X,, z rozdéleni F', tedy X, X5, ..., X, jsou nezavislé
a stejné rozdélené nahodné veliciny (zkracené i.i.d.) X;: Q - RVje {1,...,n}, ne N.
Testy hypotéz slouzi k ovéreni platnosti predem stanovené nulové hypotézy H, proti al-
ternativni hypotéze H; na zdkladé dostupnych dat, tedy konkrétni realizace xy, xs, ..., 2,
ndhodného vybéru.

V piipadé testit homogenity pracujeme ne s jednim, ale se dvéma nahodnymi vybéry,
prvnim Xq, Xo,..., X, z rozdéleni F' a druhym Y7,Y5,...,Y,, z rozdéleni G. Pro ovéreni
shodnosti rozdéleni tedy formulujeme hypotézy Hy a H; néasledujicim zptisobem:

Hy:F=G vs. Hi:F#G. (2.1)
V dal$im textu budeme znacit X nahodny vybér (X, X, ..., X, ), ddle pomoci & ozna¢me
konkrétni realizaci (x1, za, ..., x,) ndhodného vybéru.

Na zékladé konkrétni realizace nahodného vybéru, rozhodujeme o zamitnuti nebo ne-
zamitnuti platnosti nulové hypotézy Hy. Mnozinu bodi W C R"”, pro které zamitame H,,
nazyvame kritickym oborem?!. Jeji doplnék, tedy mnozinu, pro kterou H, nezamitdme,
znac¢ime standardné W¢. Rozhodovaci pravidlo testu lze pomoci mnoziny W zapsat néa-
sledovné:

xeW ... zamitdme Hy,

x¢ W ... nezamitdme H,.

Definovani kritické oblasti W je tedy klicové pro rozhodnuti testu. Pro konstrukci rozho-
dovaciho pravidla se v praxi obvykle nepouziva primo n-rozmérna kritické oblast W C R™,
ale jeji obraz v R ziskany zobrazenim 7" : R” — R nazyvanym testovaci statistika. Pti zna-
deni W = T(W) C R zamitame Hy, pokud T'(x) € W.

Pri rozhodovani o zamitnuti hypotézy H, se mizeme dopustit dvou druhti chyb, které
jsou znazornéné v tabulce 2.1. Chybu I. druhu, neboli zamitnuti hypotézy Hy, prestoze
platilo

P (chyba I. druhu) = P (T(X) € W|H) = o, (2.2)

kde o € (0,1) je pfedem urcend hladina vyznamnosti testu. Definice kritické oblasti W,
respektive TV, tedy zavisi na volbé hladiny testu a. Pokud nelze zvolit W tak, abychom
dosahli rovnosti ve vyrazu (2.2), volime W tak, aby P (chyba I. druhu) byla co nejvétsi

'Pro dva nadhodné vybéry uvazujeme W C R**+™,
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a zaroven stale mensi nez «. PTi pevné stanovené hladiné vyznamnosti se nasledné pri
volbé W snazime minimalizovat

P (chyba II. druhu) = P (T(X) ¢ W|H,) =1 - 8, (2.3)
kde 5 =P (T(X) € W|H1) nazyvame silou testu.

Tabulka 2.1: Znazornéni vztahu mezi rozhodnutimi testu a moznymi chybami.

Nezamitame H, Zamitame H

Hy plati spravné chyba I. druhu
H, palti chyba II. druhu spravné

Rozhodovani pti testovani je obvykle zalozené na hodnoté specialni charakteristiky,
tzv. p-hodnoté (angl. p-value). P-hodnotu lze definovat jako infimum vsech « hladin vy-
znamnosti testu, na kterych jesté pro dany soubor dat & zamitdme nulovou hypotézu H,.
P-hodnotu Ize také interpretovat jako pravdépodobnost, Ze pri dalsim opakovani stejného
meéreni ziskdme data, ktera budou odporovat Hy vice nez testovany soubor x. Plati tedy,
ze pokud je pro namérend data p-hodnota < «, pak Hy zamitame, pokud je p-hodnota
naopak vyssi, tak Hy nezamitame.

Priklad definice a pouziti p-hodnoty budeme ilustrovat na piikladu tzv. pravostranné¢ho
testu, pro ktery je kriticka oblast definovina W = {x € R"|T(x) > C,}, kde C, je hranice
kritické oblasti pro test na hladiné vyznamnosti « s testovaci statistikou 7T'. Pro takovy
test spocteme p-hodnotu

p-hodnota =P (T'(X) > T(x)) =1— Fr (T(x)—) . (2.4)

2.1.1 Neparametrické testy homogenity

Nyni se zamérfime na neparametrické testy homogenity, protoze se pti budouci apli-
kaci chceme vyhnout nutnosti odhadovat parametrickou rodinu distribuci. Neparametrické
testy pracuji s empirickym odhadem kumulativni distribu¢ni funkce, ktery definujeme
pouze s pouzitim nameérenych hodnot.

Definice 2.1.1. Necht X, X5, ..., X, je i.i.d. redlny nahodny vybér z rozdéleni F'. Em-
pirickou distribucni funkci (empirical cumulative distribution function, zkracené ECDF)
pro vybér Xy, Xs, ..., X, rozumime

1 n
F.(x) = - D T woa(X;), VzeR, (2.5)
Jj=1

kde I(_oo () je indikdtor mnoziny (—oc, x].

Empiricka distribu¢ni funkce je podle definice neklesajici, zprava spojitou, schodovitou
funkci, jejiz hodnota se v kazdém bodé X; zvysi o %, priklad ECDF pro i.i.d. ndhodny
vybér z normalniho rozdéleni je na obrazku 2.1. Ze zdkona velkych ¢isel pro ECDF na-
hodného vybéru Xi, X,, ..., X, z rozdéleni I plyne, zZe

F,(z) 2L F(z) Vz€eR, (2.6)
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Obrazek 2.1: Graf empirické distribuéni funkce pro 50 pozorovani z rozdéleni N(0, 1).

tedy ze F;, je konzistentnim odhadem skutecné distribuc¢ni funkce F'. Lze také dokazat,
ze F, je zaroven nestrannym odhadem [39].

Empiricka distribu¢ni funkce F,, konverguje ke skutecné distribuci F' dokonce stej-
nomérné, nejprve ale potrebujeme definovat Kolmogorovu vzdalenost dvou distribucnich
funkeci.

Definice 2.1.2. Necht F' a GG jsou dvé distribuc¢ni funkce na R. Pak definujeme Kolmo-
gorovu vzdalenost
K(F,G) =sup|F(z) — G(z)|. (2.7)

zeR

Dle Glivenkova-Cantelliho teorému pro ECDF F,, ndhodného vybéru z F' pron — +oo
plati
K(F,, F) 2% 0, (2.8)
tedy F), stejnomérné konverguje k F', a to pro libovolnou distribu¢ni funkci F. Dikaz
tohoto tvrzeni je uveden napriklad v [39].
Prikladem neparametrického testu homogenity, ktery je zaloZeny c¢isté na empiric-
kych distribucnich funkcich, je dvouvgbérovy Kolmogoroviv-Smirnoviv test (angl. two-
sample Kolmogorov-Smirnov test, zkracené KS test). Uvazujme dva ndhodné vybéry,

X1, Xo, ..., X, z distribuce F' a Y1,Y5,....Y,, z distribuce G, které jsou nezavislé. KS
test slouzi k ovéreni hypotézy

Hy: (Vz e R)(F(z) =G(x)) vs. Hp:(dzeR)(F(x)# G(x)). (2.9)
Testovaci statistika KS testu vychazi z Kolmogorovy vzdalenosti

Kym = sup |F,(x) — G ()], (2.10)

zeR

kde F), je ECDF nédhodného vybéru X a G,, je ECDF nahodného vybéru Y.
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Za platnosti nulové hypotézy, tedy F' = G, a za predpokladu spojitosti skutecného
rozdéleni pro testovaci statistiku K, ,, dle [29] plati

nm D

n,m

Z, (2.11)

n + m n,m—-+oo

kde Z je nahodna veli¢ina s distribu¢ni funkei

_ 400 (_ 1\k—1,—2k2)\?
H(\) = {1 2o (e pro A >0, (2.12)

0 pro y < 0.

Pro Kolmogorovu vzdélenost K (F,G) plati, ze pro shodné distribu¢ni funkce je rovna
nule a naopak pro rozdilné distribuc¢ni funkce jeji hodnota roste. Hypotézu Hy budeme
zamitat, pokud je hodnota testovaci statistiky vyssi nez kritickd hodnota hy _,, (F, a G,
se od sebe prilis lisi). Proto formulujeme tzv. pravostranné rozhodovaci pravidlo

nm

Hy zamitdme <& Kpm > hi_q, (2.13)

n-—+m

kde jsme pouzili znaceni hy_, pro (1 — a)-kvantil rozdéleni H. Protoze zndme pouze
asymptotické rozdéleni testovaci statistiky, tak test ma tzv. asymptotickou hladinu a.
Prislusnou p-hodnotu, podle které se v praxi pii vyhodnocovani testu fidime, spocteme
jako

p-hodnota =1— H ( nT:—mmKn m) : (2.14)

Vsimnéme si, ze pokud hypotéza Hy neplati, tak pro n,m — 400

Kym L sup |F(z) — G(z)] > 0 = T:_m Kpym L 0. (2.15)
\ n+m

z€R

Test zaroven nijak nezavisi na skutecnych distribucich F' a G a asymptoticky je sila testu
rovna 1 [30].

Dalsimi priklady neparametrickych testii homogenity jsou Andersontav-Darlingiiv test
a Cramer-von Misesuv test, které stejné jako KS test vyuzivaji empirické distribucni
funkce v definici testovaci statistiky [21].

2.2 Modifikace testu pro vazena data

Popisme nyni na prikladu Kolmogorovova-Smirnovova testu modifikaci testovaci statis-
tiky pro ui¢ely porovnéni rozdéleni vazenych dat, kterd byla navrzena v [37, 38]. V dalsim
textu budeme na vahy nahlizet jako na nahodné veli¢iny, které maji konecnou stredni hod-
notu riznou od nuly a konecny rozptyl. Protoze klasické neparametrické testy homogenity
pracuji s empirickou distribu¢ni funkei (2.5), je potieba ji nahradit jejim ekvivalentem pro
vazena data. Pro tento tcel tedy v souladu s [13] definujeme vazenou empirickou distri-
buéni funkci.
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Definice 2.2.1. Necht X, X5, ..., X, je ndhodny vybér z F' a ke kazdému prvku nadhod-
ného vybéru je pritazena kladna hodnota reprezentujici jeho vahu Wy, Wy, ... W,. Déle
oznacme W = 7% | W; Pak definujeme vdZenou empirickou distribucni funkci (anglicky
weighted empirical distribution function, zkracené WEDF)

1 n
F¥(@) = o 3 Wil wu(X;), Vr€R (2.16)
j=1

Zduraznéme, ze pokud plati W; = 1 pro Vj € {1,...,n} (tedy data jsou nevazend),
tak WEDF (2.16) prechazi v EDF (2.5). Porovnani EDF a WEDF pro 50 pozorovani
z normalniho rozdéleni N(0,1) s nezavislymi vdhami z rozdéleni U(0,1) je znazornéno
na obrazku 2.2.

1 T T
0.8 - :
0.6 :
0.4 .
ECDF
0.2 WEDF |
- = = “N(0,1)
O ] 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obrazek 2.2: Modra kiivka zobrazuje ECDF pro 50 pozorovani z rozdéleni N(0, 1). Cervena
ktivka je zobrazenim WEDF pro tytéz pozorovani z normélniho rozdéleni, ke kterym byly
nahodné prirazeny nezavislé vahy z uniformniho rozdéleni U(0,1).

Nyni pro test homogenity vazenych dat uvazujme opét dva nahodné vybéry, prvni
X1, Xs,..., X, s vdhami Wy, W,,..., W, oznaceny (X,W) z rozdéleni F'" a druhy
Y1,Ys, ..., Y, s vahami Vi, Vs, ..., V,, oznaceny (Y,V) z rozdéleni GV. V piipadé KS
testu vazenych soubort nahradime Kolmogorovu vzdalenost dvou ECDF K, ,,, Kolmogo-
rovou vzdalenosti dvou WEDF pro pfislusné vazené soubory dat (X, W) a (Y, V)

K, = sup ’F,Xv(x) - GT‘:L(x)‘ (2.17)

z€eR

Druhou c¢asti testovaci statistiky KS testu, kterou potrebujeme modifikovat, je vyraz
\/ - PHmocarou volbou je nahrazeni poc¢ti pozorovani n, m soucty vah nahodnych

vybéri, pri znaceni W =370, Wy a V =371 V; to znamena, Ze

nm , , /4%
nahradime pomoci

n+m W+V

(2.18)
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Dle vysledki uvedenych v [36] bylo toto zobecnéni vyhodnoceno jako nestabilni, protoze
pri numerickém oveéreni dodrzeni hladiny vyznamnosti pri uziti modifikované testovaci
statistiky a rozdéleni (2.12) zavisel podil zamitnutych testi na stfedni hodnoté a rozptylu
vah. Druhym problémem je, ze i pfi pouhém vynéasobeni vah konstantou se méni hod-
nota testovaci statistiky a tim i spoctena p-hodnota, na zakladé které se rozhodujeme o
zamitnuti ¢i nezamitnuti H.

Vhodnéjsi veli¢inou k nahrazeni po¢tu pozorovani u vazenych dat je takzvana efektivni
velikost vzorku

()" mwy

T S R (2.19)

Ne =

kterd byla poprvé navrzena v [44] a bliZze popséna v [1]. Na rozdil od prostého souc¢tu vah
ne zohlednuje rozptyl vah, ale predevsim je invariantni na skalovani vah, takze spoctend
p-hodnota nezavisi na vynasobeni vah nenulovou konstantou.

Nahradime-li klasickou ECDF (2.5) vazenou distribu¢ni funkci WEDF (2.16) a pocty
pozorovani efektivni velikosti vzorku, dostavame vzorec modifikované testovaci statistiky
KS testu

——sup |F} (z) — G} (). (2.20)

Velmi dilezité je podotknout, Ze pro tuto upravenou testovaci statistiku neni znamo jeji
asymptotické rozdéleni, nemame tedy ekvivalent ke vztahu (2.12), a nebyla dokézana ani
stejnomérna konvergence FV' jako u Glivenko-Cantelliho teorému (2.8) pro F),.

Pokud uvazujeme vahy W nezévislé na pozorovani X z rozdéleni F', pak dle [37] pro
FW plati, ze F'V je nestrannym a silné konzistentnim odhadem distribu¢ni funkce F'.

V [37, 38] bylo provedeno numerické ovéteni funkénosti upraveného testu homogenity
sledovanim chyby I. druhu a nasledné také analyzou sily testu. Testovana byla shodnost
rozdéleni pro dva soubory dat, jeden s vahami a druhy bez vah, jako ekvivalent k tloze
testu shodnosti rozdéleni MC simulaci a realnych méteni. Pro pozorovani X bylo zvoleno
rozdéleni N(0, 1), nezavislé vahy prvniho souboru dat byly generovany z rozdéleni Beta
nebo Gamma s ruznymi parametry. Vysledky uvedené v [37] ukézaly, Ze pro zminéné
tridy vah lze modifikované testy oznacit za stabilni z pohledu chyby I. druhu, protoze
pri predpokladu shodnosti rozdéleni obou soubort byla chyba I. druhu priblizné stejna
jako zvolena hladina vyznamnosti o = 0,05. Tyto vysledky naznacuji, ze asymptotické
rozdéleni modifikované statistiky (2.20) je nejspis opravdu stejné nebo velmi blizké roz-
déleni standardni testovaci statistiky (2.12).

2.3 Transformace vazenych dat

Modifikace testovaci statistiky pro vazena data, kterd byla popsana v predchozi ¢asti,
je jednou z moznosti, jak lze pristoupit k problematice testovani shodnosti rozdéleni vaze-
nych souborti dat. V této ¢asti se zamérime na odlisny pristup, vazeny soubor dat nejprve
transformujeme na nevazeny soubor, aby bylo mozné nasledné pouzit néktery ze standard-
nich test homogenity, pro ktery je odvozeno asymptotické rozdéleni testovaci statistiky.
V této praci jsou pouzity dvé metody pro transformaci vazenych dat na nevazena, prvni
z nich je metoda tzv. preuspordddni (angl. re-arranging) predstavend v [13, 14], druhou
pak generovani nevazeného souboru z jadrového odhadu pro vazena data.
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2.3.1 Re-arranging (preusporadani)

Metoda preusporadani (angl. re-arranging) spociva v nahrazeni vazenych pozorovani
specificky spocétenymi vazenymi prumeéry, které vytvori novy nevazeny soubor dat. Tato
transformace vyuziva informace obsazené ve vahach jednotlivych pozorovani a zaroven je
konstruovand takovym zptisobem, Ze pocet novych pozorovani N splituje N = |37, w; .

Predpoklddejme konkrétni usporadanou realizaci nahodného vybéru z(y, z(), . .., T(n)
s vahami wy, we, ..., w,, které spliuji, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati 0 < w; < 1.
Pro konstrukci prvniho nevdzeného pozorovani y(;y vezmeme k; nejmensi mozny pocet
vazenych pozorovani x(yy,...,zu,) tak, aby

k1
1<) w; <2, (2.21)
i=1
nutné tedy pro vSechna [ < k; plati
l
> w; < 1. (2.22)
i=1

Pro pozorovani xy, zahrneme do vypoctu y) pouze tu cast vihy wy, , kterd dorovna soucet
ki—1 1 s s )
Yoty w; na hodnotu 1. Zbylou rezidualni ¢ast oznacime

k1
o=y w;— L. (2.23)
i=1
Prvni nevdzZené pozorovani y(;) pak spoc¢teme jako vaZeny pramér pozorovani x(yy, ..., T(x, 1)

a pozorovani x,) s vahou wy, — ry,, tedy
k1 k1—1
X)W — Te)T
Zz_l (3) Wi (k1)"k1
k1 - Z T(i)W; + x(kl)(wkl - Tk1)7 (2-24>

Dt Wi — Tg_1 i=1
protoze vyraz ve jmenovateli je diky definici rezidua (2.23) roven 1. Hodnotu z, s vdhou
urcenou reziduem ry, zapocitame do vazeného priméru pii konstrukei dalstho nevazeného
pozorovani y .

Obecné pozorovani y;) pro j € {2,..., N} ziskdme tak, Ze nejprve najdeme nejmensi
k; takové, ze

Yya) =

k;
1< Z w; + Thj_y < 2, (225)
i:kj—l'i‘l

kde k souctu vah pri¢itame reziduum ry, ,. Reziduum ry, pak definujeme jako
k;
Tk, = Z Wi +1g,_, — 1 (2.26)
i=kj_1+1
a pozorovani y;) spoCteme opét jako vazeny soucet
kj—1
YG) = Tk T DL Wi+ Tk (W — Ty (2.27)
i:kj_l-‘rl
Aby takeé pro posledni nevazené pozorovani yy vysel soucet vah 371", w; = 1, je potieba
iplné na zacatku preskalovat vsechny véhy tak, aby jejich soucet byl roven N = | 3%_; w; .
Graf 2.3 ilustruje rozdil mezi WEDF pro vazeny soubor dat a ECDF pro data ziskana
metodou re-arranging.
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Obrézek 2.3: Cervené kiivka vykresluje WEDF pro 30 pozorovéani s vahami (X, W), kde
X ~N(0,1) aW ~ U(0,1). Modra kiivka zobrazuje ECDF pro nevazeny dataset ziskany
metodou re-arranging.

2.3.2 Jadrové odhady

Jadrovy odhad (kernel density estimate, zkrdcené KDE) je neparametrickd metoda
odhadu hustoty pravdépodobnosti na zakladé souboru dat. Metoda KDE je jednoduse
vyuzitelnd pro vazena data, proto je vhodnym adeptem pro vyuziti v kontextu problema-
tiky testit homogenity vazenych dat. V této podkapitole popiseme klasicky KDE a adap-
tivni KDE (zkrdcené AKDE) pouze pro jednorozmérné odhady, definici pro vicerozmérny
piipad je mozné nalézt v [34]. Tyto jadrové odhady pozdéji vyuzijeme pro nédvrh nového
pristupu ke zobecnéni testti homogenity pro vazena data.

Definice 2.3.1. Uvazujme X;, X, ..., X, i.i.d. ndhodny vybér s hustotou pravdépodob-
nosti f: R — Ry. Pak jddrovym odhadem (KDE) hustoty f v bodé ¢t € R nazveme

N 1 2 t— X

IR e J) 2.2

fo =Xk () (2.28)
]_

kde h > 0 nazveme vyhlazovaci parametr (angl. bandwidth) a funkci K : R — R{ spliiujici

Jg K (t) dt = 1 nazveme jadrem.

Hodnota jadrového odhadu v bodé t € R je tedy dana souctem hodnot jadra K posu-
nutého do bodil X1, ..., X, a pfeskdlovaného parametrem h, jak je zndzornéno na obrazku
2.4. Jako jadro K se obvykle voli symetrickd funkce a diky dalsim pozadavkim na funkci
K uvedenym v definici 2.3.1 pro f plati

Af@ﬁhzl, (2.29)

tedy vysledny odhad f je hustotou pravdépodobnosti. Tabulka 2.2 obsahuje obvyklé
funkce volené jako jadro K.
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Obrézek 2.4: Tlustrace principu konstrukce KDE pro 5 pozorovani. Modra ktivka zobrazuje
KDE, teckované kfivky odpovidaji =K (%) proj € {1,...,5}.

n

Tabulka 2.2: Priklady jader K a jejich eficienci [34].

Nézev K(t) eff (K)
3 _ 142

Epanechnikovo jadro 4v5 (1 5t ) pro 1 <5 1
0 jinak

;e 1 142

Gaussovské jadro ore t 0.9512
1501 _ 42)2

Biweight =87 profff <1 g5
0 jinak
3501 _ 42)3

Triweight n(1=) proftl <1l ge67
0 jinak
1
3 pro |t| <1

Rectangular 0 jinak 0.9295

: 1 -t pro |t| <1
Triangular 0 jinak 0.9859
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Chyba jadrového odhadu

Jadrovy odhad zavisi na namérenych pozorovanich, ale také na funkci K a parametru
sitky okna h, které jsou volené uzivatelem. Urcita doporuceni pro volbu jadra a parame-
tru h lze odvodit analyzou stifedni kvadratické chyby jadrového odhadu. Predpokladejme
tedy nahodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni s hust. pravdép. f, ktera je spojita. Stredni
kvadratickou chybu (mean square error) jaddrového odhadu f v konkrétnim bodé ¢ € R lze
zapsat jako

MSE:(f) = E (1) - 1) = (EF() - 1)+ E(F(0)* — (Ef()°
= (Bias f(t))2 + Var f(t),

kde Bias je oznaceni pro vychyleni a Var znaci rozptyl. Sttedni hodnoty jsou pocitany pres

nahodny vybér X, ..., X, z divodu prehlednosti zapisu to neni explicitné oznaceno.
Celkovou chybu jadrového odhadu ve srovnani s ptivodni hustotou pravdépodobnosti f

lze vyjadrit pomoci integrované stredni kvadratické chyby (mean integrated square error)

(2.30)

MISE(f) = E / )" dt, (2.31)

kterou lze diky nezdpornosti integrované funkce zapsat jako integral ze stfedni kvadratické
chyby (2.30)

MISE(f / MSE(f) dt /R (Bias /(1)) dt + /R Var f(1) dt. (2.32)

Pro stfedni hodnotu jadrového odhadu, vyskytujici se ve vyrazu pro Bias f (t), lze

odvodit
_ %EE (K (t _hXj>) :/R%K (t ;x> fo)dz. (2.33)

Integral v poslednim vyrazu obvykle neni snadné spocist. Z tohoto vyrazu lze ale vidét,
ze stfedni hodnota jadrového odhadu v bodé t je dana konvoluci ptivodni hustoty prav-
dépodobnosti f s jadrem K skalovanym pomoci parametru h. Hodnota f (t) je tedy déna
hodnotou vyhlazené hustoty f a pri¢tenim ndhodné chyby ¢ € R.

Pro ziskani vhodnéjsiho vyjadieni chyby MISE (2.32) vyjadiime pfibliznou hodnotu
vychyleni Bias f(t) a rozptylu Var f(t). Pfedpokladejme, Ze f mé spojité derivace do po-
trebného radu a ze jadro K splnuje

/RK(t) dt =1, /RtK(t) dt =0, /Rt2K(t) dt = kqy # 0. (2.34)

S vyuzitim (2.33) lze pro Bias f(t) psat
Bias f(6) = B f(0) ~ 0) = [ 35 (555) f) de = 100
— [ K@)~ hy)dy— £&) = [ Ky (F(t~hy) ~ £(0) dy.

Dosazenim Taylorova rozvoje f(t — hy) = f(t) — hyf'(t) + $h*y*f"(t) + - - - a s pouzitim
(2.34) dostavame

Bias f(t):—hf’(t)/ K(y)dy+ 5 Lpzpr / V2K (y) dy + - %th:Qf”(t) (2.36)

(2.35)
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za predpokladu, ze h je dostatecné malé. Ziskavame tak aproximaci
NPYPNY: 1 ,
/R (Biasf(1)” dt = 7h'k3 /R ()2 da. (2.37)

Obdobnym zptisobem lze ziskat priblizné vyjadieni rozptylu Var f(¢). S vyuzitim pred-
pokladu nezavislosti a shodnosti rozdéleni X, ..., X,, pro rozptyl f(t) plati

Var f(t) = Var %i[((

J]=

:#ZEKC hX1> (EK(t_th»Q] (2.38)
:# _/RKC;L:C)?f(x)dI_ </RK(t;Lx>f(x)dx>2].

Druhy z integralu se vyskytuje také v rovnici (2.35), lze tedy psat

Var f(t) = 22/K<tzx>2f(x)dx—%(Biasf(t)+f(t))2

2 (2.39)
= /RK(y)2f(t — hy)dy — % (f(y+o@m)".

Pouzitim Taylorova rozvoje f(t — hy) stejné jako v (2.36) ziskavame
dy — ~ (f(t) + ()’
- .

(2.40)
Za predpokladu velkého poc¢tu pozorovani n a malé sitky okna h ziskdvame aproximaci

Varf h/ K(y [ —hyf'(t) + %hzyzf”(t) -

Var f(t) / K(y (2.41)

Integral z rozptylu vyskytujici se v (2.32) lze tedy aproximovat vyrazem

/R Var f(1) dt ~ n—lh /R K(y)? dy. (2.42)

Dosazenim (2.37) a (2.42) do (2.32) ziskavame aproximaci MISE

MISE(f) ~ ~h2k?2 / 'z n—lh /]R K(2)? da. (2.43)

7 vyrazu vidime, ze pti zvétseni sitky okna h se zvétsi také vychyleni neboli systematicka
chyba KDE. Naopak zmensenim h dojde ke zvétseni rozptylu jadrového odhadu, tedy
ke zvétseni ndhodné chyby. Obé slozky chyby MISE tedy nelze minimalizovat soucasné
a volba vhodného parametru h je o vybalancovani systematické a nadhodné chyby KDE.
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Volba parametru h a jadra K
7 aproximace (2.43) lze odvodit vzorec pro parametr k optimalni z hlediska MISE(f)

hop = 15k ( /]R K(t)thf ( /R f"(x)Qd:U)%. (2.44)

S rostoucim poctem pozorovani n tedy klesa h,y. Stejné tak pro hustotu f, ktera vice
fluktuuje, je vhodn&js{ mens{ hodnota parametru h, coZ vyjadiuje ¢len obsahujici f”(x)2.
Dosazenim h,p,; optimalni sitky okna pro dané jadro K a hustotu f do vyjadieni

A

MISE(f) ziskavame

4
5

MISE(f):Zn—%C(K) ( /]R f”(x)2dx>%, C(K) = k5 ( /R K(t)?dt) L (2.45)

A

Chybu MISE( f) 1ze tedy minimalizovat také vhodnou volbou jadra K. Optimalnim jadrem
z tohoto pohledu je tzv. Epanechnikovo jadro

3 142
Ke@:{m(l—st) bro [t <5

2.46
0 jinak. ( )

Pro porovnani riznych funkci jadra K s Epanechnikovym jadrem K. se pak zavadi tzv.

eficience
of f(K) = (g((%)) " (2.47)

Hodnoty eficienci pro rizna jadra jsou uvedeny v tabulce 2.2. Pro vSechna uvedena jadra
jsou hodnoty eficienci blizké jedné, volba jadra tedy hraje spise mensi roli z hlediska
integrované stredni kvadratické chyby.

Vétsi vliv na chybu jadrového odhadu MISE( f ) mé tedy volba parametru h, ktery ale
zavisi na neznamé hustoté f. Jednou z moznosti, jak zvolit hodnotu parametru, je jeho
vypocet pro referen¢ni hustoty f. Konkrétné pro data z normdlniho rozdéleni N(u,o?)
a Gaussovské jadro plati

Popt = 1,06 - on” 5. (2.48)

Pro unimodalni rozdéleni s tézsimi chvosty nebo bimodélni rozdéleni je vhodnéjsi volbou
Bopt = 0,9 - An"5 pro A = min{o, IQR/1, 34}, (2.49)

kde IQR oznacuje interkvartilové rozpéti xo 75 — 2o 25. V obou piipadech v praxi pii vy-
poctu h,y dosazujeme odhady rozptylu, respektive IQR.

Adaptivni jadrovy odhad

Klasicky jadrovy odhad z definice 2.3.1 pouziva stejnou hodnotu parametru h pro cely
rozsah hodnot. Tato vlastnost je problematicka predevsim pro data z rozdéleni s tézsimi
chvosty. Mame-li ndhodny vybér X, ..., X,, s hustotou pravdép. f, pak v oblastech s vétsi
frekvenci pozorovani by bylo vhodné pouzit mensi hodnotu h, aby nedoslo k prilisnému
vyhlazeni odhadu a ztraté dilezité informace o hustoté pravdép. f. Mensi hodnota h
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pak ale miize zptuisobovat problémy v oblastech s fidkym vyskytem pozorovani, kde bude
odhad neprimérené fluktuovat.

Adaptivni jadrovy odhad (angl. adaptive kernel density estimate, AKDE) se snazi tento
problém fesit uzptisobenim sitky okna h podle ¢etnosti vyskytu pozorovani daného data-
setu v okoli konkrétniho bodu. Prvnim krokem je konstrukce pilotntho KDE fpilat S para-
metrem f,;¢, po kterém pozadujeme pouze fpﬂot(Xj) > 0proVy € {1,...,n}. S pouzitim
fpilot spocteme lokdlni vyhlazovaci faktor

A\ = (fp”"tT(XJ)) Vje{l,...,n}, kdeg= n ﬁ fpilot(Xj>- (2.50)

Vyraz g je geometrickym primérem hodnot pilotniho odhadu pro mérend pozorovani.
Parametr senzitivity a € (0, 1] upravuje citlivost sitky okna na ¢etnost lokalniho vyskytu
pozorovéani, protoze s pomoci \; definujeme pro kazdé pozorovani X; vlastni parametr
sitky okna h; = Ajhpie. Nakonec konstruujeme AKDE
A 1 &1 t—X;
t)==> —K .
6 =525 ( I

n i

) , VteR (2.51)

Dle [2] neni metoda AKDE piilis citlivd na kvalitu pilotniho odhadu fp,;lot, proto je mozné
jako e zvolit naptiklad hodnotu optimalni pro normalni rozdéleni (2.48). Pro parametr
citlivosti je doporucenou volbou o = %

2.3.2.1 Jadrovy odhad pro vazena data

Zobecnéni jadrového odhadu KDE (2.28) i AKDE (2.51) pro vazena data je pfimocaré.
Uvazujme ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni s hustotou pravdép. f a ptislusné vahy
Wi, ..., W,. Vdzeny jadrovy odhad (angl. weighted KDE, zkracené WKDE) definujeme
jako

f0= s jzlva( hXj>, Ve R. (2.52)

Analogickym zptsobem lze provest zobecnéni adaptivniho jadrového odhadu na wvdzZeny
AKDE (angl. weighted AKDE, zkracene¢ WAKDE)

f(t):n;wi?;f(( Xj), Vvt € R. (2.53)

i Wiia hy h;

Pokud jsou vsechny vahy rovny jedné, prechdzi WKDE na klasicky KDE a WAKDE
na AKDE.

Generovani z KDE

Jadrovy odhad chceme vyuzit v testech homogenity k transformaci vazeného souboru
dat na nevazena pozorovani. Nejprve tedy pouzijeme vazend pozorovani ke konstrukci
WKDE (2.52), resp. WAKDE (2.53). Nésledné ze ziskaného odhadu f budeme generovat
novy soubor nevazenych pozorovani Xj, ..., X7.

Prvni moznosti, jak 1ze generovat nova pozorovani z jadrového odhadu, je tzv. gene-
rovani z ndhodného vybéru [22]. Pro KDE s jadrem K a sitkou okna h sestédva postup
ze trech krokt.
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1. Vybereme nahodné jednu hodnotu z nahodného vybéru X, ..., X,,, tedy generujeme
nédhodny index I ~ U({1,...,n}).

2. Generujeme nahodné ¢islo € z rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti K, neboli
e~ K.

3. Definujeme X' = X; + he.

Pro generovani pozorovani z AKDE je postup analogicky, pouze ve tretim kroku spoc-
teme nové nevazené pozorovani s pouzitim upravené sitky okna, tedy X' = X; + hje.
Pokud pracujeme s vazenymi daty a WKDE, resp. WAKDE, ndhodny index I v prvnim
kroku negenerujeme z diskrétniho rovnomérného rozdéleni, ale ze zobecnéného Bernoul-
liho rozdéleni, kde pravdépodobnost vybrani indexu j € {1,...,n} odpovida vaze puvodné
piirazené pozorovani X;.

Druhou moznosti je jednoduché generovani z krivky KDE. Pro odhad s jadrem
K, které ma neomezeny support, je potieba urc¢it interval, ze kterého budeme nova neva-
zena pozorovani generovat. Pokud vime, ze skutecné rozdéleni f mé supp f = R, mizeme
pro generovani novych hodnot urcit napiiklad interval [—54, 55], kde & je odhad sméro-
datné odchylky. Generovani z kiivky lze pak rozdélit do trech kroki, grafické znazornéni
je k dispozici na obrazku 2.5.

1. Generujeme X' ~ U([—56,56]), respektive X’ ~ U(supp f) pokud je supp f ome-
zeny.

2. Generujeme U ~ U([0, maxer f(2)]).

3. Pokud U > f(X’), hodnoty U a X' zahazujeme a opakujeme kroky 1. a 2. Pokud
plati U < f(X'), priddme hodnotu X’ do nové vznikajictho souboru nevazenych
pozorovani.

Vsechny tii kroky opakujeme, dokud nemédme pozadovany pocet nevazenych pozorovani.
Tento postup je sice pro generovani z jadrového odhadu presnéjsi, nevyhodou je jeho
vyrazné vyssi casova narocnost a pripadnad nutnost omezeni intervalu, ze kterého hodnoty
generujeme, pokud ma zvolené jadro neomezeny support.

0.5

Obrézek 2.5: Tlustrace principu generovani novych pozorovani z kiivky KDE. Pouze ¢erné
oznaceny bod bude pridan do nového souboru pozorovani.
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Kapitola 3

Numerické simulace testu
homogenity

Zpusoby testovani homogenity vazenych dat navrzené v predchozi kapitole byly podro-
beny analyze provedenim numerickych simulaci. Modifikace testovaci statistiky pro vazena
data popsand v sekci 2.2 byla zkoumana uz v diplomové préci [37] pro piipad testovani
souboru dat s vdhami proti souboru dat bez vah, ve kterych hodnoty pozorovani X byly
generovany z normalniho rozdéleni N(0,1) a vdhy W z rozdéleni Gamma nebo Beta.
Metoda re-arrangingu popsana v sekci 2.3.1 byla rovnéz zkouméana pouze pro pripad po-
rovnavani vazeného souboru dat s nevdzenym pro vahy z rozdéleni Beta(2,5) [14].

Zameérem této kapitoly je blize prozkoumat rozdily mezi rtiznymi ptistupy k testovani
homogenity vazenych dat a jejich limity, a to pro vice rodin rozdéleni hodnot pozorovani
a vah. Porovnavany byly testy se statistikou modifikovanou pro vazend data, transfor-
mace vazenych dat metodou re-arranging a nové také moznost vyuziti vazenych jadro-
vych odhadi pro generovani nevazenych pozorovani. Tyto pristupy byly navic testovany
na obecnéjsi tloze zkoumani shodnosti rozdéleni dvou vazenych soubori dat. Pro test
s modifikovanou statistikou a test vyuzivajici re-arranging bylo numerické ovéreni jejich
funkcnosti rozsireno na pét vybranych rodin rozdéleni pozorovani X ve srovnani s pred-
chozimi publikacemi.

3.1 Popis simulaci

V numerickych simulacich testt homogenity byly porovnavany dva vazené soubory
pozorovani (&, w) a (y,v), tedy dvé realizace ndhodnych vybéri. Pozorovani x, respek-
tive y, byla generovana z péti ruznych rozdéleni zahrnujicich rozdéleni s nosicem R i R
a s ruzné tézkymi chvosty. Prislusné hustoty pravdépodobnosti a konkrétni hodnoty pa-
rametrt jsou k dispozici na obrazku 3.1. Vahy byly generovany nezavisle na pozorovanich
z rozdéleni Beta s ruznymi parametry a z uniformniho rozdéleni U(0, 1), hustoty pravdé-
podobnosti pouzitych rozdéleni a konkrétni hodnoty parametrii jsou zobrazeny v grafech
3.2.

Numerickéd simulace byla provedena opakovanim nasledujicich krok.

1. Generovani dvou soubori pozorovani € = (z1,...,xs) ay = (y1,...,ys) ze stejného
rozdéleni, kde oba soubory obsahuji stejny pocet pozorovani s.
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2. Generovani dvou soubort vah w = (wy, ..., ws) a v = (vy,...,vs) opét ze shodného
rozdéleni, vahy jsou nezavislé na pozorovanich x, y.

3. Provedeni vybrané varianty testu.

4. Zaznamenani rozhodnuti o zamitnuti nebo nezamitnuti hypotézy Hy, ze oba vazené
soubory dat (x,w) a (y,v) pochézi ze stejného rozdéleni pii pevné zvolené hladiné
vyznamnosti o = 0, 05. Dale byla zaznamenana také spoc¢tena p-hodnota, na zakladé
které bylo rozhodnuti testu ucinéno.

VsSechny vyse popsané kroky byly provedeny v k& opakovanich. Vzhledem ke shodnému
zpusobu generovani vazenych soubori (x, w) a (y,v) vime, ze hypotéza Hy: oba soubory
pochazi ze stejného rozdéleni priblizné plati (v ramci kvality generatoru pseudonadhodnych
¢isel). Pokud méme spravné definovany test naladény na hladinu vyznamnosti a a hypo-
téza H, plati, pak vzhledem k definici kritického oboru testu by meélo dojit k chybnému
zamitnuti Hy s pravdépodobnosti a.

Pokud generovani dvou soubortl dat ze stejného rozdéleni a testovani jejich homoge-
nity opakujeme k-krat, pak o¢ekavame, ze RO Za‘zimuti Ho ~ «. Pii zkoumani funkénosti
riznych pristupt k testovani vazenych dat se proto v prvé radé zamérime na podil za-
mitnutych testt ku provedenym testtim, ktery odpovida odhadu pravdépodobnosti chyby
[. druhu. Simulace byly provadény pro k& = 10000 opakovani, oba testované soubory
mely vzdy stejny pocet pozorovani s , konkrétné byly porovnavany datasety o velikostech
s € {500, 1000, 1500, 2000, 2500, 3000, 3500}

Normal(0,1 Logistic(0,1 Lognormal(0,1
04 0,1) 03 gistic(0,1) 08 g 0,1)
0.3 0.6
0.2
0.2 0.4
0.1
0.1 0.2
0 0 0
-5 0 5 -5 0 5 0 2 4 6
Gamma(2,0.5) Weibull(1,2)
0.8 1
0.6
0.4 0.5
0.2
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Obréazek 3.1: Hustoty pravdépodobnosti pro rozdéleni nahodné veliciny X, resp. Y.

3.1.1 Vysledky simulaci
Numerickym simulacim byly nejprve podrobeny ¢tyri varianty testi:

1. KS test se statistikou modifikovanou pro vazena pozorovani, ve které je pocet pozo-
rovani nahrazen efektivni velikosti vzorku (2.20),
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Beta(2,4) Beta(4,2)

2 2
1 1
0 0
0 05 1 0 05 1
Beta(0.7,0.7) u(0,1)
2
2
15 1
1
0
0 05 1 0 05 1

Obrazek 3.2: Hustoty pravdépodobnosti pro rozdéleni vah W, resp. V.

2. transformace vazeného souboru dat na nevazeny metodou re-arranging a nasledné
testovani homogenity pro nevazena data klasickym KS testem,

3. transformace vazeného souboru dat na nevazeny pouzitim WKDE (2.52) a genero-
vanim z nahodného vybéru,

4. transformace vazeného souboru dat na nevazeny pouzitim WAKDE (2.53) a gene-
rovanim z ndhodného vybéru.

Pro WKDE a WAKDE bylo zvoleno Gaussovské jadro K, které je vhodné vzhledem
k pouziti normalniho a logistického rozdéleni pro testovana pozorovani a potiebé generovat
z K nadhodné hodnoty e pri vytvareni nevazeného datasetu. Parametr Sitky okna h byl
volen dle vzorce (2.48), respektive (2.49). Parametr citlivosti pro WAKDE byl nastaven
na doporuc¢enou hodnotu axkpg = %

Prvni vysledky odhadu pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testovani homogenity
dvou vazenych souborti jsou zobrazeny v grafech 3.3. Jednotlivé grafy se 1isi rozdélenim
pouzitym pro hodnoty pozorovani @, resp. y, vahy byly ve vSech pripadech generovany
z rozdéleni Beta(4,2). Vysledky pro ruzna rozdéleni jsou velmi podobné, ve vSech pri-
padech pozorujeme, ze testy se statistikou modifikovanou pro vazena data (znacené jako
weighted) maji odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu ptiblizné na hladiné vyznamnosti
a = 0,05. Pri predchozim pouziti modifikovanych testi pro pripad vazeného souboru
s nevazenym bylo jejich fungovani ovéreno numerickou simulaci pouze pro soubory dat
o 1000 pozorovanich [37]. Nyni z grafi 3.3 vidime, Ze testy funguji stejné dobre i pro dva
vazené soubory o jinych poctech pozorovani a pro odlisné typy distribuci.

Odhadnuta pravdépodobnost chyby I. druhu pro metodu re-arranging je pro vSechna
rozdéleni a pouzité pocty pozorovani rovna priblizné 0,01, coz je vyrazné pod zvolenou
hladinou vyznamnosti. Tento vysledek znamena, ze pri pouziti metody re-arranging se
test dopousti chybného zamitnuti hypotézy Hy méné casto, v takovém pripadé se ale d&
ocekavat horsi sila testu, tedy schopnost spravné zamitnout Hy, kdyz neplati.

P1i pouziti WKDE nebo WAKDE pro odhad hustoty pravdépodobnosti na vazeném
souboru dat a nasledném generovani nevazenych pozorovani z tohoto odhadu je odhadnuta
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Obrazek 3.3: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy dvou vazenych soubort
0 s pozorovanich ze stejného rozdéleni. Pozorovani x, resp. y byla generovana z rozdéleni
uvedeného v popisu grafu. Vahy byly generovany z rozdéleni Beta(4,2). (Re-arranged:
test s transformaci dat pomoci metody re-arranging, Weighted: test s modifikovanou KS
statistikou, KDE: test s generovanim nevazenych pozorovani z WKDE, AKDE: test s ge-

nerovanim nevaz. pozorovani z WAKDE.)
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pravdépodobnost chyby I. druhu ptiblizné trojnasobna ve srovnani s hladinou vyznamnosti
«, v grafech 3.3 prislusné kiivky znacené jako KDE a AKDE. Vysledky jsou velmi podobné
pro vsechna testovand rozdéleni, prestoze jadro K a parametr h byly voleny optiméalné
pro data z normdlniho rozdéleni z hlediska chyby MISE (2.32). Vysledky simulaci pro
vahy generované z rozdéleni Beta s odliSnymi parametry a vahy z uniformniho rozdéleni
jsou k dispozici v priloze A.1.

Sledovani odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu je zaloZené na rozhodnuti o zamit-
nuti nebo nezamitnuti hypotézy H pri jedné pevné zvolené hladiné vyznamnosti «. Blizsi
pohled na chovani testi homogenity poskytuje distribuc¢ni funkce p-hodnot. Povazujme
na chvili p-hodnotu za ndhodnou veli¢inu oznacenou V' a definovanou pro pravostrannou
variantu testu vztahem V' =1 — Fp(T), kde Fr je distribu¢ni funkce testovaci statistiky
T za platnosti hypotézy Hy. Pak pro distribu¢ni funkei V' plati

Fy(p) =P(V <p) =Pl - Fr(T) < p) = P(Fr(T) = 1 —p). (3.1)
Za predpokladu spojitosti Frr a existence kvantilové funkce F' lze psit

Fy(p)=P(T' > F;'(1-p) =1-P(T < F;'(1 —p))

— 1 Fp(F5'(1-p) = p. (3.2)

Za platnosti Hy se tedy nahodna velic¢ina V' reprezentujici p-hodnotu testu ridi uniformnim
rozdélenim U(0, 1). Pro odvozeni vyse ve skutecnosti staci, aby Fr byla spojita, pokud
inverzn{ funkci £ ' nahradime kvantilovou funkef F; (y) = inf{t| Fr(t) > y}.

Na obrazku 3.4 je vynesena empiricka distribuéni funkce ziskana pri simulacich test
homogenity pro dva soubory s hodnotami pozorovani z rozdéleni N(0, 1) a vihami z roz-
déleni Beta(4,2) pii poctu dat s = 1000. ECDF p-hodnot pro jednotlivé varianty testt
koresponduje s grafy odhadii pravdépodobnosti chyby I. druhu. Pro test s modifikovanou
KS statistikou vykreslend ECDF p-hodnot dobie kopiruje diagonalni linii, ktera odpo-
vida uniformnimu rozdéleni. Pro test pouzivajici re-arranging lezi ECDF p-hodnot pod
diagonalou, rozdéleni je tedy vychylené smérem k vyssim hodnotam, coz odpovida nizké
hodnoté odhadu pravdépodobnosti chyby I. druhu. Naopak pro testy pouzivajici jadrové
odhady je kfivka ECDF nad diagonalou, rozdéleni p-hodnot je tedy naopak vychyleno
k nizsim hodnotam a k zamitani Hy tak dochazi castéji. Obdobné grafy pro dalsi rodiny
rozdéleni pozorovani jsou k dispozici v priloze A.2, zavéry jsou pro vSechna zkoumana
rozdéleni analogické.

Jak jiz bylo zminéno, nizka hodnota pravdépodobnosti chyby I. druhu u testu s meto-
dou re-arranging nepredstavuje za platnosti hypotézy Hy problém, ale da se u néj ocekavat
nizka sila testu, tedy zZe za platnosti H; bude castéji dochazet k chybnému nezamitnuti
hypotézy Hy o shodnosti rozdéleni. Z tohoto diivodu byly provedeny také simulace pro zis-
kani odhadu sily testu.

Opét byly proti sobé testovany dva vazené soubory dat (z, w) a (y, v), ale ¢ast pozoro-
vani druhého datasetu (y, v) byla generovana z jiného rozdéleni nez data (x, w). V prvnim
souboru dat byla vsechna pozorovani @ generovana z rozdéleni N(0, 1) a vsechny vahy w
z rozdéleni Beta(4, 2). Pro druhy soubor pozorovani byla nejprve zvolena mira znecisténi
~. Nasledné pro mnozinu (y, v) bylo (100 —v) % pozorovani a vah generovano ze stejnych
rozdéleni jako pro soubor (x,w) a v % pozorovani tvorilo tzv. znecisténi. Pro znecistujici
data byly vahy nastaveny na pevnou hodnotu E W; = 0,67 odpovidajici stiedni hodnoté
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Obréazek 3.4: Vykresleni empirické distribu¢ni funkce p-hodnot véetné 95% konfidenc¢nich
intervalu (teckované ¢ary) pro pozorovani z rozdéleni N(0, 1) a vahy z Beta(4, 2). Testované
vazené soubory mély rozsah s = 1000.

rozdéleni Beta(4,2) a hodnoty pozorovani generovany z normélniho rozdéleni s rtznymi
parametry, konkrétné N(0.5,1), N(1,1) a N(0.5,1.5). Celkovy pocet pozorovani v kazdém
souboru byl shodné s = 1000.

Sila testu byla nasledné odhadovana jako B2 Za“]‘;m“ti fo kde pocet simulaci byl opét
k = 10000. Vysledky téchto simulaci jsou zobrazeny v grafech 3.5 pro hodnoty miry zne-
¢isténi v € {1%,2%,...,10%}. V souladu s ofekavanimi byla nejniz$i hodnota odhadu
sily testu ziskdna pro test pouzivajici re-arranging.

Zajimavé je srovnani testu s modifikovanou statistikou a testt vyuzivajicich jadrové
odhady. Pti nizké mife znecisténi nejprve pozorujeme vyssi silu testu pro varianty s ja-
drovymi odhady. Vzhledem k tomu, Ze nizka pravdépodobnost chyby I. druhu a vysoka
sila testu jsou v principu protichidné jevy, tak vyssi sila testii s jadrovymi odhady je
zapri¢inénd vyssi pravdépodobnosti chyby I. druhu (Castéjsi zamitani Hy, prestoze plati).
S rostouci mirou znecisténi druhého souboru dat roste odhad sily testu s modifikovanou
statistikou rychleji nez pro testy s jadrovymi odhady. P¥i 10 % znecistujiciho rozdéleni
byla sila testu s modifikovanou statistikou miniméalné na stejné urovni, jako pro testy
s jadrovymi odhady. Ze zkoumanych variant tedy nejlépe funguji testy homogenity s mo-
difikovanou statistikou a to jak z hlediska pravdépodobnosti chyby I. druhu, tak z hlediska
sily testu.

Vzhledem k vyssimu odhadu P(chybal.druhu) u testu s jadrovymi odhady se da oce-
kavat, ze po doladéni téchto testd na spravnou hladinu o = 0,05 v sile testu prekonaji
modifikovany vazeny test.

3.1.2 Pouziti jadrovych odhadu

Vysoka hodnota odhadu pravdépodobnosti chyby I. druhu u testi vyuzivajicich jadrové

Vv
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nebo chybou samotného KDE odhadu skutecné hustoty pravdépodobnosti. V predchozich
simulacich byla pro generovani nevazenych pozorovani z WKDE, resp. WAKDE, pouzita
metoda generovani z nahodného vybéru popsana v podkapitole 2.3.2. Pro vylouceni chyby
zpusobené touto metodou generovani byly provedeny simulace se stejnym nastavenim
vSech parametrii a rozdéleni, ale ziskani nevazenych pozorovani bylo provedeno metodou
generovani z krivky 2.3.2.

Testy s vyuzitim jadrovych odhadt a generovanim z kiivky byly provedeny pro pozo-
rovani generovand z normalntho rozdéleni N(0, 1) a vahami z rozdéleni Beta(4, 2). Odhady
pravdépodobnosti chyby I. druhu jsou zobrazeny v grafu 3.6, ze kterého vidime, ze pti ge-
nerovani primo z ktivky jadrového odhadu dostavame velmi podobné vysledky, jako pti ge-
nerovani s vyuzitim testovaného souboru dat. Pric¢inou vysoké hodnoty pravdépodobnosti
chyby I. druhu tedy neni chyba v metodé generovani z nahodného vybéru.
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Obrazek 3.6: Odhady pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy s jadrovymi odhady a
generovanim z krivky:.

Pri¢inou vysoké hodnoty odhadu pravdépodobnosti chyby I. druhu je tedy samotna
odlisnost WKDE, respektive WAKDE od skute¢ného rozdéleni dat. Pro variantu testu s
WKDE byla snaha zjistit, ¢im je zptusobena vyssi mira zamitani Hy. Jako modelové roz-
déleni bylo opét pouzito normalni rozdéleni N(0, 1) pro hodnoty x a y, pouzivana metoda
volby jadra je pro data z norméalni rozdéleni z hlediska chyby MISE (2.32) optiméalni. Pro
vahy bylo pouzito rozdéleni Beta(4, 2).

Testovaci statistika pouzitého KS testu je zalozena na supremu rozdilu mezi empi-
rickymi distribuénimi funkcemi sup,cp |F,(2) — G, ()| testovanych soubort dat. Opa-
kovanym generovanim dvojic vazenych soubori o 1000 pozorovanich a provadénim testt
shodnosti jejich rozdéleni bylo mozné ziskat histogram 3.7, ktery zobrazuje, v jakych bo-
dech x bylo nalezeno supremum vzdalenosti distribuc¢nich funkei a kolikrat pro takovy bod
doslo k zamitnuti nebo nezamitnuti hypotézy H,. Vedlejsi obrazek 3.8 pak pro kazdy bin
histogramu 3.7 znazornuje, jaky byl podil zamitnuti H, pti nalezeni suprema v bodé z da-
ného binu k celkovému poctu simulaci, ve kterych bylo supremum v daném binu nalezeno.
7 tohoto grafu vidime, ze k castéjsimu zamitani Hy dochazelo pro body suprema, které
se vyskytovaly v okoli 0, problémem je tedy rozdil ECDF nevazenych dat (a tedy i rozdil
ziskanych WKDE) v hlavni ¢asti rozdéleni, nikoliv ve chvostech, jak by se u jadrovych
odhadu dalo ocekéavat.
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Obréazek 3.7: Histogram bodi, ve kte- Obréazek 3.8: Relativni cetnost zamit-
rych bylo nalezeno supremum vzdale- nuti Hy pro bod suprema vzdalenosti
nosti distribu¢nich funkei pii testovani dvou ECDF generovanych nevazenych
homogenity KS testem. souborti.

Pro analyzu vztahu mezi parametrem sitky okna h a pravdépodobnosti chyby I. druhu
pro testy s jadrovymi odhady byla provedena také simulace, ve které byly hodnoty para-
metru h zvoleny pevné. Rozdéleni pozorovani a vah a velikost testovanych soubori ziistala
stejna jako v predchozi simulaci, ale pro sitku okna byly pevné urc¢eny hodnoty z rozsahu
0,23 — 0, 3, ktery odpovida rozsahu hodnot h ziskanych pro danou velikost soubort dat
a dana rozdéleni pri opakovaném vybéru pozorovani a vypoctu optimélniho A dle vzorce
(2.48).

Graf 3.9 zobrazuje, jak se ménila pravdépodobnost chyby I. druhu pro rizné hodnoty
parametru h. Je ztetelné, ze pravdépodobnost chyby I. druhu klesa s rostouci sitkou okna.
Tento jev lze vysvétlit tak, ze s vétsi sitkou okna h dochézi pii jadrovém odhadu k vétsimu
vyhlazovani ndhodné informace obsazené v datech. Pokud tedy konstruujeme dva WKDE
a pro kazdy z nich pouzivame jinou mnozinu dat ze stejného rozdéleni, pak pro vétsi
hodnoty h dochazi k vétsimu vyhlazeni nahodnych fluktuaci v datech. Pti testovani dvou
vazenych soubori dat tedy nemda vyznam korigovat sitku okna dle dosazené hodnoty
odhadu pravdépodobnosti chyby I. druhu.
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Obrazek 3.9: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu v zavislosti na pevné zvolené hod-
noté parametru h pro jadrovy odhad. Hodnoty pozorovani byly generovany z N(0, 1), vahy
z rozdéleni Beta(4,2).
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Tento jev také vysvetluje, pro¢ na obrazku 3.3 pozorujeme vyssi pravdépodobnosti
chyby I. druhu pro WAKDE. Adaptivni jddrovy odhad ma proménlivou sitku okna h;
podle cetnosti dalsich pozorovani v okoli bodu X;, ndhodné jevy vyskytujici se v datech
tedy vyhlazuje méné nez WKDE se sitkou okna h stejnou jako pilotni sirka fpilot.

Obrazky 3.10 ilustruji, jak se mohou lisit jadrové odhady opakované konstruované
na mnozinach o stejném poctu pozorovani, které byly generované ze stejného rozdéleni
N(0,1). Hodnota parametru h byla uréena automaticky dle (2.48). Skuteéné lze pozo-
rovat, ze nejvice viditelné rozdily nastavaji v hlavni ¢asti odhadnutych hustot, nikoliv
ve chvostech. Analogické grafy pro dalsi rozdéleni jsou k dispozici v priloze A.3. Opét je
z nich zretelné, ze jednotlivé kiivky jadrovych odhadi se vzdy lisi v hlavni ¢asti daného
rozdéleni, ve chvostech se viditelné rozdily v podstaté nevyskytuji.
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Obrézek 3.10: Kazda z krivek v grafu odpovidéd zobrazeni KDE zkonstruovanému na jedné
konkrétni realizaci ndhodného vybéru s hodnot z N(0,1). Pro kazdé s bylo provedeno
5 realizaci ndhodného vybéru a konstrukce KDE.

Pro ziskani dalsitho vhledu do fungovani testti homogenity s vyuzitim jadrovych od-
hadt byla provedena také simulace, pti které byla testovana shodnost rozdéleni pro dva
nevazené soubory dat generované z norméalniho rozdéleni N(0,1). V prvni varianté testu
byl opét pouzit KDE pro odhad hustoty pravdépodobnosti z dat a nasledné generovani
nové mnoziny pozorovani. Ve druhé varianté testu byla predpoklddana znalost norméalni
rodiny rozdéleni dat, ale parametry tohoto rozdéleni (stfedni hodnota p a smérodatnd
odchylka o) byly z dat odhadnuty metodou maximalni vérohodnosti (MLE).

Odhady pravdépodobnosti chyby I. druhu jsou zobrazeny v grafu 3.11. Prestoze v tomto
pripadé l1ze od parametrického odhadu hustoty ocekavat vétsi presnost nez od neparame-
trického KDE, je pravdépodobnost chyby I. druhu pro variantu testu s vyuzitim MLE
odhadl parametrii stale vyrazné vyssi nez zvolena hladina vyznamnosti o = 0,05 a po-
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mérné blizkd hodnotam odhadu P(chyba I. druhu) ziskanym pro test s pouzitim KDE.
Pro kontrolu MLE odhadt parametri normalniho rozdéleni jsou na obrazku 3.12 vykres-
leny histogramy odhadii stfedni hodnoty iy a smérodatné odchylky &,/1k.
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Obrazek 3.11: Vysledky simulaci testit homogenity s vyuzitim neparametrickych jadrovych
odhadiu (KDE) nebo maximélné vérohodnych odhadi parametri rozdéleni (MLE) pro dva
soubory dat o s pozorovanich z rozdéleni N(0, 1).
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Obrazek 3.12: Histogramy MLE odhadi parametrt norméalniho rozdéleni ziskané pri si-
mulacich testt homogenity pro nevazené soubory dat o s = 1000 pozorovanich z rozdéleni
N(0,1).

3.1.3 Testovani homogenity vazenych a nevazenych dat

Uloha testtt homogenity pro vaZena data byla inspirovdna potiebou ovéieni shod-
nost rozdéleni vazenych simulaci fyzikdlnich dat s nevazenymi redlnymi mérenimi v HEP.
Pro uplnost byly tedy pro ¢tyfi zkoumané varianty testu provedeny obdobné simulace,
ve kterych tentokrat byla testovana shodnost rozdéleni vazeného souboru dat (x, w) a ne-
vazeného souboru y.

Protoze celkové pro pozorovani & po prifazeni vah w nezname skutecné rozdéleni,
pred samotnymi simulacemi testti bylo nutné ziskat nevazena pozorovani y se shodnym
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rozdélenim, jako maji data (&, w). Nejprve byl generovan velky pocet (konkrétné 10 mi-
liontt) pozorovani &,., z vybraného rozdéleni a k nim stejny pocet nezavislych vah wp,o
rozdéleni Beta nebo z uniformniho rozdéleni. Na tomto velkém souboru dat byl nasledné
zkonstruovan WKDE, ze kterého byly generovany mensi soubory nevazenych pozorovani
vy, jejichz pocet odpovidal souc¢tu vah v datasetu (&, w) o s pozorovanich, které byly na-
hodné vybirany z pocatecni mnoziny 10 mil. vazenych pozorovani (e, Wpeot). Pro tyto
mensi soubory pozorovani pak byla opakované zkouméana shodnost jejich rozdéleni vy-
branou variantou KS testu. Ackoliv predchozi vysledky poukazaly na chybu jadrového
odhadu, v tomto pripadé je WKDE konstruovan s vyuzitim extrémné velkého poc¢tu po-
zorovani, ktery by mél zajistit dostatecné kvalitni odhad skutecného rozdéleni [22]. Pocet
opakovani testt byl opét £ = 10 000.

Odhady pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testovani vazeného souboru s nevaze-
nym, kde hodnoty x byly generovany z rtiznych rodin rozdéleni a vahy w z rozdéleni
Beta(4,2) jsou zobrazeny v grafech 3.13. Testy s modifikovanou statistikou opét posky-
tuji dobré vysledky, odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu priblizné odpovida zvolené
hladiné vyznamnosti o = 0,05. Pro testy vyuzivajici metodu re-arrangingu je odhadnutd
pravdépodobnost chyby I. druhu zhruba 0,025, tedy vyssi nez pro testovani dvou vazenych
soubort, ale stale znacné pod zvolenou hladinou vyznamnosti o = 5 %.

Testy pouzivajici jadrové odhady maji naopak nizsi odhad pravdépodobnosti chyby I.
druhu nez pri srovnavani dvou vazenych souborti. Lze se tedy domnivat, ze pri testovani
dvou vazenych soubort se v testu zkombinuje chyba vnesena obéma odhady a zpusobi
castejsi zamitnuti hypotézy H.

Zajimavy je vysledek pro pozorovani & generovana z lognormalniho rozdéleni, které ma
tezké chvosty. Pri testovani dvou vazenych soubort byl pii pouziti testu s WKDE, resp.
WAKDE odhad P(chyby I. druhu) pfiblizné stejny, jako pro data z jinych rozdéleni, test
s WKDE vykazoval odhad chyby o trochu nizsi nez test s WAKDE. Pro testovani vazeného
souboru s nevazenym lze pozorovat, ze odhad P(chyby I. druhu) pro test s WKDE je
vyrazné vyssi nez pro test s WAKDE nebo pii testovani dvou vazenych souborti. Zde se
tedy vyrazné projevila lepsi kvalita WAKDE odhadu v téle i ve chvostech rozdéleni.

V pripadé testovani dvou vazenych soubori je zjevné WKDE znac¢né odlisny od sku-
tecného rozdéleni, ale pro oba porovnavané datasety doslo u obou WKDE k podobné
chybé, takze oba vysledné WKDE od sebe prilis odlisné nebyly. Proto byl odhad pravdé-
podobnosti chyby I. druhu na podobné hodnoté jako u ostatnich rozdéleni pozorovani x.
V pripadé testovani vazeného souboru s nevazenym byla transformace dat generovanim
z WKDE, resp. WAKDE pouzita pouze u vazenych pozorovani, chyba zptisobena jadro-
vym odhadem se tedy projevila pouze u tohoto souboru a pii porovnani s nevazenym
datasetem, ktery nebyl nijak transformovan, pozorujeme castéjsi zamitnuti Hy. Pro lo-
gnormalni rozdéleni s tézkymi chvosty se tak ukéazala i vétsi presnost WAKDE diky tipravé
sifky jadra h; podle cetnosti dalSich pozorovani v okoli hodnoty ;.

3.1.4 Shrnuti

Pristup zalozeny na odhadu hustoty pravdépodobnosti z dat metodou jadrovych od-
hadti je v samotném principu uplné odlisny od testu s modifikovanou testovaci statistikou
i metody re-arranging. Pti uziti jadrovych odhadu lze diky moznosti generovani nevaze-
nych pozorovani pouzit na takto ziskana data klasicky KS test, pro ktery je dokazano
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Obrazek 3.13: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy vazeného souboru o s
pozorovanich s nevazenou mnozinou pozorovani. Rozdéleni pozorovani & prvniho souboru
je uvedeno v popiscich grafi, rozdéleni vah w bylo Beta(4,2).
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asymptotické rozdéleni testovaci statistiky. Problémem ale je, ze KS testem uz nerozho-
dujeme o shodnosti rozdéleni ptvodnich vazenych dat, ale generovanych nevazenych dat,
jejichz rozdéleni je urceno jadrovym odhadem a je tedy mirné odlisné od ptvodniho roz-
déleni vazenych dat. Chyba vnesend jadrovym odhadem je dostatecné vyznamna na to,
aby ji KS test zachytil, proto je odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu u téchto testi
vyssi, nez hladina vyznamnosti a.

Jak lze vidét z grafu 3.11, stejny problém se projevi i v situaci, kdy testujeme homoge-
nitu nevazenych dat, u kterych zname rodinu rozdéleni, z dat odhadneme pouze prislusné
parametry, a nasledné z rozdéleni s odhadnutymi parametry generujeme novou mnozinu
pozorovani. Prestoze takovy odhad je v pripadé normélni rodiny rozdéleni presnéjsi nez
neparametricky KDE, tak odhadnuté P(chyby I. druhu) neklesé dostate¢né. Princip testo-
vani vazenych dat zalozeny na konstrukci odhadu hustoty pravdépodobnosti a nasledném
generovani novych pozorovani tedy neni vhodné pouzivat s asymptotickym rozdélenim
standardni testovaci statistiky KS testu (2.12) bez vhodné korekce rozhodovaciho kritéria
pro zamitnuti hypotézy H.

Simulace pro rizné rodiny rozdéleni ale ukéazaly, ze odhadnuté hodnoty pravdépodob-
nosti chyby I. druhu pro testy s jadrovymi odhady byly velmi podobné pro rizné rodiny
rozdéleni. Nabizi se tedy moznost stanoveni nové modifikované kritické hranice pro p-
hodnotu, pomoci které by se rozhodovalo o zamitnuti H,. Pokud je mozné z vazeného
histogramu nebo WEDF vazenych dat priblizné urcit rodinu rozdéleni, lze provést nume-
rickou simulaci testt s vyuzitim jadrovych odhada pro tuto pribliznou rodinu rozdélent,
analogicky k simulacim prezentovanym v této kapitole. Ze simulaci je mozné ziskat ECDF
p-hodnot obdobné jako na obrazku 3.4. Pro alespon priblizné naladéni testu s jadrovymi
odhady na P(chyby I. druhu) = « pak kritickou hranici pro p-hodnotu stanovime jako

Prrit = ECD 1;-_hodnota(OC> (33)
a hypotézu Hy zamitame pokud p-hodnota < pg,.

Tento postup byl pro ilustraci aplikovan pro testovani dvou soubort vazenych dat
s hodnotami pozorovani  z N(0,1) a vahy w z Beta(4, 2). Vzhledem k tomu, ze WEDF
takovych dat je podobnd ECDF normélniho rozdéleni N(0, 1), byly provedeny simulace
testi s jadrovymi odhady pro normalni rozdéleni se zaznamenanim spoctenych p-hodnot.
Pro naladéni testu na P(chyby I. druhu) = 0,05 byla z empirické distribuce p-hodnot ur-
¢ena kriticka hranice pro zamitani Hy na zakladé p-hodnoty testu pg.;; = 0,0092. Vysledky
opakovaného testovani pro vazena data pri kritické hranici pg,.; jsou zobrazeny v grafu
3.14. Test se timto zptisobem pomoci simulace podarilo priblizné naladit na pozadovanou
pravdépodobnost chyby I. druhu.

Na zakladé ziskanych vysledki 1ze také doporucit pouziti testu homogenity s testovaci
statistikou modifikovanou pro vazend data (2.20) pomoci efektivni velikosti vzorku. Pres-
toze pro tuto statistiku neni odvozené jeji asymptotické rozdéleni, numerické simulace
prezentované v této kapitole ukéazaly, Ze i pti pouziti asymptotického rozdéleni statistiky
standardniho KS testu je pro testovani homogenity dvou vazenych soubort dat priblizné
dodrzeno P(chyby I. druhu) = «, kde « je zvolend hladina vyznamnosti. Prestoze odhady
P(chyby I. druhu) byly provadény pouze pro a = 0,05, tak z grafi ECDF p-hodnot to-
hoto testu je patrné, ze pozadavek P(chyby I. druhu) = « bude priblizné splnén i pii jiné
volbé hladiny vyznamnosti a.
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Obrazek 3.14: Vysledky testi s KDE naladénymi na pozadovanou P(chyba I. druhu) po-
moci simulace.

Ve srovnani s predchozimi vysledky analyzy testi homogenity s modifikovanou statis-
tikou prezentovanymi v [37, 38] bylo numerické ovéfeni funk¢nosti modifikovanych testu
v této préaci rozsiteno na vice rodin rozdéleni pozorovani a na obecnéjsi pripad testovani
dvou vazenych soubort dat.

Pro testy vyuzivajici metodu re-arranging bylo ukazano, ze prestoze pfi jejich uziti
pravdépodobnost chyby I. druhu neprekroci zvolenou hladinu vyznamnosti «, tak jejich
uziti nelze doporucit z diivodu nizké hodnoty sily testu. Pro tuto variantu testovani homo-
genity vazenych dat neni zatim pfesné jasné, pro¢ k tomuto jevu dochézi. V publikaci [14]
byla metoda re-arranging pouzita jako referencni pro ovéreni fungovani testit homogenity
s modifikovanou testovaci statistikou. Vysledky uvedené v této praci prokazaly, ze testy
vyuzivajici re-arranging nelze povazovat za vhodnou referenc¢ni metodu.
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Kapitola 4

Generativni kompetitivni sité

Modely hlubokého uceni zalozené na neuronovych sitich se tspésné prosadily v mnoha
aplikacich, obzvlast pak pro klasifikacni ulohy, které vyzaduji mapovani vysoce dimenzi-
onaln{ vstup na jednoduchy vystup [11]. Tim muze byt mize napiiklad pravdépodobnost
prislusnosti daného pozorovani do jedné z predem urcéenych t¥id. Generativni kompeti-
tivni sité (anglicky generative adversarial networks, zkracené GANSs), predstavené roku
2014 [25], jsou generativnim modelem vyuzivajicim metody hlubokého u¢eni k napodobeni
vicerozmérného rozdéleni dat trénovaci mnoziny. Prestoze tento pristup neumoznuje zis-
kat presnou formulaci odhadnutého rozdéleni, 1ze s pomoci GAN generovat nové objekty,
jejichz rozdéleni je v idealnim pripadé shodné s rozdélenim trénovacich dat.

Model GAN je tvoren dvéma neuronovymi sitémi. V pripadé pouziti GAN pro genero-
vani obrazovych dat se navic ¢asto jednd o konvoluéni neuronové sité [25]. Tato kapitola
proto nejprve obsahuje strucné shrnuti zakladnich informaci o konvolu¢nich neuronovych
sitich. Dalsi ¢ast je vénovana principu fungovani GAN. Posledni sekce popisuje konkrétni
model s nazvem 3DGAN, ktery byl zminén jiz v kapitole 1 a ktery slouzi ke genero-
vani 3-rozmérnych simulaci ¢astice v kalorimetru ECAL, ktery byl navrzen pro budouci
urychlova¢ ¢astic CLIC v CERN [4].

V posledni kapitole 5 bude model 3DGAN pouzit pro ukazku implementace metody
evaluace kvality GAN, kterd je zalozena na narozeninovém problému [10]. Pfedmétem této
¢asti prace nejsou upravy architektury modelu 3DGAN ani modifikace uciciho algoritmu.
Proto jsou informace o neuronovych sitich poskytnuté v této kapitole velmi struéné, pouze
pro dodani zakladniho kontextu.

4.1 Vicevrstvé neuronové site

Vicevrstvy perceptron (anglicky multi-layer perceptron, MLP) predstavuje zakladni
model strojového uceni. S pouzitim trénovaci mnoziny dat se uci aproximovat funkci
f:R™ — R° kde m € N je dimenze vstupnich dat a o € N je dimenze vystupu.

MLP model sestdvd nejméné ze tiech vrstev [3]. Prvni je vstupni vrstva, nésleduje
jedna nebo vice skrytych vrstev a posledni je tzv. vystupni vrstva, jak znazornuje schéma
4.1. Vstupni vrstva pouze predava vstupni priznaky zi,xs,..., T, do neuroni v prvni
skryté vrstveé. Kazdy neuron skryté vrstvy nejprve provede vazeny soucet svych vstupnich
ptiznaku pro vahy w; € R, Vi € {1,...,m}, na ktery nésledné aplikuje aktivacni funkci
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g : R — R, neboli

ve.w) =g (3w (@)

i=1

kde y(x, w) vystupni hodnota neuronu pro vektor vstupnich priznaku x a vahy w. Vystup
neuronu prvni skryté vrstvy je pak pouzit bud jako vstupni ptriznak pro neurony vystupni
vrstvy (pokud se jednd pouze o tiivrstvy MLP), nebo je vstupnim priznakem pro neurony
v dalsi skryté vrstvé. Posledni (vystupni) vrstva MLP je také tvorena neurony, pro které
jsou vstupnimi priznaky vystupy z posledni skryté vrstvy. Také neurony vystupni vrstvy
provedou nejprve vazeny soucet svych vstupnich priznaki, ktery ale nasledné transformuji
na vystupni hodnoty sité.

Skryta
Vstupni vrstva
vrstva

r1 — -
Vystupni
vrstva
Tro —
-
Ir3 —
Ty —

Obrazek 4.1: Schéma trivrstvého MLP [28].

Aktivacni funkce vystupni vrstvy je obvykle volena podle typu pozadovaného vystupu.
Pokud je cilem pouziti MLP binarni klasifikace, pak je vhodnou aktivacéni funkci ve vy-
stupni vrstveé logistickd sigmoidélni funkce g : R — [0, 1]

1

t) = ——
g() 1+6_t7

kterd mapuje hodnotu vdzeného souc¢tu vstupnich piiznaki neuronu na interval [0, 1].
Vystupni hodnotu je pak mozné interpretovat jako pravdépodobnost prislusnosti daného
vstupniho pozorovani k jedné ze ttid.
Pokud je MLP pouzity pro ulohu regrese, lze v posledni vrstvé pouzit jednoduchou
linearni funkci g : R — R
g(t) =t.

Dalsi casto pouzivanou aktivacéni funkei ve vystupni vrstvé je napriiklad ReLU (rectified
linear unit) g : R — Ry
g(t) = max{0, t}, (4.2)

kterda umoznuje mapovani na nezaporné hodnoty. Ve specifickych pripadech se uziva také
funkce softmax g : R — (0, 1)
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kterd je typickd pro tlohy klasifikace do vice tfid [24].

Trénovanim MLP rozumime opakované upravovani vah sité tak, aby pro trénovaci
mnozinu pozorovani byla minimalizovana ztratova funkce MLP, kterd vycisluje rozdil mezi
pozadovanym vystupem a predikovanou hodnotou. Minimalizovani ztratové funkce je op-
timalizac¢ni tiloha, kterou je mozné resit riznymi algoritmy, obvykle zaloZzenymi na metodé
gradientniho sestupu (anglicky gradient descent, vice napiiklad v [3, 24]).

Specidlnim piipadem hlubokych neuronovych siti jsou konvoluéni neuronové sité (an-
glicky convolutional neural netwroks, CNNs). Jednd se o modely hlubokych neuronovych
siti obsahujici alespon jednu vrstvu, ve které je na vstupni data aplikovana operace konvo-
luce. V praxi se nejéastéji pouzivaji konvoluce na diskrétni 2D obrazova data. Konvoluci
dvou funkei I, K : Z? — R? proto definujeme jako

(IxK)(i io Z X (@ —m,j—n)K(m,n). (4.4)

m=—0o0 N=—0o0

V praktické aplikaci I predstavuje obraz koneénych rozméri a K konvoluéni jadro, které
je rovnéz konecnych rozméri. Nekonecnd suma tedy prechazi v sumu konec¢nou, urcenou
rozmeéry obrazu I a jadra K. Volnymi parametry konvoluc¢ni vrstvy nejsou v tomto pripadé
vahy, ale prvky konvoluéniho jadra.

Definici diskrétni konvoluce lze pro I, K : Z? — R3 rozsifit také na 3-rozmérna
obrazova data predpisem

“+o0

I«K)(i,j. k)= > Jio ZXz—m] n,k —p)K(m,n,p). (4.5)

m=—00 N=—00 p=—00

CNN nasly své vyuziti predevsim v oblasti zpracovani obrazovych dat diky své schop-
nosti zohlednéni informace z okoli pravé zpracovavaného pixelu. Velikost tohoto okoli
odpovida rozmértim konvolu¢niho jadra K. Druhou vyhodou konvoluéni vrstvy je, ze ob-
sahuje mensi pocet parametrl, nez tzv. plné propojena vrstva neuronové sité, ve které jsou
obycejné neurony a kazdy z nich je propojeny jak se vSemi neurony v predchozi vrstve,
tak se vSemi neurony vrstvy nasledujici a ke kazdému z téchto spojt je prifazena vaha. V
konvolucni vrstvé jsou parametry v konvolu¢nim jadru, které je stejné pro vsechny spoje.

4.2 Generativni kompetitivni sité (GANs)

V obecném pojeti je generativni kompetitivni sit tvorena trénovaci mnozinou dat
a dvéma neuronovymi sitémi - generatorem G a diskrimindtorem D. Vstupem do ge-
neratoru je vektor nahodnych hodnot, obvykle generovany z normalniho rozdéleni. Tento
vstup se generator postupné ucéi mapovat na vicerozmérny vystup podobny pozorovanim
v trénovaci mnoziné. V podstaté se tedy generator uéi rozdéleni dat trénovaci mnoziny.
Diskriminator D naopak mapuje trénovaci data nebo vystupy z generatoru na hodnotu
z intervalu [0, 1], kterd odpovida pravdépodobnosti, ze vstupni objekt pochézi ze stejného
rozdéleni jako trénovaci data. Diskriminator tedy slouzi k rozliSeni trénovacich pozorovani
a pozorovani produkovanych generatorem G.

P1i trénovani modelu GAN spolu generator G a diskriminator D souperi. Diskriminé-
tor D je pomoci trénovacich dat a pozorovani ziskanych z G trénovan tak, aby dokézal tyto
dvé skupiny dat co nejlépe odlisit. Naopak cilem generatoru G je naucit se z trénovacich
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dat jejich rozdéleni a maximalizovat pravdépodobnost, zZe se diskriminator D pro pozoro-
vani pochazejici z GG pri klasifikaci splete. V podstaté se tedy jednd o tzv. minimaxni hru
dvou hract, ve které generator G vyhraje, kdyz diskriminator D pro libovolné vstupni
pozorovani vrati vystupni hodnotu % Zékladni struktura GAN je ilustrovana schématem
4.2.

Real

5507
lojeuIWLISI]

Images
Discriminator

]
i =
2 ®

= .| Generated i
g > Generator lirages 2 g
2 g g
= =
1]
o

Obrazek 4.2: Schéma struktury GAN. Na vstupu generdtoru (generator) je vektor na-
hodnych hodnot (random noise). Vystupem generatoru jsou syntetickd data (generated
images). Diskrimindtor (discriminator) slouzi k rozliseni trénovacich dat (real images)
od syntetickych dat z generatoru. Cilem diskriminatoru i generatoru je minimalizovat
prislusnou ztratovou funkei (discriminator loss a generator loss) [31].

Pro formalnéjsi zapis principu GAN popsaného vyse predpokladejme, ze ndhodny vek-
tor Z na vstupu generdtoru pochazi z rozdéleni D na R!, obvykle se jednd o I-rozmérné
normélni rozdéleni N;(0, ;). Déle ozna¢me {G, | u € U} t¥idu generatori, kde G, je funkce
G, : Rl — R, u je vektor parametrii funkce G, a U € RP oznac¢uje mnozinu moZnych
vektort parametrt. Generator G, pak definuje rozdéleni Dg, na R? tak, Ze pokud je
Z ~ Dg, pak fekneme, ze ndhodnd veli¢ina X = G,(Z) ma rozdéleni D¢, . Déle ozna-
¢ime {D, |v € V} ti{du diskrimindtort, kde D, je funkce D, : RY — [0,1], v je vektor
parametri diskrimindtoru a ¥V € RY je mnozina moznych vektor parametri v. Skutecné
rozdéleni trénovacich dat oznac¢ime D, ..

Pfi trénovani diskrimindtoru se snazime nalézt takové parametry v, aby D,(x) = 1,
pokud pozorovani @ pochdzi z rozdéleni D,..,, a D,(x) = 0, pokud x bylo generovano
z D¢, . Chceme tedy nalézt

argmax V (G, D,) = arg max {EX~Dml [p(Dy(X))] + Ex~pg, [0(1 — DU(X))]} , (4.6)

veyY veyY

kde ¢ : [0,1] — R je tzv. métici funkce. Trénovanim generatoru zase chceme pro pevné
dany diskriminator D, nalézt parametry u tak, abychom maximalizovali chybu diskrimi-
natoru pro syntetickd pozorovani z generatoru, hledame tedy

argmin Ex.p, [0(1 — Dy(X))]. (4.7)

ueU
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Trénovani modelu GAN spociva v minimaxni optimalizaci tcelové funkce V (G, D,)

min max V (G, D,) = min max {Bxp,,.. [6(Dy(X))] + Exopg, [6(1 = Dy(X))]} .
(4.8)

Necht je mérici funkece ¢ monoténni a konkavni na intervalu [0, 1]. Pak plati, Ze pokud
Dyeat = Dg,,, tak optimalni strategii pro diskriminator D, je pritadit jakémukoliv pozo-
rovani hodnotu £ a optimaln{ hodnota tcelové funkce je 2 - ¢(3).

Formulace optimaliza¢ni tlohy (4.8) predpokldda znalost rozdéleni D,..,; a D¢, . Tato
rozdéleni ale v praxi nezname, k dispozici mame pouze trénovaci mnozinu dat a mnozinu
pozorovani ziskanych z generatoru. Stiedni hodnoty jsou proto pii vypoctech nahrazeny
aritmetickymi primeéry jako odhady skutecnych strednich hodnot.

V puvodnim ¢ldnku [25], ve kterém byly GANs poprvé predstaveny, je mérici funkei
¢(t) = logt. Tato volba je v aplikacich GAN velmi ¢astd, ale muze zptusobovat problémy
pri trénovani, protoze logt 2% _ 0. Druhou Casto pouzivanou mérici funkei je identita
o(t) = t, kterd byla poprvé pouzita v modelu Wasserstein GAN (zkrdcené WGAN) [8].

4.2.1 Interpretace optimalizacni tilohy

Minimaxni optimalizaci tcelové funkce (4.8) lze teoreticky interpretovat jako tilohu mi-
nimalizace vzdalenosti mezi distribucemi D,..,; a D¢, . Predpokladejme, Ze je k dispozici
nekonecné mnoho trénovacich dat a nekoneéné mnoho syntetickych pozorovani z genera-
toru. Déale predpoklddejme, 7Ze diskrimindtor D muze byt libovolnd neuronové sit (neni
omezen pocet ani hodnoty jejich parametri). Pak je pro pevné dany generator G teore-
ticky mozné ziskat optimalni diskriminator D* minimalizujici svou ztratovou funkci

D" = argmaxV(G, D) = arg max {Ex~a,,,, [¢(D(X))] + Ex-ng [6(1 = D))}

D
(4.9)
Je-li mérici funkei ¢(t) = logt, pak optimalni diskriminator D* méa podobu

* o preal(m)
b (w) B preal(w) + pG(CU)’ (41())

kde preat @ pa jsou hustoty pravdépodobnosti prislusné k D,...; a Dg. Minimalizace chyby
generatoru ming E,p,, [log(1 — D*(x))] pak prechdzi na tlohu minimalizace Jensenovy-
Shannonovy divergence rozdéleni D,., a Dg [25]

Dreal + DG

i 1 Dyeat +D
mél’l dJS(Dreah’DG) = m(}l’la |:dKL (Dreah 5 Z—G>:| ,

> +dkr (DG, 5

(4.11)

kde dg; oznacuje Kullbackovu-Leiblerovu divergenci definovanou pro rozdéleni Dy, D,

na R? vztahem dg (D, Ds) = [pa D1() log (g;gg) dx.
Uvazujme nyni méfici funkei ¢(t) = ¢t a funkei diskrimindtoru D pouze z uz$i mno-
ziny 1-Lipschitzovskych funkeil. Déle pfedpoklddejme, Ze D* je mezi 1-Lipschitzovskymi

funkcemi optimalni z hlediska minimalizace ztratové funkce diskriminatoru. Pak tloha

Funkee f : RY — R je K-Lipschitzovské pravé tehdy, kdyz (Y1, z2)(|f(z1) — f(22)] < K||21 — x2]|).
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minimalizace chyby generatoru ming E,p, [1 — D*(x)] pfechdzi na tlohu minimalizace
Wassersteinovy vzdélenosti [§]

m(;n dw (Dyeat; Dg) = min  sup Ex-p,.., [f(X)] — Ex.p, [[(X)] |- (4.12)

f 1-Lipschitz

Podotknéme, ze vyse uvedené vztahy jsou pouze teoretické, jejich predpoklady neo-
mezenosti kapacity diskriminatoru a nekoneéného mnozstvi trénovacich dat nelze v praxi
splnit.

4.2.2 Trénovani GAN

Trénovani GAN lze rozdélit do dvou fazi - trénovani diskriminatoru a trénovani genera-
toru - které se opakované stridaji. Nejprve v k iteracich probiha trénovani diskriminatoru:

1. generujeme m latentnich vektorti (ndhodny sum) 2z, z® ... 2(™ 7z rozdéleni Dy,
ktera pouzijeme jako vstupy do generatoru k ziskani m syntetickych pozorovani
Z Dg,

2. vybereme m pozorovani £V, 2@ .. 2™ z trénovaci mnoziny dat
M M ) M

3. provedeme aktualizaci parametrii diskriminatoru D, pri¢tenim stochastického gra-
dientu

L) oD@ ). e

V,

Po k iteracich trénovani diskriminatoru probéhne zpravidla pouze jedna iterace trénovani
generatoru:

1. generujeme m latentnich vektort z™), 2®) ... 2™ 7 rozdéleni Dy,

2. upravime parametry generatoru GG odectenim stochastického gradientu

m

Ve 36 (1D (G (29))). (4.14)

i=1

Pro aktualizaci parametru generatoru a diskriminatoru muze byt vyuzita libovolna ucici
metoda zalozend na gradientu ztratové funkce [25].

Predpokladejme opét, Ze mame neomezeny pocet trénovacich pozorovani. Déle pred-
pokladejme, ze diskrimindtor D a generator G maji oba neomezenou kapacitu, jinymi
slovy ze mohou mit libovolny pocet parametrii. Pak algoritmus popsany vyse zajisti na-
lezeni optimélnich modelt G a D a po skonceni trénovani bude platit D,.,, = Dg [25].
Prestoze toto tvrzeni skutecné plati, je opét zavislé na v praxi nesplnitelnych predpokla-
dech. V [9] bylo naopak pro GAN teoreticky odvozeno, Ze pii omezeném poctu parametrii
siti a konecném poctu trénovacich dat mize trénovani skoncit vyhrou generatoru, i kdyz
rozdéleni D,..,; a Dg jsou stale rozdilna.
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4.3 Model 3DGAN

Model 3DGAN vyvijeny vyzkumnou skupinou CERN openlab byl jiz kratce popsan
v kapitole 1. V této sekci popiseme tento model trochu blize, abychom v posledni kapitole
5 mohli ilustrovat pouziti metody pro odhad supportu zalozené na paradoxu narozenin
pravé pro model 3DGAN.

4.3.1 Data

Generativni model 3DGAN je vyvijen s cilem ziskat rychlou metodu generovani simu-
laci interakci elementarnich ¢astic v kalorimetru. Pro 3DGAN se konkrétné jedna o simu-
lace elektromagnetického kalorimetru s vysokou granularitou, ktery byl navrzen v ramci
studie pro budouci linearni urychlova¢ ¢astic CLIC.

Trénovaci mnozina dat pro 3DGAN je tvorena MC simulacemi interakci elektronu
s materidlem kalorimetru, které byly ziskany pouzitim softwarového nastroje Geant4 [6].
Velikost trénovaci mnoziny pro 3DGAN cita 400 000 pozorovani. Simulace elektront byly
podminény hodnotou jejich pocatecni energie E,, ktera se pohybuje v rozsahu 5—200 GeV.
Zaroven byly vysledky simulaci elektroni podminény také tthlem 6, pod kterym elektrony
vstupuji do kalorimetru a ktery se pohybuje v rozsahu 60° — 120° vzhledem k celni sténé
kalorimetru. Pred pouzitim MC simulaci pro trénovani modelu 3DGAN byly vSechny
na rozmeéry 51 x 51 x 25. Obréazek 4.3 je ilustraci 3D snimku interakce elektronu v kalo-
rimetru po vycentrovani snimku a upraveni rozmér.

r0.04

Obrazek 4.3: Priklad MC simulace elektronu v EM kalorimetru. Barva jednotlivych bodi
odpovida energii vyzarené ¢asticemi v daném misté kalorimetru v jednotkach GeV.

4.3.2 Architektura 3DGAN

Schéma architektury generatoru a diskriminatoru modelu 3SDGAN je znazornéno na ob-
razku 4.4. Vstupnimi daty generatoru je 254 hodnot generovanych z normalniho rozdéleni
N(0, 1), navic je k nim ale priddna také informace o pocateéni energii ¢astice £, a thlu
0, pod kterym castice vstupuje do kalorimetru. Generator se tedy z trénovacich dat uci
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vicerozmérné rozdéleni, které je navic podminéné dvéma vstupnimi parametry, primarni
energii a thlem.
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Obrézek 4.4: Architektura modelu 3DGAN [16].

Pro vstupni hodnoty generatoru je nejprve proveden tzv. up-sampling, neboli opa-
kované kopirovani ndhodného vektoru, dokud neziskame objekt pozadovanych rozmeért.
Po up-samplingu nésleduje série 7 konvolucnich vrstev, ve kterych jsou pouzivany 3-
rozmérné konvoluéni masky. Vystupem z generatoru je 3-rozmérny snimek se stejnymi
rozméry, jaké maji MC simulace tvotici trénovaci data.

Diskriminator modelu 3DGAN produkuje dvoji vystup. Prvni vystupni hodnota od-
povida pravdépodobnosti, zZe vstupni snimek pochazel ze stejného rozdéleni jako trénovaci
data, a je ziskan uzitim aktivacni funkce sigmoid ve vystupni vrstvée sité. Druhou vystupni
hodnotou je odhad primdrni energie £, castice na vstupnim snimku, ktery je ziskan po-
uzitim linearni aktivac¢ni funkce v druhém z neuront vystupni vrstvy diskriminatoru.

Trénovani 3DGAN probihalo nejprve na MC simulacich elektroni s poc¢atecni energii
v rozsahu 100 — 200 GeV, aby v prvni fazi trénovani méla data mensi variabilitu. Ve druhé
fazi bylo trénovani modelu rozsiteno na cely rozsah hodnot primarni energie 2 — 500 GeV.

4.3.3 Validace modelu 3aDGAN

Model 3DGAN byl autory v [16] validovan srovnanim generovanych snimki s Monte
Carlo simulacemi z programu Geant4, na kterych byl 3DGAN trénovan. Prvni validacni
metodou bylo porovnani mnozstvi energie vyzafené ve smérech hlavnich os z, y a z, tak-
zvanych shower shapes. Vysledné grafy priimérnych hodnot vyzarené energie v zavislosti
na poloze vzhledem k hlavnim osam kalorimetru jsou pro elektrony vstupujici do kalori-
metru kolmo (0 = 90°) zobrazeny v grafech 4.5. Z téch je vidét velmi dobra shoda MC
simulaci (oznaceno G4) se snimky generovanymi z 3DGAN. Obdobné uspokojivé bylo toto
srovnani také pro jiné hodnoty thlu 6 [16].
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Obréazek 4.5: Porovnani distribuce energie podél hlavnich os x, y, z pro MC simulace (G4)
a 3DGAN simulace (GAN) ¢éstic vstupujicich do kalorimetru kolmo k ¢elni sténé [16].

Hodnoty energii zaznamenanych jednotlivymi pixely maji rozpéti nékolika radi, proto
byly MC simulace a SDGAN snimky porovnany také z hlediska pravdépodobnosti vyskytu
pixelli o rtiznych intenzitach. Toto srovnani je zobrazeno v grafu 4.6a. Opét vidime, Ze his-
togram odpovidajici snimkim z 3SDGAN dobte kopiruje kiivku pro MC simulace, nékteré
nerovnosti v histogramu pro MC simulace jsou ale modelem 3DGAN zjevné vyhlazeny.

T T T T Ty Iy T T Ty

10°°
— G4
1 1 1 1 TP | i |
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Cell energy deposition [GeV]

(a) Distribuce energie (b) Sampling fraction

Obréazek 4.6: (a) Histogram vyskytu pixeli o intenzité odpovidajici hodnoté na ose x
pro MC simulace a 3DGAN simulace. (b) Srovnéni primérnych hodnot veli¢iny sampling
fraction pro simulace ¢éstic o pocatecni energii odpovidajici hodnoté na ose x [16].

Dilezitou charakteristikou zaznamu elektronu v kalorimetru je také tzv. sampling
fraction, neboli podil energie vyzarené v kalorimetru a primarni energie E,. Pravy graf
4.6b proto zobrazuje srovnani prumérnych hodnot sampling fraction (Sf) MC simulaci
a 3DGAN simulaci v zavislosti na poc¢atecni energii £,. Ziskany graf opét ukazuje dobrou
shodu mezi MC simulacemi a daty ziskanymi z modelu 3DGAN.

Srovnani vSech vyse popsanych charakteristik naznacuje, ze 3DGAN je schopen po-
skytnout kvalitni simulace, které jsou v pomérné dobré shodé s trénovacimi MC simula-
cemi. Pro vypocet téchto charakteristik je ale informace obsazend v 3D snimcich agrego-
vana do jedné hodnoty, naptiklad pro sampling fraction, nebo vektoru hodnot v pripadé
shower shapes. Pro simulace z generativnich algoritmi v HEP v soucasnosti chybi jednotny
pristup k validaci GAN simulaci, ktery je nezbytny pro budouci pouziti generativnich mo-
deli k védeckym simulacim.
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V nasledujici kapitole popiseme metodu pro validaci kvality dat simulovanych z GAN,
ktera byla pouzita pro generativni modely napodobujici realné fotografie. Pokusime se
tutéz metodu prizpusobit simulacim kalorimetru a aplikovat ji na model 3DGAN.
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Kapitola 5

Odhad supportu modelu 3DGAN

Generativni modely v mnoha aplikacich ukazaly, ze maji schopnost naucit se z tré-
novacich dat slozitd, mnoharozmérna rozdéleni a produkovat vérohodna synteticka data.
Predevsim jejich vyuziti pro generovani realistickych napodobenin fotografii a dalsich ob-
razovych dat je tspésné ([9], [33]). Teoretickd analyza provedend v [9] nicméné ukazala, ze
i kdyz se pri trénovani generativniho modelu priblizime optimalni hodnoté tcelové funkce,
neni zaruceno, ze naucené rozdéleni je opravdu blizké skutecnému rozdéleni trénovacich
dat. Schopnost generdatoru naucit se skutecnou distribuci D,..o; totiz zavisi nejen na jeho
vlastni kapacité, ale také na kvalité a rozsahu trénovacich dat a kapacité diskriminatoru.

V [10] byl navrzen postup pro ziskani odhadu supportu generativniho modelu, ktery
je zalozeny na principu problému narozenin. Supportem GAN je v tomto kontextu mys-
len support rozdéleni, které se v procesu trénovani generator naucil z trénovacich dat.
Aplikaci této metody na vybrané modely GAN generujici obrazova data bylo ukazano, ze
i pro dobre etablované generativni modely natrénované na znamych datasetech (napiiklad
CIFAR-10 [27], CelebA [45]) je support nauc¢eného rozdéleni vyrazné mensi, nez support
rozdéleni trénovacich dat.

Tato kapitola se nejprve vénuje popisu metody odhadu supportu generativniho mo-
delu zalozené na principu problému narozenin. Nasleduje specifikace zptisobu pouziti této
metody pro analyzu supportu modelu 3DGAN. Kapitola je zakoncena aplikaci metody
odhadu supportu pro model 3DGAN a zhodnocenim ziskanych vysledki.

5.1 Narozeninovy problém

Skupina pouze 23 lidi staci k tomu, aby pravdépodobnost, ze dva lidé z této skupiny
maji narozeniny ve stejny den v roce, byla 50 %. To je odpovéd na otdzku takzvaného
narozeninového problému, ktery se poprvé objevil ve 20. letech 20. stoleti [15]. Posléze
zacala byt zkoumana také zobecnéna varianta narozeninového problému, ve které uvazu-
jeme obecny rok o d € N dnech a opét se ptame, jaky nejmensi pocet osob ny musi byt v
jedné mistnosti, aby pravdépodobnost, ze alespon dva lidé maji narozeniny ve stejny den
v roce, byla vétsi nebo rovna 50 %.

Pro ziskani ng Tfeseni zobecnéného problému narozenin potiebujeme nalézt nejmensi
k € N takové, které splnuje

P(@Z(l—é) <1_§>...<1_%>
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kde P(k) je vyjadreni pravdépodobnosti, ze ve skupiné k lidi nemaji zadné dvé osoby
narozeniny ve stejny den z predpokladu nezavislosti dat narozeni téchto osob. Pouzitim
nasledujicich nerovnosti

d d d
P(k) < exp (-é) exp (_C%) L exp (_%) - <_k2; k:)

je mozné pro hodnotu ny ziskat horni a dolni mez

1 1 1 3
Jd+ =+ =< i/ 4 :
d—|—4—|—2_nd< 2d10g2—|—4+2 (5.2)

Odboc¢me nyni na chvili od problému narozenin a uvazujme nyni posloupnost A C N,
jejiz prvky spliuji a; < as < - --. Pak pro mnozinu A definujeme asymptotickou hustotu

12 k-1 k2 —k
P(k)21—<—+—+---+—> 5

A(n)

5(A) n1—1>I—|I—loo m_— kde A(n) = [{a € A|la < n}|, (5.3)
pokud tato limita existuje. Prirozenda hustota je tedy urcitym vyjadrenim ,velikosti“ pod-
mnoziny prirozenych ¢isel.

Od doby vysloveni problému narozenin byly odvozovany stale presnéjsi odhady feseni
ng. Teprve pred priblizné 10 lety se podarilo ukazat feseni

ng = [\/2dlog?2], (5.4)

platné pro mnozinu ptirozenych ¢isel d s asymptotickou hustotou =~ 0, 731 [15]. Stejnému
autorovi se v roce 2012 podatilo vzorec pro vypocet ng jesté zpresnit na

3~ 2log?2
na = [y/2d1og2 + Tog] (5.5)

a dokézat, ze plati pro mnozinu pfirozenych ¢isel d s asymptotickou hustotou 1 [15].

Zamérem této kapitoly je vyuziti principu narozeninového problému pro odhadnuti
velikosti supportu generativni sité. Pri této tilloze si vystacime s hrubou aproximaci ng = d.
Predpokladejme na chvili, Ze nezname pocet dni v roce d, ale naopak vime, jaky je nejmensi
pocet osob ngy, ktery bude stale jesté splnovat podminku

(5.6)

DN —

P(alespon dvé osoby maji narozeniny ve stejny den) >
Pak diky znalosti pfiblizného vztahu ngy ~ d muZzeme hodnotou n? odhadnout pocet
unikatnich dni v roce.
5.2 Adaptace narozeninového problému pro 3DGAN

Pri aplikaci principu obraceného narozeninového problému pro odhad supportu ge-
nerativntho modelu budeme nejprve generovat z GAN mnozinu s pozorovani. Nésledné
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zkontrolujeme, zda se v této mnoziné nachazi alespon jedna dvojice stejnych objektii, ne-
boli duplikat. Dostatecnym poctem opakovani tohoto postupu je pak mozné ziskat odhad
pravdépodobnosti, ze v mnoziné s objektil se vyskytuje alespon jedna dvojice shodnych
vystuptu z GAN. Odhad velikosti supportu GAN pak dle posledni poznamky v predchozi
sekci ziskdme jako s*2, kde s* oznacuje nejmensi velikost mnoziny dat z GAN, pro kterou je
odhadnuté pravdépodobnost nalezeni dvojice duplikéti > 50 %. Uplné stejny postup lze
aplikovat i na mnozinu trénovacich dat a ziskat tak odhad supportu skutecného rozdéleni.

Zéadrhelem tohoto pristupu je, jak pro obrazova data definovat duplikdtni pozorovani.
V pivodni tloze problému narozenin bychom za duplikdtni objekty oznacili ty osoby,
které maji narozeniny ve stejny den. Takové oznaceni je ptimocaré a nekonfliktni, protoze
moznych dnti narozeni je konecny pocet a ridi se diskrétnim rozdélenim. Naproti tomu
obrazova data jsou zpravidla tvorena velkym mnozstvim pixeli, kterym nalezi nezaporné
realné Cislo reprezentujici jejich intenzitu. V ptipadé obrazkii o N pixelech se tedy jedna
o data ze spojitého rozdéleni na (Ra’ )N, takze pravdépodobnost nalezeni presné stejnych
objektt je nulova.

Uvazujme tedy obrazova data o N pixelech. V takovém pripadé mizeme za duplikaty
povazovat ty objekty, které jsou si ,dostatecné podobné® vzhledem k predem stanovenym

N N
kritérifm podobnosti, tedy funkcim zobrazujicim (Ra’ ) X (RS’ — R. Od vhodného kri-
téria podobnosti g ocekavame, ze bude omezené zdola (nebo shora) néjakou konstantou K

a ze pro tuto mezni hodnotu bude splnéno o(x,y) = K < « =y pro ¢,y € (RS’)N libo-
volné obréazky. Dalsi pozadovanou vlastnosti je také symetrie o(x, y) = o(y, ). Konkrétni
volbu kritéria podobnosti je dale mozné prizpusobit konkrétni aplikaci a typu dat.

Stézejni charakteristikou snimku elementarni ¢astice v kalorimetru je distribuce ener-
gie vyzarené castici ve smérech hlavnich os, v pfedchozi sekci nazvana shower shape. Prv-
nim kritériem, které pro odhad supportu modelu 3DGAN pouzijeme, bude tedy podobnost
dvou snimkt z hlediska distribuce energie ¢astice ve sméru os x, y a z. Podobnost téchto
distribuci budeme mérit pomoci nenormalizované symetrické Jensenovy-Shannonovy di-
vergence (zkracené JS divergence), kterd je pro dvé rozdéleni pravdépodobnosti P, @) na R
definovana jako

P+Q P+Q)]7 5.7)

s (P.Q) = L[t (PEED) vy (0.71€

kde d’ | (P, PLQQ) = |k (P(x) log (ggg) — P(z) + Q(x)) dz oznacuje nenormalizovanou
Kullbackovu-Leiblerovu divergenci. Diivodem pouziti nenormalizované varianty JS diver-
gence je skutecnost, ze distribuce vyzarené energie ve smérech hlavnich os neni hustotou
pravdépodobnosti a proto neni normovana na jednicku.

Rozdéleni hodnot nenormalizované JS divergence distribuci energie podél hlavnich os je
znazornéno histogramy 5.1, které byly ziskany spoctenim d’;¢ pro vSechny dvojice obrazkt
v mnoziné 500 dat z 3DGAN a 500 MC simulaci. U vSech trech grafti 1ze pozorovat, ze
data modelu 3DGAN maji podobnéjsi distribuce energie. U distribuci podél os x a y jsou
rozdily v histogramech pro 3SDGAN data a MC data spise drobné, pro distribuci ve sméru
osy z (smér letu ¢astice) jsou odliSnosti v histogramech velmi zfetelné.

Jako druhé kritérium pro porovnani dvou snimki kalorimetru byla vybrana abso-
lutni hodnota z rozdilu vyzatrené energie, tedy ze souctu intenzit vSech pixela v obrazku.
Oznacme tuto velicinu Egyy = |Egep(€) — Eaep(y)|, kde Eyep(x) = 2551, z; je soucet inten-
zit vSech pixelt.
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Obrazek 5.1: Histogramy hodnot nenormalizované JS divergence distribuci energie podél
hlavnich os (po fadé z, y, z) pro 500 obrazku generovanych z 3DGAN (Cervend) nebo 500
MC simulaci (modrd). Histogramy jsou normované na hustoty pravdépodobnosti.
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Histogramy 5.2a ukazuji pfiblizné rozdéleni hodnot E 4y pro vSechny dvojice z mnoZziny
500 snimkt z 3DGAN, respektive MC dat. Lze pozorovat, ze data generovana z 3DGAN
maji podobnéjsi hodnoty celkovych vyzarenych energii, prestoze vystupy z 3DGAN byly
podminény presné stejnymi hodnotami pocatecni energie £, jako simulace Monte Carlo.
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Obréazek 5.2: Histogramy hodnot (a) Egga (b) SSIM pro 500 snimkt kalorimetru genero-
vanych z 3DGAN (¢ervend) nebo 500 MC simulaci (modra). Histogramy jsou normované
na hustoty pravdépodobnosti.

Poslednim kritériem, které bude aplikovano pro 3DGAN, je index strukturni podob-
nosti (angl. structural similarity index, zkracené SSIM), ktery je ¢asto uzivanou metrikou
v tlohach zpracovani obrazu [41]. SSIM pro dva obrazky x,y € RY sestavd ze tfech
komponent. Prvni z nich je funkce [(x,y), kterd porovndva jas obrazki a je definovand
jako
2//%,“1/ + Cl

iy 5.8
pz + iy + G 58)

(z,y) =
kde p, = ]%[ SN x; je primér intenzit pixeldl v obrazku a C) je konstanta, ktera koriguje
nestabilitu I(x, y) v piipadé, ze i + p;, je blizké 0. Déle plati, ze Cy = (K1L)?, kde L je
rozsah hodnot intenzit pixelu (pro klasicky Sedoténovy obrazek obvykle 255) a K; < 1
mala konstanta.

Snimky kalorimetru jsou ve srovnani s klasickymi obrazky specifické znacnym roz-
sahem intenzit pixelii, které navic nabyvaji nezvyklych hodnot, faddové ~ 107 — 1071
Stabilni hodnota L byla proto uréena v [26] numerickymi simulacemi, ze kterych vzeslo
pro 3DGAN doporuceni L = 1074,

Druhé komponenta SSIM porovnava kontrast obrazka @, y a definujeme ji jako

20504 4+ Cy

5 5.9
02 +o2+Cy’ (5:9)

c(z,y) =

1
kde o, = (ﬁ N (z; — ,uw)2) ? je nestranny odhad smérodatné odchylky intenzit pixelt
v obrazku a Cy = (K»L)? s konstantou Ky < 1.
Posledni komponentou SSIM je funkce s(x,y), kterd mé vyznam rozdilu v korela¢ni

struktutre obrazki x, y, a je definovana jako

Ozy + 03

5.10
0zoy + C5’ ( )

s(z,y) =
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kde 04y = = Sy (7 — pa)(Yi — y) a Cs je mald konstanta.

Vsechny tfi vyse definované komponenty SSIM nakonec spojime do definice

SSIM(2, y) = [l(z,y)]" - [c(@, )] - [s(z,y)]", (5.11)

ve které a > 0, > 0 a v > 0. Takto definovana funkce SSIM splnuje vlastnost symetrie
SSIM(xz,y) = SSIM(y,x), totoznosti SSIM(z,y) = 1 < & = y a omezenosti shora
SSIM(z,y) < 1 pro libovolnd @,y € (RB’)N

Pokud zvolime a = § =~ =1 a C3 = (y/2, pak se SSIM zjednodusi na

(Qumﬂy + Cl)(20-my + 02)

SSIM = :
Y = G225 )+ g+ )

(5.12)

V praxi neni hodnota SSIM pocitana pro celé obrazky, ale pocita se lokdlné pro mensi
vytez obrazku, ktery se posouva po jednotlivych pixelech. Vysledny SSIM je ziskén jako
priumér lokalné spoc¢tenych hodnot. Pro tiirozmérny snimek kalorimetru se k rozméru
ve sméru osy z (neboli ve sméru pohybu éastice) chovame jako k barevnému kandlu
u RGB obrazki. SSIM je tedy spocitan pro kazdy priufez v roviné zy zvlast a vysledné
hodnoty jsou opét zprumeérovany.

Histogram 5.2b zobrazuje ptiblizné rozdéleni hodnot SSIM spoctenych pro 500 snimk
z 3DGAN a 500 MC simulaci. Rozdéleni hodnot SSIM pro tyto dva soubory dat se témeér
neptrekryva, jasné lze také vidét, ze data generovand z 3DGAN jsou vzhledem k SSIM
vzajemné vyrazné podobnéjsi nez MC simulace.

Pokud jiz mame zvolené funkce pro méreni podobnosti objekti z GAN, je potieba
pro tyto funkce ur¢it hraniéni hodnoty urceni duplikati. Pokud bude hodnota funkce
podobnosti pro dvojici obrazka pod touto hranici, prislusné objekty oznac¢ime za dupli-
katy. Pro pripad snimkt kalorimetru byla ke stanoveni této hranice vyuzita trénovaci
MC data. Nejprve bylo vybrano 500 obrazkt z trénovaci mnoziny. Pro vSechny mozné
dvojice snimkt v ramci této mnoziny byly spocitany hodnoty vyse definovanych kritérii
podobnosti, celkem byly vypocty provedeny pro 124 750 rtznych dvojic. Nasledné byl
pro kazdé z kritérii podobnosti spocten vybérovy a-kvantil ze ziskanych hodnot, a to
pro a € {0.05,0.02,0.01} v piipadé porovnavani distribuci energii podél os a rozdila vy-
zarené energie, pro a € {0.95,0.98,0.99} v pripadé SSIM. Na rozdil od ostatnich kritérii
vyssi hodnota SSIM znamena vétsi podobnost obrazkt. Hodnoty nalezenych kvantilii jsou
uvedeny v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Tabulka vybérovych a-kvantili rtiznych kritérii podobnosti pro MC data.

a 0,05 0,02 0,01

JS div. (osa z) 0,0109 0,0083 0,0072
JS div. (osa y) 0,0076 0,0063 0,0056
JS div. (osa z) 0,0065 0,0053 0,0046
Eaig 0,0115 0,0047 0,0024
SSIM 0,6806 0,6882 0,6934

Nasledné bylo generovano 500 snimki z SDGAN a opét byla pro vsechny dvojice vy¢cis-
lena kritéria podobnosti. Pro tuto mnozinu dat pak bylo u kazdého kritéria vyhodnoceno,
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kolik duplikatnich dvojic je v ni mozné pfi hranici urcené prislusnym vybérovym kvanti-
lem z MC pozorovani nalézt. Tyto pocty jsou k nahlédnuti v tabulce 5.2. Pro a = 0,05
jsou pocty nalezenych duplikat v mnoziné 500 snimkt z GAN pomérné vysoké. Pri takto
stanovené hranici pro definici duplikati se tedy da predpokladat vysoka pravdépodobnost
nalezeni duplikatnich obrazku i pro velmi malé mnoziny dat z 3SDGAN. Naopak pri stano-
veni hranice pro urc¢eni duplikatu vybérovym kvantilem pro a = 0, 01 by pravdépodobnost
nalezeni duplikatni dvojice pro MC data byla i pro velké mnoziny obrazk velmi mala.
V simulacich pro odhadnuti supportu uvedenych v dalsi sekci byl proto jako hrani¢ni
hodnota definice duplikdtnich snimka pouzit vybérovy 0,02-kvantil MC dat.

Tabulka 5.2: Poc¢ty nalezenych duplikatt pro mnozinu o 500 snimcich z 3DGAN z hlediska
riznych kritérii.

o 0,05 0,02 0,01

JS div. (osa x) 15221 9658 7029
JS div. (osa y) 14518 10189 7967
JS div. (osa z) 44835 29044 20377
E g 13408 0482 2877
SSIM 123495 122268 118517

7 této uvahy je jiz jasné, ze pocet nalezenych duplikati, a tedy i odhad velikosti sup-
portu, bude primo zaviset na stanoveni hrani¢ni hodnoty pro definici duplikati vzhledem
k danému kritériu podobnosti p. Vysledek tohoto postupu pro 3DGAN tak bude slouzit
spise pro porovnani vysledkii generativni sité s trénovacimi MC daty.

Pfi pouziti principu narozeninového problému pro odhad supportu GAN v [10] byla
tato metoda aplikovdna na generativni modely napodobujici fotografie tvari (dataset Ce-
lebA [45]) nebo jinych objektt (CIFAR-10 [27]). U této tlohy autofi nejprve urcili po-
dobnostni kritéria, ta vycislili pro zkoumanou mnozinu obréazki, nalezli nékolik nejpodob-
néjsich dvojic a ty pak byly prezkouméany lidskym hodnotitelem, ktery rozhodl o jejich
shodnosti nebo rozdilnosti.

Stejny postup nelze pro 3DGAN aplikovat, protoze snimky kalorimetru jsou trojroz-
meérné, takze lidsky hodnotitel by musel o shodnosti obrazkii rozhodovat na zakladé dvou-
rozmérnych projekci, kterymi se ale ¢ast informace o rozlozeni vyzarené energie ztrati.
Navic vzhledem k objemu dat, ktera s v HEP zpracovavaji, je zadouci mit k dispozici
metodu, kterd funguje pokud mozno automaticky:.

5.3 Vysledky odhadu supportu modelu 3aDGAN

MC simulace kalorimetru a stejné tak syntetické snimky z 3DGAN jsou generovany
pro elektrony s rtznou pocatecni energii E, a riznym uhlem vstupu 6 do kalorimetru.
Odezva kalorimetru na ¢astici se pro rizné energie a uhly znacné lisi. Vsechny simu-
la¢ni experimenty prezentované v této kapitole byly proto provadény pouze pro simulace
elektronll s poc¢atecni energii E, = 100 & 2,5GeV a thlem 6 = 90° = 2, 5°.

Nésledujici kroky popisuji simulaci, jejimz cilem bylo ziskat odhad velikosti supportu
modelu 3DGAN.
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1. Z modelu 3DGAN generujeme s snimki kalorimetru =™, ..., 2.

2. Spocteme hodnoty vybranych kritérii podobnosti pro vSechny mozné dvojice ob-
razkt ziskané v kroku 1.

3. Vyhodnotime, jestli byla v dané mnoziné nalezena alespon jedna dvojice duplikat-
nich obrazk.

4. Kroky 1.-3. provedeme v k£ = 1000 opakovanich.

5. Spocteme odhad pravdépodobnosti nalezeni duplikati v mnoziné dat o velikosti
s jako podil poctu iteraci, ve kterych byly nalezeny duplikaty, a celkového poctu
iteraci k.

6. Zvétsujeme pocet snimkii s zkoumané mnoziny a opakujeme kroky 1.-5., dokud neni
odhad pravdépodobnosti nalezeni duplikdtnich snimku alespon 50 %.

Nejmensi s*, pro které pti tomto postupu bude odhad pravdépodobnosti nalezeni du-
plikatu alespon 50 %, pak poskytuje odhad velikosti supportu modelu 3DGAN, ktery je
uréen jako s*2.

Stejnym zptisobem lze provést také odhad velikosti supportu trénovacich MC dat, jen
v prvnim kroku vybirdme mnozinu s pozorovani z trénovacich dat.

Graf 5.3a zobrazuje odhady pravdépodobnosti nalezeni duplikdt pro mnoziny o rtz-
nych pocétech pozorovani s (oznaceno subset size). Cervené body odpovidaji vysledkiim
simulaci pro 3DGAN, modré body MC dattim. Cervenou prerusovanou ¢arou je oznacena
hranice 50 %. Pri této simulaci byly jako kritéria podobnosti obrdzki pouzity pouze roz-
dily v distribucich energie podél hlavnich os vyjadfené nenormalizovanou JS divergenci.
Hladina 50% pravdépodobnosti nalezeni duplikédtu byla v pripadé 3DGAN dat prekro-
¢ena uz pro mnozinu o 20 obréazcich, podle principu narozeninového problému je tedy
velikost supportu nauceného rozdéleni pouze 400. Pro MC data bylo pravdépodobnosti
50 % dosazeno az pro dataset o 220 pozorovanich, odhad velikosti supportu je tedy 48 400.

V dalsim experimentu bylo ke kritériu shodnosti distribuce energie podél os pridano
také kritérium shodnosti celkové vyzaiené energie, které je vyjddieno funkei Fyy. Vysledky
simulaci se pridanim tohoto kritéria vyrazné zmeénily, jak lze nahlédnout v grafu 5.3b.
Pii simulacich pro 3SDGAN data byla hranice 50% pravdépodobnosti nalezeni duplikdtu
prekrocena pro 80 snimkt, z této simulace tedy plyne odhad velikosti supportu 6400
pro 3DGAN. Vysledky simulaci pro MC data se k hranici 50 % ani nepriblizily, odhad
velikosti supportu tedy nelze ziskat.

Pii posledni simulaci byl k predchozim kritériim podobnosti pridan také SSIM, vy-
sledky jsou zobrazeny v grafu 5.3c. Dodanim tohoto kritéria se odhady pravdépodobnosti
nalezeni duplikatt prakticky nezménily, jedna se ale o o¢ekavany vysledek. V grafu 5.2b lze
nahlédnout, ze hodnoty SSIM pro dvojice dat z 3DGAN jsou vyrazné vyssi nez pro dvojice
MC simulaci, témér vsechny dvojice SDGAN obrazki tedy splni podminku pro oznaceni
za duplikatni vzhledem ke kritériu SSIM.

Na obrazku 5.4 jsou k nahlédnuti 2D projekce dvou snimkti kalorimetru generovanych
z 3DGAN, které byly pri pouziti vSech kritérii podobnosti souc¢asné urc¢eny jako duplikéatni.
Prestoze se podle vysledkii simulaci pro MC data mohlo aplikovani vsech kritérii soucasné
zdat pomérné striktni, mezi obéma zobrazenymi simulacemi jsou i pouhym okem viditelné
rozdily v jejich 2D projekcich a za duplikaty bychom je nejspis nepovazovali.
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Obrazek 5.3: Odhady pravdépodobnosti vyskytu duplikatu v mnoziné dat o velikosti s
(subset size). Cervend kiivka odpovida datim z 3DGAN, modréd krivka MC simulacim.
Pouzita kritéria podobnosti jsou uvedena v popiscich grafi.

- 404 =t 20|
1
w . 5, 107
[= N '! = - N
E 204 I RIS 10 -
[Ty] .
0 0 g
0 50 0 107
x
404 20
~ o3
5 10-2
Q > N
E 20 101
[7y]
0 0 10~
0 50 0

Obrazek 5.4: 2D projekce snimki kalorimetru. Intenzita barvy jednotlivych bod odpo-
vida energii vyzarené c¢astici v daném misté v jednotkach GeV. Oba snimky byly genero-
vany z 3DGAN a byly vyhodnoceny jako duplikaty pri pouziti vSsech popsanych kritérii
podobnosti soucasné.
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Ziskané vysledky potvrdily, Ze uvedeny automatizovany pristup k definici duplikdatnich
dat neni vhodny primo pro ziskdni odhadu velikosti supportu nauceného rozdéleni mo-
delu 3DGAN ani skutecného rozdéleni trénovacich dat. Vysledek je pro data ze spojitého
rozdéleni primo zavisly na zpusobu, jakym se duplikatni pozorovani definuji. Na vysledny
odhad supportu ma vliv jak volba kritérii podobnosti dat, tak stanoveni hrani¢nich hod-
not.

Metoda se vSak ukazala jako uziteénd pro porovnani generativniho modelu a trénova-
cich dat, pripadné dvou ruznych generativnich modela. Jasné prokazala, ze data genero-
vand modelem 3DGAN jsou vzajemné mnohem podobnéjsi nez MC data a pri opakovaném
generovani z 3DGAN modelu se obrazky zacnou brzy opakovat. Tento zavér rozporuje vy-
sledky uvedené v [16], které naznacovaly, ze 3DGAN velmi dobfe napodobuje rozdéleni
MC dat. Otevtel se tim dalsi prostor k vylepseni generativniho modelu 3DGAN. Diky
obecnosti celého pristupu je navic mozné volbou kritérii tuto metodu uzpusobit presné
podle pozadavki konkrétni ilohy a typu dat.
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Z.aver

V této praci bylo nahlédnuto na problematiku simulaci v HEP ze dvou odliSnych
uhla. V kapitole 1 byla nejprve vysvétlena dulezitost simulaci pfi badani na poli ¢asticové
fyziky a byly shrnuty zédkladni informace o Monte Carlo simulacich. Zaroven byly poskyt-
nuty informace o vyvoji GANs jako alternativni metodé pro rychlé generovani simulaci
kalorimetrii.

Nasledujici kapitola 2 nastinila problém testovani homogenity vazenych soubort dat,
ktery se v HEP analyzach pravidelné objevuje. Byl poskytnut teoreticky zaklad k nepara-
metrickym testim homogenity a jadrovym odhadiim hustot. Dale byla provedena reserse
stavajicich pristupt k testu homogenity vazenych dat se zamérenim na neparametrické
testy s testovaci statistikou modifikovanou pro vazena data. Druhou zkoumanou meto-
dou byly testy vyuzivajici re-arranging, ktery umoznuje transformovat mnozinu vazenych
pozorovani na nevazena.

V kapitole 3 byla navrzena vlastni modifikace pro ovéfeni homogenity vazenych dat.
Tato metoda vyuzivi WKDE nebo WAKDE k ziskani odhadu hustoty pravdépodobnosti
vazenych dat, ze které jsou nasledné generovana nevazena pozorovani. Poté byly provedeny
numerické simulace testh homogenity vazenych dat s cilem ovérit pouzitelnost ¢tyt riz-
nych zobecnéni Kolmogorovova-Smirnovova testu pro vazena data: testu s WKDE;, testu
s WAKDE, testu s modifikovanou statistikou a testu s metodou re-arranging. Zkoumana
byla predevsim pravdépodobnost chyby I. druhu, respektive dodrzeni hladiny vyznam-
nosti testu a za platnosti Hy. Ve vybranych simulacich byla porovnavana také sila testu
pro riiznou uroven znecisténi dat jednoho ze soubori.

Pro test s modifikovanou statistikou doslo ve srovnani s [37] k vyraznému rozsireni
ovéreni jeho funkénosti. Podatilo se ukéazat, ze tato varianta KS testu funguje pomérné
spolehlivé nejen pro data z normélniho rozdéleni, ale také pro soubory dat z logistického,
lognormalniho, gamma a Weibullova rozdéleni a s vihami z rozdéleni Beta nebo uniform-
niho. Numerickymi simulacemi bylo navic potvrzeno, Ze tento test zachovava asymptotic-
kou hladinu vyznamnosti nejen pfi testovani vazeného souboru dat s nevazenym, ale také
pro dva vazené soubory.

Pouziti metody re-arranging pro testovani homogenity dvou vazenych soubort je také
novym vysledkem. Pomoci simulaci se podarilo ukazat, ze pri pouziti dvou vazenych
soubort klesla P(chyby I. druhu) tohoto testu témér k nule. To zjevné ovlivnilo také silu
testu, ktera byla vyrazné nizsi, nez pro ostatni srovnavané varianty testti. Metodu re-
arrangingu tedy nelze na zdkladé vysledku této prace doporucit pro spolehlivé testovani
homogenity vazenych dat. Jeji pouziti v [14] jako referen¢ni metody k ovéreni fungovani
testl s modifikovanou statistikou nebylo podle zjisténych vysledk dobrou volbou.

Pro testy s vyuzitim WKDE a WAKDE bylo numerickymi simulacemi zjisténo, ze
odhad P(chyby I. druhu) vice nez trojndsobné prekrocil zvolenou hladinu vyznamnosti
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testu a = 0,05. Bylo ovéreno, zZe toto chovani neni zptisobeno mechanismem generovani
dat z WKDE nebo WAKDE. Pric¢inou je tedy zfejmé samotna chyba jadrového odhadu.
Déle byla provedena srovnavaci simulace na datech z rozdéleni N(0,1). KDE test byl
porovnan s noveé navrzenym MLE testem, u kterého byla predpokladana znalost nor-
malni rodiny rozdéleni a z dat byly odhadovany pouze parametry normalniho rozdéleni
metodou MLE. Ziskané vysledky ukazaly, Ze ani znalost parametrické rodiny rozdéleni
dat nepomuze vyrazné snizit odhad P(chyby I. druhu). Pfi odhadovani rozdéleni z dat
a nasledném generovani novych pozorovani z tohoto odhadu tedy dochéazi k vyraznému
kumulovani chyby, kterou KS test dokaze zachytit a nelze jiz vyuzit asymptotické rozde-
leni testovaci statistiky klasického KS testu ke stanoveni kritické hodnoty pro zamitnuti
H,.

Na zavér bylo na zakladé analyzy distribuce p-hodnot testu s jadrovymi odhady na-
vrhnuto feSeni umoznujici test s jaddrovym odhadem priblizné naladit na pozadovanou
P(chyby I. druhu) = «. Fungovani navrzeného feSeni bylo demonstrovino pro vybrané
rozdéleni vazenych pozorovani.

Mensi ¢ast prace pak byla vénovana sitim GAN a jejich vyuziti pro simulace v HEP.
V kapitole 4 byly nejprve shrnuty zakladni informace o vicevrstvych neuronovych sitich
a principu fungovani GAN. Nasledné byl predstaven model 3DGAN, ktery slouzi ke ge-
nerovani snimku interakce elektronu v EM kalorimetru. Pro tento konkrétni model byla
v kapitole 5 implementovana metoda evaluace kvality generovanych dat zalozena na prin-
cipu problému narozenin. V rozporu s predchozimi vysledky analyzy kvality sité SDGAN
[16] bylo ukézéno, Ze v porovnani s MC simulacemi, na kterych byl tento model trénovén,
maji simulace z SDGAN vyrazné mensi variabilitu. Byl tak otevien dalsi prostor pro na-
vrhy na vylepSeni tohoto modelu. Vysledky z této casti prace byly prezentovany na 4th
Inter-experiment Machine Learning Workshop v CERN v fijnu 2020 a dale na workshopu
MLAPS (Machine Learning and Physical Sciences) organizovaného v ramci konference
NeurIPS v prosinci 2020.
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Priloha A

Testy homogenity

79



80



A.1 Testy dvou vazenych soubori dat

A.1.1 Rozdéleni vah Beta(2,4)
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Obrazek A.1: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy dvou vazenych soubori ze
stejného rozdéleni. Pozorovani X, resp. Y byla generovana z rozdéleni uvedeného v popisu
grafu. Vahy byly generovany z rozdéleni Beta(2,4).
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A.1.2 Rozdéleni vah Beta(0.7,0.7)
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Obrazek A.2: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy dvou vazenych soubort ze
stejného rozdéleni. Pozorovani X, resp. Y byla generovana z rozdéleni uvedeného v popisu
grafu. Vahy byly generovany z rozdéleni Beta(0.7,0.7).
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A.1.3 Rozdéleni vah U(0,1)
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Obrazek A.3: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy dvou vazenych soubort ze
stejného rozdéleni. Pozorovani X, resp. Y byla generovana z rozdéleni uvedeného v popisu
grafu. Vahy byly generovany z rozdéleni U(0, 1).
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A.2 Empirické distribucni funkce p-hodnot
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Obrazek A.4: Zobrazeni ECDF p-hodnot pro vybrana rozdéleni pozorovani a vahy z rozdé-
leni Beta(4, 2). Testy byly provedeny pro dva vazené soubory, kazdy o velikosti s = 1000.
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A.3 Opakovana konstrukce KDE
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Obrazek A.5: Konstrukce KDE pro pét realizaci nahodného vybéru s pozorovani
z Logistic(0, 1).
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Obrazek A.6: Konstrukce KDE pro pét realizaci ndhodného vybéru s pozorovani
z Lognormal(0, 1).
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Obrazek A.7: Konstrukce KDE pro pét realizaci nahodného vybéru s pozorovani

z Gamma(2,0.5).
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Obrazek A.8: Konstrukce KDE pro pét realizaci ndhodného vybéru s pozorovani

z Weibull(1, 2).

86



A.4 Testy vazeného a nevazeného souboru dat
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Obrazek A.9: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy vazeného souboru o s po-
zorovanich s nevazenym. Rozdéleni pozorovani & prvniho souboru je uvedeno v popiscich

grafu, rozdéleni vah w bylo Beta(2,4).
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cich grafii, rozdéleni vah w bylo Beta(0.7,0.7).
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Obrazek A.11: Odhad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro testy vazeného souboru o s
pozorovanich s nevazenou mnozinou pozorovani. Rozdéleni pozorovani & prvniho souboru
je uvedeno v popiscich grafii, rozdéleni vah w bylo U(0, 1).
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