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optické efekty. Tato prace se zabyva operatory vyskytujici se v operatorovém pristupu
k popisu metamateriali. Nejprve odvodime operatory z kvazistatické aproximace Ma-
xwellovych rovnic. Déale prozkoumame jejich vlastnosti a spektra v euklidovském pro-
storu. Nakonec se jimi budeme zabyvat na dvourozmérné konstantné zakfivené varieté a
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consider them also on two-dimensional constantly-curved manifolds and compare results
to the Euclidian case.

Key words: Fermi coordinates, indefinite Laplacian, manifold, metamaterial, spectral
analysis






Obsah

Uvod

1 K matematickému modelu

2 Homogenni materidly v euklidovském prostoru

2.1

2.2

Homogenni struna . . . .

2.1.1 Dirichletovské okrajové podminky . . . . . .. ... ..o 0oL
2.1.2  Neumannovské okrajové podminky . . . . . . .. ... ... ... .....

Homogenni obdélnik . . .

3 Kompozitni materialy v euklidovském prostoru

3.1

3.2

Nehomogenni struna . . . . . . . . . . ..
3.1.1 Samosdruzend rozsifeni symetrickych operdtoru . . . . . . ... ... ...
3.1.2 Spektrum . . . . .. e
Nehomogenni obdélnik . . . . . . . . . . . . ...
3.2.1 Spektrum . . . ... e e
3.2.2  Esencidlni samosdruzenost . . . . . . . ... oL Lo o

4 Krivé variety
Laplace-Beltrami na riemannovské varieté . . . . . .. . ... ... ... ... ..
Hilbertuv prostor na varieté (20,g) - « « v v v v v v v v e e

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

4.8

4.9

Zavér

Zavedeni operatoru . . . .
Omezeni . . . .. ... ..
Separace proménnych . .
Unitarni transformace . .
Reseni . . . ... .....

471 Obecnétesenipro K =0 . . . . . . .
4.72 Obecnétesenipro K =1 . . . . .. .
4.7.3 Obecnétesenipro K = —1 . . . . .. ...
Omezeni na symetricky obdélntk ae . . . . . .. .. ... oL

4.8.1 Kiivost K =1 . .
4.8.2 Kiivost K = —1 .
Esencidlni samosdruzenost

10

13

15
15
15
16
16

18
18
19
22
26
27
35

38
39
39
40
42
42
43
45
45
45
47
48
48
50
o1

53



Uvod

Metamateridl je uméle vyrobeny material s pozoruhodnymi vlastnostmi, které se bézné
v prirodé nevyskytuji. Podobné jako u béznych materialu, které vdéci za své vlastnosti
atomum, se u metamaterialu uplatnuji jevy vyvstavajici ze struktur v ném obsazenych.
Tyto struktury slozené z atomu jsou casto v objektu periodicky rozmistény a jejich ty-
pickym znakem je velikost mensi nez vinova délka jevu, ktery ovliviuji. V této praci
se budeme vyhradné zabyvat jevy, kterym déavaji vzniknout metamateridly se soucasné
zapornou elektrickou permitivitou € a magnetickou permeabilitou .

Obrazek 1: Konvenéni materidly (nalevo) odvozuji své vlastnosti z atomu. Na druhé
strané, u metamateridlu (vpravo) je efektivni role atomu (vzhledem k interakci s elek-
tromagnetickym zafenim) prevzata malymi strukturnimi podjednotkami. [13]

Takové materidly byly prvné zkoumany ruskym fyzikem Viktorem Veselagem v roce 1967
na teoretické urovni v [17]. Ukazal, ze materidly se zdpornymi € a p maji vlastnosti
nepozorované u béznych latek, napriklad zaporny index lomu. Ten je v anizotropnim
prostiedi ddn pomoci n? = epu.
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Vyjdéme z Maxwellovych rovnic pro oblast bez nédboju (¢ = 1):
- aD
ot

a pokusme se odvodit zakladni charakteristiky téchto metamateridli z rovnic, kde se € a
i vyskytuji oddélené a jejich znaménka se navzajem nevyrusi.

rot E = 5 rot (0.1)

Dosadme do rovnice (0.1) vztahy B = pﬁ ,D = ¢E. Pro rovinnou monochromatickou
vlnu jsou vdechny veli¢iny damérné e!* ™t kde k je vlnovy vektor rovinné vlny, w jeji

uhlova frekvence a 7 polohovy vektor a vztahy se zjednodusi na
k xE=wpH, k xH=—wekE.

Z téchto rovnic uz vidime, ze pro kladnd € a p je soubor (l;, E H ) pravoto¢ivy soubor
vektoru. Naopak pro zaporné € a u se jedna o levotocivy soubor a odtud také pochazi al-
ternativni nazev ,levotocivé“ pro tyto materidly. Poyntinguv vektor S = E x H normélné
miF{ ve sméru k , zde ale mifi proti sméru Siteni vlny. To dava za vznik zajimavym efektum
jako obréceny Doppleriv jev, obriceny kuzel Cerenkovova zéfeni, superlensing a meta-
materialové cloakovéani [13].

e — -1
w—-1
W

Obrazek 2: Médium lame svétlo do zaporného tihlu vzhledem k povrchové normale. Po
pruchodu médiem jsou paprsky opét soustfedény v jednom bodu. [13]

Bohuzel, tyto efekty neni mozné dosahnout pro vSechny vinové délky. Pokud by €, n < 0
byly konstantni, potom by i energie zaieni W = e¢E? + pH? byla zdporna, coZ vede na
spor. Vztah pro W tak musime nahradit pro €, y zavisejici na vinové délce svétla pomoci
W = 2E*+ %H 2 jak plyne z ipravy pro nekonstantni parametry. Pifpustné jsou potom
takovd €(w) a pu(w), pro kterd je energie kladnd a typicky to jsou uizké oblasti spektra.

Latky se zapornym € byly na pielomu tisicileti jiz znamy delsi dobu z fyziky plazmy, ale
materialy se zapornym € i p se podafilo navrhnout az na prelomu tisicileti J. Pedrymu a
jeho tymu v roce 1999 [14]. Klicova struktura navrhu pro € < 0 byly velmi tenké a idedlné
nekonecné dlouhé vodice organizované v mrizkové struktuie vedouci na chovani podobné
plazmatu. Naopak pro p < 0 byly navrzeny tzv. ,split ring resonators* (SRR).
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Obrazek 3: Split ring rezonator (SRR) na desce spolu s médénymi draty dohromady dévaji
zéroven €, ;1 < 0. [13]

Od vytvoreni prvniho metamateridlu se toto odvétvi aktivné rozviji. Jednou z velkych
motivaci vyzkumu metamateridlii je prave tzv. plast neviditelnosti, jak jsme zminili difve.
Toho 1ze v principu dosdhnout nékolika piistupy — transformaéni optika [15], senzory a
aktivni zdroje nebo lokalizovand rezonance [12]. Pro ptehled metod viz napt. [6].

Obréazek 4: Tenzor permitivity € a permeability p materidlu mezi poloméry R, a Ry je
specidlné navrzen tak, aby zéna pod polomérem R, zustala skryta. Pfi navrhu byla vyuzito
postupt transformacni optiky [15].

V této praci se nebudeme zabyvat piimo konstrukei téchto zajimavych objektu, jelikoz
navrhit je mnoho. Casto ale nejsou matematicky zkoumény, a tak se zaméifme namisto
toho na matematicky korektni popis operatoru souvisejicich s prechodem materidl-meta-
material v ruznych geometrickych situacich.
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Kapitola 1

K matematickému modelu

Budeme uvazovat kvazistatickou aproximaci elektromagnetického pole a problémy pro
elektrické a magnetické pole zvlast tak nebudou propojené casovymi derivacemi. Budeme
déle pracovat pouze s elektrickym polem

div D = p, rot E = 0. (1.1)

Tyto rovnice predstavuji Gaussuv zakon a Faradayuv zakon bez ptitomnosti magnetického
pole. 7 diferencialni identity rot grad = 0 vidime, Ze pole £ = —grad V' je potencidlni.
Spolu s vztahem pro homogenni material D = eF dostavame pro potencial V'

—div(egrad V') = p. (1.2)

Odvodili jsme tak vztah pro nami zkoumany operator na oblasti {2 C R™

A= —divegrad,

8 (1.3)
dom A = {yp € L*(Q) | Ay € L*(Q), % |aq= 0}.

Déle ale budeme chtit definovat operator s jinym defini¢nim oborem, aby se ndm s nim
lépe pracovalo. Permitivitu € budeme uvazovat skokové se ménici i se znaménkem na dvou
podoblastech € - znac¢ici prechod mezi metamateridlem a materialem. Oblast €2 budeme
zkoumat v jednom rozméru (interval) i ve dvou rozmeérech pro obdélnik. Nakonec budeme
uvazovat takovy operator i na riemannovskych varietach. Operatory A na jednotlivych
oblastech zadefinujeme v odpovidajicich nasledujicich sekcich.

Problematika stanoveni defini¢nich oboru neomezenych operatoru je pomérné kompliko-
vand, kdyz chceme zajistit, aby nami definovany operator mél urcité ,hezké“ vlastnosti,
se kterymi se dobfe pracuje. Jednou z téchto uziteénych vlastnostni je samosdruzenost.

Definice 1.1. Necht A je operdtor na Hilbertové prostoru H. Potom sdruZenyj operdtor A*
je jednoznacné uréen vztahem Vo € dom(A*), v € dom(A) : (¢, AY) = (A*¢, ). Definicni
obor A* je ddn jako mnozina dom(A*) = {p € H | Jp € H, Yy € H, (¢, AY) = (¢, ),
tj. p =1 A*¢}.
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Definice 1.2. Operdtor A na Hilbertové prostoru H je symetricky, kdyZ pro vsechna
¢, € dom(A) plati (¢, AY)y = (A, V)y, kde (-, )y znact skaldrni soucin.

Definice 1.3. Operdtor A je samosdruzeny, kdyz je symetricky a dom(A) = dom(A*).

Pro samosdruzeny operator A naptiklad plati, ze spektrum je realné. Vlastni vektory A
tvori ortonormalni bazi, pokud A ma prazdné tzv. esencidlni spektrum. V kvantové mecha-
nice jsou samosdruzené operatory velmi dulezité — predstavuji pozorovatelné fyzikalniho
systému a jejich redlna vlastni ¢isla odpovidaji méfitelnym hodnotam fyzikalnim pozoro-
vatelnym, které zajisté jsou realné. Nicméné existuji i formulace kvantové mechaniky bez
hermitovskych operédtoru [11].

Me¢jmeé Hilbertuv prostor H. Pro operator A a jeho sdruzeni A* na H plati v pripadé
hermitovského operatoru inkluze A C A* (ve smyslu inkluze definiénich oboru, jejich
hodnoty se na pruniku shoduji). Pokud bychom uvazovali symetrické rozsiteni A operdtoru
A, potom plati A ¢ A C A* C A*. Otdzka nalezeni defini¢niho oboru tak, aby A byl
samosdruzeny, je pomérné jemna zalezitost.

Piedstavme si pripad pro konstantn{ € = 1, potom A = —A (laplacian). Pokud chceme,
aby laplacidan na obdélniku byl samosdruzeny, ukazuje se (napi. [9]), ze musime volit
definiénf obor v terminech tzv. Sobolevovych prostort Hf = Wy* [1]. Soboleviiv prostor
Wm™P(Q) je prostor funkei z LP(2), jejichz slabé derivace (ve smyslu testovacich funkci)
do n-tého fadu jsou stale v LP(Q). V pifpadé p = 2 muZeme znacit W™? = H™. Na W12
miizeme zavést normu |9z = \/J¢[[2, + [[V[[2,. Prostor Wy = H € H' je uzavér

Podobné defini¢ni obory vyuzijeme i pro nase operatory na omezené oblasti dale v textu.

vvvvvv

kterou prozkouméame déle v praci. Uvidime, Ze definié¢ni obor operdtoru bude postradat
urcitou regularitu v okoli prechodu, viz [2]. Dokonce, coz neni u operdtoru na omezené
oblasti bézné, se za urcitych predpokladu objevi i neprazdné esencidlni spektrum.
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Kapitola 2

Homogenni materialy
v euklidovském prostoru

Zabyvejme se nejprve jedno a dvourozmérnymi homogennimi materialy bez prechodu a
pozdéji pristupme k jejich analogiim s prechodem mezi materidlem a metamaterialem.

2.1 Homogenni struna

Méjme strunu M = (0,a) v jednorozmérném prostoru a zkoumejme pro konstantni e¢ €
R\ {0} diferencialni vyraz

1"

—V (V) = —ef.

Dodejme, Ze je mozné strunu definovat na libovolném intervalu [b, b+ a], na spektrum tato
transformace nemé vliv a u vlastnich vektoru staci nakonec provést substituci z — x — b.

2.1.1 Dirichletovské okrajové podminky

Stanovme defini¢ni obor operdtoru Ap : L*(M) — L?*(M) na
dom Ap = {f € Hy(M) | f" € L*(M)} (2.1)

a hledejme vlastni ¢isla a vektory operdtoru Ap.

Lemma 2.1. Resend rovnice 2z = Kz miiZe netrividlné spliiovat okrajové podminky (2.1)
prave tehdy, kdyz K < 0. Vyhovujici feseni md tvar z(z) = Asin(v/—Kz), v—-K = "F,
n € N, A € R libovolnd konstanta.

Diikaz. PFmym vypoctem. Pokud K > 0, dostavame z(z) = AeVE® 4 Be VKT 7 okra-
jovych podminek dostavame sinh(vKa) =0 a A = —B. To vede ale na trividlni feseni.

Pokud K = 0, dostavame linearni funkci, ktera okrajové podminky muze spliovat také
pouze trivialné.
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Pro K < 0 uz dostavame feseni z(x) = Acos(v—Kz) + Bsin(v/—Kz) z podminek
sin(v/—Ka) =0a A =0. O

Pro dielektrikum e > 0 muzeme jednoduse najit feseni Ap f = A\ f, jednoduchymi tpravami
rovnici prevedeme do tvaru z Lemma 2.1 pro K = —2 a obdrzime

€

)\n:e(%)Z, Fulz) = \/gsin (%Tx) neN={1,23 -} (2.2)

Pro metamaterial e < 0 postupujeme stejnym zpusobem. Aby ale K < 0, musi byt také
A < 0. Dostavame tak stejné vlastni ¢isla (pouze s opaénym znaménkem kvuli znaménku
€). Piislusné vlastni vektory jsou také stejné.

Opravdu se jednd se o ortonormdln{ bazi L*(M). K tomu staci uvazovat nédsledujici po-
stup. Méjme Hilbertuv prostor L?((0,a)) a uvazujme libovolnou funkei v z tohoto pro-
storu. Tuto funkci muzeme lise rozsitit na celé (—a, a), toto rozsiteni oznacime . Potom
Y € L*((—a,a)). Na tomto prostoru existuje [16] ortonormalni tiplnd mnozina (béze)

trigonometrickych funkef {\/%,sn = \/Lasin 2L ) = \/Lacos 2z} P pociténi Fourie-

rovych koeficientu funkce ¥ budou nenulové pouze koeficienty (1;, $n), nebot v ostatnich

¢lenech se vyskytuje integral ze soucinu liché (/) a sudé funkce pres symetricky interval.

2 gin "2}y je opravdu baze

a a

Po zuzeni zpét na pozadovany interval (0, a) vyplyva, ze {
L*((0,a)).

2.1.2 Neumannovské okrajové podminky

Uvazujme nyni obdobny operdtor Ay : L*(M) — L?(M) a defini¢ni obor funkce spliujict
neumannovské okrajové podminky. Konkrétné

dom Ay = {f € H'(M) | f" € L*(M), f'(0) =0 = f'(a)}. (2.3)

Lemma 2.2. Reseni rovnice 2 = Kz miiZe netrividlné spliiovat neumannovské okrajové
podminky (2.3) prdve tehdy, kdyz K < 0. Vyhovujici reSeni md navic tvar

z(x) = Acos(V—Kzx),
pro v—K ="F n € Ny.

Pro vlastni hodnoty a vektory operatoru Ay s timto definicnim oborem z Lemma 2.2
dostavame

Ap = € (%> . falz) = \/gcos (%x) , neNyg=1{0,1,2,---}. (2.4)

2.2 Homogenni obdélnik

Méjme obdélnik 2 = (0,a) x (0,0) = J; X Jy ve dvou rozmérech a uvazujme pouze
dirichletovské podminky

dom A = {f € H(Q) | Af € L*(Q)}. (2.5)
16



Uved'me vétu, kterd ndm pomuze v separaci proménnych:

Véta 2.3. Necht M, N jsou intervaly v R a {¢, 2, {om 152, jsou poporadé ortonormdini
bdze v L*(M) a L*(N). Potom ON soubor { fnm}os,—1 definovang

Vm, n e Na fn,m('xa y) = ¢n(x)90m(y)
je ON bdze L*(M x N).

Diikaz. Jednoduse nahlédneme za pomoci Fubiniho véty, ze f,,, jsou opravdu orto-
normalni

(fkl;fnm)LQ (MxN) = (¢k,¢n)L2 (SDZ,SDm)m ):5kn5zm- (2.6)

Dukaz tuplnosti takového souboru funkei je proveden na konci nasledujici kapitoly s pre-
znacenim ¢, = X, a Qm = Vn.m, viz Lemma 3.8. Poznamenejme, Ze véta plati i obecnéji
pro libovolné oblasti M, N v R%. O

Proved me separaci proménnych f(x,y) = 1(z)x(y). Pro okrajové podminky (2.5) dosté-
vame

»(0) =0=1(a) a x(0) =0 = x(b).
Pomoci Véty 2.3 opodstatnime volbu ON béze

fam(z,y) = \/g\/%sin (%x) sin (% ) , n,m €N, (2.7)

ktera spliuje okrajové podminky a je bazi vlastnich podprostoru operatoru A. Ptislusna

vlastni ¢isla jsou
2 2
Anm = € <<@> + (%) ) , n,méeN. (2.8)
a

Celkem dostavame pro € > 0 vSechna vlastni ¢isla kladné, pro € < 0 jsou vSechna zaporna.

Poznamenejme, ze nalezenim vlastnich vektoru tvoticich bézi celého Hilbertova prostoru
L?(2) jsme opravdu nasli vsechny vlastni ¢fsla a separaci proménnych jsme se o zaddné
nepfipravili. To opravdu plati, nebot takto definovany laplacidn je samosdruZeny pro
libovolnou oblast € v R? a vsechny podprostory vlastnich vektort jsou si navzajem orto-
gonalni. Ale jediny vektor kolmy k ndmi nalezenému souboru, ktery je soucasné bazi, je
pouze nulovy vektor.

Podprostory vlastnich vektora ptislusné k jedné vlastni hodnoté mohou byt degenerované
- napi. pro a = %b mame Ay = Ay 3, A2 g = Ag 3 a dalsi. Vyskytuji se ale i degenerace vyssi
nez 2. Pro ¢tverec a = b mame degenerace vyssich fadu A7 = As5 = A71, Aig = M7 =
)\774 = )\8,17 /\279 = )\7,6 = )\6,7 = )\972 a dalsi.
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Kapitola 3

Kompozitni materialy
v euklidovském prostoru

3.1 Nehomogenni struna

Zkombinujme dielektrickou a metamateridlovou strunu a zaméime se na spektrum opera-
toru. Heterogenni strunu budeme uvazovat jako interval Q@ = Q, U {0} UQ_ = (—=b,a)
pro Q. = (0,a),Q2_ = (=b,0) a pro a,b > 0. Déle bude permitivita struny dana skokové

—e. x e
G(ZE) =\ &+ T € Q-i—v
0 jinak,

pro konstantni e, e_ > 0. Pokusime se zajistit minimélni dodate¢né podminky (oproti
homogenni struné) na definiéni obor prislusného operatoru. Diferencidlni vyraz

divegrad = (ef") (3.1)

totiz neni kvuli obecné nediferencovatelnosti (dokonce nespojitosti) funkce ¢ dobie defi-
novany pro x = 0. Abychom stanovili defini¢ni obor, podivejme se nyni na vyrazy

g(z) == e(@)f'(x),  hx):=d(z). (3.2)
Nejprve musime byt schopni (slabé) derivovat funkei f z definiéniho oboru. K tomu nutné

potiebujeme f absolutné spojitou, tedy f € H'(Q). V bodé x = 0 md € nespojitost.
Abychom ale mohli i g (slabé) derivovat, musi byt g v 0 opét absolutné spojitd, coz davé

—-b e<O 0 e>0 a

Obrazek 3.1: Kompozitni struna s konstantni permitivitou na jednotlivych castech se
skokem v 0.
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g € H'(Q). Nutnd podminka ke splnéni je spojitost (jinak bychom dostali Diracovu &
distribuci), ekvivalentné existence limity f a g v 0. Po provedeni jednostrannych limit

limg+ a limg- dostavdme (symbolem < snacime pozadovanou podminku spojitosti)
!
f(0+) = f(0-)
|
e+ f'(0+) = g(0+) = g(0—) = —e_f"(0-).

Na zaver, jelikoz se pohybujeme v L?(Q) prostoru, musi byt samoziejmé h € L(2).

(3.3)

Zavedeme operator A, o kterém muZzeme ekvivalentné premyslet jako A : H?(Qy) @
H?*(Q_) C L*(Q)) — L*(Q) s predpisem

fo) _ (e td a
A(5)- (). s
f-(=b) = 0= fi(a),

domA =< f= (;Jr) € H*(Qy) & H*(Q) | f+(0) = f_(0), . (3.4Db)
€+f4lr(0) = —c_f"(0)

3.1.1 Samosdruzena rozsireni symetrickych operatoru

V predchozi sekei jsme zavedli operator A na struné s prechodem (3.4). Nyni ukézeme,
ze je symetricky a dokonce samosdruzeny.

Véta 3.1. Operdtor A danyg v (3.4) je samosdruzZeny.

Diikaz. Budeme postupovat obdobné k [5]. Symetri¢nost rychle plyne z podminek de-
finicniho oboru dom A a tpravy platné pro V¢, ¢ € dom(A):

(9, AY) = e_ " — e o
Q_ QL
== | P+ ep ) P+ e_[oy']%, — ey [oU 5
=e_ / P — ey / "+ e_[pY'%, — ex [ ]G — e [00]%, + ex [o]5s
Q_ Q4

= (Ag, ).
(3.5)

Soucet ¢lenu vycislenych na hranici €2 a Q. je z vlastnosti dom A na rozhrani nulovy.

Nyni bychom radi dokézali i rovnost definiénich obori dom(A) = dom(A*) a méli tak
samozdruzenost A. Z definice sdruzeného operatoru plyne, ze A* je rozsitenim A, neboli

A C A* ve smyslu inkluze defini¢nich oboru. Staci tak ukazat pouze opacnou inkluzi.
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Budeme opét upravovat vyraz (¢, Ay), nyni vsak pro ¢ € dom(A*), 1 € dom(A). Abychom
mohli zopakovat stejnou tpravu pomoci per-partes, musime zajistit, ze ¢',¢” existuje
(na Q_ i Q) 1ipro ¢ € dom(A*). Jinymi slovy, chceme zajistit, aby i vSechny prvky
dom(A*) \ dom(A) méli derivace do druhého Fadu (ve slabém smyslu).

Pro tento divod si zavedeme symetrickou restrikei A @ H2(Q_) & H*(Q4) C L*(Q) —
L*(Q), V¢ € dom(A), A=A a

dom A = {¥ € HA(Q) & H2(Q,)| A € LX(9),

0 =(=b) = ¥(a) = p(0F) = (07) = ' (07) = ¢'(07)}. (3.6)

7 tpravy vyrazu (¢, A 1) = (A, 1)), mizeme i kompletné urcit definiéni obor dom(A*)
[7, Example I11.5.32]:

dom A* = {¢ € H*(Q_) & H* () | (—b) = 0 = ¢(a)}. (3.7)

Posledn{ inkluzi A* ¢ A* ziskdme také piimo z definice sdruzeného operdtoru a A C A.
Celkem dostavame vztahy
ACACA C A (3.8)

Méme odpovéd na nasi puvodni otdzku — pro ¢ € dom(A*) existuje i ¢', ¢”, nebot plati
¢ € dom(A*) C dom(A*) a mnozina dom(A*) obsahuje funkce s derivacemi do druhého
radu (opét ve slabém smyslu).

Vratme se k tpravé nésledujiciho vyrazu pro V¢ € dom(A*), v € dom(A):

(6, A) = e / G — e / G+ e_ (B — e [G018s — e [P, + exlBulis

(p,¥) = (A", v),
(3.9)

tedy chceme, aby c¢leny v zavorkach byly nulové
< 10— - <, 0~ - !
e_[0']%, — e [o¥]5+ — e [99]%, + ex[0U]5r =0 (3.10)

Tato rovnost ma platit pro vsechny 1) € dom(A). Volbou konkrétné zvolenych ¢ € dom(A)
dostaneme nutné podminky na ¢ € dom(A*), a tak dokdzeme plné urcit dom(A*). Upra-
vujme levou stranu posledni rovnosti (vyuzivame ¢ € dom(A)):

e [p(07)¢'(07) — (=19 (—=1)] — e [p(1)¢'(1) — $(0+) ¢/ (07)]—
— e [¢'(07)p(07) = ¢ (1) (=1)] + e [¢'(1)ep(1) — ¢/ (0F)3p(0™)] =
= —(0)[e-¢'(07) + e ¢/ (0F)] + ¢/ (07)[e4.0(0) — e, 6(0F)] -
— (=)' (1) — (L)Y (1) = 0
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0_14} 0.14 -
0.]2: 0.12]
0.10; 0.10 -
0.08 - 008
0.065 0.06 d
0.04; 0.04 g

0.02: 0.02 -

: ‘ ‘
-1.0 -0.5 0.5 0 _io 05 05 1.0

(a) Nulové funkce na okoli nuly. (b) Nulova funkce na okoli nuly.

Obrazek 3.2: Volby funkei 9.

R

05

Jo

1 .
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0

(a) Nulov4 funkce na okoli koncovych bodii.  (b) Konstantni funkce na okoli nuly.

Obrazek 3.3: Volby funkei 9.

Postupné budeme volit hladké funkce v z definicniho oboru A tak, abychom vynulovali
vechny ¢leny v (3.11) az na jeden. Z jediného nenulového ¢lenu poté uréime podminku

na ¢.

Nejprve vybereme funkei (Obrézek 3.2a), kterd méa libovolnou nenulovou derivaci v —1 a
déle spojité stoupéd a nédsledné klesd, az vymizi na okoli nuly. Na intervalu (0, 1) je tato

funkce konstantné nulové. Pro takovou funkci se vyraz (3.11) zjednodusi na e, ¢(1)y'(1) =
0 a tedy dostavame

¢(—1) =0. (3.12)

Dalsi funkei (Obrazek 3.2b) volime zrcadlové pievracenou podle osy y. Tak dostaneme

$(1) = 0. (3.13)

Ve tietim a ¢tvrtém piipadé bychom chtéli dosdhnout jednotlive ¢'(—1) = 0 = ¢'(1).
Proto za dalsi funkci (Obrazek 3.3a) volime tak, aby vymizela na okoli koncovych bodu
intervalu a byla nulova na rozhrani, ale s nenulovou derivaci na rozhrani. Z tohoto dosta-
neme pozadavek

¢(07) = ¢(07). (3.14)
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Posledni funkeci (Obréazek 3.3b) volime opét nulovou na okoli koncovych bodu a s nenulovou
hodnotou funkce na rozhrani, ale s nulovou derivaci v témz bodé. Potom

€4 (0F) = —c_'(07). (3.15)

Tim jsme dokdzali dom(A*) = dom(A) a operédtor A je samosdrzuzeny. O

3.1.2 Spektrum

Budeme hledat vlastni cisla A a vektory fi na odpovidajicich oblastech 24 splnujici

Af:t = /\f:I: neboli
" A " A
e N (3.16)
€+

€_

Piipad A = 0: Uvazujme nejprve A = 0. To ndm dava f7 = 0, f” = 0 a postupnym apli-
kovanim podminek definicniho oboru dostavame vztahy mezi koeficienty linearni funkce.
Nakonec uréime

file) = Alw—a), f-(z) = —A=(x+1)

(3.17)
Sp— a, A€eR

€_

tedy vlastni vektory pro A = 0 existuji pouze pokud plati =b = a a potom odpovidajici
podprostor ma dimenzi 1.

Nejprve poznamenejme, ze nasledujici rozdéleni na kladné a zaporné hodnoty A neni ne-
zbytné nutné — diferencidlni rovnice (3.16) ma feseni v podobé (komplexnich) exponencial
nezavisle na znaménku koeficientu na pravych stranach rovnice. Mohli bychom tedy oba
piipady fesit souhrnné velice podobnym postupem. Rozdéleni bylo provedeno pro kont-
rolu. Tedy po vyfeseni napt. pripadu A > 0 muzeme ziskat i ostatni feseni pomoci vztahu
tan(ix) = ¢ tanh(z), kde i je imagindrni jednotka a = € R.

Piipad A > 0:  Z rovnice pro vlastni vektory (3.16) ihned vidime, Ze obecné feseni bude
ve tvaru

f+(x) = Ay cos(pyx) + By sin(px)
f-(x) = A_cosh(pu_x) + B_ sinh(u_x),

kde p3 = ﬁ a p? = 2. Pouzili jsme Feenf ve formé trigonometrickych a hyperbolickych

funkei, protoze se ném tak budou lépe spliiovat dodateéné podminky.

Ze spojitosti funkci v definiécnim oboru uré¢ime ihned Ay = A_ := A. 7Z podminky na
skok derivaci uréime zase €,y By = —e_pu_B_. 7 dirichletovské podminky dostavame

Acos(pra) + Bysin(pya) =0

3.18
A cosh(u_b) — B_sinh(u_b) = 0. (3.18)
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e Piipad sin(p4a) = 0: Uvazujme nejdiiv sin(pga) = 0 (jako u homogennich strun):
— A=0 = B_ =0 (sinh(u_b) # 0, protoze A #0) = B, = 0. A dostdvame tak
trivialni feseni pro f, i pro f_.

e Piipad cos(pura) =0: — B, =0 — B_ =0 = A =0, coz opét vede na
trivialni feseni.
Tyto dva body jisté nemohou nastat zaroven a tak se dostavame k poslednimu bodu.

e Piipad sin(uia) # 0 A cos(ura) # 0:

B, = —Acotanpu,a — B_ = St cotan i a => cotanhp_b= “ cotan fhya.
€_ i \ e

Z toho uz jen upravime (diky podmince tohoto bodu) na

tanh(bu_) tan(apy), (3.19)

€+ H+

\/:tanh \/: \/:tan \/: (3.20)

Vlastni vektory jsou ve tvaru

f+(x) = A(cos iy — cotan i, asin(u ),

f-(z) = A(cosh p_z + —cotan/urasmh(u x)).
\ e

Piipad A < 0: Obdobné predchozimu piipadu mame trigonometrické feseni na 2_ a
hyperbolické na €,

f+(x) = Ay cosh(pyx) + By sinh(p )
fo(x) = A_cos(p_x) + B_sin(u_x),

kde p2 = ;—;\ a = ;—:\ Stejnymi upravami dochazime k feSeni pro A ve tvaru

/1 - 1 -
—tanh | a4/ — | =/—tan [ by /— | . (3.21)
€4 €4 €_ €_

Vlastni vektory jsou ve tvaru

fi(x) = Alcosh(p.z) - j—;cotanm_w sinh(u;.2))

f-(x) = A(cos(p—x) + cotan(u_b) sin(u_x)).
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Shriime nékolik prvnich feseni pro ruzné hodnoty a, b, ex pomoci grafi rovnic (Obrazky 3.4,
3.5, 3.6) pro vlastni ¢isla a samotnych vlastnich funkei jim prislusicich.

Nekolik vlastnich funkei f = (f_, fi) pro stejné parametry muzeme vidét na grafech
(Obrazky 3.7, 3.8, 3.9). Multiplikativni konstantu A jsme volili A = 1, pouze v piipadé
proa=0b=¢, =¢€_ jsme volili A= —1.

2.0
1.5
1.0
=
0.5 1
x<0: ﬁtan(l,/‘TX)
0.0 1 -
/ x=0: \/?tan(l\/g)
—0.5 T T T T T T L T L
—300 —200 ~100 0 100 200 300
Obrazek 3.4: ReSeni rovnice pro vlastni ¢isla, a = b = l,e, = €. = 1. z = 0 je také

feSenim, ackoli neni poznacené.

2.0 . .
x<0: \/gtanh(l\/_—l-ix)
1.5 —
x=0: \/gtanh(l\/g)
1.0
>
0.5
x<0: \/gtan(l\/%x)
0.0 1 v
x=0: @tan(l@)
—0.5+— . . . . : — ;
~300 ~200 ~100 0 100 200 300
Obrazek 3.5: Reseni rovnice pro vlastni ¢isla, a =b=1,¢e, =1, e_ = 3. x = 0 je feSenim

této rovnice, oviem nejednd se o vlastni ¢islo (vlastni vektor je trividlni).
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2.0
x<0: @tanh(l _TX)
1.5 _—
x=0: @tanh@@)
1.0
=N
0.5 1
x<0: \Etanw F)
0.0 - -
x=0: @tan(l\/%)
—0.5 ; ; | | .
—40 ~20 0 20 40
xT
Obrazek 3.6: Reseni rovnice pro vlastni ¢isla, a =1, b =3, e, =e_ = 1. z = 0 opét neni
vlastni cislo.
2.0
1.5
1.0 1 ———
— .
0.5 - Az 104.2476965
—— f,= —49.96486203
= 0.0 —— i, = -15.41820572
—0.5 1 — =0
—1.0 1 —— i, =15.41820572
—— f,=19.96486203
~151 —
A3 =104.2476965
o100 —0.75 ~0.50 ~0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x
Obrazek 3.7: Vlastni funkce pro nejnizsich sedm vlastnich ¢isel, a = b =1,e, = e = 1.

Pro tyto parametry existuje nenulové reseni pro A = 0.

2.0
1.5 4
1.0 1
0.5 1
—— 5= -161.2035386
= 00 —— M, = -52.63787928
—0.5 1 — fi, = -3.131532661
101 —— f3,=13.34093954
. —— f),=46.32775853
—1.57 —— f13=98.97002292
—-2.0 T T T T T T T
—1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z
Obréazek 3.8: Vlastni funkce pro nejnizsich Sest vlastnich ¢isel, a =b=1,e;, =1,e_ = 3.
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2.0
154 —— = —11.58056568

s ”\\\\ /\ fA_,= - 5537465743
1.0 —— fi_ = —1.647260083
/ N\
0.5 ///74\;/ — f},=0.602001624
o — h,
= 00 )2 = 15.42125688

\ —— fiy=49.96487228
L vz

—0.5 1

~1.01
~1.51 et
~2.0 . . . . . . .
~3.0 ~25 ~2.0 -15 ~1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
T
Obrazek 3.9: Vlastni funkce pro nejnizsich Sest vlastnich ¢isel, a = 1,b=3,e;, =e_ =1

3.2 Nehomogenni obdélnik

Uvazujme oblasti v dvourozmérném prostoru, Q. = (0,a) x (0,¢),Q2_ = (=b,0) x (0,¢)
pro konstantni a,b,c¢ > 0. Déle definujme tsecku C = {0} x (0,¢). Poznamenejme, ze
heterogenni obdélnik muzeme zapsat kartézskym souc¢inem heterogenni struny (—b,a) a
homogenni struny (0, ¢), coz ndm napovida, ze budeme moci vyuzit predchozi vysledky.

C

e

|

|

|

|

|

j v
—b IC a >

Obrazek 3.10: Obdélnik s konstantnimi permitivitami na {2, ale se skokem na C.

Zkoumejme chovani operatoru A na oblasti €2 := Q_ U C U Q. .Pro nas operator opét sta-
novime defini¢ni obor v ramci Sobolevovych prostoru. Budeme uvazovat derivace v slabém
smyslu a dostdavame tak podminky na spojitost funkci. Obdobné k predchozimu jedno-
rozmérnému piipad se ukazuje [2], Ze muzeme volit

f+ —e;Afy
(1)~ (7). o

f+loa =0,
domA =4 f= <f+> € H*(Qy) © H* () | frle = f-le, ,  (3.22b)

f-
€rOnfrle =€ Onf-lc
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kde pozadujeme, aby funkce byly kvadraticky integrabilni i s druhymi derivacemi, funkce
na hranici €2 byly nulové a také pozadujeme spojitost funkci na C spolu s rovnosti
normélovych derivaci funkei na C na odpovidajicich oblastech. Vektor normaly k C uvazu-
jeme smérujici ven z oblasti.

Vidime, ze feseni bude na oblastech €24 vyhovovat homogennim obdélniktim s konstantnimi
kladnymi parametry e, které jsme jiz diive zpracovali — jediny rozdil bude v okrajovych
podminkach. Funkce na jednotlivych oblastech musime napojit tak, aby na tsecce C byly
spojité navazané a aby platila podminka se skokem normalovych derivaci.

3.2.1 Spektrum

Tvrzeni 3.2. Necht A je operdtor (3.22) na obdélnikové oblasti z této kapitoly. Potom
plati nasledugict.

1. Pro spektrum operdtoru A mdme
0(A)=0,U0p a

definujeme

OO0 = U U {)‘n,m}a

n=1m=—oo

kde {\n.m}mez je pro kazdé pevné n € N rostouci posloupnost korenu rovnice

;* - ;* ‘ (3.23)
€/ o~ ()2 e/ &+ ()

pro \ # :l:ei(%)2 a pripousti se i zdporné vyrazy pod odmocninou. Klademe A, ,
pokud je 0 resenim, jinak nechdvame indexr 0 nedefinovany a klademe X\, 11 jako
nejmensi kladné, resp. nejvétsi zaporné reseni. K témto vlastnim cislim M, jsou

prislusné vlastni vektory ve tvaru fom(z,y) = Nopm © Xo(Y)Vnm (), kde xn(y) =

\/% sin(y),
i An,m T2 p)sin(y/2mm — (21)2 (g — 1))
() = sinh(y /=2 4 (5F)? b) sin(y /=2 — (5F)? ( ) x>0 (3.24)

| sin(y/2mm — (27)2 @) sinh(y /2 4 (22 (b4 2)) @ <0

€+

a Ny.m je normovaci konstanta.

Ddle definujeme
oo = {vy,v_},

kde vy = e+("—c7r)2 pro jedno takové n € N, které vyhovuje rovnici

tamh(m1 1+ 6—_b) = E—_T‘ /1 + E—_a,
& € €L C €
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pokud existuje. Ddle v_ = —@(%)2 pro jedno takové n € N, které vyhovuje rovnici

tanh(@1 [1+ €+b S
c €. ¢
pokud existuje. K témto vlastnim cislum vy a v_ odpovidaji vlastni vektory ve tvaru
foe(@,y) = N5 xn(y)bue (2), kde n je z definice vy, xn je stejnd jako vye,

(r —a)sinh(b™F, /1 + ) x>0,
P4 (@) —asinh(“F, /14 & (x x <0, ( )

bsinh (™ =( x>0,

€+

(x—i—b)smh( o 1+3) z < 0.

€+

bu_(x) = (3.26)

a J\/'nim jsou opét normovaci konstanty.
2. Body spektra se akumuluji do £oo.

3. Esencialni spektrum obsahuje 0 pravé tehdy, kdyz e = e,. V opacném pripadé je
prdazdné.

Dikaz. Provedeme separaci proménnych na oblastech €2.. Diive jsme vidéli, ze ve sméru

rovnobézné k rozhrani muzeme volit dirichletovskou bazi x,,(y) = \/% sin("**y). Libovolny

vektor v nasem prostoru zapiseme jako
= Z @Z}n(x)Xn(y) <3‘27)
n=1

a rovnici pro vlastni éisla a funkce (AW)(x,y) = AV(z,y).

Po provedeni zamény sumy a derivaci obdrzime

mZ( (4) = s =) ) = Aani (3.28)

Zameénu operdtoru A (derivace) a sumy muzeme pouzit diky nasledujicimu. Na rovnost

— A Z U () X ( (3.29)
2%



aplikujeme skaldrni soucin (Xy, -)2(s,) @ vyuzijeme ortonormality {x, }» spolu se spojitosti
skalarniho soucinu

N

(Xna A X:I ¢me)L2(J2) = ]\}EHOO(A*X7M Z:l 77ZJme)L2(Jg)

N

= lim Z(A*Xnamem)Lz(h)

N—oo
m=1

N
| (3.30)
— ngnoo Z<X"’ A Xm) £2(25)

m=1
N

= m _1<><n, X A" V) £2(1)

N—oo

kde A" znaci

nm

(A"p)(x) =" (2) — (—)*U(@). (3.31)

C

Z téchto Fourierovych koeficientu uz plyne ¥(z,y) = > 7 xn(y) A" ().

Rovnici (3.28) muzeme diky stejné ivaze zapsat ve tvaru Vn € N:

—€+ <¢Z+(f€) - %(%)2) = My (2), N
e (wu:c) - wn_@)?) — M (). (332

Zbyvajici okrajové podminky muzeme piepsat uz pouze pro funkce 1,4 :

Uni(a) = 0= (=0), ¢ni(0) =1n(0), exty, (0) = —e_¢b, (0). (3.33)

V tom uz poznavame piedchozi situaci s heterogenni strunou (—b, a), protoze 1, se ¥idi
rovnici

nmw A

Uy = (=) F )tne 1= Oy s (3.34)

C €4
Jediny rozdil, ktery musime ohlidat, spo¢iva v rozdéleni moznych znamének koeficientu
na pravé strané rovnice (3.34) a (3.16). Piimym postupem ovéiime, ze tato moznost je
také zahrnuta v jednotné rovnici pro vlastni ¢isla.

Protoze nase funkce 1,+ vyhovuji naprosto stejné rovnici, kterou jsme jiz vytesili se
stejnymi okrajovymi podminkami, zndme feSeni. Jediny rozdil oproti predchozi struné
spociva v tom, ze nyni nemaji koeficienty na pravych stranach diferencialni rovnice pro
Q. a Q_ tak jednoduchy vztah jako u struny, tudiz se nékteré ¢leny nepokrati.
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Piipad A # e ("), n € N: Pred dosazenim za 4 do (3.19) u heterogenni struny a
po preznaceni pro soucasnou situaci

=/ Cr = — ("2, = O = (2T (3.35)

C

dostédvame stejné jako u struny (vyuzivame jednotny zapis)

1
tan(aj, ) =
WAy € fiy

tanh(bpu,, ), (3.36)

kam uZ staci jen dosadit za uE a dostdvdme (3.23) z tvrzent:

tan(a )‘ —("F)%) tanh(b %+(”“)2)
\/% ) e \JE+ ()

Vlastni vektory potom jsou

(3.37)

s () = A(cos(ji, — cot(js,a) sin(y1, 7))
n—(z) = A(cosh(p—x) + coth(p_b) sinh(u_x)),

kam uz jen opét dosadime

[ A nm nmw
Uy (x) = A(cos( ———2:1: —cot(y [ — — (—)%a) sin( ———256
€L €4
mr
Y coshw/ —i—coth,/——l— 2b smh,/—+ )2x))
€ €

Po redefinici konstanty A a pomoci souc¢tového vzorce pro sin, respektive pro sinh, dosta-
neme vlastni vektory (3.24) z tvrzeni.

Piipad A = £e4(")*: Nyni ovéifme, zda vlastni hodnoty A\ = ey (2F)? | které jsme
vyse vyloucili, maji netrivialni vlastni vektory.

Uvedomme si, ze piipad A = e, (*F)? odpovidd C; = 0. Potom pifmym postupem (opét
aplikovéani okrajovych podminek) dostavame, ale pouze za splnéni podminky
1

tanh y_b = —a,
€ i €,

(3.38)

vlastni vektory ve tvaru

7v/}n-&-( ) (JZ - a)
Yy (x) = —Aa(cosh(pu_z) + coth(p_b) sinh(u_z)).
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Obrazek 3.11: Vlastni vektory f, ,, z rovnice

e =€c.=a=b=c=1

1.0

]
]
]
]
]
]
]
]
}

0

x

A1 = 20.64217

= 0.5 1

0.0

1.0

= 0.5 1

0.0

1.0

= 0.5 1

0.0

Obrazek 3.12: Vlastni vektory f, , z rovnice (3.24) normované v maximové normeé k 1,
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Podobné pro A = —e_(%%)? odpovidajici C;; = 0 opét mame

1
tanh p,a = —b,
E+ U+ €

(3.39)
My = C+ = — 1 + —.
C

n

Pti splnéni této podminky dostdavame vlastni vektory

%—(1’) = A('T +0),
Ut () = Ab(cosh(pyx) — coth(pia) sinh(pix)).

Poznamenejme, ze podminky (3.38) a (3.39) opravdu mohou byt zajistény. Naptiklad pro
a=1,b=2c~4.64,e, =e_ =1,n=1je (3.38) splnéna.

Druhy a tfeti bod tvrzeni vyplyva z néasledujiciho. Necht A je koneény hromadny bod spek-
tra. Potom, protoze jsme na metrickém prostoru, existuje néjaka posloupnost vlastnich
¢isel {\x} C (L), kterda k A konverguje. Rovnici pro vlastni ¢isla si pfevedeme do tvaru

Po provedeni limitniho pfechodu k — oo (A — o0) na obou strandch rovnice a proveden{
uprav s komplexnim argumentem uz vidime nutnou podminku

€+
1l=—.
€_

V opacném piipadé, tedy e, # €_, neexistuje zadny konec¢ny hromadny bod spektra.
Z toho uz plyne druhy bod tvrzeni.

Pro paramtery e_ = €, je nula v esencidlnim spektru. Vyraz vznikly z rovnice pro vlastni
hodnoty po provedeni limitnich prechodu A — 0 spliauje

lim tan (GT) B tan (b7> T <i B i) _o

n—00 €+ € 2 \ey e

a tudiz je 0 hromadny bod a patii do esencidlniho spektra operatoru. O
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a=1b=1,c=1¢e, =16 =1
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A

Obrazek 3.13: Reseni rovnice pro vlastni ¢isla, L a R, znaci levou, resp. pravou stranu
rovnice (3.23). A = 0 je feSenim pro vSechna n € N.

a=10b=3c=1e,=1€e.=1

-0.5

. k\ﬂjjjjjzjm
e

0.0

oy

300 —200 ~100 0 100 200 300
A

Obrazek 3.14: Reseni rovnice pro Vlas:tni ¢isla (3.23). A = 0 je feseni pouze pro n = 0,
ale 0 je hromadnym bodem spektra. Reseni konverguje k 0 exponenciélné (A; = 0.036 a
Ay = 0.00027).
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a=1,b=1,c=1,¢e,=12,¢e_=1

— Ly (A)
051 — R;(A)
0.0 1 f‘ r‘
—-0.5 T
1.0
— L3 (A) ’
0.5 —— Ry ()
0.0 o’ Fb/—
—-0.5 .
—3[)0 —200 —100 200
/\

Obréazek 3.15: A = 0 jiz neni hromadnym bodem spektra.
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3.2.2 Esencialni samosdruzenost

Déle bychom chtéli ukdzat obdobu samosdruzenosti jednorozmérného operatoru (3.4),
i kdyz jednorozmérny piipad je dosti odlisny od vicerozmérnych pripadu.

Deﬁnic_e 3.3. Esencidlné samosdruzeny operdtor A je takovy symetricky operdtor, jehoZ
uzdavér A je samosdruzeny.

Poznamka 3.4. Kazdy symetricky operdtor A je uzaviratelny a existuje jeho nejmensi
uzavrené symetrické rozsireni A. SamosdruZené rozsireni vsak nemusi existovat.

Véta 3.5. Necht A je symetricky operdtor na Hilbertové prostoru H a necht {1, }5°, je
uplnd ortonormalni mnozina v H. Pokud pro kazdé n plati 1p, € dom(A) a existuje \,

tak, Ze A, = A\1b, potom je A esencidlné samosdruzeny. Spektrum A je uzdvér o(A)
v R.

Dikaz. Viz [3, Lemma 1.4.1]. O

Lemma 3.6. Operdtor A je symetricky.
Diikaz. Pro operdtor A : L?(Q) — L?(Q) plati, V¢, 1 € dom A:

(¢, Ap)g = — 9[01(€01¢) + Da(e Do 1))]

Qo

_ / d0t0)+ 00 + / 0l v) + 53 )
:_e+/ocda:2/0adx1 &al(alw)—q/oadxl/ocdxzéaz(agw)
+e_/ocdx2/0adx1 ¢81(61¢)+e_/_(;dx1/ocdx2 5 0:(02 )

=i | 0901) +@:90:0) < [ 0.9101) + 0:9)10:0)

- €+(/O dza[d O w]ES’,Z)) +/0 da1(¢ 0y w]ESﬁ)
0 c
e[ dniporvlp)+ [ dnldonvl,)

= €+/ (01 0)(019) + (D2 9) (D2 1) — € / (01 0)(019) + (02 ¢) (D2 )
Q4

+ /C dwa (€191 (0, 22) 0194 (0,22) + e~ p_(0,22) D1 _(0,22))) 4 0
0

= (010,601, ) + (02—, €029)
= (Vo,eV) = (AY, ¢),

kde jsme vyuzili definiéni obor operdtoru dom A (dirichletovské okrajové podminky a

vztah mezi 1)1 na rozhrani). O
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Lemma 3.7. Vliastni funkce operdtoru A na obdélniku (3.22) tvori ortonormdlni mnoZinu
v L?(Q). Soubor Sy, := {Wn.m }mez tvori pro libovolné pevné n € N bdzi L*((—b, a)).

Diukaz. Tvrzeni muzeme ukazat primo, ale muzeme si uleh¢it praci nasledujicim. Pokud
by existoval samosdruzeny operdtor A, ktery m4 za vlastn{ vektory prave vlastn{ vektory
A, potom se nutné musi jednat o navzajem ortonormalni vektory. Pokud dokonce spek-
trum o (A) bude ¢isté bodové (es(A) = @), potom jsou splnény predpoklady spektralniho
teorému pro samosdruzené operatory [9, Thm. 3.3] a vlastni vektory A potom tvori do-
konce ortonormalni béazi celého prostoru.

Vime, ze vlastni vektory A jsou ve tvaru f, (2, y) = NumXn(Y)Unm(2), viz Tvrzent 3.2.
Funkce x,(y) = \/gsin(%y) jsou ortonormalni v L?((0, ¢)) a tak staci ukdzat ortonorma-
litu ¢y, m ().
Zavedeme operator
_ " 2 n c (0
Anwn — €+ (lq;bn n(ﬂ_g ) ¢ ( )) r ( >a)7 (34())
€— (% (T) (i <x>) z € (=b,0),

s definiénim oborem danym (3.4) a budeme se snazit ukazat jeho samosdruzenost pro
vSechna prirozena n. Budeme postupovat naprosto stejné jako v sekci o samosdruzeném
operatoru na pulené struné.

Vi, ¢ € dom A,:
(¥, Ang) = / o0 = (o) e [ wnleh - (Do)
:—e/ ¢’¢'—e(—)2/ ¢ +e [p-¢ ],
+ ey / w+¢++e+ / s — e[l g

= —e_/ U g —6—(nl)2/ ¢—¢—+6+/ ¢l¢'++€+(n%)2/0a¢+¢+
o fo e [ e

= (Aut), 9),
(3.41)

kde jsme provedli dvakrat integraci per-partes a hrani¢ni podminky se ode¢tou na nulu
diky vlastnostem funkci a jejich derivaci v definiénim oboru operatoru A,,.

Nyni potirebujeme ukazat, ze definiéni obor A, je stejny jako defini¢ni obor sdruzeného
operatoru AY. To je opét naprosto obdobné dikazu Véty 3.1.

Komentujme, ze operator A, ma pro pevné n € N prazdné esencialni spektrum, jak

muze byt vidét ze sekce pro nehomogenni strunu pomoci lehké obmény. Tedy jeho vlastni

vektory opravdu tvoif bazi H?((—b,a)). O
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Lemma 3.8. Viastni funkce f,., operdtoru A na obdélniku (3.22) tvori Gplnou orto-
normdlni mnoZinu v L*(Q).

Diikaz. Budeme postupovat obdobné jako v [7, V, Ex. 1.10]. Ukazeme implikaci Yw €
L*(Q),Vn,m € N, ((w, fom) =0 = w = 0). Jinymi slovy, w = 0 je jediny vektor kolmy
ke kazdému vektoru f, ,,, z ortogonalniho souboru.

Meéjme néjaké w, pro které plati vyse uvedena rovnost (w, f,,») = 0. Definujeme

Wnm(Y) = / a W(T, Y)hnm(z) dv (3.42)

—b

a plati wy,, € L*((0,c)), nebot ze Schwarzovy nerovnost a ortonormality {¢,,} plyne

i (9) gt/:\umx,yﬂzdal/:rwnmxxnzdx:=L/:|uwx,yn2dx (3.43)

a zaroven

[ Py < [ wta )l drdy = ful (3.44)
0

To uz omezuje | wy |, tj. w € L*((0,¢)). Muzeme psét

0= (wafn,m) - (w7wn,an) = (wn,m7Xn)7 (345)

z ¢ehoz, po uvazeni uplnosti {x,}, plyne Vn,m : w,,, = 0. To uz z Gplnosti {1, m tnen
(jedna se o bézi) dokazuje w = 0. ]

Tvrzeni 3.9. Operdtor A na obdélniku (3.22) je esencidlné samosdruzeny.

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem predchozich lemmat a Véty 3.5. m

Jinymi slovy, separaci proménnych jsme opravdu nasli vSechny vlastni vektory a celé
spektrum.
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Kapitola 4
Krivé variety

Budeme volit obdélnik podobné jako v predchozi kapitole
Qg = (=b,a) x (0,¢) = J; x Jo (4.1)

a materidlové rozhrani bude lezet na C = {0} x (0, ¢). Metamateriél se tedy opét nachazi
v Qo = (—b,0) x Jo a materidl s kladnou permitivitou na Q4 = (0,a) x Jo.

Nyni vsak budeme uvazovat dvourozmérnou riemannovskou varietu M. O varieté budeme
predpokladat, ze jeji Gaussova kiivost K je spojita (to plati za predpokladu, ze M je
fddu C? nebo Ze je vlozena do R3). Na varieté budeme uvazovat C? kiivku ' : J, — M
parametrizovanou obloukem pomoci 5. I' odpovida rozhrani mezi materialy C. Pro dalsi
podrobnosti viz [10], odkud jsme ¢erpali mnohé informace a vysledky této kapitoly.

M 332Tc (Q0,9)

Obrazek 4.1: Kiivka I' na riemannovské varieté umoznuje v kazdém bodé najit geodetiku,
ktera je k I' kolma, coz se da vyuzit k definici obdélniku na varieté. Tento ,,obdélnik” je
difeomorfni s obdélnikem ve Fermiho soutadnicich x1, 25 (vpravo) s indukovanou metrikou.

Budeme pracovat s tubularnim okolim €2 kiivky I'. Toto okoli 2 si v piipadé a = b

muzeme predstavit jako mnozinu bodu s geodetickou vzdalenosti od kiivky I' mensi nez
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a. Definujme zobrazeni L : g — M pomoci
L(x1,72) 1= eXPr(y,) (11N (22)), (4.2)

kde exp, je exponencialni zobrazeni M v ¢ € M a N(x3) € Tr(,,)M je normalovy vektor
ke kiivce I' v x5 lezici v te¢ném prostoru k varieté M. Déle definujeme

Q= E(Qo), O_ = E(QO+), Q+ = E(QO,), (43)

a pro dalsi postup budeme ptredpokladat, ze £ : Qy — 2 je diffeomorfismus, abychom
mohli pfenaset struktury z M do ). Poznamenejme, ze to znamend i mimo jiné, ze se
geodetiky na €2 neprotinaji, potom by to nemohla byt bijekce.

Difeomorfismus £ indukuje na €y riemannovskou metriku g a muzeme ztotoznit Q C M
s riemannovskou varietou (€2, g).

Ve Fermiho soufadnicich (Gaussovy normalni soufadnice, [4], [8]) mé metricky tenzor g
diagondlni tvar g = diag(1, f?). Jacobiho rovnice pro nezndmou funkci f (ve Fermiho
soutadnicich x;) ma predpis

f(oa) =1
o1 f(07 ) = —kK,

kde K je Gaussova kiivost (vyéisleno v bodé variety s lokdlnimi souradnicemi x;), k
geodeticka krivost kiivky I' v bodé zs.

Rf+Kf=0 A { (4.4)

4.1 Laplace-Beltrami na riemannovské varieté

V lokélnich soufadnicich na varieté (€, g) mame vztahy pro diferencidlni operatory grad ¢
a div.X

(grad w)i = (dw)i =g¥ 0, (4.5)
1 .

divX = ——0,; X"). 4.6

N (V19]X") (4.6)

Diferencidlni vyraz — div(e grad) muzeme na varieté zapsat pomoci

—div(egradv) = —%81 <ef§7w1> — %82 (e%%ﬁ) ) (4.7)

4.2 Hilbertiv prostor na varieté ({, g)

Pro zkoumani operatoru na této varieté budeme potiebovat prostor kvadraticky integra-
1

bilnich funkei L?(Q, | det g|2 dz), tedy prostor vsech méfitelnych funkei ¢, na €y pro

které je norma || - ||, indukovand skaldrnim sou¢inem

(oY) = /QO p(x)i()] det399|2 dr = /QO p(x)i(x) f () de (4.8)



konecnd. Pro f, f~' € L>*(fy,dz) je tato norma ekvivalentni standardni L?(£,dz)
normeé. I Sobolevuv prostor

Wh(Q,9) == {9 € L*(Q, 9) | |Ag0]; := 05097 0; ¢ € L* (0, 9)} (4.9)

muzeme ztotoznit s prostorem H' = W12(€)). Poznamenejme, ackoliv je tento predpoklad
v dalsfm trividlné splnén, Ze pro ztotoznéni H? = W?2(€)y) musime pozadovat

v%’l € Jl : f(xl, '), f_l(l'l, ) € Wl’OO(JQ). (410)

4.3 Zavedeni operatoru

Zavedeme opét dirichletovské okrajové podminky. Uréime definiéni obor diferencialniho
vyrazu a zavedeme operdtor A : L*(Qq, g) — L*(Q, 9)

Y I VA
A (J) — < elgw+> (4.11a)
Yy |og,=0,

dom A= { o = (;‘;) € HX(Q,g) ® H(Q_,g) | $:(0,-) = v_(0,")

€+ 0194(0,) = —e_ 019" (0, )
(4.11Db)

kde A, je Laplace-Bertrami operator vyjadreny v lokalnich soufadnicich pomoci (4.7).

Pro konstantni Gaussovu kiivost muzeme Jacobiho rovnici (4.4) jednoduse vyftesit - fesent
jsou ve tvaru

cos(VKxy) — L\/’}%) sin(vVKx) pokud K > 0,
fzy,z9) = { 1 — K(x2) - 11 pokud K =0,

cosh(y/|K|xy) — i}%sinh( |K|x1) pokud K < 0.

Pro zjednoduseni budeme uvazovat, ze K je konstantni a ze kiivka I' je geodetika a tudiz
k = 0. Operédtor A na varieté s konstantni kiivosti K budeme odted oznacovat Ag.

Pii rozepsani diferencidlniho vyrazu — div(egrad ¢) na jednotlivych oblastech Q4 pro

ruzné volby K jednoduse nalezneme vztahy (po nalezeni K > 0 staci provést substituci
K — —K).

- 92— ? +VK tan(vVKzx,) 0, pokud K > 0,

€ cos2(vVKx1)
Ax = _: Q-0 pokud K =0, (4.12)
_coshQ(i/f;vl) ag B af _ftanh(ﬁxl) a1 pokud K< 0,



Pro dalsi postup se hodi zredukovat mozné konstantni kiivosti K na tii zakladni pripady
K e {-1,0,1}, (4.13)

coz je mozné diky lemmatu 4.1.

—
e

(a) K = —1, pseudosphere (b) K =0, cylinder (¢) K =1, sphere

Obrazek 4.2: TFi mozné piipady redukované geometrie s konstantni kiivosti. [10]

Lemma 4.1. Necht je (g, g) varieta s Gaussovou krfivosti K # 0 definovand vyjse v (4.3)
a Ak linedrni operdtor definovany v (4.11). Potom existuje homotetickd transformace
7 : Qo — Qo oblasti Qy = (—b,a) x (0,¢) na Qy = |K\%QO, Ze

AKw ’(901,962): (’K’A(sgnK)@E> oT |(ml,xz)> (414)

kde vinky znaéi objekty na Qq. Viastni ¢isla operdtoru na pivodnd, respektive transformo-
vané oblasti, splniugi

MK, a,b,¢) = |K|\sgn K, VKa, VKb, VKc). (4.15)

Dikaz. Predpokladejme K > 0, druhy ptipad je obdobny. Gaussovska kiivost vari-
ety je invariantni vuéi reparametrizaci povrchu. Jacobiho rovnici (4.4) pro kiivost K

prenasobime % a dostavame

%affjtf:o. (4.16)

Chceme najit vztah k operatoru na varieté s krivosti sgn K = 1. Vidime, ze stac¢i najit

~2 ~
takovou transformaci soufadnic (1, 22) + (&1, %2), kterd spliuje + 97 f = 9, f (vlnkou
oznaCujeme vyrazy v transformovanych soufadnicich).

Tedy f formélné fesi stejnou rovnici (i pocdtecni podminky), jako kdyby byla kiivost

variety K = 1. Transformaci ; = vV K1, % = h(zz), kde h je zatim libovolnd nenulovd

funkce, jednoduse nalezneme derivovanim identity f(z1,z2) = f(Z1(z1,x2), Z2(x1, 22)).
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Dale potrebujeme, aby se sam operator A spravné transformoval. Piimocate ovérime, ze

linearni transformace 7 ) Koy ) _ (o spliuje vztah
ry)  \VKzy] \ 2 b

1
A o) = | =05 ——————— 0] +VK tan(VK x5)0 21,72

- K 7
— (<_K8§ — COS( )8 + Ktan(x2)8 ) w> oT |(331,a:2)

= <K1‘~111ﬁ> oT |($17I2) )

(4.17)

Z defini¢niho oboru (—b, a) x (0, ¢) novych vlnkovanych souradnic a posledniho vztahu uz
plyne lemma. [

4.4 Omezeni

Jak bylo uvedeno diive, omezime se na geodetiky I' a na konstantni kiivosti K € {1,0, —1}.
Vilec a sféru s K = 0 a K = 1 muzeme vlozit (embedding) do R?® globalné, pseudosféru
s K = —1 miZzeme chépat jako uzitetné zndzornéni pouze lokalné, nebot zadny tplny
povrch s konstantni zdpornou kfivosti nelze globdlné vnofit (immersion), tedy ani vlozit,
do R3.

V piipadé sférickych soutadnic na sféfe se dale musime omezit i na a,b € (0, %) — tedy tak,
abychom si vyhnuli pélu — pasek by poté degeneroval a nemél dvé hrany, neboli zobrazeni
L by nebylo difeomorfismus 2y — €2.

4.5 Separace proménnych

Separaci proménnych obdrzime pro libovolnou ¥ € L?(Qyq, g), [10, Lemma 4.1]

\I’ $1,$2 Zwm T ¢m($2) v L2(Q0,g), (4'18)
m=1
kde
brm() = \/gsm(?xg), Yon(21) = (G U(@1, 7)) 1201)- (4.19)

Po rozepsani vyrazu AxW¥ pomoci tohoto rozkladu a zaméné sumy a derivaci, opod-
statnéné stejné jako v (3.30), obdrzime

AV = (Af) ® ¢y = @Ampm (4.20)
m=1
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kde P™W je m-ty clen rozvoje funkce ¥, neboli

(P™W) (21, 72) = (m, Yin (21, ) 12(25) O (T2) (4.21)

a A} znaci ptusobeni Ax na m-ty ¢len rozvoje po zameéné sumy a derivace

2

— 0% +tan(x,) 0, —1—62(%2)@1), pokud K =1,
AR = ( €+_> — 07 +(mz)?, 2 pokud K =0, (4.22)
— 8% —tanh(z1) &) + " pokud K = —1.

c2 cosh?(x1)”’
Operdtory A7 pusobi na prostorech L?*(J;,dvg) s mirou
cos(zy)dzry, pokud K = +1,

dvg = ¢ day, pokud K =0, (4.23)
cosh(zy)dzy, pokud K = —1.

a definicni obory A% jsou dany

dom A} = {(ij) = € L*(Jy) | (ij) splituje podminky (4.11) na Jy}.

4.6 Unitarni transformace

Pted fesenim rovnic se na chvili podivejme na unitarni transformace operatori na Hilber-
tové prostoru H [16].

Definice 4.2. Méjme Hilbertuv prostor H. Omezeny operdtor U @ H — H nazveme
unitarni, pokud spliuje UU* = U*U = I, kde I je jednotkovy operdtor na H.

Tvrzeni 4.3. Necht H je Hilbertiv prostor a U : H — H wunitdrni operdtor. Potom U
zachovavd skaldrni soucin na H, tedy

v¢7 ¢ EH: (U¢a Uw)H = ((ba w)H (424)

Ditkaz. (Ug,Uv) = (UU*, ) = (¢,)). U

Podobné muzeme definovat i unitarni zobrazeni mezi dvéma Hilbertovymi prostory.

Definice 4.4. Méyme Hilbertovy prostory Hyi a Hy. Potom omezené linedrni zobrazeni
U :Hy — Hse nazveme unitarni, pokud zachovdvd skaldrni soucin

V¢>¢ S Hl : (U(ba Uw)Hz = <¢7 ¢)H1 (425)

a je surjektivni.
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A nyni uz vysledky, které se nam budou hodit pro pripodobnéni spektra operatoru na
varieté k ptipadu drive zkoumanému euklidovského obdélniku. Symboly H, H; a Hs budou
oznacovat i nadale Hilbertovy prostory.

Véta 4.5. Necht operdtor A : Hy — H, je unitdrné podobnyj operdtoru B : Hy — Ha,
tedy B = UYAU = U*AU, kde U : Hy — Hi je unitdrni zobrazeni. Potom spektrum
obou operdtori je shodné. Navic plati, Ze operdtor A je (esencidlné) samosdruzeny, prdavé
kdyz B je (esencialné) samosdruzeny.

Diikaz. Rovnost spekter ukazeme pomoci rezolventy R{ = (A — AI)~!, respektive RZ.
Plati A € p(A) <= R{ existuje jako omezeny operator, kde p(A) zna¢f rezolventni
mnozinu operatoru A, p(A) = C\ o(A). Necht A\ € p(B), potom existuje RY a muzeme
upravovat

RE = (B—AI)"'= (U AU =AD" = (U (A - aD)U) ™

4.26
=U Y A-\)"'U =U"R{U, (4:26)

tedy rezolventy existuji omezené praveé zaroven, nebot jsme provadeli ekvivalentni tpravy
a

IR I3, = [UT'R{U |3, = sup (U 'R{UG, U R{UY )y,
YEHs,||v]|=1 (4.27)
= sup (UﬁlRf7 UﬁlRf(ﬁ)?b = HRj\L‘H?h
PEH,||9||=1

Plati tedy A € p(A) <= X € p(B), z ¢ehoz plyne prvni ¢dst tvrzeni. Druhou ¢ést
dokdzeme nejprve pro samosdruzené operatory. Necht napiiklad A je samosdruzeny. Po-
tom plati V¢ € dom B*,1) € dom B :

(6, BY)ay = (6, U AUY) 30, = (U*d, U* Ay, = (Ad, D)y = (UAG, Uth)a,

= (UVAU*$,4)3, = (B, V), (4.28)

kde gz~5 =U¢a 1; = U+ a vyuzili jsme unitaritu U~ = U*, jak se lze jednoduse piesvedéit
(U je bijekce). Zaroven nahlédneme, ze ¢» € domB <= Uy € dom A a obdobné i
se sdruzenymi operatory. Pokud B je naopak samosdruzené, provedeme stejnou ipravu
a dostavame opravdu ekvivalenci z tvrzeni. Posledni ¢ast plyne z definice uzavieného
operatoru a podobného argumentu.
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4.7 Reseni

4.7.1 Obecné teseni pro K =0

Dle predchoziho nyni feSime rovnici pro vlastni hodnoty

2
:|:€i <— l"— (?) wi> = )\wi, neboli
2
y mm A
+ = ((T) + ;) (U

(4.29)

za podminek

:w (0-), (4.30)
e+ (04) = —e_p_(0-).

Tuto ulohu jsme jiz Tesili v prvni ¢asti a presné odpovida euklidovskému heterogennimu
obdélniku.

4.7.2 Obecné teSeni pro K =1

tey (=Y + tan(z)yl + m¢i) = M)y,

¢+(a) =0= ¢—(_b)a (431)
Y1 (0+) = ¥_(0-),

e (04) = —e-¢_(0—).

Diferencialni rovnici muzeme prevést substituci v = sin(x), ¥(z) = ¢¥(u) na znamy tvar
Legendreovy rovnice

()

- - A\ -
1 — w2 —2ud). — = =0. 4.32
(=)l —2udf, — | 325 F = | ds (4.32)

Resenf rovnice je ve tvaru asociovanych Legendreovych funkef P Q,, :

Yu(w) = CFeE(2) + Oy (2) = CF PY (sinx) + C5 QU (sin ), (4.33)

1| an
pe="T0 = (1 2 ). (4.34)
c 2 €+

kde



K = +1,m=0,) = 4934291, [|[¢[l., = 1.000000

flat 2, m = 0, A = ~0.000000, [[&!| = 1.000000 flat 2D, m = 0, A = 6.329091, ||¢|| = 1.000000

V‘(a) )\: 0

15 0 0.5 0.0 0.5 0 15

(b) Ax—p1 = 4.934, Ag—o = 6.329

Obrazek 4.3: Vlastni funkce ¢,—¢(z2) pro K = 1 (nahote) a K = 0 (dole), a = b =
T 00l =c =1

Pokud by byly feseni (¢7,45) a (¥7,45) na jednotlivych ¢dstech intervalu linedrné
nezavislé, potom bychom rovnici pro vlastni hodnoty dostali z podminek (4.31) a z pozadavku
netrivialnosti feseni:

GICERHD I
0 (1 _
<o> O 0 o] =" (4.35)

P(0) epp3”(0) ety (0) ety "(0)

ale pro urcité hodnoty parametru tlohy muze nastat, ze jedna z asociovanych Legen—
dreovych funkei bude identicky nulovd pro vsechny hodnoty z. Uved me za priklad P(“ (x),
kterd je pro pu € N identicky rovna nule pro vSechny z. V tomto piipadé jsou feseni na
jednotlivych ¢astech dané pouze pomoci funkce Q(()“ ). Po sestrojeni obdobné 2x4 matice
pro podminky ale ziskdvame, Ze TeSeni je nakonec trivialné nulové na celém intervalu

(—b,a).

Jak jsme uvedli v piikladu, podminka (4.35) je v piipadé linedrni zavislosti funkei P
Ql(,“ ) pouze nutna a feseni se musi dale zkoumat.

Lemma 4.6. Unitdrni transformace U,y : L*(Jy,dz) — L*(Jy, dvyy)

(Us19) () = cos(a) 2e(z) (4.36)
46



transformuge operdtor A, na jednoduchy tvar

UL AT Uy = Ap+ VD,

m? —3—cos2z [ ¢ x 4.37
(Vi) (z) = : 8c?())82x = <_:fDJ_((3;)>> 437

kde A;p = A3 je operdtor euklidovské kompozitni struny (3.4) v jedné dimenzi.

Diikaz. U,y je opravdu reguldrni a unitdrni, nebot = € (—b,a) C (-5, %), jak jsme se dfive

. 1
omezili a (U+1wa U+1¢)(J1,dy+1) = le (COS 2)2¢(1’)¢($) dI/Jrl = le Wb de = W, ¢)(J1,d:r)'
Daéle se jedna se o ptfimocary vypocet, musime vSak ohlidat okrajové podminky operatoru,
zejména cleny s derivaci

(cos™2 zih(z)) = % sinz cos™ 2 () (x) + cos ™2 ()¢ (z). (4.38)

Snadno ale zjistime, ze plati dom A) = dom U;llA’flUH. n

Poznamka 4.7. Poznamenejme, Ze transformaci na , plochy“ pripad s potencidlem muzeme
: ; 1 S
provést obecné. Méjme operdtor H v L?(Qg, g2) dany predpisem

H=—g:8,929" 9 (4.39)

(91) = ({f ?) . (4.40)

Potom transformace dand predpisem

a metricky tenzor

~

(HY)(x) = (g4 Hg 40 (2) = (@i g7 0;¢)(2) + V(@) (x) (4.41)
v L*(Q), kde V je plné uréend metrickym tenzorem g, ndm ddvd poZadovany tvar.

4.7.3 Obecné teseni pro K = —1

Obdobné k predchozimu piipadu dostavame i pro K = —1, tedy f(z) = cosh(z), rovnice

tey (— — tanh(z)Y, + %%) = Ay,
Uy (0+) =1 (0-),

€+4(0+) = —e_v_(0—-).

Resen{ soustavy mohou byt opét vyjadieny pomoci asociovanych Legendreovych funkei
P QW nynf pouze v slozitéjst formé nez ditve:
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P (tanh x) e Q" (tanh z)

v/cosh z Vcoshz

1 mm 1 4\
= —— 4 j— = —y /1T —. 4.44
. 2 e ¢ T V + €1 (4.44)

Rovnici pro vlastni hodnoty dostaneme z podminek a z pozadavku netrividlniho feseni
(formalné stejné jako 4.35).

Yi(w) = CFi (v) + O3y (2) = OF (4.43)

kde

Lemma 4.8. Unitdrni transformace U_y : L*(Jy,dz) — L*(Jy, dv_y)

(U_10)(z) = cosh(z) 2¢)(z) (4.45)
transformugje operdtor A™, na jednoduchy tvar
ULA™U = Ay + V™,
- 8m? + 3 + cosh2x [ ¢ T (4.46)
(Vi) () = (_;wj())) .

8 cosh?

4.8 Omezeni na symetricky obdélnik a ¢

Omezme se na symetrické obdélnik a = b, e, = e_. V tomto ptipadé je esencidlni spektrum
neprazdné pro libovolnou konstantni kfivost. Pro jednoduchost predpokladejme a = b a
ukazme, ze 0 € 0e5(Ak) pro libovolné K. Déle ukazeme, ze piislusny vlastni podprostor
mé nekonecnou dimenzi. Pro plochy ptipad K = 0 jsme to jiz ukéazali, dokonce platilo
0 € 0ess(Ag) prave za podminky e, =€_.

Zkoumejme, zda-li je 0 opét vlastni hodnota s nekonecnou nasobnosti. Zde volime a = b,
nebot z analogie pro K = 0 pravé tento symetricky piipad vedl na A = 0 s nekone¢nou
nasobnosti - ovéieni nélezitosti do esencidlniho spektra bude jednodussi, nebot poloZime
pravou stranu rovnu nule.

4.8.1 Krivost K =1

Ptepsédno pro A = 0 dostavame

(mm)?

— " + tan(x)y’ + Y =0. (4.47)

2 cos?(x)

Také vidime (uvazujeme stale stejné okrajové i hraniéni podminky), ze FeSeni ) bude
symetrické podle 0, nebot 1, i 1_ fesi identickou tilohu.

D4 se ukdzat, ze obecné Feseni (4.47) je ddno pomoci

V() = ¢f cosh <?5+1(x)> — icy sinh (?5_’_1(1')) , (4.48)
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Obrazek 4.4: Vlastni funkce W, prislusna operatoru A,; a vlastnimu ¢islu A = 0. Zde

b=a=7%,c=mm = 3. Bylo zvoleno Ran ¥3 = [~1,1], hodnota funkce 1 + U3 je

vynasena jako polomér pro dané sférické (pfimo Fermiho) soufadnice. Cervena hranice je
pouze vizudlni pomucka vyznacujici €2, funkce je na hranici nula.

kde ¢i, c5 € C jsou libovolné konstanty a

r . . T T
d11(x) = log <cos 5 —sin §> —log <Sln 5 + cos 5) . (4.49)

Abychom splnili spojitost na rozhrani, musi byt ¢ = ¢], jak jednoduse nahlédneme.

Dalsi vypocty jsou kvuli jejich délce v priloze, ale v myslence jsou stejné jako v plochém
pripadé. Na zaveér opravdu dostavame, ze existuje, az na multiplikativni konstantu, je-
dinecné teseni nasi ulohy ve tvaru

1
sinh (2264 (a)

sinh (m;aﬂ(a)) sinh <% (041(a) + 5+1(x))) :

Ut (T) = 1 ) sinh (? (041(a) — 5+1(93))) ;
(4.50)

Um—(7) = 1

Pro vSechna m € N tak méame nenulovy vlastni vektor prislusejici k A = 0, které tak patti
do Uess(A+1)~
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Obrazek 4.5: Vlastni funkce W, prislusna operatoru A_; a vlastnimu ¢islu A = 0. Zde
b=a=1,c=1,m = 3. Bylo zvoleno Ran U3 = [—1, 1]. Cervend hranice je pouze vizualn{
pomucka vyznacujici 2, funkce je na hranici nula.

4.8.2 Krivost K = —1

Pro A = 0 se rovnice pro vlastni vektory zméni na vztah

(mm)*

— ¢ — tanh(z)y + c2 cosh’(x)

W =0. (4.51)

Postup je naprosto obdobny piipadu K = 1. Tvary feSeni jsou také stejné a muzeme je
uvést i ve shodném tvaru. Jediny rozdil bude ve tvaru funkce 9:

d_1(x) = arctan(tanh §> (4.52)

Pro vSechna m € N tak opét mame nenulovy vlastni vektor ptislusejici k A = 0, ktery
patil do gess(A_1).

Muzeme tak shrnout, ze pruméty vlastnich vektoru piislusné nulové hodnoté (pokud exis-

tuje) jsou ve tvaru (4.50) a funkce d pro ruzné konstantni kiivosti K v tabulce 4.1.
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Tabulka 4.1: Funkce § pro ruzné kiivosti K.

K (SK(fL')

0 x
+1 | log (cos% — sin %) — log (sing + cos %)
—1 arctan(tanh 7 )

4.9 Esencialni samosdruzenost

Lemma 4.9. Operdtor A : L*(Qq, g) — L*(Q0, g) je symetricky.
Dukaz. Plati, Vo, € dom A:

(6, A)g = — [ 9lO1(ef 010) + Dalef ™ D2 0)]

Qo

_ /Q €301 (1 010) + 0a(f D2 0)] + / €301 (f 01 ) + 0ol F Do)

= —€4 Acd$2 /Oadxl é@l(f(?l w) — €4 /Oadxl Acd$2 @(92(]‘*1 82¢)
c 0 0 c
:E_A dfﬁg/bdl'l &({91(]{‘81@[1)4—6_ /bdl’l/o dlL‘Q q582(f_132¢)
e [ @00+ @0 O~ [ (0:6)[(010) + 0201 @20)

—eul [ dmforonuly) + [ dnforo.u?)
e[ anloranl)+ [ dnloronul )
e [ @00)+ @20 @)~ [ (0:6)(010) + 0201 @)

+ /C d.l‘2<€+(5+(0, LL’Q) 81 ¢+(0, .732) + 6_(5—(07 'TZ) a1 ¢—<07 l’g))) +0

0
= (fT1 01 b ef Oy + (D2 b, € Dat),
= (V¢,eVh), = (A, ¢),

kde jsme vyuzili defini¢ni obor operdtoru A (4.11) (dirichletovské okrajové podminky a
vztah mezi 1)1 na rozhrani).

U

Lemma 4.10. Operdtor AT, je samosdruZeny pro vsechna m € N. Oznacme o =
max{a, b}, 1 := max{e_,e;}. Pro spektrum o(AT,) navic plati dist (o(A7y),0(Aip)) <
VI < 77|W£%m|, kde A;p je operdtor euklidovské kompozitni struny (3.4) v jedné
dimenzi.
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Diikaz. Operator Ajp = AY je samosdruzeny, jak jsme ovérili v predchozi kapitole, a
operator AJ + VI téz. To plati, protoze V] je omezeny a symetricky. Jelikoz unitarni
transformace zachovavaji spektrum, viz Véta 4.5, prvni bod je tim dokazan. Navic plati
i rovnost spekter o(Af) = o(AJ + V5).

Uvazujme operétor (VI1¢)(x) = v(z)y(x) jako omezenou perturbaci operdtoru Af), u néhoz
jsme uz spektrum urcili. Vzdéalenost spekter z tvrzeni bude omezena pravé normou || V7],
viz [7, V, Thm. 4.10]. Pro normu muzeme uvést nasledujici odhad:

VAP = sup [Vl =  sup lev(z)v(@)]* dvs (2)
w€L2(J1,dl/+1), w€L2(J1,dl/+1), J1
llll=1 l¥ll=1=(lv|?
= sup / le_1 7)|? dl/+1—|—/ sty (z)v(z)* dvyy
1ZJ€L Jl,dlj+1

9+ 112+ [12=1

= sup  ([lepgulP + [le—tv[?)
1/J€L2(J1,dl/+1),
412+l [12=1

< swp ol (E P+ - ?) = [lolli max{el, €} = v(a)*n?,
1/1€L2(J1,du+1),
9+ 117 +llv-[*=1

kde || - || je maximova norma na intervalu [a, b] (v je spojitd na kompaktu) a na druhém
0 a /.

fadku jsme rozlozili ||¢]|? = fJ1 > = [2 10>+ [5 [v? = [v-]]* + || ||*. Uloha vede

na hledani vazanych extrému na elipse. Nejvzdalenéjsi body elipsy od pocatku jsou prave

poly elipsy. Funkce v je sudd a jediny lokdalni extrém je v.x = 0 a jedna se o minimum.

Jednoduse zjistime, ze maxima se tak nabyva na krajich intervalu. m

Lemma 4.11. Operdtor A™, je samosdruzeny pro vsechna m € N. Oznacme n =
max{e_, e, }. Navic plati dist (0(A™)o(Ap)) < [V < n(m?+32) , kde A;p je operdtor
euklidovské kompozitni struny (3.4) v jedné dimenzi.

Diikaz. Stejny jako diive, potencial ma nyni pouze maximum v x = 0. m

Tvrzeni 4.12. Operdtor Ax dany (4.11)-(4.12) je esencidlné samosdruzeny na libovolné
Q C M s konstantni Gaussovu krivost K.

Diikaz. Postup je stejny jako u dukazu Tvrzeni 3.9 pro euklidovsky piipad. Tam jsme
v dukazu zavedli pro kazdé n € N samosdruzené operatory A,, jejichz vlastni vektory
tvori ON bézi ve sméru kolmém na rozhrani, zde mame naopak samosdruzené operatory
AT AR a AT pro kazdé m € N. Zbytek uz plyne z Lemma 4.1. n
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Z.aver

V této préaci jsme se zajimali o indefinitni laplacian souvisejici s pfechodem klasického
prostiedi s kladnou permitivitou e, a metamateridlu se zadpornou permitivitou —e_.
Formalni ptredpis pro operétor jsme znovu odvodili z elektrické ¢asti Maxwellovych rovnic
a nasledné jsme nalezli prislusny (esencidlné) samosdruzeny operétor, coz bylo obsahem

vvvvvv

Operator jsme zkoumali na omezeném intervalu v R, na obdélniku (—b,a) x (0,c) v R?
s obecnymi parametry a,b,c € R a nakonec na obecném tubularnim okoli geodetiky I’
na dvourozmérné riemannovské varieté. Dodejme, ze diive byly zkoumany pouze ,,syme-
trické“ obdélniky (—a,a) x (0,c) v R? (a omezend struna v R).

V jedné dimenzi mame cisté diskrétni spektrum s hromadnymi body 4oco. U operatoru
na euklidovském obdélniku se objevuje i esencialni spektrum v 0, praveé kdyz e = €.
Zdali se jednd o vlastni ¢islo nekonecné nésobnosti, nebo hromadny bod spektra, zavisi
na hodnotach a, b.

Ulohu na dvourozmérné varieté prevedli do Fermiho soufadnic s indukovou metrikou
z variety. Podafilo se zajistit (esencidlni) samosdruzenost pomoci unitdarni ekvivalence
s operatorem, ktery jsme diive zkoumali v euklidovskych ptipadech. Dale jsme nalezli
implicitni rovnice pro spektrum, které jsou, az na vyjimky, dané podminkou singulédrnosti
jisté realné 4x4 matice, kde vystupuji asociované Legendreovy funkce. Nakonec se nam
povedlo potvrdit pritomnost vlastniho ¢isla 0 s nekone¢nou degeneraci pro pripad e, = €_,
a = b, coz bylo usnadnéno pomoci explicitniho vyjadreni vlastnich vektoru v rdmci ele-
mentarnich funkei.

Podrobnéjsi vysetieni spektra v kiivém piipadé by bylo mozné napiiklad asymptotickou
analyzou rovnice pro vlastni ¢isla, ktera by ukézala, zdali se esencialni spektrum v 0
objevuje za obecnéjsich predpokladi a = b. Alternativni pfistup by mohl byt sestrojeni
singularni posloupnosti funkci lokalizovanych na rozhrani, ktera by meéla asymptoticky
podobné chovani jako vlastni funkce operatoru.
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