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- Zadáńı práce (zadńı strana) -
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Čestné prohlášeńı:
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Úvod

Metamateriál je uměle vyrobený materiál s pozoruhodnými vlastnostmi, které se běžně
v př́ırodě nevyskytuj́ı. Podobně jako u běžných materiál̊u, které vděč́ı za své vlastnosti
atomům, se u metamateriál̊u uplatňuj́ı jevy vyvstávaj́ıćı ze struktur v něm obsažených.
Tyto struktury složené z atomů jsou často v objektu periodicky rozmı́stěny a jejich ty-
pickým znakem je velikost menš́ı než vlnová délka jevu, který ovlivňuj́ı. V této práci
se budeme výhradně zabývat jevy, kterým dávaj́ı vzniknout metamateriály se současně
zápornou elektrickou permitivitou ε a magnetickou permeabilitou µ.

Obrázek 1: Konvenčńı materiály (nalevo) odvozuj́ı své vlastnosti z atomů. Na druhé
straně, u metamateriálu (vpravo) je efektivńı role atomů (vzhledem k interakci s elek-
tromagnetickým zářeńım) převzata malými strukturńımi podjednotkami. [13]

Takové materiály byly prvně zkoumány ruským fyzikem Viktorem Veselagem v roce 1967
na teoretické úrovni v [17]. Ukázal, že materiály se zápornými ε a µ maj́ı vlastnosti
nepozorované u běžných látek, např́ıklad záporný index lomu. Ten je v anizotropńım
prostřed́ı dán pomoćı n2 = εµ.
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Vyjděme z Maxwellových rovnic pro oblast bez náboj̊u (c = 1):

rot ~E = −∂
~B

∂t
, rot ~H =

∂ ~D

∂t
(0.1)

a pokusme se odvodit základńı charakteristiky těchto metamateriál̊u z rovnic, kde se ε a
µ vyskytuj́ı odděleně a jejich znaménka se navzájem nevyruš́ı.

Dosad’me do rovnice (0.1) vztahy ~B = µ ~H, ~D = ε ~E. Pro rovinnou monochromatickou

vlnu jsou všechny veličiny úměrné ei(
~k·~r−ωt), kde ~k je vlnový vektor rovinné vlny, ω jej́ı

úhlová frekvence a ~r polohový vektor a vztahy se zjednoduš́ı na

~k × ~E = ωµ ~H, ~k × ~H = −ωε ~E.

Z těchto rovnic už vid́ıme, že pro kladná ε a µ je soubor (~k, ~E, ~H) pravotočivý soubor
vektor̊u. Naopak pro záporné ε a µ se jedná o levotočivý soubor a odtud také pocháźı al-
ternativńı název

”
levotočivé“ pro tyto materiály. Poynting̊uv vektor ~S = ~E× ~H normálně

mı́̌ŕı ve směru ~k, zde ale mı́̌ŕı proti směru š́ı̌reńı vlny. To dává za vznik zaj́ımavým efekt̊um
jako obrácený Doppler̊uv jev, obrácený kužel Čerenkovova zářeńı, superlensing a meta-
materiálové cloakováńı [13].

Obrázek 2: Médium láme světlo do záporného úhlu vzhledem k povrchové normále. Po
pr̊uchodu médiem jsou paprsky opět soustředěny v jednom bodu. [13]

Bohužel, tyto efekty neńı možné dosáhnout pro všechny vlnové délky. Pokud by ε, µ < 0
byly konstantńı, potom by i energie zářeńı W = εE2 + µH2 byla záporná, což vede na
spor. Vztah pro W tak muśıme nahradit pro ε, µ závisej́ıćı na vlnové délce světla pomoćı
W = ∂ε

∂ω
E2 + ∂µ

∂ω
H2, jak plyne z úpravy pro nekonstantńı parametry. Př́ıpustné jsou potom

taková ε(ω) a µ(ω), pro která je energie kladná a typicky to jsou úzké oblasti spektra.

Látky se záporným ε byly na přelomu tiśıcilet́ı již známy deľśı dobu z fyziky plazmy, ale
materiály se záporným ε i µ se podařilo navrhnout až na přelomu tiśıcilet́ı J. Pedrymu a
jeho týmu v roce 1999 [14]. Kĺıčová struktura návrhu pro ε < 0 byly velmi tenké a ideálně
nekonečně dlouhé vodiče organizované v mř́ıžkové struktuře vedoućı na chováńı podobné
plazmatu. Naopak pro µ < 0 byly navrženy tzv.

”
split ring resonators“ (SRR).
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Obrázek 3: Split ring rezonátor (SRR) na desce spolu s měděnými dráty dohromady dávaj́ı
zároveň ε, µ < 0. [13]

.

Od vytvořeńı prvńıho metamateriálu se toto odvětv́ı aktivně rozv́ıj́ı. Jednou z velkých
motivaćı výzkumu metamateriál̊u je právě tzv. plášt’ neviditelnosti, jak jsme zmı́nili dř́ıve.
Toho lze v principu dosáhnout několika př́ıstupy — transformačńı optika [15], senzory a
aktivńı zdroje nebo lokalizovaná rezonance [12]. Pro přehled metod viz např. [6].

Obrázek 4: Tenzor permitivity ε a permeability µ materiálu mezi poloměry R1 a R2 je
speciálně navržen tak, aby zóna pod poloměrem R1 z̊ustala skryta. Při návrhu byla využito
postup̊u transformačńı optiky [15].

V této práci se nebudeme zabývat př́ımo konstrukćı těchto zaj́ımavých objekt̊u, jelikož
návrh̊u je mnoho. Často ale nejsou matematicky zkoumány, a tak se zaměř́ıme namı́sto
toho na matematicky korektńı popis operátor̊u souvisej́ıćıch s přechodem materiál-meta-
materiál v r̊uzných geometrických situaćıch.
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Kapitola 1

K matematickému modelu

Budeme uvažovat kvazistatickou aproximaci elektromagnetického pole a problémy pro
elektrické a magnetické pole zvlášt’ tak nebudou propojené časovými derivacemi. Budeme
dále pracovat pouze s elektrickým polem

div ~D = ρ, rot ~E = 0. (1.1)

Tyto rovnice představuj́ı Gauss̊uv zákon a Faradaẙuv zákon bez př́ıtomnosti magnetického
pole. Z diferenciálńı identity rot grad = 0 vid́ıme, že pole ~E = − gradV je potenciálńı.
Spolu s vztahem pro homogenńı materiál ~D = ε ~E dostáváme pro potenciál V

− div(ε gradV ) = ρ. (1.2)

Odvodili jsme tak vztah pro námi zkoumaný operátor na oblasti Ω ⊂ Rn

Ã = − div ε grad,

dom Ã := {ψ ∈ L2(Ω) | Aψ ∈ L2(Ω), ψ |∂Ω= 0}.
(1.3)

Dále ale budeme cht́ıt definovat operátor s jiným definičńım oborem, aby se nám s ńım
lépe pracovalo. Permitivitu ε budeme uvažovat skokově se měńıćı i se znaménkem na dvou
podoblastech Ω - znač́ıćı přechod mezi metamateriálem a materiálem. Oblast Ω budeme
zkoumat v jednom rozměru (interval) i ve dvou rozměrech pro obdélńık. Nakonec budeme
uvažovat takový operátor i na riemannovských varietách. Operátory A na jednotlivých
oblastech zadefinujeme v odpov́ıdaj́ıćıch následuj́ıćıch sekćıch.

Problematika stanoveńı definičńıch obor̊u neomezených operátor̊u je poměrně kompliko-
vaná, když chceme zajistit, aby námi definovaný operátor měl určité

”
hezké“ vlastnosti,

se kterými se dobře pracuje. Jednou z těchto užitečných vlastnostńı je samosdruženost.

Definice 1.1. Necht’ A je operátor na Hilbertově prostoru H. Potom sdružený operátor A∗

je jednoznačně určen vztahem ∀φ ∈ dom(A∗), ψ ∈ dom(A) : (φ,Aψ) = (A∗φ, ψ). Definičńı
obor A∗ je dán jako množina dom(A∗) = {φ ∈ H | ∃ϕ ∈ H, ∀ψ ∈ H, (φ,Aψ) = (ϕ, ψ),
tj. ϕ =: A∗φ}.
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Definice 1.2. Operátor A na Hilbertově prostoru H je symetrický, když pro všechna
φ, ψ ∈ dom(A) plat́ı (φ,Aψ)H = (Aφ, ψ)H, kde (·, ·)H znač́ı skalárńı součin.

Definice 1.3. Operátor A je samosdružený, když je symetrický a dom(A) = dom(A∗).

Pro samosdružený operátor A např́ıklad plat́ı, že spektrum je reálné. Vlastńı vektory A
tvoř́ı ortonormálńı bázi, pokud A má prázdné tzv. esenciálńı spektrum. V kvantové mecha-
nice jsou samosdružené operátory velmi d̊uležité – představuj́ı pozorovatelné fyzikálńıho
systému a jejich reálná vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ı měřitelným hodnotám fyzikálńım pozoro-
vatelným, které zajisté jsou reálné. Nicméně existuj́ı i formulace kvantové mechaniky bez
hermitovských operátor̊u [11].

Mějmě Hilbert̊uv prostor H. Pro operátor A a jeho sdružeńı A∗ na H plat́ı v př́ıpadě
hermitovského operátoru inkluze A ⊂ A∗ (ve smyslu inkluze definičńıch obor̊u, jejich
hodnoty se na pr̊uniku shoduj́ı). Pokud bychom uvažovali symetrické rozš́ı̌reńı Ã operátoru
A, potom plat́ı A ⊂ Ã ⊂ Ã∗ ⊂ A∗. Otázka nalezeńı definičńıho oboru tak, aby A byl
samosdružený, je poměrně jemná záležitost.

Představme si př́ıpad pro konstantńı ε = 1, potom Ã = −∆ (laplacián). Pokud chceme,
aby laplacián na obdélńıku byl samosdružený, ukazuje se (např. [9]), že muśıme volit
definičńı obor v termı́nech tzv. Sobolevových prostor̊u H1

0 = W 1,2
0 [1]. Sobolev̊uv prostor

W n,p(Ω) je prostor funkćı z Lp(Ω), jejichž slabé derivace (ve smyslu testovaćıch funkćı)
do n-tého řádu jsou stále v Lp(Ω). V př́ıpadě p = 2 můžeme značit W n,2 = Hn. Na W 1,2

můžeme zavést normu ‖ψ‖W 1,2 :=
√
‖ψ‖2

L2 + ‖∇ψ‖2
L2 . Prostor W 1,2

0 = H1
0 ⊂ H1 je uzávěr

C∞0 (Ω)
‖·‖W1,2

v L2(Ω).

Podobné definičńı obory využijeme i pro naše operátory na omezené oblasti dále v textu.
Uvažované operátory budou v́ıce exotičtěǰśı, kv̊uli podmı́nce na rozhrańı dvou materiál̊u,
kterou prozkoumáme dále v práci. Uvid́ıme, že definičńı obor operátoru bude postrádat
určitou regularitu v okoĺı přechodu, viz [2]. Dokonce, což neńı u operátor̊u na omezené
oblasti běžné, se za určitých předpoklad̊u objev́ı i neprázdné esenciálńı spektrum.
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Kapitola 2

Homogenńı materiály
v euklidovském prostoru

Zabývejme se nejprve jedno a dvourozměrnými homogenńımi materiály bez přechod̊u a
později přistupme k jejich analogíım s přechodem mezi materiálem a metamateriálem.

2.1 Homogenńı struna

Mějme strunu M = (0, a) v jednorozměrném prostoru a zkoumejme pro konstantńı ε ∈
R \ {0} diferenciálńı výraz

−∇ · (ε∇f) = −εf ′′ .
Dodejme, že je možné strunu definovat na libovolném intervalu [b, b+a], na spektrum tato
transformace nemá vliv a u vlastńıch vektor̊u stač́ı nakonec provést substituci x 7→ x− b.

2.1.1 Dirichletovské okrajové podmı́nky

Stanovme definičńı obor operátoru AD : L2(M)→ L2(M) na

domAD = {f ∈ H1
0 (M) | f ′′ ∈ L2(M)} (2.1)

a hledejme vlastńı č́ısla a vektory operátoru AD.

Lemma 2.1. Řešeńı rovnice z
′′

= Kz m̊uže netriviálně splňovat okrajové podmı́nky (2.1)
právě tehdy, když K < 0. Vyhovuj́ıćı řešeńı má tvar z(x) = A sin(

√
−Kx),

√
−K = nπ

a
,

n ∈ N, A ∈ R libovolná konstanta.

D̊ukaz. Př́ımým výpočtem. Pokud K > 0, dostáváme z(x) = Ae
√
Kx + Be−

√
Kx. Z okra-

jových podmı́nek dostáváme sinh(
√
Ka) = 0 a A = −B. To vede ale na triviálńı řešeńı.

Pokud K = 0, dostáváme lineárńı funkci, která okrajové podmı́nky může splňovat také
pouze triviálně.
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Pro K < 0 už dostáváme řešeńı z(x) = A cos(
√
−Kx) + B sin(

√
−Kx) z podmı́nek

sin(
√
−Ka) = 0 a A = 0.

Pro dielektrikum ε > 0 můžeme jednoduše naj́ıt řešeńıADf = λf , jednoduchými úpravami
rovnici převedeme do tvaru z Lemma 2.1 pro K = −λ

ε
a obdrž́ıme

λn = ε

(
nπ

a

)2

, fn(x) =

√
2

a
sin

(
nπ

a
x

)
, n ∈ N = {1, 2, 3, · · · }. (2.2)

Pro metamateriál ε < 0 postupujeme stejným zp̊usobem. Aby ale K < 0, muśı být také
λ < 0. Dostáváme tak stejné vlastńı č́ısla (pouze s opačným znaménkem kv̊uli znaménku
ε). Př́ıslušné vlastńı vektory jsou také stejné.

Opravdu se jedná se o ortonormálńı bázi L2(M). K tomu stač́ı uvažovat následuj́ıćı po-
stup. Mějme Hilbert̊uv prostor L2((0, a)) a uvažujme libovolnou funkci ψ z tohoto pro-
storu. Tuto funkci můžeme lǐse rozš́ı̌rit na celé (−a, a), toto rozš́ı̌reńı označ́ıme ψ̃. Potom
ψ̃ ∈ L2((−a, a)). Na tomto prostoru existuje [16] ortonormálńı úplná množina (báze)
trigonometrických funkćı { 1√

2a
, sn = 1√

a
sin 2πnx

a
, cn = 1√

a
cos 2πnx

a
}. Při poč́ıtáńı Fourie-

rových koeficient̊u funkce ψ̃ budou nenulové pouze koeficienty (ψ̃, sn), nebot’ v ostatńıch
členech se vyskytuje integrál ze součinu liché (ψ̃) a sudé funkce přes symetrický interval.

Po zúžeńı zpět na požadovaný interval (0, a) vyplývá, že {
√

2
a

sin nπx
a
}n∈N je opravdu báze

L2((0, a)).

2.1.2 Neumannovské okrajové podmı́nky

Uvažujme nyńı obdobný operátor AN : L2(M)→ L2(M) a definičńı obor funkce splňuj́ıćı
neumannovské okrajové podmı́nky. Konkrétně

domAN = {f ∈ H1(M) | f ′′ ∈ L2(M), f ′(0) = 0 = f ′(a)}. (2.3)

Lemma 2.2. Řešeńı rovnice z
′′

= Kz m̊uže netriviálně splňovat neumannovské okrajové
podmı́nky (2.3) právě tehdy, když K < 0. Vyhovuj́ıćı řešeńı má nav́ıc tvar

z(x) = A cos(
√
−Kx),

pro
√
−K = nπ

a
, n ∈ N0.

Pro vlastńı hodnoty a vektory operátoru AN s t́ımto definičńım oborem z Lemma 2.2
dostáváme

λn = ε

(
nπ

a

)2

, fn(x) =

√
2

a
cos

(
nπ

a
x

)
, n ∈ N0 = {0, 1, 2, · · · }. (2.4)

2.2 Homogenńı obdélńık

Mějme obdélńık Ω = (0, a) × (0, b) ≡ J1 × J2 ve dvou rozměrech a uvažujme pouze
dirichletovské podmı́nky

domA = {f ∈ H1
0 (Ω) | ∆f ∈ L2(Ω)}. (2.5)
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Uved’me větu, která nám pomůže v separaci proměnných:

Věta 2.3. Necht’ M,N jsou intervaly v R a {φn}∞n=1, {ϕm}∞n=1 jsou popořadě ortonormálńı
báze v L2(M) a L2(N). Potom ON soubor {fn,m}∞m,n=1 definovaný

∀m,n ∈ N, fn,m(x, y) = φn(x)ϕm(y)

je ON báze L2(M ×N).

D̊ukaz. Jednoduše nahlédneme za pomoci Fubiniho věty, že fn,m jsou opravdu orto-
normálńı

(fk,l, fn,m)L2(M×N) = (φk, φn)L2(M)(ϕl, ϕm)L2(N) = δknδlm. (2.6)

Důkaz úplnosti takového souboru funkćı je proveden na konci následuj́ıćı kapitoly s pře-
značeńım φn = χn a ϕm = ψn,m, viz Lemma 3.8. Poznamenejme, že věta plat́ı i obecněji
pro libovolné oblasti M,N v Rd.

Proved’me separaci proměnných f(x, y) = ψ(x)χ(y). Pro okrajové podmı́nky (2.5) dostá-
váme

ψ(0) = 0 = ψ(a) a χ(0) = 0 = χ(b).

Pomoćı Věty 2.3 opodstatńıme volbu ON báze

fn,m(x, y) =

√
2

a

√
2

b
sin

(
nπ

a
x

)
sin

(
mπ

b
y

)
, n,m ∈ N, (2.7)

která splňuje okrajové podmı́nky a je báźı vlastńıch podprostor̊u operátoru A. Př́ıslušná
vlastńı č́ısla jsou

λn,m = ε

((
nπ

a

)2

+

(
mπ

b

)2
)
, n,m ∈ N. (2.8)

Celkem dostáváme pro ε > 0 všechna vlastńı č́ısla kladná, pro ε < 0 jsou všechna záporná.

Poznamenejme, že nalezeńım vlastńıch vektor̊u tvoř́ıćıch bázi celého Hilbertova prostoru
L2(Ω) jsme opravdu našli všechny vlastńı č́ısla a separaćı proměnných jsme se o žádné
nepřipravili. To opravdu plat́ı, nebot’ takto definovaný laplacián je samosdružený pro
libovolnou oblast Ω v Rd a všechny podprostory vlastńıch vektor̊u jsou si navzájem orto-
gonálńı. Ale jediný vektor kolmý k námi nalezenému souboru, který je současně baźı, je
pouze nulový vektor.

Podprostory vlastńıch vektor̊u př́ıslušné k jedné vlastńı hodnotě mohou být degenerované
- např. pro a = 2

3
b máme λ2,6 = λ4,3, λ2,9 = λ6,3 a daľśı. Vyskytuj́ı se ale i degenerace vyšš́ı

než 2. Pro čtverec a = b máme degenerace vyšš́ıch řád̊u λ1,7 = λ5,5 = λ7,1, λ1,8 = λ4,7 =
λ7,4 = λ8,1, λ2,9 = λ7,6 = λ6,7 = λ9,2 a daľśı.

17



Kapitola 3

Kompozitńı materiály
v euklidovském prostoru

3.1 Nehomogenńı struna

Zkombinujme dielektrickou a metamateriálovou strunu a zaměřme se na spektrum operá-
toru. Heterogenńı strunu budeme uvažovat jako interval Ω = Ω+ ∪ {0} ∪ Ω− = (−b, a)
pro Ω+ = (0, a),Ω− = (−b, 0) a pro a, b > 0. Dále bude permitivita struny dána skokově

ε(x) =


−ε− x ∈ Ω−,

ε+ x ∈ Ω+,

0 jinak,

pro konstantńı ε+, ε− > 0. Pokuśıme se zajistit minimálńı dodatečné podmı́nky (oproti
homogenńı struně) na definičńı obor př́ıslušného operátoru. Diferenciálńı výraz

div ε grad = (εf ′)′ (3.1)

totiž neńı kv̊uli obecné nediferencovatelnosti (dokonce nespojitosti) funkce ε dobře defi-
novaný pro x = 0. Abychom stanovili definičńı obor, pod́ıvejme se nyńı na výrazy

g(x) := ε(x)f ′(x), h(x) := g′(x). (3.2)

Nejprve muśıme být schopni (slabě) derivovat funkci f z definičńıho oboru. K tomu nutně
potřebujeme f absolutně spojitou, tedy f ∈ H1(Ω). V bodě x = 0 má ε nespojitost.
Abychom ale mohli i g (slabě) derivovat, muśı být g v 0 opět absolutně spojitá, což dává

ε < 0 ε > 00−b a

Obrázek 3.1: Kompozitńı struna s konstantńı permitivitou na jednotlivých částech se
skokem v 0.
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g ∈ H1(Ω). Nutná podmı́nka ke splněńı je spojitost (jinak bychom dostali Diracovu δ
distribuci), ekvivalentně existence limity f a g v 0. Po provedeńı jednostranných limit

lim0+ a lim0− dostáváme (symbolem
!

= znač́ıme požadovanou podmı́nku spojitosti)

f(0+)
!

= f(0−)

ε+f
′(0+) = g(0+)

!
= g(0−) = −ε−f ′(0−).

(3.3)

Na závěr, jelikož se pohybujeme v L2(Ω) prostoru, muśı být samozřejmě h ∈ L2(Ω).

Zavedeme operátor A, o kterém můžeme ekvivalentně přemýšlet jako A : H2(Ω+) ⊕
H2(Ω−) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) s předpisem

A

(
f+

f−

)
=

(
−ε+f ′′+
ε−f ′′−

)
, (3.4a)

domA =


f−(−b) = 0 = f+(a),

f =

(
f+

f−

)
∈ H2(Ω+)⊕H2(Ω−) f+(0) = f−(0),

ε+f
′
+(0) = −ε−f ′−(0)

 . (3.4b)

3.1.1 Samosdružená rozš́ı̌reńı symetrických operátor̊u

V předchoźı sekci jsme zavedli operátor A na struně s přechodem (3.4). Nyńı ukážeme,
že je symetrický a dokonce samosdružený.

Věta 3.1. Operátor A daný v (3.4) je samosdružený.

D̊ukaz. Budeme postupovat obdobně k [5]. Symetričnost rychle plyne z podmı́nek de-
finičńıho oboru domA a úpravy platné pro ∀φ, ψ ∈ dom(A):

(φ,Aψ) = ε−

∫
Ω−

φ̄ψ′′ − ε+
∫

Ω+

φ̄ψ′′

= −ε−
∫

Ω−

φ̄′ψ′ + ε+

∫
Ω+

φ̄′ψ′ + ε−[φ̄ψ′]0
−

−b − ε+[φ̄ψ′]a0+

= ε−

∫
Ω−

φ̄′′ψ − ε+
∫

Ω+

φ̄′′ψ + ε−[φ̄ψ′]0
−

−b − ε+[φ̄ψ′]a0+ − ε−[φ̄′ψ]0
−

−b + ε+[φ̄ψ]a0+

= (Aφ, ψ).

(3.5)

Součet člen̊u vyč́ıslených na hranici Ω− a Ω+ je z vlastnosti domA na rozhrańı nulový.

Nyńı bychom rádi dokázali i rovnost definičńıch obor̊u dom(A) = dom(A∗) a měli tak
samozdruženost A. Z definice sdruženého operátoru plyne, že A∗ je rozš́ı̌reńım A, neboli
A ⊂ A∗ ve smyslu inkluze definičńıch obor̊u. Stač́ı tak ukázat pouze opačnou inkluzi.
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Budeme opět upravovat výraz (φ,Aψ), nyńı však pro φ ∈ dom(A∗), ψ ∈ dom(A). Abychom
mohli zopakovat stejnou úpravu pomoćı per-partes, muśıme zajistit, že φ′, φ′′ existuje
(na Ω− i Ω+) i pro φ ∈ dom(A∗). Jinými slovy, chceme zajistit, aby i všechny prvky
dom(A∗) \ dom(A) měli derivace do druhého řádu (ve slabém smyslu).

Pro tento d̊uvod si zavedeme symetrickou restrikci Ȧ : H2(Ω−) ⊕ H2(Ω+) ⊂ L2(Ω) →
L2(Ω), ∀ψ ∈ dom(Ȧ), Ȧ ψ = A ψ a

dom Ȧ = {ψ ∈ H2(Ω−)⊕H2(Ω+)|Aψ ∈ L2(Ω),

0 = ψ(−b) = ψ(a) = ψ(0+) = ψ(0−) = ψ′(0+) = ψ′(0−)}. (3.6)

Z úpravy výrazu (φ, Ȧ ψ) = (Ȧφ, ψ), můžeme i kompletně určit definičńı obor dom(Ȧ∗)
[7, Example III.5.32]:

dom Ȧ∗ = {ψ ∈ H2(Ω−)⊕H2(Ω+) | ψ(−b) = 0 = ψ(a)}. (3.7)

Posledńı inkluzi A∗ ⊂ Ȧ∗ źıskáme také př́ımo z definice sdruženého operátoru a Ȧ ⊂ A.
Celkem dostáváme vztahy

Ȧ ⊂ A ⊂ A∗ ⊂ Ȧ∗. (3.8)

Máme odpověd’ na naši p̊uvodńı otázku – pro φ ∈ dom(A∗) existuje i φ′, φ′′, nebot’ plat́ı
φ ∈ dom(A∗) ⊂ dom(Ȧ∗) a množina dom(Ȧ∗) obsahuje funkce s derivacemi do druhého
řádu (opět ve slabém smyslu).

Vrat’me se k úpravě následuj́ıćıho výrazu pro ∀φ ∈ dom(A∗), ψ ∈ dom(A):

(φ,Aψ) = ε−

∫
Ω−

φ̄′′ψ − ε+
∫

Ω+

φ̄′′ψ + ε−[φ̄ψ′]0
−

−b − ε+[φ̄ψ′]a0+ − ε−[φ̄′ψ]0
−

−b + ε+[φ̄ψ]a0+

!
= (ϕ, ψ) = (A∗φ, ψ),

(3.9)

tedy chceme, aby členy v závorkách byly nulové

ε−[φ̄ψ′]0
−

−b − ε+[φ̄ψ′]a0+ − ε−[φ̄′ψ]0
−

−b + ε+[φ̄ψ]a0+
!

= 0 (3.10)

Tato rovnost má platit pro všechny ψ ∈ dom(A). Volbou konkrétně zvolených ψ ∈ dom(A)
dostaneme nutné podmı́nky na φ ∈ dom(A∗), a tak dokážeme plně určit dom(A∗). Upra-
vujme levou stranu posledńı rovnosti (využ́ıváme ψ ∈ dom(A)):

ε−[φ(0−)ψ′(0−)− φ(−1)ψ′(−1)]− ε+[φ(1)ψ′(1)− φ(0+)ψ′(0+)]−
− ε−[φ′(0−)ψ(0−)− φ′(−1)ψ(−1)] + ε+[φ′(1)ψ(1)− φ′(0+)ψ(0+)] =

= −ψ(0+)[ε−φ′(0−) + ε+φ′(0+)] + ψ′(0+)[ε+φ(0−)− ε+φ(0+)]−
− ε−φ(−1)ψ′(−1)− ε+φ(1)ψ′(1)

!
= 0

(3.11)
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(a) Nulová funkce na okoĺı nuly. (b) Nulová funkce na okoĺı nuly.

Obrázek 3.2: Volby funkćı ψ.

(a) Nulová funkce na okoĺı koncových bod̊u. (b) Konstantńı funkce na okoĺı nuly.

Obrázek 3.3: Volby funkćı ψ.

Postupně budeme volit hladké funkce ψ z definičńıho oboru A tak, abychom vynulovali
všechny členy v (3.11) až na jeden. Z jediného nenulového členu poté urč́ıme podmı́nku
na φ.

Nejprve vybereme funkci (Obrázek 3.2a), která má libovolnou nenulovou derivaci v −1 a
dále spojitě stoupá a následně klesá, až vymiźı na okoĺı nuly. Na intervalu (0, 1) je tato
funkce konstantně nulová. Pro takovou funkci se výraz (3.11) zjednoduš́ı na ε+φ(1)ψ′(1) =
0 a tedy dostáváme

φ(−1) = 0. (3.12)

Daľśı funkci (Obrázek 3.2b) voĺıme zrcadlově převrácenou podle osy y. Tak dostaneme

φ(1) = 0. (3.13)

Ve třet́ım a čtvrtém př́ıpadě bychom chtěli dosáhnout jednotlivě ψ′(−1) = 0 = ψ′(1).
Proto za daľśı funkci (Obrázek 3.3a) voĺıme tak, aby vymizela na okoĺı koncových bod̊u
intervalu a byla nulová na rozhrańı, ale s nenulovou derivaćı na rozhrańı. Z tohoto dosta-
neme požadavek

φ(0+) = φ(0−). (3.14)
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Posledńı funkci (Obrázek 3.3b) voĺıme opět nulovou na okoĺı koncových bod̊u a s nenulovou
hodnotou funkce na rozhrańı, ale s nulovou derivaćı v témž bodě. Potom

ε+φ
′(0+) = −ε−φ′(0−). (3.15)

T́ım jsme dokázali dom(A∗) = dom(A) a operátor A je samosdrzužený.

3.1.2 Spektrum

Budeme hledat vlastńı č́ısla λ a vektory f± na odpov́ıdaj́ıćıch oblastech Ω± splňuj́ıćı
Af± = λf± neboli

f ′′+ = − λ

ε+
f+, f ′′− =

λ

ε−
f−. (3.16)

Př́ıpad λ = 0: Uvažujme nejprve λ = 0. To nám dává f ′′+ = 0, f ′′− = 0 a postupným apli-
kováńım podmı́nek definičńıho oboru dostáváme vztahy mezi koeficienty lineárńı funkce.
Nakonec urč́ıme

f+(x) = A(x− a), f−(x) = −Aε+
ε−

(x+ b)

ε+
ε−
b = a, A ∈ R

(3.17)

tedy vlastńı vektory pro λ = 0 existuj́ı pouze pokud plat́ı ε−
ε−
b = a a potom odpov́ıdaj́ıćı

podprostor má dimenzi 1.

Nejprve poznamenejme, že následuj́ıćı rozděleńı na kladné a záporné hodnoty λ neńı ne-
zbytně nutné – diferenciálńı rovnice (3.16) má řešeńı v podobě (komplexńıch) exponenciál
nezávisle na znaménku koeficientu na pravých stranách rovnice. Mohli bychom tedy oba
př́ıpady řešit souhrnně velice podobným postupem. Rozděleńı bylo provedeno pro kont-
rolu. Tedy po vyřešeńı např. př́ıpadu λ > 0 můžeme źıskat i ostatńı řešeńı pomoćı vztahu
tan(ix) = i tanh(x), kde i je imaginárńı jednotka a x ∈ R.

Př́ıpad λ > 0: Z rovnice pro vlastńı vektory (3.16) ihned vid́ıme, že obecné řešeńı bude
ve tvaru

f+(x) = A+ cos(µ+x) +B+ sin(µ+x)

f−(x) = A− cosh(µ−x) +B− sinh(µ−x),

kde µ2
+ = λ

ε+
a µ2
− = λ

ε−
. Použili jsme řešeńı ve formě trigonometrických a hyperbolických

funkćı, protože se nám tak budou lépe splňovat dodatečné podmı́nky.

Ze spojitosti funkćı v definičńım oboru urč́ıme ihned A+ = A− := A. Z podmı́nky na
skok derivaćı urč́ıme zase ε+µ+B+ = −ε−µ−B−. Z dirichletovské podmı́nky dostáváme

A cos(µ+a) +B+ sin(µ+a) = 0

A cosh(µ−b)−B− sinh(µ−b) = 0.
(3.18)
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• Př́ıpad sin(µ+a) = 0: Uvažujme nejdř́ıv sin(µ+a) = 0 (jako u homogenńıch strun):
=⇒ A = 0 =⇒ B− = 0 (sinh(µ−b) 6= 0, protože λ 6= 0) =⇒ B+ = 0. A dostáváme tak
triviálńı řešeńı pro f+ i pro f−.

• Př́ıpad cos(µ+a) = 0: =⇒ B+ = 0 =⇒ B− = 0 =⇒ A = 0, což opět vede na
triviálńı řešeńı.

Tyto dva body jistě nemohou nastat zároveň a tak se dostáváme k posledńımu bodu.

• Př́ıpad sin(µ+a) 6= 0 ∧ cos(µ+a) 6= 0:

B+ = −A cotanµ+a =⇒ B− = −ε+
ε−

µ+

µ−
cotanµ+a =⇒ cotanhµ−b =

√
ε+
ε−

cotanµ+a.

Z toho už jen uprav́ıme (d́ıky podmı́nce tohoto bodu) na

1

ε−µ−
tanh(bµ−) =

1

ε+µ+

tan(aµ+), (3.19)√
1

ε−
tanh(b

√
λ

ε−
) =

√
1

ε+
tan(a

√
λ

ε+
). (3.20)

Vlastńı vektory jsou ve tvaru

f+(x) = A(cosµ+x− cotanµ+a sin(µ+x)),

f−(x) = A(coshµ−x+

√
ε+
ε−

cotanµ+a sinh(µ−x)).

Př́ıpad λ < 0: Obdobně předchoźımu př́ıpadu máme trigonometrické řešeńı na Ω− a
hyperbolické na Ω+

f+(x) = A+ cosh(µ+x) +B+ sinh(µ+x)

f−(x) = A− cos(µ−x) +B− sin(µ−x),

kde µ2
+ = −λ

ε+
a µ2
− = −λ

ε−
. Stejnými úpravami docháźıme k řešeńı pro λ ve tvaru

√
1

ε+
tanh

a√−λ
ε+

 =

√
1

ε−
tan

b√−λ
ε−

 . (3.21)

Vlastńı vektory jsou ve tvaru

f+(x) = A(cosh(µ+x)−
√
ε−
ε+

cotan(µ−b) sinh(µ+x))

f−(x) = A(cos(µ−x) + cotan(µ−b) sin(µ−x)).
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Shrňme několik prvńıch řešeńı pro r̊uzné hodnoty a, b, ε± pomoćı graf̊u rovnic (Obrázky 3.4,
3.5, 3.6) pro vlastńı č́ısla a samotných vlastńıch funkćı jim př́ısluš́ıćıch.

Několik vlastńıch funkćı f = (f−, f+) pro stejné parametry můžeme vidět na grafech
(Obrázky 3.7, 3.8, 3.9). Multiplikativńı konstantu A jsme volili A = 1, pouze v př́ıpadě
pro a = b = ε+ = ε− jsme volili A = −1.
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x < 0: 1
1 tan(1 x

1 )

x 0: 1
1 tan(1 x

1 )

x < 0: 1
1 tanh(1 x

1 )

x 0: 1
1 tanh(1 x

1 )

Obrázek 3.4: Řešeńı rovnice pro vlastńı č́ısla, a = b = 1, ε+ = ε− = 1. x = 0 je také
řešeńım, ačkoli neńı poznačené.
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x 0: 1
1 tan(1 x
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x 0: 1
3 tanh(1 x

3 )

Obrázek 3.5: Řešeńı rovnice pro vlastńı č́ısla, a = b = 1, ε+ = 1, ε− = 3. x = 0 je řešeńım
této rovnice, ovšem nejedná se o vlastńı č́ıslo (vlastńı vektor je triviálńı).
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Obrázek 3.6: Řešeńı rovnice pro vlastńı č́ısla, a = 1, b = 3, ε+ = ε− = 1. x = 0 opět neńı
vlastńı č́ıslo.
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f 3 = 104.2476965
f 2 = 49.96486203
f 1 = 15.41820572
f 0 = 0
f 1 = 15.41820572
f 2 = 49.96486203
f 3 = 104.2476965

Obrázek 3.7: Vlastńı funkce pro nejnižš́ıch sedm vlastńıch č́ısel, a = b = 1, ε+ = ε− = 1.
Pro tyto parametry existuje nenulové řešeńı pro λ = 0.
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Obrázek 3.8: Vlastńı funkce pro nejnižš́ıch šest vlastńıch č́ısel, a = b = 1, ε+ = 1, ε− = 3.
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Obrázek 3.9: Vlastńı funkce pro nejnižš́ıch šest vlastńıch č́ısel, a = 1, b = 3, ε+ = ε− = 1.

3.2 Nehomogenńı obdélńık

Uvažujme oblasti v dvourozměrném prostoru, Ω+ = (0, a) × (0, c),Ω− = (−b, 0) × (0, c)
pro konstantńı a, b, c > 0. Dále definujme úsečku C = {0} × (0, c). Poznamenejme, že
heterogenńı obdélńık můžeme zapsat kartézským součinem heterogenńı struny (−b, a) a
homogenńı struny (0, c), což nám napov́ıdá, že budeme moci využ́ıt předchoźı výsledky.

Ω− Ω+

y

x

−b a

c

C

−ε− ε+

Obrázek 3.10: Obdélńık s konstantńımi permitivitami na Ω±, ale se skokem na C.

Zkoumejme chováńı operátoru A na oblasti Ω := Ω− ∪ C ∪ Ω+.Pro náš operátor opět sta-
nov́ıme definičńı obor v rámci Sobolevových prostor̊u. Budeme uvažovat derivace v slabém
smyslu a dostáváme tak podmı́nky na spojitost funkćı. Obdobně k předchoźımu jedno-
rozměrnému př́ıpad se ukazuje [2], že můžeme volit

A

(
f+

f−

)
=

(
−ε+∆f+

ε−∆f−

)
, (3.22a)

domA =


f±|∂Ω = 0,

f =

(
f+

f−

)
∈ H2(Ω+)⊕H2(Ω−) f+|C = f−|C,

ε+∂nf+|C = ε−∂nf−|C

 , (3.22b)
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kde požadujeme, aby funkce byly kvadraticky integrabilńı i s druhými derivacemi, funkce
na hranici Ω byly nulové a také požadujeme spojitost funkćı na C spolu s rovnost́ı
normálových derivaćı funkćı na C na odpov́ıdaj́ıćıch oblastech. Vektor normály k C uvažu-
jeme směřuj́ıćı ven z oblasti.

Vid́ıme, že řešeńı bude na oblastech Ω± vyhovovat homogenńım obdélńık̊um s konstantńımi
kladnými parametry ε±, které jsme již dř́ıve zpracovali – jediný rozd́ıl bude v okrajových
podmı́nkách. Funkce na jednotlivých oblastech muśıme napojit tak, aby na úsečce C byly
spojitě navázané a aby platila podmı́nka se skokem normálových derivaćı.

3.2.1 Spektrum

Tvrzeńı 3.2. Necht’ A je operátor (3.22) na obdélńıkové oblasti z této kapitoly. Potom
plat́ı následuj́ıćı.

1. Pro spektrum operátoru A máme

σ(A) = σ∞ ∪ σ0 a

definujeme

σ∞ =
∞⋃
n=1

∞⋃
m=−∞

{λn,m},

kde {λn,m}m∈Z je pro každé pevné n ∈ N rostoućı posloupnost kořen̊u rovnice

tan(a
√

λ
ε+
− (nπ

c
)2)

ε+
√

λ
ε+
− (nπ

c
)2

=
tanh(b

√
λ
ε−

+ (nπ
c

)2)

ε−
√

λ
ε−

+ (nπ
c

)2
(3.23)

pro λ 6= ±ε±(nπ
c

)2 a připoušt́ı se i záporné výrazy pod odmocninou. Klademe λn,0,
pokud je 0 řešeńım, jinak necháváme index 0 nedefinovaný a klademe λn,±1 jako
nejmenš́ı kladné, resp. nejvěťśı záporné řešeńı. K těmto vlastńım č́ısl̊um λn,m jsou
př́ıslušné vlastńı vektory ve tvaru fn,m(x, y) = Nn,m · χn(y)ψn,m(x), kde χn(y) =√

2
c

sin(nπ
c
y),

ψn,m(x) =

sinh(
√

λn,m

ε−
+ (nπ

c
)2 b) sin(

√
λn,m

ε+
− (nπ

c
)2 (a− x)) x > 0

sin(
√

λn,m

ε+
− (nπ

c
)2 a) sinh(

√
λn,m

ε−
+ (nπ

c
)2 (b+ x)) x < 0

(3.24)

a Nn,m je normovaćı konstanta.

Dále definujeme
σ0 = {ν+, ν−},

kde ν+ = ε+(nπ
c

)2 pro jedno takové n ∈ N, které vyhovuje rovnici

tanh(
nπ

c

√
1 +

ε−
ε+
b) =

ε−
ε+

nπ

c

√
1 +

ε−
ε+
a,
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pokud existuje. Dále ν− = −ε−(nπ
c

)2 pro jedno takové n ∈ N, které vyhovuje rovnici

tanh(
nπ

c

√
1 +

ε+
ε−
b) =

ε+
ε−

nπ

c

√
1 +

ε+
ε−
b,

pokud existuje. K těmto vlastńım č́ısl̊um ν+ a ν− odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory ve tvaru
fν±(x, y) = N±n,m · χn(y)φν±(x), kde n je z definice ν±, χn je stejná jako výše,

φν+(x) =


(x− a) sinh(bnπ

c

√
1 + ε+

ε−
) x > 0,

−a sinh(nπ
c

√
1 + ε+

ε−
(x+ b)) x < 0,

(3.25)

φν−(x) =


b sinh(nπ

c

√
1 + ε−

ε+
(a− x)) x > 0,

(x+ b) sinh(anπ
c

√
1 + ε−

ε+
) x < 0.

(3.26)

a N±n,m jsou opět normovaćı konstanty.

2. Body spektra se akumuluj́ı do ±∞.

3. Esenciálńı spektrum obsahuje 0 právě tehdy, když ε− = ε+. V opačném př́ıpadě je
prázdné.

D̊ukaz. Provedeme separaci proměnných na oblastech Ω±. Dř́ıve jsme viděli, že ve směru

rovnoběžně k rozhrańı můžeme volit dirichletovskou bázi χn(y) =
√

2
c

sin(nπ
c
y). Libovolný

vektor v našem prostoru zaṕı̌seme jako

Ψ(x, y) =
∞∑
n=1

ψn(x)χn(y) (3.27)

a rovnici pro vlastńı č́ısla a funkce (AΨ)(x, y) = λΨ(x, y).

Po provedeńı záměny sumy a derivaćı obdrž́ıme

∓ε±
∞∑
n=1

(
ψ′′n±(x)χn(y)− ψn±(

nπ

c
)2χn(y)

)
= λ

∞∑
n=1

ψn±(x)χn(y). (3.28)

Záměnu operátoru A (derivace) a sumy můžeme použ́ıt d́ıky následuj́ıćımu. Na rovnost

AΨ(x, y) = A

∞∑
n=1

ψn(x)χn(y) (3.29)
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aplikujeme skalárńı součin (χn, ·)L2(J2) a využijeme ortonormality {χn}n spolu se spojitost́ı
skalárńıho součinu

(χn, A
∞∑
m=1

ψmχm)L2(J2) = lim
N→∞

(A∗χn,
N∑
m=1

ψmχm)L2(J2)

= lim
N→∞

N∑
m=1

(A∗χn, ψmχm)L2(J2)

= lim
N→∞

N∑
m=1

(χn, Aψmχm)L2(J2)

= lim
N→∞

N∑
m=1

(χn, χmA
mψm)L2(J2)

= lim
N→∞

Anψn = Anψn,

(3.30)

kde Anψ znač́ı

(Anψ)(x) := ψ′′(x)− (
nπ

c
)2ψ(x). (3.31)

Z těchto Fourierových koeficient̊u už plyne Ψ(x, y) =
∑∞

n=1 χn(y)Anψn(x).

Rovnici (3.28) můžeme d́ıky stejné úvaze zapsat ve tvaru ∀n ∈ N:

−ε+
(
ψ′′n+(x)− ψn+(

nπ

c
)2

)
= λψn+(x),

ε−

(
ψ′′n−(x)− ψn−(

nπ

c
)2

)
= λψn−(x).

(3.32)

Zbývaj́ıćı okrajové podmı́nky můžeme přepsat už pouze pro funkce ψn± :

ψn+(a) = 0 = ψn−(−b), ψn+(0) = ψn−(0), ε+ψ
′
n+(0) = −ε−ψ′n−(0). (3.33)

V tom už poznáváme předchoźı situaci s heterogenńı strunou (−b, a), protože ψn se ř́ıd́ı
rovnićı

ψ′′n± = ((
nπ

c
)2 ∓ λ

ε±
)ψn± := C±n ψn±. (3.34)

Jediný rozd́ıl, který muśıme ohĺıdat, spoč́ıvá v rozděleńı možných znamének koeficientu
na pravé straně rovnice (3.34) a (3.16). Př́ımým postupem ověř́ıme, že tato možnost je
také zahrnuta v jednotné rovnici pro vlastńı č́ısla.

Protože naše funkce ψn± vyhovuj́ı naprosto stejné rovnici, kterou jsme již vyřešili se
stejnými okrajovými podmı́nkami, známe řešeńı. Jediný rozd́ıl oproti předchoźı struně
spoč́ıvá v tom, že nyńı nemaj́ı koeficienty na pravých stranách diferenciálńı rovnice pro
Ω+ a Ω− tak jednoduchý vztah jako u struny, tud́ıž se některé členy nepokrát́ı.
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Př́ıpad λ 6= ±ε±(nπ
c

)2, n ∈ N: Před dosazeńım za µ± do (3.19) u heterogenńı struny a
po přeznačeńı pro současnou situaci

µ+
n :=

√
−C+

n =

√
λ

ε+
− (

nπ

c
)2, µ−n :=

√
C−n =

√
λ

ε−
+ (

nπ

c
)2, (3.35)

dostáváme stejně jako u struny (využ́ıváme jednotný zápis)

1

ε+µ+
n

tan(aµ+
n ) =

1

ε−µ−n
tanh(bµ−n ), (3.36)

kam už stač́ı jen dosadit za µ±n a dostáváme (3.23) z tvrzeńı:

tan(a
√

λ
ε+
− (nπ

c
)2)

ε+
√

λ
ε+
− (nπ

c
)2

=
tanh(b

√
λ
ε−

+ (nπ
c

)2)

ε−
√

λ
ε−

+ (nπ
c

)2
. (3.37)

Vlastńı vektory potom jsou

ψn+(x) = A(cos(µ+x− cot(µ+a) sin(µ+x))

ψn−(x) = A(cosh(µ−x) + coth(µ−b) sinh(µ−x)),

kam už jen opět dosad́ıme

ψn+(x) = A(cos(

√
λ

ε+
− (

nπ

c
)2x)− cot(

√
λ

ε+
− (

nπ

c
)2a) sin(

√
λ

ε+
− (

nπ

c
)2x))

ψn−(x) = A(cosh(

√
λ

ε−
+ (

nπ

c
)2x) + coth(

√
λ

ε−
+ (

nπ

c
)2b) sinh(

√
λ

ε−
+ (

nπ

c
)2x)).

Po redefinici konstanty A a pomoćı součtového vzorce pro sin, respektive pro sinh, dosta-
neme vlastńı vektory (3.24) z tvrzeńı.

Př́ıpad λ = ±ε±(nπ
c

)2: Nyńı ověř́ıme, zda vlastńı hodnoty λ = ±ε±(nπ
c

)2 , které jsme
výše vyloučili, maj́ı netriviálńı vlastńı vektory.

Uvědomme si, že př́ıpad λ = ε+(nπ
c

)2 odpov́ıdá C+
n = 0. Potom př́ımým postupem (opět

aplikováńı okrajových podmı́nek) dostáváme, ale pouze za splněńı podmı́nky

1

ε−µ−
tanhµ−b =

1

ε+
a,

µ− =
√
C−n =

nπ

c

√
1 +

ε+
ε−
,

(3.38)

vlastńı vektory ve tvaru

ψn+(x) = A(x− a),

ψn−(x) = −Aa(cosh(µ−x) + coth(µ−b) sinh(µ−x)).
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Obrázek 3.11: Vlastńı vektory fn,m z rovnice (3.24) normované v maximové normě k 1,
ε+ = ε− = a = b = c = 1
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Obrázek 3.12: Vlastńı vektory fn,m z rovnice (3.24) normované v maximové normě k 1,
ε+ = 3, ε− = a = b = c = 1.
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Podobně pro λ = −ε−(nπ
c

)2 odpov́ıdaj́ıćı C−n = 0 opět máme

1

ε+µ+

tanhµ+a =
1

ε−
b,

µ+ =
√
C+
n =

nπ

c

√
1 +

ε−
ε+
.

(3.39)

Při splněńı této podmı́nky dostáváme vlastńı vektory

ψn−(x) = A(x+ b),

ψn+(x) = Ab(cosh(µ+x)− coth(µ+a) sinh(µ+x)).

Poznamenejme, že podmı́nky (3.38) a (3.39) opravdu mohou být zajǐstěny. Např́ıklad pro
a = 1, b = 2, c ≈ 4.64, ε+ = ε− = 1, n = 1 je (3.38) splněna.

Druhý a třet́ı bod tvrzeńı vyplývá z následuj́ıćıho. Necht’ Λ je konečný hromadný bod spek-
tra. Potom, protože jsme na metrickém prostoru, existuje nějaká posloupnost vlastńıch
č́ısel {λk} ⊂ σ(L), která k Λ konverguje. Rovnici pro vlastńı č́ısla si převedeme do tvaru

tan(a
√

λk
ε+
− (nπ

c
)2)

tanh(b
√

λk
ε−

+ (nπ
c

)2)
=
ε+
ε−

√√√√ λk
ε+
− (nπ

c
)2

λk
ε−

+ (nπ
c

)2
.

Po provedeńı limitńıho přechodu k →∞ (λk →∞) na obou stranách rovnice a provedeńı
úprav s komplexńım argumentem už vid́ıme nutnou podmı́nku

1 =
ε+
ε−
.

V opačném př́ıpadě, tedy ε+ 6= ε−, neexistuje žádný konečný hromadný bod spektra.
Z toho už plyne druhý bod tvrzeńı.

Pro paramtery ε− = ε+ je nula v esenciálńım spektru. Výraz vzniklý z rovnice pro vlastńı
hodnoty po provedeńı limitńıch přechodu λ→ 0 splňuje

lim
n→∞

tan
(
anπ
c

)
ε+

− tan
(
bnπ
c

)
ε−

=
π

2

(
1

ε+
− 1

ε−

)
= 0.

a tud́ıž je 0 hromadný bod a patř́ı do esenciálńıho spektra operátoru.
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Obrázek 3.13: Řešeńı rovnice pro vlastńı č́ısla, L+
n a R−n znač́ı levou, resp. pravou stranu

rovnice (3.23). λ = 0 je řešeńım pro všechna n ∈ N.
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Obrázek 3.14: Řešeńı rovnice pro vlastńı č́ısla (3.23). λ = 0 je řešeńı pouze pro n = 0,
ale 0 je hromadným bodem spektra. Řešeńı konverguje k 0 exponenciálně (λ1 = 0.036 a
λ2 = 0.00027).
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Obrázek 3.15: λ = 0 již neńı hromadným bodem spektra.
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3.2.2 Esenciálńı samosdruženost

Dále bychom chtěli ukázat obdobu samosdruženosti jednorozměrného operátoru (3.4),
i když jednorozměrný př́ıpad je dosti odlǐsný od v́ıcerozměrných př́ıpad̊u.

Definice 3.3. Esenciálně samosdružený operátor A je takový symetrický operátor, jehož
uzávěr A je samosdružený.

Poznámka 3.4. Každý symetrický operátor A je uzav́ıratelný a existuje jeho nejmenš́ı
uzavřené symetrické rozš́ıřeńı A. Samosdružené rozš́ıřeńı však nemuśı existovat.

Věta 3.5. Necht’ A je symetrický operátor na Hilbertově prostoru H a necht’ {ψn}∞n=0 je
úplná ortonormálńı množina v H. Pokud pro každé n plat́ı ψn ∈ dom(A) a existuje λn

tak, že Aψn = λnψ, potom je A esenciálně samosdružený. Spektrum A je uzávěr σ(A)
R

v R.

D̊ukaz. Viz [3, Lemma 1.4.1].

Lemma 3.6. Operátor A je symetrický.

D̊ukaz. Pro operátor A : L2(Ω)→ L2(Ω) plat́ı, ∀φ, ψ ∈ domA:

(φ,Aψ)g = −
∫

Ω0

φ̄[∂1(ε ∂1 ψ) + ∂2(ε ∂2 ψ)]

= −
∫

Ω+

ε+φ̄[∂2
1 ψ) + ∂2

2 ψ)] +

∫
Ω−

ε−φ̄[∂2
1 ψ) + ∂2

2 ψ)]

= −ε+
∫ c

0

dx2

∫ a

0

dx1 φ̄ ∂1(∂1 ψ)− ε+
∫ a

0

dx1

∫ c

0

dx2 φ̄ ∂2(∂2 ψ)

+ ε−

∫ c

0

dx2

∫ a

0

dx1 φ̄ ∂1(∂1 ψ) + ε−

∫ 0

−b
dx1

∫ c

0

dx2 φ̄ ∂2(∂2 ψ)

= ε+

∫
Ω+

(∂1 φ̄)(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)(∂2 ψ)− ε−
∫

Ω−

(∂1 φ̄)(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)(∂2 ψ)

− ε+(

∫ a

0

dx2[φ̄ ∂1 ψ]
(c,·)
(0,·) +

∫ c

0

dx1[φ̄ ∂2 ψ]
(·,a)
(·,0))

+ ε−(

∫ 0

−b
dx2[φ̄ ∂1 ψ]

(c,·)
(0,·) +

∫ c

0

dx1[φ̄ ∂2 ψ]
(·,0)
(·,−b))

= ε+

∫
Ω+

(∂1 φ̄)(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)(∂2 ψ)− ε−
∫

Ω−

(∂1 φ̄)(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)(∂2 ψ)

+

∫ c

0

dx2(ε+φ̄+(0, x2) ∂1 ψ+(0, x2) + ε−φ̄−(0, x2) ∂1 ψ−(0, x2))) + 0

= (∂1 φ+, ε ∂1 ψ+) + (∂2 φ−, ε ∂2 ψ−)

= (∇φ, ε∇ψ) = (Aψ, φ),

kde jsme využili definičńı obor operátoru domA (dirichletovské okrajové podmı́nky a
vztah mezi ψ± na rozhrańı).
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Lemma 3.7. Vlastńı funkce operátoru A na obdélńıku (3.22) tvoř́ı ortonormálńı množinu
v L2(Ω). Soubor Sn := {ψn,m}m∈Z tvoř́ı pro libovolné pevné n ∈ N bázi L2((−b, a)).

D̊ukaz. Tvrzeńı můžeme ukázat př́ımo, ale můžeme si ulehčit práci následuj́ıćım. Pokud
by existoval samosdružený operátor Ã, který má za vlastńı vektory právě vlastńı vektory
A, potom se nutně muśı jednat o navzájem ortonormálńı vektory. Pokud dokonce spek-
trum σ(Ã) bude čistě bodové (σess(Ã) = ∅), potom jsou splněny předpoklady spektrálńıho
teorému pro samosdružené operátory [9, Thm. 3.3] a vlastńı vektory Ã potom tvoř́ı do-
konce ortonormálńı bázi celého prostoru.

Vı́me, že vlastńı vektory A jsou ve tvaru fn,m(x, y) = Nn,mχn(y)ψn,m(x), viz Tvrzeńı 3.2.

Funkce χn(y) =
√

2
c
sin(nπ

c
y) jsou ortonormálńı v L2((0, c)) a tak stač́ı ukázat ortonorma-

litu ψn,m(x).

Zavedeme operátor

Anψn =

{
−ε+

(
ψ′′n − (nπ

c
)2ψn(x)

)
x ∈ (0, a),

ε−
(
ψ′′n − (nπ

c
)2ψn(x)

)
x ∈ (−b, 0),

(3.40)

s definičńım oborem daným (3.4) a budeme se snažit ukázat jeho samosdruženost pro
všechna přirozená n. Budeme postupovat naprosto stejně jako v sekci o samosdruženém
operátoru na p̊ulené struně.

∀ψ, φ ∈ domAn:

(ψ,Anφ) = ε−

∫ 0

−b
ψ−(φ′′− − (

nπ

c
)2φ−)− ε+

∫ a

0

ψ+(φ′′+ − (
nπ

c
)2φ+)

= −ε−
∫ 0

−b
ψ′−φ

′
− − ε−(

nπ

c
)2

∫ 0

−b
ψ−φ− + ε−[ψ−φ

′
−]0−b

+ ε+

∫ a

0

ψ′+φ
′
+ + ε+(

nπ

c
)2

∫ a

0

ψ+φ+ − ε+[ψ+φ
′
+]a0

= −ε−
∫ 0

−b
ψ′−φ

′
− − ε−(

nπ

c
)2

∫ 0

−b
ψ−φ− + ε+

∫ a

0

ψ′+φ
′
+ + ε+(

nπ

c
)2

∫ a

0

ψ+φ+

= ε−

∫ 0

−b
φ−(ψ′′− − (

nπ

c
)2ψ−)− ε+

∫ a

0

φ+(ψ′′+ − (
nπ

c
)2ψ+)

= (Anψ, φ),

(3.41)

kde jsme provedli dvakrát integraci per-partes a hraničńı podmı́nky se odečtou na nulu
d́ıky vlastnostem funkćı a jejich derivaćı v definičńım oboru operátoru An.

Nyńı potřebujeme ukázat, že definičńı obor An je stejný jako definičńı obor sdruženého
operátoru A∗n. To je opět naprosto obdobné d̊ukazu Věty 3.1.

Komentujme, že operátor An má pro pevné n ∈ N prázdné esenciálńı spektrum, jak
může být vidět ze sekce pro nehomogenńı strunu pomoćı lehké obměny. Tedy jeho vlastńı
vektory opravdu tvoř́ı bázi H2((−b, a)).
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Lemma 3.8. Vlastńı funkce fn,m operátoru A na obdélńıku (3.22) tvoř́ı úplnou orto-
normálńı množinu v L2(Ω).

D̊ukaz. Budeme postupovat obdobně jako v [7, V, Ex. 1.10]. Ukážeme implikaci ∀w ∈
L2(Ω),∀n,m ∈ N, ((w, fn,m) = 0 =⇒ w = 0). Jinými slovy, w = 0 je jediný vektor kolmý
ke každému vektoru fn,m z ortogonálńıho souboru.

Mějme nějaké w, pro které plat́ı výše uvedená rovnost (w, fn,m) = 0. Definujeme

wn,m(y) =

∫ a

−b
w(x, y)ψn,m(x) dx (3.42)

a plat́ı wn,m ∈ L2((0, c)), nebot’ ze Schwarzovy nerovnost a ortonormality {ψn,m} plyne

|wn,m(y)|2 ≤
∫ a

−b
|w(x, y)|2 dx

∫ a

−b
|ψn,m(x)|2 dx =

∫ a

−b
|w(x, y)|2 dx (3.43)

a zároveň ∫ c

0

|wn,m(y)|2 dy ≤
∫

Ω

|w(x, y)|2 dx dy = ‖w‖2. (3.44)

To už omezuje ‖wn,m‖, tj. w ∈ L2((0, c)). Můžeme psát

0 = (w, fn,m) = (w,ψn,mχn) = (wn,m, χn), (3.45)

z čehož, po uvážeńı úplnosti {χn}, plyne ∀n,m : wn,m = 0. To už z úplnosti {ψn,m}n∈N
(jedná se o bázi) dokazuje w = 0.

Tvrzeńı 3.9. Operátor A na obdélńıku (3.22) je esenciálně samosdružený.

D̊ukaz. Tvrzeńı je d̊usledkem předchoźıch lemmat a Věty 3.5.

Jinými slovy, separaćı proměnných jsme opravdu našli všechny vlastńı vektory a celé
spektrum.
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Kapitola 4

Křivé variety

Budeme volit obdélńık podobně jako v předchoźı kapitole

Ω0 = (−b, a)× (0, c) ≡ J1 × J2 (4.1)

a materiálové rozhrańı bude ležet na C = {0} × (0, c). Metamateriál se tedy opět nacháźı
v Ω0− = (−b, 0)× J2 a materiál s kladnou permitivitou na Ω0+ = (0, a)× J2.

Nyńı však budeme uvažovat dvourozměrnou riemannovskou varietuM. O varietě budeme
předpokládat, že jej́ı Gaussova křivost K je spojitá (to plat́ı za předpokladu, že M je
řádu C3 nebo že je vložena do R3). Na varietě budeme uvažovat C2 křivku Γ : J2 →M
parametrizovanou obloukem pomoćı x2. Γ odpov́ıdá rozhrańı mezi materiály C. Pro daľśı
podrobnosti viz [10], odkud jsme čerpali mnohé informace a výsledky této kapitoly.

−b
a

c

N(x2)

Γ(x2) Ω

M

Ω0− Ω0+

x2

x1

−b a

c

C

−ε− ε+

(Ω0, g)

0

L−1

0

Obrázek 4.1: Křivka Γ na riemannovské varietě umožňuje v každém bodě naj́ıt geodetiku,
která je k Γ kolmá, což se dá využ́ıt k definici obdélńıku na varietě. Tento

”
obdélńık“ je

difeomorfńı s obdélńıkem ve Fermiho souřadnićıch x1, x2 (vpravo) s indukovanou metrikou.

Budeme pracovat s tubulárńım okoĺım Ω křivky Γ. Toto okoĺı Ω si v př́ıpadě a = b
můžeme představit jako množinu bod̊u s geodetickou vzdálenosti od křivky Γ menš́ı než
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a. Definujme zobrazeńı L : Ω0 →M pomoćı

L(x1, x2) := expΓ(x2)(x1N(x2)), (4.2)

kde expq je exponenciálńı zobrazeńıM v q ∈M a N(x2) ∈ TΓ(x2)M je normálový vektor
ke křivce Γ v x2 lež́ıćı v tečném prostoru k varietě M. Dále definujeme

Ω := L(Ω0), Ω− := L(Ω0+), Ω+ := L(Ω0−), (4.3)

a pro daľśı postup budeme předpokládat, že L : Ω0 → Ω je diffeomorfismus, abychom
mohli přenášet struktury z M do Ω0. Poznamenejme, že to znamená i mimo jiné, že se
geodetiky na Ω neprot́ınaj́ı, potom by to nemohla být bijekce.

Difeomorfismus L indukuje na Ω0 riemannovskou metriku g a můžeme ztotožnit Ω ⊂M
s riemannovskou varietou (Ω0, g).

Ve Fermiho souřadnićıch (Gaussovy normálńı souřadnice, [4], [8]) má metrický tenzor g
diagonálńı tvar g = diag(1, f 2). Jacobiho rovnice pro neznámou funkci f (ve Fermiho
souřadnićıch xi) má předpis

∂2
1 f +Kf = 0 ∧

{
f(0, ·) = 1

∂1 f(0, ·) = −κ, (4.4)

kde K je Gaussova křivost (vyč́ısleno v bodě variety s lokálńımi souřadnicemi xi), κ
geodetická křivost křivky Γ v bodě x2.

4.1 Laplace-Beltrami na riemannovské varietě

V lokálńıch souřadnićıch na varietě (Ω0, g) máme vztahy pro diferenciálńı operátory gradψ
a divX

(gradψ)i = (dψ)i = gij ∂j ψ, (4.5)

divX =
1√
|g|

∂i(
√
|g|X i). (4.6)

Diferenciálńı výraz − div(ε grad) můžeme na varietě zapsat pomoćı

− div(ε gradψ) = − 1

f
∂1

(
εf ∂ψ

∂x1

)
− 1

f
∂2

(
ε

1

f
∂ψ
∂x2

)
. (4.7)

4.2 Hilbert̊uv prostor na varietě (Ω0, g)

Pro zkoumáńı operátoru na této varietě budeme potřebovat prostor kvadraticky integra-
bilńıch funkćı L2(Ω0, | det g| 12 dx), tedy prostor všech měřitelných funkćı ϕ, ψ na Ω0 pro
které je norma ‖ · ‖g indukovaná skalárńım součinem

(ϕ, ψ)G :=

∫
Ω0

ϕ(x)ψ(x)| det g| 12 dx =

∫
Ω0

ϕ(x)ψ(x)f(x) dx (4.8)
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konečná. Pro f, f−1 ∈ L∞(Ω0, dx) je tato norma ekvivalentńı standardńı L2(Ω0, dx)
normě. I Sobolev̊uv prostor

W 1,2(Ω0, g) := {ψ ∈ L2(Ω0, g) | |∆gψ|2g := ∂i ψg
ij ∂j ψ ∈ L2(Ω0, g)} (4.9)

můžeme ztotožnit s prostoremH1 = W 1,2(Ω0). Poznamenejme, ačkoliv je tento předpoklad
v daľśım triviálně splněn, že pro ztotožněńı H2 = W 2,2(Ω0) muśıme požadovat

∀x1 ∈ J1 : f(x1, ·), f−1(x1, ·) ∈ W 1,∞(J2). (4.10)

4.3 Zavedeńı operátoru

Zavedeme opět dirichletovské okrajové podmı́nky. Urč́ıme definičńı obor diferenciálńıho
výrazu a zavedeme operátor A : L2(Ω0, g)→ L2(Ω0, g)

A

(
ψ+

ψ−

)
=

(
−ε+∆gψ+

ε−∆gψ−

)
(4.11a)

domA :=


ψ± |∂ Ω0= 0,

ψ =

(
ψ+

ψ−

)
∈ H2(Ω+, g)⊕H2(Ω−, g) ψ+(0, ·) = ψ−(0, ·)

ε+ ∂1 ψ+(0, ·) = −ε− ∂1 ψ
′
−(0, ·)


(4.11b)

kde ∆g je Laplace-Bertrami operátor vyjádřený v lokálńıch souřadnićıch pomoćı (4.7).

Pro konstantńı Gaussovu křivost můžeme Jacobiho rovnici (4.4) jednoduše vyřešit - řešeńı
jsou ve tvaru

f(x1, x2) =


cos(
√
Kx1)− κ(x2)√

K
sin(
√
Kx1) pokud K > 0,

1− κ(x2) · x1 pokud K = 0,

cosh(
√
|K|x1)− κ(x2)√

|K|
sinh(

√
|K|x1) pokud K < 0.

Pro zjednodušeńı budeme uvažovat, že K je konstantńı a že křivka Γ je geodetika a tud́ıž
κ = 0. Operátor A na varietě s konstantńı křivost́ı K budeme odted’ označovat AK .

Při rozepsáńı diferenciálńıho výrazu − div(ε gradφ) na jednotlivých oblastech Ω± pro
r̊uzné volby K jednoduše nalezneme vztahy (po nalezeńı K > 0 stač́ı provést substituci
K 7→ −K).

AK =

(
ε+
−ε−

)
·


− 1

cos2(
√
Kx1)

∂2
2− ∂2

1 +
√
K tan(

√
Kx1) ∂1 pokud K > 0,

− ∂2
2− ∂2

1 pokud K = 0,

− 1
cosh2(

√
Kx1)

∂2
2− ∂2

1−
√
K tanh(

√
Kx1) ∂1 pokud K < 0,

(4.12)
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Pro daľśı postup se hod́ı zredukovat možné konstantńı křivosti K na tři základńı př́ıpady

K ∈ {−1, 0, 1}, (4.13)

což je možné d́ıky lemmatu 4.1.

Obrázek 4.2: Tři možné př́ıpady redukované geometrie s konstantńı křivost́ı. [10]

Lemma 4.1. Necht’ je (Ω0, g) varieta s Gaussovou křivost́ı K 6= 0 definovaná výše v (4.3)
a AK lineárńı operátor definovaný v (4.11). Potom existuje homotetická transformace

τ : Ω0 → Ω̃0 oblasti Ω0 = (−b, a)× (0, c) na Ω̃0 = |K| 12 Ω0, že

AKψ |(x1,x2)=
(
|K|Ã(sgnK)ψ̃

)
◦ τ |(x1,x2), (4.14)

kde vlnky znač́ı objekty na Ω̃0. Vlastńı č́ısla operátoru na p̊uvodńı, respektive transformo-
vané oblasti, splňuj́ı

λ(K, a, b, c) = |K|λ(sgnK,
√
Ka,
√
Kb,
√
Kc). (4.15)

D̊ukaz. Předpokládejme K > 0, druhý př́ıpad je obdobný. Gaussovská křivost vari-
ety je invariantńı v̊uči reparametrizaci povrchu. Jacobiho rovnici (4.4) pro křivost K
přenásob́ıme 1

K
a dostáváme

1

K
∂2

1 f + f = 0. (4.16)

Chceme naj́ıt vztah k operátoru na varietě s křivost́ı sgnK = 1. Vid́ıme, že stač́ı naj́ıt

takovou transformaci souřadnic (x1, x2) 7→ (x̃1, x̃2), která splňuje 1
K
∂2

1 f = ∂̃
2

1f̃ (vlnkou
označujeme výrazy v transformovaných souřadnićıch).

Tedy f̃ formálně řeš́ı stejnou rovnici (i počátečńı podmı́nky), jako kdyby byla křivost
variety K̃ = 1. Transformaci x̃1 =

√
Kx1, x̃2 = h(x2), kde h je zat́ım libovolná nenulová

funkce, jednoduše nalezneme derivováńım identity f(x1, x2) = f̃(x̃1(x1, x2), x̃2(x1, x2)).
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Dále potřebujeme, aby se sám operátor A správně transformoval. Př́ımočaře ověř́ıme, že

lineárńı transformace τ

(
x1

x2

)
=

(√
Kx1√
Kx2

)
=

(
x̃1

x̃2

)
splňuje vztah

AKψ |(x1,x2) =

(
− ∂2

2−
1

cos2(
√
K x2)

∂2
1 +
√
K tan(

√
K x2) ∂2

)
ψ |(x1,x2)

=

((
−K∂̃2

2 −
K

cos(x̃2)
∂̃

2

1 +K tan(x̃2)∂̃2

)
ψ̃

)
◦ τ |(x1,x2)

=
(
KÃ1ψ̃

)
◦ τ |(x1,x2) .

(4.17)

Z definičńıho oboru (−b, a)× (0, c) nových vlnkovaných souřadnic a posledńıho vztahu už
plyne lemma.

4.4 Omezeńı

Jak bylo uvedeno dř́ıve, omeźıme se na geodetiky Γ a na konstantńı křivostiK ∈ {1, 0,−1}.
Válec a sféru s K = 0 a K = 1 můžeme vložit (embedding) do R3 globálně, pseudosféru
s K = −1 můžeme chápat jako užitečné znázorněńı pouze lokálně, nebot’ žádný úplný
povrch s konstantńı zápornou křivost́ı nelze globálně vnořit (immersion), tedy ani vložit,
do R3.

V př́ıpadě sférických souřadnic na sféře se dále muśıme omezit i na a, b ∈ (0, π
2
) – tedy tak,

abychom si vyhnuli pólu – pásek by poté degeneroval a neměl dvě hrany, neboli zobrazeńı
L by nebylo difeomorfismus Ω0 → Ω.

4.5 Separace proměnných

Separaćı proměnných obdrž́ıme pro libovolnou Ψ ∈ L2(Ω0, g), [10, Lemma 4.1]

Ψ(x1, x2) =
∞∑
m=1

ψm(x1)φm(x2) v L2(Ω0, g), (4.18)

kde

φm(x2) =

√
2

c
sin(

mπ

c
x2), ψm(x1) = (φm,Ψ(x1, ·))L2(J2). (4.19)

Po rozepsáńı výrazu AKΨ pomoćı tohoto rozkladu a záměně sumy a derivaci, opod-
statněné stejně jako v (3.30), obdrž́ıme

AKΨ =
∞∑
m=1

(AmKψm)⊗ φm = (
∞⊕
m=1

AmKP
m)Ψ, (4.20)
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kde PmΨ je m-tý člen rozvoje funkce Ψ, neboli

(PmΨ)(x1, x2) := (φm,Ψm(x1, ·))L2(J2)φm(x2) (4.21)

a AmK znač́ı p̊usobeńı AK na m-tý člen rozvoje po záměně sumy a derivace

AmK :=

(
ε+
−ε−

)
·


− ∂2

1 + tan(x1) ∂1 + (mπ)2

c2 cos2(x1)
, pokud K = 1,

− ∂2
1 +(mπ

c
)2, pokud K = 0,

− ∂2
1− tanh(x1) ∂1 + (mπ)2

c2 cosh2(x1)
, pokud K = −1.

(4.22)

Operátory AmK p̊usob́ı na prostorech L2(J1, dνK) s mı́rou

dνK :=


cos(x1) dx1, pokud K = +1,

dx1, pokud K = 0,

cosh(x1) dx1, pokud K = −1.

(4.23)

a definičńı obory AmK jsou dány

domAmK := {
(
ψ+

ψ−

)
= ψ ∈ L2(J2) |

(
ψ+

ψ−

)
splňuje podmı́nky (4.11) na J2}.

4.6 Unitárńı transformace

Před řešeńım rovnic se na chv́ıli pod́ıvejme na unitárńı transformace operátor̊u na Hilber-
tově prostoru H [16].

Definice 4.2. Mějme Hilbert̊uv prostor H. Omezený operátor U : H → H nazveme
unitárńı, pokud splňuje UU∗ = U∗U = I, kde I je jednotkový operátor na H.

Tvrzeńı 4.3. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a U : H → H unitárńı operátor. Potom U
zachovává skalárńı součin na H, tedy

∀φ, ψ ∈ H : (Uφ, Uψ)H = (φ, ψ)H. (4.24)

D̊ukaz. (Uφ, Uψ) = (UU∗φ, ψ) = (φ, ψ).

Podobně můžeme definovat i unitárńı zobrazeńı mezi dvěma Hilbertovými prostory.

Definice 4.4. Mějme Hilbertovy prostory H1 a H2. Potom omezené lineárńı zobrazeńı
U : H1 → H2 nazveme unitárńı, pokud zachovává skalárńı součin

∀φ, ψ ∈ H1 : (Uφ, Uψ)H2 = (φ, ψ)H1 (4.25)

a je surjektivńı.
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A nyńı už výsledky, které se nám budou hodit pro připodobněńı spektra operátoru na
varietě k př́ıpadu dř́ıve zkoumanému euklidovského obdélńıku. SymbolyH,H1 aH2 budou
označovat i nadále Hilbertovy prostory.

Věta 4.5. Necht’ operátor A : H1 → H1 je unitárně podobný operátoru B : H2 → H2,
tedy B = U−1AU = U∗AU , kde U : H2 → H1 je unitárńı zobrazeńı. Potom spektrum
obou operátor̊u je shodné. Nav́ıc plat́ı, že operátor A je (esenciálně) samosdružený, právě
když B je (esenciálně) samosdružený.

D̊ukaz. Rovnost spekter ukážeme pomoćı rezolventy RA
λ = (A − λI)−1, respektive RB

λ .
Plat́ı λ ∈ ρ(A) ⇐⇒ RA

λ existuje jako omezený operátor, kde ρ(A) znač́ı rezolventńı
množinu operátoru A, ρ(A) = C \ σ(A). Necht’ λ ∈ ρ(B), potom existuje RB

λ a můžeme
upravovat

RB
λ = (B − λI)−1 = (U−1AU − λI)−1 =

(
U−1(A− λI)U

)−1

= U−1(A− λI)−1U = U−1RA
λU,

(4.26)

tedy rezolventy existuj́ı omezeně právě zároveň, nebot’ jsme prováděli ekvivalentńı úpravy
a

‖RB
λ ‖H2 = ‖U−1RA

λU‖H2 = sup
ψ∈H2,‖ψ‖=1

(U−1RA
λUψ,U

−1RA
λUψ)H2

= sup
φ∈H1,‖φ‖=1

(U−1RA
λ , U

−1RA
λφ)H2 = ‖RA

λ ‖H1 .
(4.27)

Plat́ı tedy λ ∈ ρ(A) ⇐⇒ λ ∈ ρ(B), z čehož plyne prvńı část tvrzeńı. Druhou část
dokážeme nejprve pro samosdružené operátory. Necht’ např́ıklad A je samosdružený. Po-
tom plat́ı ∀φ ∈ domB∗, ψ ∈ domB :

(φ,Bψ)H2 = (φ, U∗AUψ)H2 = (U∗φ̃, U∗Aψ̃)H2 = (Aφ̃, ψ̃)H1 = (UAφ̃, Uψ̃)H2

= (UAU∗φ, ψ)H2 = (Bφ, ψ),
(4.28)

kde φ̃ = Uφ a ψ̃ = Uψ a využili jsme unitaritu U−1 = U∗, jak se lze jednoduše přesvědčit
(U je bijekce). Zároveň nahlédneme, že ψ ∈ domB ⇐⇒ Uψ ∈ domA a obdobně i
se sdruženými operátory. Pokud B je naopak samosdružené, provedeme stejnou úpravu
a dostáváme opravdu ekvivalenci z tvrzeńı. Posledńı část plyne z definice uzavřeného
operátoru a podobného argumentu.
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4.7 Řešeńı

4.7.1 Obecné řešeńı pro K = 0

Dle předchoźıho nyńı řeš́ıme rovnici pro vlastńı hodnoty

±ε±
(
−ψ′′± +

(
mπ

c

)2

ψ±

)
= λψ±, neboli

ψ′′± =

((
mπ

c

)2

∓ λ

ε±

)
ψ±

(4.29)

za podmı́nek 
ψ+(a) = 0 = ψ−(−b),
ψ+(0+) = ψ−(0−),

ε+ψ+(0+) = −ε−ψ−(0−).

(4.30)

Tuto úlohu jsme již řešili v prvńı části a přesně odpov́ıdá euklidovskému heterogenńımu
obdélńıku.

4.7.2 Obecné řešeńı pro K = 1


±ε±(−ψ′′± + tan(x)ψ′± + (mπ)2

c2 cos2(x)
ψ±) = λψ±,

ψ+(a) = 0 = ψ−(−b),
ψ+(0+) = ψ−(0−),

ε+ψ+(0+) = −ε−ψ−(0−).

(4.31)

Diferenciálńı rovnici můžeme převést substitućı u = sin(x), ψ(x) = ψ̃(u) na známý tvar
Legendreovy rovnice

(1− u2)ψ̃′′± − 2uψ̃′± −

(mπc )2

1− u2
∓ λ

ε±

 ψ̃± = 0. (4.32)

Řešeńı rovnice je ve tvaru asociovaných Legendreových funkćı P
(µ)
ν , Q

(µ)
ν :

ψ±(x) = C±1 ψ
±
1 (x) + C±2 ψ

±
2 (x) = C±1 P

(µ)
ν± (sinx) + C±2 Q

(µ)
ν±(sinx), (4.33)

kde

µ :=
mπ

c
, ν± :=

1

2
(

√
1± 4λ

ε±
− 1). (4.34)
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Obrázek 4.3: Vlastńı funkce ψm=0(x2) pro K = 1 (nahoře) a K = 0 (dole), a = b =
π
2
− 0.01, ε+ = ε− = 1.

Pokud by byly řešeńı (ψ+
1 , ψ

+
2 ) a (ψ−1 , ψ

−
2 ) na jednotlivých částech intervalu lineárně

nezávislé, potom bychom rovnici pro vlastńı hodnoty dostali z podmı́nek (4.31) a z požadavku
netriviálnosti řešeńı:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ+

1 (a) ψ+
2 (a) 0 0

0 0 ψ−1 (−b) ψ−2 (−b)
ψ+

1 (0) ψ+
2 (0) −ψ−1 (0) −ψ−2 (0)

ε+ψ
+
1
′(0) ε+ψ

+
2
′(0) ε−ψ

−
1
′(0) ε−ψ

−
2
′(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (4.35)

ale pro určité hodnoty parametr̊u úlohy může nastat, že jedna z asociovaných Legen-
dreových funkćı bude identicky nulová pro všechny hodnoty x. Uved’me za př́ıklad P

(µ)
0 (x),

která je pro µ ∈ N identicky rovna nule pro všechny x. V tomto př́ıpadě jsou řešeńı na
jednotlivých částech dané pouze pomoćı funkce Q

(µ)
0 . Po sestrojeńı obdobné 2×4 matice

pro podmı́nky ale źıskáváme, že řešeńı je nakonec triviálně nulové na celém intervalu
(−b, a).

Jak jsme uvedli v př́ıkladu, podmı́nka (4.35) je v př́ıpadě lineárńı závislosti funkćı P
(µ)
ν a

Q
(µ)
ν pouze nutná a řešeńı se muśı dále zkoumat.

Lemma 4.6. Unitárńı transformace U+1 : L2(J1, dx)→ L2(J1, dν+1)

(U+1ψ)(x) := cos(x)−
1
2ψ(x) (4.36)
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transformuje operátor Am+1 na jednoduchý tvar

U−1
+1A

m
+1U+1 = A1D + V m

+1,

(V m
+1ψ)(x) =

8m2 − 3− cos 2x

8 cos2 x

(
ε+ψ+(x)
−ε−ψ−(x)

)
,

(4.37)

kde A1D = A0
0 je operátor euklidovské kompozitńı struny (3.4) v jedné dimenzi.

D̊ukaz. U+1 je opravdu regulárńı a unitárńı, nebot’ x ∈ (−b, a) ⊂ (−π
2
, π

2
), jak jsme se dř́ıve

omezili a (U+1ψ,U+1φ)(J1,dν+1) =
∫
J1

(cos−
1
2 )2ψ(x)φ(x) dν+1 =

∫
J1
ψφ dx = (ψ, φ)(J1,dx).

Dále se jedná se o př́ımočarý výpočet, muśıme však ohĺıdat okrajové podmı́nky operátoru,
zejména členy s derivaćı

(cos−
1
2 xψ(x))′ =

1

2
sinx cos−

3
2 (x)ψ(x) + cos−

1
2 (x)ψ′(x). (4.38)

Snadno ale zjist́ıme, že plat́ı domA0
0 = domU−1

+1A
m
+1U+1.

Poznámka 4.7. Poznamenejme, že transformaci na
”

plochý“ př́ıpad s potenciálem m̊užeme
provést obecně. Mějme operátor H v L2(Ω0, g

1
2 ) daný předpisem

H = −g− 1
2 ∂i g

1
2 gij ∂j (4.39)

a metrický tenzor

(gij) :=

(
f 2 0
0 1

)
. (4.40)

Potom transformace daná předpisem

(Ĥψ)(x) := (g
1
4Hg−

1
4ψ)(x) = −(∂i g

ij ∂j ψ)(x) + V (x)ψ(x) (4.41)

v L2(Ω), kde V je plně určená metrickým tenzorem g, nám dává požadovaný tvar.

4.7.3 Obecné řešeńı pro K = −1

Obdobně k předchoźımu př́ıpadu dostáváme i pro K = −1, tedy f(x) = cosh(x), rovnice
±ε±(−ψ′′± − tanh(x)ψ′± + (mπ)2

c2 cosh2(x)
ψ±) = λψ±,

ψ+(a) = 0 = ψ−(−b),
ψ+(0+) = ψ−(0−),

ε+ψ+(0+) = −ε−ψ−(0−).

(4.42)

Řešeńı soustavy mohou být opět vyjádřeny pomoćı asociovaných Legendreových funkćı
P

(µ)
ν , Q

(µ)
ν , nyńı pouze v složitěǰśı formě než dř́ıve:
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ψ±(x) = C±1 ψ
±
1 (x) + C±2 ψ

±
2 (x) = C±1

P
(µ)
ν± (tanhx)√

coshx
+ C±2

Q
(µ)
ν± (tanhx)√

coshx
, (4.43)

kde

µ := −1

2
+ i

mπ

c
, ν± :=

1

2

√
1∓ 4λ

ε±
. (4.44)

Rovnici pro vlastńı hodnoty dostaneme z podmı́nek a z požadavku netriviálńıho řešeńı
(formálně stejné jako 4.35).

Lemma 4.8. Unitárńı transformace U−1 : L2(J1, dx)→ L2(J1, dν−1)

(U−1ψ)(x) := cosh(x)−
1
2ψ(x) (4.45)

transformuje operátor Am−1 na jednoduchý tvar

U−1
−1A

m
−1U−1 = A0

0 + V m
−1,

(V m
−1ψ)(x) =

8m2 + 3 + cosh 2x

8 cosh2 x

(
ε+ψ+(x)
−ε−ψ−(x)

)
.

(4.46)

4.8 Omezeńı na symetrický obdélńık a ε

Omezme se na symetrické obdélńık a = b, ε+ = ε−. V tomto př́ıpadě je esenciálńı spektrum
neprázdné pro libovolnou konstantńı křivost. Pro jednoduchost předpokládejme a = b a
ukažme, že 0 ∈ σess(AK) pro libovolné K. Dále ukážeme, že př́ıslušný vlastńı podprostor
má nekonečnou dimenzi. Pro plochý př́ıpad K = 0 jsme to již ukázali, dokonce platilo
0 ∈ σess(A0) právě za podmı́nky ε+ = ε−.

Zkoumejme, zda-li je 0 opět vlastńı hodnota s nekonečnou násobnost́ı. Zde voĺıme a = b,
nebot’ z analogie pro K = 0 právě tento symetrický př́ıpad vedl na λ = 0 s nekonečnou
násobnost́ı - ověřeńı náležitosti do esenciálńıho spektra bude jednodušš́ı, nebot’ polož́ıme
pravou stranu rovnu nule.

4.8.1 Křivost K = 1

Přepsáno pro λ = 0 dostáváme

− ψ′′ + tan(x)ψ′ +
(mπ)2

c2 cos2(x)
ψ = 0. (4.47)

Také vid́ıme (uvažujeme stále stejné okrajové i hraničńı podmı́nky), že řešeńı ψ bude
symetrické podle 0, nebot’ ψ+ i ψ− řeš́ı identickou úlohu.

Dá se ukázat, že obecné řešeńı (4.47) je dáno pomoćı

ψ±(x) = c±1 cosh

(
mπ

c
δ+1(x)

)
− ic±2 sinh

(
mπ

c
δ+1(x)

)
, (4.48)
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Obrázek 4.4: Vlastńı funkce Ψm př́ıslušná operátoru A+1 a vlastńımu č́ıslu λ = 0. Zde
b = a = π

4
, c = π,m = 3. Bylo zvoleno Ran Ψ3 = [−1, 1], hodnota funkce 1 + Ψ3 je

vynášena jako poloměr pro dané sférické (př́ımo Fermiho) souřadnice. Červená hranice je
pouze vizuálńı pomůcka vyznačuj́ıćı Ω, funkce je na hranici nula.

kde c±1 , c
±
2 ∈ C jsou libovolné konstanty a

δ+1(x) = log

(
cos

x

2
− sin

x

2

)
− log

(
sin

x

2
+ cos

x

2

)
. (4.49)

Abychom splnili spojitost na rozhrańı, muśı být c+
1 = c−1 , jak jednoduše nahlédneme.

Daľśı výpočty jsou kv̊uli jejich délce v př́ıloze, ale v myšlence jsou stejné jako v plochém
př́ıpadě. Na závěr opravdu dostáváme, že existuje, až na multiplikativńı konstantu, je-
dinečné řešeńı naš́ı úlohy ve tvaru

ψm+(x) = c1
1

sinh
(
mπ
c
δ+1(a)

) sinh

(
mπ

c

(
δ+1(a)− δ+1(x)

))
,

ψm−(x) = c1
1

sinh
(
mπ
c
δ+1(a)

) sinh

(
mπ

c

(
δ+1(a) + δ+1(x)

))
.

(4.50)

Pro všechna m ∈ N tak máme nenulový vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı k λ = 0, které tak patř́ı
do σess(A+1).
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Obrázek 4.5: Vlastńı funkce Ψm př́ıslušná operátoru A−1 a vlastńımu č́ıslu λ = 0. Zde
b = a = 1, c = 1,m = 3. Bylo zvoleno Ran Ψ3 = [−1, 1]. Červená hranice je pouze vizuálńı
pomůcka vyznačuj́ıćı Ω, funkce je na hranici nula.

4.8.2 Křivost K = −1

Pro λ = 0 se rovnice pro vlastńı vektory změńı na vztah

− ψ′′ − tanh(x)ψ′ +
(mπ)2

c2 cosh2(x)
ψ = 0. (4.51)

Postup je naprosto obdobný př́ıpadu K = 1. Tvary řešeńı jsou také stejné a můžeme je
uvést i ve shodném tvaru. Jediný rozd́ıl bude ve tvaru funkce δ:

δ−1(x) = arctan(tanh
x

2
). (4.52)

Pro všechna m ∈ N tak opět máme nenulový vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı k λ = 0, který
patř́ı do σess(A−1).

Můžeme tak shrnout, že pr̊uměty vlastńıch vektor̊u př́ıslušné nulové hodnotě (pokud exis-
tuje) jsou ve tvaru (4.50) a funkce δ pro r̊uzné konstantńı křivosti K v tabulce 4.1.
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Tabulka 4.1: Funkce δ pro r̊uzné křivosti K.

K δK(x)
0 x

+1 log
(
cos x

2
− sin x

2

)
− log

(
sin x

2
+ cos x

2

)
−1 arctan(tanh x

2
)

4.9 Esenciálńı samosdruženost

Lemma 4.9. Operátor A : L2(Ω0, g)→ L2(Ω0, g) je symetrický.

D̊ukaz. Plat́ı, ∀φ, ψ ∈ domA:

(φ,Aψ)g = −
∫

Ω0

φ̄[∂1(εf ∂1 ψ) + ∂2(εf−1 ∂2 ψ)]

= −
∫

Ω+

ε+φ̄[∂1(f ∂1 ψ) + ∂2(f−1 ∂2 ψ)] +

∫
Ω−

ε−φ̄[∂1(f ∂1 ψ) + ∂2(f−1 ∂2 ψ)]

= −ε+
∫ c

0

dx2

∫ a

0

dx1 φ̄ ∂1(f ∂1 ψ)− ε+
∫ a

0

dx1

∫ c

0

dx2 φ̄ ∂2(f−1 ∂2 ψ)

= ε−

∫ c

0

dx2

∫ 0

−b
dx1 φ̄ ∂1(f ∂1 ψ) + ε−

∫ 0

−b
dx1

∫ c

0

dx2 φ̄ ∂2(f−1 ∂2 ψ)

= ε+

∫
Ω+

(∂1 φ̄)f(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)f−1(∂2 ψ)− ε−
∫

Ω−

(∂1 φ̄)f(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)f−1(∂2 ψ)

− ε+(

∫ a

0

dx2[φ̄f ∂1 ψ]
(c,·)
(0,·) +

∫ c

0

dx1[φ̄f ∂2 ψ]
(·,0)
(·,−b))

+ ε−(

∫ a

0

dx2[φ̄f ∂1 ψ]
(c,·)
(0,·) +

∫ c

0

dx1[φ̄f ∂2 ψ]
(·,0)
(·,−b))

= ε+

∫
Ω+

(∂1 φ̄)f(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)f−1(∂2 ψ)− ε−
∫

Ω−

(∂1 φ̄)f(∂1 ψ) + (∂2 φ̄)f−1(∂2 ψ)

+

∫ c

0

dx2(ε+φ̄+(0, x2) ∂1 ψ+(0, x2) + ε−φ̄−(0, x2) ∂1 ψ−(0, x2))) + 0

= (f−1 ∂1 φ+, εf
−1 ∂1 ψ+)g + (∂2 φ−, ε ∂2 ψ−)g

= (∇φ, ε∇ψ)g = (Aψ, φ)g

kde jsme využili definičńı obor operátoru A (4.11) (dirichletovské okrajové podmı́nky a
vztah mezi ψ± na rozhrańı).

Lemma 4.10. Operátor Am+1 je samosdružený pro všechna m ∈ N. Označme α :=
max{a, b}, η := max{ε−, ε+}. Pro spektrum σ(Am+1) nav́ıc plat́ı dist

(
σ(Am+1), σ(A1D)

)
≤

‖V m
+1‖ ≤ η|8m2−3−cos 2α

8 cos2 α
|, kde A1D je operátor euklidovské kompozitńı struny (3.4) v jedné

dimenzi.
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D̊ukaz. Operátor A1D = A0
0 je samosdružený, jak jsme ověřili v předchoźı kapitole, a

operátor A0
0 + V m

+1 též. To plat́ı, protože V m
+1 je omezený a symetrický. Jelikož unitárńı

transformace zachovávaj́ı spektrum, viz Věta 4.5, prvńı bod je t́ım dokázán. Nav́ıc plat́ı
i rovnost spekter σ(Am0 ) = σ(A0

0 + V m
+1).

Uvažujme operátor (V m
+1ψ)(x) = v(x)ψ(x) jako omezenou perturbaci operátoruA0

0, u něhož
jsme už spektrum určili. Vzdálenost spekter z tvrzeńı bude omezena právě normou ‖V m

+1‖,
viz [7, V, Thm. 4.10]. Pro normu můžeme uvést následuj́ıćı odhad:

‖V m
+1‖2 = sup

ψ∈L2(J1,dν+1),
‖ψ‖=1

‖V m
+1ψ‖ = sup

ψ∈L2(J1,dν+1),
‖ψ‖=1=‖ψ‖2

∫
J1

|εψ(x)v(x)|2 dν+1(x)

= sup
ψ∈L2(J1,dν+1),
‖ψ+‖2+‖ψ−‖2=1

(

∫ 0

−b
|ε−ψ−(x)v(x)|2 dν+1 +

∫ a

0

|ε+ψ+(x)v(x)|2 dν+1

= sup
ψ∈L2(J1,dν+1),
‖ψ+‖2+‖ψ−‖2=1

(‖ε+ψ+v‖2 + ‖ε−ψ−v‖2)

≤ sup
ψ∈L2(J1,dν+1),
‖ψ+‖2+‖ψ−‖2=1

‖v‖2
∞(ε2+‖ψ+‖2 + ε2−‖ψ−‖2) = ‖v‖2

∞max{ε2+, ε2−} = v(α)2η2,

kde ‖ · ‖∞ je maximová norma na intervalu [a, b] (v je spojitá na kompaktu) a na druhém

řádku jsme rozložili ‖ψ‖2 =
∫
J1
|ψ|2 =

∫ 0

−b |ψ−|2 +
∫ a

0
|ψ+|2 = ‖ψ−‖2 + ‖ψ−‖2. Úloha vede

na hledáńı vázaných extrémů na elipse. Nejvzdáleněǰśı body elipsy od počátku jsou právě
póly elipsy. Funkce v je sudá a jediný lokálńı extrém je v x = 0 a jedná se o minimum.
Jednoduše zjist́ıme, že maxima se tak nabývá na kraj́ıch intervalu.

Lemma 4.11. Operátor Am−1 je samosdružený pro všechna m ∈ N. Označme η :=
max{ε−, ε+}. Nav́ıc plat́ı dist

(
σ(Am−1)σ(A1D)

)
≤ ‖V m

−1‖ ≤ η(m2 + 3
8
) , kde A1D je operátor

euklidovské kompozitńı struny (3.4) v jedné dimenzi.

D̊ukaz. Stejný jako dř́ıve, potenciál má nyńı pouze maximum v x = 0.

Tvrzeńı 4.12. Operátor AK daný (4.11)-(4.12) je esenciálně samosdružený na libovolné
Ω ⊂M s konstantńı Gaussovu křivost K.

D̊ukaz. Postup je stejný jako u d̊ukazu Tvrzeńı 3.9 pro euklidovský př́ıpad. Tam jsme
v d̊ukazu zavedli pro každé n ∈ N samosdružené operátory An, jejichž vlastńı vektory
tvoř́ı ON bázi ve směru kolmém na rozhrańı, zde máme naopak samosdružené operátory
Am+1, Am0 a Am−1 pro každé m ∈ N. Zbytek už plyne z Lemma 4.1.
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Závěr

V této práci jsme se zaj́ımali o indefinitńı laplacián souvisej́ıćı s přechodem klasického
prostřed́ı s kladnou permitivitou ε+ a metamateriálu se zápornou permitivitou −ε−.
Formálńı předpis pro operátor jsme znovu odvodili z elektrické části Maxwellových rovnic
a následně jsme nalezli př́ıslušný (esenciálně) samosdružený operátor, což bylo obsahem
dř́ıvěǰśı práce [5].

Operátor jsme zkoumali na omezeném intervalu v R, na obdélńıku (−b, a) × (0, c) v R2

s obecnými parametry a, b, c ∈ R a nakonec na obecném tubulárńım okoĺı geodetiky Γ
na dvourozměrné riemannovské varietě. Dodejme, že dř́ıve byly zkoumaný pouze

”
syme-

trické“ obdélńıky (−a, a)× (0, c) v R2 (a omezená struna v R).

V jedné dimenzi máme čistě diskrétńı spektrum s hromadnými body ±∞. U operátoru
na euklidovském obdélńıku se objevuje i esenciálńı spektrum v 0, právě když ε− = ε+.
Zdali se jedná o vlastńı č́ıslo nekonečné násobnosti, nebo hromadný bod spektra, záviśı
na hodnotách a, b.

Úlohu na dvourozměrné varietě převedli do Fermiho souřadnic s indukovou metrikou
z variety. Podařilo se zajistit (esenciálńı) samosdruženost pomoćı unitárńı ekvivalence
s operátorem, který jsme dř́ıve zkoumali v euklidovských př́ıpadech. Dále jsme nalezli
implicitńı rovnice pro spektrum, které jsou, až na výjimky, dané podmı́nkou singulárnosti
jisté reálné 4×4 matice, kde vystupuj́ı asociované Legendreovy funkce. Nakonec se nám
povedlo potvrdit př́ıtomnost vlastńıho č́ısla 0 s nekonečnou degeneraćı pro př́ıpad ε+ = ε−,
a = b, což bylo usnadněno pomoćı explicitńıho vyjádřeńı vlastńıch vektor̊u v rámci ele-
mentárńıch funkćı.

Podrobněǰśı vyšetřeńı spektra v křivém př́ıpadě by bylo možné např́ıklad asymptotickou
analýzou rovnice pro vlastńı č́ısla, která by ukázala, zdali se esenciálńı spektrum v 0
objevuje za obecněǰśıch předpoklad̊u a = b. Alternativńı př́ıstup by mohl být sestrojeńı
singulárńı posloupnosti funkćı lokalizovaných na rozhrańı, která by měla asymptoticky
podobné chováńı jako vlastńı funkce operátoru.
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[8] David Krejčǐŕık. Quantum strips on surfaces. Journal of Geometry and Physics,
45(1-2):203–217, 2003.
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