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raci k jednotlivym nejduleZitéj$im algoritmim. Z téch vyhledavacich se jednd o Groveriv algoritmus,
u kterého se ukaze spojitost s kvantovou prochdzkou. Poté je Ctenéfi predstavena kvantova Fourierova
transformace a z ni vychdazejici dobie zndmy Shoriv algoritmus. V zavéru jsou shrnuty mozZnosti a ome-
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Uvod

Ackoli za nejvétsiho prikopnika samotného konceptu kvantového pocitani byva nejcastéji oznacovan
Richard Feynman, prvni tivahy na toto téma se zacaly objevovat jiz v sedmdesétych letech minulého
stoleti. Za zdsadni byvd v tomto sméru povaZovan ¢lanek Paula Benioffa z roku 1980, ve kterém dava do
souvislosti proces vypoctu na Turingove stroji s vyvojem stavu vzhledem k Hamiltonidnu [7]. Od té doby
proslo kvantové pocitani znacnym vyvojem predevS§im po teoretické strance. Za milnik, diky kterému se
pojem kvantovy pocita¢ dostal do povédomt i SirSi vefejnosti, 1ze prohlasit objev Shorova algoritmu [26].
Ten ostatné i ve mné samotném probudil prvotni nadSeni pro tuto velice zajimavou a perspektivni oblast
kvantové informatiky.

V této préci shrnu zdkladni pojmy a klicové koncepty kvantového pocitani a detailné predstavim tfi
zasadni kvantové algoritmy, na kterych lze ukdzat mozZnosti kvantovych pocitaci sahajici za mozZnosti
téch klasickych. Konkrétné se bude jednat o Deutsch-Jozstiv algoritmus, Grovertiv vyhledavaci algorit-
mus a Shoriv algoritmus. Zde bude snaha klast diiraz nejen na matematicky korektni odvozeni, ale také
na vybudovan{ intuice za danym problémem. Zaroven vSude, kde to bude ddvat smysl, bude teoreticky
vyklad doplnén s pomoci vefejné dostupné sady pro vyvoj softwaru urc¢eného ke kvantovym vypocétim
Qiskit o ukdzky samotné implementace danych algoritmi. V pripadé, Ze budou obvody dostate¢né jed-
noduché, vyuzijeme k vypoctu redlnd kvantova zafizeni za pomoci platformy IBM Quantum. K vétsiné
ukdzek vsak bude potieba vyuzit simuldtor kvantového vypoctu. Nakonec bude diskutovdno sméfovani
kvantového pocitani, jeho potencidlni aplikace a na zavér nedavny tspéch dosaZzeni kvantové nadraze-
nosti.

Cilem prace tedy bude vybudovat §iroké zaklady umoziujici dal$i zkoumani v této oblasti. Toho by
mélo byt dosaZeno pomoci detailniho popisu vybranych algoritmd a jevd v nich probihajicich. V ramci
tohoto popisu bude vyvinuta snaha o poskytnuti rtiznych pohledii na dany problém. Piikladem mtize byt
srovndni vyhleddvani pomoci Groverova algoritmu a pomoci kvantové prochdzky na tplném grafu resp.
na grafu typu hvézda. S takto vybudovanymi zdklady mize byt dalsi pozornost upfena na celou fadu
dal$ich jiz konkrétnéjSich témat.



Kapitola 1

Z.akladni koncepty

V této kapitole se sezndmime s pojmy a tvahami, které tvori samotny zaklad kvantové informatiky.
Hlavni oporou pfi souhrnu téchto konceptii nam bude [21], pfesto vSak k jednotlivym tvaham budou

Vv s

mnohdy doplnény konkrétnéjsi zdroje.

1.1 Qubit

Zékladnim konceptem v kvantové informatice je qubit, ktery predstavuje analogii k bitu v klasické
informatice. Jedna se tedy o reprezentaci informace. V ramci této prace budeme v drtivé vétsiné pripadi
s qubitem naklddat jako s matematickym objektem nezdvislym na fyzikdln{ realizaci. Stejné, jako se
bit miZe nachdzet ve stavu 0, nebo 1, tak i qubit ma dva stavy - |0) a [1). KliCovym rozdilem ov§em
je, Ze qubit se na rozdil od bitu mlize nachazet v linedarni kombinaci téchto stavi, také nazyvané jako
superpozici. Ta ma nasledujici tvar:

) = al0) +B|1) (1.1)

Jak je tedy vidét, qubit miZeme povaZovat za vektor ve dvourozmérném Hilbertové prostoru (zna¢ime
H) , kde kety |0) a |1) tvoii ortonormdlni vypocetni bazi. Obecné komplexni koeficienty , B pak pred-
stavuji amplitudu pravdépodobnosti naméfeni |0) respektive |1) s pravdépodobnosti |a|? respektive |8
Plati tedy ||? + |8/> = 1. Toto lze geometricky interpretovat jako podminku normalizace vektoru k 1.

S touto podminkou lze rovnici (1.1) pfepsat na:

/) = exp(iy)(cos(6/2)10) + exp(ig) sin(6/2) |1)) (1.2)

a vzhledem k tomu, Ze prvni exponencidla predstavuje tzv. globalni fazi, kterd nema Zadny pozorovatelny
vyznam, tak dostaneme tvar:

)y = cos(6/2)|0) + exp(ip) sin(6/2) |1). (1.3)

Takovéto vyjadieni dobte slouzi k vizualizaci qubitu na jednotkové sféfe nazyvané Blochova sféra zné-
zornéné na obrazku (1.1).

Z postuldtu kvantové mechaniky plyne, Ze po méfeni se qubit nachdzi bud’ ve stavu |0), nebo |1). To
znamena, Ze méfenim se znici stav superpozice.

Kromé qubitu, jehoZ vypocetni bazi tvofi dva stavy, se miZeme jeste setkat s oznaCenim qutrir resp.
qunit, jehoZ bazi tvoif tfi resp. n stavu.



1y

Obrazek 1.1: Blochova sféra

1.2 Kvantovy registr

Sila kvantového pocitani zacne byt zfejma ve chvili, kdyZ podivime na systém vice qubitt. Uva-
Zujme nejprve systém n klasickych bitii. Ten se bude nachédzet v jednom z 2" moznych stavi. Na druhou
stranu pro systém n qubiti bude Hilbertiv prostor, ve kterém budou data ukladana, tenzorovy soucin
Hilbertovych prostort jednotlivych qubitd, tj.

H=H,_ 1 9H,»®... 8 Hy (1.4)
s prvky
W) =)y @W)yr ®...Q )y, (1.5)

viz [17]. Celkovy stav tohoto systému pak bude popsan 2" amplitudami a do okamZiku méfeni bude
drzet informace o v§ech moZznych hodnotach vysledku méfeni najednou. Podivejme se na pfikladu dvou
qubitd, jak se tvoii a vypadaji bazické stavy tohoto systému:

|00>z|0>®|0>:((1))®((1))= ;8 - é |01>z|0>®|1>=((1))®(?)= ;8 - (Z)
|10>s|1>®|0>=((1))®(é)= ?8 - é |11>s|1>®|1>=(?)®((1))= ?g; : %

Otazkou, zda je mozné takovymto zplisobem ziskat v§echny stavy z vysledného Hilbertova prostoru, se

budeme zabyvat v dalsi sekci.
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Jiz zde ovSem vidime, Ze pro zdpis stavu systému qubitlii Ize uZit dvou riznych zdpisi. M&jme
x € {0, ...,2" — 1} pro n¢jaké pevné dané n € Ny a oznaCme N = 2”". Binarni rozvoj takového x je pak dan
jako x = X127+ x2"2 4+ x,20, kde x; € {0,1}, i € {1, ...,n}. Prvni zpusob, jak zapisovat stavy, je
pomoci tohoto binarniho rozvoje, tj. (x + 1). bazicky stav zapiSeme jako |x; x5...x,, ). Druhy zplsob zapisu
je, ze do ketu piimo vloZime, kolikéty bazicky stav myslime, tj. pro x zapiSeme (x + 1). bazicky stav
pouze jako |x) a mame tim na mysli

T
|x>=(o ... 0 1 0 ... 0). (16)

(x+1). pozice

Takto mtze identifikovat |x) = |x;x5...x,). Druhy zptsob vyuZijeme predevsim pfi zdpisu superpozice
mnoha stavi. Jako priklad si ukazme, jak by se témito dvéma zplisoby zapsala rovnovazna superpozice

vSech bazickych stavi:
Z Z Z |1 X2 X ) = T

xl =0x=0 x,=

=

(1.7)

gM

Z kontextu by mélo byt vZdy jasné, ktery typ zdpisu vyuZivame.

1.2.1 EPR pary a Bellova nerovnost
Vezméme nyni zcela obecné stavy

d
) = D jaily) e

i=1

(2) Zb |90(2) 7{(2)

Jj=
kde {|1//§”>} je ON baze HD, dimHD = d; < +o0 a {|¢§2))} je ON bize H?®, dimH® = dy < +oo.
Mame tedy d; + d» koeficientl a tenzorovy soucin ma tvar:
W) ole®) = Y ab; ) @ [o?) €+ = HO & HO,
ij

kde {|:,l/(l) |¢p(2) } je ON baze H. Takovéto stavy nazyvame separované. Vezméme nyni obecny stav

|¥) z prostoru H:
1 2
|lP> = ZCU |¢( ) ®|(,0( )
iJ
Je vidét, Ze pocet koeficientil ¢;; je d; - d>. Existuji tedy i stavy, které nejsou separované. Takovym staviim
fikdme provazané a implikuji korelaci vysledkd méfeni (viz [17]).
Podivejme se nyni na piiklad dvou qubitd. Necht’ prvni je

) = al0) +BI1) € H,

a druhy
), =¥10) +611) € Ho.

11



Pak tenzorovym soucinem ziskdme stav

)1 ® [¥); = ay|00) + a6 (01) + By [10) + BS|11) .

Uvazujme nyni stav

1
) = —2(|00> +[11)) (1.8)

NG
nazyvany Belliv stav nebo EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) par. Je snadné nahlédnout, Ze tento stav
nemtiZe vzniknout tenzorovym soucinem dvou samostatnych qubitli. Potfebujeme totiz, aby adé = 0 a
zaroven ay = «/Li Potom ov8em musi ¢ = 0, coZ je spor s tim, Ze 56 = % Jedna se tedy o provdzany stav
a lze vypozorovat, Ze zméfenim prvniho qubitu je s jistotou urcena i hodnota druhého qubitu. MtizZeme
totiZ na prvnim qubitu s pravdépodobnosti % naméfit hodnotu 0, coz zanechd stav po méfeni |y') = |00)
a stejné tak mtizeme s pravdépodobnosti % naméfit hodnotu 1, coZ zanecha stav po méfent |’y = |11).

John Bell dokazal, Ze korelace méfeni na tomto stavu jsou silnéjsi, neZ jaké kdy mohou existovat mezi
klasickymi systémy. To byl prvni krok k poznani, Ze kvantovd mechanika mtize poskytnout moZnosti
zpracovani informaci za hranicemi klasického svéta.

Einstein, Podolsky a Rosen se ve své praci (viz [12]) na pfikladu EPR paru snazili ukdzat, Ze kvan-
tovd mechanika je nekompletni teorie, Ze v ni chybi néco, co nazyvali element reality. Dostate¢nou
podminkou pro to, aby fyzikalni vlastnost byla elementem reality, mélo podle nich byt, aby bylo mozné
bezprostiedné pred mérenim predpovédét hodnotu dané vlastnosti. Vzhledem k tomu, Ze u EPR pari je
vzdy po méteni prvniho qubitu s jistotou mozné urcit hodnotu druhého qubitu, koresponduje tato vlast-
nost s elementem reality. M¢la by tedy byt reprezentovana v néjaké "kompletni"teorii. Kvantovd mecha-
nika vSak poskytuje pouze pravdépodobnosti moznych vysledki méfeni, nikoliv néjaky fundamentalni
element reprezentujici pfesny vysledek méteni.

Témér tficet let po vydani EPR prace vSak pfiSel prvni ndvrh experimentu na ovéfeni této hypo-
tézy a pozdeji prisly vysledy, které daly za pravdu kvantové mechanice a jejich tvrzeni tak vyvritily.
Asi nejzasednéj$im z nich byl experiment realizovny roku 1982 Alainem Aspectem, Phillipe Grangie-
rem a Gérardem Rogerem vyuZivajici polarizaci fotoni [5]. Klicovou roli v tomto experimentu hréla
tzv. Bellova nerovnost (viz [6]). Tu ziskdme, budeme-li ndsledujici myslenkovy experiment analyzovat
klasickym zptisobem.

Schéma experimentu je zndzornéno na obrdzku (1.2).

Alice

Q = #1
R = #1

Pozorovatelné:

Pozor

S

Bob

ovatelné:

+1

T = +1

Obrazek 1.2: Bellova nerovnost

z ¥z

M¢jme dvé pfipravené ¢astice (a m&jme moznost je takto pfipravit opakované) a poSleme jednu Alici

a druhou Bobovi. Alice ma dva méfici aparaty a miZe si zvolit, kterou vlastnost bude méfit. Oznacme

tyto vlastnosti Py a Pr. Pokazdé, kdyZ Alice dostane Cdstici, zvoli si néjakym ndhodnym zplisobem
12



(napf. hod mincf), jakou vlastnost bude méfit. Pro jednoduchost pfedpoklddejme, Ze mozné vysledky
obou vlastnosti jsou +1. Necht' hodnota vlastnosti P Céstice pripadajici Alici je Q a hodnota vlastnosti
Pr je R. Tyto jsou vnimdny jako objektivni viastnosti, tj. méfenim jsou pouze odhaleny.

Dale predpokladejme, Ze Bob je podobné schopen méfit vlastnosti Ps a Py s hodnotami S, T na-
byvajici +1 a stejné jako Alice si méfenou vlastnost vybird ndhodnym zpisobem. Necht' méfeni Alice
a Boba probihaji soucasné (resp. tak, Ze jsou tyto udélosti prostorupodobné a neexistuje tedy mezi nimi
kauzdlni souvislost). Vysledky méfeni Alice a Boba se tedy nemohou navzdjem ovliviiovat.

Provedeme nyni par jednoduchych tprav s témito hodnotami.

OS +RS +RT — QT = (R+ Q)S + (R - O)T (1.9)

Uvazime-li, Ze R, Q = +1, pak bud’ (R + O0)S = 0 nebo (R — Q)T = 0. Tak ¢i onak jsou vyrazy v
rovnici (1.9) rovny +2. Necht' p(q, r s, t) je pravdépodobnost, Ze pfed méfenim je systém ve stavu
takovém, ze Q= g, R =1, S = s, T = t. Jelikoz tato pravdépodobnost zdvisi na zpisobu piipravy Castic a
na experimentdlnim ruchu, budeme uvazovat stfedni hodnotu téchto hodnot. Plati:

(OS +RS +RT — QT) = Z p(q. 1, 5,0)(gs + rs + rt — gt)

q,1,5,t

< > 2p(g,r,5.1) (1.10)

q,1,5,t

=2
a podobné

(OS +RS +RT - QOT) = Z p(g,r, s,0)qs + Z p(q,r, s, 0rs

qs1,5,t q,1,8,t
+ Z p(q,r,s,Ort — Z p(q,r, s, gt (1.11)
q,r,s,t q.,r,s,t

=(0S) +(RS) +(RT) —(QT).
Porovnanim nerovnic (1.10) a (1.11) ziskdme tzv. CHSH nerovnost (viz [8]):
(OS)+{(RSY+(RT)—-(QT) <2, (1.12)

ktera je soucasti diive zminéného SirSitho systému nerovnosti obecné znamého jako Bellovy nerovnosti.
Opakovdnim experimentu lze urcit stfedni hodnoty na levé stran€ nerovnice. Necht’ se po sérii expe-
rimentl Alice a Bob setkaji a podivaji se na ty experimenty, kdy Alice méfila vlastnost Py a Bob méfil
vlastnost Ps. Vynasobenim a zprimérovanim vysledkd experimentu ziskaji (QS ). Stejné 1ze postupovat
1 u ostatnich stfednich hodnot.
Uvazujme nyni opét v feci kvantové mechaniky a pfipravme systém dvou qubitd ve stavu |y) =

\%(lOl) —|10)), pficemZ Alici poSleme prvni a Bobovi druhy qubit. Necht' Alice méfi pozorovatelné
0=2 R =X,
a Bob pozorovatelné
=X L -X

S

V2 V2

13



kde X, Z oznacuji Pauliho matice o, 03 a indexy 1, 2 oznacuji prvni resp. druhou Castici. Zde by bylo
dobré zdivodnit volbu té€chto pozorovatelnych. To je nejsnazsi ukazat na piikladu spinu, ov§em vzhledem
k jiz zminénému experimentu [5] to naznacim i v pfipadé¢ polarizace fotond.

V pripadé spinu vidime, Ze Alice méfi projekci spinu ve sméru osy z (Q) a ve sméru osy x (R).
Jak interpretovat Bobovo méfeni spinu? MuiZzeme definovat obecné operdtor projekce spinu do sméru
n = (sin @ cos @, sin @ sin ¢, cos §) vztahem S, = n - 0. Ziejmé pak S odpovidd smérovému vektoru ng =
(—1/ V2,0, -1/ \/5) a T smérovému vektoru ny = (—1/ V2,0, 1/ \5) Pfi volbé ¢ = & tak dostaneme
uhly 65 = 37/4 = 135° a 07 = n/4 = 45°. Méfi se tedy projekce spinu do sméru daného thlem 6 v roviné
xz na Blochové sféfe. Pravé pri téchto uhlech nastdvd nejvetsi rozkol mezi predikcemi plynoucimi z
kvantové mechaniky (které si niZe explicitné spocitdme) a klasickymi tvahami (rozkol detailnéji popsin
v [11]). Pro interpretaci polarizace fotonl ztotoZiujeme horizontdlni a vertikdlni polarizaci s bazickymi
vektory, tj. [&) = |0), |T) = |1). Redlné jsou vici sobé polarizace natocené o 90°, ackoli pfi reprezentaci
na Blochové sféfe tomu odpovidaji opacné vektory. Superpozice |/") = %00) + |1)) pak odpovida
polarizaci pootoCené o 45° a |\|) = %(IO) — |1)) polarizaci pootocené o -45°. Je snadné nahlédnout, Ze
onoho nejvétsiho konfliktu mezi kvantovou mechanikou a nerovnosti (1.12) se dosdhne, budou-li méfené

polarizace vzdjemné natoCeny o 22.5° resp. 0 67.5° (viz [5]).
Spocitejme tedy stfedni hodnotu pozorovatelné QS ':

-1 -1 0 0)(0
1 -1 1 0 off1 1
©$)=wieesw=—20 1 -1 o)\ o | ||5]|=5 (1.13)
0o 0 1 -1)\o
Analogickym zplsobem lze ovéfit, Ze plati také:
(RS) = — (RT) = — (QT) = ——
V2 V2 V2
atedy
(OS) + (RSY + (RT) — (QT) = 2V2. (1.14)

To je v rozporu s vysledkem (1.12). Jak uZ jsem ovSem na zacdtku uvedl, experimentalné bylo ovéfeno,
7Ze priroda se fidi zdkony kvantové mechaniky a tim padem se nepodfizuje Bellové nerovnosti odvozené
klasickym uvaZovanim.

Na fadcich vyse se mérily pozorovatelné (at’ uz spin Ci polarizace), a tedy prislusné operatory (zde
matice 2 X 2) urcité musely byt samosdruZené. Byly ovSem také unitdrni, coZ nds dostdv4 k dalsi podka-
pitole.

1.3 Kvantové brany

Ptedstavili jsme si qubit jakoZto nositele informace v kvantové informatice a spolu s tim i nékteré jeho
vlastnosti vymykajici se klasickému pojeti informatiky. Nyni potfebujeme ndstroje, které ndm umozni
s qubity manipulovat. VyuZijeme zde opét paralely se svétem klasické informatiky, kde s bity pracuji
logické brany a z nich sloZené logické obvody. Zde se tedy budeme zabyvat kvantovymi branami a
kvantovymi obvody. Zaméfme se nejprve na brany manipulujici s jednim qubitem.

1.3.1 Jednoqubitové brany

Podivejme se na piiklad klasického bitu. Jedind netrividlni logickd brdna pracujici s jednim bitem je
tzv. NOT brana, ktera méni hodnotu bitu z 0 na 1 a naopak. Naproti tomu kvantovych bran pracujicich s
14



jednim qubitem je mnoho. Tyto brany definujeme podle toho, jak plisobi na bazické stavy qubitu. Zacnu
asi veelku intuitivni predstavou o tom, jak by méla pracovat kvantovd NOT brana, zna¢me ji X:

X10) = 1) X|1) =0y.

Ve standardni bazi maji bazické stavy tvar |0) = ((1)) all)y = (?) Bréna X tedy musi byt matice 2 X 2,
kterd md ve standardni bazi tvar

0 1
X:(l O). (1.15)

UkaZme jeji plisobeni na obecny stav qubitu popsany rovnici (1.1), ktery Ize ve standardni bazi zapsat
vektorové jako |y) = (j):

a\_ (B
()= ). 010
Ve spojitosti s touto branou je vhodné zminit jesté dve dalsi:
0 —i
Y = (i 0) 1.17)
1 0
Z—(O _1). (1.18)

Dohromady tyto matice predstavuji tzv. Pauliho matice ve standardni bazi.

MiZeme se ptét, jaké 2 X 2 matice mliZeme pouZit coby kvantové brany pro jeden qubit. Vzpomenme
si na normalizaéni podminku |a|> + |8]* = 1 pro obecny stav (1.1). Pfirozené budeme poZadovat, aby po
pusobeni kvantové brany byl vysledny stav op€t normalizovan k 1. Ukazuje se, Ze vhodna a piekvapiveé
jedina podminka pro matici, aby mohla predstavovat kvantovou branu, je, aby byla unitdrni. To znamena,
7e pro matici U predstavujici kvantovou branu pro jeden qubit musi platit UTU = I, kde I je 2 x 2
jednotkova matice. Toto okamzZité implikuje reverzibilitu kvantovych bran, jelikoZ inverzni matice k
unitdrni matici je opét unitdrni matice.

Predstavme si jesté nékolik dal$ich vyznacnych jednoqubitovych bran. Zacnéme s jednou z vibec

~ev s

nejdtlezitéjsich bran v kvantové informatice, tzv. Hadamardova brana:

1
H:$(i _1]) (1.19)

Vidime, Ze tato brana pusobi na bazické stavy tak, Ze je nastavi do vyvazené superpozice, tj. u obou
bazickych stavil je po jejim plsobeni stejna amplituda, pficemz stavu |1) jeSté prida relativni fazi 7. Dale

budou dilezité brany
1 0 1 0
$= (O i) r= (0 exp{i%})’

kde S je tzv. fazova brdna, kterd stavu [1) pfidd fézi 5 a T je tzv. g brdna, kterd stavu |1) pfida fazi 7. Je
snadné nahlédnout, Ze S ziskdme sloZenim dvou 7.

Jako posledni bych v této podkapitole zminil matice rotace kolem os x, y, z, které vzniknou exponen-
cializaci Pauliho matic:

X [0) 0} cos? —isin®
= — (- = —J] —isin — = 2 2
R.(0O) = exp{ 0 2} cos > I —isin > X (—isin% cos % ) (1.20)
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Y 0] c} 9 _sin?
R,(©) = exp{—i®§} = cos 1 —isin ¥ = (COS@% Sm@}) (1.21)

2 sins  cos 3

z ) C) exp{-ig} 0
R.(©®) = {—'@—}: —I—isin—Z= 2 . 1.22
(O) = exp{—i > 0052 zsm2 ( 0 exp{i%} ( )

S t€mito maticemi se poji zndmy Z — Y rozklad, coZ je vlastné parametrizace rotaci pomoci Eulerovych
Ghld. Pro spin 1/2 Ize stav jednoznaéné identifikovat se smérovym vektorem v R3 pomoci Blochovy sféry.
Unitarni transformace pak piisobi rotaci vektoru, kterou mizeme v R parametrizovat pravé Eulerovymi
uhly urcujicimi rotace okolo pevnych os z, y a z. Navic miZe stavu pfidat dodatecnou globalni fazi. Toto
tvrzeni je shrnuto v ndsledujici vété, kterd ma i jeden velmi dilezity disledek.

Véta 1 (Z-Y rozklad). Necht' U je unitirni operace na jednom qubitu. Pak existuji redlnd Cisla «, 8, v, §
tak, ze
U = explia}R(B)Ry ()R (6) (1.23)

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze U je unitarni, tak fadky a sloupce tohoto operdtoru musi byt ortonormalni.
Z toho plyne existence redlnych Cisel «, 8, v, 0 tak, Ze

oy B0 o BLsy .
17D cos L —e @ 2% sin L

Y

2)cos 5

: 1.24
o@+5-%) gin % olla+5+ (1.24)

Rovnost (1.23) ziskdme rozndsobenim matic. O

Dusledek 1.1 (Z-Y rozklad). Necht' U je unitarni operator pisobici na jeden qubit. Pak existuji unitarni
operitory A, B, C piisobici na jeden qubit takové, Ze ABC = [ a U = ¢/ AXBXC, kde ¢'® predstavuje
néjakou globalni fazi.

Diikaz. Ve vét& 1 polozme A = R.(B)R,(X), B = R,(~-DR.(-ZE) a C = R(5E). Vzhledem k tomu, 7e
pfirozené inverze rotace m4 tvar Rl.‘1 (¢) = Ri(—p);i € {x,y,z}, ¢ € R, tak se pouhym dosazenim snadno
presvédcime, Ze

ABC = 1. (1.25)

Prostym vynasobenim Pauliho matic se 1ze snadno pfesvecit, Ze plati rovnost
XYX = -Y, (1.26)

oviem lepsi je na tento vztah nahliZet tak, Ze antikomutdtor {X, Y} = 0 a z4roveii plati X> = I. Z toho jiz
plyne vztah
i i
XR,(9)X = Xe 77X = £'2VX? = Ry(~¢) (1.27)

Tohoto vyuZijeme v nésledujici rovnosti

0

B o+p

Y + Y
XBX = XRy(—z)XXRz(—T)X = Ry(E)RZ(T). (1.28)
Dosazenim jiz ziskdme
AXBXC = R,(B)R,(y)R(6), (1.29)
a tedy
U = explia}R,(B)R,(y)R.(6). (1.30)
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1.3.2 Vicequbitové brany

Vv

Kvantové brany samoziejmé€ mohou plisobit na vice qubitii najednou. Nejjednodussim a zaroven
nejdilezitéjsim prikladem brany manipulujici se dvéma qubity je tzv. CNOT brana

1 000
Ucn = 8 (1) 8 (1) (1.31)
0 010
pusobici na bazické stavy nasledovneé:
Ucn |00) = 00) Ucn [01) = |01) Ucn |10) = |11) Uen|11) = |10).
Tuto skutecnost l1ze souhrnné vystihnout zapisem
UcnIA, By =|A,B®A), (1.32)

kde & znaci s¢itdni modulo 2.
Posledni brana, kterou zde zminime, je tfiqubitova Toffoliho (zvana také CCNOT') brdna dana matic{

T, = (1.33)

ecNeNeoloNeoNeoRel S
SO OO O —=O
S OO OO~ OO
S oo o~ OO0
S OO~ OO oo
SO = OO O oo
—_ O O O O O oo
S — O O O O o O

Zde prvni dva qubity figuruji jako kontrolni a hodnota tietiho je zménéna, pouze pokud jsou oba kon-
trolni ve stavu |1). Vyznam této brany je v tom, Ze v klasické informatice se pouze s jeji pomoci daji
sestavit univerzdlni reverzibilni obvody. Pravdivostni tabulka Toffoliho brany je oznacena Cislem (1.1).
Podivdme-li se totiz na NAND brénu (pravdivostni tabulka (1.2)), kterd v klasické informatice funguje

Toffoli
Vstup Vystup
0j0j0|0]|0]|O
0jo0j110|0|1
0(17010(1]0
O(1j1]0|1]1
110j]0|1|0|0
1{oj1|1(0]1
1|1]011|1|1
1(f1j1,171]0

Tabulka 1.1: Pravdivostni tabulka klasické Toffoliho brany

jako univerzalni (tj. kaZda Booleovska funkce na klasickych bitech miZe byt pocitdna pouze za pomoci
sloZeni NAND brén), tak snadno zjistime, Ze neni reverzibilni. Vzhledem k tomu, Ze kvantové brany
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NAND

Vstup | Vystup
0]0 1
0] 1 1
10 1
1] 1 0

Tabulka 1.2: Pravdivostni tabulka klasické NAND brany

musi byt unitarni, tak musi existovat jejich inverze a jsou tedy vZdy reverzibilni. Mize se tedy zdat,
Ze ne kazdy klasicky logicky obvod miiZe byt simulovan pomoci kvantového logického obvodu. Tento
zdanlivy paradox fesi pravé Toffoliho brana. Lze totiz ukazat, Ze kazdy klasicky logicky obvod muze
byt nahrazen ekvivalentnim obvodem obsahujicim pouze reverzibilni prvky za vyuZiti Toffoliho bréany.
Vsimnéme si, Ze uvazujeme-li prvni dva vstupni bity v Toffoliho brané jako vstup do NAND brany a
tfet{ bit je nastaven na 1, pak Toffoliho brdna simuluje NAND branu, pficemz vystup NAND brény je na
tietim bitu. Jeji opétovnou aplikaci pak ziskame bity v pivodnim stavu. Obdobné 1ze pomoci Toffoliho
brany simulovat FANOUT brana, kterou uz pro potieby této prace nezminuji. Disledkem téchto operaci
ovsem je, Ze timto reverzibilnim zptisobem miZeme simulovat jakykoliv prvek klasického logického ob-
vodu. Z toho okamzité plyne, Ze kvantové pocitace jsou schopny vSech vypoctd, kterych jsou schopny
klasické pocitace.

1.3.3 Univerzalni kvantové brany

V této podkapitole se zaméfime na otdzku univerzalnosti souboru kvantovych bran. Soubor kvanto-
vych bran je v kvantové informatice univerzalni, mtizeme-li jakoukoli unitarni operaci libovolné dobie
aproximovat pomoci kvantového obvodu obsahujiciho pouze brany z tohoto souboru. Budu se tedy sna-
Zit takovyto soubor najit. Pfi odvozovani pouZiji napt. nékteré disledky numerické matematiky, jejichz
dokazovdni je mimo rdmec této préce.

Nejprve ukdzi, Ze jakykoli unitarni operdtor muZe byt vyjadfen presné jako produkt unitdrnich ope-
ratorl, z nichz kazdy pdsobi netrividlné pouze na podprostoru uréeném dvéma stavy vypocetni baze.
Vezméme tedy d X d unitarni matici U pusobici na d-dimnezionalnim Hilbertové prostoru. Hleddme uni-
tarni matice Uy, ..., U,, n € N takové, Ze kazda z nich vznikne z d X d jednotkové matice zménou 2 X 2
submatice (kterd vznikla vynechdnim fadki a sloupct se stejnym indexem) tak, aby U,U,_;..U U = I.
Z unitarnosti pak okamzité bude platit U IU; = U. Tento proces je dobfe zndmy a lze ukdzat, Ze
n < @ Vezmeme-li v tivahu, Ze pro systém n qubiti ma Hilbertiv prostor dimenzi 2", pak kazda

unitarni matice na tomto prostoru miiZe byt zapsana jako soucin maximalné 2"(2" — 1) unitarnich matic
pusobicich netrividlné pouze na podprostoru uréeném linearnim obalem dvou stavt vypocetni baze.
Nyni naznacime zpusob, jakym lze ukazat, Ze za pomoci jednoqubitovych bran spolu CNOT branou
1ze implementovat libovolnou unitarni operaci plsobici pouze na dva stavy vypocetni baze. Spolu s
pfedchozim odstavcem pak dostaneme univerzalnost tohoto souboru. Méjme tedy unitarni operaci U
pUsobici netrvidln€ pouze na dva stavy vypocetni baze, feknéme |s) a [f), kde s = s1..8,,¢ = 1.1y
jsou binarni rozvoje téchto s a t. Nazvéme U onu netrividlni submatici U, kterd miZe byt brdna jako
jednoqubitova brana. Za pomoci Grayova kédu (sekvenci zmén bit po bitu) I1ze spojit tyto dva binarn{
rozvoje, coZ odpovida prechodu stavi |g;) — ... = |gm), kde |g1) = |s) a|g) = |£). Vidime, Zem < n+1.
U implementujeme tak, Ze na stav |g,,_;) pouZijeme kontrolovanou U operaci, pfi¢emz cilovy qubit se
bude nachézet na onom jediném bitu, kde se binarni rozvoje |g,,—1) a |gy,) 1i$i. Podminén bude prave tim,
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7Ze na vsech ostatnich pozicich jsou tyto dva stavy stejné. Pak uZ staci jen zpétné piejit |g-1) — ... —
lg1). Timto je implementace U dokoncena.

Ukd4zali jsme, Ze CNOT spolu s jednoqubitovymi branami tvofi univerzalni soubor. Jak je to se sloZi-
tosti? Lze ukdzat, Ze pro kazdé prohozeni |gi_1) — |gx) a pro operaci U je potieba O(n) jednoqubitovych
a CNOT bran. Téchto prohozent je pro realizaci operace U pisobici pouze na dva stavy vypocetni baze
potfeba 2(n—1), coz ndm dava slozitost on?).V prvnim odstavci této podkapitoly jsme dospéli k zavéru,
Ze jakakoliv unitarni operace lze prepsat jako soucin 2"(2" — 1) té€chto bran plsobicich netrividlné jen na
podprostoru dvou stavii vypocetni baze. To uz nam dava celkovou sloZitost O(n%4™).

Problém tohoto souboru je, Ze ne vSechny jednoqubitové brany umime implementovat zptisobem
odolnym vic¢i chybdam. Existuji ov§em diskrétni soubory bran, s jejichZ pomoci jsme schopni provést
jakykoli kvantovy vypocet a které jsme schopni implementovat tak, aby byly odolné vic¢i chybam (odol-
nost vici chybam a jejich opravovani je obecné mimo ramec této prace a nebudeme se tomu jiZ vice
vénovat). Vzhledem k tomu, Ze mnoZina unitarnich operaci je spojita, tak diskrétnim souborem miZeme
tyto operace pouze aproximovat. V tomto smyslu existuji dva nejzdsadnéjsi univerzalni soubory. Prvn{
tzv. standardni soubor je tvoren Hadamardovou, fazovou, CNOT a ’g’ branou, kde fazova brana je za-
hrnuta kvili toleranci vic¢i chybdm (vzhledem k univerzalité je irelevantni, kdyZ miiZze byt sloZena ze
dvou % bran). Druhy tvofi Hadamardova, fazova, CNOT a Toffoliho brana. Lze ukazat, Ze pouze %’ brana
spolu Hadamardou dokéZzi libovolné pfesné aproximovat kazdou unitdrni operaci. Tento fakt mé kofeny
v tom, Ze T ptedstavuje rotaci okolo osy z 0 7 a THT rotaci okolo osy x o 7. Spolu s CNOT brédnou tak
v ndvaznosti na pfedeslé odstavce predstavuji univerzdlni soubor. Stejné tak lze ukdzat i univerzdlnost
druhého zminéného souboru.
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Kapitola 2

Deutsch-Jozsuv algoritmus

V této kapitole se postupné dobereme k prvnimu kvantovému algoritmu, na kterém lze alespon v
teoretické roviné demonstrovat kvantovou nadfazenost. Jednd se o Deutsch-Jozsiiv algoritmus, k jehoZ
vysledné podobé povedou dva mezikroky. Nejprve si ukdZeme, jak v sobé kvantovy obvod, uréeny k vy-
poctu jisté funkce, dokdZe do okamZiku méfeni udrZovat vysledek pro vSechny jeji mozné vstupy. Poté
na prikladu Deutschova algoritmu (coz je vlastné jen zjednodusend verze Deutsch-Jozsova algoritmu)
budeme prezentovat, jak pomoci interference amplitud pravdépodobnosti z obvodu ziskat potfebnou in-
formaci. V posledni fazi tyto mySlenky zobecnime a vysledkem bude obvod schopny fesit dany problém
efektivnéji nez by bylo mozné klasickym zplsobem. Kapitola bude shrnutim myslenek z [21] a [31] a

bude doplnéna kédy a vypocty provedenymi na kvantovém pocitaci IBMQ.

2.1 Paralelni kvantovy vypocet

UkaZme tedy, jak dokaze kvantovy pocita¢ vyhodnotit urcitou funkci pro vice jejich vstupt najednou.
Cely trik bude spocivat v tom, Ze qubity dostaneme do stavu superpozice, na némz vykoname pozadova-
nou akci. Uvazujme tedy funkci f(x) : {0, 1} — {0, 1}. Je zfejmé, Ze takovato funkce miiZe pisobit pouze
Ctyfmi riznymi zptsoby:

f1(0)=0 fi() =0, 2.1
£0) =1 L) =1,
£0)=0 fM) =1,
f40) =1 fa(1) = 0.

My zatim nevime, o jakou z téchto funkci se jednd. Tuto lze spocitat s vyuzitim registru, ktery obsahuje
dva qubity. Necht’ je jejich pocatecni stav |x, y). Pomoci vhodnych bran Ize systém transformovat do
stavu |x, y @ f(x)), kde @ znadi s¢itdni modulo 2. V tomto pripadé€ slouzi prvni qubit jako vstup funkce
a fika se mu datovy registr. Na druhém qubitu se projevi pusobeni funkce a nazyva se cilovy registr.
Transformaci |x,y) — |x,y® f(x)) nazvéme Uy a je snadné se presvédcCit o jeji unitdrnosti. Ta pro
nds bude zatim realizovana jakousi ¢ernou skiiiikkou (pro kterou nadale budeme uzivat anglicky nazev
oracle), o které vime jen to, Ze funguje uvedenym zptisobem.

Snadno si rozmyslime, Ze bude-li druhy qubit na zaCatku ve stavu |0), pak po aplikaci Uy v ném
bude prosté uloZen vysledek f(x). Co kdybychom ov§em méli situaci jako na obrdzku (2.1), kdy je prvni
vstupni qubit ve stavu \%(lO) + |1)) (¢ehoZ se snadno dosdhne aplikaci Hadamardovy brany na stav |0))?
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Obrazek 2.1: Ukdzka paralelniho vypoctu pro obé vstupni hodnoty najednou

V tomto pifpad€ bude mit stav po plisobeni U tvar

10, £(0)) + 11, F(1))
G :

Z toho je zfetelné, Ze se ndm v jistém slova smyslu povedlo spocitat funkci f(x) pro oba jeji moZné
vstupy najednou.

Tento typ vypoctu lze zobecnit na libovolny pocet biti s vyuZitim tzv. Hadamardovy transformace
(také nazyvané Walsh-Hadamardova). Mizeme opét uvazovat néjakou funkci f(x) : {0, 1,...,2" — 1} —
{0, 1} (toto l1ze vystihnout tim, Ze pro vstup nadm stac¢i n bitd). Tentokrdt budeme mit n qubitd v datovém
registru a opét jeden v cilovém registru. Hadamardova transformace na n qubitt jednoduse znamena apli-
kaci Hadamardovy brany na kazdy z nich, zna¢ime H®". Pfi aplikaci na n qubitti ve stavu |0) dostdvame:

0y +11)) (I0)+]1)) 1 XS
H®"|0)...]0) :( )( )z |x), (2.3)
n-krat \/E \/E ~2n ; *

n-krat

2.2)

kde |x) prochazi vSechny bazické stavy. Vidime, Ze tim ziskdvame rovnovaZznou superpozici vSech stavii
vypocetni baze n qubiti. Je dobré zminit i efektivnost této transformace, kterd na vytvoreni 2" stavi
potfebuje pouze n bran.

Nyni mame tedy qubity v datovém registru v této superpozici, cilovy qubit ve stavu |0) a nechame-li

plsobit Uy, ziskdme stav
-1

1
= DI If@)). 2.4)
x=0

Vidime, Ze v funkce f(x) je zde vycislena pro v§echny své mozné vstupni hodnoty. Mtize se zdat, Ze jsme
takto ziskali opravdu mocny ndstroj, s jehoZ pomoci jsme schopni vyhodnocovat funkci pro vSechny jeji
vstupy nardz. NaneStésti z postuldtu kvantové mechaniky plyne, Ze pii méteni se v zdvislosti na amplitudé
pravdépodobnosti vybere pouze jeden stav odpovidajici jen jedné vstupni hodnoté, pfi¢emZ ostatni stavy
superpozice spolu s vysledky funkce pro jiné vstupy jsou nendvratné ztraceny. V naSem piipadé maji
vSechny Cleny superpozice stejnou amplitudu (a tedy i stejnou pravdépodobnost naméreni) a vysledny
vybér je tedy zcela ndhodny. Musime tudiZ najit zpisob, jakym bychom ze superpozice ziskali né¢jakou
dalsi informaci nez jen o jediné vstupni hodnoté. To nds dostava k dalsi podkapitole.

2.2 Deutschuv algoritmus

Predchozi poznatky vyuZijeme pfi feSeni problému, ktery roku 1985 ve své praci [10] pfedstavil
David Deutsch a kde na vysledném algoritmu prezentoval, jak mohou kvantové pocitace prekonat ty kla-
sické. Presnéji se budeme zabyvat zjednodusenou a v jistém smyslu vylepSenou verzi tohoto algoritmu.
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Uvazujme opét funkci f(x) : {0, 1} — {0, 1} a jeji mozné podoby (2.1). O funkcich f] a f, fekneme, Ze
jsou konstantni, zatimco f3 a f; jsou vyvazené (tj. na vystupu maji stejny pocet jednicek a nul). Vratime
se tedy k pfipadu, kdy datovy registr md n = 1 qubitd. Nasim tikolem bude urcit, zda-li se jedna o funkci
konstantni, ¢i vyvazenou.

Predstavme si nyni klasicky piipad. Abychom mohli s jistotou fict, Ze se jednd o ten, ¢i onen typ
funkce, museli bychom funkci za pomoci oracle vycislit pro obé mozné vstupni hodnoty. My si zde
ukdZeme, jak o této globdlni vlastnosti dané funkce rozhodnout jiZ pfi jediném pouZiti.

Budeme opét uvaZzovat transformaci Uy s plisobenim |x, y) — |x,y @ f(x)) jako v predeslé kapitole.
M¢éjme tedy klasicky pocdteéni stav

o) =10} 10) (2.5)

a postupujme krok po kroku. Nyni na druhy qubit pouzijeme X branu, ¢imZ ho dostaneme do stavu |1).
Stav |y ) ziskdme aplikaci Hadamardovy brany na oba qubity:

_ (10> + |1>)(I0>— |1>) _ 10030y = 11) +11) (0) ~ 1)) 26
1) ( N 75 > (2.6)
Nyni nechme zapisobit ¢ernou skiifiku U s:
0 0y -1 0 1 Dy-N 1
Wa) = Us ) = 10 (1L/(0)) — 11 & f( )>)J2rl Y(SM) - 11 f( )))' 2.7
Pro predstavu ukazme, jak konkrétné vypadéd tento stav pro jednotlivé funkce z (2.1):
_ 10y 0y = 1) + 1) (10) = [1)) _ (10) +[1)(0) — |1))
o) = > = >
_ 10 (1) =10) + 1)y (1) = 10)) _ (=10) = [1)(|0) — 1))
|¢’2,2> = 3 = 3
_ 1030y = 1) + 1) (1) = 10)) _ (0) —[1)(0) — |1))
[v2s) = 2 N 2
_ 100 (1) =10) + 1) (10) = 1)) _ (=10) +[1)(|0) — [1))
|l//2,4> = > = 3 .
Toto Ize souhrnné zapsat jako
DIRGINUII
D0y + D'V 10y - 1)
= : 2.8
2) N ® NG (2.8)

Vidime, Ze plisobeni Uy se vlastné preneslo z druhého qubitu na prvni. Tomuto jevu se Casto iikd
fdzovy zpétny rdz. Obecné se jedna o jev, kdy pfi kontrolované operaci je vlastni hodnota pfidana sa-
motnou operaci pfeddna na jiny qubit. Rychle si tuto vlastnost ilustrujeme na kontrolované 7" brané, kde
kontrolni qubit bude ve stavu [+) = (|0) + [1))/ V2a cilovy ve stavu |1).

01) + e™*[11)  |0) + ™/*|1)
V2 V2

Vidime, Ze fazovy posun se promitl do kontrolniho qubitu.
Vrat'me se k naSemu pfipadu. Z (2.8) uZ je vidét, Ze je-li funkce f konstantni, bude
_ L 0+ID ® 0 = 11)
V2 V2
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Naopak bude-li vyvazend, pak
10y —11) . 10 —11)

o) = + (2.11)
V2 V2
V tuto chvili uz druhy qubit neni dileZity. Aplikaci Hadamardovy brany dostavame
10y —11)
l3) = +10) ) (2.12)
V2
respektive
10y —11)
l3) = +|1) . (2.13)

V2

Zde jiz miZzeme méfenim prvniho qubitu s jistotou urcit, zda-1i se jednd o funkci konstantni ¢i vyvaZze-

nou.Uvédomme si jeste, ze f(0) @ f(1) = 0, pokud f(0) = f(1) a pokud ne, pak je to rovno 1. Takto lze

souhrnné zapsat

0) —11)
V2

Kvantovy obvod ndm tedy pomohl urcit globdln{ vlastnost £(0)® f(1) funkce f pfi jejim jediném vyhod-
noceni.

Z predchoziho postupu nemusi byt na prvni pohled jasné, kde pfesné hrdla roli zmifiovand interfe-
rence amplitud. To je nejzretelnéjsi, podivame-li se na prvni qubit v rovnici (2.8). Aplikaci Hadamardovy
brany na tento qubit ziskdme stav

ly3) = +1f(0) @ f(1))

. (2.14)

(=D + 1)/D)[0) + (=)@ - (=D D) 1)

) = . (2.15)
a spoctéme pravdépodobnost naméfeni qubitu ve stavu |0):
1 2
P(0) = |5((=1)@ + (=1 )] . (2.16)

Zde je zretelna zavislost na interferenci amplitud. Pro konstantni funkci budou mit amplitudy stejnou
fazi a interferovat konstruktivné s vyslednou pravdépodobnosti 1. Naopak u vyvédZené funkce dojde k
destruktivni interferenci s vyslednou pravdépodobnosti rovnou nule, coz jiz implikuje jistotu naméteni
hodnoty qubitu rovné 1.

Na zavér této podkapitoly s pomoci platformy IBM Quantum a vefejné dostupné sady pro vyvoj soft-
waru ureného ke kvantovym vypoctim Qiskit [1] poskytnu grafické zndzornéni kvantovych obvodi pro
Deutschtiv algoritmus pro jednotlivé funkce i s jejich statistikami méfeni. Tyto jsou zndzornéné na ob-
rdzcich (2.2), (2.3), (2.4) a (2.5). Nutno pfitom upozornit na dvé véci. Prvni je, Ze Qiskit pouzivad opacné
fazeni qubitl, nez je tomu zde i ve vétSiné literatury. Normaln€ se prvni prvek tenzorového soucinu fadi
doleva a posledni doprava. Qiskit pouziva fazeni, kdy MSB (Most Significant Bit) je nalevo a LSB (Least
Significant Bit) napravo, coZ odpovida reprezentaci bitl v klasickych pocitacich a umoZziiuje tak snadnou
konverzi fady bitd na ¢isla po méfeni. V histogramu se toto projevi tak, Ze onen pozadovany vysledek
méfeni prvniho qubitu je na druhém bitu, pficemz druhy qubit (v histogramu na prvni pozici) je stle
povazovan ve stavu 0, protoze jsme na ném neprovadéli zidné méreni. Druhou je, Ze soucasna kvan-
tové zafizeni nejsou dokonald, proto se v malém mnoZstvi ve statistikdch objevuji i vysledky odporujici
odvozenym teoretickym disledktm.
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Obrézek 2.2: Deutschiiv algoritmus pro konstantni funkci fi. Uy je zde realizovdna pouze pomoci iden-

tity na prvnim i druhém qubitu.
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Obrézek 2.3: Deutschilv algoritmus pro konstantni funkci f>. Uy je zde realizovana pomoci identity na

prvaim a NOT brédny na druhém qubitu.
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Obrézek 2.4: Deutschilv algoritmus pro vyvédZzenou funkci f3. Uy je zde realizovdna pomoci CNOT brény,
kde prvni qubit je kontrolni a druhy cilovy.
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Obrézek 2.5: Deutschilv algoritmus pro vyvédZzenou funkci f3. Uy je zde realizovdna pomoci CNOT brény,
kde prvni qubit je kontrolni a druhy cilovy a ndsledné NOT brany na druhém qubitu.

2.3 Deutsch-Jozsuv algoritmus

Obecnéjsi problém a kvantovy algoritmus tento problém fesici predstavili David Deutsch a Richard
Jozsa ve své prici [9] roku 1992. My zde budeme opét prezentovat ponékud upravenou verzi tohoto
problému.

UvaZujme opét funkci f : {0,...,2" — 1} — {0, 1} zminénou v prvni sekci této kapitoly. O funkci
vime, Ze je bud’ konstantni, nebo vyvazend. Nasim tkolem bude rozhodnout o této vlastnosti s vyuzitim
ptedchozich poznatkl. Poznamenejme, Ze k tomu, abychom klasickym vypocétem s jistotou urcili tuto
vlastnost, tak bychom potfebovali v nejhorsim piipade (kdy bychom méfili stale jen samé jednicky nebo
naopak samé nuly) vyhodnotit funkci pro 2”~! + 1 hodnot. Diagram Deutsch-Joszova algoritmu je na
obrazku (2.6).

10) I
0 I

10)

[0) uf
o — X H H y yefx)

Obrazek 2.6: Diagram Deutsch-Jozsova algoritmu.

Zacneme tedy nas kvantovy vypocet s n qubity v datovém registru a jednim qubitem v cilovém
registru, vS§echny necht’ jsou ve stavu |0). Mame tedy klasicky pocatecni stav

W0) = [0)...10)®10). 2.17)

Na datovy registr pouZijeme Hadamardovu transformaci (2.3), zatimco na cilovy qubit aplikujeme nejdfive
NOT a pak Hadamardovu branu. Stav registru poté bude

n

10) —|1)
§ lx) ® , (2.18)
= * V2

25

(3]
—

1
V2r

1) =

=



kde celé ¢islo x € {0, ..., 2" — 1} identifikuji s jeho bindrnim rozvojem X = Xp—1...X1X0, X; € {0, 1}. Méjme
opét oracle Uy piisobici stejné jako v piedchozi kapitole, tj. Ur : |x,y) — |x,y ® f(x)) a nechme ji
pusobit na i1 ):

Z” If(x0)) -1 & f(x))
x=0 \/5

Podivejme se nyni vztah (2.8) a jakym zptisobem jsme k nému dospéli. Zcela analogickymi tivahami lze
za vyuziti fazového zpétného razu predesly vztah prepsat do tvaru

W2) = Urlpr1) = (2.19)

2"-1

1
v) = Z( IRl \f' i (2.20)

V tuto chvili jiZ neni posledni qubit dilezity. Provedeme dva pomocné vypocty. Nejprve se snadno
presvédCime, Ze pisobeni Hadamardovy brany na jeden qubit ve stavu |x) pro x € {0, 1} lIze psat takto:

1 1
H = — —-D¥|2). 2.21
== Zé( )% 12) (2.21)

Potom Hadamardova transformace na n qubiti je

H® %01, ., X0) = «/— Z (=115 7, ) ® .. @ Z( 1Y% [20)
=0 @0 (2.22)
Xn 1201+ +X020
@Z;() ZOZ;)( 1) |Zn-15 20 »
coZ lze s pomoci bitového skaldrniho soucinu x - z velmi elegantné zapsat jako
H®" |x) = L ZZ_ (D" 2 (2.23)
Vo & ! |

kde opét bereme x i z jako bindrni rozvoje. Pustime-li tedy Hadamardovu transformaci na prvnich n
qubitt stavu |y, ), ziskdme

= Z5NEDEY) 10y - 1)
_ 1 f(x)
3y = XE (=1) ( o )@ 7

1 2"—1 (2"-1 |0) |1>
— f)+xz
= [ § (=D }I )® 7

z=0

(2.24)

Zde opét zacind byt ziejma zavislost na interferenci amplitud. Prozkoumejme pravdépodobnost na-
méfeni polatecniho stavu datového registru, tedy stavu |0...0):

2"—-1

Z( 1)f(X)

Nyni uvazme moZnosti, kdy je funkce f konstantni a kdy vyvdZzend. Je-li konstantni, tak amplituda u
tohoto stavu je diky konstruktivni interferenci +1 (a vzhledem k normalizaci stavu k jedné musi byt
26
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ostatni amplitudy rovny nule), a tedy pravdépodobnost je rovna jedné. Je-li naopak funkce vyvaZend,
tak pro presné polovinu ¢lenti v sumé (2.25) bude f(x) rovno 1 a pro polovinu 0. Cleny se tak diky
destruktivni interferenci vyrusi a pravdépodobnost naméfeni tohoto stavu je rovna 0. Pokud tedy na
datovém registru naméiime alesponi jeden qubit ve stavu |1), tak mliZzeme s jistotou Fici, Ze se jednd o
vyvéazenou funkci. Pfitom jsme vyuZili pouze jedné iterace vyhodnoceni této funkce a dosédhli jsme tedy
exponencidlniho snizeni poctu pouZiti oracle.

Nutno vSak zminit, Ze klasickym pravdépodobnostnim algoritmem také nalezneme feSeni v kon-
stantnim Case, tj. O(1). V nejlepSim piipad€, pouzijeme-li oracle dvakrat a dostaneme rtizné vysledky,
pak vime, Ze je funkce vyvazend. Dostdvame-li viak stdle stejné vystupy, tak i v tomto piipadé miZeme
jiZ po par vyhodnocenich s velmi sluSnou pravdépodobnosti rozhodnout o konstantnosti funkce. Snadno
nahlédneme, Ze pravdépodobnost, Ze je funkce konstantni, 1ze zapsat jako funkci poctu vyhodnocenych
vstupd k:

Puons®) = 1 = 57 (2.26)
pro 1 < k < 2"!. Vidime tedy, Ze pocet pouZiti cerné skitiky zde nezavisi na délce vstupu n, pouze na
toleranci chyb.

Nakonec se opét podivejme na implementaci pomoci Qiskit a IBMQ. Uddme zde jeden pfiklad pro
konstantni a jeden pro vyvéazenou funkci. Implementace oracle pro konstantni funkci je jednoducha.
Vzhledem k tomu, Ze jeji plisobeni se na poslednim qubitu projevuje jako |y & f(x)), tak snadno nahléd-
neme, Ze jedné-li se o f(x) = 0, pak na cilovy qubit nemusime nijak ménit, sta¢i aplikovat identitu.
Naopak pokud jde o f(x) = 1, pak staci na posledni qubit aplikovat X branu. Obvod s implementac{
takovéto funkce a péti vstupnimi qubity je zndzornén na obrazku (2.7).

Implementaci vyvazené funkce je na druhou stranu mnoho. Jednim ze zplsobu, jak zajistit vyvéze-
nost funkce, je, Ze kazdy qubit v datovém registru pouZijeme jako kontrolni qubit pro CNOT branu, kde
cilovy qubit je vzdy onen jediny qubit v cilovém registru. To ndm vzhledem k rovnovazné superpozici
stavl zajiSt'uje vyvazenost. Ménit plsobeni funkce zpiisobem, ktery zachovava jeji vyvaZenost, l1ze s
timto piistupem tak, Ze na vybrané qubity jesté pred aplikaci CNOT bran pustime X brany. Toto samo-
zfejmé& musime ndsledné opétovnou aplikaci X bran na tyto qubity zvratit. Pfiklad obvodu s vyvédZenou
funkcf se ¢tyfmi vstupnimi qubity je na obrazcich (2.8) a (2.9), kde jsme byli vzhledem k nedokonalostem
redlného zafizeni nuceni pouZit také simulétor.

Go = H a 0594
dr — H H

Probabilities

qs —.— H . 0.00

Obrazek 2.7: Deutschtiv algoritmus pro konstantni funkci f(x) = 1 s pétiqubitovym datovym registrem.
Uy je zde realizovdna pomoci NOT brény na cilovém qubitu.
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Obrazek 2.8: Deutschiiv algoritmus pro vyvazenou funkci s ¢tyfqubitovym datovym registrem. Pro tento
priklad byl vzhledem k pfili§ velkym nepiesnostem redlného zatizeni pouZit simuldtor zobrazujici idedlni
pripad, kdy nelze naméfit stav |0) na vSech vstupnich qubitech.

0.100 4
0.089

0.073 0.081 0.073

a 0.071
0.075 4 o067

C.088 0.068.065

cosP 053 0051
0.04®.048 D047

-
-

0.050 4

0.039

T
N
Probabilities

e e a é 0.025 4

0.000 -

= e ] o e L T T e T R B Y —~ O =~
L = Y e T, A I I T —-.-—-.-gc----
S E§FSFFsFTITSSSTSTSTFTFS

Obrazek 2.9: Deutschiv algoritmus pro vyvazenou funkci s ¢tyfqubitovym datovym registrem. Zde bylo
pouZito redlné zarizeni, ovS§em vzhledem k nedokonalostem byl nejednou naméfen i stav se v§emi vstup-

nimi qubity ve stavu |0) a vysledky jsou tedy nereprezentativni.
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Kapitola 3

Groveruv vyhledavaci algoritmus

Deutsch-Joszuv algoritmus nam poslouZil jako prvni piiklad dlohy, kterou kvantovy pocita¢ zvladne
vyfesit efektivnéji neZ klasicky. NaneStésti dodnes neni zndm zdsadni piiklad dlohy, pfi které by se
nam tato schopnost rozli§it konstantni a vyvazenou funkci hodila. V této kapitole vSak jiz rozebereme
algoritmus s potencidlem redlného vyuZiti. Jedna se o kvantovy vyhleddvaci algoritmus také zndmy jako
Groverdv algoritmus, jenz byl prvné pfedstaven L. K. Groverem roku 1996 [14].

S pomoci [21], [13] a [1] nejprve pfedstavim obecny algoritmus, jeho soucdsti a geometrickou in-
terpretaci. Déle budu diskutovat uréeni poctu feSeni daného problému, popf. samotnou existenci feseni.
Nakonec s vyuzitim [18], [27], [2], [25], [24] a [30] budu ilustrovat ekvivalenci Groverova algoritmu s
vyhleddvanim pomoci kvantové prochdazky na dplném grafu a na grafu typu hvézda.

3.1 Princip algoritmu

Ptedstavme si dva problémy. Prvni necht’ je takovy, Ze mame najit nejkratsi cestu mezi mnoha mésty,
kde pocet vS§ech moZnych cest je N. Druhy je najit v databazi o celkovém poctu N prvka prvek s pozado-
vanou vlastnosti. Oba tyto problémy mohou mit vice neZ jedno feSeni a jsou ekvivalentni v tom smyslu,
7e v klasickém pripadé je potieba O(N) (resp. 0(%) pro vice moznych feSeni, kde M je pocet feSeni)
operaci na urceni feSeni. V prvnim problému prosté¢ prochdzime cesty a udrZzujeme informaci o tom,
ktera je nejkratsi. Ve druhém porovnavame vlastnost jednotlivych prvkid s pozadovanou vlastnosti. My
ukaZeme, Ze na kvantovém pocitaci jsme schopni nalézt pozadované fesent jiz po O( VN) (resp. O( \/g )
krocich. K tomu vyuzijeme tzv. zesileni amplitudy.

K obecné prezentaci algoritmu budeme opé€t uvazovat oracle se schopnosti rozpoznat a oznacit feSeni
problému, prijde-li jako vstup. Necht' tedy celkovy pocet prohleddvanych prvki je N = 2" (ptipadné 1ze
vzdy doplnit prazdnymi vstupy tak, aby se jednalo o mocninu 2) a celkovy pocet feSeni (ktery v tuto
chvili povaZzujeme za zndmy) je M, 1 < M < N. Tyto prvky si oindexujme indexy 0 aZ N — 1, coZ
znamend, Ze je muzeme uloZit pomoci n bitt. Déle jiZ budeme uvazovat jen tyto indexy, kde tedy pro
x € N plati, Ze x je feSeni <= x € M a naopak x neni feSeni & x € N \ M. OznaCeni feseni miZe
byt reprezentovano funkci

3.1

0, proxe N\M
fx) =
1, proxe M.

Nas oracle reprezentovany unitarnim operatorem O schopny rozpoznat feseni tedy bude pracovat nasle-
dovné:

11g) 2 1) lg @ f(x)). (3.2)
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kde |x) je stejné jako v Deutsch-Joszové algoritmu datovy registr a |g) cilovy qubit, do kterého je pro-
psano pasobeni O. Inspirovani minulou kapitolou se podivejme, jak bude oracle pasobit, pfipravime-li si
cilovy qubit do stavu (|0) — |1))/ V2:

-1 (|0>— |1>)
0 2 ) = (=1) = 7). 3.3
|x>( V2 ) LT V2 G

Vzhledem k tomu, Ze stav cilového qubitu je nezménén a zlstane nezménén i béhem celého procesu,
miZeme ho naddle z naSich dvah vynechat a akci oracle uvaZovat pouze jako

Olx) = (=1 |x). (3.4)

Vidime tedy, Ze feSenim daného problému oracle posouva fazi o 7.

Podivejme se pro zajimavost, jak by takovyto operator vypadal, pokud bychom méli celkovy prostor
osmi prvki a hledané feSeni by byl jen jeden prvek s indexem napf. 5, v bindrni soustavé zapsany jako
101. Tento operator tedy musi Sestému bazickému stavu pfidat fazi a ostatni nechat nezménéné. Snadno
domyslime, Ze takovyto operdtor bude mit tvar

10000 0O 00O
01000 0 00
00100 0 00
00010 0 00

%=lo 0001 0 00| 3.5)
00000 -1200
00000 O 10
00000 O 01

Pozastavme se jeSté nad samotnym zavedenim naseho oracle. MiizZe se totiz zdat, Ze se zde bavime o
zafizeni, které jiz znd feSeni tohoto problému a celd dosavadni diskuze by v tuto chvili postradala smysl.
Ukazuje se vsak, Ze je zdsadni rozdil mezi tim znat feSeni a umét feseni rozlisit. Vezméme jako priklad
faktorizaci, kdy chceme najit rozklad vétSiho ¢isla na soucin dvou prvocisel. Dostaneme-li ¢islo, pak
podilem ptivodniho vétsiho Cisla a tohoto ¢isla snadno zjistime, zda-li se jedna o nami hledané prvocislo
a pokud ano, tak tim ziskdme i druhé hledané prvocislo. Ovsem téchto pokusti o déleni bude Umémne s
odmocninou ptivodniho velkého ¢isla (samoziejmé existuji mnohem efektivnéjsi algoritmy, toto slouzi
jen pro ukdzku). Klasické déleni je ireverzibilni operace, oviem jak uZ jsme si difve fekli, kaZzdou irever-
zibilni operaci na klasickém pocitaci 1ze efektivné implementovat pomoci reverzibilniho obvodu, ktery
Ize okamZité prevést na kvantovy obvod. Tou zdsadni mySlenkou tedy je, Ze i kdyZ nezndme prvoci-
selné faktory ptivodniho Cisla, tak dokdZeme zkonstruovat oracle, ktery je rozpoznd, prijdou-li mu jako
vstup. Navic, jak si ddle ukdZzeme, s pouzitim Groverova algoritmu bude potfebny pocet dotazii na oracle
umérny pouze Ctvrté odmocniné pivodniho ¢isla. Konkrétni implementaci oracle se tedy pro tuto chvili
nebudeme zabyvat a nékolik ukazek naprogramovanych pomoci Qiskit poskytneme pozdéji.

Nyni se jiZ zaméfme na jednotlivé kroky celého algoritmu. Budeme tedy operovat na n qubitovém
registru, pficemz je mozné, Ze pro implementaci oracle budou potieba dalsi pracovni qubity. Nasim
ukolem zjevné bude najit feseni problému za pouZiti co nejmensiho poctu dotazli na oracle. Vychazime
ze standardniho pocatecniho stavu

o) = 100...0) . (3.6)
n

V prvnim kroku dostaneme stav Hadamardovou transformaci do vyvazené superpozice

1 N-1
) = H" o) = —= D (3.7)
x=0
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Obrazek 3.1: Zptsob implementace libovolné kontrolované unitarni operace za pomoci CNOT a jed-
noqubitovych bran.

Tento krok lze interpretovat tak, Ze na zaCitku netusime, jaky index je nas hledany, a tedy kazdy pokus
o uhodnuti tohoto indexu je stejné¢ dobry. Poté jiz pfichdzi na fadu faze zesileni amplitudy provadéna
pomoci tzv. Groverovych iteraci. Cilem této faze je pri kazdé této iteraci zvétsit amplitudu u oznaceného
feSeni (pomoci oracle), coZ vzhledem k normalizaci okamZité¢ implikuje zmenSeni amplitud ostatnich
indext. Takto po jistém poctu iteraci dostaneme feSeni problému témér s jistotou.

Kazda Groverova iterace lze popsat pomoci Ctyt krokt:

1. Aplikace orale

2. Hadamardova transformace H®"

n

/_/\ .
3. Posun faze o m u kazdého stavu vypocetni baze kromé stavu |00...0), tj. |x) — (—1)%0+1 | x)
4. Hadamardova transformace H®"

Implementaci Hadamardovy transformace jiz zndme a ukazali jsme si téZ, Ze tato transformace je velmi
efektivni. Podivejme se nyni na fdzovy posun ve tfetim kroku.

Jedna se o podminénou operaci. My si zde ukdZzeme, jakym zpisobem lze implementovat libovolna
kontrolovand unitarni operace c-U, kterd na jeden qubit pisobi pouze jako U, a to jen za pomoci jednoqu-
bitovych bran a CNOT brany. Nejprve aplikujeme fazovy posun exp{ia} na cilovy qubit kontrolovany
kontrolnim qubitem. Matice takového operétoru by méla tvar

1 0 0 O
01 0 O
Uphasel = 0 0 e,'a 0 (38)
0 0 0 e
Vsimnéme si ovSem, Ze Gplné stejného efektu 1ze dsdhnout aplikaci jednoqubitové brany ve tvaru
1 0
UphaseZ = (0 eia) . 3.9)

Nyni vyuZzijeme dusledku (1.1) z prvni kapitoly. Zptisob, jakym rozklad z disledku pouZijeme, je zna-
zornén na obrazku (3.1). Vidime, Ze je-li prvni qubit ve stavu |1), pak se aplikuje U na druhy qubit. Je-li
naopak prvni qubit ve stavu |0), pak se vzhledem k vlastnosti ABC = I nic nestane.

Toto 1ze zobecnit na piipad, kdy chceme mit operaci kontrolovanou vice qubity, tj pro n kontrolnich
qubitti chceme aplikovat operaci C"(U). Plisobeni takové operace 1ze zapsat jako

C'(U)lcica-.cn) W) = le1ca.cn) U 1Y), (3.10)
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Obrézek 3.2: Znazornéni implementace C 2(U ), kde VZ=U.

kde c¢ic;...c,, v exponentu je soucin bitd. |y) pfitom miiZe byt stav jednoho ¢i vice qubitt podle toho, jak
je U definovana. Necht' V je unitdrni operétor takovy, Ze V> = U, pak se snadno presvédéime, Ze pro
dva kontroln{ a jeden cilovy qubit Ize C>(U) implementovat tak, jak je zndzornéno na obrazku (3.2).

Vsimnéme si, Ze pii volbé V = w dostaneme C?(X), neboli Toffoliho branu. S tou uz miZzeme
implementovat libovolnou C"*(U) nasledovné. K n kontrolnim qubitim vezmene n — 1 pracovnich qu-
bitd ve stavu |0). Nejdiive aplikujeme Toffoliho branu na prvni pracovni qubit, kde prvni dva kontroln{
qubity poslouzi jako kontrolni. Tim vlastné dostaneme prvni pracovni qubit do stavu |c; - ¢3). Nasledné
pouZzijeme Toffoliho brdnu na druhy pracovni qubit, pficemZ jako kontrolni qubity pouZijeme tieti kon-
trolni a prvni pracovni. Takto dostaneme druhy pracovni qubit do stavu |c; - ¢2 - ¢3). Takto postupujeme
déle, a7 posledni pracovni qubit dostaneme do stavu |c; - ¢, - ... - ¢,). Nakonec vykondme kontrolovanou
U operaci s poslednim pracovnim qubitem jako kontrolnim. K dovrseni staci uZ jen reverzné aplikovat
Toffoliho brany tak, abychom pracovni qubity vratili do stavu |0).

Vrat'me se k naSemu konkrétnimu piipadu, kde chceme kazdému bazickému stavu kromé |00...0) pfi-
dat fazi (—1). Na to nam staci si uvédomit dvé skutecnosti. UrCit€ vhodnou branou misto obecné brany U
bude pro tento fazovy posun brana Z. Druhou véci je, Ze stejné tak jako miZeme kontrolovat podle stavu
[1), tak mtizeme kontrolovat podle stavu |0). Sta¢i pfed kontrolovanou operaci aplikovat na kontrolni qu-
bit branu X a poté jeji opétovnou aplikaci jeji puisobeni zvritit. Zde poZzadované operace tedy dosdhneme
tak, Ze nejprve na vSechny kontrolni qubity aplikujeme X branu, poté vyuzijeme predeslého procesu, kde
tésné pred pouZitim kontrolované Z aplikujeme na posledni pracovni qubit X brdnu a nakonec G¢inky
Toffoliho bran a X bran na pracovnich a kontrolnich qubitech reverzné zvratime.

Podivejme se nyni, jak bude vypadat operator takového fizového posunu. Snadno se presvédcime,
Ze musi jit o matici ve tvaru diag(l, -1, ...,—1), kterd lze zapsat jako (2100...0)¢00...0| — I). S timto
vyjadienim a s uvédoménim, ze (H®")~! = (H®")" = H®", pak miZeme kroky 2, 3 a 4 souhrnné prepsat
jako

H®"(200...0) (00...0| — DH®" = 2(H®")" 00...0) (00...0| H®" — H*"IH®"

3.11
=2 Wl =1, G

kde |y) je vyvaZzend superpozice vSech bazickych stavi. Celkové tedy dostdvame Groverovu iteraci jako

G =2 Wl -nO.
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3.2 Geometricka interpretace

Predchozi kapitola ndm sice vysvétlila postup a moZnosti realizace, av§ak neposkytla nam pfilis
velkou intuici ohledné fungovéni algoritmu. Dale si detailné vysvétlime, co se odehrdva pii Groverové
iteraci. Podivejme se nejprve, jak pasobi Clen (2 /) (| — I) na obecny stav:

QW=D ) axll) = [%Z|x>2<y|—1]2ak|k>
k X y k
- %ZmZak—Zam
X k k
=2a) )10 - >l
X k

= > ey -a k).
k

(3.12)

Zde jsme v posledni rovnosti jen pfejmenovali s¢itaci index a (@) znacf stiedni hodnotu koeficientil .
Z toho je ziejmé, procC se 2 |y) (| — I také iikd operace inverze kolem stfedni hodnoty.

S pripomenutim, Ze N je celkovy pocet indexti a M je pocet indexti predstavujicich feseni, zaved’ me
dva normalizované stavy

1
= — 3.13
@) \/N——MZ[,: p) (3.13)

|
B == Z Is), (3.14)

kde p prochdzi pfes vSechny bazické stavy nepredstavujici feSeni a s naopak pres vSechny stavy fesici
problém. Jinymi slovy je |8) vyvaZena superpozice vSech feSeni a naopak |@) vyvazena superpozice
vsech stavi, které problém nefesi. Nasi ptivodni rovnovaznou superpozici vSech bazickych stavi lze v

feci téchto stavt zapsat jako
N-M M
_ + /= 1B). 3.15
W) = 4/ N ) + 4 N 1B (3.15)

Toto nam dava vyjadreni superpozice vsech stavi v dvourozmérném prostoru tvoreném linedrnim obalem
dvou ortonormdlnich stavti predstavujicich feseni Ci nefeSeni problému. D4 se nahlédnout, Ze v souladu
s pfirozenou intuici plati, Ze ¢im mdme vice feSeni (tj. ¢im vétsi M), tim vice bude posilena amplituda
u feseni |8). Jsme ve 2D, tedy ur¢ité mizeme provést identifikaci |) = cos /2 |a) + sin§/2|B), a tedy
cosf/2 = \(N—M)/N asinf/2 = M/N. Graficky je toto zndzornéné na obrizku (3.3a) a na obrdzku
(3.3b) jsou amplitudy vyvazeného stavu, jejichz vyvoj bude déle velmi duilezity.
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N
(b) Amplitudy vyvaZeného stavu |). s zndzorfiuje in-
dex feSeni, pficemZ zde pro jednoduchost uvazujeme jen
jedno feseni.

> |y

(a) Rovnovazna superpozice [) v ro-

ving [a), |8)
Obrézek 3.3

Aplikujme nyni Groverovu iteraci G = (2 |y){¥| — I)O. Nejprve sledujme pisobeni oracle O. O
pridava fazi staviim, které predstavuji feseni, coZ jsou ty stavy, které v nasi roviné uddvaji primét do osy
uréené stavem |B3). Pisobeni O je tedy zrcadleni okolo stavu |a@) zndzornéné na obrazku (3.4).

A

A B Amplituda

=

| 0 el eI

> Index

NI

Ol

(a) Pisobeni O ma vyznam zrcadleni
okolo stavu |a) .

(b) Amplituda feseni (zde opét uvazuji jen jedno) dostane
fazovy posun (-1). Teckovana ¢ara predstavuje novy pri-
mér amplitud.

Obrazek 3.4

v 2

K dokoncenti iterace zbyva aplikovat 2 |y) (| — I. To je zrcadleni podle rovnovdzného stavu ). S
tim svira stav O ) dhel 6. Vidime tedy, Ze sloZenim téchto dvou zrcadleni ziskavame rotaci o dhel 8
vstiic stavu |8), coZ je zndzornéno na obrdzku (3.5a). Abychom vidéli, co operace 2 |) (y| — I d€la s
amplitudou, vyuZijeme vztahu (3.12) odvozeného na zacatku kapitoly. Jak je zndzornéno na obrazku
(3.4b), aplikovani O nam sniZilo celkovy primér amplitud vyznaceny teCkovanou carou, okolo které my
ted’ zrcadlime amplitudu naseho fesiciho stavu. Vysledek je zndzornén na obrazku (3.5b).
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(a) Celkové pusobeni Groverovy iterace (b) Aplikaci 2 |) (¢| — I se vyrazné zvétSila amplituda u
G. stavu, ktery pfedstavuje feSeni.

Obrazek 3.5

Z obrizku (3.5a) nam plynou dvé skute¢nosti. Jednou je, Ze opakovanou aplikaci G¥ |y) zistaneme
v roving uréené linedrnim obalem stavid |a) a |B) (linedrni obal stavl |@), |8) je invariantni podprostor
Groverovy iterace G). Druhou je jiZ zminény thel rotace 8 a z n¢ho plynouci vztah

G |y) = cos %Hla/) + sin %9 18) . (3.16)

Takto opakovanou aplikaci G ziskdme

2k + 1 . 2k+1
6|a) + sin >

G |y = cos 018). (3.17)

3.3 Slozitost

Ukézali jsme si moznost realizace a princip fungovani Groverova algoritmu. Nyni je potfeba uka-
zat onu slibenou redukei sloZitosti na O( VN) (resp. na O ( A /%) pro vice feseni). Zjevné nasim cilem

bude postupné dorotovat stav |y) aZ ke stavu |8). Pfipomenime, Ze pocdtecni stav je ve tvaru (3.15), kde
amplituda u stavu |8) je sin8/2 = v/M/N. Uhel, o ktery potiebujeme otogit |), je tedy

0 M M
g—zzg—arcsin dﬁzarccos W/ﬁ (3.18)

To ndm jiz dav4 pocet iteraci potfebny pro pribliZeni se |G):

arccos VM/N) _ CI(

K:CI(
0

r 1
— - =, 3.19
26 2) (3-19)
kde Cl(x) znadi nejblizsi celé Cislo Cislu x, pfiCemz poloviny zde zaokrouhlujeme dold. Takto bude
odklon naSeho stavu od stavu |3) menSi nebo roven 7, tudiZ feSeni problému naméfime s pravdépodob-
nosti vétsi nebo rovnou % Stejného vysledku bychom se moznd elegantnéj$im zptisobem dobrali, pokud
bychom si uvédomili, Ze ve vyjadreni (3.17) chceme maximalizovat amplitudu u stavu |8). To ndm dava

vztah

QRk+1)¢ =«
Aty 2
> > (3.20)
atedy
T 1
K =Clk) = CI(Z_H - 5)' 3.21)
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Z rovnice (3.19) je vidét, Ze K zdavisi na poctu feSeni M, jehoZ znalost predpoklddame. Pozdéji si
ukdZeme, Ze se miZeme zbavit i tohoto poZadavku na znalost poctu feSeni.
Zkusme nyni odvodit snazsi vzorec vystihujici chovéani K. Je ziejmé, Ze K < [3;]. Udélejme nyni
- oy N
veelku pfirozeny piedpoklad M < 5. Potom
0 0 M
— >s8in= = 4/ —, 3.22
2 2 N (3:22)

z ¢ehoZz okamZité plyne horni hranice pro pocet iteraci

T [N
K = [Z \/;} (3.23)

Je-li M > %, pak ndm proti pfirozené intuici stoupa pocet potiebnych iteraci. Na to 1ze nahliZzet dvéma
zpiasoby. V prvnim piipadé zkusim ndhodné vybrat jeden index a s pravdépodobnosti > % to bude feseni.
Druhy pfistup je, Ze pivodni soubor rozsifime o N polozek, kterd nejsou feSeni. To vyZaduje pridan{
jednoho qubitu. Potom vsak urcité plati M < 2N a mlizeme pouZit predesly postup. Celkové tedy md-
Zeme kapitolu uzaviit s tim, Ze potfebny pocet pouZiti oracle je O( 1/%), coZ je kvadratické zlepSeni
oproti klasickému 0(%). Dva mozné zpiisoby implementace Groverova algoritmu pro jedno feSeni jsou
na obrazcich (3.6) a (3.7).
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Obrazek 3.6: Obvod realizujici Groveriv algoritmus pro N = 4 a s oracle oznacujicim feSeni [01) (vzpo-
mefime, Ze Qiskit ma obracené poradi bitd).
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Obrazek 3.7: Obvod realizujici Groveriv algoritmus pro N = 4 s pomoci pouze dvou qubitt a s oracle
oznacujicim feseni |00).
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3.4 Urceni poctu reSeni

V predchozich kapitolach jsme pocet fesSeni M pokladali za dany a napt. odvozeni poctu potfebnych
Groverovych iteraci na M zdviselo. Ne vZdy je ovSem pocet feSeni pfedem jasny. V této kapitole si
ukazeme metodu zvanou kvantové pocitdni, diky které jsme schopni odhadnout pocet feSeni rychleji, nez
je tomu mozné na klasickém pocitaci. Budeme-li tedy schopni efektivné urcit pocet feSeni, pak budeme
schopni dané feseni také efektivné najit. Navic nam také umoZni rozhodnout o samotné existenci feSeni.
K tomu, abychom byli schopni tuto metodu pouZit, ov§em potifebujeme tzv. algoritmus pro odhad fdze,
ktery je detailné&ji popsany v ndsledujici kapitole 4 - Shoriv algoritmus. Budeme se tedy odvoldvat na
disledky odvozené pozdéji.

Kvantové pocitani vyuziva algoritmus pro odhad faze k urceni vlastnich hodnot Groverovy iterace
G. Vzpomenime, Ze linedrni obal stavil |a) a |8) tvoif invariantni podprostor G. Zaved’me operétor G,
coZ je restrikce Groverovy iterace na tento podprostor. Vzhledem k tomu, Ze Groverova iterace je rotace
v této roviné o uhel 6, bude G. s reprezentovat matice 2 X 2 tvaru

B (cosQ —sin@). (3.24)

Gey = sinf cosé

Oznacme |a), |b) vlastni vektory G.r. Ty budou urcité leZet v tomto podprostoru. Spocitejme nyni vlastni
¢isla tohoto operatoru.

cos§—A1 —sinf
det( sin 6 cosQ—/l)_O

& cos?0—21cosf+ A% +sin’6=0 (3.25)

& (1-cosb)’ +sin’0=0
& A=cosf+isinf=e",

coz dava vlastni stav

1 (1
lay = 5 (_l.) (3.26)

k vlastnimu &islu e a vlastni stav

1 (1
|b) N (z) (3.27)
k vlastnimu &islu . Pro jednoduchost déle predpoklddejme rozsiteny vyhleddvaci prostor na 2N prvki
ze zavéru predeslé kapitoly.

Pfikro¢me nyni k odhadu fize. Vzhledem k tomu, Ze detailni popis tohoto algoritmu je v kapitole
(4.2), tak radé€ji nez presny zpusob realizace zde zminime ndroky a velikost chyby. Nasim cilem bude
urcit 6 s pfesnosti na m bitl s pravdépodobnosti dspéchu pfinejmensim 1 — €. Na to bude potieba celkové
registr s r + n + 1 qubity, kde r = m + [log(2 + 1/2€)] (viz (4.20)). Prvnich ¢ qubitt (registr 1) je potieba
pro odhad fdze a n + 1 (registr 2) pro uskute¢néni samotné Groverovy iterace. Na zacCitku dostaneme
oba registry do vyvédZené superpozice pomoci Hadamardovy transformace. Poté provadime piislusny
pocet Groverovych iteraci postupné kontrolovanych v§emi qubity v prvnim registru. Nakonec aplikujeme
inverzni kvantovou Fourierovu tranformaci (kvantova Fourierova transformace je detailné popsand v
kapitole (4.1)) na prvni registr. Jak si pozd¢ji ukaZeme, méfenim prvniho registru ziskame 6 resp. 27 — 6
s presnosti |Af| < 27" a s pravdépodobnosti nejméné 1 — e. Snadno pak jiZ z rovnice

M

6

. 2.9 _

sin (2) N (3.28)
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dostaneme odhad pro pocet feseni M.
Pro ucely vysledné implementace je nutno zminit, Ze na konci algoritmu pro odhad fize méfime
hodnotu rovnou 2'¢ pro vlastni hodnotu 2™, Nage 6 tedy bude rovna

2
0 = hodnota - 2—’f (3.29)

Zabyvejme se nyni chybou AM pfi tomto odhadu. Zjevné

IAM| | . ,(0+A0 ,2(0) (. (0+A0 ) (0) . [6+ A0 ) (0)
N - ’sm 5 sin 5 ) = sin > + sin > sin > sin 5 (3.30)
a uvédomime-li si, Ze jednak
0+ A6 0 AG
sin( +2 )—sin(z) <5 (3.31)
a jednak
0+ A6 0 AO
sin( 3 )‘ < sin(i) + ‘7 , (3.32)
potom
AM 0 AG|\ | A
—_— 2sin| = —I]|=- .
‘2N <( Sln(2)+‘2)‘2 (3-33)

S vyuzZitim rovnosti (3.28) a vztahu |Af| < 27 pak jiZ dostdvame odhad
N _
IAM] < (\/2MN + W)z m, (3.34)

Volbou napi. m = [n/2]+ 1 a € = 1/6 se miZzeme se znalost{ fungovani algoritmu pro odhad faze
presveédcit, Ze pocet potfebnych Groverovych iteraci (a tedy dotazli na oracle) je ©( VN), kde B(g(n))
znamend stejné asymptotické chovani jako néjaké funkce g(n).

Vidéli jsme tedy, Ze kvantové pocitdni slouzi jednak k samotnému ovefeni existence feSeni a poté
k urceni poctu téchto feSeni. Znalost toho poctu je pak zasadni k ureni poctu Groverovych iteraci v
Groverovée algoritmu. Ukazka implementace s oracle oznacujici dveé feseni z prostoru osmi prvki je na
obrazcich (3.8) a (3.9).
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Obrazek 3.8: Ukdzka celkového algoritmu pro = 5 a n = 3. Vzpomeiime, Ze diky obracenému potadi
qubitti v Qiskit bychom museli obrétit pofadi qubiti v prvnim registru, abychom dostali pozdé&ji presné
odvozeny algoritmus pro odhad faze. Jednotlivé Groverovy iterace jsou rozebrdny na obrizku (3.9a).
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(b) Vysledky méfeni kvantového pocitani. Vidime, Ze dvé

@ Dgtail Groverovy iterace. U_S zde iml?le' hodnoty maji znatelné nejvyssi zastoupeni - 11 a 21.
mentuje kroky 2), 3), 4) z kapitoly popisu-

! . _ I Ty odpovidaji e a e™. 6 pak ziskdme s pomoci rov-
jict obec.né Groverovu 1te.rac1. Je dileZzité zmi- nice (3.29) a M s pomoci rovnice (3.28). Oviem jak
nit, Ze jsme zde pouZili f)bvykly POStUp, & e ymingno na obr. (3.9a), U, je implementovdna jako
to 1mp1env1enta01.ve Skljte‘fn?su _l,js' Tapfi  _y  atedy jsme viastng prohledavali pres stavy, které
Grov/er(zve/ a.dgoritmu pr@ava bezvyzna'lmnou nepredstavuji feSeni. Vysledny pocet feSeni je pak tedy
globalnf fizi, ovSem zde je Groverova iterace N —-M = 1.8, coZ odpovid4 naSemu oracle oznacujici dvé
kontrolovand, takZe vyznam bliZe vysvétleny

feSeni.
u obr. (3.9b) mit bude. Oracle zde oznacuje

dvé feSeni - |001) a |011).

Obrazek 3.9

3.5 Vyhledavani pomoci kvantovych prochazek

V této Casti si vysvétlime zakladni myslenky a vlastnosti kvantovych prochdzek. Nasledné ukdzeme
ekvivalenci Groverova algoritmu a kvantové prochazky na dplném grafu. Nakonec pro urcitost pouZijeme
k ukdzani ekvivalence jiny typ grafu, konkrétné graf typu hvézda.

3.5.1 Kvantova prochazka

Predstavme si tedy v rychlém shrnuti koncept kvantovych prochézek, pficemz nejlepsi bude zacit s
tzv. klasickou ndahodnou prochdzkou. Ta se nejCastéji prezentuje na modelu opilce, ktery pro jednodu-
chost miZe chodit pouze po pifimce. Ten ujde 1 krok délky a za t sekund, pficemZ pravdépodobnost
ukroku doprava i doleva je % Jaka bude pravdépodobnost nalezeni opilce v pozici x po Case t? Za tuto
dobu vykond opilec n = ﬁ krokl. Vzhledem k tomu, Ze v kazdé pozici ma opilec dvé moznosti, kam se
vydat, bude celkovy pocet moZnych trajektorii roven 2". Nds pak zajimaji ty trajektorie, které vedou do
bodu x. Ty jsou dany kombinaci s kroki doprava a n — s kroki doleva tak, Ze x = as — a(n — s), kterych

je (’;) Pravdépodobnost je pak ddna

1 (n 1 L

coz lze pro velky pocet kroki aproximovat Gaussovskym rozdélenim

2T —7x?
P(x, 1) = / e exp( a2 ) (3.36)
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Z toho vidime, Ze stfedni kvadratickd odchylka

Vi (3.37)

je umérna V7.

Prejdéme nyni ke kvantové analogii tohoto procesu. Kvantova ¢astice se pfi kazdém ,,.kroku"nerozhoduje,
zda-li pdjde doleva, ¢i doprava, nybrzZ se diky vinovym vlastnostem dostane do interferenci podléhajictho
stavu superpozice. Necht’ tedy pro v € Z oznacuje |v) ¢astici na pozici v. Obecny stav pak zapiSeme jako

EPNADE (3.38)

Cistice za¢ind na pozici 0 a v kazdém kroku se miZe dostat do pozice v — 1 resp. v + 1 se stejnou
pravdépodobnosti. Transformace ma tedy tvar

v—1)+ v+ 1)
-

V2

Takto ovSem vyvoj zavést nemiZeme. Snadno se pfesvéd¢ime, Ze jiz pii druhém kroku by byl soucet
pravdépodobnosti vétsi nez 1. Trochu obecnéji se na to miiZzeme nahlédnout tak, Ze operator popisujici
vyvoj musi byt unitarni. Pfedstavme si, Ze by tedy ptsobil uvedenym (ackoli vzhledem k amplituddm
obecnéj$im) zptisobem

o) (3.39)

V) = alv-1)+Bl+1) (3.40)

pro né¢jaké komplexni amplitudy a, 5. Pak stav |[v — 1) posune do stavu a |v —2) + S|v) a stav [v+ 1) do
stavu « [v) + B v + 2). Tyto ptivodné ortogondlni stavy by po plisobeni libovolného unitarniho operatoru
mély ztstat ortogonélni. To zde ovSem nastane pouze pokud jeden z koeficientd «, 8 je roven 0. Takovy
vyvoj by pak pro naSe ucely nemél valny vyznam.

Tento problém lze vyteSit pfidanim dalStho stupn€ volnosti, tzv. prostor mince. Ten reprezentuje
néjaky vnitfni stav ¢astice a urcuje, jakym smérem se Castice vyda. Bude uréen dvéma stavy, nazvéme je
|R) a |L). Celkovy Hilbertliv prostor pak bude H = Hp ® Hc, kde Hp urcuje pozici Castice a He je onen
prostor mince. Obecny stav ¢dstice popisované t€émito dvéma veli¢inami bude

W) = > W lo, L) + Yor o, RY). (3.41)

Zamérme se nyni na vyvoj Castice. Kazdy krok bude vyjadfen evolu¢nim operdtorem U sestdvajicim
ze dvou transformaci
U=SU,®C). (3.42)

Zde I,,®C je operator plisobici netrividlné pouze na prostoru mince a S piisobi na cely Hilbertliv prostor.
Operitor C je pfitom pfirozené zavést tak, aby

0. L) — v, L) + |v, R) 0. R) — v, L) — |v, R)

V2 V2o

¢imzZ definujeme tzv. Hadmardovu minci C = H. Translacn{ operator S nasledné po hodu minci vykona
posun pozice podminény stavem mince zptisobem

(3.43)

lv,Ly = v—1,L) v,R) > v+ 1,R). (3.44)
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Takto definovany operator miizeme zapsat jako

S = Z(Iv = D @I®IL) LI + v+ 1) (| ® |R) (RI) (3.45)

Zvolme nyni pocatecni stav |0, L) a udélejme tii kroky prochazky. Dostaneme tak stav

1
U10,Ly = —(-3,Ly + 2|-1,L) +|-1,R) = |-1,L) + 3, R)), (3.46)
V8
na kterém naméfime pravdépodobnosti
1 5 1 1
P(-3)=- P(-1)== P(l) == P(3)=-. 347
(=3) g (-1 g (1) g 3) 3 (3.47)

To je rozdilné od klasické ndhodné prochazky, kdy by byl pomér pravdépodobnosti symetricky podle
sttedu 1 : 3 : 3 : 1. Vidime zde asymetrii, kterd je pri vice krocich ¢im dal zfetelnéjsi. Je to disledek
stavu mince na pocatku. Lze ukdzat, Ze ndsledkem toho je, Ze stfedni kvadratickd odchylka roste Umérné
prostfedi — zde pfimka.

Zobecnénim takovéto prochazky jiz ziskame potencialni vyuziti tohoto pfistupu. Jedna z vibec nej-
dulezitéjsich aplikaci je pro vyhledavani v nesetiidéné databazi. Princip superpozice zde mize byt vyuZit
k fizeni pohybu podle vice vysledki nardz a interference pomaha k tomu, aby se pohyb nezdrzoval v okol{
pocatecni pozice.

3.5.2 Groveruv algoritmus jako kvantova prochazka na tplném grafu

Jak jsme jsme jiz uvedli, kvantova prochizka miZe byt vyuzita k vyhleddvani v databdzi. Oproti
Groverovu algoritmu maji kvantové prochdazky tu vyhodu, Ze databize zde miZe byt reprezentovana
riznymi grafy, které mohou byt snadnéji implementovany. Na takovém grafu odpovida kazdy vrchol
poloZce v databdzi a hledana polozka je reprezentovana oznacenym vrcholem. Grafy mohou byt rizného
typu a podle toho se budou lisit uZité evolucni operétory. Povede-li napiiklad z daného vrcholu N hran,
pak by prostor mince na tomto vrcholu mél mit N bazickych stavi. Nasim cilem samoziejmé bude, az
po K krocich zméfime pozici ,,chodce", aby s velkou pravdépodobnosti ukazoval na oznaceny vrchol
predstavujici feseni. Ukazuje se, Ze optimdlnost vyhleddvani pomoci kvantové prochdzky je velice silné
spjata se strukturou grafu. Bylo dokdzano, Ze optimalnosti (tj. nalezeni vrcholu v O( VN) krocich) lze
dosdhnout napft. na hyperkrychli nebo na miiZce dimenze vétsi nez 2.

Mluvme nyni formélnéji. Méjme graf G = (V, E), kde kaZzdy vrchol v € V ukldd4 proménnou a, €
{0, 1}. Zde 1 oznaCuje hledané feSeni, tj. oznaCeny vrchol a 0 neoznaceny vrchol. Celkovy Hilbertiv
prostor evolu¢niho operatoru pro zcela obecny graf bude

H=PDH, H=Ilowle.weEl.

veV

To 1ze chépat tak, Ze kazdé orientované hran€ (v, u) (v je pocatecni vrchol, u koncovy) pfifadim bazicky
stav. Prvn{ vrchol uréuje pozici chodce, druhy kam sméfuje. H,, chdpu jako lokdln{ Hilberttiv prostor ve
vrcholu v. Obecny evolucni operator prochazky je tvaru

U=S-¢C,
kde minci reprezentuje operator tvaru
c=Ppe.
veV
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Zde C, je unitarni operator na H,, tj. neméni prvni index v ketu.

Operiétor posunuti S 1ze volit rizné. Jedna z moZnosti, ktera funguje na libovolném grafu, je ,flip-
flop"

S= > luovyvul.
(v,u)eE

To odpovidd dynamice, kdy ¢astice sko¢i z vrcholu v do vrcholu u a soucasné se "oto¢i stav mince", tj.
¢astice bude smétovat zpét do vrcholu v, ze kterého prisla.

Uvazujme dale neorientovany d-reguldrni graf G s N vrcholy. Pro d-regularni graf je dimenze vSech
lokélnich prostor( stejnd a rovna d. O¢islovanim sousednich vrcholl v jako u;, i = 1,. .., d pak miZeme
identifikovat bazické stavy zpisobem

o, u;) = o) ® i),
kde kety |i) budou predstavovat bazické stavy mince. Pro d-regularni graf pak bude platit

H =P H, = H,®H,,

veV

kde prostor mince bude H, = [|1).,...,|d).]1 a prostor vrcholii H), = [|1),,, ..., IN),]a.
Nas algoritmus bude sloZen z K unitarnich operaci

|V finat) = UgUx—1...Ut Wostare) - (3.48)

kde kazda U; je bud’ dotaz, nebo lokalni transformace. Zde [s4/) je néjaky fixni pocatecni stav. My
budeme uvaZovat tzv. Z-lokdlni transformace. Transformace je Z-lokdlni, kdyz pro libovolné v € V a
) € H, je stav U;(|lv) ® |¢)) z podprostoru Hr,) ® H,, kde Hr) CC H), je ddn linedrnim obalem stavu
[v) a stavd |v,g) reprezentujici vrcholy sousedici s v. Algoritmus skoncil uspésné€, pokud na stavu ’lﬂﬁnal>
naméfime na ¢asti odpovidajici prostoru H,, stav |m) takovy, Ze a,, = 1.

Kvantova prochazka bude tedy opét sloZena z evolucnich operatord, kde tentokrat

S o, i) = |ui, 7(D)) . (3.49)

Zde i = 1,...,d a v,u; jsou vrcholy spojené hranou oznacenou indexem i na strané v. 7 je permutace
bazickych stavi prostoru mince. Operator mince C zde ma tvar

C =2 Wl =L, (3.50)
kde [y) m4 tvar vyvaZené superpozice
1 &
W=7 Z: iYe (351)

Takovato mince ovSem zachdzi se v§emi vrcholy stejné a nemd schopnost rozlisit vrchol predstavujici
feSeni. Pro oznaceny vrchol m tedy zavedu novy operator mince C’ rozsifeny na cely Hilbertiiv prostor
zpisobem

C'=0[C—-|m{meC+I1)=1,C—2|m)(m Q). Yl. (3.52)

Takovyto operator pak dany fesici vrchol oznaci fdzovym posunem o 7. Evolu¢ni operator pak bude mit
tvar
U'=8C"=U=2l,ye) v, ¢l (3.53)

Vyhledavaci algoritmus pomoci kvantové prochdzky pro graf s N vrcholy pak lze rozdélit do Ctyf kroku:
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— P . _ _1 vN d ; .
1. Inicializace do vyvazené superpozice |y) = TN Yim=1 2i=1 Im, i) pomoci Hadamardovy transfor-
mace

2. k-krat aplikace U’
3. Zméfeni registru, ktery odpovida pozici
4. Kontrola, Ze naméfeny vrchol je onen oznac¢eny hledany vrchol.

Nyni se jiz konecné podivejme, jakym zplisobem lze na Groverav algoritmus pro N poloZek nahliZet
jako na vyhleddvani pomoci kvantové prochdzky na tplném grafu. Graf nazveme Gplnym, jsou-li kazdé
jeho dva vrcholy spojeny hranou. My zde budeme uvaZovat i hranu pfedstavujici cyklus sdm na sebe.
Z kazdého vrcholu tedy povede N hran , a tudiZ dimH, = dimH,. = N. Translacni operétor zde bude
pusobit jako

S v, i)y =1i,v). (3.54)

Operator mince zde pro oznaceny stav |m) bude mit tvar
C'=U-2im)y{m|)®C (3.55)

Zde je nutno se pozastavit a podivat se na tuto volbu z hlediska souvislosti s Groverovym algoritmem.
Operéator
C=2W). Wl -1 (3.56)

je presné nds operétor zrcadleni okolo stfedni hodnoty ptedstavujici kroky 2), 3) a 4) z popisu Groverovy
iterace. Na druhou stranu operator
0 =1, -2|m)(m| (3.57)

presné odpovida fazovému posunu o 7 provedeném pomoci oracle na stavu, ktery predstavuje reseni.
MiZeme tedy ztotoZnit operator mince s Groverovou iteraci C’ = G. Celkové tak Ize psat U’ = S - G a
podivejme se na jeho plsobeni na po¢atecni stav

1 N N
o) =~ D D lmi) =), @ ), (3.58)

m=1 i=1

kde [y), resp. [i), jsou vyvaZené superpozice na H), resp. H..
U'lyo) =S -Glpo) =S - (0@ C) ), ® ). = SO, @ ClY).) = Clp). @ O ), (3.59)
€0Z ndm uz samo o sobé muze dat jistou intuici o pribéhu algoritmu, ale udélejme jesté pomocné vypoclty.
G-U'lyo)=(0@C)NCl). ®OW),) =(0-C) ). & (C-0)l¥), (3.60)

a konecné
U?*=S-(0-O).®(C-0) ), =(C-O)lg),®(O0-C) ), . (3.61)

Z toho vidime, Ze kvantova prochdzka na tplném grafu je vlastné Grovertuv algoritmus aplikovany jak
na H,,, tak na H,. Toto automaticky vyZaduje nutny pocet uZiti oracle vyndsobit 2 oproti klasickému
Groverovu algoritmu a ze vztahu (3.23) tak po dosazeni M = 1 dostavame

bis

K= [5 «/ﬂ. (3.62)
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3.5.3 Vyhledavani na grafu typu hvézda

Pojd’'me si nyni v zdvérecné sekci této kapitoly ilustrovat vyhleddvani pomoci kvantové prochdzky
na grafu typu hvézda. Pokusime se trochu oziejmit tvorbu evoluéniho operitoru a také se detailnéji
zaméiime na sloZitost procesu.

Hvézda je bipartitni graf, tj. jeho vrcholy mizZzeme rozd€lit na dvé disjunktni mnoZiny tak, Zze Zadné
dva vrcholy ze stejné mnoZiny nejsou spojeny hranou. V tomto konkrétnim piipadé tvofi jednu mnoZinu
pouze jediny stiedovy vrchol. Ten je N hranami spojen s N vnéjS$imi vrcholy, které tvori druhou mnoZinu
a z nichZ jeden je oznacen. Ozname stiedovy vrchol indexem 0. Pak Hilbertv prostor vrcholti bude
H, =[]0, ...,IN)]1. Zasadni zménou oproti piedchozimu piikladu ovSem je, Ze musime s Hilbertovym
prostorem a operatorem mince zachazet opatrnéji. Konkrétné musi byt rizné definovan pro stfedovy a
pro okrajové vrcholy.

Uvazujeme opét Z-lokdlni transformace. Z toho plyne povaha pohybu &4stice po grafu a z té zase
plynou piislusné operdtory mince. Na vnéjsich vrcholech nema ¢4stice kam jinam jit neZ na stfedovy vr-
chol. Stav mince tedy bude jednorozmérny a budeme ho znacit |0)... Naopak na sttedovém vrcholu mtize
¢astice skocit na jakykoli z vnéjSich, tudiz prostor bude N-dimenziondlni s bazickymi stavy oznacenymi
jako |i), korespondujicimi s vrcholy. Celkovy Hilbertiv prostor tedy bude

H =11,0),...,IN,0),]0, 1), ...,10, N)],, (3.63)

kde opét dodrzujeme notaci, Ze prvni piSeme stav pozice a druhy stav mince.
Evolu¢ni operator U (oproti pfedchozi sekci uz pro lehci zdpis vynechdvam céarku) bude opét dén vzta-
hem

u=s-cC. (3.64)

Translacni operator S odpovidajici skdkani z vnéjsich vrcholl na stfedovy a opa¢né musi mit tedy dvé
¢asti odpovidajici t€émto dvéma situacim. Snadno nahlédneme, Ze jeho pfesny tvar bude

N
S = (7,040, jl +10, /> (j OD. (3.65)
j=1

Vv s

Operator mince se bude na jednodimenzionalnim prostoru vnéjsich vrcholt chovat jako identita, tedy az
na oznaceny vrchol, feknéme opét |m) ,, kterému piida fazi 7. Na N-dimenziondlnim prostoru stfedového
vrcholu bude pisobit jako

Co=2). Wl -1 (3.66)

(kde |¥), je ted’” vyvdZend superpozice N stavi), tedy znovu jako kroky 2), 3) a 4) Groverovy iterace.
Celkové tak dostdvdme operdtor mince jako

oracle O pro |m)

—_—
C =y =2|m), (m]) ®0). 0] +|0). (0] ® Cp . (3.67)
fedovy
vnési stredovy

Evolucni operator tak ma tvar

N o) N N N
U=S-C= ) (000,01~ 2(0,m)(m. 0D+ = > > 11.0){0. 1= > 1i.0)(0.il. (3.68)
j i=1 j=1 '

i=1 i=1

Vzhledem k tomu, Ze hvézda je bipartitni graf a kvantova prochdzka je tedy stfidani skokt z vnéj-
$ich vrcholii na stfedovy, bude néds zajimat operator dvou skoki, tedy U?. Rozdélime si, jak piisobi na
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oznaceny a neoznaceny vrchol.

2 -2
U2|i,o>=N;|j,0>—NN li,0) pro i # m (3.69)
N-=-2 2(N-1) .
2 _ . = e S
U2 m.0) = == Im.0) = =~ #Zmll’()) (3.70)

Obdobné ke vztahtim (3.13) a (3.14) bude |m, 0) stav pfedstavujici feSeni a

1
,0) = —— ,0 3.71
a.0) «/ﬁ;m" ) (3.71)

rovnovazna superpozice stavi nefeSicich problém. Vidime, Ze linedrni obal stavi |m, 0) a |@, 0) opét tvoii
invariantni podprostor U2. VyvéaZenou superpozici viech stavii potom miZeme napsat jako

) = ﬂ% lar, 0) + \/;Im, 0) 3.72)

obdobné jako v (3.15) pro M = 1. Vidime tedy ekvivalenci dvou kroki kvantové prochdzky a Groverovy
iterace. Uvédomime-li si tedy, Ze poCet dotazii na oracle bude oproti Groverovu algoritmu dvojndsobny,
ziskdme opét vztah pro pocet kroki (3.62).
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Kapitola 4

Shoruv algoritmus

V této kapitole se podivame na asi nejznaméjsi kvantovy algoritmus, ktery nejlépe demonstruje moz-
nosti kvantovych pocitact presahujici moznosti téch klasickych. Jedna se o tzv. Shordv algoritmus [26],
ktery ve svém dusledku umoznuje efektivné provést prvociselny rozklad. Diky této schopnosti ma Sho-
rav algoritmus potencidl prolomeni RSA, ¢imz dostal celé odvétvi kvantové informatiky do povédomi
SirSi vefejnosti.

Zékladem celého algoritmu je tzv. kvantovd Fourierova transformace, na kterou se detailné¢ zamé-
fime v prvni sekci. Jednd se vlastné o kvantovou verzi diskrétni Fourierovy transformace pro amplitudy
stavli. Fourierova transformace je samoziejmé i mimo kvantovou mechaniku velmi mocny nastroj, nam
vsak jeji kvantova verze odemkne cestu k algoritmu pro odhad fize. S jeho pomoci pak jiZ miZeme
vyresit problém hledani periody funkce nebo zde presnéji problém hledani multiplikativniho fadu celého
¢isla modulo N. Za pomoci trochy teorie grup a Cisel si pak ukdZeme ekvivalenci nalezenfi feSeni tohoto
problému s faktorizaci. Pii odvozovani budeme vychézet z [21], [11], [1], [20] a [32].

4.1 Kvantova Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace vezme vektor komplexnich &isel (xp, ..., xy—1) a jejim vystupem
je opét vektor komplexnich &isel (yo, ..., yy—1) takovych, Ze

S LY 4.1

h= = JZ(; xje v @.1)

Kvantova Fourierova transformace na stavy ortonormélni baze |0), ..., |N — 1) je definovdna vztahem
NN B S 42

IJ>—>\Wk:O€ Iy (4.2)
a na obecny stav lze piisobeni popsat jako

N-1 N-1

Dxiliy - D wlky, (4.3)

j=0 k=0

kde amplitudy y; jsou dany (4.1). Vidime tedy, Ze kvantova Fourierova transformace ptisobi jen na am-
plitudy stavu a jeji operator 1ze zapsat jako

N-1N-1

Uorr = . > e Iy (al. (4.4)

x=0 y=0
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Jednd se vlastné o pfechod z vypocetni baze do Fourierovy baze. Pro intuici je dobré si uvédomit, Ze
Hadamardova brana je operator kvantové Fourierovy transformace pro 1 qubit a pfevadi z baze (|0), 1))
do baze (|+),|-)), kde |+) = (|0) = |1))/ V2. Bazické stavy jsou zde pfi interpretaci na Blochové sféfe
dany kladnou ¢i zapornou projekci do osy x. Mame-li n qubiti a budeme-li postupné prochdazet bazické
stavy |x), x € {0, ..., N — 1}, kde N = 2", mZeme si v§imnout, Ze kazdy bude ménit svou hodnotu s jinou
frekvenci (posledni se bude ménit pii kazdém zvySeni bazického stavu, zatimco prvni se bude ménit
nejpomaleji). Ve Fourieroveé bazi jsou ¢isla ukladdna pomoci rtiznych rotaci okolo osy z v roviné xy.
Uhel, o ktery budou oto¢eny jednotlivé qubity okolo osy z je ddn pravé vztahem (4.2). Opét zde plati,
Ze budeme li prochézet Véechny bazické stavy, pak pfi jejich Vyjédfem’ ve Fourierové bézi budou qubity
nejvyssi).

Déle bude vyhodné psat bazicky stav |j) pomoci bitové reprezentace G = Jiegn = 120+ 020
Zavedeme notaci bindrnich zlomkii jako 0. ;... j,, = 5 +...+ 2m 22— . Takto mizeme vztah (4.2) zapsat jako

2"—-1
. 1 i2njk . e . _
Uorr |y = 5,73 D e k), dle vyugiji k = ki...ju = k12" + 2
k=0

1

I 1
) Z etZﬂ}(Z[:l 21) |k1kn>

2 k= k,,—O
l i n o
1 i2njk; i2m jky i2n jk;
T o Z l_[(é’ ? )Ikl k), dale plati l_l(e o )|k1,,.kn> = ®e o ko
k1=0 k,, 0 I= Pt

27 jk;

3G
ki=0

=0 I=1

n

1 1
1 ik N .
= 57 ® (Z ethjzg]’ déle Z 6127”25 = |0y + 612712/1 i

I=1 \k;=0 k=0
1 A - o o2 ey 2t . o .
= _2n/2 ® (|0> + e’2”21 |1>) , nakonec e’2”2z — e’2” B 6127T0~]n—1+l~~-]n — 6127TO~]n—l+l~~-]n
~—

=1
_(0) + €2 1)) ® (0) + e 0dn1n 1) @ ... @ ([0) + ZI1-n |1))
- 2n/2

4.5)

Posledni fadek predeslé rovnice ndm poskytuje vyjadieni, podle kterého mizeme zkonstruovat efektivn{
kvantovy obvod pro vypocet Fourierovy transformace.

Ke konstrukci daného obvodu si nejprve uvédomime, Ze piisobeni Hadamardovy brany na jednoqu-
bitovy stav |j) 1ze zapsat jako

10y + e 1)
H = "~ 4.6
i) 5 (4.6)

Toho vyuZijeme pfi zdpisu aplikace Hadamardovy brdny na prvni qubit vicequbitového stavu |ji...j,):

|0> + ei27r0.j1 |1>

Hlji...jn) = v 2. Jn) - 4.7
Daile definuji kontrolovanou rotaci
I 0
CRy = (O Rk), 48)
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kde
(1 0
Ry = 0 2] 4.9)

Obecné 1ze plisobeni CR; na dvouqubitovy stav |ji j;), kde prvni qubit poslouzi jako kontrolni a druhy
jako cilovy, zapsat jako
CRi 101y =101 (4.10)
resp.
. DL E/
CRi|ljny =™ [1jp). (4.11)

Z toho je vidét, Ze aplikujeme-li CR, na nas prvni qubit ve stavu (4.7) s druhym qubitem jako kontrolnim,
dostaneme stav
|0> + ei2ﬂ0.j1j2 |1>
V2
Budeme-li analogicky pokracovat v aplikovéni bran CR3 aZ CR,, na prvni qubit s kontrolnimi qubity j3
az j,, ziskame vztah

|2 jn) - 4.12)

|0Y + £1270-j1j2-+-Jn I1)

V2
Analogicky proces udéldme na druhém qubitu, tentokrat v§ak pro kazdou rotaci CRy bude hrit roli kon-

trolniho qubitu qubit s indexem k + 1. Celkové tak aplikovanych rotaci bude n — 2 a vysledny stav bude

(10) + e 0N2dn 1)) @ (|0) + 0PSB 1))
> |3 Jn) - (4.14)

Zopakujeme-li to pro vSechny qubity (pficemzZ na posledni se aplikuje pouze Hadamardova brana), zis-
kdme stav

CR,CRy1...CRoH |1 jo...jn) = 2w} - (4.13)

([0 + eM0J12Jn |1)) @ (|0 + €2M0-12J3n 1)) ® ... ® (0} + €2™0-Jn | 1))

on/2 :

K ziskéani findlniho stavu z (4.5) ndm jiz staci otocit pofadi qubitd, coZ lze snadno udélat pomoci tzv.
swap operace, jejiz implementace je zndzornéna na obrazku (4.1).

(N
| SR /AR

(4.15)

D oD N
N, N,

Obrézek 4.1: Znazornéni implementace swap brany prohazujici dva qubity pomoci CNOT bran.

Z konstrukce vidime dvé véci. Jednak Ze kvantovd Fourierova transformace je skute¢né unitarni
operace (viechny pouZité brany byly unitérn{) a jednak to, Ze k jeji konstrukci potiebujeme ®(n?) bran.

Ukdzka implementace kvantové Fourierovy transformace pro 4 qubity v Qiskit je zndzornéna na
obrazku (4.2) a vysledné qubity zakédované ve Fourierové bazi na obrazku (4.3). K implementaci CRy
se zde pouziva brana C P(0) definovana jako

1 00 O
01 0 0

CP(®) = 001 ol (4.16)
0 0 0 ¢
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kde tedy v nasem piipade 6 = 27r/2% = /2% 1,

o

a1

, H— P _ P e
= i g

3 ——————— H —

2w

Obrézek 4.2: Implementace kvantové Fourierovy transformace aplikované na stav |j) = |0100) v Qiskit.
Opét diky obracenému potadi qubitt v Qiskit je nutné obrazek horizontdlné prevritit, aby piesné odpo-
vidal odvozovani v teorii.

qubit 0 qubit 1 qubit 2 qubit 3
0) o) 0) o)

Obrazek 4.3: Stav |0100) zakédovany Fourierovou transformaci do Fourierovy baze. Opét vzhledem k
odvozované teorii musime potadi qubitl oproti obrazku otodit.

4.2 Algoritmus pro odhad faze

Mgéjme unitdrni operdtor U a jeho vlastni stav |u) piislusny vlastni hodnoté ™%, kde ¢ nezname.
Unitarnost U ndm fik4, Ze norma vlastnich hodnot bude vZdy 1. Nasim tkolem je ¢ urcit s co nejvetsi
piesnosti. K tomu pfesné slouZi algoritmus pro odhad féze. Pfedpokladdme zde, Ze mdme oracle schopny
produkovat stav |u) a operaci CU?', coz implikuje vyuZiti tohoto konceptu v ramci jinych algoritma (viz
napt. kvantové pocitdani) nez jako algoritmus sim o sob¢.

Obvod realizujici tento algoritmus vyZaduje dva registry. Prvni obsahujici pocet qubitl ¢ ve stavu
|0)®" (vhodny podet qubitii ¢ si odvodime pozd&ji) a druhy ve stavu |u) s poétem qubiti odpovidajicim
stavu |u).

Prvni faze algoritmu je zobrazena na obrazku (4.4). VyuZiva se zde (stejné jako v Deutsch-Joszové
algoritmu) fdzového zpétného rdazu (viz ukdzka pro 7' branu (2.9)). V naSem piipadé ndm fazovy zpétny
raz prenese fazi U do Fourierovy baze na ¢ qubit v prvnim registru. V predeslé sekci jsme si naznacili,
Ze posledni qubit udéld jednu celou rotaci ve Fourierové bazi pfi pocitani od 0 do 2" — pfi reprezentaci
néjakého j € {0, ..,2" — 1} se tento qubit pooto¢i o j/2' celych otdcek okolo osy z. Kazdy dalsi qubit se
pak otaci o dvojnasobek toho predchoziho. Piesné toho my nyni vyuZijeme.

Chceme-li zakédovat f4zi ¢ vlastni hodnoty 2™ do Fourierovy béze, pak qubity prvniho registru
pouZijeme jako kontrolni. Na to, abychom fazovym zpétnym rdzem pienesli vlastni hodnotu na posledni
qubit, ndm staci jediné pouZiti CU s poslednim qubitem prvniho registru jako kontrolnim. Pfedposledn{
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qubit prvniho registru pak pro zakdédovani do Fourierovy bidze musime otocit dvakrat tolik, tedy pou-
Zijeme CU? s timto qubitem jako kontrolnim. Takto musime vZdy zdvojndsobovat poéet uZiti CU pro
kazdy dalsi qubit prvniho registru. Toto je zndzornéno na obrazku (4.4).

|o>@ o

0y {H]— ®
0y {H]

) u u?— ... 2

Obrazek 4.4: Prvni faze algoritmu pro odhad faze.

Zapi$me to nyni matematicky korektné. Zaciname ve stavu [0)*' ® [u). Aplikaci Hadamardovy trans-
formace na prvni registr ziskdme stav

10y +11)
TP |u) . 4.17)
Po aplikaci vySe popsaného procesu bude stav prvniho registru
1 272l 2722 27120 1 (S 2nigk
575 (10) +e 1))@ (10 +e D) ®...®(l0) + % |1)) = ﬁze B @418)
k=0

Nyni pfedpokladejme, Ze ¢ 1ze zapsat presné pomoci 7 biti a zapiSme ho jako ¢ = 0.¢;...¢;. Stav (4.18)
pak miZeme zapsat jako

# (10 + 2™ 1)) @ (J0) + 091# 1)) @ .. ® (|0) + 20919241 |1)) . (4.19)

Druhou féz{ celého algoritmu je nyni uz ze zjevnych divodua aplikace inverzni Fourierovy transfor-
mace. Porovname-li totiZ stav (4.19) s vysledkem vztahu (4.5), pak je jasné, Ze po aplikaci inverzni Fou-
rierovy transformace bude vysledny stav |p;¢;...¢0,). Méfenim ve vypocetni bazi pak dostaneme presné
©. Implementace celkového algoritmu v rdmci kvantového pocitdni v Qiskit je na obrazku (3.8), kde jiz
misto obecné unitirni operace pouzivame Groverovu iteraci.

V piedeslém postupu jsme uvazovali ¢, které $lo presné zapsat pomoci bindrniho rozvoje ¢ bitt. To
ovSem neni vZzdy mozné. Budeme tedy muset ¢ aproximovat. Velikost naseho prvniho registru pak bude
zaviset na dvou poZzadavcich: na kolik cifer presné chceme mit odhad ¢ a s jak velkou pravdépodobnosti
chceme, aby algoritmus skondil tispésné. Analyzou téchto pozadavki l1ze ukazat, Ze chceme-li ¢ aproxi-
movat s presnosti na n bitd a pravdépodobnosti tspéchu pfinejmensim 1 — €, pak vhodnou volbou poctu
bit v prvnim registru bude

1
log (2 + 2—6)

MiZe se také stat, Ze nebudeme schopni pfipravit vlastni stav |u). Libovolny stav |yr) v§ak miizeme
rozepsat do baze vlastnich stavi U jako [¢) = 3, ¢, [u). Necht’ vlastni stav |u) pfislusi vlastni hodnoté
e« Nenf tézké si uvédomit, Ze vystup algoritmu pro odhad fize pak bude blizky stavu Y, ¢, |, lu),
kde |g,) je aproximace ¢,. Pravdépodobnost naméteni stavu |g,) je potom Iculz. Celkove tak pii volbé ¢
podle (4.20) dostdvame pravdépodobnost naméfeni ¢, s pfesnosti na n biti pfinejmensim le 2 (1 = €).
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4.3 Matematicky aparat

Jak jiz bylo naznaceno, k odvozeni celkového algoritmu bude potieba se ponofit alesponi do zakladi
teorie grup a hlavné teorie Cisel, a to pfedevs§im za tcelem ukédzani ekvivalence nalezeni multiplikativniho
radu celého ¢isla modulo N a faktorizace. Tato sekce tedy bude strukturovana v klasickém matematickém
pojeti a predpoklada se znalost zakladnich pojmil teorie mnoZin, popt. alespon maly vhled do modularn{
aritmetiky.

Definice 1 (Grupa). Grupa je usporddana Ctvefice (G,*, ¢, e), kde G je mnoZina, * je bindrni operace na
G, ¢ je unarni operace na G a e € G (nuldrni operace), které spliiuji

1. Vx,ye G,xxyeG
2. Vx,y,2€ G, xx (y*7) = (x*y) *Z,
3. VxeG,exx=x%e=x,
4 ¥YVxeG,xxu(x)=ulx)xx =e,
Pokud navic plati Vx,y € G, x * y = y * x, potom fikdme, Ze grupa G je komutativni nebo abelovskd.

Poznamka. Pfi pouziti multiplikativniho resp. aditivniho zdpisu se t(x) nazyva inverzni resp. opacny
prvek a misto «(x) piSeme x~! resp. —x.

Definice 2 (Homomorfismus grup). Bud’'te (G,*, ¢, e) a (G',*’, /, ¢’) grupy. Zobrazeni f : G - G’ je
homomorfismus, jestlize

(Ya,b € G)(f(a=b) = f(a)+" f(b)).

Definice 3 (Rad grupy). Bud’ G grupa. Poget prvki grupy oznadime |G| a nazveme ho iddem grupy.

Definice 4 (Generator grupy). Bud’ G grupa. O mnoZiné {a, ..., a,} C G fekneme, Ze generuje grupu G,
jestlize kazdy prvek grupy G lze zapsat jako produkt prvki obsazenych v této mnozin€ pii dané grupové
operaci *. Zna¢ime G = {ay, ..., a,).

Definice 5 (Podgrupa). Bud'te (G, *, ¢, ) grupa a H C G. Necht’ je splnéno:
1. ee H,
2. Va € H)(«(a) € H),
3. (Ya,b e H)axbe H).
Potom (H, *,(, ¢) s operacemi ziZzenymi na H je grupa. Rikdme, 7e H je podgrupou G.
Definice 6 (Rad prvku grupy). Pro a € G ¥ad podgrupy (a); nazyvame iddem prvku a.
Definice 7. Rekneme, Ze grupa G je cyklickd, jestlize je generovand jednim prvkem a € G, tj. G = {(a).

Poznamka. Ve vztahu r = m mod n se r nazyva zbytkem pfi déleni m dé€litelem n, pfi¢emzZ se pohybu-
jeme v celych Cislech.
Je-1i m délitelné n beze zbytku, piSeme n|m.
Maji-li dvé ¢isla a, b € Z stejny zbytek pii déleni n € N, fikdme, Ze jsou kongruentni modulo 7 a piSeme
a = b(mod n).
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Poznamka. Pron € N je
Zn = ({0, ....,n—1},+mod n,”, 0)

abelovska grupa. Symbol Z, budeme pouzivat i pro oznaCeni samotné mnoziny zbytkd pfi déleni n
{0, ...,n — 1}. Opacny prvek r’ k prvku r je jednoznacné urCen ajeroven ¥’ =n—rprol <r<n-1,
0 =0.

2 v

Definice 8 (Nesoud&lna &isla). Cisla, kterd maji jediného spole¢ného délitele - &islo 1, nazyvame nesou-
délna.

Poznamka. Definujme Z; jako mnozinu vSech elementd Z, takovych, Ze maji inverze modulo n, tj.
elementtl Z, nesoud€lnych s n. Lze ovéfit, Ze Z;, tvori grupu velikosti ¢(n), kde ¢(n) je tzv. Eulerova ¢
funkce, jejiz hodnotou je pocet kladnych celych ¢isel mensich neZ n nesoudé€lnych s n. Je-li n mocninou
néjakého lichého prvocisla p, n = p%, pak lze ukdzat, Ze Z;(, tvori cyklickou grupu.

Poznamka. Uved 'me si bez dikazu jeden znamy fakt. Necht’ a,b € N jsou nesoud€lnd Cisla. Potom
(VYm € Z)(almb = a|m).

2 v

Lemma 1. Bud'ten e Naaj,as,...,a, € N po dvou nesoudélnd ¢isla. Potom plati
VYmeZ)alm Aalm A ... Aa,jm = ayap...a,|m).

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukci podle n. Pro n = 1 tvrzeni trividlné plati. Pron = 2
vyjdeme z predchozi poznamKy. a;|m A a|m znamena, Ze m = ka; = la, pro jista k,[ € Z. Potom aj|a 1k
a podle pozndmky a,|k. To znamend, Ze k = ja, pro jisté j € Z am = ka; = jaay, Cili ajaz|m (to také
implikuje, Ze pokud prvocislo p spliluje plkl pro jista k, [ € Z, pak plk nebo p|l a p nazyvame prvocinitel).
Pfi obecném kroku n — 1 — n pro n > 2 vezmeme v Uvahu, Ze ¢isla a;...a,—; a a, jsou nesoudélnd.
Kdyby byla soudélnd, pak by nutné¢ méla spole¢ného prvociselného délitele p. Pak by platilo pla; pro
jisté j € {1,...,n — 1} a souCasné p|a,, coZ je spor s predpokladem. Z indukéniho pfedpokladu tak mdme
ai...aylm a navic a,|m. Z toho jiz plyne a,...a,|m. O

Véta 2 (Cfnské véta o zbytcich). Bud'te n € N amy,...,m, € N po dvou nesoudélna ¢isla. Polozme
M = mimy..m,.
Potom zobrazeni
@ Ly = Ly X Ly X oo X Ly, k — (k mod my, k mod my, ..., k mod my,)
je izomorfismus. Plati tedy
Lpyg = Ly X Lypy X oo X Ly,

v

kde =~ znaci, Ze grupy jsou izomorfni.

Poznamka. Pii stejném znaCeni a predpokladech 1ze pfedeslou vétu zapsat také nasledovné.
Pro libovolnou n-tici zbytkl (f1, f2, ..., fn) € Zm, X Zp, X ... X Zy,, existuje pravé jedno feSeni k € Zy
soustavy rovnic

k = fi(mod my),k = fo(mod my), ...,k = f,(mod my,).
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Diikaz. Je snadné si ukdzat, Ze ¢ je skute¢né¢ homomorfismus grup. UkaZeme, Ze ¢ je monomorfismus.
Prvek k € Zy; patii do Kergp, praveé kdyz

k = O(mod m) A k = O(mod my) A ... A k = 0(mod m,,),

coZ lze ekvivalentné prepsat jako mlk A malk A ... A mylk. Podle lemma 1 pak plati M|k. JelikoZ vSak
0 < k < M, tak nutné k = 0, tedy ¢ je injektivni. Z injektivity ovSem plyne i surjetivita, nebot’

Zum| = mymy...my = |Zp, X Ly X ... X Ly,

a ¢ je tedy izomorfismus. O

Definice 9 (Rdd modulo N). Bud' N € N, x € {1,...,N — 1} a necht N a x jsou nesoudéIna. Ridem x
modulo N nazveme nejmensi kladné celé ¢islo r takové, Ze x” = 1(mod N). Znacime r = ordy(x).

Poznamka. Obecnéji lze fict, Ze fad x modulo N je fad prvku x v multiplikativni grupé tvorené prvky s
multiplikativni inverzi v okruhu celych ¢isel modulo N — viz zavedeni Zy,. My si vSak vysta¢ime s vyse
uvedenou definici.

Poznamka. Dadle budeme predpoklddat znalost Eukleidova algoritmu na hledani nejvétsiho spole¢ného
délitele (znacime nsd). Ten ptfevadi hledani nsd dvou piivodné velkych Cisel na hledani nsd dvou mensich
¢isel pomoci celoCiselného déleni. Lze ukdzat, Ze pro nalezeni nsd Cisel a, b takovych, Ze ob¢ tato Cisla
mohou byt reprezentovdna maximalné L bity, je potieba O(L?) operaci.

Véta 3. Necht’ N je sloZené &islo reprezentovatelné L bity a x je netrividlni feseni rovnice x> = 1(mod N)
pro x € {1, ..., N}, tj. x # +1(mod N). Pak alespori jeden z dvojice nsd(x—1, N), nsd(x+1, N) je netrividln{
faktor N, ktery miZeme spoéitat za pouZiti O(L?) operaci.

Diikaz. Jelikoz x> = 1(mod N), tak N|(x + 1)(x — 1), a tedy N musi mit spole¢ny faktor s jednim z téchto
dvou Ciniteld. Vzhledem k tomu, Ze z predpokladt plyne 1 < x < N —1,tak x— 1 < x+ 1 < N, atedy
spole¢nym faktorem nemuze byt samotné N. Za pomoci Eukleidova algoritmu pak mdZeme s pouZitim
o(L?) operaci vypocitat nsd(x — 1, N) a nsd(x + 1, N), ¢imZ ziskdme netrividlni faktor N. O

Lemma 2. Bud’ p liché prvoéislo. Necht’ 2¢ je nejvétsi mocnina 2 takova, Ze 2¢|¢(p®). Pak s pravdépo-
dobnosti presné % bude 2¢ délit f4d modulo p® prvku ndhodné vybraného z grupy Z;n.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze p je prvoéislo, tak si snadno uvédomime, ze ¢(p®) = p*~!(p — 1), coz
je sudé Cislo, a tedy d > 1. Jak jsme jiz difve uvedli, Z;a je cyklickd grupa, coZ implikuje existenci g
takového, Ze (g) = Z;;,. To znamend, ze kazdy prvek této grupy lze zapsat ve formé g*(mod p?) pro
n&jaké k € {1, ..., o(p)}. Necht’ r je fad g* modulo p®. Uvazujme dile dva p¥ipady. Pro k liché z toho, Ze
gk’ = 1(mod p%), dostdvame, Ze @(p®)lkr a z lichosti k tedy 29\r. Pro k sudé plati

gkéﬂ(p“)/l - (gtp(P"))kﬂ = &2 = 1(mod p%).

Proto rle(p®)/2 z &ehoZ vyplyva, 7e 2¢ ned&li r. Prvky Z;(, tedy mizou byt rozdéleny na dvé stejné velké
mnoZiny podle toho, jestli pfi jejich vyjadieni jako ¢* je k sudé nebo liché. Z toho jiz plyne pravdépo-

s Y2z

dobnost % 7e 2¢ déli ¥ad r prvku nahodné vybraného z Z;(,. O

Véta 4. Necht N = p{'..p," je prvoliselny rozklad lichého sloZeného pfirozeného &isla. Necht' x
je vybrdno zcela ndhodn€ ze Zy; a necht’ r je fdd x modulo N. Pak pravdépodobnost, Ze r je sudé a
X2 # —1(mod N) je vétsi nebo rovna 1 — zim
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Diikaz. Ekvivalentné ukdZeme, Ze pravdépodobnost, Ze r je liché nebo x"/2 = —1(mod N) je mensi

nebo rovna zim Z Cinské véty o zbytcich plyne, Ze zcela ndhodny vybér prvku x z Z,, je ekvivalentni
nezévislému zcela ndhodnému vybéru prvku x; z szj s poZzadavkem x = x;(mod p;’f) pro kazdé j.
Necht’ r; je fad x; modulo p;.y'f , 2% je nejvétsi mocnina 2 tak, Ze 2%|r ; anecht’ 2¢ je nejvétsi mocnina 2
tak, Ze 2%|r. UkdZeme, Ze aby bylo r liché nebo aby x"/> = —1(mod N), tak je nutné, aby d ' mélo stejnou
hodnotu pro viechny ;. Z lemma 2 pak plyne, Ze pravdépodobnost tohoto jevu je 5

2]7! .
Opét si situaci rozdélime na dva pfipady. Pro r liché snadno vidime, Ze r;|r pro kazdé j. To znamen4,
Ze rj je liché, a tedy d; = 0 pro vSechna j. Pro r sudé plati x"/? = —1(mod N). Pak oviem také x'/> =
—1(mod p(;j ). Z toho plyne, Ze r; ned€li 5 a jelikoZ r|r, tak nutné d; = d pro vSechna j. O

Definice 10 (Retézovy zlomek). Bud’ N € Ny. Kone&nym fetézovym zlomkem délky N rozumime vyraz
tvaru

[a(), ceey aN] = aO + —1
a) +

az+ ll

.t ay

Definujeme n-ty konvergent pro 0 < n < N tohoto zlomku jako [ay, ..., a].

Poznamka. Algoritmus fetézovych zlomu slouZi pfedev§im k tomu, abychom byli schopni zapsat re-
aln4 cisla pouze pomoci celych Cisel. Cely postup spociva v rozdéleni ¢isla na celou a zlomkovou ¢ast,
invertovani zlomkové Casti a opakovani postupu pro takto vyjadieny zlomek. Nejlépe se to ukdZe na
prikladu

1 1 1
=2+—1=2+ : =2+ :
2+@ 2+1+—1 2+—1

31 5 1
E—2+ —

—
W
5
V)

+ [ =
(%)
\}

+ | -
wl|—

Tucné jsme vyznacili Citatele, aby bylo vidét, Ze klesaji (5, 3, 2, 1).

Véta 5. Bud’ x > 1 raciondln{ ¢islo. Pak x md reprezentaci ve formé fetézového zlomku, x = [ay, ...an],
kterd miZe byt nalezena algoritmem pro fetézové zlomky.

Diikaz. Vétu jsme v podstaté dokazali v predeslé poznamce. Vzhledem k tomu, Ze posloupnost (zvyraz-
nénych) Citatelt je klesajici, tak je jasné, Ze pro libovolné raciondlni ¢islo algoritmus skonéi po koneéném
poctu krokd. O

Véta 6. Bud’ ay, ..., ay posloupnost pfirozenych Cisel. Pak

Pn
[ao’ weesy al’l] =,
n

kde py, g, jsou redlna Cisla definovand rekurzivné nasledovné: pg = ag, qo = 1, p1 = 1 + apa;, g1 = a;j a
pro2 < n < N plati

Pn = QpPn—1 + Pn—2
dn = Anqn-1 + qn-2.

Jsou-li a; kladna celd Cisla, pak i p; a g; jsou kladn4 celd Cisla.

Diikaz. Dikaz neni sloZity, v ramci této prace ho vSak uvadét nebudeme a mizZe byt nalezen v [21]. O
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Poznamka. Z predchozi véty miZeme odvodit, kolik algoritmus vyZaduje operaci. Uvazme x = § > 1,

z Wz

kde p,g jsou nesoudélna. Necht' ay, ..., ay jsou kladna celd Cisla. Z definice pak p, i g, tvoii rostouci
posloupnosti a plati p, > 2p,_2, g» = 2¢,_2. Z toho jiz 2V/?) < ¢ < p, a tedy potiebnych hodnot na
vyjadreni x jakozto fetézového zlomku je N = O(log(p)).

Pro x raciondlnf a p, g vyjadritelné pomoci L bitd pak algoritmus vyZaduje O(L) operaci na rozdéleni a
invertovéni, z nichZ kaZd4 vyZaduje O(L?*) operaci na zdkladni{ aritmetiku. Celkové tedy mame sloZitost

o(L>).

P P

Véta 7. Bud’ x raciondlni ¢islo a necht’ 5 je raciondlni ¢islo takové, Ze

——xl <

’p
g 17 2¢%

Pak [é je konvergentem fetézového zlomku pro x.

Diikaz. Bud g = lao, ..., a,] fet€zovy zlomek a necht’ p;,g; jsou definovany jako ve vét€ 6 tak, Ze

Pn

= g. Necht' § je definovana vztahem

tedy [0] < 1. Definujme dale A jako

4nPn-1 — Pnqdn-1 _ qn-1
6 Gn

A=2

Pak
¥ = APn + Pu-1 ,
Agn + qn-1
coZ znamend, ze x = [ay, ..., 4y, A]. Vzhledem k tomu, Ze indukci podle n lze dokézat vztah ¢,p,-1 —
Pnqn-1 = (—1)", tak pfi volbé€ sudého n dostdvame

7 %z

kde nerovnost plyne z toho, Ze posloupnost g, je rostouci. A je tedy racionalni ¢islo vétsi nez 1 a miZeme
ho zapsat jako fetézovy zlomek A = [by, ..., b;,]. Tim dostaneme fetézovy zlomek x = [ao, ..., ay, b, ..., by]
S § jakoZto n-tym konvergentem. O

4.4 Hledani radu modulo N

Zkoumejme nyni uz samotny algoritmus na hledani fadu prvku modulo N. Opét pocet bitt potiebny
pro specifikaci N je L = [log(N)]. Jednd se o problém, k némuZ neni v klasické informatice znam efek-
tivni algoritmus. My si ukdZeme feSeni tohoto problému s vyuZitim nastrojd, které jiZ mame k dispozici.
Poté se podivame, co presné se v prubéhu algoritmu odehrava. Nakonec v dalsi sekci vyuZijeme odvo-
zeny matematicky aparat, abychom tento algoritmus zahrnuli do celkového algoritmu pro faktorizaci.

Pfipomeneme definici, Ze pro pfirozend Cisla x a N, x < N, nazveme fddem x modulo N nejmensi
pfirozené &islo r takové, 7e x” = 1(mod N). Resenim tohoto problému bude zprvu mozna vcelku neintu-
itivné pouZit algoritmus pro odhad fize na unitarni operator, jehoZ pisobeni 1ze zapsat jako

U ly) = |xy(mod N)), (4.21)
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kde |y) predstavuje néjaky bazicky stav, y € {0, ..., N — 1}. Abychom pochopili, k ¢emu je tento operator
dobry, tak se podivame na jeho vlastni stavy. Méjme na pocétku registr ve stavu |1). Snadno nahlédneme,
Ze pfi postupnych aplikacich U na tento stav vZdy ndsobime dany stav x(mod N). Z definice fadu a
operatoru U pak vyplyvd, Ze po r aplikacich U dostanu opét stav [1), tj U"|1) = |1). UZ zde si mizeme
povsimnout periodicity pisobeni U. Vzhledem k tomu, Ze stavy, které se pfi této postupné aplikaci
vyskytnou, tvori cyklus, tak stav jejich rovnovazné superpozice

1 r—1
luo) = 7 ; |*mod ) (4.22)

bude urcité vlastni stav U, tj. U |ug) = |up). Tento stav piislusi vlastni hodnoté 1 a Zddnou zajimavou
informaci z néj nedostaneme. My potiebuje do vlastni hodnoty dostat zavislost na r. Konkrétné se ndm
bude hodit, budeme-li mit vlastni stav, u kterého faze u jednotlivych bazickych stavli budou rizné a
umérné indexu daného stavu:

_ 2zik

1 r—1
) = = ; ™7 |¥mod N). (4.23)

cwo 2mi v. . PP P .
Snadno ovéfime, zZe potom U |u1) = e |up). VSimneme si, Ze diky zakomponovani r jsou fazové rozdily
mezi témito r stavy vypocetni baze stejné. Nakonec jeSté provedeme zobecnéni vlastniho stavu tak, Ze
fazi téchto stavl vyndasobime celym Cislem 5,0 < s < r— 1:

luy) = i\ﬁ Z; ¢ |*mod N). (4.24)
Opét plati, Ze se jednd o vlastni stavy U, jelikoZ
1 © —2miks | g4 — 2mis
Ulus) = = ; e [ mod N) = e Juy) . (4.25)

Zdivodnime si tento posledni krok. Urcité€ budeme chtit pouZzit algoritmus pro odhad féze na zjiSténi
r. S tim oviem piichdzi dva poZadavky - schopnost efektivné implementovat CU? pro jakékoliv celé
¢islo j a schopnost pfipravit vlastni stav U s netrividlni vlastni hodnotou nebo superpozici takovychto
vlastnich stavt. Prvni poZadavek splnime niZe vysvétlenou moduldrni exponencializaci. Druhy pozada-
vek by ovSem na prvni pohled vynucoval znalost r, coZ neddva smysl. Zde pfesné vyuZijeme vyjadieni
(4.24). Vsimneme si, Ze seCteme-li tyto stavy pfes vSechny s € {0, ..., r— 1}, pak rizné faze vyrusi vS§echny
bazické stavy kromé |1), tj. plati

1 r—1
7 Dl =11, (4.26)
s=0

Stav |1) je tedy superpozici stavi |us) a algoritmus pro odhad faze proto odhadne fazi ¢ =~ s/r, kde s
bude ndhodné vybrané celé ¢islo v rozmezi 0 < s < r — 1. Zvolime-li v algoritmu pro odhad fdze prvni
registr o velikosti t = 2L + 1 + [log(2 + i)'l qubitd a druhy registr bude ve stavu [1), pak pro kazdé s
naméiime s pravdépodobnosti (1 — €)/r hodnotu ¢ = s/r s presnosti na 2L + 1 bitd.

Nyni jiz zbyva z ¢ urCeného na 2L + 1 bitd ziskat r. Jinymi slovy ziskat zlomek nejbliz$i ¢. K
tomu piesné vyuzijeme ndm jiz zndmy algoritmus fetézovych zlomkul. Podle véty (7), kam dosadime
p =s,qg=rax = ¢, pak totiZ dostaneme, Ze s/r je konvergentem fet€zového zlomku pro ¢ a podle
poznamky predchazejici této vété miize byt spoitan za pouziti O(L>) operaci. Abychom ovéfili, Ze jsou
splnény podminky véty, tak si uvédomime, 7e r < N < 2L, a tedy |s/r — ¢| < 272171 < 172/, kde
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prvni nerovnost vyplyva z aproximace ¢ na 2L+ 1 bitd. Po algoritmu fetézovych zlomki tedy dostaneme
nesoudélna Cisla v/, " takova, Ze s’ /¥ = s/r. Zde r’ bude nés kandidat na fad a jeho spravnost 1ze snadno
overit.

Zaméime se nyni na druhy pozadavek algoritmu pro odhad féze — schopnost efektivni implementace
CU?. Proces moduldrni exponencializace zde nebudeme popisovat do detailu (konstrukce miiZe byt
nalezena napf. v [28]), spiSe pouze ukdZeme, Ze Ize pomoci reverzibilniho vypoctu provést pozadovanou
transformaci. Ona transformace ma tvar

2 y) — 12y U2 U5 |y)
=) 22 y(mod N)) 4.27)
= [2) [x*y(mod N))

a vidime tedy, Ze pri algoritmu pro odhad faze dochézi k nasobeni druhého registru tzv. moduldrni ex-
ponencidlou x*(mod N), kde z urcuje stav prvniho registru. Toho 1ze nejsnadnéji dosdhnout tak, Ze na
tfetim registru se znalosti reverzibilnich operaci spocitime x*(mod N), ¢imzZ poté vyndsobime stav dru-
hého registru.

Proces tedy rozdélime na dvé faze. V prvni fazi pomoci moduldrniho ndsobeni postupné spocitime

x(mod N) = x*(mod N) - x*(mod N) — ... — xzj(mod N), (4.28)

kde jjde azdo ¢t — 1. Uvazime-li, ze t = 2L + 1 + [log(2 + zig)] = O(L) a Ze kazda tato mocnici operace
stoji O(L?) operaci zakladnf aritmetiky, pak pro prvni fazi dostdvame celkové O(L?) operaci.
Ve druhé fazi vyuZijeme toho, Ze

¥mod N = [ mod N)(x*% " mod N)...(x"*'mod N)| mod N. (4.29)

Z toho vidime, e musime provést ¢ — 1 moduldrnich ndsobeni, kazdé vyZadujici O(L?) operaci. Cel-
kové tak opét ziskdvame O(L?) operaci (existuji efektivnéjsi algoritmy, ale nam tato sloZitost postaduje).
Utinky na naSem tfetim pomocném registru je pak nutné samoziejmé reverzné zvratit. Jsme tedy schopni
sestavit reverzibilni obvod efektivné€ vykondvajici operaci (z, y) — (z, x*y(mod N)). To jiz implikuje moz-
nost sestaveni kvantového obvodu implementujiciho transformaci (4.27) s pomoci O(L?) operaci.

Nyni jiz madme vSe pfipravené a zbyva se podivat na piipady, kdy mize cely algoritmus na hledan{
radu selhat. Samoziejmé to miZe nastat, selze-li algoritmus pro odhad faze. To ovSem nastane s pravdeé-
podobnosti €, kterou miZzeme udélat zanedbatelnou, aniZ bychom utrpéli na efektivité algoritmu. VeEtsi
problém muzZe zplsobit to, Ze s a r mohou mit spole¢ny faktor. Pak totiz vystupem algoritmu fetézovych
zlomki bude #’ faktor r, misto r samotného. MoZnosti, jak se s timto problémem vyporadat je vice, av§ak
my si zde ukaZzeme pouze tu nejvyhodné&jsi z hlediska nutnosti pouZiti pouze konstantniho po¢tu pokust
opakovéni algoritmu.

Myslenka je zde takova, Ze zopakujeme algoritmus pro odhad faze a nasledny algoritmus fetézovych
zlomkd dvakrat, pii¢emz obdrzime vysledky 7/, s| a r}, 5. Nebudou-li mit s a s}, Zadny spole¢ny faktor,
pak vysledné » mohu ziskat jako nejmensi spolecny ndsobek r; a r,. Pfitom pravdépodobnost, Ze 5] a s/,
nemaji spolecny faktor, Ize vyjadfit jako

1= plgls;)p(alsh). (4.30)
q

kde g prochdzi prvocisla a p(x|y) znaci pravdépodobnost, Ze x déli y. Vzhledem k tomu, Ze bude-li
q délit 57, pak urcit€ bude délit i s; a s. Abychom tedy shora ohranicili p(gls}), tak ndm staCi shora
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ohraniCit p(gq|s;). Pfitom s; je vybrdno zcela ndhodné od O do r — 1. Urcité plati p(q|s;) < 1/g, proto
p(gls}) < 1/q astejné tak p(qls’z) < 1/q. Dosazenim do (4.30) tak dostdvame, Ze s’1 a s’2 jsou nesoud€lna
s pravdépodobnosti vétsi nebo rovnou

1
1-> 7 (4.31)
q
Tento vyraz bychom jesté radi né¢jak ohraniCili. Zplsobu je vice, tak vybereme ten, ktery se snadno
ukazuje. Nejprve pro x > 2 ukdZeme, Ze
x+1
1 2
—dy > —. 4.32
fx 2% 30 (4.32)
Platf totiz
x+1 1 1
—dy = 4.33
fx y? Y x(x+1) (4.33)
Snadno ovéfime, Ze
1 2 2
> = e = (4.34)
x(x+1) ~ 3x2 x+1 3

pro x > 2. Z toho jiz plyne (4.32). Nyni jiZ snadno ovéiime

(o)

too i+1 0o
Z 2-2,‘2$§Zf+ idy——j; %a’y:%, (4.35)

a tedy
’ ’ 1 1
1- ZP(Q|S1)I7(Q|S2) >1- Z — 2 1 (4.36)
q

q

Vidime, Ze pravdépodobnost ziskani spravného r je minimalné 4—1‘.

Spoctéme nyni celkovou ndro¢nost algoritmu. Vzhledem k tomu, Ze pocatecni Hadamardova trans-
formace vyzaduje O(L) bran a inverzni kvantova Fourierova transformace O(L?) bran, tak zasadni pi-
rstek vychazi z moduldrni exponencializace. Ta vyZaduje O(L?) bran, stejné jako algoritmus fetézovych
zlomki. Nakonec pravé diky ndmi pouZité metodé na ziskani r z r’ potfebuje cely tento proces pouze
konstantni pocet pokus, proto i celkové naroky jsou fadu O(L?).

Timto jiZ mame cely algoritmus na hledani fddu odvozeny. NeZ vSak pfikrocime k faktorizaci, jesté
by bylo dobré v kratkosti ukazat trochu jiny pohled na to, co se odehrava béhem tohoto algoritmu.

Jak uz jsme zdlivodnili, do algoritmu pro odhad faze vstupujeme ve stavu

[0y = 00...0)100...01), (4.37)
\\t/__—/\—\l‘/_—-/

pfitom stav druhého registru je vlastné superpozici vlastnich stavii U. Po vykondni Hadamardovy trans-
formace na prvnim registru mame

I

1) = Z lk)100...01) . (4.38)

Po modulédrni exponencializaci dostaneme

2'-1

W2) = k) [*mod N). (4.39)

ﬁ\

k:
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Zde je dobré se pozastavit. Vidime, Ze stav [ifp) je vlastné superpozice vSech mocnin x modulo N. Co
kdybychom nyni zméfili druhy registr? To, co jsme vlastné na zacatku této sekce odvodili, je, Ze funkce
f(k) = x*mod N je periodick4 s periodou . UvaZzujme nyni pro jednoduchost specidlni piipad, kdy r
je mocnina 2 (pak r d&li 2). Reknéme, e na druhém registru naméfime stav |w). Pak vlastn& kolapsem
vlnové funkce v prvnim registru zlistane superpozice jen téch hodnot, které odpovidaji hodnoté |w) v
druhém registru. Prvni z té€chto hodnot, /, bude dana tak, Ze / je nejmensi kladné celé Cislo spliujici
x'mod N = w. Tomuto &islu se fika posuv a je vidét, Ze na zdkladé kolapsu po méfeni miize nabyvat na-
hodné hodnoty od 0 do N — 1. Ostatni ¢leny budou pak jednoznacné dany periodou. Snadno nahlédneme,
Ze pocet ¢lendl v superpozici na prvnim registru odpovidajicich naméfeni |w) na druhém registru bude
2'/r. Stav po méfeni tak miZeme zapsat jako

2 /r—1
-
3y = \/; ; kr + ) [w) . (4.40)

Problém je zde pravé v ndhodnosti posuvu /, diky némuz nemiiZzeme opakovanim algoritmu a méfenim
prvniho registru zjistit periodu r. Distribuci pravdépodobnosti zndzoriiuje obrazek (4.5).

Obrazek 4.5: RozloZeni pravdépodobnosti na prvnim registru stavu |i/3).

Tento problém presné fesi inverzni kvantova Fourierova transformace nésledujici po modularni ex-
ponencializaci. Ta je definovdna vztahem (4.2) aZ na to, Ze do exponencidly ddme znaménko -.
Aplikujeme-li ji totiz na prvnf registr stavu [i/3), dostaneme

S22
|¢’4> — 5 Z _t Z e—l2ﬂ'](kr+l)/2 |]> |w>
k=0 V2! j=0 441
1 ztz_ll r 2’/21 iz jk @4
=—| 215 20 ¢ [ w).
t
Vr j=0 2 k=0
Zde miZeme vyuZit obecné identity
N-1 . s
1 ZeiZ”jk/N _ 1 dez kJ,e ndsobek N o o 5 4.42)
p= 0 jinak (faze se diky rovhomérnému uspofddani vyrusi).
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U nds to znamend, Ze vyraz v hranatych zavorkéach bude nenulovy pouze pro j = s2'/r,kde s € {0, ..., r —
1}. Vysledny stav tak Ize zapsat jako

1 r=1 s
W) = \—fr(ze 2l

s=0

s72t>] lw) . (4.43)

Z.toho je vidét, Ze jsme inverzni kvantovou Fourierovou transformaci odstranili $kodlivy posuv. Vysledné
rozloZeni pravdépodobnosti je zndzornéno na obrazku (4.6).

Obrazek 4.6: RozloZeni pravdépodobnosti na prvnim registru stavu |i/4).

Po zméfeni prvniho registru tedy ziskdme hodnotu s2'/r a po vydéleni 2’ hleddme s/r. Opét pokud
provedeme tento proces dvakrat, dostaneme hodnoty s/ /r| a s,/r}. Jsou-li 57, s, nesoud€Ind, dostaneme
r. Tim se presné dostavame k jiz vysvétlenému postupu (viz. odvozeni (4.36)), kdy vime, Ze tento proces
potfebuje pouze konstantni pocet pokus.

Pfi odvozovani tohoto pohledu na cely algoritmus jsme provedli méfeni druhého registru, které jsme
pivodné nedélali. Je tedy nutné fict, Ze zde méfeni nebylo nezbytné nutné a bylo pouzito pouze k ulehéen{
vysvétlovani. Bez tohoto méfeni by inverzni kvantova Fourierova transformace byla provedena prosté pfi
superpozici stavll v druhém registru a vystupem by byla superpozice vSech moznych stavi konzistentnich
se stavy v superpozici na druhém registru

r—

1 2'-1 1 1 N
PN - —i2nd j
) \Ezo[flz

s=0

S72[>U |x/mod N}. (4.44)

Vidime, Ze to na méfeni na prvnim registru nema vliv.
V pfipadé, Ze by r nebylo mocninou 2, tj. nedélilo by beze zbytku 2', pak lze ukdzat, Ze rozloZeni

pravdépodobnosti by bylo velmi mirné ,,rozmazané"v okoli hodnot s2//r. Toto rozmazani vSak nema
podstatny vliv na efektivitu uvedeného postupu.
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4.5 Faktorizace

Jak jsme jiz avizovali, algoritmus na hledan{ fd4du modulo N ndm pomitiZe pfi hledani prvociselného
rozkladu slozeného &isla N. Ve skutecnosti je hledani fadu jedina ¢4st faktorizaniho algoritmu, kterou
je nutno fesit kvantovym vypoctem. Na ostatni ¢asti existuji efektivni klasické algoritmy.

Vzhledem k nasemu jiZ pfipravenému matematickému apardtu bude nyni velmi snadné ukizat spoji-
tost mezi hledanim radu a faktorizaci. NeZ k tomu vSak pristoupime, ukdZzeme si jeden z dil¢ich klasic-
kych algoritml pouZivanych pfi faktorizaci. Jedna se o algoritmus, ktery ndm pomtzZe rozeznat, zda-li N
nenfi perfektni mocnina.

Necht' N lze zapsat pomoci L bitii. Nasim dkolem je urdit, jestli

N=d (4.45)

pro néjaké pfirozend ¢islaa > 1, b > 2. Pfedpokladejme nyni, Ze (4.45) plati a vynechme trividlni piipad,
kdy a = 1 (pak nutné N = 1). Pak jisté plati a” = N > 2L, atedy b > L (jiZ uvazujeme a > 2).

Je znamy fakt, Ze ndsobeni lze spoéitat s poétem operaci mensim nez O(L'”) (napf. Toom-Cook
ndsobeni) a logaritmus Ize spo&itat se sloZitosti O(M(L)L™), kde M(L) zna&i sloZitost ndsobeni. Vypodet
logaritmu tak vyZzaduje O(L?) operaci. Jesté pfipomeneme, 7e déleni ma také sloZitost O(L?). S témito
znalostmi dostdvame, Ze vypocet x = y/b, kde y = log, N, ma sloZitost O(L?). Stejné jako u logaritmu
dostdvame, Ze i exponencializace je Fadu O(L?), a tedy i vypolet 2*. Poté spocteme tomuto &islu nejblizsi
celd Cisla u; = [2*], up = u; + 1. Nyni umocnime u}l’, ug (algoritmus vyuZivajici opakované mocnéni na
druhou vyZaduje O(L?)) a zkontrolujeme, jestli se n&které z téchto &isel rovnd N.

Tento proces opakujeme pro vSechna b a vime, Ze b < L. Celkové tak tento algoritmus na rozpozna-
véni perfektnich mocnin vyZaduje O(L*) operaci. Spolu s timto algoritmem budeme pfi faktorizaci jesté
vyuZivat velmi dobfe znamy Eukleidtiv algoritmus na hledani nejmensiho spolecného délitele, na ktery
jsme jiz narazili v sekci Matematicky aparat. Ten budeme potiebovat, jelikoZ pfi hled4dni fddu x modulo
N maji byt x a N nesoudéInd a nakonec také pii hleddni nsd(x'/? + 1, N).

Nyni se jiZz podivejme, jak ndm hledani fadu pomtize najit prvociselny rozklad. V prvnim kroku si
ukaZeme, 7e miizeme najit faktor &isla N, jestliZze miZeme najit netrividlni feSeni rovnice x*> = 1(mod N).
Presné to nam fika véta (3). Najdeme-li tedy takovéto x, pak alespon jedno z ¢isel nsd(x + 1, N), nsd(x —
1, N) bude netrividlni faktor N.

Ve druhém kroku si vlastn€ ukdzeme, Ze u ndhodné vybraného y nesoudélného s N je docela velka
Sance, Ze bude spliiovat podminky véty (3). Jinymi slovy ukdZeme, Ze pro takové y je dosti pravdé-
podobné, Ze bude mit sudy ¥ad r a Ze bude platit y’/> # I(mod N). Z toho jiz potom vyplyne, Ze
x = y’/?(mod N) bude netrivilni feSeni rovnice x> = 1(mod N). Toto tvrzen{ je shrnuté ve vété (4).

Tim méame Shortv algoritmus zavrSen a jeho shrnuti pro slozené ¢islo N je v nasledujicim seznamu:

1. Zkontrolujeme sudost. Pokud je N sudé, vratime faktor 2.
2. Zkontrolujeme, jestli neplati N = a”. Pokud ano, vritime faktor a.

3. Zcela ndhodné vybereme x € {1, ..., N — 1} a Eukleidovym algoritmem zkontrolujeme, Ze
nsd(x, N) = 1. Pokud nsd(x, N) > 1, pak vratime faktor nsd(x, N).

4. PouZijeme algoritmus na hledani fddu r, abychom nasli f4d x modulo N.

5. Pokud je r liché nebo x'/> = —1(mod N), vritime se ke kroku 3. Naopak pokud jsou splnény
pozadavky véty (3), spo¢itame nsd(x"/? + 1, N) a nsd(x"/?> — 1, N).

6. Otestujeme, jestli alespoii jedno z téchto Cisel je netrividlnim faktorem N. Pokud neni, vracime se
ke kroku 3.
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Kapitola 5

Potencial a prvni uspéchy NISQ pocitacu

V této zavérecné kapitole s vyuzitim [22] shrneme cile a potencidl kvantového pocitiani v blizké
budoucnosti a nastinime ptfekazky, které je nutné prekonat béhem vyvoje univerzdlniho kvantového po-
¢itace odolného vici chybam. Nakonec se podivame na neddvny uspéch, kdy se na kvantovém pocitaci
spolec¢nosti Google podafilo pfi specifické tiloze dosdhnout kvantové nadfazenosti [3].

5.1 Proc je kvantové pocitani slozité

Zaklad této prace tvorf tfi algoritmy, na nichZ se demonstruji moZnosti kvantovych pocitacd ptesa-
hujici moznosti pocitact klasickych. Pfitom jeden z téchto algoritmli umoZiuje efektivné faktorizovat
sloZena Cisla, coz implikuje moZnost prolomeni RSA — dnes asi nejpouzivanéjsi Sifry s vefejnym klicem.
Presto je tento systém dale hojné pouZzivan nejvétsimi institucemi i vladami po celém svéteé. Divod je
prosty. Ac existuji teoretické podklady k t€émto algoritmim, tak k sestrojeni kvantového pocitace schop-
ného vykondvat tyto dlohy na poZadované drovni mame jesté daleko.

Pro¢ je tedy fyzicka realizace tak ndrocna? Divod tkvi ve fundamentélni vlastnosti kvantového svéta
- kvantovy systém nemiZe byt pozorovan, aniZ bychom zputsobili kolaps vinovych funkci a tim ztratili
veskeré vyhody kvantového vypoctu. Tato nachylnost k naruSeni procesu vynucuje takika dokonalou
izolaci kvantového systému od okolniho svéta. Soucasné ovSem ke zpracovéani informace potfebujeme,
aby spolu qubity siln¢ interagovaly. Tento proces navic potiebujeme kontrolovat a nakonec musime byt
schopni kone¢ny stav qubitt vycist. Ukazuje se, Ze splnit vSechny tyto podminky dohromady je velice
ndroc¢ny ukol.

Zatim dosti vzddlenym cilem je, Ze budeme schopni zvySovat vykon kvantovych pocitaci a pritom
udrZovat vérnost vypoctil za pomoci kvantové korekce chyb. Zakladni myslenkou tohoto piistupu je,
Ze chceme-li uchranit kvantovy systém, pak bychom ho méli zakédovat do vysoce provazaného stavu.
Prostiedi interagujici pouze s ¢4sti tohoto systému pak neni schopné ,,spatfit"zakdédovanou informaci, a
tudiz nenf schopné stav znicit. Problémem kvantové korekce chyb ovSem je, Ze vyZaduje velké mnoz-
stvi dodate¢nych qubitii. Proto si budeme muset na kvantové pocitace vyuZivajici tuto technologii jesté
néjakou dobu pockat.

5.2 Vstupujeme do NISQ éry

I kdyZ je kvantové pocitani odolné viici chybam stdle hudbou dosti vzdalené budoucnosti, vstupujeme
nyni do nové éry kvantovych technologii popsané zkratkou NISQ - Noisy Intermediate-Scale Quantum.
Zde ,,intermediate-scale"odkazuje na velikost kvantovych pocitacli pohybujici se od 50 do n€kolika sto-
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vek qubitd. Pritom 50 qubitl 1ze povazovat za dllezity milnik, protoZe tim se dostivdme za moZnosti
dnesnich nejvykonnéjsich superpocditact. ,,Noisy"zde odkazuje na nedokonalou kontrolu nad qubity a
fakt, Ze Sum bude hrét u zafizeni vyvinutych v nadchazejicich letech kli€ovou limitujic{ roli.

Presto vSak NISQ technologie vzbuzuji alespon ve védecké obci velké nadSeni, predevsim diky moz-
nosti zkoumdéni fyziky mnoha provdzanych castic. Nejsme si jisti, zda-li budou mit jiZ tyto technologie
primé vyuziti i ve svété byznysu, nicméné je tieba je brat jako prvni kroky k technologiim dostupnym
v budoucnosti. Tyto budouci technologie maji potencidl zdsadnich dopadl na celou spolec¢nost, ackoli
nikdo nemiZe s jistotou fict, kdy se na tuto Groven dostaneme.

Pocet qubitd jsme uvedli jako hlavni méfitko toho, jak narocné je simulovat kvantovy pocita¢ na
klasickém pocitaci. Pro provedeni kvantového vypoctu to v§ak neni jediny atribut, ktery nds zajima. Da-
lezit4 je také kvalita qubitl a pfesnost, s jakou jsme schopni aplikovat kvantové brany. V soucasné dobé
se u dvouqubitovych bran pfi realizaci pomoci zachycenych iontti nebo supravodivych obvodi dosahuje
poméru chyb prinejlepsim 0.1%. Naivné tak lze ocekavat, Ze u té€chto nedokonalych zafizeni nebudeme
schopni spolehlivé uskute¢nit obvod s vice nez 1000 branami. Toto pak lze fesit pravé kvantovou korekei
chyb. Jak jiz vSak bylo zmin€no, to vynucuje pfiddni mnoha dodate¢nych qubitt. Proto kdyZ se bavime
o NISQ pocitacich, mdme na mysli pravé nedokonald zafizeni nechrdnénd kvantovou korekci chyb.

Dalsim z aspektt, na které je tfeba pii konstrukci kvantovych pocitact koukat, je rychlost, s jakou
muiZeme vykonat kvantovou branu. Zde je dobré zminit, Ze supravodivé obvody jsou takika tisickrat
rychlejsi nez kvantové procesory vyuZzivajici iontové pasti. Nakonec je nutné qubity spolehlivé zméfit.
Pravdépodobnost chyby pfi méfeni se u supravodivych obvodl pohybuje okolo 1%. V neposledni fadé
pak také hraje roli nase schopnost spolehlivé qubity pfipravit.

5.3 Potencialni oblasti vyuziti v dohledné dobé

Ptame-li se, v jaké oblasti a kdy budou mit kvantové pocitale Siroké vyuZiti, musime si nejprve
polozit otazku: Kdy budou kvantové pocitace schopné vyresit klicové problémy rychleji nez klasické po-
¢itaCe a o jaké problémy se jednd? KdyZ mluvime o zrychleni, mdme tim na mysli porovnani s nejlep$im
moznym klasickym algoritmem béZicim na nejlep$im aktudlnim hardwaru. Do toho je nutno zapocitat
rychlost, s jakou se vykon klasickych pocitact zvétsuje.

Cisté z akademického hlediska je dosaZeni kvantové nadfazenosti nehled& na lohu, pfi které se ji do-
sdhne, samo o sobé velmi zajimavy a dileZity milnik. Nicméné z komer¢niho hlediska je nutné hledét na
uzitecnost dané tlohy. Kvantové pocitace pristich nékolika let budou zafizeni urcend k velmi specidlnim
ucelim a kvantova nadfazenost bude pro investory zajimava ne diky své vnitini dileZitosti, nybrz jako

krok k pozd€j$im hodnotnéj$im aplikacim. Nastifime si nyni konkrétni oblasti, kde by kvantové pocitace
mohly mit uplatnéni.

5.3.1 Kvantové optimalizatory

Ackoli se neocekavd, Ze by kvantové pocitace byly schopné efektivné resit NP-t€¢Zké problémy jako
napiiklad kombinatorické optimalizacni problémy, Ize si predstavit, Ze budou schopné najit lepsi pfi-
blizné feseni, popt. budou schopné najit priblizné feSeni rychleji. Existuji i takové problémy, pro které
samotné hledani pfibliZzného feSeni patfi mezi NP-t€Zké problémy, chceme-li mit vysledek dostate¢né
presny. V téchto piipadech také neocekavame, Ze by kvantové pocitace nasly pfiblizné feSeni efektivné.
Ovsem jsou i takové problémy, u nichZ je velkd propast mezi aproximaci ziskanou aktudlné nejlepSim
algoritmem a hranici NP-té€Zzkosti. V nékterych z téchto piipadi by nebylo prekvapivé, kdyby kvantové
pocitace dokazaly najit priblizné feseni 1épe a rychleji, coz by mohlo mit velmi uzite¢né aplikace.
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Nicméné musime uznat, Ze i kdyby se takovato potencidlni aplikace nasla, tak nenf jisté, Ze by NISQ
technologie byla dostacujici k prikazné demonstraci. Co se ov§em rozviji jako obecné uznavané schéma
pro feSeni optimalizacnich problému na kvantovych zafizenich blizké budoucnosti, je hybridni kvantove-
klasicky algoritmus. Zde kvantovy procesor pripravi n-qubitovy stav, ktery je nasledné€ zméren. Klasicky
optimalizator poté zpracuje vysledky méfeni a instruuje kvantovy procesor, jak pozménit pfipravovany
stav. Tento proces se mnohokrat zopakuje, aZ pomalu zkonverguje do kvantového stavu, ze kterého je
mozné ziskat pfiblizné feSeni. Pfi aplikaci na klasické kombinatorické problémy se tato procedura nazyva
QAOA - Quantum Approximate Optimization Algorithm. Naopak pri aplikaci na kvantové problémy se

tomuto piistupu iikd VQE - Variational Quantum Eigensolver.

5.3.2 Kvantové zihani

I kdyZ se zde bavime o milniku 50 aZ 100 qubitd, tak ve skuteCnosti jiZ existuje zafizeni pracujici
s 2000 qubity nazyvané D-Wave 2000Q. Nejedna se vSak o zafizeni zaloZené na kvantovych obvodech,
nybrz o tzv. kvantovy Zihaci pocitac. Tyto stroje fesi optimalizacni problémy jinak neZ spusténim obvodu
a je nutné dodat, Ze je Casto fesi dspesné.

Neni vSak zatim prokdzano, Ze by kvantové Zihaci pocitace dokdzaly urychlit feSenf oproti nejlepSim
klasickym pocitacim. Kvantové Zihani je vlastné nedokonald verze toho, ¢emu se obecné fikd kvantové
adiabatické pocitdni, pro které existuje (v pripadé dokonalych qubitd) teoreticky argument naznacujici,
Ze je stejné dobré jako kvantové pocitani zaloZené na kvantovych obvodech. Ten je vSak zaloZen na po-
tieb€ pridani mnoha qubitt. Navic nemame (na rozdil od pocitacti zaloZzenych na kvantovych obvodech)
teoreticky argument doklddajici Skdlovatelnost kvantovych Zihacich pocitaca.

Zatim byly tyto stroje aplikovany pfedevsim na pripady, kdy je pro klasické pocitace relativné snadné
simulovat tento proces. V dohledné dobé vSak maji pfijit kvantové Zihaci pocitace, které nebudou moci
byt simulovany klasickymi pocitaci a které maji vétsi potencial urychleni danych problémd.

5.3.3 Kvantové hluboké uceni

Strojové uceni je v posledni dobé velmi rychle se rozvijejici obor a je tedy pfirozené se zamyslet nad
jeho kombinaci s kvantovymi technologiemi. Omezme nejprve naSe Gvahy nad kvantovym hlubokym
uéenim na tzv. omezeny Boltzmanniiv stroj. Ten miize byt povazovan za spinovy systém v tepelné rov-
novdze pfi nizké avSak nenulové teploté s mnoha skrytymi vrstvami spinu oddélujicimi vstup a vystup.
Systém mize mit miliony vazebnych parametrti optimalizovanych béhem tréninkové faze pro dosazeni
pozadované spolec¢né distribuce pravdépodobnosti pro vstup a vystup. Tréninkova faze miZe byt pod
dohledem a tato sit’” miZe byt naucena napfiklad k rozpoznani oznacené sady obrazkt. Naopak, neni-li
pod dohledem, pak muzZe byt sit’ vyuZita k rozpoznavani vzorcli v neoznacenych datovych souborech.
Muize se ukdzat, Ze kvantova analogie tohoto pfistroje, kde by spiny byly qubity namisto bitt, by méla
oproti klasické siti vyhody. Mohla by se dét kupfikladu snadnéji vytrénovat k jistym tcelim. Zatim to
ovSem s jistotou nevime.

Diky konceptu QRAM — Quantum Random Access Memory vSak mame divod k mirné optimistic-
kému postoji k vyuZiti kvantového hlubokého uceni. QRAM je vlastné reprezentace velkého souboru
dat zakédovanim vektoru s N komponentami do log N qubitd. Tento pfistup s sebou samoziejmé nese
mnoho uskali jako napf. ndro¢nost tohoto zakédovani nebo fakt, Ze z vysledného méteni ziskdme maxi-
malné log N bitd. Tyto piekazky vyvstavaji, kdyZz chceme ucit kvantovou sit’ o korelacich v klasickych
datech. Bylo by tedy moZnd lep$i uvaZovat o piipadech, kdy vstupem i vystupem je kvantovy stav. Je
tedy dost moZné Ze nejlepsi vyuziti by kvantové sité naSly v kvantovych tdlohach jako napf. kontrola
komplexniho kvantového stavu.

65



5.3.4 Kvantova inverze matic

v v,

Existuje tzv. HHL algoritmus [16], ktery ma na vstupu reprezentaci velké, dostatecné fidké a dobte
podminéné N x N matice A a vektor s N slozkami |b) zakédovany v QRAM pomoci log N qubitd.
Vystupem algoritmu je stav ’A‘1b> a jeho slozitost je O(log N), coZ je exponencidlni urychleni oproti
klasické inverzi matic.

Jsou zde vSak podminky, které musi matice spliiovat a navic nesmime zapomenout na cenu zaké-
dovani vstupnich dat do QRAM, kterd mizZe veskeré urychleni anulovat. Toto by Slo teoreticky vyfesit
vypoctem |b) pfimo v kvantovém pocitaci misto nacitdnim ho z databdze.

Dutivodem, pro¢ si myslime, Ze je tento algoritmus velmi silny, je, Ze feSi tzv. BQP-kompletni pro-
blém. To znamen4, Ze kazdy problém, ktery 1ze efektivné fesit na kvantovém pocitaci, miZe byt pretvoren
specidlni instanci této inverze matic. Tato inverze matic pak lze vyuZit napf. pro vyfeSeni rovnic elektro-
magnetismu v komplexni trojrozmérné geometrii za icelem optimalizovdni vykonu antény.

Lze predpoklddat, Ze HHL algoritmus bude mit jednou velky dopad, ale pravdépodobné to nebude
vzhledem k narocnosti v NISQ ére.

5.3.5 Kvantové doporucovaci systémy

Nedavno byl predstaven kvantovy algoritmus [19] umoziujici exponencidlni zrychleni pfi tloze po-
skytovéni vysoce hodnotnych doporuceni oproti nejlepsimu tou dobou zndmému klasickému algoritmu.
Nedlouho poté byl vSak predstaven klasicky algoritmus inspirovany timto algoritmem fesici tuto dlohu
ve stejném Case.

I tak vSak stoji tento problém (nebo spiSe jeho zjednodusend verze) za blizsi predstaveni. M&jme m
zdkaznikl a n produktl a necht’ P je m X n preferencni matice takova, Ze P,; = 1, pokud se zdkaznikovi
a produkt i 1ibf a naopak P, = 0, pokud se zdkaznikovi a produkt i nelibi. V normdlnim svété se
pohybujeme v fadech m ~ 108, n ~ 10%, ale hodnost matice k byva docela mald, pohybujici se okolo
k ~ 100. To implikuje pouze omezeny pocet typt zdkaznik, a proto jakmile zndme pouze par preferenci
nového zdkaznika, tak jiZ dokdzeme doporudit dalsi produkty.

Cely algoritmus md dvé faze. V prvni (offline) se vytvoii aproximace preferenéni matice P s nizkou
hodnosti a ve druhé (online) novy zdkaznik uda nékteré jeho preference a systém mu jako vystup vrati
doporuceni produktu, ktery se zdkaznikovi bude s vysokou pravdépodobnosti libit. Prdvé onu druhou
fazi dokéazal kvantovy algoritmus urychlit oproti tehdy nejlepsimu klasickému algoritmu.

5.3.6 Kvantové simulace

Jiz Richard Feynman tvrdil, Ze simulace vysoce provazanych kvantovych systémd je oblast, kde
kvantové pocitace budou mit rozhodujici vyhodu nad klasickymi. Domnivame se, Ze simulovat vysoce
provazanou hmotu je té€Zky vypocetni problém. V této oblasti by kvantové pocitace v dlouhodobém
horizontu mohly mit obrovsky dopad na cely svét. Kvantové simulace mohou mit zdsadni dopad napf.
pti vyvoji 1ékd nebo pri tvorbé novych materidlti umoziujicich kuptikladu efektivnéjsi prenos energie ¢i
zlepseni procesu ziskavani solarni energie. Aktudlné si nejspiSe ani neumime predstavit na jaké vSechny
oblasti mohou mit kvantové simulace dopad. Opét je ale nutné podotknout, Ze se zde pravdépodobné
nebavime o cilech dosazitelnych v NISQ éfe. Kvantové algoritmy urcené k simulaci velkych molekul ¢i
exotickych materidll totiz budou pfili§ naro¢né, nez aby je bylo mozné aplikovat bez kvantové korekce
chyb.

Oblast obzvlasté narocna pro klasické pocitace je simulace kvantové dynamiky, tj. pfedpovéd’ Ca-
sového vyvoje vysoce provazaného kvantového stavu. Zde maji kvantové pocitace nespornou vyhodu a
v tomto sméru se ocekavaji vysledky jiz od NISQ technologii. V této souvislosti je dobré zminit velmi
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rychly pokrok v teorii chaosu v Sedesatych a sedmdesétych letech poté, co bylo mozné chaotické dyna-
mické systémy simulovat pomoci klasickych pocitacd. Lze si predstavit, Ze podobny vyvoj muze piijiti v
naSem porozuméni kvantovému chaosu poté, co budeme schopni simulovat chaotické kvantové systémy.

JiZ nyni si vSak mtZeme uvést velmi aktudlni dspé€ch Google Al Quantum v oblasti kvantové che-
mie [4]. S vyuZitim VQE simulovali vazebnou energii vodikovych fetézct délky aZ 12 a dile probehla
simulace dvou zplsobt izomerizace diazénu. Zasadni roli v tomto experimentu hrdly metody urcené ke
zmenSeni chyb ve vypoctu. Celkové lze shrnout, Ze cilem experimentu bylo na kvantovém pocitaci im-
plementovat tzv. Hartree-Fockovu metodu, coZ je zpisob ziskdni co nejpfesnéjsi orbitalové funkce za
predpokladu, Ze kazdy elektron citi primérny potencidl generovany vSemi ostatnimi elektrony.

Je zndmym faktem, Ze je moZné vyjadfit operaci rotace baze aplikovanou na kvantovy stav jako ¢aso-
vou evoluci generovanou hamiltonidnem neinteragujicich fermiont. Mdme-li tedy vypocetni bazi ¢, (r)
tvofenou stavy ) = a;...aI |0) (kde aZT resp. a, jsou kreacni resp. anihilaCni operétory tzv. zdkladni
orbitalové funkce), pak antisymetricky soucinnovy stav [¥,) v nové bazi ¢,(r) dan€ jako

N
Gp(1) = > [eTpgpp(r), (5.1)

g=1

kde k je N x N antihermitovskd matice, miZeme vyjadfit jako

Vo) = Uy, (5.2)
kde
N
U =exp Z qua;ap . (5.3)
P.q=1

Takovyto stav se nazyva Slaterdv determinant. U, 1ze implementovat pomoci tzv. Givensovych rotaci,
které miiZzeme sestavit za pomoci dvou ViS WAP bran a tif R, bran. Hartree-Fockiv stav pak ziskame
postupnou optimalizaci parametri x pro minimalizaci energie. Pfitom pocatecni « je urCeno klasickym
feSenim Hartree-Fockovych rovnic. Tato idealizovand implementace VQE takto umoZiiuje zmirnéni ko-
herentnich chyb. Aplikujeme tedy U, na |) pomoci kvantového pocitace a nasledné optimalizujeme « s
vyuzitim klasickych algoritmd.

Retézec N vodiki byl simulovan pomoci N qubitl (které diky omezujicim podminkdm simulovali
2N spinti). Konkrétné byly simulovany fetezce délky 6, 8, 10 a 12. Pro simulaci izomerace diazénu
bylo pak pouZito 10 qubitt. Cilem zde pak bylo vyfesit energeticky rozdil mezi dvéma tranzitnimi stavy
dvou konkurenénich mechanismi - pfechod z cis konfigurace do trans konfigurace bud’ pfechodem v
roviné nebo mimo rovinu. To vyZadovalo pfesnost okolo 40 milihartree (hartree jednotka energie imérna
elektrické potencialni energii atomu vodiku v zdkladnim stavu, pfiblizn¢ rovna 27 eV).

Na naméfenych datech byly pouZity dvé metody na zmirnéni chyb — dodatecny vybér na poctu ¢dstic
a projekce Cistého stavu (blizsi specifikace téchto metod je mimo ramec této prace). Vysledkem je, Ze
pro 6 a 8 qubitd dosahla data po VQE tzv. chemické pfesnosti a i pro 12 qubitii byla data velmi blizka
ocekdvanym hodnotam.

Simulace dvou zptisobi izomerace diazénu byl viibec prvni pfipad, kdy byl mechanismus chemické
reakce modelovan na kvantovém pocitaci. Data optimalizovana pomoci VQE simulovala devét bodt po-
dél reak¢ni koordindty pro rotaci vodiku okolo dusiku v rovin€ a mimo rovinu. Opét zde k ureni pocé-
teCnich parametri slouzilo klasické feSeni Hartree-Fockovych rovnic. VQE pak poskytlo jedno-¢asticové
redukované matice hustoty s presnosti vétsi nez 0.98 (za vyuziti jiZ zminénych metod ke zmirnéni chyb).

AC se pfi tomto experimentu nedosdhlo kvantové nadfazenosti (vS§echny vypocty by byly provedi-
telné na soucasnych klasickych pocitacich), tak jednak demonstroval prozatim nejvétsi simulaci kvan-
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tové chemie (do této doby bylo vyuZito maximalné 6 qubitl) a dédle poskytl velmi uzitecné pristupy pro
dalsi badani v této oblasti.

5.4 Dalsi kvantové technologie

v v

Kromé kvantovych pocitac¢ti umoziujicich efektivnéjsi feSeni jistych uloh existuji i jiné kvantové
technologie, které nelze od kvantového pocitdni tak dplné oddélit. Mnohdy je u nich potfeba prekonat
podobné technologické vyzvy, jindy zase potieba jejich realizace plyne pfimo z existence kvantovych
pocitact a nasledné nedostatecnosti soucasnych technologif.

Prikladem druhého uvedeného divodu mtize byt kryptografie odolna vici kvantovym pocitactim.
Soucasné kryptosystémy s vefejnym klicem budou s prichodem dostatecné vykonnych kvantovych po-
Citacu zastaralé. Bude tedy tfeba nahradit tyto kryptosystémy novymi, které dokazou Celit dtoku pomoci
kvantového pocitace. Takové systémy mohou byt samy zaloZeny na kvantovych principech.

Navazujicim prikladem jsou kvantové sité. Ty mohou slouZzit kupiikladu k distribuci kvantového
provdzani, a tedy i tajného klice. Globdlni kvantova sit’ v§ak mtze byt uZita i k dal§im uceltim jako tfeba
sdileni informaci mezi kvantovymi zafizenimi.

Za zminku také stoji fundamentalni schopnost kvantovych zafizeni generovat ndhodnost. Tato vlast-
nost kvantové fyziky miZe byt vyuzita na vytvoreni fetézce prokazatelné ndhodnych bitd i v piipade, Ze
nedtvéfujeme zafizeni pouZzitému pro tento Gcel. Na to staci predpokladat, Ze prostorupodobné oddélené
strany spolu nemohou komunikovat. Prokazatelnd ndhodnost md mnoho potencidlnich vyuZiti po¢inaje
zabezpeCenim komunikacnich protokol, pfes objektivni statisticky vybér az po simulace Monte Carlo.

Jako dal$i bychom zde zminili kvantové snimani. Kvantova zafizeni mohou snimat slabé sily s veétsi
citlivosti a lep$im prostorovym rozliSenim nez jiné technologie. Proto kvantové snimani miZe mit jiz v
blizké dobé velice zdsadni dopady napt. v medicing.

Nakonec se bliZze podivejme na ulohu, ktera se ukazuje jako vhodnd pro demonstraci kvantové nad-
vlady a kterd lze realizovat na specifickych kvantovych zafizenich odliSnych od univerzalnich kvan-
tovych pocitacl — zde konkrétné na fotonickém kvantovém pocitaci. Jedna se vzorkovéani bosond. Pri
vzorkovani bosond se k vypoctu pravdépodobnostniho rozdéleni vyuziva maticova funkce zvana perma-
nent. Ta neni efektivné fesitelna na klasickém pocitaci. Problém se vzorkovanim bosont ve své zakladn{
podobg je, Ze nejsme schopni dostate¢né kvalitné pfipravit jednofotonové stavy svétla.

Teoretické feseni tohoto problému poskytli Dr. Craig Hamilton a prof. Igor Jex z CVUT FJFI spolu s
partnery z University v Paderbornu. Ti ve své praci [15] ukdzali, Ze i pfi pouZiti stlacenych Gaussovskych
stavl svétla zdstane dloha vypocetné extrémné narocna. K vypoctu pravdépodobnostniho rozdéleni se
zde misto permanentu vyuZziv4 jind maticovd funkce — tzv. Hafnién.

Tohoto vysledku se ddle vyuzivd v préaci [23], kde se ke vzorkovéni uvazuji prahové detektory bez
rozliseni poctu fotonl. Zde k popisu pravdépodobnosti naméfeni daného vystupu zavadéji maticovou
funkci zvanou Torontonidn, ktery je v jistém smyslu analogii Hafnidnu.

Toho jiZ vyuZivaji v experimentu neddvno uskutenéném vyzkumnym tymem Cinské univerzity védy
a technologie [29]. Jednalo se o celkové druhé prokazani kvantové nadvlady hned po experimentu spo-
le€nosti Google popsaném v posledni sekci. Realizovan byl na fotonickém kvantovém pocitaci zvaném
Jiuzhang. Experiment spocival ve vyslani 25 dvoumddovych stlacenych stavt (ekvivalenich 50 jednomo-
dovym stlacenym staviim) do stomédového specidlné upraveného interferometru. Vzorkovani vystupu se
pak provadélo na 100 vysoce efektivnich jednofotonovych detektorech. Jiuzhang generoval az 76 vystup-
nich fotonovych , kliknuti", coz ddva vystupni stavovy prostor dimenze a7 10C. Pro nejlepsi klasické su-
perpocitace je nemoZzné uklddat amplitudy pravdépodobnosti v takto rozsdhlém prostoru. Celkové byla
zde dosaZzend vzorkovaci frekvence rychlejs$i nez dosud nejlepsi simulacni strategie a superpocitace o
faktor imérny 104,
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5.5 Cesta za Skalovatelnosti

Jak jiz bylo zminéno, v NISQ érfe nékolika nasledujicich let neni redlné dosahnout kvantového po-
Citace odolného vici chybam, ktery by byl schopny fesit t€Zké problémy. StéZejnim prvkem ke Skalo-
vatelnosti kvantovych pocitaci je nase schopnost implementovat kvantovou korekci chyb. Proto bude v
ndsledujicich letech klicové zaméfit se mimo jiné také na vyvoj lepSich metod a hardwaru pro implemen-
taci této technologie. Ocekava se, Ze béhem néekolika pristich let bude poprvé laboratorné demonstrovana
vylepSend kontrola qubitu podléhajicimu kvantové korekci. Mimo to by také mély byt stile vyvijeny
techniky na zmirnéni Sumu.

Nicméné, abychom byli schopni spustit algoritmy vyuzivajici tisice chranénych qubitt, tak budeme
potiebovat celkovy pocet qubitii pohybujici se v faddech miliond. Je tedy jasné, Ze na redlnou moZnost
faktorizovat tisice bitd dlouhé ¢&islo si budeme muset jeSt€ pockat. Pfekonan{ propasti mezi stovkami a
miliony qubiti bude vyZadovat jesté hodné Casu a usili, ale panuje obecné piesvédCeni, Ze se na tuto
metu dostaneme.

Do té doby budeme vsak muset béhem NISQ éry vyfesSit mnoho zdkladnich véci. Jednou z nich
je razantné sniZit chybovost kvantovych bran. S presn€j$Simi branami budou kvantové pocitace i bez
kvantové korekce chyb schopné spustit delsi obvody, a tedy i ndrocnéjsi algoritmy. Navic s pfichodem
kvantové korekce nebude potieba tolik dodatecnych qubit. Tento pristup se snazi aplikovat napiiklad
spolecnost Microsoft ve svém programu zaméfeném na topologické kvantové pocitani.

Celkové mtizeme shrnout, Ze pri cesté za plné Skdlovatelnymi kvantovymi pocitaci, které budou
odolné viic¢i chybam, musime pfekonat dilezité vyzvy. Vzhledem k tomu, jak dlouhd je pfed ndmi cesta,
tak kazdy novy objev ¢i inovace miZe mit podstatny dopad na sméfovani tohoto oboru.

5.6 Dosazeni kvantové nadrazenosti

Na zavér si zde ukdZeme neddvny dspéch spole¢nosti Google demonstrujici experimentalni realizaci
kvantové nadrazenosti pro specifickou vypocetni tilohu. Bylo toho dosaZeno pomoci kvantového proce-
soru Sycamore schopného pracovat s 53 programovatelnymi supravodivymi qubity. Vyzkumnici tvrdi,
Ze tato uloha by na soucasném nejlepSim klasickém superpocitaci trvala priblizné deset tisic let.

Predstavme si nyni tuto dlohu. Jednd se o vypocetni tikol vzorkovani vystupu pseudondhodného
kvantového obvodu. Jde vlastné o vytvofeni kvantového chaosu. Vystupem vzorkovani je soubor fetézcti
bitd. Tyto fetézce maji diky kvantové interferenci rozdéleni pravdépodobnosti pfipominajici skvrnity
vzor intenzity produkované interferenci svétla v laserovém rozptylu. V disledku toho maji nékteré fe-
tézce mnohem vétsi pravdépodobnost vyskytu v souboru nez jiné. Pravé vypocet tohoto rozdéleni prav-
dépodobnosti je uloha, jejiZ narocnost roste pro klasické pocitace exponencidlné s pribyvajicim poctem
qubitti a bran aplikovanych v rdmci obvodu.

Pro verifikaci sprdvného fungovani procesoru se zde vyuZivd metoda zvand cross-entropy benchmar-
king. Pfi té se porovnava Cetnost experimentalné naméfenych fetézcu s pravdépodobnosti vypoctenou
pro idedlni obvod pomoci simulace na klasickém pocitaci. Pro dany obvod vypocteme jeho piesnost
danou touto metodou, Fxgp, ndsledovné. Vezmeme naméiené fetézce {x;} a spoCteme stfedni hodnotu
(klasickou simulaci vypoctenych) pravdépodobnosti vyskytu fetézce x;, P(x;), pfes vSechny naméfené
fetézce. Vzorec pro vypocet je

Fxep = 2"(P(x;))i — 1, (5.4)

kde n je pocet qubitt. Z toho je vidét, Ze nenastanou-li v kvantovém obvodu zadné chyby, bude Fxgp = 1.
Naopak vzorkovani pres rovnovazné rozdéleni pravdépodobnosti dd Fxgp = 0. Hodnoty mezi 0 a 1 pak
odpovidaji pravdépodobnostem vyskytu chyby béhem vykondvani obvodu.
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Z nutnosti vypoctu p(x;) na klasickém pocitaci je jasné, Ze tento pristup nemize fungovat v ,,reZimu
nadfazenosti", tj. pro dostate¢né velky pocet qubitt a dostate¢né mnoho bran. V tomto piipadé se vyuziva
metod zjednoduSeni ¢i rozdéleni obvodu tak, aby bylo moZné provést simulace na klasickém pocitaci.
Tyto metody poskytuji kvantitativni odhad pfesnosti prace procesoru i pfi plném vytiZzeni.

Cilem tedy je dosdhnout dostatecné velké hodnoty Fxgp pro obvod s dostatené mnoha qubity a
dostate¢nou hloubkou (poctem bran), kdy vypocet této tlohy na klasickém pocitaci by byl netinosné
naro¢ny. Tento tikol je velmi narocny z diivodu, Ze kazda chyba béhem vypoctu miiZze posunout onen
zminény skvrnity vzor, coZ vyusti v ¥xgp blizké nule. Proto zdkladem dspéchu je procesor schopny
vykondvat tento program s dostate¢né malou chybovosti.

Podivejme se proto pouze v rychlosti, jakym zptsobem v Googlu sestavili jejich procesor pojme-
novany Sycamore. Ten je sloZen z dvojrozmérného pole transmoni (typ fyzikdlni realizace qubitu vyu-
Zivajici supravodivosti), kde je kazdy laditelné spojen se svymi ¢tyfmi sousedy. Transmony mohou byt
povazovany za nelinedrni supravodivé rezondtory o frekvenci 5-7 GHz. Qubit je pak zakédovéan jako
kou umoZznujici ladit spojeni qubit-qubit od O (vypnuto) do 40 MHz. Vzhledem k tomu, Ze jeden qubit
nefungoval, tak Sycamore vyuzival zminénych 53 qubitid a 83 spojek.

Nejvétsi ndhodny kvantovy obvod v experimentu byl tedy pro 53 qubitt a sestdval z 1113 jednoqubi-
tovych bran, 430 dvojqubitovych bran a méfeni pro kazdy qubit. Pfesnost tohoto obvodu byla urcena na
0,2 %. S touto presnosti potiebujeme fadové par milioni méfeni vzhledem k tomu, Ze nejistota u Fxgp
je 1/ v/Ny, kde N, je po&et vzorkd.

Jak se provadi klasicky vypocet? Do 43 qubiti se vyuziva Schrodingerdv algoritmus simulujici vyvoj
celého kvantového stavu. K tomu byl vyuZzit superpocita¢ v némeckém Jiilichu. Nad 43 qubitd uz pfichazi
nedostatek RAM na uloZeni kvantového stavu. Pro vétsi pocet qubiti se vyuziva hybridni Schrodingertv-
Feynmantv algoritmus, ktery byl spustén na datacentrech Googlu. Pfi tom se vypocitdvaji amplitudy
pravdépodobnosti jednotlivych fetézcii. Behem procesu je vlastné obvod rozdélen na dvé Casti qubitd,
z nichz kazd4 je efektivné simulovdna pomoci Schrodingerovy metody. Poté jsou spojeny za vyuZiti
ptistupu podobného Feynmanovu drdhovému integrdlu. Tato metoda, piestoZe je privétivéjsi k paméti,
poctu drah s poctem bran spojujicich tyto ¢asti.

K odhadu klasické vypocetni naro¢nosti v reZimu nadfazenosti se spousteji ¢asti simulaci kvantového
obvodu jak na Summitu (soucasny nejvykonnéjsi superpocitac), tak i na clusterech Googlu a celkova
vypocetni cena je pak extrapolovana. Na Summitu nelze z divodu nedostatku paméti simulovat obvody
s velkou hloubkou. Pfi vyrazném omezeni naroki byl kone¢ny ¢asovy odhad pro vzorkovéni tfi miliont
bitovych fetézcti s presnosti 1 % stanoven na jeden rok.

Na Google Cloud serverech bylo odhadnuto, Ze bez téchto omezenf a pii presnosti 0.1 % by se cena
vysplhala na 50 biliont hodin pfi jednom jadfe a spotfebovalo by se okolo petawatthodiny energie. Pro
srovnani vzorkovani obvodu 3000000krat vezme kvantovému procesoru 600 sekund, kde je ¢as vzor-
kovani navic limitovdn hardwarovou komunikaci. Ve skutecnosti je Cisty Cas vyZadovany procesorem
pouze 30 sekund.

Zde je nutné dodat, Ze kritce po publikovani vysledkt experimentu byl odhad 10 000 let napaden
védci z IBM. Ti ve zkratce tvrdi, Ze pfistup, kdy misto Schrodingerovy metody je diky nedostatku RAM
vyuZita Schrodingerova-Feynmanova metoda, neni nutny. Jejich pfistup by se dal shrnout tak, Ze misto
uklddani celého stavového vektoru s 2°3 amplitudami do RAM lze tyto hodnoty ukladat na disku a na&itat
je z n¢j. Takto se potfebny Cas zkriti na 2,5 dne a navic Ize dosdhnout lepsi pfesnosti neZ u kvantového
procesoru. I presto je vSak diivod se domnivat, Ze tento experiment Googlu byl dileZitym tispéchem na
cesté ke kvantové nadfazenosti.



Zaver

V této préci jsme se zaméfili na problematiku kvantového pocitini jako celku a detailné si popsali
zédsadni kvantové algoritmy. V prvni kapitole jsme predstavili samotné stavebni kameny této oblasti -
qubity a kvantové brany. V rdmci celé price jsme s t€émito pojmy pracovali jakoZto s abstraktnimi ob-
jekty nezavislymi na zptisobu realizace. Brali jsme tedy v tivahu idealizovany pripad a nezapocitavali do
naSich myslenek v redlném svété nezanedbatelny Sum. Ukdzali jsme si, jak s témito zdkladnimi koncepty
pracovat a jak s jejich pomoci dosdhnout libovolné unitdrni transformace. S takto vybudovanym aparé-
tem jsme mohli pfistoupit ke konstrukei slozitéjsich obvodd. Pfitom jsme se zaméfili na ty algoritmy,
které dokdZou jistou dlohu fesit efektivnéji nez nejlepsi zndmé klasické algoritmy.

Prvnim z této fady byl diky své snadné konstrukci Deutsch-Jozstiv algoritmus. Ten mnohdy spolu
se superhustym kédovanim a kvantovou teleportaci slouzi jakoZto vstupni bod do kvantovych algoritmd.
Velmi ndzorné na ném lze demonstrovat silu paralelniho vypoctu a findlni Gcinky konstruktivni resp.
destruktivni interference. Jak jsme ale jiz zminili, stile neni jasné, jestli viibec existuje n&jaké redlné
vyuziti tohoto algoritmu.

Tim jsme se dostali k prvnimu algoritmu s potencidlem redlného vyuziti. Groverdv vyhledavaci algo-
ritmus predstavuje velmi elegantni zpiisob vyhledavani v nesetfidéné databazi. Byl zde kladen opravdu
velky ddraz na geometrickou interpretaci tohoto algoritmu. JelikoZ optimalni pocet Groverovych iteraci
k nalezeni feSeni silné z4visel na samotném poctu feseni, ukdzali jsme si také metodu, jak tento pocet
zjistit - kvantové pocitdni. Nakonec byl predstaven koncept kvantovych prochazek a v pripadé tiplného
grafu a grafu typu hvézda uk4zédna ekvivalence s Groverovym algoritmem.

Ve ¢tvrté kapitole byl popsan Shortv faktorizacn{ algoritmus. K tomu bylo nutné si pfipravit patfi¢ny
matematicky apardt. Ten jsme nésledné vyuZzili predev§im k ukdzdni spojitosti mezi hleddnim fadu a
samotnou faktorizaci. Kli¢ovou roli pfi hledani faddu hrél algoritmus pro odhad fize, jehoz zdkladem
je kvantova Fourierova transformace. Tento algoritmus m4 vice aplikaci a my jsme ho vyuZili krom
Shorova algoritmu také v rdmci kvantového pocitdni. Mimoto byl prezentovan také druhy pohled na
problém hledani fadu, ktery graficky 1épe zndzornioval dlohu kvantové Fourierovy transformace. S takto
pfipravenym matematickym aparatem a odvozenym algoritmem na hleddni fadu jiZ bylo snadné dat
dohromady celkovy faktorizacni algoritmus.

Zéavérem prace bylo shrnuti soucasné faze vyvoje kvantové informatiky a jeji dalsi ubirani. Pfitom
byly nastinény mozné budouci aplikace kvantovych pocitacid a prekazky, které bude nutné v nasledujicich
letech pfekonat. Mimoto jsme ve strucnosti predstavili dal§i kvantové technologie s velkym potencidlem.
Poslednim zminénym tématem bylo neddvné dosazeni kvantové nadfazenosti na stroji spolec¢nosti Go-
ogle pfi velmi specifické tloze. Osobné se domnivdm, Ze ac se nejednalo o takové urychleni, jaké bylo
pivodné prezentovano vyzkumniky Googlu, tak to byl velky uspéch a krok kupredu v oblasti kvantové
informatiky.

Ackoli prace byla ze své podstaty reSerse, pii samotném programovani byl jisty prostor pro vlastni
iniciativu. Pfi hledan{ optimélniho zptisobu podani daného problému jsem se opiral také o grafické zna-
zornéni at’ uZ schématické ¢i jako vystup z Qiskitu. Vzhledem k tomu, Ze prace neni koncipovdna
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primdrné jako programatorskd, tak nejsou jeji soucdsti samotné zdrojové kdédy, ale jen jejich vystupy.
Celkové se tak, myslim, podafilo vytvofit uceleny obrazek o fungovani nejzasadnéjsich kvantovych al-
goritmi a o odvétvi kvantového pocitani jako takovém.

mozno stavét v dal§im badani. Do budoucna se timto otevird mnoho moZnosti, jak na toto téma navizat.
Mezi tyto moZnosti zcela urCité patii napf. fyzicka realizace kvantovych pocitac, kvantova korekce
chyb, topologické kvantové pocitini, kvantova teorie informace a dalsi. Vzhledem k rostoucimu z4jmu o
toto odvétvi i ze strany soukromého sektoru bude znacna poptavka po novych piistupech a inovativnich

mySlenkéach. Pfitom kazda takovd myslenka mtize mit zdsadni vliv na vyvoj celého odvétvi.
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