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* EFDMBSF UIBU UIF GPMMPXJOH XPSL IBT OPU CFFO QSFWJPVTMZ TVCNJUUFE GPS
UIF BXBSE PG BOZ PUIFS EFHSFF� 5IF FOUJSFUZ PG UIF SFTFBSDI BOEXPSL IBT
CFFO DBSSJFE PVU CZNF VOEFS UIF TVQFSWJTJPO BOE HVJEBODF PG 3BTUJTMBW
5PNBO BOE
 UP UIF CFTU PG NZ LOPXMFEHF
 EPFT OPU DPOUBJO BOZ NBUFSJBM
QSFWJPVTMZ QVCMJTIFE PS XSJUUFO CZ BOPUIFS QFSTPO
 FYDFQU XIFSF EVF
SFGFSFODF IBT CFFO NBEF JO UIF UFYU�
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5IBOLT UP NZ TVQFSWJTPS
 3BTUJTMBW 5PNBO
 GPS IJT HVJEBODF
 QSPNQU
TVQQPSU BOE VTFGVM BEWJDF JO UIF QBTU UXP ZFBST
 BOE GPS HJWJOH NF GSFF�
EPN UP QVSTVF EJêFSFOU JEFBT UIBU VMUJNBUFMZ SFTVMUFE JO UIF GPMMPXJOH
XPSL�
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)ZCSJE FMFDUSJD WFIJDMFT BSF DVSSFOUMZ VTFE BT B XBZ PG JNQSPWJOH GVFM
DPOTVNQUJPO BOE DPOTFRVFOU DBSCPO EJPYJEF FNJTTJPOT PG DPOWFOUJPOBM
WFIJDMFT QPXFSFE CZ BO JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF BOE BT NFBOT GPS
QBWJOH UIF XBZ GPS GVMMZ FMFDUSJD WFIJDMFT� 5P FYQMPJU UIFJS QPUFOUJBM UP
UIF CJHHFTU FYUFOU CZ VTJOH FOFSHZ NPSF FëDJFOUMZ
 FOFSHZ NBOBHFNFOU
TUSBUFHJFT BSF FNQMPZFE UP DPOUSPM XIFUIFS B UPSRVF SFRVFTU XJMM CF NFU
CZ UIF JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF
 UIF FMFDUSJD NPUPS
 PS UIFJS DPNCJO�
BUJPO� /VNFSPVT TNBSU TUSBUFHJFT IBWF CFFO QSPQPTFE JO MJUFSBUVSF UP
JNQSPWF PO TUSBUFHJFT CBTFE PO IFVSJTUJDT VTFE JO QBTTFOHFS WFIJDMFT
UPEBZ� 4USBUFHJFT CBTFE PO PQUJNJTBUJPO UBLJOH JOUP BDDPVOU DIBSBDUFS�
JTUJDT PG UIF DVSSFOU USJQ UFOE UP QFSGPSN CFUUFS UIBO PUIFST� "DDPSEJOH UP
UIJT
 B TUSBUFHZ UBLJOH JOUP BDDPVOU QSFEJDUFE PS QBTU JOGPSNBUJPO BCPVU
QMBOOFE USJQ IBT CFFO EFTJHOFE� 5IF TUSBUFHZ JT DPNQPTFE PG UXP MFWFMT

XIFSF UIF IJHIFS MFWFM HFOFSBUFT SFGFSFODF CBUUFSZ�TUBUF�PG�DIBSHF USB�
KFDUPSZ CFGPSF B USJQ
 XIJDI JT TVCTFRVFOUMZ USBDLFE CZ UIF MPXFS MFWFM JO
SFBM�UJNF� 5IF SFGFSFODF JT HFOFSBUFE GSPNQSFEJDUFE TQFFE BOE FMFWBUJPO
QSPaMF PG UIF QMBOOFE USJQ VTJOH 1POUSZBHJOrT NJOJNVN QSJODJQMF PQ�
UJNJTBUJPO PO B TJNQMJaFE WFIJDMF NPEFM� 5IJT PQUJNJTBUJPO BMTP SFTVMUT
JO B SFGFSFODF FRVJWBMFODF GBDUPS USBKFDUPSZ
 XIJDI JT UIFO VTFE GPS SFBM�
UJNF DPOUSPM� 5IF TUSBUFHZXBT UFTUFE PO TFWFSBM SPVUFT BOE WFIJDMFT XJUI
UISFF MFWFMT PG FMFDUSJaDBUJPO� 5IF SFTVMUT XFSF UIFO DPNQBSFE UP B DPN�
NPO IFVSJTUJD TUSBUFHZ BOE PQUJNBM TPMVUJPO VTJOH EZOBNJD QSPHSBN�
NJOH� *NQSPWFNFOUT SBOHJOH CFUXFFO ���� XFSF BDIJFWFE JO GVMM IZ�
CSJE WFIJDMF BQQMJDBUJPO BOE ���� JO QMVH�JO IZCSJE WFIJDMF BQQMJDBUJPO�
.JME IZCSJE WFIJDMF BDIJFWFE POMZ OFHMJHJCMF JNQSPWFNFOUT BSPVOE ���

,FZXPSET� &OFSHZ .BOBHFNFOU 4USBUFHZ
 )ZCSJE &MFDUSJD 7FIJDMF

1SFEJDUJPO
 0QUJNJTBUJPO
 1POUSZBHJOrT .JOJNVN 1SJODJQMF
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)ZCSJEOÊ QPIPO TMPV~Ê LF TOÊ~FOÊ TQPU˗FCZ QBMJWB B WÙTMFEOÙDI FNJTÊ PY�
JEV VIMJǒJUÆIP V LPOWFOǒOÊDI WP[JEFM QPI¾OǨOÙDI TQBMPWBDÊNNPUPSFN
B KBLP DFTUB L KFKJDI ÖQMOÆ FMFLUSJaLBDJ� "CZ CZM DP OFKMÆQF WZV~JU QPUFO�
DJ¾M UPIPUP QPIPOV DP OFKFGFLUJWOǨKzÊN WZV~JUÊN FOFSHJF
 KF OVUOÆ JNQMF�
NFOUPWBU ˗ÊEÊDÊ TUSBUFHJJ
 LUFS¾ SP[IPEVKF
 [EB QP~BEPWBOÙ UPǒJWÙ NP�
NFOU CVEF WZQSPEVLPW¾O TQBMPWBDÊN NPUPSFN
 FMFLUSPNPUPSFN
 OFCP
KFKJDI LPNCJOBDÊ� 7 MJUFSBUV˗F KTPV VW¾EǨOZ OFKS̷[OǨKzÊ TUSBUFHJF
 LUFSÆ
NBKÊ EPTBIPWBU MFQzÊDI WÙTMFEL̷ OF~ IFVSJTUJDLÆ TUSBUFHJF CǨ~OǨ V~ÊWBOÆ
W PTPCOÊDI BVUPNPCJMFDI
 [BMP~FOÆ OB JOUVJUJWOÊDI QSBWJEMFDI� 4USBUFHJF
[BMP~FOÆ OB PQUJNBMJ[BDJ
 WZV~ÊWBKÊDÊ DIBSBLUFSJTUJDLÆ SZTZ KÊ[EZ
 PCFDOǨ
EPTBIVKÊ MFQzÊDI WÙTMFEL̷ OF~ PTUBUOÊ� /B [¾LMBEǨ UǨDIUP QP[OBUL̷ CZMB
OBWS~FOB ˗ÊEÊDÊ TUSBUFHJF WZV~ÊWBKÊDÊ JOGPSNBDF P QM¾OPWBOÆ USBTF� 4LM¾E¾
TF [F EWPV ÖSPWOÊ
 LEF WZzzÊ ÖSPWFʇ Q˗FE KÊ[EPV WZHFOFSVKF SFGFSFOǒOÊ
QS̷CǨI TUBWV OBCJUÊ CBUFSJF
 LUFSÙ KF QBL OJ~zÊ ÖSPWOÊ TMFEPW¾O CǨIFN
KÊ[EZ� 5FOUP QS̷CǨI KF WZHFOFSPW¾O [Q˗FEQPLM¾EBOÆIP SZDIMPTUOÊIPQSP�
aMV B WÙzLPWÆIP QSPaMV USBTZ PQUJNBMJ[BǒOÊN BMHPSJUNFN OB [¾LMBEǨ
1POUSZBHJOPWB QSJODJQV NJOJNB BQMJLPWBOÆIP OB [KFEOPEVzFOÙ NPEFM
WP[JEMB� 7ÙTMFELFN KF [¾SPWFʇ QS̷CǨI TPVǒJOJUFMF FLWJWBMFODF
 QPNPDÊ
LUFSÆIP KF VTLVUFǒOǨOP SFBM�UJNF ˗Ê[FOÊ Q˗J KÊ[EǨ� 4USBUFHJF CZMB PUFTUPW¾OB
OBOǨLPMJLB USBT¾DI B WP[JEMFDI TF U˗FNJ ÖSPWOǨNJ FMFLUSJaLBDF� 7ÙTMFELZ
CZMZ O¾TMFEOǨ QPSPWO¾OZ T CǨ~OPV IFVSJTUJDLPV ˗ÊEÊDÊ TUSBUFHJÊ B PQ�
UJN¾MOÊN ˗FzFOÊNEZOBNJDLÆIPQSPHSBNPW¾OÊ� *NQMFNFOUBDÊ OB GVMM IZ�
CSJE WP[JEMF CZMP EPTB~FOP [MFQzFOÊ ���� B OB QMVH�JO IZCSJE WP[JEMF
����� 6 NJME IZCSJE WP[JEMB QBL CZMP EPTB~FOP QPV[F [BOFECBUFMOÙDI
[MFQzFOÊ LPMFN ���

,MÊǒPW¾ TMPWB� ˖ÊEJDÊ TUSBUFHJF
 )ZCSJEOÊ WP[JEMP
 1SFEJLDF
 0QUJNBMJ[BDF

1POUSZBHJO̷W QSJODJQ NJOJNB
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%VF UP UIF TUFFQ JODSFBTF PG DVNVMBUJWF DBSCPO EJPYJEF 	$02
 FNJTTJPOT DPOUSJCVUJOH UP
UIF HSFFOIPVTF FêFDU JO UIF QBTU EFDBEFT
 FYUFOTJWF DIBOHFT JO IVNBONPCJMJUZ BOE USBOT�
QPSUBUJPO BSF VOEFSXBZ� #FDBVTF DBSCPO EJPYJEF FNJTTJPOT BSF EJSFDUMZ EFQFOEFOU PO GVFM
DPOTVNQUJPO
 POF PG UIF NBJO FêPSUT JO HSPVOE�WFIJDMF EFWFMPQNFOU UP DPNCBU UIJT JT JO
UIF GPSN PG NBLJOH UIF QPXFSUSBJO NPSF FëDJFOU� 5IF HFOFSBM USFOE JT VTJOH FMFDUSJD NB�
DIJOFT 	&.
 JO MJFV PG JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOFT 	*$&

 BMMPXJOH IJHIFS XFMM�UP�XIFFM
FëDJFODZ BOE VTBHF PG PUIFS FOFSHZ TPVSDFT UIBO GPTTJM GVFMT� 5IJT
 IPXFWFS
 DSFBUFT B DIBM�
MFOHF XJUI POCPBSE FOFSHZ TUPSBHF
 BT NPTU WFIJDMFT DBOOPU CF QFSNBOFOUMZ DPOOFDUFE UP
UIF HSJE� 4JODF FMFDUSJDJUZ TUPSBHF JT B DPTUMZ BOE SFTPVSDF�EFNBOEJOH NBUUFS PO JUT PXO

OPU BMM BQQMJDBUJPOT BSF B TVJUBCMF TVCKFDU UP FMFDUSJaDBUJPO�

)ZCSJE FMFDUSJD WFIJDMFT 	)&7
wWFIJDMFT DPNCJOJOH JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF TZTUFN
XJUI FMFDUSJD QSPQVMTJPO TZTUFNwBSF TVQQPTFE UP JODPSQPSBUF UIF CFTU PG CPUI XPSMET UP
JNQSPWF DPOWFOUJPOBM *$& QPXFSUSBJO FëDJFODZ XIJMF SFEVDJOH UIF BNPVOU PG FMFDUSJD FO�
FSHZ UIBU OFFET UP CF TUPSFE
 NPTU DPNNPOMZ FMFDUSPDIFNJDBMMZ JO UIF GPSN PG CBUUFSJFT�
0OF PG UIF NBJO QSPCMFNT PG UIF JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF JT JUT JOBCJMJUZ UP SFDVQFSBUF
BDRVJSFE LJOFUJD FOFSHZ JOTUFBE PG EJTTJQBUJOH JU XIFO B WFIJDMF OFFET UP CF CSBLFE� 5IJT
NBLFT IZCSJE WFIJDMFT FWFO XJUI TNBMM CBUUFSZ DBQBDJUZ FêFDUJWF
 BT UIFZ SFRVJSF NJOJNBM
BEEJUJPOBM DPTU BOE XFJHIU XIJMF BUUBJOJOH OPUJDFBCMF GVFM TBWJOHT UIBOLT UP FOFSHZ SFDV�
QFSBUJPO� #FDBVTF UIF FëDJFODZ PG BO &. EPFT OPU WBSZ BT NVDI PWFS JUT PQFSBUJOH SBOHF

BO BEEJUJPOBM CFOFaU JT VTJOH JU JO QMBDF PG UIF *$& BU PQFSBUJOH QPJOUT XIFSF UIF FëDJFODZ
PG UIF *$& XPVME CF WFSZ MPX�

5XP QSPQVMTJPO TZTUFNT IPXFWFS SFTVMU JO JODSFBTFE DPNQMFYJUZ JO QPXFSUSBJO DPOUSPM

BEEJOH BOPUIFS EFHSFF PG GSFFEPN JO UFSNT PG QPXFS EFMJWFSZ� /BUVSBMMZ
 EFDJEJOH XIFO
UP TIJGU GSPN POF FOFSHZ TPVSDF UP UIF PUIFS DBOOPU CF MFGU UP UIF ESJWFS
 BOE UIFSFGPSF BO
BVUPNBUJD DPOUSPM TUSBUFHZ OFFET UP CF JNQMFNFOUFE UP BDIJFWF PQUJNBM GVFM TBWJOHT XIJMF
LFFQJOH UIF CBUUFSZ DIBSHF XJUIJO EFTJSFE CPVOET�

"T UIF aSTU NBTT�QSPEVDFE )&7 XBT SFMFBTFE JO ���� <�>
 UIFTF FOFSHZ NBOBHFNFOU
TUSBUFHJFT 	&.4
 CFHBO BT B TJNQMF DPOUSPM MPHJD CBTFE PO SVMFT
 UBLJOH JOUP BDDPVOU POMZ
UIF JOTUBOUBOFPVT WFIJDMF TUBUFwTVDI BT SFRVJSFE UPSRVF
 TUBUF PG DIBSHF 	40$
 BOE WFIJDMF
TQFFEwUP EFDJEF IPX UP EJWJEF UIF UPSRVF SFRVFTU GSPN UIF ESJWFS CFUXFFO &. BOE *$&
<�>� "T UFDIOPMPHZ BEWBODFE
 &.4T IBWF HSBEVBMMZ HSPXO UP CF NPSF DPNQMFY
 JODPSQPS�
BUJOH OPU POMZ UIF DVSSFOU TUBUF PG UIF WFIJDMF
 CVU BMTP QBTU
 QSFTFOU BOE QSFEJDUFE GVUVSF
EBUB BCPVU UIF DVSSFOU USJQ�

*EFBMMZ
 UP PQUJNBMMZ TQMJU XPSL CFUXFFO UIF &. BOE UIF *$& PWFS BO FOUJSF WFIJDMF USJQ


�
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UIF FYBDU TQFFE BOE SPVUF FMFWBUJPO QSPaMF BT B GVODUJPO PG UJNF XPVME IBWF UP CF LOPXO
JO BEWBODF� *O PUIFS XPSET
 LOPXJOH UIF FYBDU PQFSBUJOH QPJOUT PG UIF FOHJOF BMPOH XJUI
SPVUF TFDUJPOT
 XIFSF SFDVQFSBUJPO JT QPTTJCMF
 UP BTTFTT IPX NVDI FMFDUSJDBM FOFSHZ DBO
CF VUJMJTFE BOE XIFO JU JT UIF CFTU NPNFOU UP EP TP� /BUVSBMMZ
 UIJT JT OPU QPTTJCMF UP LOPX
FYBDUMZ
 BT FWFSZ ESJWFS DPOUSPMT UIF TQFFE PG B WFIJDMF XJUI B DFSUBJO MFWFM PG VOQSFEJDUBCJM�
JUZ� 5IJT JTTVF DBO CF NJOJNJTFE XJUI BVUPOPNPVT WFIJDMFT XIJDI USBDL B QSFEFaOFE SPVUF
BOE TQFFE QSPaMF� )PXFWFS
 B QSFEFaOFE QSPaMF JT TUJMM TVCKFDU UP BE IPD NPEJaDBUJPOT
DPOGPSNJOH UP SFBM�UJNF SPBE DPOEJUJPOT�

&WFO XJUI QPUFOUJBM QFSGFDU LOPXMFEHF PG B ESJWJOH USJQ JO BEWBODF
 BO PQUJNBM QPXFS
TQMJU BU FWFSZ QPJOU DBOOPU CF DPNQVUFEXJUI DVSSFOUMZ BWBJMBCMF UFDIOPMPHZ JO B SFBTPOBCMF
UJNF UP CF VTFE JO SFBM ESJWJOH DPOEJUJPOT� 5BTLT MJLF UIFTF BSF VTVBMMZ DBMDVMBUFE XIFO
UIFSF BSF OP UJNF DPOTUSBJOUT
 UP CF VTFE BT B CFODINBSL GPS B SFBM�UJNF DPOUSPM TUSBUFHZ
GSPN QBTU USJQ EBUB
 PS BT B UPPM UP HFU JOTJHIU JOUP IPX DIBOHJOH DFSUBJO WFIJDMF QBSBNFUFST
BêFDUT JUT QFSGPSNBODF�

5IF UIFTJT BJNT UP FYQMPSF UIF QPUFOUJBM PG FëDJFOUMZ VTJOH BWBJMBCMF JOGPSNBUJPO BCPVU
UIF XIPMF USJQ UP BUUBJO DMPTF�UP�PQUJNBM SFTVMUT JO SFBM�UJNF
 BUUFNQUJOH UP BEESFTT UIF
BGPSFNFOUJPOFE DIBMMFOHFT� " QSFEFaOFE SPVUF XJUI JUT FMFWBUJPO QSPaMF BOE B QSFEJDUFE
TQFFE QSPaMF
 XIJDI DBO CF PCUBJOFE GSPN QBTU EBUB
 PS DPOTUSBJOUT TVDI BT MFHBM TQFFE
MJNJUT
 USBDUJPO MJNJUT BOE DVSSFOU USBëD DPOEJUJPOT
 XJMM CF VTFE� 5IF HFOFSBUJPO PG UIJT
TQFFE QSPaMF QSFEJDUJPO JT OPU QBSU PG UIF XPSL QSFTFOUFE JO UIJT UIFTJT�

5IF NBJO BQQSPBDI JT EJWJEJOH UIF DPOUSPM MPHJD JOUP UXP MFWFMT
 XIFSF UIF IJHIFS MFWFM
BOBMZTFT UIF XIPMF USJQ GSPN UIF QSFEJDUJPO UP HFOFSBUF SFGFSFODF WBMVFT PG 40$ GPS UIF
MPXFS MFWFM UP BEIFSF UP BOE USBDL JO SFBM�UJNF� "MM PG UIF TJNVMBUJPOT BSF XSJUUFO VTJOH
1ZUIPO�

5IF TUSVDUVSF PG UIF UIFTJT JT BT GPMMPXT� $IBQUFS � MBZT UIF GPVOEBUJPO GPS UIF JTTVFT
BEESFTTFE PWFS UIF FOUJSF UIFTJTv4FDUJPO ��� JT EFWPUFE UP B CSJFG JOUSPEVDUJPO UP UIF UPQJD
PG IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMFT JO HFOFSBM� "GUFSXBSET
 JO 4FDUJPO ���
 )&7 FOFSHZ NBOBHFNFOU
TUSBUFHJFT BSF EJTDVTTFE JO NPSF EFUBJM UP FYQBOE PO UIF PCKFDUJWF BOE UIF DPOUSJCVUJPO PG
UIJT UIFTJT
 XIJDI JT UIFO aOBMMZ GPSNVMBUFE JO 4FDUJPO ���� "GUFS UIBU
 JO $IBQUFS �
 UIF
NBJO QBSU DPOUBJOJOH UIF BDUVBM DPOUSPM TUSBUFHZ EFTJHO JT QSFTFOUFE
 GPMMPXFE CZ SFTVMUT
JO $IBQUFS � BOE DPODMVTJPOT BOE GVUVSF XPSL TVHHFTUJPOT JO $IBQUFS ��

�
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5IF EFaOJUJPO PG B IZCSJE WFIJDMF JT B WFIJDMF XJUI NVMUJQMF TPVSDFT PG FOFSHZ� .PTU PGUFO
UXP
 JO UIF GPSN PG BO *$&�QSPQVMTJPO TZTUFN DPNQMFNFOUFE CZ BO BMUFSOBUJWF TPVSDF PG
FOFSHZ� /PUFXPSUIZ SFQSFTFOUBUJWFT PG UIFTF BSF FMFDUSJDJUZ TUPSFE JO B CBUUFSZ PS B TVQFS�
DBQBDJUPS
 LJOFUJD FOFSHZ TUPSFE JO B bZXIFFM
 PS QPUFOUJBM FOFSHZ TUPSFE JO DPNQSFTTFE
BJS�

&WFO UIPVHI GPTTJM GVFMT BT UIF NBJO FOFSHZ TPVSDF BSF NPTU PGUFO VTFE
 GVFM�DFMM�CBTFE
IZCSJE WFIJDMFT XJUI CBUUFSJFT PS TVQFSDBQBDJUPST BMTP FYJTU� 'PS NPSF JOGPSNBUJPO BCPVU
UZQFT PG IZCSJE QSPQVMTJPO TZTUFNT
 UIF SFBEFS JT EJSFDUFE UP $IBQUFS �
 � BOE � PG <�>�

"T UIJT UIFTJT EFBMT XJUI DPOUSPM PG IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMFT
 GSPN OPX PO
 POMZ UIF *$&�
CBUUFSZ DPNCJOBUJPOwXIJDI JT BMTP UIFNPTU DPNNPOwXJMM CF EJTDVTTFE� *O UIF GPMMPXJOH
TFDUJPO
 )&7 QSJODJQMFT XJMM CF EFTDSJCFE BMPOHXJUI OPNFODMBUVSF UP DSFBUF B CBTJT GPS UIF
SFTU PG UIF UIFTJT� "GUFS UIBU
 NFUIPET PG )&7 FOFSHZ NBOBHFNFOU DPOUSPM BOE UIF DVSSFOU
TUBUF XJMM CF FYQMPSFE JO NPSF EFUBJM
 GPDVTJOH FTQFDJBMMZ PO QBSBMMFM IZCSJE WFIJDMFT�

ɍɠɌ )��Y,� �<��cY,� x�),�<�]

5IF NBJO DPNQPOFOUT PG B )&7 QPXFSUSBJO BSF UIF *$& BOE UIF &. UP EFMJWFS QPXFS� B
GVFM UBOL GPS UIF *$& BOE B CBUUFSZ GPS UIF &. BT BO FOFSHZ TUPSBHF� 5IFO
 TJNJMBSMZ BT B
DPOWFOUJPOBM *$& OFFET B GVFM NBOBHFNFOU TZTUFN UP EFMJWFS UIF DPSSFDU BNPVOU PG GVFM
BDDPSEJOH UP UIF SFRVJSFE PVUQVU
 BO FMFDUSJD QPXFSUSBJO OFFET B DPOUSPM TZTUFN JO UIF GPSN
PG B QPXFS JOWFSUFS UP
 TJNQMZ QVU
NBOBHF DVSSFOU bPXJOH CFUXFFO UIF CBUUFSZ BOE FMFDUSJD
NPUPS� /BUVSBMMZ
 UIFSF BSF OVNFSPVT PUIFS DPNQPOFOUT UP GBDJMJUBUF UIF QSPQFS GVODUJPO PG
UIF QPXFSUSBJO
 IPXFWFS
 UIFTF BSF PVU PG TDPQF GPS UIF QVSQPTFT PG UIJT UIFTJT�

#BTFE PO UIF TQFDJaDBUJPOT BOE DPOaHVSBUJPO PG UIF BGPSFNFOUJPOFE DPNQPOFOUT
 UIFSF
BSF TFWFSBM XBZT UP DMBTTJGZ IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMFT� 5IF DMBTTFT BSF IPXFWFS QVSFMZ DPO�
WFOUJPOBM
 CFDBVTF UIFJS CPVOEBSJFT BSF OPU DMFBSMZ EJTUJODU PS OPSNBMJ[FE JO BOZ XBZ� 0OF
DBO UIFSFGPSF DPNF BDSPTT EJêFSFOU OPNFODMBUVSF EFQFOEJOH PO UIF TPVSDF�

5IF UXP NBJO XBZT PG DMBTTJGZJOH )&7T BSF CBTFE PO�

u IPX NVDI FOFSHZ PS QPXFS JT QSPWJEFE CZ UIF FMFDUSJD QBSU PG UIF QPXFSUSBJO DPN�
QBSFE UP UIF *$&
 BMTP LOPXO BT EFHSFF PG FMFDUSJaDBUJPO


u DPOaHVSBUJPO PG UIF QPXFSUSBJO
 BMTP LOPXO BT UPQPMPHZ�

#PUI PG UIFTF XJMM CF EJTDVTTFE NPSF JO�EFQUI JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT�

�
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*$& ĳıĮŁ .ĨĠķĳ .ĨĮĢ 'ļĮĮ 1ĮļĦ�Ĩı #&7*$& ĳıĮŁ

#łĺƀŰį ɍɠɌ %FHSFF PG FMFDUSJaDBUJPO

ɍɠɌɠɌ �įĺŰįį ŠĹ �ŒįĥŻŰłĹłĥėŻłŠř

5IF BQQSPYJNBUF FMFDUSJaDBUJPO TQFDUSVN JT JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF ���� "U UIF PQQPTJUF FOET
BSF UXP FYUSFNFT v *$& QPXFSUSBJO
 VTJOH GPTTJM GVFM POMZ
 BOE CBUUFSZ FMFDUSJD WFIJDMF 	#&7


VTJOH FMFDUSJDJUZ POMZ� "OZUIJOH JOCFUXFFO JT B IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMF VTJOH CPUI FOFSHZ
TPVSDFT UP B DFSUBJO FYUFOU� #BTFE PO UIF TIBSF PG FMFDUSJDJUZ VTBHF
 )&7T BSF DPOWFOUJPOBMMZ
EJWJEFE JOUP GPVS GPMMPXJOH HSPVQT�

�� .JDSP IZCSJE WFIJDMF

�� .JME IZCSJE WFIJDMF
 VTVBMMZ SFHBSEFE BT .)&7

�� 'VMM IZCSJE WFIJDMF
 VTVBMMZ SFHBSEFE BT )&7

�� 1MVH�JO IZCSJE WFIJDMF
 VTVBMMZ SFHBSEFE BT 1)&7��

0G UIFTF
 POMZ B QMVH�JO IZCSJE WFIJDMF DBO CF DIBSHFE GSPN UIF HSJE� 5IF PUIFS UZQFT SFMZ
PO UIF *$& PS FOFSHZ SFDVQFSBUJPO UP LFFQ UIF CBUUFSZ DIBSHFE� *O HFOFSBM
 UIF GVSUIFS B
WFIJDMF JT PO UIJT TQFDUSVN
 UIF MBSHFS CBUUFSZ BOE UIF NPSF QPXFSGVM FMFDUSJD NPUPS JU IBT�

BłĥŰŠ )ƗĤŰłī

.JDSP IZCSJE WFIJDMF JT B DPOWFOUJPOBM *$& WFIJDMF BVHNFOUFE XJUI B 4UBSU � 4UPQ TZTUFN

BMMPXJOH UP TIVU EPXO UIF *$& BVUPNBUJDBMMZ XIFO JEMJOH BU B TUPQ 	PS BU WFSZ MPX TQFFE
CFGPSF TUPQQJOH

 BOE SBQJEMZ SFTUBSU JU BHBJO CFGPSF BDDFMFSBUJOH
 UIFSFCZ UFDIOJDBMMZ TBWJOH
GVFM UIBU XPVME PUIFSXJTF CF XBTUFE CZ FOHJOF PQFSBUJOH XJUIPVU MPBE� *O UIJT DBTF
 UIF
MBCFM IZCSJENJHIU CF DPVOUFSJOUVJUJWF
 BT UIFTF WFIJDMFT BSF OPU DBQBCMF PG QSPWJEJOH FMFDUSJD
ESJWJOH UPSRVF
 CVU POMZ IBWF BO BEBQUFE FMFDUSJD TZTUFN UP GBDJMJUBUF GSFRVFOU FOHJOF TUBSUT�

5IFSF BSF DMFBS GVFM�TBWJOH JNQSPWFNFOUT JO TJNVMBUJPOT BOE EZOBNPNFUFS UFTUT
 IPX�
FWFS
 UIF FêFDUJWFOFTT PG UIJT TZTUFN EFDSFBTFT TJHOJaDBOUMZ JO SFBM�XPSME ESJWJOH
 FTQF�
DJBMMZ XJUI UIF PQFSBUJPO PG BJS�DPOEJUJPOJOH
 SFEVDJOH UIF UJNF UIF FOHJOF JT BDUVBMMZ Pê
<�
 �>�

BłŒī )ƗĤŰłī

.JME IZCSJE WFIJDMFT BSF BMTP HFOFSBMMZ OPU DBQBCMF PG QVSF FMFDUSJD ESJWJOH
 BT UIF &.
EPFT OPU IBWF TVëDJFOU QPXFS� )PXFWFS
 JU DBO CPUI QSPWJEF ESJWF UPSRVF UP BTTJTU UIF *$&
BOE SFDVQFSBUF FOFSHZ� 5IFTF WFIJDMFT VTVBMMZ IBWF B IJHIFS WPMUBHF ��7 TZTUFN BMPOHTJEF

�5IF BCCSFWJBUJPO 1)&7 JT TPNFUJNFT VTFE UP SFGFS UP B QBSBMMFM IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMF 	DMBTTJaDBUJPO CBTFE
PO UPQPMPHZ� GVSUIFS JOGPSNBUJPO JO 4FDUJPO �����
�

�
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PS JOTUFBE PG UIF SFHVMBS ��7 POF� 5IF &. BDUT BT B TUBSUFS�HFOFSBUPS
 FJUIFS CFMU�ESJWFO
	#4(
 PS DSBOLTIBGU�NPVOUFE 	$4(
� 4JODF UIF TUBSUFS�HFOFSBUPS BMMPXT TXJUDIJOH Pê UIF
FOHJOF FWFO EVSJOH IJHIFS�TQFFE DPBTUJOH
 FTTFOUJBM TZTUFNT TVDI BT QPXFS TUFFSJOH
 CSBLF
CPPTUJOH BOE BJS�DPOEJUJPOJOH IBWF UP CF QPXFSFE CZ BO FMFDUSJD NPUPS JOTUFBE PG UIF *$&�

&WFO XJUI TNBMM CBUUFSZ DBQBDJUZ BOE &.T XJUI MJNJUFE QPXFS
 NJME IZCSJE WFIJDMFT
DBO BDIJFWF TJHOJaDBOU GVFM DPOTVNQUJPO SFEVDUJPO
 HFOFSBMMZ JO UIF SBOHF PG ����� <�>w
EFQFOEJOH PO UIF ESJWJOH DPOEJUJPOTwBU MJUUMF BEEJUJPOBM XFJHIU BOE DPTU�

#ƀŒŒ )ƗĤŰłī

6OMJLF NJDSP BOE NJME IZCSJE WFIJDMFT
 GVMM IZCSJE WFIJDMFT BSF BCMF UP VTF FMFDUSJD QPXFS
GPS QVSF FMFDUSJD ESJWJOH� 5IFJS CBUUFSJFT BSF TUJMM SFMBUJWFMZ TNBMM BOE UIFSFGPSF QVSF FMFDUSJD
SBOHF JT POMZ TFWFSBM LJMPNFUSFT� #FDBVTF PG UIJT BOE UIF GBDU UIBU UIF CBUUFSZ DBOOPU CF
DIBSHFE GSPN UIF HSJE
 UIF &. ESJWJOH JT NPTUMZ VTFE KVTU UP UBLF PWFS PQFSBUJPO GSPN UIF
*$& BU MPXFS TQFFET BOE MPBET
 XIFSF UIF UIFSNBM FëDJFODZ JT WFSZ MPX�

%FQFOEJOH PO UIF USJQ UZQF BOE ESJWJOH TUZMF
 GVFM TBWJOHT JO UIF SBOHF PG ������ <�
 �

�> DBO CF UZQJDBMMZ BDIJFWFE� 5IF IJHIFS TBWJOHT DPSSFTQPOE UP DJUZ ESJWJOH
 XIFSF UIF MPX�
TQFFE &.PQFSBUJPO DPNCJOFEXJUI SFHFOFSBUJWF CSBLJOH JT QBSUJDVMBSMZ FêFDUJWF
XIJMF UIF
BEEJUJPOBM XFJHIU UP UIF DPOWFOUJPOBM WFIJDMF DPVOUFSQBSU JT POMZ BSPVOE ��� LH�

VŒƀĺɰłř )ƗĤŰłī

*O UFSNT PG FMFDUSJD QPXFS
 QMVH�JO IZCSJE WFIJDMFT BSF WFSZ TJNJMBS UP GVMM IZCSJE WFIJDMFT

CFJOH DBQBCMF PG GVMMZ FMFDUSJD ESJWJOH� )PXFWFS
 UIFJS CBUUFSZ JT TFWFSBM UJNFT MBSHFS
 BM�
MPXJOH UIFN UP DPWFS B ESJWJOH SBOHF VTVBMMZ BSPVOE �� LN <��>� 5IJT NFBOT UIBU QMVH�JO
IZCSJE WFIJDMFT DBO CF PQFSBUFE BT B QVSFMZ�FMFDUSJD WFIJDMF JO TIPSU�EJTUBODF ESJWJOH
 TVDI
BT BSPVOE UIF DJUZ� 6TJOH B QMVH�JO IZCSJE TPMFMZ GPS UIJT UZQF PG ESJWJOH JT OPU JEFBM
 CF�
DBVTF UIF WFIJDMF IBT FêFDUJWFMZ UXP QPXFSUSBJOT
 NBLJOH JU SBUIFS IFBWZ� 5IJT JT BNQMJaFE
CZ UIF GBDU UIBU IZCSJE WFIJDMFT BSFOrU VTVBMMZ EFTJHOFE BOE PQUJNJTFE GSPN UIF HSPVOE
VQ
 CVU BT B NPEJaDBUJPO UP BO FYJTUJOH *$& QPXFSUSBJO�

8IFSFBT QSFWJPVT IZCSJE WFIJDMF DPOaHVSBUJPOT VTFE FMFDUSJD QPXFS BT BXBZ PGNBLJOH
UIF DPOWFOUJPOBM QPXFSUSBJO NPSF FëDJFOU
 CFDBVTF BOZ FMFDUSJD DIBSHF DPOTVNFE NVTU
CF FJUIFS SFDVQFSBUFE PS DSFBUFE CZ UIF *$&
 QMVH�JO IZCSJET DBO CF SFDIBSHFE GSPN UIF
HSJE
 FêFDUJWFMZ JOUSPEVDJOH OFX FOFSHZ TPVSDF JOUP UIF TZTUFN� 'VFM TBWJOHT BSF UIFSFGPSF
HSFBUMZ EFQFOEFOU PO UIF GSFRVFODZ PG SFDIBSHJOH�

/PO�QMVH�JO IZCSJE WFIJDMFTwXIJDI DBOOPU CF DIBSHFE GSPN UIF HSJEwBSF UIFSFGPSF
ESJWFO JO B DIBSHF�TVTUBJOJOH NPEF 	'JH� ���B

 XIFSF UIF CBUUFSZ 40$ JT BMMPXFE UP POMZ
bVDUVBUF BSPVOE B DFSUBJO WBMVF
 VTVBMMZ ���
 XIJDI NFBOT UIBU 40$ BU UIF FOE PG UIF
USJQ TIPVME CF JEFBMMZ UIF TBNF BT BU UIF CFHJOOJOH� 8IFSFBT QMVH�JO IZCSJE WFIJDMFT NBZ
VTF VQ B MBSHFS QBSU PG UIF CBUUFSZ v GSPN GVMM DIBSHF BU BSPVOE ��� UP ���� 5ZQJDBMMZ�
 UIF
WFIJDMF JT ESJWFO BT B #&7 VOUJM UIF CBUUFSZ JT EFQMFUFE
 LOPXO BT DIBSHF�EFQMFUJOH NPEF

BGUFS XIJDI UIFZ BSF FJUIFS SFDIBSHFE GSPN UIF HSJE
 PS ESJWFO JO DIBSHF�TVTUBJOJOH NPEF

CFGPSF CFJOH DIBSHFE GSPN UIF HSJE BHBJO 	'JH� ���C
�

�#FDBVTF UIF GVFM FDPOPNZ PG B QMVH�JO IZCSJE CFJOH ESJWFO JO $%�$4 NPEF JT OPU JEFBM JO UFSNT PG JUT GVMM
QPUFOUJBM
 UIF FêPSUT JO 1)&7 BSF UP BWPJE CBUUFSZ EFQMFUJPO VOUJM UIF WFSZ FOE PG UIF USJQ
 UP UBLF GVMM BEWBOUBHF PG
BWBJMBCMF CBUUFSZ DIBSHF
 CVU BWPJE DIBSHF�TVTUBJOJOH NPEF BU B MPX 40$ WBMVF� 5IJT UZQF PG CBUUFSZ EJTDIBSHJOH
JT LOPXO BT CMFOEFE NPEF <��
 ��>�

�
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40
$

t tf0

$IBSHF�TVTUBJOJOH

ė .JME�'VMM IZCSJE

40
$

t tf0

$IBSHF�
TVTUBJOJOH

$IBSHF�
EFQMFUJOH

Ĥ 1MVH�JO IZCSJE

#łĺƀŰį ɍɠɍ 5ZQJDBM TUBUF PG DIBSHF 	40$
 USBKFDUPSJFT BMPOH B USJQ

ɍɠɌɠɍ cŠŭŠŒŠĺƗ

"OPUIFS QPTTJCMF XBZ PG DMBTTJGZJOH )&7T JT CBTFE PO UIFJS QPXFSUSBJO DPOaHVSBUJPO� *O
PUIFS XPSET
 IPX QPXFS bPXT GSPN UIF FOFSHZ TPVSDF UP XIFFMT� " DPOWFOUJPOBM *$&
QPXFSUSBJO IBT NFDIBOJDBM MJOLBHFT 	TIBGUT
 GSPN UIF FOHJOF
 JO UIF NPTU DPNNPO GPSN

UISPVHI DMVUDI
 HFBSCPY BOE EJêFSFOUJBM
 UP UIF XIFFMT�

5P UBLF BEWBOUBHF PG FMFDUSJD FOFSHZ GPS QSPQVMTJPO
 &.T IBWF UP CF DPVQMFE UP UIF
QPXFSUSBJO BMPOHTJEF UIF *$& JO B NBOOFS UIBU BMMPXT TJNVMUBOFPVT DPPQFSBUJPO CFUXFFO
UIFTF UXP TZTUFNT� #BTFE PO UIF XBZ UIJT JT BDIJFWFE
 UIF NBJO )&7 DBUFHPSJFT BSF�

u 4FSJFT IZCSJE WFIJDMFT


u 1BSBMMFM IZCSJE WFIJDMFT
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&BDI PG UIFTF JT TDIFNBUJDBMMZ JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF ����

# &.

*$&
5

1BSBMMFM

#

&.�

&.�

*$&
5

4FSJFT�QBSBMMFM

#

&.� &.�*$& 5

4FSJFT

#łĺƀŰį ɍɠɎ )&7 UPQPMPHJFT� UIJDL MJOFT� NFDIBOJDBM DPOOFDUJPO
 UIJO MJOFT� FMFDUSJDBM DPOOFDUJPO

#� CBUUFSZ
 5� USBDUJPO� 'VFM UBOL
 JOWFSUFST
 DMVUDIFT BOE HFBSCPYFT BSF OPU EJTQMBZFE GPS DMBSJUZ�
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"TFSJFT IZCSJE WFIJDMF EPFT OPU IBWF BNFDIBOJDBM MJOLBHF CFUXFFO UIF *$& BOE UIFXIFFMT

XIJDI NFBOT UIBU USBDUJPO QPXFS JT GBDJMJUBUFE CZ UIF &.T POMZ� 5IF *$& JT DPOOFDUFE UP B
HFOFSBUPS
 SFDIBSHJOH UIF CBUUFSZ PS EJSFDUMZ QSPWJEJOH FOFSHZ GPS UIF USBDUJPO NPUPS� 5IF
USBDUJPO NPUPS DBO BMTP SFDIBSHF UIF CBUUFSZ EVSJOH SFHFOFSBUJWF CSBLJOH� %FDPVQMJOH UIF
*$& GSPN UIFXIFFMT JT BEWBOUBHFPVT
 BT JU DBO PQFSBUF BU B IJHI�FëDJFODZ QPJOU
 SFHBSEMFTT
PGXIFFM TQFFE BOE EFNBOEFE QPXFS� 5IJT JT UP B DFSUBJO FYUFOU OFHBUFE CZ UIF FëDJFODZ PG
NFDIBOJDBM�FMFDUSJDBM BOE TVCTFRVFOU FMFDUSJDBM�NFDIBOJDBM FOFSHZ DPOWFSTJPO� 5IJT FYUFOU
JT EFUFSNJOFE CZ UIF PQFSBUJOH QPJOU UIF *$&XPVME CF PQFSBUJOH BU EVSJOH SFHVMBS ESJWJOH�
*O MPX�TQFFE BOE MPX�TMPBE ESJWJOHwTVDI BT DJUZ ESJWJOHwUIF FëDJFODZ XPVME CF MPX

BOE UIFSFGPSF FWFOXJUI EPVCMF FOFSHZ DPOWFSTJPO
 UIF FëDJFODZ PG UIF TFSJFT IZCSJEXPVME
TUJMM CF IJHIFS UIBO PG UIF DPOWFOUJPOBM QPXFSUSBJO� 0O UIF PUIFS IBOE
 JO PUIFS UZQFT PG
ESJWJOH
 UIF FëDJFODZ PG UIF )&7 CFDPNFT TJNJMBS PS FWFO TNBMMFS UIBO UIF POF XJUI B
DPOWFOUJPOBM QPXFSUSBJO
 OFHBUJOH UIF CFOFaUT CZ IBWJOH BEEFE DPTU BOEXFJHIU DPNQBSFE
UP BO *$&�POMZ QPXFSUSBJO�

4FSJFT IZCSJE WFIJDMFT BSF UIFSFGPSFNPTUMZ JO UIF GPSN PG B QMVH�JO IZCSJE WFIJDMFXJUI B
TNBMM JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF BDUJOH BT B SBOHF�FYUFOEFS
 QSPWJEJOH BEEJUJPOBM FMFDUSJDJUZ
JG CBUUFSZ DBQBDJUZ JTOrU TVëDJFOU GPS B MPOHFS USJQ�

VėŰėŒŒįŒ

*O QBSBMMFM IZCSJE WFIJDMFT
 UIF &. PS TFU PG &.T JT NFDIBOJDBMMZ DPVQMFE UP UIF *$& QPXFS�
USBJO
 UIFSFCZ QSPWJEJOH USBDUJPO UPSRVF 	QPXFS
 JO QBSBMMFM XJUI UIF *$&� 5IF &. HFOFS�
BMMZ XPSLT CPUI BT B NPUPS BOE B HFOFSBUPS� 4JODF CPUI UIF *$& BOE UIF &. BSF MJOLFE
UP UIF TQFFE PG UIF XIFFMT
 OFJUIFS DBO BMXBZT PQFSBUF BU B QPJOU XJUI UIFJS PQUJNBM Fë�
DJFODZ� )PXFWFS
 UIF ESJWFUSBJO� FëDJFODZ JT NVDI IJHIFS UIBO UIF TFSJFT DPOaHVSBUJPO
DPVOUFSQBSU
 BT UIFSF BSF GFXFS FOFSHZ DPOWFSTJPOT v UIF DPVQMJOH PG &. BOE *$& JT QVSFMZ
NFDIBOJDBM�

%FQFOEJOH PO UIF QPTJUJPO PG UIF &.�DPVQMJOH JO UIF QPXFSUSBJO
 UIFSF BSF TFWFSBM DBU�
FHPSJFT PG QBSBMMFM )&7T� 5IFTF BSF JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF ���� -POHJUVEJOBM FOHJOF DPOaH�
VSBUJPO JO UIF TDIFNBUJD JT VTFE KVTU GPS DMBSJUZ v CPUI MPOHJUVEJOBM BOE USBOTWFSTF IZCSJE
WFSTJPOT FYJTU�

1� IZCSJE
 HFOFSBMMZ VTFE POMZ BT B NJME IZCSJE
 VTFT B CFMU ESJWF UP DPOOFDU UIF &.
UP UIF *$&� *U JT B DPTU�FêFDUJWF TPMVUJPO GPS IZCSJEJTBUJPO PG BO FYJTUJOH *$&�POMZ QPXFS�
USBJO
 SFQMBDJOH UIF DMBTTJD BMUFSOBUPS� )PXFWFS
 UIF CFMU ESJWF IBT MJNJUFE UPSRVF DBQBDJUZ
BOE SPUBUJPO PG UIF &. DBOOPU CF EFDPVQMFE GSPN UIF *$&
 SFEVDJOH UIF FëDJFODZ PG &.
PQFSBUJPO�

1� IZCSJE IBT BO &. EJSFDUMZ NPVOUFE UP UIF DSBOLTIBGU� 5IJT DPOaHVSBUJPO JT BMTP
BJNFE BU UIF MPXFS FOE PG UIF FMFDUSJaDBUJPO TQFDUSVN 	.)&7
 BT UIF QPXFS PG UIF NPUPS
JT MJNJUFE CZ UIF JOTUBMMBUJPO EJNFOTJPOT
 BMUIPVHI JU FMJNJOBUFT UIF CFMU ESJWF UPSRVF JTTVF�
4JNJMBSMZ UP 1�
 &. SPUBUJPO DBOOPU CF EFDPVQMFE GSPN UIF *$& SPUBUJPO� 5IJT DPOaHVSBUJPO
JT SBSFMZ VTFE
 CFDBVTF UIF BSDIJUFDUVSF DIBOHFT OFFEFE BSF TVCTUBOUJBM
 XJUI MJUUMF GVFM
FëDJFODZ JNQSPWFNFOU JO SFUVSO�

1� IZCSJE IBT BO &. DPOOFDUFE CFUXFFO UIF *$& BOE USBOTNJTTJPO BOE
 VOMJLF JO UIF
QSFWJPVT UXP UPQPMPHJFT
 DBO CF EFDPVQMFE GSPN UIF *$& VTJOH UIF DMVUDI
 UIFSFCZ TJHOJ�
aDBOUMZ JNQSPWJOH QVSFMZ�FMFDUSJD PQFSBUJPO FëDJFODZ� 4PNFUJNFT JU JT VTFE CFGPSF B EVBM�

�OPU JODMVEJOH UIF FOHJOF DPNCVTUJPO QSPDFTT
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#łĺƀŰį ɍɠɏ 1BSBMMFM IZCSJE DPOaHVSBUJPOT� TIPXJOH *$&
 DMVUDI
 HFBSCPY
 EJêFSFOUJBM BOE MPDB�
UJPO PG &. 	JO CMVF
�

DMVUDI USBOTNJTTJPO
 NBLJOH UIF &. EFDPVQMFE GSPN UIF HFBSCPY BT XFMM� *G UIBU JT OPU UIF
DBTF
 UIF 1� 	BOE TVCTFRVFOU 1� BOE 1�
 MBZPVU DBOOPU QSPWJEF UIF TUBSU�TUPQ GVODUJPO PG
UIF FOHJOF
 TJODF JU JT DPVQMFE UP UIF SPUBUJPO PG XIFFMT
 BOE BOPUIFS FMFDUSJD NBDIJOF JT
SFRVJSFE�

1� IZCSJE IBT BO &. DPOOFDUFE UP UIF PVUQVU TIBGU PG UIF HFBSCPY PS UIF EJêFSFOUJBM�
5IJT NFBOT UIBU UIF &. OFFET UP DPWFS B XJEF SBOHF PG TQFFE BOE UPSRVF BOE UIFSFGPSF
JT VTVBMMZ DPVQMFE UISPVHI B TJOHMF PS QMBOFUBSZ HFBS TFU� 8IJMF UIJT UPQPMPHZ QSPWJEFT
TMJHIUMZ CFUUFS FMFDUSJD ESJWFMJOF FëDJFODZ UIBO 1�
 HFOFSBMMZ
 B NPSF QPXFSGVM &. JT SF�
RVJSFE UP DPWFS IJHI UPSRVF SFRVFTUT�

1� IZCSJE VTFT &.T NPVOUFE FJUIFS PO UIF BYMFT PS EJSFDUMZ JO XIFFMT
 NFBOJOH UIF
FMFDUSJD ESJWFMJOF FëDJFODZ JT UIF IJHIFTU PG BMM UPQPMPHJFT� 5IF JO�XIFFM WFSTJPO FTQFDJBMMZ
BMTP IBT B WFSZ MBSHF CBOEXJEUI JO UFSNT PG UPSRVF�EJTUSJCVUJPO DPOUSPM EVF UP UIF NJO�
JNVN OVNCFS PG FMBTUJD NFNCFST JO UIF UPSRVF QBUI
 NBLJOH JU FêFDUJWF GPS QFSGPSNBODF
BOE TBGFUZ JNQSPWFNFOUT VTJOH UPSRVF WFDUPSJOH� 5IJT BEWBOUBHF JT UP TPNF FYUFOU OFH�
BUFE CZ UIF BEEJUJPOBM VOTQSVOHNBTT
 XIJDI JODSFBTFT WFSUJDBM MPBE bVDUVBUJPOT
 SFEVDJOH
SPBE DPOUBDU <��>� 4JNJMBSMZ UP UIF 1� DPOaHVSBUJPO
 UIF &.T OFFE UP DPWFS XJEF TQFFE BOE
UPSRVF SBOHFT�8IJMF WFSTJPOTXJUI &.T DPVQMFEXJUI *$& ESJWFUSBJO BSF QPTTJCMF
 UIJT DPO�
aHVSBUJPO JT VTVBMMZ VTFE BT B TFQBSBUF VOJU
 ESJWJOH UIF PUIFS BYMF UIBU JT OPU DPOOFDUFE UP
UIF *$& QPXFSUSBJO
 BMTP LOPXO BT UISPVHI�UIF�SPBE 	553
 IZCSJE�

553 	5ISPVHI�UIF�SPBE
 IZCSJE JT B DPOaHVSBUJPO
 JO XIJDI POF BYMF JT QPXFSFE CZ
UIF *$& BOE UIF PUIFS CZ &.	T
� *O PUIFS XPSET
 UIJT DPOaHVSBUJPO EFDPVQMFT UIF UXP
QPXFSUSBJOT BOE VTFT UIF SPBE BT B UPSRVF DPVQMFS� 7BSJBUJPOT XJUI *$&�ESJWFO GSPOU PS SFBS
BYMF FYJTU� .PUPST DBO CF JO 1� PS 1� DPOaHVSBUJPO� 5IF EFDPVQMJOH PG QPXFSUSBJOTNBLFT JU
QBSUJDVMBSMZ FêFDUJWF GPS IZCSJEJTBUJPO PG BO FYJTUJOH DPOWFOUJPOBM *$&�POMZ WFIJDMF� 3FTVMU�
JOH BMM�XIFFM�ESJWF 	"8%
 DBQBCJMJUZ DBO BMTP JNQSPWF TBGFUZ BOE QFSGPSNBODF� )PXFWFS

UIF MBDL PG NFDIBOJDBM DPOOFDUJPO CFUXFFO UIF *$& BOE &. SFEVDFT UIF PQFSBUJOH NPEF
QPTTJCJMJUJFT
 FTQFDJBMMZ JO UFSNT PG CBUUFSZ DIBSHJOH XJUI UIF *$& <��>�

]įŰłįŴɰŭėŰėŒŒįŒ

"MTP LOPXO BT DPNCJOFE PS QPXFS�TQMJU IZCSJE WFIJDMFT
 UIFTF DPNCJOF DIBSBDUFSJTUJDT PG
CPUI TFSJFT BOE QBSBMMFM IZCSJE DPOaHVSBUJPOT� /BUVSBMMZ
 UIF JOUFOU JT UP QSFTFSWF UIF BE�
WBOUBHFPVT DIBSBDUFSJTUJDT 	TVDI BT PQFSBUJOH UIF FOHJOF BU BO BSCJUSBSZ QPJOU JSSFTQFDUJWF

�
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PG JOTUBOUBOFPVT XIFFM TQFFE BOE UPSRVF SFRVJSFNFOU
 BOE TVQQSFTT UIF EJTBEWBOUBHF�
PVT 	TVDI BT OPU IBWJOH B EJSFDU NFDIBOJDBM MJOL CFUXFFO *$& BOE UIF XIFFMT XIFO UIF
PQFSBUJPO FëDJFODZ JT IJHI
�

5IJT MBZPVU IBT UXP &.T
 CPUI BCMF UP BDU BT B NPUPS PS B HFOFSBUPS
 IPXFWFS
 POF JT
QSJNBSJMZ VTFE BT B NPUPS�HFOFSBUPS BT JO UIF QBSBMMFM DPOaHVSBUJPO BOE UIF PUIFS BT B HFO�
FSBUPS JO UIF TFSJFT DPOaHVSBUJPO� 5IF TJNVMUBOFPVT DPOOFDUJPO PG UIF *$& BOE UIFTF UXP
&.T JT JO QSBDUJDF NPTU PGUFO BDIJFWFE XJUI B QMBOFUBSZ HFBS TFU
 TQMJUUJOH UPSRVF CFUXFFO
UIFN BDDPSEJOH UP UIF UZQF PG ESJWJOH� &WFO UIPVHI UIJT DPOaHVSBUJPO JT B DPNCJOBUJPO PG
UIF QSFWJPVT UXP
 UIBOLT UP UIF QMBOFUBSZ HFBSTFU
 UIF QPXFSUSBJO DBO CFNBEF WFSZ TJNQMF

JO JUT CBTJD GPSN XJUIPVU UIF OFFE GPS DMVUDIFT� PS B HFBSCPY� 5IFSF BSF IPXFWFS TPNF MJN�
JUT UP UIF QPTTJCJMJUJFT PG QPXFS bPX BOE OPU BMM DIBSBDUFSJTUJDT PG TFSJFT BOE QBSBMMFM )&7T
DBO CF BDIJFWFE�

ɍɠɍ �C�Y$� B�C�$�B�Cc ]cY�c�$,�]

*O UFSNT PG aOEJOH UIF NPTU GVFM�FëDJFOU XBZ PG HFUUJOH GSPN B TUBSUJOH MPDBUJPO UP BO
FOE MPDBUJPO XJUI B )&7
 UIFSF BSF UFDIOJDBMMZ UISFF TUBHFT� 5IF aSTU JT DIPPTJOH UIF NPTU
FOFSHZ�FëDJFOU SPVUF
 BMTP LOPXO BT FDP�SPVUJOH� 5IF TFDPOE JT aOEJOH UIF NPTU FOFSHZ
FëDJFOU ESJWJOH TUSBUFHZ 	TQFFE QSPaMF
 BMPOH UIF SPVUF
 BMTP LOPXO BT FDP�ESJWJOH� 5IF
SFRVJSFE QPXFS BU FBDI JOTUBOU JT UIFO EFaOFE CZ UIF WFIJDMF TQFFE BOE ESJWJOH SFTJTU�
BODFT� 5IF MBTU TUBHF JT TQMJUUJOH UIJT QPXFS CFUXFFO UIF &. BOE UIF *$& UP BDIJFWF PQUJNBM
GVFM DPOTVNQUJPO PWFS UIF FOUJSF USJQ XIJMF LFFQJOH UIF CBUUFSZ 40$ XJUIJO QSFEFaOFE
BENJTTJCMF CPVOET
 BMTP LOPXO BT BO FOFSHZ NBOBHFNFOU TUSBUFHZ 	&.4
�

8IJMF JO UIF NPTU JEFBM TDFOBSJP
 UIFTF UISFF UBTLT XPVME CF DPVQMFE UP PCUBJO UIF BC�
TPMVUF PQUJNVN
 EVF UP UIF DPNQMFYJUZ PG TVDI PQUJNJ[BUJPO�
 UIFZ BSF BMNPTU BMXBZTwBU
MFBTU UP TPNF FYUFOUwEFDPVQMFE� 5IF GPDVT PG UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT BOE UIJT FOUJSF UIFTJT
JT UIF MBTU TUBHF v FOFSHZ NBOBHFNFOU TUSBUFHZ�

&BDI PG UIF UPQPMPHJFT NFOUJPOFE JO 4FDUJPO ����� IBT TMJHIUMZ EJêFSFOU QPTTJCJMJUJFT BOE
QSPCMFNT JO UFSNT PG ESJWJOH NPEFT BOE TQMJUUJOH QPXFS
 UIFSFGPSF UIFJS DPOUSPM TUSBUFHJFT
BSF EJêFSFOU� *O QBSBMMFM IZCSJE WFIJDMFT
 UIF POMZ EFHSFF PG GSFFEPN JO UFSNT PG QPXFS
EFMJWFSZ JT UPSRVF�TQMJU CFUXFFO UIF *$& BOE UIF &.
 BT UIFJS BOHVMBS TQFFE JT EFUFSNJOFE
CZ UIF WFIJDMF TQFFE BOE DBOOPU CF DPOUSPMMFE TFQBSBUFMZ� 4JODF UIJT UIFTJT EFBMT XJUI UIF
QBSBMMFM DPOaHVSBUJPO
 TUSBUFHJFT JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPOTXJMM CF EJTDVTTFENBJOMZ JO UFSNT
PG QBSBMMFM )&7T� /FWFSUIFMFTT
 B MPU PG QSJODJQMFT BOE aOEJOHT BSF VOJWFSTBM�

"O FOFSHZ NBOBHFNFOU DPOUSPMMFS JO B )&7 SFGFST UP B IJHI�MFWFM TVQFSWJTPSZ QPXFS�
USBJO DPOUSPMMFS EFUFSNJOJOH PQFSBUJPO PG JUT JOEJWJEVBM DPNQPOFOUT� *O B DPOWFOUJPOBM *$&
WFIJDMF
 UIF UPSRVF SFRVFTUFE CZ UIF ESJWFS 	UISPVHI UIF BDDFMFSBUPS QFEBM
 JT QSPWJEFE CZ
UIF *$&� *O B )&7
 UIJT SFRVFTU DBO CF NFU CZ FJUIFS UIF &.
 UIF *$&
 PS UIFJS DPNCJOB�
UJPO� 5IF BJN PG UIF DPOUSPMMFS JT UP EFUFSNJOF
 XIJDI QPXFS UP VTF BU FBDI JOTUBOU VTJOH
BO &.4� " CMPDL EJBHSBN PG BO FOFSHZ NBOBHFNFOU DPOUSPM MPPQ JO JUT NPTU CBTJD GPSN JT
JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF ���� *U UBLFT BO JOQVU GSPN UIF ESJWFS 	PS BOPUIFS IJHIFS�MFWFM DPOUSPM�
MFS
 JO UIF GPSN PG EFNBOEFE UPSRVF Td BOE CBTFE PO BWBJMBCMF JOGPSNBUJPO TVDI BT UIF
TUBUF PG UIF WFIJDMF x 	CBUUFSZ 40$
 WFIJDMF TQFFE
 DPPMBOU UFNQFSBUVSF
 PVUQVUT DPOUSPM
TJHOBMT u GPS MPXFS�MFWFM DPOUSPMMFST� 5IFTF TJHOBMT DBO CF B DPNCJOBUJPO PG *$& UPSRVF
 &.

�)PXFWFS
 BEEJOH DMVUDIFT DBO FOBCMF NPSF ESJWJOH NPEFT� <��>
�0S EVF UP UIF FYJTUFODF PG DPOTUSBJOUT JNQPTFE CZ PUIFS GBDUPST UIBO GVFM DPOTVNQUJPO 	QSFEFaOFE SPVUF


MFHBM TQFFE MJNJUT
 USBëD
 ESJWFBCJMJUZ
 DPNGPSU
�
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UPSRVF
 FOHJOF PO�Pê
 DMVUDI FOHBHFNFOU
 HFBS TIJGU DPNNBOE
 FUD�

&OFSHZ
NBOBHFNFOU

TE u -PX�MFWFM
DPOUSPMMFST 7FIJDMF x

x

#łĺƀŰį ɍɠɐ )&7 TVQFSWJTPSZ DPOUSPMMFS CMPDL EJBHSBN

5IF BSCJUSBSZ UPSRVF SFRVFTU JT IPXFWFS EFDPVQMFE GSPN UIF &.4
 NBLJOH UIJT CBTJD
GPSN PG )&7 DPOUSPM DBVTBM
 SFBDUJOH POMZ UP QBTU BOE DVSSFOU JOQVUT� 5IF QSPCMFN JT UIBU
UIFSF JT OP JOGPSNBUJPO BCPVU UIF UPUBM MFOHUI PG UIF USJQ PS BCPVU GVUVSF ESJWJOH DPOEJUJPOT
	TVDI BT SFDVQFSBUJPO QPTTJCJMJUJFT
 UP UBLF JOUP BDDPVOU
 NBLJOH UIF DPOUSPM TVCPQUJNBM�
4VDI DPOUSPM JT SFGFSSFE UP BT POMJOF v JNQMFNFOUFE JO SFBM�UJNF�

/PODBVTBM DPOUSPM
 PO UIF PUIFS TJEF PG UIF TQFDUSVN
 EFBMT XJUI BDUVBM PQUJNJTBUJPO
CBTFE PO UIF JOGPSNBUJPO PG UIF FOUJSF USJQ 	TQFFE BOE FMFWBUJPO QSPaMFT
� )PXFWFS
 CF�
DBVTF JU JT UPP DPNQVUBUJPOBMMZ EFNBOEJOH UP CF JNQMFNFOUFE JO SFBM�UJNF BOE B TQFFE
QSPaMF JT OFWFS QFSGFDUMZ LOPXO JO BEWBODF
 UIJT UZQF PG PQUJNJTBUJPO JT EPOF PìJOF
 BT B
CFODINBSL GPS POMJOF DPOUSPM TUSBUFHJFT PS BOPUIFS UZQF PG BOBMZTJT��

"OPUIFS QPTTJCMF DSJUFSJPO GPS &.4 DMBTTJaDBUJPO
 MPPTFMZ MJOLFE UP UIF QSFWJPVT
 JT PQ�
UJNBMJUZ� 5IF TJNQMFTU BOE NPTU FBTZ UP JNQMFNFOU 	BOE UIFSFGPSF HPPE DBOEJEBUFT UP CF
VTFE POMJOF
 TUSBUFHJFT BSF CBTFE PO QSFEFaOFE SVMFT
 EFSJWFE GSPN IVNBO JOUVJUJPO
 FY�
QFSJFODF PS BOBMZTFT SFTVMUT� 5IF SVMFT BSF HFOFSBMMZ GPSNVMBUFE BT XIJDI QPXFS JT QSF�
GFSSFE GPS JOTUBOUBOFPVT QSPQVMTJPO CBTFE PO UIF SFRVFTUFE UPSRVF BOE DVSSFOU TUBUF PG
CBUUFSZ DIBSHF� 5IFTF TUSBUFHJFT BSF DBUFHPSJ[FE BT IFVSJTUJD� 8IJMF UIFZ BSF SPCVTU BOE FBTZ
UP JNQMFNFOU POMJOF
 UIFZ BSF OPU PQUJNJTBUJPO UFDIOJRVFT BOE UIFSFGPSF EP OPU FYQMPJU UIF
GVMM QPUFOUJBM PG UIF TZTUFN DPOaHVSBUJPO�

5IF PUIFS DBUFHPSZ JT PQUJNJTBUJPO�CBTFE TUSBUFHJFT
 XIFSF UIF DPOUSPM MBX JT CBTFE PO
B NBUIFNBUJDBM NPEFM PG UIF TZTUFN
 NJOJNJTJOH EFaOFE QFSGPSNBODF NFBTVSF 	VTVBMMZ
GVFM DPOTVNQUJPO
 TVCKFDU UP DPOTUSBJOUT 	TVDI BT CBUUFSZ 40$
 PWFS B DFSUBJO UJNF JOUFS�
WBM� 5IFSFGPSF
 UP CF VTFE POMJOF
 UIFTF TUSBUFHJFT OFFE NPSF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF USJQ
UIBO KVTU JOTUBOUBOFPVT TUBUF PG UIF WFIJDMF v UP aOE PQUJNBM DPOUSPM QPMJDZ PWFS B LOPXO
PS QSFEJDUFE UJNF QFSJPE� 8IFO UIF PQUJNJTBUJPO JOUFSWBM BTTVNFE JT UIF XIPMF USJQ
 UIF
DPOUSPM JT OPODBVTBM BOE UIF PQUJNJTBUJPO UZQJDBMMZ UBLFT QMBDF PìJOF�

" USFF TUSVDUVSF PG &.4 DMBTTJaDBUJPO JT EFQJDUFE JO 'JHVSF ���� 5IF UXP NBJO DMBTTJ�
aDBUJPOT BSF MPPTFMZ DPOOFDUFE
 CFDBVTF IFVSJTUJD DPOUSPM JT VTFE POMZ JO DBVTBM DBTFT BOE
PQUJNBM TPMVUJPO DBO CF PCUBJOFE POMZ JO OPODBVTBM DBTFT� )PXFWFS
 VTJOH TJNQMJaDBUJPOT
BOE QSFEJDUJPOT NBLFT PQUJNJTBUJPO�CBTFE TUSBUFHJFT BQQMJDBCMF GPS DBVTBM POMJOF DPOUSPM
BT XFMM
 BMCFJU XJUI TVCPQUJNBM SFTVMUT� 5IF GPMMPXJOH TFDUJPOT XJMM HP PWFS IFVSJTUJD BOE
PQUJNJ[BUJPO NFUIPE QSJODJQMFT BOE SFWJFX UIF DVSSFOU TUBUF PG SFTFBSDI�

ɍɠɍɠɌ )įƀŰłŴŻłĥ BįŻĿŠīŴ

5IJT UZQF PG &.4 JT CBTFE PO SVMFT
 IFODF BMTP LOPXO BT SVMF�CBTFE� 5IF SVMFT HFOFSBMMZ
GPMMPX JOUVJUJPO
 TVDI BT UIBU UIF FOHJOF TIPVME CF PQFSBUFE POMZ XIFO JUT FëDJFODZ JT
SFMBUJWFMZ IJHI� 5IFSFGPSF EVSJOH MPX TQFFE BOE UPSRVF PQFSBUJPO
 FMFDUSJD�POMZ QSPQVMTJPO

�4PNF POMJOF DPOUSPM TUSBUFHJFT VTF QBUUFSOT PCUBJOFE GSPN PìJOF PQUJNJTBUJPO SFTVMUT BT UIFJS CBTJT�

��
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)&7 $ĳıĺķĳĮ

$BVTBMJUZ 0QUJNBMJUZ

$BVTBM /PODBVTBM )FVSJTUJD 0QUJNBM

#łĺƀŰį ɍɠɑ 5SFF TUSVDUVSF TIPXJOH &.4 DBUFHPSJTBUJPO

JT GBWPVSFE
 PS UIF FOHJOF QSPWJEFT FYDFTT UPSRVF UIBO JU JT EFNBOEFE
 XJUI UIF SFTU PG UIF
HFOFSBUFE QPXFS HPJOH JOUP DIBSHJOH UIF CBUUFSZ� 5IFTF TUSBUFHJFT BSF FJUIFS
 JO UIF NPTU
CBTJD GPSN
 EFUFSNJOJTUJD SVMF�CBTFE PS
 JO UIF TMJHIUMZ NPSF TPQIJTUJDBUFE GPSN
 GV[[Z MPHJD
	'-
 SVMF�CBTFE�

%FUFSNJOJTUJD NFUIPET BSF POMZ DPNQPTFE PG CPPMFBO FYQSFTTJPOT 	USVF�GBMTF TUBUF�
NFOUT

 XIFUIFS WBSJBCMFT TVDI BT EFNBOEFE UPSRVF
 CBUUFSZ 40$ PS WFIJDMF TQFFE BSF
IJHIFS�MPXFS UIBO B DFSUBJO UISFTIPME UP EFUFSNJOF XIJDI UZQF PG ESJWJOH NPEF TIPVME CF
TFMFDUFE� 5IF SVMFT BSF JO UIF *'�5)&/ GPSN�

*G x1 JT A1 BOE x2 JT A2, UIFO u JT B. 	���


XIFSF xi BSF UIF JOQVU WBSJBCMFT
 Ai BSF UIFJS WBMVFT BOE u BSF UIF PVUQVU DPOUSPM TJHOBMT
BOE B UIFJS WBMVFT� 5IF aSTU QBSU CFGPSF rUIFOr JT DBMMFE UIF BOUFDFEFOU BOE UIF TFDPOE QBSU
UIF DPOTFRVFOU� "O FYBNQMF SVMF DBO CF� t*G 40$ JT IJHIFS UIBO ��� BOE EFNBOEFE UPSRVF MPXFS
UIBO ��/N
 UIFO FMFDUSJD�POMZ QSPQVMTJPO JT TFMFDUFE�t /P WFIJDMF NPEFM PS DPNQMFY DPNQV�
UBUJPOT BSF UIFSFGPSF SFRVJSFE� 5IJT NBLFT UIF DPOUSPM GBTU BOE SPCVTU
 XIJDI JT UIF SFBTPO
XIZ TVDI &.4T IBWF CFFO VTFE TJODF UIF CFHJOOJOH PG )&7T GPS POMJOF DPOUSPM�

5IF BJN JT UP BUUBJO EFTJSFE WFIJDMF CFIBWJPVS 	NJOJNTF GVFM DPOTVNQUJPO
 QSFWFOU FY�
DFTTJWF CBUUFSZ�BHFJOH PS FOTVSF WFIJDMF ESJWFBCJMJUZ
 VTJOH BO JOUVJUJWF TFU PG SVMFT 	IFODF
IFVSJTUJD NFUIPET

 SBUIFS UIBO FYQMJDJU PQUJNJTBUJPO QFSGPSNBODF NFBTVSF BQQMJFE UP B
NBUIFNBUJDBM NPEFM� 5IFTF SVMFT BSF EFSJWFE GSPN BDRVJSFE LOPXMFEHF
 FYQFSJNFOUT PS
SFTVMUT GSPN PQUJNJTBUJPO BOBMZTFT� &WFO UIPVHI UIF SFTVMUJOH SVMFT DBO CF TJNQMF BOE FBTZ
UP JNQMFNFOU
 UIFJS EFSJWBUJPO BOE DBMJCSBUJPO QSPDFEVSF JT VTVBMMZ B DPNQMFY UBTL�

)PXFWFS
 UIF MBDL PG PQUJNJTBUJPO DIBSBDUFS NFBOT UIBU TVDI NFUIPET DBOOPU BDIJFWF
PQUJNBM SFTVMUT
 FWFO XJUI QFSGFDU LOPXMFEHF PG B USJQ
 BT UIF SVMFT BSF QSFEFUFSNJOFE�
8IJMF B TFU PG SVMFT DBO CF PQUJNJTFE UP QFSGPSN UIF CFTU BU TQFDJaD ESJWJOH DPOEJUJPOT
 JU
VTVBMMZ SFTVMUT JO QPPS QFSGPSNBODF JO PUIFS DBTFT�

#ƀƜƜƗ <Šĺłĥ

3VMF�CBTFE DPOUSPM TUSBUFHJFT DBO CF NBEF NPSF bFYJCMF CZ VTJOH GV[[Z MPHJD JO MJFV PG
CPPMFBO MPHJD
 XIFSF JOTUFBE PG USVF 	�
 PS GBMTF 	�
 WBMVFT
 B TUBUFNFOU DBO IBWF B USVUI
WBMVF BOZXIFSF CFUXFFO � BOE � 	IFODF UIF OBNF GV[[Z

 XIJDI JT NPSF DPOTJTUFOU XJUI
IVNBO SFBTPOJOH BOE BMMPXT NPSF bFYJCJMJUZ JO CPUI DPOUSPM JOQVUT BOE PVUQVUT�

4JNJMBSMZ BT EFUFSNJOJTUJD TUSBUFHJFT
 WBSJBCMFT MJLF CBUUFSZ 40$ BOE EFNBOEFE UPSRVF
BSF UBLFO BT BO JOQVU UP B SVMF JO UIF TBNF GPSN BT JO ���
 IPXFWFSwJO TJNQMF UFSNTw
JOTUFBE PG USVF�GBMTF POMZ
 FBDI PG UIF TUBUFNFOUT DBO IBWF B WBMVF CFUXFFO � BOE � BOE UIF
DPOTFRVFOU JT BQQMJFE JO BO BNPVOU BDDPSEJOH UP IPX USVF UIF TUBUFNFOUT BSF�

��
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#łĺƀŰį ɍɠɒ 'V[[JaDBUJPO PG B WBSJBCMF� TIPXJOH EFHSFFT PGNFNCFSTIJQ µ PG BO BSCJUSBSZ CBUUFSZ
DIBSHF WBMVF ξ1 UP 7FSZ MPX BOE -PX NFNCFSTIJQ GVODUJPOT�

"T BO FYBNQMF� t*G B CBUUFSZ JT IJHI BOE UIF EFNBOEFE UPSRVF JT NFEJVN�IJHI
 UPSRVF TVQQMJFE
CZ UIF *$& JT NFEJVNt� 5IJT MJOHVJTUJD DMBTTJaDBUJPO PG UIF NBHOJUVEF PG JOQVU WBSJBCMFT

SFGFSSFE UP BT GV[[JaDBUJPO QSPDFTT
 JT BDIJFWFE VTJOHNFNCFSTIJQ GVODUJPOT EJTUSJCVUFE BMPOH
UIF BENJTTJCMF SBOHF PG UIF WBSJBCMF� &BDI WBMVF PG UIF WBSJBCMF UIFO CFMPOHT UP TPNF FYUFOU
	DBMMFE EFHSFF PG NFNCFSTIJQ BOE SBOHJOH GSPN � UP �
 UP FBDI GVODUJPO� 5IFTF GVODUJPOT BSF
EFQJDUFE JO 'JHVSF ��� BOE BSF VTVBMMZ JO UIF GPSN PG USBQF[PJEBM PS USJBOHVMBS GVODUJPO�

5IFSF BSF UXP NBJO GV[[Z MPHJD NFUIPET GPS IPX BO PVUQVU DPOUSPM TJHOBM JT PCUBJOFE
GSPN GV[[JaFE JOQVUT
 BMTP LOPXO BT EFGV[[JaDBUJPO v UIF .BNEBOJ NFUIPE <��> BOE UIF
5BLBHJ�4VHFOPNFUIPE <��>� .BNEBOJ NFUIPE VTFT NFNCFSTIJQ GVODUJPOT GPS UIF PVUQVU
WBSJBCMF UP HFU UP B DSJTQ OVNCFS WBMVF
 XIFSFBT 5BLBHJ�4VHFOP EJSFDUMZ DBMDVMBUFT B DSJTQ
PVUQVU OVNCFS BT B GVODUJPO PG UIF EFHSFF PG NFNCFSTIJQ PG UIF JOQVUT� #PUI NFUIPET
IBWF CFFO QSFWJPVTMZ VTFE GPS )&7 &.4 EFTJHO� "T BO FYBNQMF
 <��> VTFT .BNEBOJ BOE
<��> VTFT 5BLBHJ�4VHFOP�

"T B SFTVMU
 DPNQBSFE UP EFUFSNJOJTUJD SVMF�CBTFE DPOUSPMrT CJOBSZ DIBSBDUFS
 GV[[Z MP�
HJD SVMF�CBTFE DPOUSPM DBO CF NPSF DPOUJOVPVT� "T BO FYBNQMF
 JOTUFBE PG TXJUDIJOH UP
FOHJOF�POMZ ESJWJOH BU B QSFEFaOFE 40$ MFWFM
 UIF *$& DBO HSBEVBMMZ QSPWJEF NPSF UPSRVF
	DPNQBSFE UP UIF &.
 BT UIF 40$ EFDSFBTFT� 8IJMF VTJOH GV[[Z MPHJD UIJT XBZ DBO NBLF
UIF &.4 NPSF bFYJCMF BOE QFSGPSN CFUUFS
 UIF SVMFT BSF TUJMM CBTFE PO JOUVJUJPO BOE EP OPU
GPMMPX PQUJNBM CFIBWJPVS�

ɍɠɍɠɍ IŭŻłŘłŴėŻłŠř BįŻĿŠīŴ

"T PQQPTFE UP IFVSJTUJD SVMF�CBTFE NFUIPET
 PQUJNJTBUJPO NFUIPET BSF CBTFE PO PQUJNBM
DPOUSPM UIFPSZ
 NJOJNJTJOH B QSFEFaOFE QFSGPSNBODF NFBTVSF
 XJUI SFTQFDU UP UIF DPOUSPM
WBSJBCMF V
 BDDPSEJOH UP B NBUIFNBUJDBM NPEFM PG UIF TZTUFN EFTDSJCFE CZ TUBUF WBSJBCMFT Y
BOE JUT DPOTUSBJOUT� 5IF BJN JT UP PCUBJO PQUJNBM DPOUSPM V� UIBU NJOJNJTFT UIF QFSGPSNBODF
NFBTVSF
 BDIJFWJOH PQUJNBM QFSGPSNBODF PWFS B DFSUBJO QFSJPE� 5IJT JT LOPXOBT BO PQUJNBM
DPOUSPM QSPCMFN�

5IF QFSGPSNBODF NFBTVSF J 
 JT JO UIF HFOFSBM GPSN

J(V) =
∫ tf

t0

g(Y(t),V(t), t)Et 	���


XIFSF g JT B HFOFSBM QFOBMUZ GVODUJPO VQ UP UIF EFTJHOFS PG UIF DPOUSPMMFS UP EFaOF� *O )&7

��
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DPOUSPM
 UIJT DBO CF TJNQMZ UIF GVFM�NBTT bPX ṁf 
 NJOJNJTJOH GVFM DPOTVNQUJPO PWFS B
TQFDJaFE UJNF JOUFSWBM� )PXFWFS
 BEEJUJPOBM FNJTTJPOT <��>
 ESJWBCJMJUZ 	TVDI BT SFEVDJOH
GSFRVFOU HFBS TIJGUJOH PS FOHJOF TUBSUVQT
 <��> PS CBUUFSZ�BHJOH <��> CFIBWJPVS DBO CF JN�
QMFNFOUFE BT XFMM� 5IF DPOUSPM WBSJBCMF V DBO CF B DPNCJOBUJPO PG TJHOBMT TVDI BT UPSRVF
TQMJU CFUXFFO *$& BOE &.
 HFBS TIJGU TJHOBM PS FOHJOF TUBSU�TUPQ�

#FDBVTF PQUJNBM CFIBWJPVS EPFT OPU FRVBM NJOJNJTJOH B QFSGPSNBODF NFBTVSF BU FBDI
JOTUBOU
 CVU PWFS B QSFEFaOFE UJNF JOUFSWBM
 USJQ JOGPSNBUJPO IBT UP CF LOPXO UP TPNF FY�
UFOU GPS UIF TUSBUFHZ UP QFSGPSN XFMM� *O PìJOF FOFSHZ NBOBHFNFOU DPOUSPM
 UIF UJNF t0
JO 	���
 JT UIF JOJUJBM UJNF BOE tf JT UIF EVSBUJPO PG UIF FOUJSF USJQ
 NJOJNJTJOH UIF QFS�
GPSNBODF HMPCBMMZ� *O POMJOF DPOUSPM TUSBUFHJFT
 t0 JT UIF DVSSFOU UJNF BOE tf UIF WBMVF PG
QSFEJDUJPO IPSJ[PO
 PQUJNJTJOH QFSGPSNBODF MPDBMMZ�

0ODF BO PQUJNBM DPOUSPM QSPCMFN JT TFU VQ
 OVNFSPVT BMHPSJUINT DBO CF VTFE UP PCUBJO
TPMVUJPO� 4PNF PG UIF BMHPSJUINT UIBU IBWF CFFO VTFE JO UIF QBTU JO UIF aFME PG )&7 DPOUSPM
BSF�

�� %ZOBNJD QSPHSBNNJOH 	%1
 <��
 ��>


�� 1POUSZBHJOrT NJOJNVN QSJODQMF 	1.1
 <��
 ��>


�� $POWFY PQUJNJTBUJPO 	$0
 <��
 ��>

�� 1BSUJDMF TXBSN PQUJNJTBUJPO 	140
 <��>


�� (FOFUJD BMHPSJUIN 	("
 <��>�

5IF aSTU UISFF BSF VTFE UIF NPTU GSFRVFOUMZ
 BT UIFJS BEWBOUBHFT 	JO UFSNT PG DPNQVUB�
UJPOBM FêPSU
 JOUSPEVDJOH DPOTUSBJOUT BOE FBTF PG NPEFMMJOH
 NBLF UIFN TVJUBCMF GPS )&7
BQQMJDBUJPO BOE UIFJS BOBMZUJDBM TJNQMJaDBUJPO DBO CF VTFE POMJOFXJUI B SFBTPOBCMF BNPVOU
PG FêPSU BOE BDDVSBDZ�

5IBOLT UP UIF EJTDSFUF OBUVSF PG EZOBNJD QSPHSBNNJOH
 DPOTUSBJOUT BOE OPOMJOFBS CF�
IBWJPVS BSF FBTJMZ JNQMFNFOUFE� )PXFWFS
 JU SFRVJSFT MBSHF DPNQVUBUJPOBM FêPSU
 FTQF�
DJBMMZ XIFO JODSFBTJOH UIF EJNFOTJPOT PG UIF TZTUFN� 5IF OBUVSF PG 1.1 BOE $0 JT BOBMZU�
JDBM
 XIJDI SFTVMUT JO B NPSF DPNQVUBUJPOBMMZ�FêFDUJWF TPMVUJPO� )PXFWFS
 TJNQMJaDUJPOT
PG UIF TZTUFN VTVBMMZ IBWF UP CF NBEF
 GPS FYBNQMF XIFO JOUSPEVDJOH EJTDSFUF CFIBWJPVS
TVDI BT HFBS TIJGUJOH PS FOHJOF PO�Pê� 5IJT JT FTQFDJBMMZ USVF GPS $0
 XIFSF UIF NPEFM
IBT UP CF BQQSPYJNBUFE CZ DPOWFY GVODUJPOT� &RVJWBMFOU DPOTVNQUJPO NJOJNJTBUJPO TUSBUFHZ
	&$.4

 XIJDI JT XJEFMZ VTFE JO )&7 DPOUSPM
 BMPOH XJUI JUT OVNFSPVT WBSJBUJPOT
 JT BMTP
EFSJWFE GSPN 1.1�

140 BOE (" DBO CPUI CF DPOTJEFSFE FWPMVUJPOBSZ BMHPSJUINT
 BT UIFZ VTF HFOFSBUFE
QPQVMBUJPO UP aOE UIF PQUJNVN� 5IFTF BMHPSJUINT BSF EFSJWBUJWF�GSFF
 IFODF TVJUBCMF UP
TPMWF IJHIMZ OPOMJOFBS
 OPO�DPOUJOVPVTMZ�EJêFSFOUJBCMF QSPCMFNT� 8IJMF UIFZ DBO CF VTFE
GPS TPMWJOH UIF PQUJNBM DPOUSPM QSPCMFN
 UIFJS BQQMJDBUJPO GPS )&7 &.4 JT MJNJUFE
 BT UIFZ
BSF OPU WFSZ TVJUBCMF GPS POMJOF DPOUSPM
 SFRVJSJOH B IJHI OVNCFS PG JUFSBUJPOT 	BOE UIFSF�
GPSF MPOHFS DPNQVUBUJPO UJNF
 GPS BDDFQUBCMF TPMVUJPO BDDVSBDZ�

%ZOBNJD QSPHSBNNJOH BOE1POUSZBHJOrTNJOJNVNQSJODJQMFXJMM CF EFTDSJCFE JONPSF
EFUBJM JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT
 BT UIFZ BSF VTFE MBUFS JO UIJT UIFTJT�

�ƗřėŘłĥ VŰŠĺŰėŘŘłřĺ

%ZOBNJD QSPHSBNNJOH JT BO PQUJNJTBUJPONFUIPE GPS PCUBJOJOH PQUJNBM QPMJDZ PG B NVMUJ�
TUBHF EFDJTJPO QSPDFTT� 5IF PSJHJOBM EFSJWBUJPO GSPN ���� JT CBTFE PO UIF JOUVJUJPO UIBU OP

��
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k+1,n

x(n)

uk
 Jk,k+1

ė #BDLXBSE SFDVSTJPO

x

t

x(n)
x(0)

Ĥ 'PSXBSE SFDVSTJPO

#łĺƀŰį ɍɠɓ %ZOBNJD QSPHSBNNJOH QSPDFEVSF� CPME BSSPXT� PQUJNBM DPOUSPM
 EBTIFE BSSPXT�
BENJTTJCMF DPOUSPM�

NBUUFSXIBU UIF DVSSFOU TUBHF PG UIF QSPDFTT JT
 UIFSF JT BO PQUJNBM QPMJDZ 	DPOUSPM

 UP SFBDI
UIF FOE TUBHF GSPN UIF DVSSFOU POF� 5IF FYBDU GPSNVMBUJPO PG UIJT QSJODJQMF PG PQUJNBMJUZ CZ
UIF JOWFOUPS
 3� &� #FMMNBO JT�

"O PQUJNBM QPMJDZ IBT UIF QSPQFSUZ UIBU XIBUFWFS UIF JOJUJBM TUBUF BOE JOJUJBM EFDJTJPOT
BSF
 UIF SFNBJOJOH EFDJTJPOT NVTU DPOTUJUVUF BO PQUJNBM QPMJDZ XJUI SFHBSE UP UIF TUBUF
SFTVMUJOH GSPN UIF aSTU EFDJTJPOT� <��>

5IJT NFBOT
 UIBU JOTUFBE PG TUBSUJOH GSPN UIF CFHJOOJOH BOE DBMDVMBUJOH FWFSZ QPTTJCMF
TUBUF USBKFDUPSZ
 TUBSUJOH BU UIF FOE BOE HPJOH CBDLXBSET
 BMXBZT DBMDVMBUJOH UIF PQUJNBM
DPOUSPM GSPN UIF DVSSFOU TUBHF UP UIF FOE
 ESBNBUJDBMMZ SFEVDFT UIF OVNCFS PG DBMDVMBUJPOT�

5IJT DBO CF BQQMJFE UP )&7 FOFSHZ NBOBHFNFOU
 XIFSF FBDI TUBHF SFQSFTFOUT BO JO�
TUBOU PG B ESJWJOH USJQ XIFSF BO PQUJNBM TQMJU JT CFJOH EFDJEFE BOE UIF HPBM JT UP SFBDI B
QSFEFaOFE WBMVF PG TUBUF WBSJBCMF 	TVDI BT 40$
 JO UIF aOBM UJNF� &BDI EFDJTJPO 	DPOUSPM

BU FBDI TUBHF IBT B DFSUBJO DPTU BTTPDJBUFE XJUI JU 	WBMVF PG UIF QFSGPSNBODF NFBTVSF GVOD�
UJPO
 BOE MFBET UP B DIBOHF PG TUBUF JO UIF OFYU TUBHF� 5IF PQUJNBM DPOUSPM PG UIJT OFYU TUBHF
BOE JUT DPTU IBWF BMSFBEZ CFFO DBMDVMBUFE JO UIF QSFWJPVT TUFQ� 5IJT NFBOT UIBU UIF EFDJTJPO
XJUI UIF MPXFTU TVN PG UIF WBMVF PG UIF QFSGPSNBODF NFBTVSF DPSSFTQPOEJOH UP UIJT EF�
DJTJPO BOE UIF WBMVF PG UIF PQUJNBM QFSGPSNBODF NFBTVSF SFRVJSFE UP SFBDI UIF FOE GSPN
UIF GPMMPXJOH TUBHF JT UIF PQUJNBM DPOUSPM GPS UIJT TUBHF� 5IF BMHPSJUINJTBUJPO JT TDIFNBU�
JDBMMZ TIPXO JO 'JHVSF ����

5IF UJNF BOE TUBUF BSF EJTDSFUJTFE JOUP B n × m HSJE XIFSF n JT UIF OVNCFS PG TUBHFT
	UJNF PG B USJQ
 BOE m BSF UIF EJTDSFUJTFE TUBUF MFWFMT� 'JOBM MFWFM PG TUBUF x(n) UIBU OFFET
UP CF SFBDIFE BU UIF aOBM UJNF JT EFUFSNJOFE BOE GPS FBDI QPJOU PG UIF HSJE
 TUBSUJOH BU UIF
TFDPOE UP MBTU TUBHF
 FWFSZ BENJTTJCMF DPOUSPM u BOE JUT DPTU JT DBMDVMBUFE� *G UIF DPOUSPM IBT
B DPOUJOVPVT OBUVSF
 JU OFFET UP CF EJTDSFUJTFE BT XFMM� 5IF DPOUSPM u DBO CF UIF UPSRVF PG
UIF &.
 XIJDI UIFO BêFDUT UIF 40$ MFWFM BU UIF OFYU TUBHF
 BT VTJOH &. XJMM FJUIFS DIBSHF
PS SFDIBSHF UIF CBUUFSZ� 5IF PQUJNBM EFDJTJPO u∗ BU FBDI QPJOU JT UIF DPOUSPM XJUI UIF MPXFTU
WBMVF PG UIF TVN PG JUT DPTU Jk,k+1 UP HFU UP UIF OFYU TUBHF k+1 BOE UIF PQUJNBM DPTU J∗

k+1,n

BTTPDJBUFE XJUI HFUUJOH GSPN UIF QPJOU GSPN UIF GPMMPXJOH TUBHF k+1 UP SFBDI UIF FOE TUBUF
x(n)� 5IF NBUIFNBUJDBM GPSNVMBUJPO PG UIJT QSPDFEVSF DBO CF XSJUUFO BT

u∗
k(k) = BSH J∗

k,n = BSH
(
NJO
u

(
Jk,k+1 (x(k), u(k)) + J∗

k+1,n (x(k + 1))
)) 	���


BOE JT DBMMFE UIF CBDLXBSE SFDVSTJPO 	'JHVSF ���B
� 5IJT QSPDFEVSF JT HSBEVBMMZ EPOF GPS FBDI
QPJOU PG UIF HSJE
 SFTVMUJOH JO B n × m NBUSJY DPOUBJOJOH JOGPSNBUJPO BCPVU UIF PQUJNBM

��
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DPOUSPM BU FBDI QPJOU BOE UIF DPTU UP HFU UP UIF aOBM TUBUF x(n)� 5IF PQUJNBM TUBUF USBKFDUPSZ
x∗ JT TVCTFRVFOUMZ DPNQVUFE TUBSUJOH BU B TFMFDUFE TUBHF k BOE TUBUF MFWFM x BOE GPMMPXJOH
PQUJNBM DPOUSPM XIJDI IBT CFFO DBMDVMBUFE EVSJOH CBDLXBSE SFDVSTJPO BU FBDI TUBHF� 5IJT
JT DBMMFE UIF GPSXBSE SFDVSTJPO 	'JHVSF ���C
�

5IF FYBNQMF BCPWF VTFE POMZ B POF�EJNFOTJPOBM TUBUF SFQSFTFOUJOH UIF CBUUFSZ 40$ GPS
JMMVTUSBUJPO�)PXFWFS
XIFO BO BEEJUJPOBM TUBUF RVBOUJUZ
 TVDI BT HFBS TIJGUJOH
 JT BEEFE
 UIF
HSJE CFDPNFT UISFF�EJNFOTJPOBM
 FYQPOFOUJBMMZ JODSFBTJOH UIF BMSFBEZ IJHI DPNQVUBUJPO
FêPSU SFRVJSFE� 5IJT BEWFSTF QSPQFSUZ PG EZOBNJD QSPHSBNNJOH IBT CFFO OBNFE UIF DVSTF
PG EJNFOTJPOBMJUZ�

"T UIF PQUJNJTBUJPO QSPDFEVSF TUBSUT BU UIF FOE PG UIF PQUJNJTFE UJNF JOUFSWBM
 JU JT DMFBS
UIBU UIF GVUVSF DPOEJUJPOT IBWF UP CF LOPXO CFGPSFIBOE
 NBLJOH JU VOTVJUBCMF GPS POMJOF
DPOUSPM� *UT VTBHF JT UIFSFGPSF MJNJUFE GPS PìJOF CFODINBSL DPNQVUBUJPOT GPS PUIFS &.4T

IFVSJTUJD TUSBUFHZ EFTJHO
 PS USBJOJOH EBUB GPS NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT�

5IJT POMJOF JNQMFNFOUBCJMJUZ JTTVF JT IPXFWFS BEESFTTFE CZ TUPDIBTUJD EZOBNJD QSPHSBN�
NJOH
 XIJDI VTFT .BSLPW DIBJO QSPDFTT QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO UP EFaOF FYQFDUFE GVUVSF
DPTU <��
 ��>� 5IF SFTVMU JT IPXFWFS DMFBSMZ TVCPQUJNBM�

VŠřŻŰƗėĺłřɤŴ BłřłŘƀŘ VŰłřĥłŭŒį

5IJT NFUIPE PG aOEJOH BO PQUJNVN JT CBTFE PO DBMDVMVT PG WBSJBUJPOT
 XJUI UIF BJN UP aOE
UIF HMPCBM FYUSFNVN PG B GVODUJPOBM
 JO UIJT DBTF
 B NJOJNVN PG UIF QFSGPSNBODF NFBTVSF
JO 	���

 UP PCUBJO PQUJNBM DPOUSPM�

" GVODUJPOBM DBMMFE UIF )BNJMUPOJBO JT EFSJWFE <��> CZ BOBMZUJDBMMZ TFBSDIJOH GPS OFDFT�
TBSZ DPOEJUJPOT GPS aOEJOH BO FYUSFNBM NBYJNJTJOH 	NJOJNJTJOH
 UIF PSJHJOBM GVODUJPOBM
VTJOH UIF -BOHSBOHF NVMUJQMJFS NFUIPE� 5IF )BNJMUPOJBO JT EFaOFE BT�

H (Y(t),V(t),Q(t), t) ! g(Y(t),V(t), t) + QT (t)[B(Y(t),V(t), t)] 	���


XIFSF g JT UIF QFOBMUZ GVODUJPO GSPN 	���

 Q BSF UIF -BHSBOHF NVMUJQMJFST
 BMTP DBMMFE UIF
DPTUBUFT BOE B BSF UIF TZTUFN FRVBMJUZ DPOTUSBJOUT�

Ẏ(t) = B(Y(t),V(t), t) . 	���


5IF )BNJMUPOJBO JT UIFO NJOJNJTFE BU FBDI JOTUBOU UP PCUBJO PQUJNBM DPOUSPM BDDPSEJOH
UP UIF 1POUSZBHJOrT NJOJNVN QSJODJQMF
 XIJDI TBZT UIBU BO PQUJNBM DPOUSPM NVTU NJOJNJTF UIF
)BNJMUPOJBO�

H (Y�(t),V�(t),Q�(t), t) ≤H (Y�(t),V(t),Q�(t), t) 	���

GPS BMM t ∈ [t0, tf ] BOE GPS BMM BENJTTJCMF DPOUSPMT
 XIJDI JT POF PG UIF OFDDFTTBSZ DPOEJUJPOT

Ẏ(t) = ∂H
∂Q (Y�(t),V�(t),Q�(t), t)

Q̇(t) = −∂H

∂Y (Y�(t),V�(t),Q�(t), t)
H (Y�(t),V�(t),Q�(t), t) ≤H (Y�(t),V(t),Q�(t), t)

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∀t ∈ [t0, tf ]

	���B


	���C

	���D


GPS V� UP CF PQUJNBM DPOUSPM
 NJOJNJTJOH UIF QFSGPSNBODFNFBTVSF� 5P CF FYBDU
 JO B HFOFSBM

��
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QSPCMFN
 BO BEEJUJPOBM OFDDFTTBSZ DPOEJUJPO
[
∂h

∂Y (Y�(tf ), tf )− Q�(tf )
]T

δYf +

[
H (Y�(tf ),V�(tf ),Q�(tf ), tf ) + ∂h

∂t
(Y�(tf ), tf )

]
δtf = 0

	���

XIFSFh JT UIF DPTU PG UIF aOBM TUBUF 	XIJDI JT JO UIF HFOFSBM GPSNQSFTFOU JO UIF QFSGPSNBODF
NFBTVSF

 OFFET UP CF TBUJTaFE� )PXFWFS
 JO )&7 DPOUSPM
 aOBM UJNF BOE aOBM TUBUF BSF
VTVBMMZ TQFDJaFE
 BT UIF UJNF JT aYFE BOE OPU QBSU PG UIF PQUJNJTBUJPO BOE UIF BJN JT UP
SFBDI B QSFEFaOFE MFWFM PG 40$ BU UIF FOE PG UIF USJQ 	PS QSFEJDUJPO IPSJ[PO
� 5IFSFGPSF
δYf BOE δtf BSF [FSP BOE UIF DPOEJUJPO 	���
 JT BMXBZT TBUJTaFE�

5IJT NFUIPE
 UIBOLT UP JUT BOBMZUJDBM OBUVSF
 JT MFTT DPNQVUBUJPOBMMZ EFNBOEJOH UIBO
EZOBNJD QSPHSBNNJOH� /FWFSUIFMFTT
 TPNF OVNFSJDBM NFUIPET NVTU CF FNQMPZFE BOZ�
XBZ
 CFDBVTF UIF QSPCMFN JT BMNPTU BMXBZT OPOMJOFBS BOE UIF PQUJNBM DPOUSPM DBOOPU CF
PCUBJOFE BOBMZUJDBMMZ�

5IF EJTBEWBOUBHF JT UIBU TUBUF PS DPOUSPM JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUTwTVDI BT SBOHF PG BWBJM�
BCMF UPSRVF
 PS SBOHF PG BENJTTJCMF 40$wIBWF UP CF JODPSQPSBUFE JOUP UIF )BNJMUPOJBO
CZ BEEJUJPOBM -BHSBOHF NVMUJQMJFST
 JODSFBTJOH UIF EJNFOTJPO PG UIF TZTUFN BOE DPNQVUB�
UJPOBM FêPSU SFRVJSFE UP TPMWF UIF QSPCMFN�

&RVJWBMFOU DPOTVNQUJPO NJOJNJTBUJPO TUSBUFHZ 	&$.4

 B XJEFMZ VTFE DPOUSPM NFUIPE
XJUI OVNFSPVT WBSJBUJPOT <��
 ��
 ��
 ��
 ��>
 JT EFSJWFE GSPN 1.1
 BQQMZJOH JU UP B WFIJDMF
NPEFM XJUI DFSUBJO TJNQMJGZJOH BTTVNQUJPOT�� 5IF SFTVMUJOH )BNJMUPOJBO JT JO UIF GPSN�

H (x(t), u(t), p, t) = ṁG(u(t), t) + p ξ̇(u(t), t) 	���


XIFSF ṁG JT UIF GVFM NBTT bPX BOE ξ̇ JT UIF DIBOHF PG 40$ XJUI SFTQFDU UP UJNF� 5IF
)BNJMUPOJBO JT OPX FêFDUJWFMZ UIF TVN PG JOTUBOUBOFPVT GVFM QPXFS BOE FMFDUSJD QPXFS
DPOWFSUFE UP BO FRVJWBMFOU GVFM QPXFS CZ UIF -BHSBOHF NVMUJQMJFS p BDUJOH BT B EJNFOTJPO�
MFTT TDBMJOH DPOTUBOU
 DBMMFE UIF FRVJWBMFODF GBDUPS� 5IF WBMVF PG p JT VOJRVF GPS B HJWFO USJQ
BOE EFQFOET PO SFDVQFSBUJPO QPTTJCJMJUJFT
 FëDJFODZ PG UIF *$&
 FëDJFODZ PG UIF FOFSHZ
USBOTGPSNBUJPO
 FUD� PG TVDI USJQ� 5IF DIBMMFOHF PG JNQMFNFOUJOH &$.4 JT UP BDDVSBUFMZ QSF�
EJDU UIJT WBMVF GPS UIF DVSSFOU USJQ� 5IF )BNJMUPOJBO DBO UIFO CF NJOJNJTFE JO SFBM�UJNF

PCUBJOJOH PQUJNBM� DPOUSPM BU FBDI JOTUBOU�

5IF FêFDU PG EJêFSFOU FRVJWBMFODF GBDUPS WBMVFT JT JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF ���� $IPPTJOH
B IJHIFS WBMVF p1 UIBO B DIBSHF�TVTUBJOJOH NPEF SFRVJSFT XJMM NBLF UIF UIFPSFUJDBM DPTU
PG FMFDUSJD QPXFS IJHIFS
 UIFSFGPSF UIF DPOUSPM XJMM QSJPSJUJTF UIF UIFSNBM FOFSHZ PG UIF
*$& NPSF GSFRVFOUMZ
 SFTVMUJOH JO VOOFDFTTBSJMZ IJHIFS 40$ BU UIF FOE PG UIF USJQ� 4JNJM�
BSMZ
 DIPPTJOH B MPXFS WBMVF XJMM NBLF UIF DPOUSPM VTF FMFDUSJDJUZ NPSF UIBO JT BWBJMBCMF GPS
DIBSHF�TVTUBJOJOH PQFSBUJPO
 FWFOUVBMMZ EFQMFUJOH UIF CBUUFSZ�

ɍɠɍɠɎ ]ŻėŻį ŠĹ ŻĿį �ŰŻ

5IF USFOE JO )&7 &.4T IBT CFFO DPNCJOJOH UIF BGPSFNFOUJPOFE NFUIPET v VTJOH UIFJS
QPTJUJWF BTQFDUT BOE BEESFTTJOH UIFJS TIPSUDPNJOHT UP PCUBJO DMPTF�UP�PQUJNBM SFTVMUT XJUI
POMJOF DPOUSPM
 XIFSF MPX DPNQVUBUJPOBM FêPSU JT OFFEFE BOE GVUVSF DPOEJUJPOT VODFS�

�.PSF EFUBJMFE EFSJWBUJPO XJMM CF TIPXO JO $IBQUFS � UP CF VTFE GPS UIF QSPQPTFE DPOUSPM TUSBUFHZ�
�5IF PQUJNBM DPOUSPM JT OBUVSBMMZ PQUJNBM POMZ XJUI SFTQFDU UP UIF TJNQMJaFE NPEFM
 NBLJOH UIF DPOUSPM

TUSBUFHZ JUTFMG TVCPQUJNBM�

��
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40
$

t tf0

p$4

p1 > p$4

p2 < p$4

#łĺƀŰį ɍɠɔ 40$ USBKFDUPSZ VTJOH EJêFSFOU FRVJWBMFODF GBDUPS WBMVFT�

UBJOUZ JT QSFTFOU� 3FTFBSDI DBO UIFSFGPSF CF MPPTFMZ DBUFHPSJTFE JOUP UXP CSBODIFT�

u NBLJOH IFVSJTUJD TUSBUFHJFT TNBSUFS


u TJNQMJGZJOH UIF TDPQF PG PQUJNJTBUJPO�CBTFE TUSBUFHJFT


CPUI PG XIJDI DBO BDIJFWF HPPE SFTVMUT�
7BSJBUJPOT PG IFVSJTUJD NFUIPET IBWF CFFO VTFE JO QSPEVDUJPO WFIJDMFT GPS UIFJS SPCVTU�

OFTT BOE TJNQMJDJUZ PG JNQMFNFOUBUJPO
 IPXFWFS
 UIFSF JT MJUUMF JOTJHIU PO TQFDJaD NFUIPET
VTFE CZ DBS NBOVGBDUVSFST� .PTU PG UIF SFTFBSDIFE DPOUSPM TUSBUFHJFT BOE BMHPSJUINT IBWF
OPU CFFO BQQMJFE JO UIF JOEVTUSZ ZFU BOE BSF MJNJUFE UP TJNVMBUJPOT� 5IJT BMTP NBLFT EJSFDU
DPNQBSJTPO PG SFQPSUFE GVFM TBWJOHT BNPOHTU EJêFSFOU TUVEJFT DPNQMJDBUFE
 BT EJêFSFOU
WFIJDMF NPEFMT BOE TPMWJOH NFUIPET VTFE CZ JOEJWJEVBM BVUIPST ZJFME EJTQBSBUF SFTVMUT�

)įƀŰłŴŻłĥ BįŻĿŠīŴ

3VMF�CBTFE NFUIPET IBWF CFFO JNQSPWFE CZ VTJOH PQUJNBM NFUIPET UP EFSJWF UIFJS SVMFT
PS VTF OFVSBM OFUXPSLT UPNBLF UIFN BEBQUJWF UP UIF DVSSFOU ESJWJOH DZDMF� -BSHF TDBMF TJN�
VMBUJPO XBT VTFE UP TFMFDU SVMF�CBTFE DPOUSPM QBSBNFUFST JO <��> UP PCUBJO UIF CFTU SFTVMUT
JO TFMFDUFE ESJWJOH DZDMFT� 4JNJMBSMZ
 <��> VTFE (" UP PQUJNJTF SVMFT PG '-�CBTFE DPOUSPM
UIBU XFSF PSJHJOBMMZ DSFBUFE GSPN FYQFSUJTF�

*O <��> BOE <��>
 UIF JObFYJCJMJUZ PG SVMF�CBTFE NFUIPET BDSPTT EJêFSFOU ESJWJOH DZDMFT
XBT BEESFTTFE CZ VTJOH OFVSBM OFUXPSLT 	//

 NBLJOH UIF '- SVMF�CBTFE TUSBUFHZ BEBQU�
JWF POMJOF
 CBTFE PO ESJWJOH DZDMF SFDPHOJUJPO� <��>
 FNQMPZJOH UIF .BNEBOJ '- NPEFM

BEBQUT UIF PVUQVU NFNCFSTIJQ GVODUJPOT
 XIJMF <��>
 FNQMPZJOH UIF 5BLBHJ�4VHFOP '-
NPEFM
 BEBQUT UIF JOGFSFODF PVUQVU GVODUJPO QBSBNFUFST� " QVSF OFVSBM�OFUXPSL BQQSPBDI
XBT DIPTFO JO <��>
 VTJOH EFFQ SFJOGPSDFNFOU MFBSOJOH� 5IF JOQVU MBZFS PG UIF OFUXPSL JT
KVTU JOTUBOUBOFPVT 40$ BOE UPSRVF EFNBOE
 XIJDI UIFO PVUQVUT *$& UPSRVF BT UIF BDUJPO
WBMVF� 5IF MFBSOJOH QSPDFTT DBO CF EPOF CPUI PìJOF BOE POMJOF GSPNBIFVSJTUJDBMMZ EFaOFE
SFXBSE GVODUJPO�

IŭŻłŘłŴėŻłŠř BįŻĿŠīŴ

*O POMJOF DPOUSPM
 PQUJNJTBUJPO NFUIPET BSF VTVBMMZ VTFE JO DPOOFDUJPO XJUI NPEFM QSF�
EJDUJWF DPOUSPM 	.1$

 UP PQUJNJTF QPXFS�TQMJU PWFS B QSFEJDUFE IPSJ[PO� .1$ DPOTJTUT PG

��
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QSFEJDUJOH B WFMPDJUZ QSPaMF BU FBDI JOTUBOU TPNF UJNF JOUP UIF GVUVSF VTJOH B DFSUBJO TZT�
UFN NPEFM� "GUFSXBSET
 PQUJNBM DPOUSPM TFRVFODF GPS UIJT UJNF JOUFSWBM JT DBMDVMBUFE BOE
UIF aSTU FMFNFOU PG UIJT TFRVFODF JT BQQMJFE� 5IF QSPDFTT TUBSUT BHBJO BU UIF OFYU JOTUBOU�
5IF QSFEJDUJPO IPSJ[PO JT IFODF DPOUJOVPVTMZ CFJOH TIJGUFE GPSXBSE JO UJNF BOE JT UIFSF�
GPSF LOPXO BT SFDFEJOH IPSJ[PO�

7BSJPVT NFUIPET PG QSFEJDUJOH WFMPDJUZ BSF VTFE
 VTVBMMZ B DPNCJOBUJPO PG QSPCBCJMJUZ
BOE (14 EBUB� 4UPDIBTUJD .BSLPW�DIBJO QSFEJDUJPO JT VTFE JO <��>
 XIJDI JT UIFO TPMWFE
VTJOH %1� *O <��>
 WFMPDJUZ QSFEJDUJPO JT TZOUIFTJTFE GSPN NBDSPTDPQJD USBëD EBUB BOE
NJDSPTDPQJD TUPDIBTUJD EJTUVSCBUJPOT� 5IJT QSFEJDUJPO JT UIFO TPMWFE VTJOH MJOFBS QSPHSBN�
NJOH�

8JUI UIF BEWFOU PG DPOOFDUFE WFIJDMFT
 BMHPSJUINT VTJOH (14 EBUB
 SBEBST BOE 7FIJDMF�
UP�FWFSZUIJOH 	7�9
 DPNNVOJDBUJPO BSF VTFE� 1SFEJDUJPO CBTFE PO UIF JOGPSNBUJPO PC�
UBJOFE GSPN 7�9
 JODMVEJOH IJTUPSJDBM ESJWJOH EBUB
 USBëD MJHIU JOGPSNBUJPO BOE MFBEJOH
WFIJDMF USBKFDUPSJFT JT NBEF JO <��>� " DPNCJOBUJPO PG BO PQUJNBM BOE IFVSJTUJD NFUIPE JT
UIFO VTFE GPS aOEJOH B DPOUSPM QPMJDZ� #J�-FWFM .1$ JT VTFE JO <��> UP HFOFSBUF BO PQUJNBM
TQFFE USBKFDUPSZ GSPN (14 EBUB JO UIF PVUFS MPPQ BOE UIF JOOFS MPPQ PQUJNJTFT UPSRVF TQMJU
BOE HFBS TIJGU VTJOH 1.1�

&$.4�CBTFE DPOUSPM SFMJFT VQPO DPSSFDUMZ TFMFDUJOH UIF FRVJWBMFODF GBDUPS 	&'
wXIJDI
JT EFQFOEFOU PO ESJWJOH DPOEJUJPOTwGPS JOTUBOUBOFPVT NJOJNJTBUJPO PG UIF )BNJMUPOJBO

XIJDI HFOFSBMMZ EPFT OPU OFFE UP DPOTJEFS SFDFEJOH IPSJ[PO GPS PQUJNJTBUJPO� *OBDDVSBUF
WBMVFT IPXFWFS SFTVMU JO EFWJBUJPOT PG 40$ BU UIF FOE PG UIF USJQ
 FJUIFS GBJMJOH UP CF DIBSHF�
TVTUBJOBCMF PS OPU GVMMZ FYQMPJUJOH JUT FMFDUSJD FOFSHZ QPUFOUJBM�

<��> VTFT NBQT UP TFMFDU UIF FRVJWBMFODF GBDUPS POMJOF CBTFE PO DVSSFOU 40$ BOE EF�
NBOEFE QPXFS� 5IFNBQT BSF DSFBUFE PìJOF VTJOH %1 GSPN LOPXO ESJWJOH DZDMFT 	/&%$

6%%4 BOE �����
� )PXFWFS
 VTBHF PG UIF BMHPSJUIN PVUTJEF PG UIFTF DZDMFT XJMM MJLFMZ ZJFME
QPPS QFSGPSNBODF� 4JNJMBSMZ
 JO <��>
 UIF &' JT FTUJNBUFE GSPN QBTU BOE QSFEJDUFE ESJWJOH
DPOEJUJPOT� *OTUFBE PG BEBQUBUJPO CBTFE PO ESJWJOH DPOEJUJPOT
 <��>
 <��> BOE <��> VQEBUF
UIF &' JO SFBM�UJNF GPS UIF 40$ UP GPMMPX SFGFSFODF USBKFDUPSZ HFOFSBUFE GSPN BWBJMBCMF USJQ
JOGPSNBUJPO�

3FTVMUT GSPN SFDFOU BMHPSJUINT BOE TUSBUFHJFT 	CPUI IFVSJTUJD BOE PQUJNJTBUJPO
 XFSF
DPNQBSFE UP DMBTTJD SVMF�CBTFENFUIPET VTFE JO DPNNFSDJBM WFIJDMFT JO <��>
 TIPXJOH UIBU
TNBSUFS BMHPSJUINT BSF JOEFFE NVDI DMPTFS UP UIF HMPCBM PQUJNVN� 0G UIFTF
 .1$ BOE
&$.4�CBTFE NFUIPET IBWJOH UIF IJHIFTU QPUFOUJBM
 XIJDI DBO CF BUUSJCVUFE UP UIF GBDU
UIBU UIFZ VTF GVUVSF USJQ JOGPSNBUJPO UP TPNF FYUFOU BOE EP OPU SFMZ TPMFMZ PO QBUUFSO SF�
DPHOJUJPO�

ɍɠɎ BIc,x�c,IC �C� �ICcY,�hc,IC]

4JODF BO BMHPSJUINrT PQUJNBMJUZ MBSHFMZ SFMJFT VQPO UIF FYUFOU PG LOPXMFEHF PG UIF FOUJSF
USJQ
 UIF DMFBS EJSFDUJPO PG )&7 DPOUSPM TUSBUFHJFT JT UPXBSET JODPSQPSBUJOH USJQ JOGPSNBUJPO
PCUBJOFE UISPVHI WBSJPVT XBZT
 TVDI BT VTJOH (14
 CVJMU�JO SBEBS BOE 7�9� 8IPMF�USJQ
LOPXMFEHF QMBZT B SPMF FTQFDJBMMZ GPS 1)&7T
 XIJDI TIPVME JEFBMMZ EFQMFUF UIFJS CBUUFSZ
KVTU CFGPSF UIF FOE PG UIF USJQ GPS PQUJNBM GVFM FëDJFODZ <��
 ��>� 5IFSFGPSF
 &.4 VTJOH
JOGPSNBUJPO BCPVU UIF XIPMF USJQ JT QSPQPTFE
 TUVEZJOH UIF FêFDUT PG HMPCBM USJQ EBUB PO
GVFM DPOTVNQUJPO PG )&7T XJUI EJêFSFOU EFHSFF PG FMFDUSJaDBUJPO
 JODMVEJOH 1)&7T�

*U JT BTTVNFE UIBU B TUBSUJOH QPJOU BOE BO FOEQPJOU PG B USJQ XJMM CF EFaOFE CFGPSF B
USJQ
 GSPN XIJDI B SPVUF XJUI BO BQQSPYJNBUF TQFFE QSPaMF XJMM CF HFOFSBUFE� 5IF EF�
UFSNJOBUJPO PG TQFFE QSPaMF JT OPU QBSU PG UIJT UIFTJT� 1SFWJPVT SPVUF EBUB PS FDP�ESJWJOH

��
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BMHPSJUINT <��> BMPOH XJUI USBëD JOGPSNBUJPO DBO CF VTFE� "O BDDVSBUF FMFWBUJPO QSPaMF
DBO CF PCUBJOFE GSPN BO POCPBSE OBWJHBUJPO TZTUFN�

5IF QSPQPTFE &.4 JT DPNQPTFE PG UXP MFWFMT� 5IF IJHI�MFWFM DBMDVMBUFT B SFGFSFODF 40$
USBKFDUPSZ GSPN FMFWBUJPO BOE TQFFE QSPaMFT� 5P BDIJFWF BDDFQUBCMF DPNQVUBUJPO UJNF XJUI
SFBTPOBCMF BDDVSBDZ
 B TJNQMJaFE PQUJNJTBUJPO BMHPSJUIN IBT UP CF EFWFMPQFE� 5IJT XJMM
CF EPOF CZ TJNQMJGZJOH CPUI UIF WFIJDMF NPEFM BOE 1.1 PQUJNJTBUJPO BMHPSJUIN� "QBSU
GSPN UIF SFGFSFODF 40$ USBKFDUPSZ
 UIF SFTVMU PG HMPCBM 1.1 PQUJNJTBUJPO JT UIF PQUJNBM
FRVJWBMFODF GBDUPS VTFE GPS JOTUBOUBOFPVT )BNJMUPOJBO NJOJNJTBUJPO
 XIJDI XJMM CF EPOF
CZ UIF MPXFS�MFWFM DPOUSPM MPPQ�

5IF &' HFOFSBUFE GSPN UIF HMPCBM PQUJNJTBUJPO DBOOPU CF VTFE TPMFMZ BT B GFFEGPSXBSE
DPOUSPM
 CFDBVTF JU XBT DPNQVUFE VTJOH B TJNQMJaFE NPEFM BOE UIF SFBM TQFFE QSPaMF XJMM
UP TPNF FYUFOU BMXBZT EFWJBUF GSPN UIF QSFEJDUFE WBMVFT
 BDDPSEJOH UP SFBM�UJNF ESJWJOH
FWFOUT� "O JOBDDVSBUF &' XPVME SFTVMU FJUIFS JO EFQMFUJOH UIF CBUUFSZ UPP FBSMZ
 PS OPU GVMMZ
VTJOH UIF BWBJMBCMF FMFDUSJD FOFSHZ� 5IF IJHI�MFWFM DBMDVMBUJPO JT IPXFWFS UPP EFNBOEJOH
UP VQEBUF UIF &' CBTFE PO UIF DVSSFOU 40$ BOE SFTU PG UIF USJQ JO SFBM�UJNF BOE UIFSFGPSF
UIF MPXFS�MFWFM MPPQXJMM NBLF GFFECBDL DPSSFDUJPOT UP UIF &' CBTFE PO UIF EFWJBUJPOT GSPN
SFGFSFODF 40$�

4JNJMBS 40$�SFGFSFODF USBDLJOH VTJOH &$.4 XBT JNQMFNFOUFE JO <��>
 <��> BOE <��>�
<��> BTTVNFT B DPOTUBOU DIBSHF�TVTUBJOJOH SFGFSFODF
 OPU UBLJOH JOUP BDDPVOU BOZ EFWJ�
BUJPOT UISPVHIPVU� 8IJMF OP USJQ JOGPSNBUJPO CFGPSFIBOE JT OFDFTTBSZ
 BOZ MPOHFS SFDV�
QFSBUJPO SPVUF TFHNFOUT XJMM MFBE UP SFBDIJOH VQQFS 40$ DPOTUSBJOU
 SFTVMUJOH JO IBWJOH UP
EJTTJQBUF UIF SFTU PG UIF FOFSHZ WJB CSBLFT
 UIFSFCZ OPU FYQMPJUJOH UIF FOUJSF SFDVQFSBUJPO
QPUFOUJBM PG UIF SPVUF� 5IJT JT UBLFO JOUP BDDPVOU JO <��>
 XIFSF BQQSPYJNBUF WFMPDJUZ QSP�
aMF BOE SPVUF UPQPMPHZ JT PCUBJOFE GSPN BO POCPBSE OBWJHBUJPO TZTUFN
 BOE SFGFSFODF 40$
USBKFDUPSZ JT HFOFSBUFE XJUI RVBESBUJD QSPHSBNNJOH BMHPSJUIN� /FWFSUIFMFTT
 UIF BWFSBHF�
TQFFE TFHNFOUT BSF TUJMM RVJUF MBSHF BOE TFWFSBM IFVSJTUJD TJNQMJGZJOH BTTVNQUJPOT GPS UIF
SFGFSFODF DPNQVUBUJPO
 BSF NBEF�

<��> HFOFSBUFT B DIBSHF�EFQMFUJPO 40$�SFGFSFODF USBKFDUPSZ GPS B 1)&7 CBTFE PO EJWJE�
JOH B USJQ JOUP TFHNFOUT XJUI TJNJMBS ESJWJOH TUZMF BOE DBMDVMBUJOH UIF OFFEFE FOFSHZ PG
FBDI TFHNFOU� 5IJT MJOF UIFO BQQSPYJNBUFMZ SFTFNCMFT BO PQUJNBM DIBSHF EFQMFUJPO SBUF UP
QSFWFOU QSFNBUVSF CBUUFSZ EFQMFUJPO CFGPSF UIF FOE PG UIF USJQ� 0ìJOF�QSFDBMDVMBUFENBQT
XJUI WBMVFT GPS FBDI ESJWJOH TUZMF BSF OFFEFE GPS CPUI UIF GFFEGPSXBSE FRVJWBMFODF GBDUPST
BOE UIF FOFSHZ DPOTVNQUJPO WBMVFT GPS UIF SFGFSFODF USBKFDUPSZ DBMDVMBUJPO�

5IF QSPQPTFE &.4 EPFT OPU SFRVJSF BOZ PìJOF�QSFDBMDVMBUFE NBQT
 BTwDPNQBSFE UP
UIF QSFWJPVT JNQMFNFOUBUJPOTwB GBJSMZ EFUBJMFE PQUJNJTBUJPO QSPCMFN JT TPMWFE UP PCUBJO
B DMPTF�UP�PQUJNBM FRVJWBMFODF GBDUPS� "EEJUJPOBMMZ
 JO UIF BGPSFNFOUJPOFE XPSL
 POMZ GFX
UFTU USJQT BSF QSFTFOUFE� 4FWFSBM SPVUFT XJUI EJêFSFOU ESJWJOH UZQFT XJMM CF SFDPSEFE GPS UIF
QVSQPTFT PG UIJT XPSL BOE TFWFSBM USJQT PO FBDI PG UIF SPVUFT XJMM CF VTFE UP UFTU UIF TFOT�
JUJWJUZ UP JODPSSFDUMZ QSFEJDUFE TQFFE QSPaMF� 5IF NPEFM PG UIF WFIJDMF VTFE JT 1� QBSBMMFM
DPOaHVSBUJPO� /FWFSUIFMFTT
 aOEJOHT TIPVME CF BQQMJDBCMF UP BOZ WFIJDMF UPQPMPHZ
 BTTVN�
JOH B SFTQFDUJWFNPEFM JT VTFE� 5ISFF EFHSFFT PG FMFDUSJaDBUJPO DPOTJEFSFE BSF.)&7
)&7
BOE 1)&7� 5IF TJNVMBUJPO SFTVMUT PG FBDI DPOaHVSBUJPO XJMM CF DPNQBSFE UP BO PQUJNBM
%1 TPMVUJPO BOE B TJNQMF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ�

��
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5IF JEFB PG UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ JT UP aSTU DBMDVMBUF B UIFPSFUJDBMMZ� PQUJNBM 40$ USBKFDUPSZ
PG B QMBOOFE SPVUF BT B GVODUJPO PG ESJWFO EJTUBODF VTJOH B WFIJDMF NPEFM BOE QSFEJDUFE
ESJWJOH DPOEJUJPOT CFGPSF UIF TUBSU PG B USJQ� 4VCTFRVFOUMZ
 UIJT SFGFSFODF XPVME CF USBDLFE
EVSJOH UIF USJQ
 BEKVTUJOH SFBM�UJNF DPOUSPM BDDPSEJOHMZ�

5IF QSFNJTF GPS UIJT JT UP BOUJDJQBUF SFDVQFSBUJPO PQQPSUVOJUJFT DSFBUFE CZ CSBLJOH GSPN
IJHI TQFFE PS EFTDFOEJOH B IJMM
 BOE NBYJNJTF UIFJS QPUFOUJBM CZ VTJOH VQ FOFSHZ TUPSFE
JO CBUUFSJFT CFGPSFIBOE UP BWPJE IBWJOH UP EJTTJQBUF UIF FYDFTT UISPVHI GSJDUJPO CSBLFT JG
UIF 40$ SFBDIFT UIF VQQFS MJNJU� 4JNJMBSMZ
 LOPXJOH TFDUJPOT PG UIF USJQ XIFSF UIF FOHJOF
XPSLT XJUI MPXFS FëDJFODZ XPVME FOTVSF FOPVHI CBUUFSZ DIBSHF GPS UIF FMFDUSJD NPUPS UP
CF VTFE UIFSF� "MM UIJT TIPVME CF BDDPNQMJTIFEXIJMF BUUBJOJOH EFTJSFE 40$ MFWFM BU UIF FOE
PG UIF USJQ XJUIPVU EFQMFUJOH UIF CBUUFSZ UPP NVDI
 PS
 PO UIF PUIFS TJEF PG UIF TQFDUSVN

OPU FYQMPJU JUT GVMM QPUFOUJBM�

&WFO UIPVHI UIF UIFPSFUJDBMMZ PQUJNBM QSFEJDUFE 40$ USBKFDUPSZ XJMM OFWFS CF PQUJNBM
XJUI SFTQFDU UP SFBM�XPSME ESJWJOH
 UIF FêFDUT PG UIF BGPSFNFOUJPOFE PDDVSSFODFT TIPVME
TUJMM CF SFUBJOFE�

ɎɠɌ �)�<<�C$�

5P DBMDVMBUF UIF PQUJNBM 40$ USBKFDUPSZ PO B USJQ
 TQFFE BOE FMFWBUJPO QSPaMFT BSF OFFEFE�
'SPN UIFTF
 SFRVJSFE QPXFS JT DBMDVMBUFE BU FBDI JOTUBOU VTJOH B WFIJDMF NPEFM� #BTFE PO
UIF QSPaMFT BOE UIF WFIJDMF NPEFM
 UIF BJN JT UP EFUFSNJOF XIFUIFS UIJT QPXFS SFRVFTU
TIPVME CF NFU CZ UIF *$&
 &.
 PS UIFJS DPNCJOBUJPO�

#PUI UIF SPVUF QSPaMFT BOE WFIJDMF NPEFM JOUSPEVDF JOBDDVSBDJFT UP UIF QSFEJDUJPO
 BOE
UIFSFGPSF UIF HFOFSBUFE 40$ SFGFSFODF JT OPU PQUJNBM XJUI SFTQFDU UP UIF SFBM XPSME� 5IF
SPVUF JOBDDVSBDJFT BSF NBJOMZ FODPNQBTTFE JO UIF QSFEJDUFE TQFFE QSPaMF EVF UP UIF JO�
IFSFOUMZ SBOEPN OBUVSF PG USBëD
 XIFSFBT NPEFM JOBDDVSBDJFT DBO CF FJUIFS TJNQMJaDB�
UJPOT 	OPU UBLJOH JOUP BDDPVOU QBSBNFUFS WBSJBUJPOT XJUI UFNQFSBUVSF DIBOHFT
 CBUUFSZ
BHJOH
 USBOTJFOUT
 FUD�

 UP BDIJFWF BDDFQUBCMF DPNQVUBUJPO UJNF
 PS QBSBNFUFST TVDI BT
XJOE TQFFE
 SPMMJOH SFTJTUBODF BOE PUIFS QBSBNFUFST BêFDUFE CZ VODFSUBJOUZ�

"MM PG UIF BCPWFXJMM VMUJNBUFMZ MFBE UP EJêFSFOU QPXFS SFRVFTU PS DIBSHF EFQMFUJPO UIBO
QSFEJDUFE BOE UIF BMHPSJUIN OFFET UP CF SPCVTU UP UIJT CFIBWJPVS� )FODF
 UIF DPOUSPM DBM�
DVMBUFE GSPN UIF IJHI�MFWFM PQUJNJTBUJPO DBOOPU CF VTFE EJSFDUMZ BT B GFFEGPSXBSE GVODUJPO

�0QUJNBM XJUI SFTQFDU UP QSFEJDUJPO EBUB BOE TJNQMJaFE WFIJDMF NPEFM�

��
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&OFSHZ NBOBHFNFOU

3FBM�UJNF
USBDLJOH

)JHI�MFWFM
QSFEJDUJPO

3PVUF
QSPaMFT

40$SFG

TEFN u -PX�MFWFM
DPOUSPM MPPQT 7FIJDMF 40$

40$

#łĺƀŰį ɎɠɌ 1SPQPTFE TUSBUFHZ DPOUSPM MPPQ CMPDL EJBHSBN

PG ESJWFO EJTUBODF BOE B GFFECBDL MPPQ BU UIF MPXFS MFWFM OFFET UP CF JNQMFNFOUFE UP USBDL
UIF SFGFSFODF 40$� #MPDL EJBHSBN PG UIJT FOUJSF DPOUSPM MPPQ JT TIPXO JO 'JHVSF ����

5IF DIBMMFOHF JT
 UIFSFGPSF
 UP EFWFMPQ B DPNQVUBUJPOBMMZ FëDJFOU PQUJNJTBUJPO BMHPSJUIN
XJUI B TJNQMJaFENPEFM UP DBMDVMBUF SFGFSFODF 40$CFGPSF UIF USJQ JO B SFBTPOBCMF� UJNF BOE
UIFO DSFBUF B GFFECBDL MPPQ MPHJD GPS UIF MPXFS MFWFM UP USBDL JU JO SFBM�UJNF� 1SFEJDUFE SPVUF
QSPaMFT BSF BTTVNFE UP CF BMSFBEZ LOPXO CFGPSFIBOE BOE BSF OPU QBSU PG UIF BMHPSJUIN�
%FQFOEJOH PO UIF VTF DBTF
 TVDI QSPaMFT DBO CF PCUBJOFE GSPN B OBWJHBUJPO TZTUFN
 FDP�
ESJWJOH BMHPSJUINT
 PS QSFWJPVT USJQ EBUB�

Ɏɠɍ x�),�<� BI��<

*O UIJT UIFTJT
 FOFSHZ FëDJFODZwXIJDIVMUJNBUFMZ USBOTMBUFT JOUP GVFM DPOTVNQUJPOwCBTFE
PO BEWBOUBHFPVTMZ TQMJUUJOH QPXFS CFUXFFO *$& BOE &. JT PCTFSWFE� "DDPSEJOHMZ
 BNPEFM
UIBU DBQUVSFT UIF JNQPSUBOU FêFDUT
 CVU JT OPU VOOFDFTTBSJMZ DPNQMFY
 JT DSFBUFE� 5IJTNFBOT
NBUIFNBUJDBMMZ EFTDSJCJOH OFFEFE QPXFS GPS WFIJDMF PQFSBUJPO EVSJOH B USJQ BOE DPO�
TFRVFOU GVFM BOE CBUUFSZ DBQBDJUZ EZOBNJDT SFbFDUJOH UIF VTF PG FBDI VOJU GPS QSPQVMTJPO�

/VNFSPVT TJNQMJGZJOH BTTVNQUJPOT XFSF NBEF GPS UIF QVSQPTFT PG UIF UIFTJT BT UIF
BJN JT OPU UP SFbFDU SFBM�MJGF ESJWJOH JO BCTPMVUF UFSNT BOE WBMVFT
 CVU UP DPNQBSF CFIB�
WJPVS PG EJêFSFOU FOFSHZNBOBHFNFOU TUSBUFHJFT BQQMJFE UP UIF TBNF WFIJDMF� 5IJT JTNPTUMZ
BQQSPYJNBUJOH DFSUBJO QBSBNFUFST BT DPOTUBOU 	TVDI BT HFBSCPY FëDJFODZ
 SPUBUJPOBM�NBTT
DPFëDJFOU PS SPMMJOH SFTJTUBODF DPFëDJFOU

 XIJDI WBSZ TMJHIUMZ BT B GVODUJPO PG B EJêFSFOU
QBSBNFUFS�

5IFSNBM CFIBWJPVS PG DPNQPOFOUT 	FOHJOF
 CBUUFSJFT
 BOE CBUUFSZ MPBE GSPN BDDFTTPS�
JFT 	TVDI BT )7"$
 BSF OFHMFDUFE��

�"T DPNQMFUF USJQ PQUJNJTBUJPO BMHPSJUINT TVDI BT %1 XJUI WBSJPVT EFHSFFT PG NPEFM DPNQMFYJUZ DBO UBLF
TFWFSBM IPVST UP aOE PQUJNVN
 B TJNQMJaFE BMHPSJUIN OFFET UP CF EFWFMPQFE UP PCUBJO B OFBSMZ PQUJNBM SFTVMU JO
PSEFS PG TFDPOET�

�*O UIF SFBM XPSME
 OPU DPOTJEFSJOH BDDFTTPSJFT NBZ IPXFWFS JOUSPEVDF OFHBUJWF FêFDU PO UIF BMHPSJUINXIFO
UIF QSFEJDUFE USJQ UBLFT B TIPSUFS UJNF UIBO UIF BDUVBM USJQ
 MFBEJOH UP BEEJUJPOBM CBUUFSZ EJTDIBSHF
 BOE UIVT JU JT
SFDPNNFOEFE UP JNQMFNFOU BDDFTTPSJFT JO GVUVSF XPSL� "T UIJT EPFT OPU BMUFS UIF EJNFOTJPO PG UIF PQUJNJTBUJPO

DPNQVUBUJPOBM UJNF TIPVME OPU CF OPUBCMZ XPSTFOFE�

��
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cėĤŒį ɎɠɌ 5FTUFE WFIJDMF QBSBNFUFST

.)&7 )&7 1)&7
.BTT m ���� LH ���� LH ���� LH
#BUUFSZ DBQBDJUZ C

�"I �.�"I ��"I
	�.�� L8I
 	�.�� L8I
 	��.� L8I


#BUUFSZ OPNJOBM WPMUBHF V ��7 ���7 ���7
#BUUFSZ QBDL DPOaHVSBUJPO ��T�Q ��T�Q ��T�Q
&. OPNJOBM QPXFS PN �� L8 ��L8 ��L8
&. DPVQMJOH HFBS SBUJP iUD �.� � �
&. DPVQMJOH NFDIBOJDBM FëDJFODZ ηUD �.�� � �
&OHJOF /BUVSBMMZ BTQJSBUFE 4* ���- �� L8
3PMMJOH SFTJTUBODF DPFëDJFOU f �.���
%SBH DPFëDJFOU cx �.��
'SPOUBM BSFB Ax �N�

3PUBUJPOBM�NBTT DPFaDJFOU δ �.�
*OWFSUFS FëDJFODZ ηJ �.��
(FBSCPY HFBS SBUJPT iH 3.78, 2.05, 1.28, 0.94, 0.78, 0.67
'JOBM ESJWF HFBS SBUJP iGE �.��
%SJWFUSBJO NFDIBOJDBM FëDJFODZ ηE �.��
5JSF EZOBNJD SPMMJOH SBEJVT rE �.�N
(SBWJUBUJPOBM BDDFMFSBUJPO g �.��NT−�

"JS EFOTJUZ ρB �.��� LHN−�

*OJUJBM 40$ ξ0 �.� �.� �.�
'JOBM 40$ ξf �.� �.� �.�
6QQFS 40$ MJNJU ξIJHI �.� �.� �.�
-PXFS 40$ MJNJU ξMPX �.� �.� �.�

ɎɠɍɠɌ xįĿłĥŒį �ŠřĹłĺƀŰėŻłŠř

5IFNPEFM SFQSFTFOUT B QBSBMMFM IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMF JO 1� DPOaHVSBUJPO 	'JH� ���
� 5ISFF
WFIJDMFT XJUI EJêFSFOU EFHSFFT PG IZCSJEJTBUJPO 	.)&7
 )&7 BOE 1)&7
 BSF TUVEJFE BOE
IFODF UISFF TFUT PG EBUB MJTUFE JO 5BCMF ���XFSF VTFE UP SFQSFTFOU FBDI WFIJDMF� 5IF)&7BOE
1)&7 IBWF UIF TBNF �� L8 &. DPOaHVSBUJPO NPVOUFE PO UIF JOQVU TIBGU PG UIF HFBSCPY

XJUI UIF 1)&7 IBWJOH B TJHOJaDBOUMZ MBSHFS CBUUFSZ�

5IF.)&7IBT B TNBMMFS �� L8&. DPVQMFE UP UIF HFBSCPY JOQVU TIBGU XJUI B HFBS SBUJP
PG ��� UP JODSFBTF UPSRVF BU UIF XIFFMT� $POUSBSZ UP UIF UZQJDBM #4( DPOaHVSBUJPO
 UIBOLT
UP UIF 1� UPQPMPHZ
 UIF .)&7 JT BMTP BMMPXFE UP ESJWF JO QVSF FMFDUSJD NPEF�

*O UFSNT PG CBUUFSZNBOBHFNFOU
 CPUI UIF.)&7BOE)&7PQFSBUF JO B DIBSHF�TVTUBJOJOH
NPEF BU ��� 40$
XIFSFBT UIF 1)&7 JT BMMPXFE UP EJTDIBSHF JUT CBUUFSZ GSPN ��� UP ���

CFGPSF TXJUDIJOH UP DIBSHF�TVTUBJOJOH NPEF�

Ɏɠɍɠɍ YįůƀłŰįī cŰėĥŻłŠř #ŠŰĥį

" MPOHJUVEJOBM EZOBNJDT NPEFM JT FNQMPZFE UP EFTDSJCF UIF WFIJDMFrT NPUJPO� 5IF WFIJDMF
JT DPOTJEFSFE B QPJOU NBTT
 XIJDI JT CFJOH BDUFE VQPO CZ GPSDFT JO UIF MPOHJUVEJOBM EJS�
FDUJPO BT TIPXO JO 'JHVSF ���� 5IF QMBDFNFOU PG GPSDFT JO UIF aHVSF JT TPMFMZ TVQQPTFE UP

��
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RB

Fx

Rα

G

RG
α

#łĺƀŰį Ɏɠɍ -POHJUVEJOBM�EZOBNJDT WFIJDMF NPEFM�RB� BFSPEZOBNJD SFTJTUBODF
Rα� JODMJOF SFT�
JTUBODF
 Fx� USBDUJPO GPSDF
 RG� SPMMJOH SFTJTUBODF
 G� HSBWJUBUJPOBM GPSDF
 α� TMPQF BOHMF�

JMMVTUSBUF UIFJS OBUVSF
 BT UIFZ BSF DPOTJEFSFE UP BDU JO UIF DFOUFS PG NBTT� 5IF WFIJDMFrT
TQFFE EZOBNJDT BSF UIFO�

v̇(t) =
1

mδ
(Fx(t)−Rα(t)−RG(t)−RB (v(t))) 	���


XIFSF m JT UIF NBTT PG UIF WFIJDMF
 δ UIF SPUBUJPOBM�NBTT DPFëDJFOU
 UBLJOH JOUP BDDPVOU
UIF OFFE UP BDDFMFSBUF OPU POMZ UIF WFIJDMF CVU UIF SPUBUJPOBM DPNQPOFOUT PG UIF ESJWFUSBJO
BT XFMM� Fx JT UIF USBDUJPO GPSDF
 Rα SFTJTUBODF GSPN JODMJOF 	DPNQPOFOU PG HSBWJUBUJPOBM
GPSDFG

RG SPMMJOH SFTJTUBODF BOERB BFSPEZOBNJD SFTJTUBODF� *OEJWJEVBM SFTJTUBODF GPSDFT
BSF EFaOFE BT�

RB(t) =
1

2
ρBcxAxv

2(t)

Rα(t) = mgf TJO(α(t))
RG(t) = mgf DPT(α(t))

	���B

	���C

	���D


XIFSF cx JT UIF ESBH DPFëDJFOU
 Ax UIF WFIJDMF GSPOUBM TVSGBDF BSFB
 g HSBWJUBUJPOBM BDDFM�
FSBUJPO
 f UIF SPMMJOH DPFëDJFOU BOE α UIF TMPQF BOHMF� #FDBVTF UIF JOQVU JT TQFFE WBMVFT
DPMMFDUFE XJUI B DFSUBJO UJNFTUFQ ∆t
 	���
 CFDPNFT�

∆v(t)

∆t
=

1

mδ
(Fx(t)−Rα(t)−RG(t)−RB(v(t))) 	���


GSPN XIJDI UIF SFRVJSFE USBDUJPO GPSDF BU FBDI JOTUBOU DBO CF PCUBJOFE�

Fx(t) = mδ
∆v(t)

∆t
+Rα(t) +RG(t) +RB(v(t)) 	���


ɎɠɍɠɎ �ŰłƐįŻŰėłř

5SBDUJPO GPSDF Fx BU UIF XIFFMT JT QSPWJEFE CZ UIF DPNCJOBUJPO PG *$& BOE &. UPSRVF
	'JH� ���
�

Fx(t) = (TF(t) + TN(t)iUDηUD) iH(t) iGE ηE rE 	���

XIFSF iH JT UIF HFBSCPY SBUJP
 iGE UIF aOBM ESJWF SBUJP
 ηE = ηH ηGE UIF DPNCJOFE NFDIBOJDBM
FëDJFODZ PG UIF HFBSCPY BOE aOBM ESJWF
 BOE rE JT UIF EZOBNJD SPMMJOH SBEJVT PG UIF UJSF�
$POTUBOUT iUD BOE ηUD BSF UIF HFBS SBUJP BOE FëDJFODZ PG UIF UPSRVF DPVQMJOH PG UIF &. UP
UIF ESJWFMJOF SFTQFDUJWFMZ� 5IF UPSRVF DPVQMF HFBS SBUJP BMTP DPVQMFT BOHVMBS WFMPDJUZ PG UIF

��
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Fx/2

Fx/2

iG, ηG
iH, ηH

rE

TF

TN, iUD, ηUD

#łĺƀŰį ɎɠɎ %SJWFUSBJO NPEFM

&. BOE UIF *$& CZ�
ωF(t) =

ωN(t)
iUD

= ω(t) 	���


XIFSF ω JT UIF BOHVMBS WFMPDJUZ PG UIF HFBSCPY JOQVU TIBGU� 5IF FêFDUT PG UJSF TMJQ BSF OFH�
MFDUFE
 UIFSFGPSF ω DBO CF PCUBJOFE EJSFDUMZ GSPN UIF WFIJDMF TQFFE�

ω(t) =
v(t) iH(t) iGE

rE
	���


$PNCJOJOH 	���
 BOE 	���

 EFNBOEFE UPSRVF BU UIF HFBSCPY JOQVU TIBGU UIBU OFFET UP
CF QSPWJEFE CZ UIF DPNCJOBUJPO PG UIF &. BOE UIF *$& BU FBDI JOTUBOU DBO CF DBMDVMBUFE�

TEFN(t) = TF(t) + TN(t)iUDηUD =
mδ∆v(t)

∆t +Rα(t) +RG(t) +RB(v(t))
iH(t) iGE ηE rE

	���


Ɏɠɍɠɏ �ėŻŻįŰƗ

5IF CBUUFSZ DIBSHF EZOBNJDT BSF B GVODUJPO PG bPXJOH DVSSFOU�

ξ̇(t) = −I(t)

C
	���


XIFSF I JT UIF DVSSFOU bPXJOH GSPN PS UP UIF CBUUFSZ 	QPTJUJWF XIFO CBUUFSZ JT CFJOH EJT�
DIBSHFE
 BOE C JT UIF CBUUFSZ DIBSHF DBQBDJUZ�

6TJOH JOUFSOBM SFTJTUBODF CBUUFSZ NPEFM 	'JH� ���

 UIF DVSSFOU DBO CF PCUBJOFE GSPN

+

−

I

R(ξ)

V0(ξ)
PC

#łĺƀŰį Ɏɠɏ *OUFSOBM SFTJTUBODF CBUUFSZ NPEFM� V0� PQFO�DJSDVJU WPMUBHF
 R� JOUFSOBM SFTJTUBODF

PC� CBUUFSZ JOQVU�PVUQVU QPXFS�

��
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QPXFS PC HPJOH UP�GSPN UIF CBUUFSZ CZ TPMWJOH UIF GPMMPXJOH RVBESBUJD FRVBUJPO�

R(ξ(t))I(t)2 − V0(ξ(t))I(t) + PC(t) = 0 	����


XIFSF R JT UIF CBUUFSZ JOUFSOBM SFTJTUBODF BOE V0 UIF PQFO�DJSDVJU WPMUBHF
 CPUI PG XIJDI
WBSZ XJUI 40$ MFWFM 	'JH� ���
� &RVBUJPO 	����
 JT FTTFOUJBMMZ QPXFS FRVJMJCSJVN XJUI UIF
UFSN RI2 SFQSFTFOUJOH IFBU MPTTFT EVF UP JOUFSOBM SFTJTUBODF
 XIJDI JT IJHIFS XIJMF DIBS�
HJOH UIF CBUUFSZ 	'JH� ���C

 SFTVMUJOH JO IJHIFS MPTTFT�

I(t) =
V0(ξ(t))±

√
V 2
0 (ξ(t))− 4R(ξ(t))PC(t)
2R(ξ(t))

	����


0OMZ UIF SPPU XJUI NJOVT TJHO JT QIZTJDBMMZ GFBTJCMF� 5IJT FRVBUJPO BMTP EFaOFT UIF CBUUFSZ
QPXFS MJNJUT
 CFDBVTF UIF TRVBSF SPPU QBSU IBT UP CF HSFBUFS UIBO [FSP�

PC,NJO(ξ(t)) ≤ PC(t) ≤ PC,NBY(ξ(t)) 	����


0.2 0.4 0.6 0.8

3.6

3.8

4

ξ (−)

V
0
(7

)

ė 0QFO DJSDVJU WPMUBHF

0.2 0.4 0.6 0.8

1.2

1.4

ξ (−)

R
(N

Ω
)

%JTDIBSHF
$IBSHF

Ĥ *OUFSOBM SFTJTUBODF

#łĺƀŰį Ɏɠɐ #BUUFSZ DFMM QBSBNFUFST BT B GVDOUJPO PG 40$ 	QSJTNBUJD MJUIJVN�JPO BU �� �$)�

#BUUFSZ�QBDL PQFO�DJSDVJU WPMUBHF BOE JOUFSOBM SFTJTUBODFXFSF PCUBJOFE CZ TDBMJOHQBSB�
NFUFST PG B SFGFSFODF QSJTNBUJD MJUIJVN�JPO CBUUFSZ DFMM 	'JH� ���
 BDDPSEJOH UP UIF CBUUFSZ
QBDL DPOaHVSBUJPO VTJOH 0INrT BOE ,JSDIPêrT MBXT�

V0Q = s V0D

RQ =
s

p
RD

	����B

	����C


XIFSF s JT UIF OVNCFS PG DFMMT JO UIF CBUUFSZ QBDL DPOOFDUFE JO TFSJFT BOE p JO QBSBMMFM�
*OEFY Q EFOPUFT QBSBNFUFST PG UIF CBUUFSZ QBDL BOE JOEFY D UIF QBSBNFUFST PG B DFMM� 5P
PCUBJO WBMVFT GPS EJêFSFOU CBUUFSZ DBQBDJUZ
 UIF DFMMrT JOUFSOBM SFTJTUBODF XBT TDBMFE VTJOH
GPSNVMB <��>�

R∗ = RD
CD
C∗ 	����


XIFSF UIF JOEFY c EFOPUFT DFMMrT QBSBNFUFST BOE ∗ UIF SFRVJSFE QBSBNFUFST�

��
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Ɏɠɍɠɐ �ŒįĥŻŰłĥ BėĥĿłřį

#BUUFSZ QPXFS DBO CF GVSUIFS RVBOUJaFE CZ QPXFS ESBXO CZ UIF &. PN�

PC(t) =
PN(t)

η
THOPN(t)
J

=
TN(t)ωN(t)

(ηJ ηN(TN(t),ωN(t)))
THOTN(t)

	����


XIFSF ηJ JT UIF QPXFS JOWFSUFS FëDJFODZ BOE ηN UIF &. FëDJFODZ EFQFOEJOH PO JUT PQFS�
BUJOH QPJOU 	'JH� ���
� .FDIBOJDBM QPXFS JT SFQSFTFOUFE CZ UPSRVF QSPWJEFE CZ UIF &. TN
BOE JUT BOHVMBS WFMPDJUZ ωN XIJDI BSF TVCKFDU UP DPOTUSBJOUT�

TN,NJO(ωN(t)) ≤ TN(t) ≤ TN,NBY(ωN(t))

0 ≤ ωN(t) ≤ ωN,NBY

	����

	����
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31. (NJO−�)

T
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)
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31. (NJO−�)

T
N
(/

N
)

Ĥ �� L8 &. GPS .)&7

#łĺƀŰį Ɏɠɑ &ëDJFODZ NBQT BOE NBYJNVN UPSRVF DVSWFT PG UIF FMFDUSJD NBDIJOFT

Ɏɠɍɠɑ �řĺłřį

5IF NPEFM PG UIF FOHJOF UBLFT JOUP BDDPVOU GVMM MPBE DVSWF BOE CSBLF�TQFDJaD GVFM DPO�
TVNQUJPO CBTFE PO FOHJOF UPSRVF TF BOE BOHVMBS WFMPDJUZ ωF 	'JH� ���

 XIJDI BSF TVCKFDU
UP DPOTUSBJOUT�

0 ≤ TF(t) ≤ TF,NBY(ωF(t))

ωF,NJO ≤ ωF(t) ≤ ωF,NBY

	����

	����


'VFM DPOTVNQUJPO JT UIFO EFaOFE BT�

ṁG(t) = TF(t) ωF(t) #4'$ (TF(t),ωF(t)) 	����


5IF FOHJOF JT DPOTJEFSFE XBSNFE�VQ EVSJOH PQFSBUJPO BOE OP BEEJUJPOBM UFNQFSBUVSF
CFIBWJPVS JT NPEFMFE� "T UIJT UIFTJT GPDVTFT PO FOFSHZ FëDJFODZ POMZ
 QPMMVUBOU FNJTTJPOT
IBWF OPU CFFO JODMVEFE JO UIF NPEFM�

��
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31. (NJO−�)

T
F(

/
N
)

#łĺƀŰį Ɏɠɒ #4'$ NBQ 	JO H/L8I
 BOE GVMM MPBE DVSWF PG UIF JOUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF

Ɏɠɍɠɒ ]ĿłĹŻłřĺ

8IJMF JO UFSNT PG JEFBM GVFM DPOTVNQUJPO
 HFBS TIJGUJOH XPVME CF JODMVEFE JO UIF PQUJN�
JTBUJPO
 CFDBVTF JU BêFDUT UIF &. BOE *$& FëDJFODZ
 BO JOEFQFOEFOU TIJGUJOH MPHJD JT JN�
QMFNFOUFE JOTUFBE� 5IFSF BSF TFWFSBM SFBTPOT GPS UIJT� 5IF PCWJPVT POF JT BO BEEJUJPOBM
TJHOJaDBOU DPNQVUBUJPOBM CVSEFO
 IPXFWFS
 NBJOMZ
 UIF PCKFDUJWF IFSF JT UP DPNQBSF FG�
GFDUT PG QMBOOFE�USJQ JOGPSNBUJPO LOPXMFEHF XJUI B TJNQMF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ JO PUIFS�
XJTF JEFOUJDBM DPOEJUJPOT
 UIFSFGPSF EJêFSFOU HFBS TIJGUJOH XPVME POMZ BEE JSSFMFWBOU JO�
DPOTJTUFODJFT UP UIF SFTVMUT� 5IF QSFEJDUFE SPVUF BMTP IBT EJêFSFOU UPSRVF SFRVJSFNFOUT BU
FBDI JOTUBOU UIBO JO SFBM ESJWJOH
 XIJDI XPVME SFTVMU JO UIF PQUJNJTFE HFBS CFJOH MBSHFMZ
TVCPQUJNBM PS FWFO JOGFBTJCMF XJUI SFTQFDU UP FOHJOF MJNJUT�

5IF MPHJD JNQMFNFOUFE IFSF JT UIFSFGPSF CBTFE PO 8-51 TIJGUJOH TUSBUFHZ <��>
 XIJDI
FTTFOUJBMMZ JNQPTFT UIF IJHIFTU HFBS QPTTJCMF CBTFE PO JOTUBOUBOFPVT EFNBOEFE QPXFS
BOE BWBJMBCMF FOHJOF QPXFS JO FBDI HFBS
 BT MPOH BT UIF NJOJNVN BOE NBYJNVN FOHJOF
31. MJNJUT BSF OPU WJPMBUFE� 5IJT NFBOT UIBU JO UFSNT PG TIJGUJOH
 UIF WFIJDMF CFIBWFT BT
B DPOWFOUJPOBM *$& WFIJDMF XJUIPVU BOZ &.� 8IJMF TLJQQJOH HFBST EVSJOH BDDFMFSBUJPO JT
OPU BMMPXFE JO 8-51 BOE HFBS DBO CF DIBOHFE POMZ BGUFS � TFDPOET
 OP TVDI SVMFT BSF
JNQMFNFOUFE IFSF GPS TJNQMJDJUZ BOE JSSFMFWBODZ UP UIF SFTVMUT�

8IFO EFNBOEFE UPSRVF JT MFTT UIBO PS FRVBM UP [FSP
 UIF FOHJOF JT DPOTJEFSFE TIVU Pê�

ɎɠɎ IVc,B�< �ICcYI< VYI�<�B

4JODF UIF PCTFSWFE CFIBWJPVS JT GVFM DPOTVNQUJPO
 UIF BJN JT UP aOE BO PQUJNBM DPOUSPM V∗

BU FBDI JOTUBOU UP NJOJNJTF UIF QFSGPSNBODF NFBTVSF

J(V) =
∫ tf

t0

ṁf (V(t), t)Et 	����


��
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SFQSFTFOUJOH GVFM DPOTVNQUJPO PWFS UIF FOUJSF USJQ
 TVCKFDU UP DPOTUSBJOUT TQFDJaFE JO 4FD�
UJPO ����

ξMPX ≤ ξ(t) ≤ ξIJHI
PC,NJO(ξ(t)) ≤ PC(t) ≤ PC,NBY(ξ(t))

TN,NJO(ωN(t)) ≤ TN(t) ≤ TN,NBY(ωN(t))

0 ≤ ωN(t) ≤ ωN,NBY
0 ≤ TF(t) ≤ TF,NBY(ωF(t))

ωF,NJO ≤ ωF(t) ≤ ωF,NBY

	����B

	����C

	����D

	����E

	����F

	����G


XJUI aYFE TUBUF BOE UJNF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT�

t0 = 0, tf = T

ξ(t0) = ξ0, ξ(tf ) = ξf

	����

	����


XIFSF T JT UIF EVSBUJPO PG UIF USJQ� 7FIJDMF TQFFE JT HJWFO CZ UIF JOQVU TQFFE QSPaMF BOE
UIFSFGPSF UIF POMZ DPOUSPMMFE TUBUF WBSJBCMF BT QBSU PG UIF PQUJNJTBUJPO JT ξ�

Ẏ(t) = [ξ̇(t)] 	����


XIJDI JT VMUJNBUFMZ BêFDUFE CZ UIF QPXFS PG UIF &.
 XIJDI EFUFSNJOFT UIF DVSSFOU bPX JO
BOE PVU PG UIF CBUUFSZ� #FDBVTF JOEFQFOEFOU TIJGUJOH TUSBUFHZ CBTFE PO WFIJDMF TQFFE BOE
UPUBM EFNBOEFE UPSRVF JT JNQMFNFOUFE
 UIF POMZ DPOUSPM WBSJBCMF JT UIF UPSRVF QSPWJEFE
CZ UIF &.�

V(t) = [TN(t)] 	����

XIJDI BMTP EFUFSNJOFT UIF UPSRVF UIBU IBT UP CF QSPWJEFE CZ UIF *$&�

TF(t) = TEFN(t)− TN(t) iUD ηUD 	����


NBLJOH UIF QFSGPSNBODF NFBTVSF

J(TN) =
∫ T

0
TF(TN(t), t) ω(t) #4'$ (TF(TN(t), t),ω(t))Et 	����


" UFSN UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF FOFSHZ BOE UJNF SFRVJSFE UP UVSO UIF FOHJOF PO DPVME
CF JODMVEFE JO UIF QFSGPSNBODF NFBTVSF UP QSFWFOU UIF WFIJDMF GSPN TXJUDIJOH NPEFT UPP
PGUFO BOE FOTVSF ESJWBCJMJUZ BOE DPNGPSU� 8IJMF UIJT GBDUPS TIPVME CF DPOTJEFSFE JO SFBM�
MJGF JNQMFNFOUBUJPO
 JU JT OFHMFDUFE GPS UIF QVSQPTFT PG UIJT UIFTJT
 BT OPOF PG UIF DPNQBSFE
NFUIPET QFOBMJTF TVDI CFIBWJPVS
 BOE UIFSFGPSF JU TIPVME OPU BêFDU UIF SFTVMUT JO SFMBUJWF
UFSNT�

ɎɠɎɠɌ �ŠřŴŻŰėłřŻŴ

5IF TIJGUJOH MPHJD BMSFBEZ FOTVSFT UIBU UIF FOHJOF TQFFE DPOTUSBJOU 	����G
 JT TBUJTaFE� #F�
DBVTF &. TQFFE JT MJOLFE UP FOHJOF TQFFE BOE IBT XJEFS 31. SBOHF
 	����E
 JT BVUPNBU�
JDBMMZ TBUJTaFE BT XFMM�

5IF SFNBJOJOH DPOTUSBJOUT UIBU OFFE UP CF UBLFO JOUP BDDPVOU EVSJOH PQUJNJTBUJPO BSF
UIF TUBUF JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOU 	����B

 DPOUSPM WBSJBCMF JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUT 	����C
 ����D

BOE UIF FOHJOF UPSRVF DPOTUSBJOU 	����F

 XIJDI UISPVHI 	����
 JOEJSFDUMZ JNQPTFT B MJNJU

��
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PO UIF DPOUSPM WBSJBCMF TN� 5IF &. UPSRVF TNJT UIFSFGPSF CPVOEFE BU FBDI JOTUBOU CZ UIF
&.rT NBYJNVN UPSRVF DVSWF
 NBYJNVN 	NJOJNVN
 CBUUFSZ QPXFS BOE GVMM MPBE DVSWF PG
UIF *$&� 5IF TUBUF JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUT XJMM CF BEESFTTFE NPSF JO�EFQUI JO 4FDUJPO ������

ɎɠɎɠɍ ]ŠŒƀŻłŠř

4PNF NFUIPET UIBU DBO CF VTFE UP TPMWF UIF TFU VQ PQUJNBM DPOUSPM QSPCMFN BSF CSJFbZ JO�
USPEVDFE JO 4FDUJPO ������ %1 XJMM VMUJNBUFMZ CF VTFE GPS BMM UFTUFE SPVUFT BT B CFODINBSL

IPXFWFS
 aOEJOH TPMVUJPO UIJT XBZ SFRVJSFT B MPU PG UJNF BOE DBOOPU CF JNQMFNFOUFE JO
UIF DPOUSPM BMHPSJUIN GPS SFBM�XPSME ESJWJOH� 5IFSFGPSF
 GPS UIF IJHI�MFWFM SFGFSFODF 40$
USBKFDUPSZ HFOFSBUJPO
 B TJNQMJaFE 1.1 BMHPSJUIN XJMM CF VTFE
 EVF UP JUT DPNQVUBUJPOBM
FëDJFODZ� "EEJUJPOBMMZ
 UIF SFTVMU PG 1.1 PQUJNJTBUJPO JT OPU POMZ UIF SFGFSFODF 40$ USB�
KFDUPSZ CVU BMTP UIF SFGFSFODF DPTUBUF 	FRVJWBMFODF GBDUPS

 XIJDI DBO CF TVCTFRVFOUMZ VTFE
GPS UIF MPXFS�MFWFM JOTUBOUBOFPVT DPOUSPM MPHJD UP USBDL UIF 40$ SFGFSFODF�

Ɏɠɏ ),$)ɰ<�x�< cY�8��cIY� $�C�Y�c,IC

5IF 1.1 VTFE UP TPMWF UIF PQUNJBM DPOUSPM QSPCMFN GSPN 4FDUJPO ��� JT GPSNVMBUFE CBTFE
PO WBSJBUJPOBM BQQSPBDI GPS aOEJOH FYUSFNB PG B GVODUJPOBM

J(V) =
∫ tf

t0

g(Y(t),V(t), t)Et 	����


TVCKFDU UP TUBUF EJêFSFOUJBM FRVBUJPO DPOTUSBJOUT

Ẏ(t) = B(Y(t),V(t), t) 	����


VTJOH UIF -BHSBOHF NVMUJQMJFS NFUIPE� *O B DPOUSPM QSPCMFN XIFSF BENJTTJCMF DPOUSPMT
BSF CPVOEFE BOE aOBM TUBUF BOE UJNF BSF aYFE
 UIF 1.1 TUBUFT OFDFTTBSZ DPOEJUJPOT GPS
PQUJNBM DPOUSPM V∗ BOE PQUJNBM TUBUF USBKFDUPSZ Y∗�

Ẏ(t) = ∂H

∂Q (Y�(t),V�(t),Q�(t), t)

Q̇(t) = −∂H

∂Y (Y�(t),V�(t),Q�(t), t)
H (Y�(t),V�(t),Q�(t), t) ≤H (Y�(t),V(t),Q�(t), t)

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∀t ∈ [t0, tf ]

	����B


	����C

	����D


XIFSF H JT UIF )BNJMUPOJBO
 XIJDI JT UIF QFOBMUZ GVODUJPO BVHNFOUFE CZ -BHSBOHF NVM�
UJQMJFST Q BOE TUBUF DPOTUSBJOUT B�

H (Y(t),V(t),Q(t), t) ! g(Y(t),V(t), t) + QT (t)[B(Y(t),V(t), t)] 	����


*O PUIFS XPSET
 UIF )BNJMBUPOJBO JT NJOJNJTFE 	����D
 BU FBDI JOTUBOU GPS BMM t ∈ [t0, tf ] BOE
GPS BMM BENJTTJCMF DPOUSPMTVXIJMF TBUJTGZJOH UIF TUBUF 	����B
 BOE DPTUBUF 	����C
 FRVBUJPOT�

"QQMZJOH UIF QSFWJPVTMZ TFU VQ DPOUSPM QSPCMFNXJUI POF TUBUF BOE POF DPOUSPM WBSJBCMF

UIF WFDUPST CFDPNF POF�EJNFOTJPOBM� 5IF TZTUFN JT EFTDSJCFE CZ EJêFSFOUJBM FRVBUJPO

Ẏ(t) = ξ̇(t) = −I(t)

C
	����


��
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DPOUSPMMFE CZ DPOUSPM WBSJBCMF
V(t) = TN(t) 	����


XJUI QFSGPSNBODF NFBTVSF

J(TN) =
∫ tf

t0

ṁf (TN(t), t)Et 	����


NBLJOH UIF )BNJMUPOJBO

H (ξ(t), TN(t), p(t), t) = ṁf (TN(t), t) + p(t)[ξ̇(ξ(t), TN(t), t)] 	����


XIFSF p JT B -BHSBOHF NVMUJQMJFS LOPXO BT UIF DPTUBUF XIPTF EZOBNJDT BSF EFTDSJCFE CZ

ṗ(t) = −∂H
∂ξ

(ξ(t), TN(t), p(t), t) 	����


BOE XIPTF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BSF VOLOPXO
 CFDBVTF UIF aOBM TUBUF JT OPU JODMVEFE JO
UIF QFOBMUZ GVODUJPO <��>� 5IF JOJUJBM WBMVF PG p IBT UP CF LOPXO UP PCUBJO PQUJNBM DPOUSPM
BU FBDI JOTUBOU VTJOH 	����D

 BOE UIFSFGPSF UIF HPBM PG UIF PQUJNJTBUJPO JT UP PCUBJO UIJT
WBMVF�

#FDBVTF UIJT JT B IJHIMZ OPOMJOFBS UXP�QPJOU CPVOEBSZ QSPCMFN
 JU DBOOPU CF TPMWFE
BOBMZUJDBMMZ BOE OVNFSJDBM NFUIPET IBWF UP CF FNQMPZFE UP TPNF FYUFOU�

ɎɠɏɠɌ VŰŠĤŒįŘ ]łŘŭŒłĹłĥėŻłŠř

"GUFS QMVHHJOH JO UIF FRVBUJPOT GSPN UIF WFIJDMF NPEFMw	����
 GPS UIF CBUUFSZ EZOBNJDT
BOE 	����
 GPS UIF GVFM DPOTVNQUJPOwUIF )BNJMUPOJBO CFDPNFT

H (ξ(t), TN(t), p(t), t) = TF(TN(t), t) ω(t) #4'$ (TF(TN(t), t),ω(t))−

− p(t)
V0(ξ(t))−

√
V 2
0 (ξ(t))− 4R(ξ(t))PC(TN(t))
2R(ξ(t))C

	����


#FDBVTF JOUFSOBM SFTJTUBODF BOE PQFO�DJSDVJU WPMUBHF EFQFOE PO 40$
 UIF CBUUFSZ ESPQ EPFT
OPU POMZ EFQFOE PO UIF DPOUSPM WBSJBCMF CVU UIF TUBUF WBSJBCMF BT XFMM� 5IFSFGPSF
 UIF QBSUJBM
EFSJWBUJWF 	����
 JT OPO�[FSP BOE UIF EJêFSFOUJBM FRVBUJPO GPS UIF DPTUBUF p OFFET UP CF
TPMWFE BU FWFSZ UJNF TUFQ� )PXFWFS
 BT DBO CF TFFO JO 'JHVSF ���
 UIF CBUUFSZ QBSBNFUFSTr
EFQFOEFODZ PO 40$ JT OPU WFSZ TUFFQ JO UIF PQFSBUJOH SBOHF 	FTQFDJBMMZ GPS )&7T BOE
.)&7T
 BOE DBO CF DPOTJEFSFE DPOTUBOU XJUIPVU PCUBJOJOH B TJHOJaDBOU FSSPS�

5IJT TJNQMJaFT UIF )BNJMUPOJBO UP

H (TN(t), p(t), t) = TF(TN(t), t) ω(t) #4'$ (TF(TN(t), t),ω(t))−

− p(t)
V0 −

√
V 2
0 − 4RPC(TN(t))
2RC

	����


BOE CFDBVTF JU JT OPX OPU EFQFOEFOU PO UIF WFIJDMF TUBUF
 UIF DPTUBUF CFDPNFT DPOTUBOU�

ṗ(t) = −∂H
∂ξ

(TN(t), p(t), t) = 0 	����


IPXFWFS
 JUT WBMVF JT TUJMM VOLOPXO BOE IBT UP CF JUFSBUFE GSPN BO JOJUJBM HVFTT�

��
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0QFSBUJOH SBOHF

0.2 0.4 0.6 0.8
0

1

2

3

4

ξ (−)

V
0
(7

)

ė 0QFO DJSDVJU WPMUBHF

0QFSBUJOH SBOHF

0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.5

1

1.5

ξ (−)

R
(N

Ω
)

%JTDIBSHF
$IBSHF

Ĥ *OUFSOBM SFTJTUBODF

#łĺƀŰį Ɏɠɓ #BUUFSZ QBSBNFUFS WBSJBUJPO JO UIF PQFSBUJOH 40$ SBOHF

Ɏɠɏɠɍ VŰŠĤŒįŘ ]ŠŒƀŻłŠř

'SPN 	����

 JU DBO CF TFFO UIBU UIF )BNJMUPOJBO JT FTTFOUJBMMZ B TVN PG QPXFS JO GVFM BOE
QPXFS JO FMFDUSJD DIBSHF XJUI p CFJOH B 	OFHBUJWF
 DPOTUBOU DPNQBSJOH UIF DPTU PG GVFM
UP UIF DPTU PG FMFDUSJDJUZ
 LOPXO BT UIF FRVJWBMFODF GBDUPS� 'PS UIJT SFBTPO
 NJOJNJTBUJPO PG
)BNJMUPOJBO JO UIJT GPSN JT SFGFSSFE UP BT UIF &RVJWBMFOU $POTVNQUJPO .JOJNJTBUJPO 4USBUFHZ
	&$.4
� 5IF QSPCMFN JT aOEJOH UIF WBMVF PG p
 XIJDI FODBQTVMBUFT UIF USJQ DIBSBDUFSJTUJDT
EFUFSNJOFECZ UIF TQFFE BOE UIF FMFWBUJPOQSPaMF TVDI BT FOHJOF PQFSBUJOHQPJOU FëDJFODZ

ESJWJOH BHHSFTTJWFOFTT
 BOE FOFSHZ SFDVQFSBUJPO QPUFOUJBM BMPOH B SPVUF�

*G UIF BCTPMVUF WBMVF PG p JT UPP MPX
 UIF UIFPSFUJDBM DPTU PG FMFDUSJD FOFSHZ JT DPOTJEFSFE
MPX
 MFBEJOH UP PWFSVTF PG FOFSHZ GSPN UIF CBUUFSJFT BOE OPU BDIJFWJOH DIBSHF�TVTUBJOJOH
PQFSBUJPO� 4JNJMBSMZ
 JG UIF BCTPMVUF WBMVF JT UPP IJHI
 GVFM FOFSHZ JT QSFGFSSFE
 OPU FYQMPJUJOH
BWBJMBCMF FMFDUSJD FOFSHZ BOE FOEJOH XJUI 40$ UIBU JT UPP IJHI� 5IJT CFIBWJPVS JT TIPXO JO
'JHVSF ���� &WFO TNBMM DIBOHFT JO p MFBE UP MBSHF EFWJBUJPOT GSPN UIF SFRVJSFE 40$ BU UIF
FOE PG UIF USJQ
 BOE UIFSFGPSF JU JT VOMJLFMZ UIJT WBMVF XJMM CF DPSSFDUMZ HVFTTFE XJUIPVU UIF
LOPXMFEHF PG UIF USJQ�

)PXFWFS
 B SFBTPOBCMF JOJUJBM HVFTT GPS UIF PQUJNJTBUJPO DBO CF NBEF CZ FYQMPJUJOH UIF
OBUVSF PG UIF )BNJMUPOJBO� 6TJOH UIF MPXFS IFBUJOH WBMVF PG GVFM BOE UIF CBUUFSZ QBSB�
NFUFST BMPOH XJUI BQQSPYJNBUF� BWFSBHF FëDJFODJFT PG FBDI QPXFS EFMJWFSZ TZTUFN
 CPUI
TVNNFE FYQSFTTJPOT DBO CF FRVBMJTFE UP UIF TBNF VOJU BOE UIFPSFUJDBM FOFSHZ DPTU�

H η̄F ṁG = C V η̄C ηJ η̄N ξ̇ 	����

3FBSSBOHJOH UIFO ZJFMET�

ṁG =
C V η̄C ηJ η̄N

H η̄F
ξ̇ = p0 ξ̇ 	����


8IFSF UIF WBMVF PG p0 DBO CF VTFE BT UIF JOJUJBM HVFTT� 5IJT IPXFWFS EPFT OPU UBLF JOUP
BDDPVOU TQFDJaD USJQ DIBSBDUFSJTUJDT
 BOE UIFSFGPSF JT VOMJLFMZ UP ZJFME PQUJNBM SFTVMU CZ
JUTFMG�

5IF USJQ JT UIFO EJTDSFUJTFE XJUI B QSFEFaOFE UJNF TUFQ BOE UIF WBMVF PG DPOUSPM TN
	GSPN PG BO BENJTTJCMF SBOHF
 UIBU NJOJNJTFT )BNJMUPOJBO BU FBDI TUFQ JT BQQMJFE� 5IF

�5SVF BWFSBHF FëDJFODJFT BSF OBUVSBMMZ VOLOPXO BT UIFZ BSF GVODUJPO PG MPBE
 UIFSFGPSF BQQSPYJNBUF WBMVFT
BSF VTFE�

��
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BENJTTJCMF SBOHF PG TN JT CBTFE PO EFNBOEFE UPSRVF
 &.rT NBYJNVN UPSRVF DVSWF
 NBY�
JNVN 	NJOJNVN
 CBUUFSZ QPXFS BOE GVMM MPBE DVSWF�

'JHVSF ��� JMMVTUSBUFT UIF FêFDU PG UIF FRVJWBMFODF GBDUPS p PO UIF NJOJNVN PG )BNJMUP�
OJBO GPS UXP EJêFSFOU EFNBOEFE UPSRVF WBMVFT� 8IFO UIF EFNBOEFE UPSRVF JT IJHI
 BOE
UIFSFGPSF *$& FëDJFODZ SFBTPOBCMZ IJHI
 JODSFBTJOH UIF DPTU PG FMFDUSJD FOFSHZ 	IJHIFS
BCTPMVUF p�WBMVF

 UIF MPDBUJPO PG UIF NJOJNVN NBLFT UIF WFIJDMF TXJUDI GSPN &.�POMZ
QSPQVMTJPO UP *$&�POMZ QSPQVMTJPO� 8IFSFBT XIFO UIF EFNBOEFE UPSRVF JT MPX
 XIJDI
XPVME SFTVMU JO MPX *$& FëDJFODZ
 JODSFBTJOH UIF DPTU PG FMFDUSJD FOFSHZ SFTVMUT JO UIF
WFIJDMF TIJGUJOH GSPN &.�POMZ QSPQVMTJPO UP *$& QSPQVMTJPO XIJMF TJNVMUBOFPVTMZ DIBS�
HJOH UIF CBUUFSZ
 PCUBJOJOH BO *$& PQFSBUJPO QPJOU XJUI IJHIFS FëDJFODZ�
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#łĺƀŰį Ɏɠɔ )BNJMUPOJBO GPS UXP EFNBOEFE UPSRVF WBMVFT BT B GVODUJPO PG p� %JTDPOUJOVJUJFT
BU [FSP BSF EVF UP UIF FêFDU PG MPTTFT BOE CBUUFSZ JOUFSOBM SFTJTUBODF CBTFE PO UIF EJSFDUJPO PG
QPXFS GSPN�UP UIF CBUUFSZ� %PUT EFOPUF NJOJNVN PG )BNJMUPOJBO� &YBNQMF GSPN B USJQ XJUI
PQUJNBM 	DIBSHF�TVTUBJOJOH
 p∗ = −0.35�

.JOJNJTJOH UIF )BNJMUPOJBO BU FBDI UJNF TUFQ SFTVMUT JO B 40$ USBKFDUPSZ BMPOH UIF
FOUJSF USJQ� #BTFE PO UIF EJêFSFODF CFUXFFO UIF SFTVMUJOH 40$ WBMVF BU UIF FOE PG UIF USJQ
ξ(tf ) BOE UIF SFRVJSFE aOBM 40$ WBMVF ξf 
 p JT VQEBUFE GPS UIF OFYU JUFSBUJPO VOUJM UIF
USBKFDUPSZ SFBDIFT SFRVJSFE ξ(tf ) �� 5IF JUFSBUJPO QSPDFTT UP BDIJFWF DIBSHF�TVTUBJOJOH 	ξ0 =
ξf
 PQFSBUJPO JT JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF �����

ɎɠɏɠɎ ]ŻėŻį ,řįůƀėŒłŻƗ �ŠřŴŻŰėłřŻŴ

'SPN 'JHVSF ����
 JU JT DMFBS UIBU JO UIF PQUJNBM DPOUSPM QSPCMFN EFTDSJCFE CZ 	����
 BOE
	����

 UIFSF JT OPUIJOH QSFWFOUJOH UIF WJPMBUJPO PG JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUT 	����B
 PG UIF
WFIJDMF TUBUF v CBUUFSZ 40$ CPVOET ξMPX BOE ξIJHI XIJDI UIF WFIJDMF TIPVME TUBZ JO 	UZQJD�
BMMZ ±��� GSPN SFRVJSFE WBMVF GPS DIBSHF�TVTUBJOJOH )&7T
� 5IF aOBM ξ USBKFDUPSZ JO 'JH�
VSF ���� EJE OPU WJPMBUF UIFTF DPOTUSBJOUT
 IPXFWFS
 UIF JTTVF CFDPNFT NPSF QSPNJOFOU PO
SPVUFT XJUI MPOH EFTDFOET PS XJUI WFIJDMFT XJUI TNBMM CBUUFSZ DBQBDJUZ 	TVDI BT .)&7T


XIPTF CPVOEBSJFT BSF FBTJMZ FYDFFEFE� 5IJT JT JMMVTUSBUFE JO 'JHVSF ����
 XIFSF UIF TBNF
SPVUF GSPN 'JHVSF ���� JT PQUJNJTFE GPS )&7 BOE .)&7 XJUIPVU BDUJWF TUBUF DPOTUSBJOUT�

/VNFSPVT BQQSPBDIFT GPS TPMWJOH 1.1 QSPCMFNTXJUI JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUT BSF HJWFO
JO <��>� 5IF JOEJSFDU BEKPJOJOH NFUIPE XBT VTFE IFSF GPS UIF )&7 PQUJNBM DPOUSPM QSPCMFN�

�4NBMM EFWJBUJPO ∆ξf = 0.003 JT BMMPXFE UP FOTVSF NBUIFNBUJDBM GFBTJCJMJUZ�

��
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#łĺƀŰį ɎɠɌɋ *UFSBUJPO QSPDFTT PG FRVJWBMFODF GBDUPS p GPS DIBSHF�TVTUBJOJOH PQFSBUJPO
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#łĺƀŰį ɎɠɌɌ 40$ USBKFDUPSZ GPS )&7 BOE .)&7

5IF JOFRVBMJUZ 	����B
 DBO CF SFQSFTFOUFE JO UIF GPSN I(t) ≥ ��

h1(t) = ξIJHI − ξ(t) ≥ 0

h2(t) = ξ(t)− ξMPX ≥ 0

	����B

	����C


*O UIF JOEJSFDU BEKPJOJOH NFUIPE
 QVSF TUBUF DPOTUSBJOUT 	UIBU EPOrU FYQMJDJUMZ EFQFOE
PO UIF DPOUSPM WBSJBCMF
 BSF EJêFSFOUJBUFE BT NBOZ UJNFT CFGPSF UIF DPOUSPM WBSJBCMF TN
BQQFBST FYQMJDJUMZ BOE UIFO BSF BEKPJOFE XJUI NVMUJQMJFS ν UP UIF PSJHJOBM )BNJMUPOJBO H
GPSNJOH -BHSBOHJBO L �
*O UIF DBTF PG 	����

 POMZ POF EJêFSFOUJBUJPO JT OFDFTTBSZ
 SFTVMUJOH JO�

h1
1(t) = −ξ̇(TN(t))

h1
2(t) = ξ̇(TN(t))

	����B

	����C


XIFSF UIF TVQFSTDSJQU � EFOPUFT aSTU EFSJWBUJWF� "VHNFOUJOH UIF )BNJMUPOJBO SFTVMUT JO

��
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-BHSBOHJBO

L (TN(t), p(t),ν(t), t) = H (TN(t), p(t), t) + ν(t)I1(TN(t)) =

= ṁG(TN(t), t) + (p(t)− ν1(t) + ν2(t)) ξ̇(TN(t))
	����


5IF DPOTUSBJOUT I SFEVDF UIF BENJTTJCMF DPOUSPM WBSJBCMF SFHJPO PO UIF CPVOEBSZ BT I1 ≥ �
IBT UP IPME USVF GPS 	����
 UP IPME USVF� "QQMJFE UP UIF)&7NPEFM
 UIJT USBOTMBUFT UP UIBU UIF
CBUUFSZ DBO POMZ CF EJTDIBSHFE 	ξ̇ ≤ 0
 XIJMF PO UIF VQQFS CPVOEBSZ BOE WJDF WFSTB� 5IF
PQUJNBM DPOUSPM JT DPOUSPM GSPN UIF OFX BENJTTJCMF SFHJPO UIBUNJOJNJTFT UIF)BNJMUPOJBO�

5IF DPTUBUF
ṗ(t) = −∂L

∂ξ
(TN(t), p(t),ν(t), t) = 0 	����


SFNBJOT DPOTUBOU BTL JT TUJMM OPU EFQFOEFOU PO UIF TUBUF WBSJBCMF ξ
 BOE UIFSFGPSF PCUBJOJOH
UIF USBKFDUPSZ PG ν JT OPU OFFEFE� )PXFWFS
 UIF KVNQ DPOEJUJPO TUBUFT UIBU UIF DPTUBUF NBZ
IBWF B EJTDPOUJOVJUZ BU FBDI UJNF τ UIF TUBUF SFBDIFT PS FYJUT UIF CPVOEBSZ�

p(τ+) = p(τ−)− η(τ)
∂I
∂ξ

(τ) 	����


XIFSF UIF τ+ BOE τ− EFOPUF UIF MFGU�IBOE TJEF BOE UIF SJHIU�IBOE TJEF MJNJUT
 SFTQFDUJWFMZ

BOE η JT UIF KVNQ QBSBNFUFS v B WFDUPS GPS FBDI QPJOU τi PG EJTDPOUJOVJUZ PG UIF DPTUBUF p�

"GUFS QMVHHJOH UIF EJêFSFOUJBUJPO PG I JOUP 	����

 UIF EJTDPOUJOVJUZ DPOEJUJPO CFDPNFT

p(τ+) = p(τ−)± η(τ) 	����


XIFSF UIF TJHO EFQFOET PO XIFUIFS UIF VQQFS PS UIF MPXFS CPVOEBSZ PG ξ JT SFBDIFE�
"MM UIJT NFBOT UIBU FWFSZ UJNF UIF 40$ SFBDIFT FJUIFS ξMPX PS ξIJHI
 UIF DPOTUBOU DPTUBUF

JT JODSFBTFE�EFDSFBTFE CZ BO VOLOPXO WBMVF η(τi) 	EJêFSFOU GPS FBDI DPOUBDU UJNF τi
� "U
UIF DPOUBDU UJNF
 I1 ≥ � IBT UP IPME USVF OPU UP WJPMBUF DPOTUSBJOUT�

#BTFE PO UIFTF DPOEJUJPOT
 UIF PSJHJOBM QSPCMFN PG aOEJOH p PWFS UJNF JOUFSWBM [0, T ]
JT CSPLFO EPXO JOUP aOEJOH PQUJNBM pi BU FBDI JOUFSWBM CFUXFFO UJNF QPJOUT τi
 XIFSF UIF
DPOTUSBJOUT BSF WJPMBUFE
 XIJDI SFTVMUT JO B p USBKFDUPSZ XJUI EJTDPOUJOVPVT KVNQT�

5IF QSPDFEVSF JT BT GPMMPXT� 'JSTUMZ
 UIF VODPOTUSBJOFE QSPCMFN JT TPMWFE� *G JU EPFT OPU
WJPMBUF 40$ DPOTUSBJOUT
 UIF TPMVUJPO JT DPOTJEFSFE PQUJNBM� *G UIF TUBUF DPOTUSBJOUT BSF WJ�
PMBUFE
 UJNF τi
 XIFSF UIF DPOTUSBJOU JT WJPMBUFE rUIF NPTUr 	GVSUIFTU GSPN UIF CPVOEBSZ
 JT
DPOTJEFSFE B DPOUBDU UJNF BOE UIFSFGPSF B QPJOU PG p�EJTDPOUJOVJUZ� #FDBVTF JU JT BNBYJNVN
	NJOJNVN

 JU JT DMFBS UIBU UIF DPOEJUJPO I1 ≥ � XJMM IPME USVF� "U UIJT UJNF τi
 UIF WBMVF
PG 40$ ξ(τi) JT TFU UP B WBMVF PG UIF CPVOEBSZ JU WJPMBUFT BT B CPVOEBSZ DPOEJUJPO GPS UXP
TVCQSPCMFNT
 CSFBLJOH EPXO UIF UJNF JOUFSWBM JOUP UXP 	[0, τi] BOE [τi, T ]
� 5IF PQUJNBM
QSPCMFN JT UIFO TPMWFE GPS FBDI PG UIF UXP TVCJOUFSWBMT XJUI CPVOEBSZ DPOEJUJPOT�

t10 = 0, t1f = τi, ξ(t10) = ξ0, ξ(t1f ) = ξIJHI�MPX
t20 = τi, t2f = T, ξ(t20) = ξIJHI�MPX, ξ(t1f ) = ξf

	����


PCUBJOJOH VOJRVF pi GPS FBDI POF� *G BGUFS UIJT UIF DPOTUSBJOUT BSF TUJMM WJPMBUFE BU B DFSUBJO
QPJOU
 UIF QSPDFEVSF JT SFQFBUFE
 TVCEJWJEJOH UIF JOUFSWBMT GVSUIFSXJUI QSFWJPVTMZ TFU 40$
CPVOEBSZ DPOEJUJPOT 	����
 BT aYFE�

*UFSBUFE ξ USBKFDUPSJFT JO UIJT GBTIJPO BSF TIPXO JO 'JHVSF ����
 XIFSF � JUFSBUJPOT XFSF
SFRVJSFE CFGPSF UIF DPOTUSBJOUT XFSF OPU WJPMBUFE BU BOZ QPJOU� /BUVSBMMZ
 NVMUJQMF JUFS�

��
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BUJPOT JODSFBTF UIF DPNQVUBUJPO UJNF PG UIF BMHPSJUIN
 IPXFWFS
 JO B MPU PG DBTFT
 UIF
TUBUF DPOTUSBJOUT BSF OPU WJPMBUFE 	IFODF OP BEEJUJPOBM JUFSBUJPOT BSF OFFEFE
� "EEJUJPO�
BMMZ
 DPNQVUBUJPO UJNF EFDSFBTFT SPVHIMZ MJOFBSMZ XIFO EFDSFBTJOH UIF UJNF TUFQT JOTJEF
BO JOUFSWBM
 NBLJOH PQUJNJTBUJPO PO TVCEJWJEFE JOUFSWBMT GBTUFS�

ξIJHI

ξMPX

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

ξ
(−

)

6ODPOTUSBJOFE
*UFSBUJPO �
*UFSBUJPO �
*UFSBUJPO � 	'JOBM


� τ1 τ0 τ2 T

−0.1
−0.05

0

t (T)

p

6ODPOTUSBJOFE
*UFSBUJPO � 	'JOBM


#łĺƀŰį ɎɠɌɍ $PTUBUF 	FRVJWBMFODF GBDUPS
 p JUFSBUJPO UP TBUJTGZ TUBUF ξ JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUT� WFS�
UJDBM MJOFT SFQFTFOU EJWJTPO JOUP TVCJOUFSWBMT BGUFS FBDI JUFSBUJPO�

5IF SFTVMUJOH USBKFDUPSZ GSPN 'JHVSF ���� JT DPNQBSFE JO 'JHVSF ���� XJUI USBKFDUPSZ PQ�
UJNJTFE XJUI EZOBNJD QSPHSBNNJOH
 XIFSF JOFRVBMJUZ DPOTUSBJOUT DBO CF IBOEMFE TJNQMZ
CZ OPU JODMVEJOH WBMVFT FYDFFEJOH UIF CPVOEBSJFT JO UIF TUBUF WFDUPS
 PS CZ TFUUJOH UIF DPTU
UP SFBDI aOBM TUBUF GSPN GPSCJEEFO TUBUFT UP B IJHI WBMVF� *U DBO CF TFFO UIBU BQBSU GSPN
TNBMM BMMPXFE EFWJBUJPOT
 UIF 1.1 BQQSPBDI ZJFMET PQUJNBM SFTVMUT JO BDDPSEBODF XJUI
%1
 BOE UIFSFGPSF DBO CF VTFE GPS SFGFSFODF USBKFDUPSZ HFOFSBUJPO�
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#łĺƀŰį ɎɠɌɎ $PNQBSJTPO PG %1 BOE 1.1 HFOFSBUFE TUBUF USBKFDUPSZ XJUI BDUJWF JOFRVBMJUZ DPO�
TUSBJOUT

��
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Ɏɠɏɠɏ �ĹĹłĥłįřĥƗ BėŭŴ �ŭŭŰŠƖłŘėŻłŠř

0OF PG UIF NBJO FYFDVUJPO�TQFFE CPUUMFOFDLT JT UIF MPPLVQ UBCMF GPSN PG FëDJFODZ NBQT
PG UIF UIF *$& BOE UIF &. 	'JHT� ��� BOE ���

 BT CPUI WBMVFT OFFE UP CF DBMDVMBUFE GPS FWFSZ
WBMVF PG UIF DPOUSPM WBSJBCMF TN BU FBDI UJNF TUFQ� 1FSGPSNJOH CJMJOFBS JOUFSQPMBUJPO FWFSZ
UJNF UIFTF FëDJFODZ WBMVFT BSF OFFEFE JT OPU WFSZ DPNQVUBUJPOBMMZ FêFDUJWF
 BOE UIFSFGPSF
UIF MPPLVQ UBCMFT XFSF BQQSPYJNBUFE CZ QPMZOPNJBM TVSGBDFT BT B GVODUJPO PG TF PS TN BOE
ω� 5ISFF EFHSFFT GPS FBDI EJNFOTJPO XBT EFFNFE TVëDJFOU GPS UIF &.T
 SFTVMUJOH JO B
GVODUJPO JO UIF GPSN�

f(x, y) = a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2+

+ a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3
	����


XIFSF x SFQSFTFOUT 31.
 y SFQSFTFOUT UPSRVF BOE aij BSF DPFëDJFOUT VOJRVF GPS FBDI NBQ�
#FDBVTF UIF BDDVSBDZ PG UIF #4'$ NBQ QMBZT BO JNQPSUBOU SPMF JO UIF )BNJMUPOJBO


FTQFDJBMMZ UIF WBSJBUJPO PG UPSRVF XJUI DPOTUBOU 31.
 TFDPOE EFHSFF QPMZOPNJBM JO x�
EJSFDUJPO BOE aGUI EFHSFF QPMZOPNJBM JO UIF y�EJSFDUJPO XBT TFMFDUFE JOTUFBE� 5IJT JN�
QSPWFT UIF BDDVSBDZ GPS EJêFSFOU UPSRVF WBMVFT
 BMUIPVHI TJNVMUBOFPVTMZ JODSFBTFT UIF
DPNQVUBUJPO UJNF� 5IF SFTVMUJOH GPSN PG UIF TVSGBDF GPSNVMB JT�

f(x, y) = a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3+

+ a22x
2y2 + a13xy

3 + a04y
4 + a23x

2y3 + a14xy
4 + a05y

5
	����


0SJHJOBM BOE BQQSPYJNBUFE NBQT BSF TIPXO JO 'JHVSFT ����
 ���� BOE ����
 BMPOH XJUI
SFTQFDUJWF DPFëDJFOUT PG EFUFSNJOBUJPO EFTDSJCJOH UIF RVBMJUZ PG UIF BQQSPYJNBUJPO�

5FTUFE PO B MPPQ PG POF NJMMJPO WBMVF DBMDVMBUJPOT
 QMVHHJOH JOUP 	����
 JT SPVHIMZ
�� UJNFT GBTUFS UIBO VTJOH B MPPLVQ UBCMF� 8IJMF UIF JODSFBTFE EFHSFF PG QPMZOPNJBMT JO
	����
 NBLFT JU SPVHIMZ ��� UJNFT TMPXFS UIBO 	����

 JU TUJMM DPOTUJUVUFT B TJHOJaDBOU JN�
QSPWFNFOU PWFS B MPPLVQ UBCMF� .BYJNVN UPSRVF DVSWF WBMVFT BSF DBMDVMBUFE POMZ PODF
FWFSZ UJNF TUFQ BOE UIFSFGPSF IBWF CFFO LFQU JO B MPPLVQ�UBCMF GPSN�
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#łĺƀŰį ɎɠɌɐ "QQSPYJNBUJPO PG �� L8 &. FëDJFODZ NBQ

2,000 4,000 6,000

50

100

150

31. (NJO−�)

T
F(

/
N
)

ė 0SJHJOBM

R2 = 0.997

2,000 4,000 6,000

50

100

150

31. (NJO−�)

T
F(

/
N
)

Ĥ "QQSPYJNBUJPO

#łĺƀŰį ɎɠɌɑ "QQSPYJNBUJPO PG *$& #4'$ NBQ

Ɏɠɏɠɐ �ŠŘŭƀŻėŻłŠřėŒ ]ŭįįī

*O UIF DVSSFOU TUBUF
 UIF SFGFSFODF USBKFDUPSZ HFOFSBUJPO UBLFT BSPVOE � − �NT GPS FWFSZ
TFDPOE PG UIF USJQ JO SFBM�UJNF
 EFQFOEJOH PO UIF OVNCFS PG SFRVJSFE JUFSBUJPOT� *O UIF
DBTFT XIFSF UIF TUBUF DPOTUSBJOUT BSF WJPMBUFE
 UIF BMHPSJUIN UBLFT BU MFBTU UXJDF BT NVDI
VQ UP EFQFOEJOH PO UIF OVNCFS PG WJPMBUJPOT� 5IJT XBT NFBTVSFE VTJOH 1ZUIPO ��� PO
BO *OUFM �UI (FOFSBUJPO $16 SVOOJOH BQQSPYJNBUFMZ BU �.�()[� #FDBVTF 1ZUIPO JT BO JO�
UFSQSFUFE MBOHVBHF
 JUT FYFDVUJPO TQFFE JT RVJUF MPX
 BOE UIFSFGPSF UIF BMHPSJUIN DBO CF
NBEF TJHOJaDBOUMZ GBTUFS CZ JNQMFNFOUJOH JU JO $ MBOHVBHF� &WFO BU MPXFS DMPDL TQFFE
 UIF
BMHPSJUIN TIPVME CF SFBTPOBCMZ GBTU GPS SFGFSFODF USBKFDUPSZ HFOFSBUJPO CFGPSF B USJQ�

%JêFSFOU QSPDFTTJOH VOJUT BOE MBOHVBHFT NBLF JU EJëDVMU UP BTTFTT UIF FYFDVUJPO TQFFE
PG UIF BMHPSJUIN JO BCTPMVUF UFSNT
 IPXFWFS
 JO SFMBUJWF DPNQBSJTPO UP %1
 UIF 1.1 BM�
HPSJUIN JT TJHOJaDBOUMZ GBTUFS�� %1 VTJOH UIF TJNQMJaFE NPEFM BOE BQQSPYJNBUF NBQT
UBLFT BSPVOE ���NT QFS TFDPOE PG USJQ SFBM�UJNF
 NBLJOH 1.1 �� UJNFT GBTUFS� %1 VT�

�5IF FYFDVUJPO TQFFE PG %1 OBUVSBMMZ EFQFOET PO UIF TUFQ TJ[F PG TUBUF 	40$
 EJTDSFUJTBUJPO� #BTFE PO UIF
DPNQBSJTPO XJUI 1.1 SFTVMUT
 ∆ξ = 0.001 XBT EFFNFE TVëDJFOU GPS UIF QVSQPTFT PG UIF UIFTJT

��
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JOH OPO�TJNQMJaFE NPEFM BOE MPPL�VQ UBCMF NBQT UBLFT BSPVOE ���NT
 NBLJOH UIF 1.1
BMHPSJUIN BSPVOE ��� UJNFT GBTUFS UIBO UIF PSJHJOBM PQUJNBM DPOUSPM QSPCMFN TPMWFE CZ %1�
5IFTF OVNCFST BSF FWFO IJHIFS XIFO B 40$ USBKFDUPSZ GPS 1)&7 JT PQUJNJTFE
 BT UIF TUBUF
WFDUPS JT TFWFSBM UJNFT MBSHFS� *O UIBU DBTF
 %1 DPNQVUBUJPO GPS 1)&7 UBLFT � UJNFT MPOHFS
UIBO %1 GPS DIBSHF TVTUBJOJOH )&7 BOE .)&7
 XIFSFBT 1.1 JT VOBêFDUFE CZ UIF 40$
SBOHF� 'JHVSF ���� JMMVTUSBUFT UIF DPNQVUBUJPO TQFFE EJêFSFODFT CFUXFFO UIFTF NFUIPET�

1.1

%1r )&7

%1 )&7

%1r 1)&7

%1 1)&7

4

250

700

1,600

3,700

#łĺƀŰį ɎɠɌɒ $PNQVUBUJPO TQFFE DPNQBSJTPO PG EJêFSFOU BMHPSJUINT 	JO NT/T
� %1r SFQSFTFOUT
%1 XJUI UIF TBNF TJNQMJaFE NPEFM VTFE GPS 1.1� %1 TUBUF TUFQ TJ[F� ∆ξ = 0.001�

#FDBVTF UIF TJNQMJaFE NPEFM VTFT GVODUJPOT GPS FëDJFODZ NBQT
 XIJDI NBLFT UIF
)BNJMUPOJBO B DPOUJOVPVT GVODUJPO XJUI BO POMZ EJTDPOUJOVJUZ BU TN = 0 XIFSF UIF FG�
aDJFODZ TJHO DIBOHFT
 GVSUIFS QPUFOUJBM TQFFE JNQSPWFNFOUT DBO CF NBEF CZ NJOJNJTJOH
JU BOBMZUJDBMMZ JOTUFBE PG aOEJOH NJOJNVN CZ QMVHHJOH JO WBMVFT PG EJTDSFUJTFE DPOUSPM
WBSJBCMF TN�

Ɏɠɐ <Iyɰ<�x�< cY��:,C$ <I$,�

*O BO JEFBM XPSME
 UIF FRVJWBMFODF GBDUPS p UIBU SFTVMUT JO UIF HFOFSBUFE SFGFSFODF 40$
USBKFDUPSZXPVME TJNQMZ CF VTFE UPNJOJNJTF UIF)BNJMUPOJBO JO SFBM�UJNF ESJWJOH UP PCUBJO
PQUJNBM DPOUSPM BU FBDI JOTUBOU BOE UIF SFGFSFODF 40$ XPVME CF BVUPNBUJDBMMZ USBDLFE�
)PXFWFS
 CFDBVTF UIF WFIJDMF NPEFM JT TJNQMJaFE BOE TPNF QBSBNFUFST BSF VODFSUBJO
 UIF
DIBOHF JO 40$ EVF UP UIF XPSL EPOF CZ UIF &. 	BOE UIFSFGPSF UIF XIPMF 40$ USBKFDUPSZ

XJMM EFWJBUF GSPN UIF SFGFSFODF 	'JH� ����
 BOE XPVME OPU CF DIBSHF�TVTUBJOJOH FWFO JG UIF
TQFFE QSPaMF XBT QSFEJDUFE XJUI QFSGFDU BDDVSBDZ� *O PUIFS XPSET
 UIF SFGFSFODF WBMVF PG p
JT PQUJNBM POMZ XJUI SFTQFDU UP UIF TJNQMJaFE NPEFM
 CVU USVF PQUJNBM WBMVF JT EJêFSFOU UP
BO FYUFOU EFQFOEFOU PO UIF BDDVSBDZ PG UIF NPEFM�

*O BEEJUJPO
 UIF USJQ TQFFE QSPaMF DBO OFWFS CF QFSGFDUMZ QSFEJDUFE EVF UP UIF SBOEPN�
OFTT PG ESJWFS CFIBWJPVS
 USBëD PS SPBE PCTUBDMFT�

5IF JEFB JT
 UIFSFGPSF
 UP BTTVNF UIBU UIF FRVJWBMFODF GBDUPS UIBU HFOFSBUFT UIF SFGFS�
FODF 40$ USBKFDUPSZ JT DMPTF UP UIF PQUJNBM WBMVF
 BOE UP VTF JU GPS NJOJNJTBUJPO PG UIF
)BNJMUPOJBO JO SFBM�UJNF
 IPXFWFS
 BT UIF 40$ USBKFDUPSZ EFWJBUFT GSPN UIF SFGFSFODF POF

JUT WBMVF XJMM CF DPSSFDUFE JO GFFECBDL UP USBDL UIF SFGFSFODF USBKFDUPSZ� 5IJT TIPVME SFTVMU
JO CPUI PCUBJOJOH DMPTF�UP�PQUJNBM DPOUSPM XJUI SFTQFDU UP GVFM DPOTVNQUJPO BOE BDIJFWJOH
DIBSHF�TVTUBJOJOH PQFSBUJPO� " CMPDL EJBHSBN PG UIF DPOUSPM MPPQ JO JUT aOBM GPSN JT TIPXO
JO 'JHVSF �����

ɎɠɐɠɌ �ůƀłƐėŒįřĥį #ėĥŻŠŰ #įįīĤėĥŐ

40$ EFWJBUJPOT DBO CF DPSSFDUFE CZ JODSFBTJOH UIF BCTPMVUF WBMVF PG UIF FRVJWBMFODF GBDUPS
XIFOFWFS 40$ JT CFJOH EFQMFUFE NPSF UIBO SFGFSFODF
 BOE EFDSFBTJOH UIF WBMVF XIFOFWFS

��
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#łĺƀŰį ɎɠɌɓ %FWJBUJPO PG 40$ VTJOH SFGFSFODF p EVF UP BO JOBDDVSBUF NPEFM

&OFSHZ NBOBHFNFOU

3FBM�UJNF
USBDLJOH

)JHI�MFWFM
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ξSFG pSFG

TEFN TN -PX�MFWFM
DPOUSPM MPPQT 7FIJDMF

ξ

ξ

#łĺƀŰį ɎɠɌɔ &OFSHZ NBOBHFNFOU DPOUSPM MPPQ

FMFDUSJD FOFSHZ JT OPU VTFE FOPVHI
 SFTVMUJOH JO IJHIFS 40$ UIBO SFGFSFODF� 5IFSFGPSF
 B
MPHJD TJNJMBS UP 1*% DPOUSPMMFS JT JNQMFNFOUFE UP DPSSFDU p BU FBDI JOTUBOU�

p(t) = pSFG(t) +KQ(ξSFG(t)− ξ(t)) +KJ

∫
(ξSFG(t)− ξ(t))Et 	����


0OMZ UIF QSPQPSUJPOBM BOE JOUFHSBM UFSNT BSF VTFE
 BT UIF ξ WBMVFT JO B SFBM�MJGF TDFOBSJP
XJMM CF BêFDUFE CZ BO FSSPS
 NBLJOH UIFJS EFSJWBUJWF WFSZ JOBDDVSBUF� 'PS UIJT SFBTPO
 UIF
QSPQPSUJPOBM UFSN JT BMTP DBMDVMBUFE GSPN BNFBO PG TFWFSBM QBTU ξ WBMVFT� " CMPDL EJBHSBN
PG UIF SFTVMUJOH 40$�USBDLJOH DPOUSPM MPPQ JT TIPXO JO 'JHVSF �����

#FDBVTF UIF BTTVNQUJPO JT UIBU UIF SFGFSFODF FRVJWBMFODF GBDUPS JT OFBSMZ PQUJNBM
 SFM�
BUJWFMZ TNBMM WBMVFT GPS UIF DPOUSPM DPFëDJFOUT DBO CF DIPTFO� 8IJMF IJHIFS WBMVFT XPVME
USBDL UIF SFGFSFODF 40$ USBKFDUPSZ CFUUFS
 JU XPVME SFTVMU JO CJH KVNQT JO p
 MFBEJOH UP UIF
WFIJDMF PWFSDPNQFOTBUJOH CZ DPOTUBOUMZ DIBSHJOH BOE ESBJOJOH UIF CBUUFSZ
 BOE IFODF QPPS
QFSGPSNBODF PWFS UIF FOUJSF USJQ� 1FSGFDUMZ USBDLJOH UIF SFGFSFODF JT BMTP VOEFTJSBCMF
 BT JU
JT PQUJNBM POMZ XJUI SFTQFDU UP UIF TJNQMJaFE QSFEJDUJPO BOE USVF PQUJNBM USBKFDUPSZ XJMM
CF EJêFSFOU�

��
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#łĺƀŰį Ɏɠɍɋ 3FBM�UJNF�USBDLJOH DPOUSPM MPPQ� UIJDL MJOFT EFOPUF JOQVUT�

5IF WBMVFT PG KQ BOEKJ XJMM OBUVSBMMZ EJêFS GPS FBDI PG UIF WFIJDMF DPOaHVSBUJPOT
 CF�
DBVTF EJêFSFOU DBQBDJUJFT 	BOE PUIFS QBSBNFUFST
 PG UIFJS CBUUFSZ QBDLT SFTVMU JO EJêFSFOU
SFMBUJWF 40$ EFQMFUJPO CBTFE PO XPSL EPOF CZ UIF &.� #Z USJBM BOE FSSPS
 WBMVFT GPS )&7
XFSF PCUBJOFE� 4VCTFRVFOUMZ
 CZ MPPTFMZ TDBMJOH CBTFE PO CBUUFSZ DBQBDJUJFT
 WBMVFT MJTUFE
JO 5BCMF ��� XFSF DIPTFO GPS BMM DPOaHVSBUJPOT� 5P QSFWFOU JOUFHSBM XJOEVQ
 UIF JOUFHSBM
WBMVF JT [FSPFE FWFSZ UJNF UIF FSSPS DSPTTFT [FSP�

cėĤŒį Ɏɠɍ $POUSPM UFSN DPFëDJFOUT GPS FBDI WFIJDMF DPOaHVSBUJPO�

KQ KJ

.)&7 ���� �������
)&7 ���� ������
1)&7 �� �����

'JHVSF ���� TIPXT UIF TBNF SPVUF GSPN 'JHVSF ���� CVU OPX XJUI p DPSSFDUJPOT� 8IJMF
UIFSF JT TUJMM B TNBMM EFWJBUJPO GSPN UIF aOBM 40$ WBMVF
 JU JT NVDI TNBMMFS UIBO JO UIF
QSFWJPVT DBTF
 XIFSF UIF EFWJBUJPO XPVME BEEJUJPOBMMZ HSPXXJUI UIF MFOHUI PG UIF USJQ� *O
UIJT FYBNQMF
 CPUI UIF QSFEJDUFE BOE BDUVBM TQFFE QSPaMFT XFSF UIF TBNF
 IPXFWFS
 XIFO
UIJT JT OPU UIF DBTF
 UIF EFWJBUJPO BU UIF FOENBZ CFDPNF MBSHFS FWFOXJUI UIF JNQMFNFOUFE
DPSSFDUJPOT� 5P QSFWFOU TVDI FêFDU
 UIF 1* DPOUSPM DPFëDJFOUT BSF TFU UP B TFWFSBM UJNFT MBSHFS
WBMVF TIPSUMZ CFGPSF UIF FOE PG UIF USJQ
 GPSDJOH UIF WFIJDMF UP SFDIBSHF PS DIBSHF UIF CBUUFSZ
UP aOJTI XJUI UIF SFRVJSFE 40$ MFWFM ξf ��

5IF WJPMBUJPO PG 40$ DPOTUSBJOUT JO UIF QSFEJDUJPO JT QSFWFOUFE CZ UIF PQUJNBM�DPOUSPM
BMHPSJUIN
 IPXFWFS
 TJODF UIF PQUJNJTFE FRVJWBMFODF GBDUPS JT POMZ BQQSPYJNBUF XJUI SF�
TQFDU UP SFBM ESJWJOH BOE UIF SFGFSFODF�40$ JT OPU USBDLFE QSFDJTFMZ
 UIF DPOTUSBJOUT DPVME
FOE VQ CFJOH WJPMBUFE� 5IFSFGPSF
 B SVMF QSFWFOUJOH UIF VTF PG FMFDUSJD FOFSHZ XIFO UIF
MPXFS CBUUFSZ MJNJU JT SFBDIFE
 BOE B SVMF QSFWFOUJOH CBUUFSZ DIBSHJOH XIFO UIF VQQFS
CBUUFSZ MJNJU JT SFBDIFE
 JT JNQMFNFOUFE�

*O UIF DVSSFOU TUBUF PG UIF BMHPSJUIN
 SFGFSFODF 40$ JT DBMDVMBUFE BT B GVODUJPO PG EJT�
UBODF
XIJDI BTTVNFT UIF SFBM USJQ UP CF UIF TBNF MFOHUI BT UIF QSFEJDUJPO� 5IJT DBO IPXFWFS
CF FBTJMZ WJPMBUFE EVF UP VOFYQFDUFE PCTUBDMFT
 EFUPVST PS TJNQMZ CZ ESJWJOH JO B EJêFSFOU
MBOF� *O UIF GVUVSF
 JU XPVME CF UIFSFGPSF CFOFaDJBM UP USBDL UIF SFGFSFODF CBTFE PO UIF
OFBSFTU (14 MPDBUJPO UP BDDPNNPEBUF UIFTF EFWJBUJPOT�

�5IJT GPSDFE DIBSHF�TVTUBJOJOH CFIBWJPVS JT JNQMFNFOUFE POMZ GPS GBJS DPNQBSJTPO QVSQPTFT� *O B SFBM TDFO�
BSJP
 JU DPVME CF NPSF CFOFaDJBM TUBSUJOH UIF OFYU USJQ XJUI IJHIFS�MPXFS 40$ BOE EJTDIBSHF�SFDIBSHF UIF CBUUFSZ
NPSF FëDJFOUMZ�

��
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#łĺƀŰį ɎɠɍɌ 3FGFSFODF BOE DPSSFDUFE FRVJWBMFODF GBDUPS USBKFDUPSZXJUI SFTVMUJOH 40$ USBKFDUPSZ

Ɏɠɐɠɍ �ŰŰŠŰŴ łř VŰįīłĥŻłŠř

6MUJNBUFMZ
 UIF QSFEJDUJPO JObJDUT UISFF UZQFT PG FSSPST�

�� UIF )BNJMUPOJBO JT NJOJNJTFE VTJOH JOBDDVSBUF NPEFM�NBQT
 UIFSFGPSF UIF WFIJDMF
rEPFT OPU LOPXr USVF PQUJNBM PQFSBUJOH QPJOUT
 SFTVMUJOH JO BQQMZJOH TVCPQUJNBM DPO�
USPM TN
 MFBEJOH UP IJHIFS GVFM DPOTVNQUJPO�

�� 40$ DIBOHF BT B GVODUJPO PG BQQMJFE PQUJNBM DPOUSPM JT EJêFSFOU UIBO UIF QSFEJDUFE

MFBEJOH UP PWFS�DIBSHJOH PS EFQMFUJOH UIF CBUUFSZ�

�� EFNBOEFE UPSRVF BU FBDI JOTUBOU JT EJêFSFOU UIBO UIF QSFEJDUJPO
 CFDBVTF PG EJêFSFOU
TQFFE PS EJêFSFOU WFIJDMF QBSBNFUFST
 SFTVMUJOH JO JODPSSFDU p�WBMVF
 MFBEJOH BHBJO UP
PWFS�DIBSHJOH PS EFQMFUJOH UIF CBUUFSZ�

&BDI PG UIFTF BêFDUT UIF QFSGPSNBODF PG UIF QSPQPTFE &.4 JO TPNF XBZ� 8IJMF UIF NPEFM
DBO CF UP TPNF FYUFOU UVOFE UP NJOJNJTF UIF aSTU UXP FêFDUT BOE VODFSUBJO WFIJDMF QBSB�
NFUFST
 UIF PQUJPOT UP NBLF BO BDDVSBUF TQFFE QSPaMF QSFEJDUJPO BSF MJNJUFE
 BOE UIFSFGPSF
SPCVTUOFTT UP UIJT FSSPS JT DSVDJBM BOE XJMM CF TUVEJFE JO $IBQUFS �
 XIFSF UIF TUSBUFHZ JT
UFTUFE PO TFWFSBM SPVUFT�

5IF FêFDU PG VODFSUBJO QBSBNFUFSTXBT BMSFBEZ TIPXO JO QSFWJPVT 'JHVSFT ���� BOE �����
5P UBLF UIJT JOUP BDDPVOU JO UIF TJNVMBUJPOT
 UIF USJQ QSFEJDUJPO XJMM BTTVNFwBQBSU GSPN
TJNQMJaFE FëDJFODZ BOE CBUUFSZ NBQTwTMJHIUMZ EJêFSFOU WBMVFT UIBO JO 5BCMF ���� .PSF
BCPVU UIJT BOE UIF FOUJSF TJNVMBUJPO TFUVQ XJMM CF EJTDVTTFE JO UIF GPMMPXJOH 4FDUJPO ����

5IF WBMVF PG )BNJMUPOJBO IBT B TJHOJaDBOU FêFDU PO QFSGPSNBODF
 BT JU JT VTFE CPUI JO
UIF QSFEJDUJPO BOE UIF SFBM�UJNF DPOUSPM� 5IJT NFBOT UIBU UIF FOHJOF FëDJFODZ BOE FMFDUSJD
QBUI FëDJFODZ� 	CBUUFSZ
 JOWFSUFS
 NPUPS
 GPS EJêFSFOU PQFSBUJOH QPJOUT TIPVME CF aOFMZ
UVOFE UP PCUBJO UIF CFTU SFTVMUT� 5IJT JT FTQFDJBMMZ USVF GPS UIF FOHJOF #4'$ NBQ
 BT GVFM
DPOTVNQUJPO JT UIF UBSHFU PG UIF PQUJNJTBUJPO BOE JG UIF WFIJDMF USJFT UP LFFQ UIF FOHJOF JO

�5IF FRVJWBMFODF GBDUPS EPFT OPU QMBZ B SPMF JO UIJT
 BT JU POMZ MJOFBSMZ TDBMFT UIF SFMBUJWF FëDJFODZ PG UIF &.
XJUI SFTQFDU UP UIF *$& XJUIPVU DIBOHJOH UIF PQUJNBM PQFSBUJOH QPJOU PG UIF &.�

��
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#łĺƀŰį Ɏɠɍɍ 3FTVMUJOH FOHJOF PQFSBUJOH QPJOUT BOE GVFM DPOTVNQUJPO VTJOH EJêFSFOU #4'$NBQ
TVSGBDF BQQSPYJNBUJPOT
 PWFSMBJE PO B USVF #4'$ NBQ� *$&� WFIJDMF XJUI DPOWFOUJPOBM QPXFS�
USBJO GPS BCTPMVUF DPNQBSJTPO
 )&7� PQUJNJTFE IZCSJE WFIJDMF�

UIF NPTU FëDJFOU PQFSBUJOH QPJOUT PG BO BQQSPYJNBUJPO
 XIJDI BSF OPU UIF NPTU FëDJFOU
JO SFBMJUZ
 UIF QFSGPSNBODF RVJDLMZ EFDSFBTFT�

6TJOH BQQSPYJNBUJPOT JO UIF)BNJMUPOJBO GPS UIF USJQ QSFEJDUJPO EPFT OPU SFTVMU JO B TJH�
OJaDBOU EJêFSFODF JO QFSGPSNBODF
 CFDBVTF UIF DIBOHF JO 40$ USBKFDUPSZ BOE FRVJWBMFODF
GBDUPS JT RVJUF TNBMM UP BêFDU UIF USBDLJOH PG UIF 1*%� )PXFWFS
 UIF SFBM�UJNF )BNJMUPOJBO
NJOJNJTBUJPO BU UIF MPX MFWFM UIFO USJFT UP LFFQ UIF FOHJOF PQFSBUJOH BU QPJOUT UIBU BSF OPU
PQUJNBM JO SFBMJUZ
 BOE UIFSFGPSF
 FWFO UIPVHI UIF SFTVMU XJMM CF DIBSHF�TVTUBJOJOH CFIB�
WJPVS
 JU XJMM OPU CF SFBDIFE JO UIF NPTU FëDJFOU NBOOFS� "O FYBNQMF PG UIJT JT TIPXO JO
'JHVSF ����
 XIFSF B USJQ XBT PQUJNJTFE VTJOH EJêFSFOU MFWFMT PG BQQSPYJNBUJPO GPS B #4'$
NBQ� 5IF JOBDDVSBDZ PG UIF POMZ UIJSE�EFHSFF BQQSPYJNBUJPO DBVTFT UIF BMHPSJUIN UP LFFQ
UIF FOHJOF PQFSBUJOH BU QPJOUT XIJDI BSF MFTT FëDJFOU JO SFBMJUZ
 SFTVMUJOH JO JODSFBTFE GVFM
DPOTVNQUJPO�

#FDBVTF UIF TVSGBDF JOUFSQPMBUJPO BQQSPYJNBUJPO XBT JOUSPEVDFE GPS DPNQVUBUJPOBM FG�
aDJFODZ PG UIF QSFEJDUJPO
 NPSF BDDVSBUF MPPLVQ UBCMFT DBO CF VTFE JO SFBM�UJNF
 XIFSF
UIF )BNJMUPOJBO JT POMZ NJOJNJTFE PODF JOTUFBE PG TFWFSBM UIPVTBOE UJNFT
 BOE UIFSFGPSF
UIF DPNQVUBUJPOBM CVSEFO JT OPU BT IJHI� /FWFSUIFMFTT
 TPNF FSSPS XJMM BMXBZT CF QSFTFOU�
5IJT XJMM CF TJNVMBUFE CZ VTJOH TVSGBDF JOUFSQPMBUJPOT BOE DPOTUBOU CBUUFSZ QBSBNFUFST
JOTUFBE PG SFBM MPPLVQ UBCMF NBQT GPS CPUI UIF QSFEJDUJPO BOE UIF MPX MFWFM
 CFDBVTF UIF
rSFBMr WFIJDMF IFSF JT BMSFBEZ TJNQMJaFE CZ MPPLVQ UBCMFT
 XIJDI EP OPU UBLF JOUP BDDPVOU
UIFSNBM CFIBWJPVS PS USBOTJFOUT�

Ɏɠɑ ],Bh<�c,IC ]�chV

5IF &.4 JT UFTUFE PO TFWFSBM SPVUFT UP UFTU JUT PWFSBMM QFSGPSNBODF BOE SPCVTUOFTT UP FSSPST
BOE VODFSUBJOUJFT GSPN UIF QSFWJPVT TFDUJPO� &BDI DPOaHVSBUJPO 	)&7
.)&7 BOE 1)&7

JT UFTUFE TFQBSBUFMZ BOE FWFSZ SFTVMU JT DPNQBSFE UP�

��
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�� PQUJNBM TPMVUJPO VTJOH EZOBNJD QSPHSBNNJOH
�� SVMF�CBTFE TUSBUFHZ XJUIPVU LOPXMFEHF PG UIF USJQ
�� DPOWFOUJPOBM 	OPO�IZCSJE
 WFIJDMF
8JUI SFTQFDU UP UIF SFMBUJWFMZ TMPX WFIJDMF TQFFE EZOBNJDT BOE GSFRVFODZ PG DPMMFDUFE

SPVUF EBUB
 UIF TJNVMBUJPO JT EJTDSFUJTFE XJUI B TUFQ TJ[F PG � T� 5IF DPOUSPM WBSJBCMF TN JT
EJTDSFUJTFE JO CPUI %1 BOE 1.1 XJUI TUFQ TJ[F PG �/N GPS )&7 BOE 1)&7
 BOE �/N GPS
.)&7�

'PS %1
 UIF TUBUF WBSJBCMF ξ XBT EJTDSFUJTFE XJUI B TUFQ TJ[F PG ������� GPS UIF )&7
BOE ������ GPS UIF .)&7
 BT TNBMMFS CBUUFSZ DBQBDJUZ MFBET UP IJHIFS CBUUFSZ QFSDFOUBHF
EFQMFUJPO QFS XPSL EPOF CZ UIF &.
 XIJDI NFBOT UIBU UIF TUFQ EPFT OPU OFFE UP CF BT
TNBMM� $POUSBSZ UP UIJT MPHJD
 TUFQ TJ[F PG ����� XBT TFMFDUFE GPS UIF 1)&7� 5IJT JT EVF UP
UIF GBDU UIBU UIF 1)&7IBT BXJEFS 40$ SBOHF PG PQFSBUJPO
XIJDIXPVME MFBE UP B WFSZ MPOH
TPMVUJPO DPNQVUBUJPO�" MBSHFS TUFQ TJ[F
 DPNCJOFEXJUI UIF OVNFSJDBM OBUVSF PG%1
NFBOT
UIBU UIF %1 SFTVMUT QSFTFOUFE JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPO NBZ OPU CF QFSGFDUMZ BDDVSBUF EVF UP
OVNFSJDBM FSSPST BOE JT TPMFMZ JOEJDBUJWF PG UIF GVFM DPOTVNQUJPO JNQSPWFNFOU MJNJUT GPS
UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ
 XIJDI NBZ JO TPNF DBTFT PVUQFSGPSN UIF %1 rPQUJNVNr�

ɎɠɑɠɌ xįĿłĥŒį VėŰėŘįŻįŰŴ

5P UFTU UIF SPCVTUOFTT PG UIF TUSBUFHZ UP UIF EJTUVSCBODF DBVTFE CZ TJNQMJaFE BOE VODFSUBJO
NPEFM
 UXP TFUT PG QBSBNFUFST BSF VTFE GPS FBDI PG UIF IZCSJE WFIJDMF DPOaHVSBUJPOT v POF
GPS UIF TJNQMJaFE QSFEJDUFE NPEFM BOE POF GPS UIF SFBM WFIJDMF�

4JNQMZ QVU
 UIF QSFEJDUJPO NBLFT TFWFSBM TJNQMJGZJOH BTTVNQUJPOT UP JODSFBTF DPNQV�
UBUJPO TQFFE
 BOE TPNF PG UIF WFIJDMF QBSBNFUFSTNJHIU CF TMJHIUMZ EJêFSFOU JO SFBM MJGF UIBO
UIF BMHPSJUIN BTTVNFT� 5IJT NFBOT UIBU UIF QSFEJDUJPO JT NBEF VTJOH POF TFU PG QBSBNFU�
FST
 CVU UIF CFIBWJPVS PG UIF SFBM WFIJDMF JT UIFO HPWFSOFE CZ UIF BDUVBM QBSBNFUFST� 5IF
SFGFSFODF 40$ BOE FRVJWBMFODF GBDUPS USBKFDUPSZ BSF UIFSFGPSF HFOFSBUFE BTTVNJOH UIF TJN�
QMJaFE NPEFM� 5IF SFGFSFODF 40$ JT UIFO USBDLFE PO UIF BDUVBM USJQ CZ UIF WFIJDMF XJUI SFBM
QBSBNFUFST
 IPXFWFS
 VTJOH UIF TJNQMJaFE NPEFM BOE VODFSUBJO QBSBNFUFST GPS UIF SFBM�
UJNF )BNJMUPOJBO NJOJNJTBUJPO� #PUI EZOBNJD QSPHSBNNJOH BOE UIF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ
OBUVSBMMZ VTF UIF QBSBNFUFST PG UIF SFBM WFIJDMF GPS DPNQBSJTPO�

5IF QBSBNFUFST PG UIF SFBM WFIJDMF BSF UIF POFT MJTUFE JO 5BCMF ���
 XIFSFBT UIF TJNQMJ�
aFE
 VODFSUBJO WFIJDMF VTFT TMJHIUMZ NPEJaFE WBMVFT PG TPNF PG UIFTF� 5IF EJêFSFODFT BSF
TVNNFE VQ JO 5BCMF ���� 5IF QBSBNFUFST UIBU BSF OPU DPNNPO GPS BMM )&7 DPOaHVSBUJPOT
BSF OBUVSBMMZ BQQSPYJNBUFE CZ EJêFSFOU WBMVFT�GVODUJPOT�

cėĤŒį ɎɠɎ 3FBM WFIJDMF BOE TJNQMJaFE WFIJDMF QBSBNFUFST

3FBM 4JNQMJaFE
&OHJOF #4'$ MPPLVQ UBCMF (31., T ) f(31., T )
&. FëDJFODZ MPPLVQ UBCMF (31., T ) f(31., T )
#BUUFSZ JOUFSOBM SFTJTUBODF R MPPLVQ UBCMF 	ξ
 DPOTU�
#BUUFSZ PQFO�DJSDVJU WPMUBHF V0 MPPLVQ UBCMF 	ξ
 DPOTU�
3PMMJOH SFTJTUBODF DPFëDJFOU f ����� �����
5JSF EZOBNJD SPMMJOH SBEJVT rd ��� ����
%SBH DPFëDJFOU cx ���� ����

��
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Ɏɠɑɠɍ YŠƀŻįŴ

%BUB GSPN TFWFSBM SPVUFT XBT DPMMFDUFE UP SFQSFTFOU NVMUJQMF USJQ UZQFT 	DJUZ
 IJHIXBZ

FYUSB�VSCBO
 BT XFMM BT EJêFSFOU FMFWBUJPO DIBSBDUFSJTUJDT� 5IJT XBT EPOF CZ SFDPSEJOH
TQFFE BOE FMFWBUJPO EBUB XJUI B GSFRVFODZ PG �)[ VTJOH (14 5SBDLT NPCJMF BQQMJDBUJPO
XIJMF ESJWJOH BMPOH QSFEFaOFE SPVUFT
 BOE BGUFSXBSET NBOVBMMZ aMUFSJOH UIF DPMMFDUFE
EBUB JO .JDSPTPGU &YDFM UP FMJNJOBUF VOSFBMJTUJD BDDFMFSBUJPO BOE SPBE TMPQF QFBLT�

8IJMF UIF BDDVSBDZ PG NPCJMF QIPOF (14 QMBDFE JOTJEF B DBS JT OPU JEFBM UP QFSGFDUMZ
SFbFDU UIF SFBM NPUJPO PG UIF WFIJDMF
 BT MPOH BT UIF DPMMFDUFE EBUB JT QIZTJDBMMZ GFBTJCMF BOE
SFBMJTUJD JO UFSNT PG SPBE JOGSBTUSVDUVSF
 JU TIPVME CF TVëDJFOU GPS &.4 DPNQBSJTPO�

5P UFTU UIF SPCVTUOFTT PG UIF QSPQPTFE &.4 XJUI SFTQFDU UP WBSJBUJPO PG UIF SFBM TQFFE
QSPaMF UP B QSFEJDUFE POF
 FBDI SPVUF XBT SFDPSEFE NVMUJQMF UJNFT
 XIFSF UIF aSTU PG UIF
TQFFE QSPaMFT UBLFT UIF SPMF PG UIF QSFEJDUJPO BOE UIF SFTU BT BDUVBM TQFFE� 4IPSUFS SPVUFT
XFSF SFDPSEFE GPVS UJNFT
 SFTVMUJOH JO POF QSFEJDUJPO QSPaMF BOE UISFF UFTU SVOT
 XIJMF
UIF MPOHFS SPVUFT POMZ UISFF UJNFT
 SFTVMUJOH JO POF QSFEJDUJPO QSPaMF BOE UXP UFTU SVOT�
*O PUIFS XPSET
 UIF QSFEJDUFE TQFFE QSPaMF GPS FWFSZ UFTUFE USJQ PO UIF TBNF SPVUF TUBZT
UIF TBNF XIJMF UIF PUIFS TQFFE QSPaMFT BSF VTFE BT UIF BDUVBM TQFFE� " UFTU USJQ XIFSF
UIF BDUVBM TQFFE QSPaMF JT UIF TBNF BT UIF QSFEJDUFE QSPaMF JT EPOF GPS FBDI PG UIF SPVUFT
BT XFMM
 TIPXJOH UIF SPCVTUOFTT PG UIF &.4 POMZ XJUI SFTQFDU UP UIF TJNQMJaFE WFIJDMF
NPEFM BOE QBSBNFUFS VODFSUBJOUZ� #FDBVTF UIF SFGFSFODF 40$ USBKFDUPSZ JT USBDLFE CBTFE
PO ESJWFO EJTUBODF
 JU XBT OFDFTTBSZ UIBU FBDI USJQ PO UIF TBNF SPVUF XBT UIF TBNF MFOHUI�

cėĤŒį Ɏɠɏ 3PVUF QBSBNFUFST XJUI BWFSBHF TQFFE PG FBDI USJQ�←↩ EFOPUFT B SFUVSO SPVUF� "WFSBHF
TQFFE EPFT OPU UBLF JOUP BDDPVOU UIF UJNF UIF WFIJDMF JT TUBUJPOBSZ UP CFUUFS SFQSFTFOU UIF ESJWJOH
TUZMF EJêFSFODFT�

-FOHUI "TDFOU %FTDFOU ∆ 5SJQ BWH TQFFE 	LN/I

	LN
 	N
 	N
 	N
 � � � �

� ] $JUZ � 3.85 14 −116 −102 26.8 33.2 30.6 29.9

� ] $JUZ �←↩ 3.62 117 −15 102 30.3 32.0 29.6 29.9

� ] $JUZ � 6.26 121 −67 54 35.4 33.5 33.8 34.4

� ] $JUZ �←↩ 6.24 63 −117 54 40.4 36.0 36.7 42.4

� ] &YUSB�VSCBO 44.4 600 −777 −177 63.9 60.4 66.9 �
� ] )JHIXBZ�$JUZ 47.1 609 −464 145 69.2 73.7 63.8 �
� ] )JHIXBZ�$JUZ←↩ 55.5 537 −614 −77 74.2 78.1 74.3 �
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO 122.4 1486 −1163 323 79.6 80.9 80.5 �
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO←↩ 123.9 1384 −1718 −334 81.1 77.9 82.7 �

5IF SFDPSEFE SPVUFT XJUI UIFJS QBSBNFUFST BOE JOEJWJEVBM USJQ BWFSBHF TQFFET BSF MJT�
UFE JO 5BCMF ���
 XIFSF UIF OBNF SFQSFTFOUT NBKPS ESJWJOH UZQFT� 5IF GPMMPXJOH aHVSFT
	'JHT� ����v����
 TIPX TQFFE BOE FMFWBUJPO QSPaMFT PG FBDI SPVUF XJUI (14 EBUB PWFSMBJE
PO B NBQ� 5IF QSFEJDUFE TQFFE QSPaMF JT BMXBZT EFOPUFE XJUI B TPMJE MJOF BOE TVCTFRVFOU
TQFFE QSPaMFT BSF UIFO DPOTJEFSFE SFBM ESJWJOH BOE BSF EFOPUFE XJUI EBTIFE
 EPUUFE BOE
EBTI�EPUUFE MJOFT
 SFTQFDUJWFMZ� )&7 BOE.)&7 BSF UFTUFE PO BMM UIF MJTUFE SPVUFT
 XIFSFBT
1)&7wXIJDI DBO DPNQMFUF NPTU PG UIFN JO FMFDUSJD NPEF POMZwJT UFTUFE POMZ PO SPVUFT
� BOE � BOE PO B DPNCJOBUJPO PG � BOE ��

5IF ESJWJOH TUZMF PS rBHHSFTTJWFOFTTr SFNBJOFE UIF TBNF BDSPTT BMM USJQT
 TP UIF EJG�
GFSFODFT PO UIF TBNF SPVUFT BSF EVF UP UIF JOIFSFOU SBOEPNOFTT PG ESJWJOH CFIBWJPVS BOE
USBëD� 5IFNBYJNVNBDDFMFSBUJPO WBMVFT SBSFMZ FYDFFE �NT−� GPS BDDFMFSBUJOH BOE �NT−�

GPS CSBLJOH�

��
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ɎɠɑɠɎ VįŰĹŠŰŘėřĥį �ŠŘŭėŰłŴŠř

5P BTTFTT UIF QFSGPSNBODF PG UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ
 FBDI USJQ JT DPNQBSFE UP SFTVMUT GSPN
B SVMF�CBTFE TUSBUFHZ 	3#

 XIJDI JT VTVBMMZ JO TPNF GPSN VTFE JO QBTTFOHFS WFIJDMFT BOE
XIJDI EPFT OPU UBLF JOUP BDDPVOU USJQ DIBSBDUFSJTUJDT
 BOE UP BO PQUJNBM SFTVMU VTJOH EZ�
OBNJD QSPHSBNNJOH 	%1

 XIJDI BTTVNFT GVMM LOPXMFEHF PG UIF USJQ BOE UIF WFIJDMF QBSB�
NFUFST� *EFBMMZ
 UIF SFTVMUJOH GVFM DPOTVNQUJPO GSPN UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ XPVME MJF JO
CFUXFFO UIFTF UXP
 DMPTFS UP UIF PQUJNBM SFTVMU� 'PS SFGFSFODF BOE BCTPMVUF TBWJOHT DPN�
QBSJTPO
 GVFM DPOTVNQUJPO PG B WFIJDMF XJUI DPOWFOUJPOBM *$&�POMZ QPXFSUSBJO 	XFJHIJOH
�� LH MFTT UIBO UIF .)&7
 JT JODMVEFE BT XFMM�

5IF TBNF TIJGUJOH TUSBUFHZ GSPN 4FDUJPO ����� JT VTFE GPS BMM PG UIF DPNQBSFE TUSBUFHJFT

IFODF UIF POMZ DPOUSPM WBSJBCMF JT TN�

YƀŒįɰ�ėŴįī ]ŻŰėŻįĺƗ

'PS UIJT DPNQBSJTPO
 B TJNQMF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ XBT EFTJHOFE
 TMJHIUMZ EJêFSFOU GPS FBDI
PG UIF WFIJDMF DPOaHVSBUJPOT 	)&7
 .)&7 BOE 1)&7
� 5IF SVMFT BSF CBTFE PO JOUVJUJPO
BOE BEKVTUFE VTJOH UIF UFTUFE USJQT UP BDIJFWF BQQSPYJNBUFMZ DIBSHF�TVTUBJOJOH PQFSBUJPO�
4JODF UIF 3# EPFT OPU LOPX XIFO UIF DVSSFOU USJQ JT HPJOH UP FOE
 UIF 40$ BU UIF FOE PG
UIF USJQ XJMM HFOFSBMMZ OPU CF FYBDUMZ UIF SFRVJSFE WBMVF
 CVU IJHIFS UIBO UIBU PO TPNF USJQT
BOE MPXFS UIBO UIBU PO PUIFS�

#FDBVTF JO UIF SFBM XPSME
 PQFSBUJPO PG UIF WFIJDMF EPFT OPU FOE XJUI POF USJQ BOE BOZ
FYDFTT PG CBUUFSZ DIBSHF DBO CF VTFE JO UIF OFYU POF
 UIF GVFM DPOTVNQUJPO DBMDVMBUJPO
DPOWFSUT UIJT BNPVOU PG FOFSHZ UP BQQSPYJNBUF BNPVOU PG GVFM TBWFE JO UIF GVUVSF CBTFE
PO QPXFSUSBJO FëDJFODJFT�

mG = −(ξ(tf )− ξf )C V
ηJ η̄C η̄N ηUD

H η̄F
	����


5IJT WBMVF JT UIFO TVCUSBDUFE GSPN UIF WBMVF PG UIF UPUBM GVFM DPOTVNFE� 4JNJMBSMZ
 SFBDIJOH
40$ WBMVF CFMPX UIF DIBSHF�TVTUBJOJOH WBMVF ξf NFBOT UIBU UIF CBUUFSZ XJMM IBWF UP CF
DIBSHFE JO UIF GVUVSF XJUI B DFSUBJO FëDJFODZ
 SFTVMUJOH JO BEEJUJPOBM GVFM DPOTVNQUJPO

mG = −(ξ(tf )− ξf )C V
1

ηJ η̄C η̄N ηUD H η̄F
	����


8IJMF UIJT DBMDVMBUJPO JT BQQSPYJNBUF BOE NBZ CFOFaU OPU BDIJFWJOH DIBSHF�TVTUBJOJOH
40$ WBMVF JO TPNF DBTFT
 UIF MPOHFS UIF USJQ
 UIF TNBMMFS FêFDU JU XJMM IBWF PO UIF DBMDVMBUFE
BWFSBHF GVFM DPOTVNQUJPO�

"O BMHPSJUIN bPXDIBSU PG UIF DIBSHF�TVTUBJOJOH SVMF�CBTFE TUSBUFHZ JT TIPXO JO 'JH�
VSF ����� 4JNQMZ QVU
 UIF WFIJDMF VTFT SFHFOFSBUJWF CSBLJOH XIFOFWFS QPTTJCMF 	JG UIF 40$
JT OPU UPP IJHI
 BOE VTFT UIF &. UP DPWFS MPX�UPSRVF SFRVFTUT
 XIFSF UIF FëDJFODZ PG
UIF *$& JT WFSZ MPX� 'VSUIFSNPSF
 EFQFOEJOH PO XIFUIFS UIF 40$ JT BCPWF PS VOEFS UIF
DIBSHF�TVTUBJOJOH WBMVF ξf 
 *$& PS &. JT VTFE BDDPSEJOHMZ� 4PGU 40$ DPOTUSBJOUT ξMPX
 TPGU
BOE ξIJHI
TPGU XFSF BEEJUJPOBMMZ JOUSPEVDFE UP EFUFSNJOF IPX NVDI FMFDUSJD FOFSHZ DBO CF
VTFE
 PS XIFUIFS UIF CBUUFSZ TIPVME CF SFDIBSHFE CZ UIF FOHJOF�

4USBUFHJFT GPS )&7 BOE .)&7 EJêFS POMZ JO DPOTUBOUT VTFE JO UIF &. UPSRVF TN DBM�
DVMBUJPOT 	IPX TNBMM UPSRVF SFRVFTU IBT UP CF UP CF DPWFSFE CZ UIF &. POMZ BOE UP XIJDI
FYUFOU UIF WFIJDMF VTFT UPSRVF BTTJTU
� 4USBUFHZ GPS 1)&7 DPOTJTUT PG B DIBSHF�EFQMFUJOH
NPEF
 XIFSF POMZ UIF &. JT VTFE CFGPSF SFBDIJOH UIF DIBSHF�TVTUBJOJOH WBMVF ξf 
 BGUFS

��
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*$& POMZ
TN = 0

#BUUFSZ SFDIBSHF
TN = (ξ(t)− ξf )TEFN

5PSRVF BTTJTU
TN = C2 TEFN

5PSRVF BTTJTU
TN = C3 TEFN

ξ(t) > ξMPX
TPGU ξ(t) < ξIJHI
TPGU
'5 '5

ξ(t) < ξf
'5

&. POMZ
TN = TEFN

3FHFOFSBUJWF CSBLJOH
TN = TEFN

'SJDUJPO CSBLJOH
TN = 0

TEFN < C1 TF
 NBY
ξ(t) > ξMPX

ξ(t) < ξIJHI
'5'5

TEFN > 0

5PSRVF EFNBOE TEFN

'5

#łĺƀŰį ɎɠɎɍ 3VMF�CBTFE TUSBUFHZ bPXDIBSU� 5� 5SVF
 '� 'BMTF
 DPOTUBOUT C1
 C2 BOE C2 BSF EJG�
GFSFOU GPS )&7 	1)&7
 BOE .)&7� JG DBMDVMBUFE TN WBMVFT BSF UPP IJHI GPS UIF &.
 NBYJNVN
QPTTJCMF UPSRVF JT BQQMJFE�

��



���� 4ĨİļĮĝĺĨĳı 4ģĺļĵ

0.6

0.7

0.8
ξ
(−

)

0 500 1,000 1,500
0

50

100

t (T)

v
(L

N
/I

)

%1
3#
*$&

4.5

4.61

5.26

'VFM DPOTVNQUJPO 	M/��� LN


ė )&7

0.6

0.7

0.8

ξ
(−

)

0 500 1,000 1,500
0

50

100

t (T)

v
(L

N
/I

)

%1
3#
*$&

4.71

4.77

5.26

'VFM DPOTVNQUJPO 	M/��� LN


Ĥ .)&7

#łĺƀŰį ɎɠɎɎ 3VMF�CBTFE TUSBUFHZ UFTU DZDMF 	8-51

 TIPXJOH 40$ USBKFDUPSZ
 TQFFE QSPaMF BOE
GVFM DPOTVNQUJPO� *$&� WFIJDMF XJUI *$&�POMZ QSPQVMTJPO
 3#� SVMF�CBTFE
 %1� EZOBNJD QSP�
HSBNNJOH�

XIJDI UIF TBNF TUSBUFHZ BT GPS UIF )&7 JT FNQMPZFE�
5P DPNQBSF &.4T JO UIF TBNF DPOEJUJPOT
 OP DPOUSPM MPHJD PS QFOBMUZ JT JNQMFNFOUFE

UP UBLF JOUP BDDPVOU GSFRVFOU FOHJOF TUBSUT�
'JHVSF ���� TIPXT QFSGPSNBODF PG UIF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ PO B )&7 BOE .)&7 ESJW�

JOH 8-51 DZDMF� 5IF SFTVMU JT DPNQBSFE XJUI UIF TBNF USJQ PQUJNJTFE XJUI %1 BOE GVFM
DPOTVNQUJPO PG B WFIJDMF XJUI B DPOWFOUJPOBM *$& QPXFSUSBJO� *U JT XPSUI OPUJOH UIBU UIF
EJêFSFODF CFUXFFO B SVMF�CBTFE BMHPSJUIN BOE PQUJNBM TPMVUJPO PO USJQT MJLF UIFTF
 XIFSF
MBSHF QBSU PG UIF UPUBM FOFSHZ JT VTFE GPS IJHIXBZ ESJWJOH 	XJUI IJHI *$& FëDJFODZ BOE OP
SFDVQFSBUJPO QPTTJCJMJUJFT

 JT JO BCTPMVUF UFSNT BMSFBEZ RVJUF TNBMM
 FTQFDJBMMZ GPS B.)&7

BOE UIFSFGPSF UIFSF JT POMZ B TNBMM SPPN GPS JNQSPWFNFOU
 BT UIF QSPQPTFE &.4 TIPVME
MJF TPNFXIFSF JO CFUXFFO� 1)&7 XBT OPU UFTUFE TFQBSBUFMZ
 CFDBVTF JU DBO DPNQMFUF UIJT
DZDMF JO DIBSHF�EFQMFUJOHNPEF VTJOH CBUUFSZ FOFSHZ POMZ BOE JUT DIBSHF�TVTUBJOJOH DPOUSPM
MPHJD JT UIF TBNF BT UIF )&7�

��
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5FTUJOH FBDI WFIJDMF PO BMM PG UIF SPVUFT TQFDJaFE JO 4FDUJPO ����� SFTVMUT JO �� USJQT GPS
CPUI UIF )&7 BOE .)&7
 BOE � USJQT GPS UIF 1)&7� "O FYIBVTUJWF MJTU PG BMM UIF SFTVMUT
XJUIPVU DPNNFOUBSZ JT JODMVEFE JO "QQFOEJY "� 5IJT DIBQUFS IJHIMJHIUT POMZ TPNF PG UIF
SFTVMUT TIPXJOH UIF DIBSBDUFSJTUJD CFIBWJPVS PG UIF &.4 BOE JUT TIPSUDPNJOHT
 JODMVEJOH
B DPNQBSJTPO UP UIF PUIFS UFTUFE TUSBUFHJFT� 5P TBWF TQBDF BOE BWPJE SFQFUJUJPO
 5BCMF ���
FYQMBJOT UIF DPMPS DPEFT VTFE JO UIF HSBQIT UISPVHIPVU UIJT DIBQUFS�

cėĤŒį ɏɠɌ -FHFOE GPS UIF GPMMPXJOH HSBQIT

1SFEJDUFE �-7- %1 3# 1SFEJDUFE TQFFE 3FBM 4QFFE &MFWBUJPO

0WFSBMM
 UIF QSPQPTFE &.4 	GVSUIFS SFGFSSFE UP BT �-7-
 PVUQFSGPSNFE UIF SVMF�CBTFE
TUSBUFHZ JO NPTU DBTFT BOE UIF SFTVMUT XFSF DMPTF UP UIF PQUJNBM TPMVUJPO GSPN %1� 5IF
JNQSPWFNFOU QFSDFOUBHFT GPS FWFSZ USJQ BSF MJTUFE JO 5BCMFT ���
 ��� BOE ��� GPS )&7
.)&7
BOE 1)&7
 SFTQFDUJWFMZ� 5IF QFSDFOUBHFT TIPX UIF SFMBUJWF JNQSPWFNFOU PWFS UIF SVMF�
CBTFE TUSBUFHZ XJUI SFTQFDU UP *$&�POMZ DPOTVNQUJPO VTJOH GPSNVMB�

∆'$SFM =
'$*$& − '$�-7-

'$*$&
− '$*$& − '$3#

'$*$&
=

'$3# − '$�-7-
'$*$&

	���


XIFSF '$ JT UIF GVFM DPOTVNQUJPO BOE ∆'$SFM UIF SFMBUJWF JNQSPWFNFOU� 5IF OVNCFST JO
QBSFOUIFTFT EFOPUF UIF VQQFS MJNJU� GPS JNQSPWFNFOU VTJOH %1� #FDBVTF USJQ � JT B USJQ
XIFSF UIF SFBM TQFFE XBT UIF TBNF BT UIF QSFEJDUFE TQFFE
 JU JO NPTU DBTFT MFBET UP B SFTVMU
DMPTFS UP %1 UIBO UIF SFTU
 BT UIFSF JT POF GFXFS TPVSDF PG EJTUVSCBODF� *U UIFSFGPSF POMZ
BDUT BT BO JOEJDBUJPO UP XIBU FYUFOU EJêFSFOU TQFFE QSPaMFT BêFDU UIF SFTVMUT BOE EPFT OPU
DPVOU UPXBSET UIF BWFSBHF JNQSPWFNFOU�

5IFSF BSF UXP QPTTJCMF XBZT PG JOUFSQSFUJOH UIF SFTVMUT� *O BCTPMVUF UFSNT v IPX CJH
UIF GVFM DPOTVNQUJPO JNQSPWFNFOU JT XJUI SFTQFDU UP UIF 3# TUSBUFHZ 	OVNCFST JO UBCMFT
BCPWF

 PS JO SFMBUJWF UFSNT v IPX DMPTF UIF �-7- SFTVMU JT UP UIF PQUJNBM TPMVUJPO PO UIF
%1�3# TDBMF� 5P BTTFTT UIF QFSGPSNBODF PG UIF TUSBUFHZ JUTFMG
 UIF SFMBUJWF DPNQBSJTPO JT
NPSF BQQSPQSJBUF� )PXFWFS
 JO B SFBM BQQMJDBUJPO
 BCTPMVUF WBMVFT BSF VMUJNBUFMZ PG CJHHFS
JNQPSUBODF
 XIFUIFS UIF TBWJOHT PVUXFJHI UIF FêPSUT PG JNQMFNFOUBUJPO�

�"T EJTDVTTFE JO 4FDUJPO ���
 UIF �-7- TUSBUFHZ JO TPNF DBTFT PVUQFSGPSNT %1
 XIJDI JT NPSF QSPOF UP OV�
NFSJDBM FSSPST
 FTQFDJBMMZ JO UIF DBTF PG 1)&7 XIFSF CJHHFS TUBUF TUFQ TJ[F XBT TFMFDUFE� 5IF VQQFS MJNJU GPS
JNQSPWFNFOU JT UIFSFGPSF POMZ JOEJDBUJWF�

��
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cėĤŒį ɏɠɍ 3FMBUJWF JNQSPWFNFOU PWFS UIF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ XJUI SFTQFDU UP *$&�POMZ DPO�
TVNQUJPO GPS )&7 	JO QFSDFOU
� OVNCFST JO QBSFOUIFTFT EFOPUF %1 SFTVMU�

5SJQ � 5SJQ � 5SJQ � 5SJQ � "WH
� ] $JUZ � 19.6 (21.3) 17 (17.6) 18.6 (21) 19.9 (19.8) ��.�
� ] $JUZ �←↩ 2.1 (1.7) 1.3 (1.7) 0.3 (2.1) 3.5 (5.7) �.�
� ] $JUZ � 4.4 (4.2) 3.6 (4.7) 2.3 (4.9) 1.2 (3.6) �.�
� ] $JUZ �←↩ 7.3 (6.9) 6.1 (6.1) 7 (7.2) 5.3 (5.9) �.�
� ] &YUSB�VSCBO 4.4 (4.2) 4 (4.4) 3.9 (3.8) � �
� ] )JHIXBZ�$JUZ 1.6 (1) 1 (0.9) 1 (1.5) � �
� ] )JHIXBZ�$JUZ←↩ 1.4 (1) 1.3 (1) 1.6 (1.4) � �.�
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO 1.7 (1.7) 1.1 (1.3) 1.1 (1.2) � �.�
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO←↩ 1.5 (1.9) 2.1 (1.9) 2.1 (2) � �.�

cėĤŒį ɏɠɎ 3FMBUJWF JNQSPWFNFOU PWFS UIF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ XJUI SFTQFDU UP *$&�POMZ DPO�
TVNQUJPO GPS .)&7 	JO QFSDFOU
� OVNCFST JO QBSFOUIFTFT EFOPUF %1 SFTVMU�

5SJQ � 5SJQ � 5SJQ � 5SJQ � "WH
� ] $JUZ � 12.6 (13.7) 11.2 (12.9) 9.9 (11.3) 12.1 (14.6) ��.�
� ] $JUZ �←↩ 0.2 (0.4) −0.5 (0.2) 0.3 (1.3) 0.9 (2) �.�
� ] $JUZ � 1.8 (2.3) 1.2 (2.4) 1 (2.1) 0.7 (1.8) �
� ] $JUZ �←↩ 3.1 (3.7) 1.1 (3.1) 3.5 (4.8) 2.6 (3.4) �.�
� ] &YUSB�VSCBO 1.7 (2.1) 1.3 (2.1) 1.3 (1.9) � �.�
� ] )JHIXBZ�$JUZ 0.4 (0.6) 0.3 (0.6) 0.2 (0.9) � �.�
� ] )JHIXBZ�$JUZ←↩ 0.1 (0.4) 0.1 (0.5) 0.1 (0.7) � �.�
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO 0.6 (0.8) 0.3 (0.7) 0.1 (0.6) � �.�
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO←↩ 0.7 (1) 0.6 (1) 0.6 (1) � �.�

cėĤŒį ɏɠɏ 3FMBUJWF JNQSPWFNFOU PWFS UIF SVMF�CBTFE TUSBUFHZ XJUI SFTQFDU UP *$&�POMZ DPO�
TVNQUJPO GPS 1)&7 	JO QFSDFOU
� OVNCFST JO QBSFOUIFTFT EFOPUF %1 SFTVMU��

5SJQ � 5SJQ � 5SJQ � "WH
��� ] )JHIXBZ�$JUZ �←↩ 4.1 (4) 3.7 (3.7) 3.8 (3.8) �.�
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO 4.6 (4.6) 4.2 (3.9) 4.3 (4) �.�
� ] )JHIXBZ�&YUSB�VSCBO←↩ 3 (3.4) 3.3 (3.1) 3.3 (3.2) �.�

��
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ɏɠɌ )�x ʭ B)�x

5IF HPBM PG BO &.4 JO B DIBSHF�TVTUBJOJOH )&7 JT
 JO HFOFSBM
 UP VTF UIF FMFDUSJD FOFSHZ PC�
UBJOFE GSPN SFDVQFSBUFE� QPUFOUJBM BOE LJOFUJD FOFSHZ JO UIFNPTU FëDJFOU NBOOFS� )FODF

UIF NPSF FOFSHZ SFDVQFSBUFE PO B USJQ
 UIF CJHHFS UIF QPUFOUJBM JNQSPWFNFOU JO GVFM DPO�
TVNQUJPO UIFSF JT GPS B rTNBSUFSr TUSBUFHZ TVDI BT UIF QSPQPTFE �-7-� 4JNJMBSMZ
 UIF MFTT
FMFDUSJD FOFSHZ BWBJMBCMF
 UIF TNBMMFS UIF QPUFOUJBM GPS JNQSPWFNFOU BOE UIF TNBMMFS UIF
NBSHJO PG FSSPS UIFSF JT GPS XIFO DPOEJUJPOT BSF QSFEJDUFE JODPSSFDUMZ PS DFSUBJO WFIJDMF
BTQFDU JT OFHMFDUFE JO UIF NPEFM�

0WFSBMM
 UIF SFTVMUT TVQQPSU UIJT UIFPSZ BT UIF BNPVOU PG QPTTJCMF JNQSPWFNFOU 	%1�3#
TDBMF
 XJUI SFTQFDU UP *$&�POMZ WFIJDMF JT SPVHIMZ MJOFBSMZ DPOTJTUFOU XJUI UIF SBUJP PG OFH�
BUJWF UP QPTJUJWF FOFSHZ SFRVJSFE PO FBDI USJQ� .FBOJOH
 UIBU UIF NPSF FOFSHZ BWBJMBCMF GPS
SFDVQFSBUJPO 	BOE DPOTFRVFOU &. QSPQVMTJPO
 UIFSF JT
 UIF CJHHFS UIF QPTTJCMF JNQSPWF�
NFOU� "T JU GPMMPXT
 UIF CJHHFTU GVFM TBWJOHT PG UIF �-7- DPNQBSFE UP 3# XFSF BUUBJOFE PO
TVDI USJQT�

$JUZ ESJWJOH XJUI TUPQ�BOE�HP USBëD PS FYUSB�VSCBO ESJWJOH XJUI CSBLJOH JOUP DVSWFT

DPNCJOFE XJUI FMFWBUJPO WBSJBUJPOT BSF DPOTFRVFOUMZ BQQMJDBUJPOT
 XIFSF UIF SFTVMUT BSF
NPSF TJHOJaDBOU� 'JHVSF ��� TIPXT BO FYBNQMF PG UIFTF UZQFT PG USJQT v ���B TIPXT EPXOIJMM
DJUZ ESJWJOH BOE ���C FYUSB�VSCBO ESJWJOH
 BUUBJOJOH ��� BOE �� JNQSPWFNFOU
 SFTQFDU�
JWFMZ� 0CWJPVTMZ
 ���B JT BO FYUSFNF FYBNQMF PG B TQFDJaD 	BOE TIPSU
 USJQ
 CFDBVTF B WFIJDMF
DBOOPU LFFQ ESJWJOH POMZ EPXOIJMM JO JUT MJGFUJNF BOE FWFSZ FMFWBUJPO MPTT OFFET UP CF DPN�
QFOTBUFE JO UIF GVUVSF CZ BO FMFWBUJPO HBJO
 XIFSF UIF SFDVQFSBUJPO QPUFOUJBM JT TNBMMFS

BWFSBHJOH PVU UIF SFTVMUT PWFS UIF MPOH�UFSN�

$PSSFTQPOEJOHMZ
 PO USJQT XJUI NPTUMZ VQIJMM ESJWJOH
 PS XIFSF NPTU PG UIF FOFSHZ
TQFOU JT BU B DPOTUBOU TQFFE BOE UIF FMFWBUJPO EPFT OPU DIBOHF NVDIwTVDI BT IJHIXBZ
ESJWJOHwUIF NBSHJO PG JNQSPWFNFOU JT TNBMM� &YBNQMFT BSF TIPXO JO 'JHVSF ���� 8IJMF
UIF �-7- SFTVMU JT DMPTF UP UIF POF PG %1 PO UIF SFMBUJWF TDBMF CFUXFFO %1 BOE 3#
 UIF
BCTPMVUF JNQSPWFNFOU JO GVFM DPOTVNQUJPO JT WFSZ TNBMM v �� BOE �.��
 SFTQFDUJWFMZ�

4JNJMBSMZ
XIJMF UIF CFIBWJPVS PG UIF &.4BQQMJFE UP)&7BOE.)&7 JT TJNJMBS CFUXFFO
UIFTF UXP DPOaHVSBUJPOT
 EVF UP MFTT FMFDUSJD FOFSHZ BWBJMBCMF 	MPXFS &. QPXFS BOE TNBM�
MFS CBUUFSZ

 UIF CBOE GPS JNQSPWFNFOU CFUXFFO 3# BOE %1 JT BMSFBEZ RVJUF OBSSPX
 NBL�
JOH UIF BCTPMVUF GVFM DPOTVNQUJPO TBWJOHT WFSZ TNBMM v BSPVOE �� JONPTU DBTFT 	5BC� ���
�

)PXFWFS
 XIJMF JNQPSUBOU UP BTTFTT UIF BCTPMVUF TBWJOHT PO EJêFSFOU UZQFT PG USJQT

UIFTF aOEJOHT BSF OPU SFBMMZ JOIFSFOU UP UIF QFSGPSNBODF PG UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ JUTFMG�
5IF DIBSBDUFSJTUJDT PG UIF �-7- XJMM OPX CF FYQBOEFE PO�

ɏɠɌɠɌ $įřįŰėŒ IĤŴįŰƐėŻłŠřŴ

0WFSBMM
 UIF �-7- QFSGPSNT RVJUF XFMM
 SFBTPOBCMZ DMPTF UP PQUJNBM SFTVMUT
 FWFOXJUI TQFFE
QSPaMF WBSJBUJPOT UP UIF QSFEJDUFE POFT 	UP TPNF FYUFOU
 BOE VODFSUBJO WFIJDMF QBSBNFUFST�

)PXFWFS
 BT JU UVSOT PVU
 UIF JEFB CFIJOE 40$ USBKFDUPSZ USBDLJOH JT POMZ QBSUMZ SFTQPOT�
JCMF GPS HPPE SFTVMUT
 BT UIF USVF PQUJNBM %1 USBKFDUPSZ NBZ JO TPNF DBTFT TJHOJaDBOUMZ EF�
WJBUF GSPN UIF QSFEJDUJPO EVF UP UIF JObJDUFE FSSPST� )FODF
 POMZ TNBMM WBMVFT GPS UIF 1*%
DPFëDJFOUT XFSF TFMFDUFE v UP GPMMPX UIF 40$ USBKFDUPSZ PO B MBSHFS TDBMF 	MPX GSFRVFODJFT
PG UIF 40$ USBKFDUPSZ

 XIJMF OPU PWFSDPNQFOTBUJOH GPS EJTUVSCBODFT PO B TNBMMFS TDBMF
	IJHI GSFRVFODJFT PG UIF 40$ USBKFDUPSZ
�

�*$& DIBSHJOH JT OPU WFSZ GSFRVFOU JO BO PQUJNBM TPMVUJPO
 CFDBVTF PG UIF FëDJFODZ PG EPVCMF FOFSHZ DPOWFS�
TJPO�

��
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5IFNPSF JNQPSUBOU SPMF JT QMBZFE CZ UIF FRVJWBMFODF GBDUPS p
 XIJDI JT HFOFSBUFE CFGPSF
UIF USJQ BOEXIJDI JT VTFE GPS UIFNJOJNJTBUJPO PG UIF)BNJMUPOJBO JO SFBM�UJNF� #FDBVTF UIF
HFOFSBUFE SFGFSFODF FRVJWBMFODF GBDUPS JT VTVBMMZ DMPTF UP UIF SFBM PQUJNBM WBMVF
 XIFO UIF
TQFFE QSPaMF JT QSFEJDUFE TPNFXIBU DPSSFDUMZ
 UIF 40$ JT BVUPNBUJDBMMZ USBDLFE� )PXFWFS

XIFO UIF TQFFE JT QSFEJDUFE JODPSSFDUMZ JO B TFDUJPO PG UIF USJQ
 UIF 40$XJMM TUBSU UP EFWJBUF
GSPN UIF QSFEJDUJPO JO UIJT TFDUJPO 	MFBEJOH UP TPNF FSSPS BOE p�DPSSFDUJPO

 CVU UIF PSJHJOBM
SFGFSFODF FRVJWBMFODF GBDUPS 	BOE SFTVMUJOH 40$ USBKFDUPSZ
 NJHIU TUJMM CF DMPTF UP PQUJNBM
XJUI SFTQFDU UP UIF SFBM USJQ BOE UPP MBSHF DPSSFDUJPOT XPVME POMZ MFBE UP CBE QFSGPSNBODF�

/BUVSBMMZ
 UIFSF OFFET UP CF B DPNQSPNJTF JO PSEFS GPS UIF TUSBUFHZ UP BUUBJO DIBSHF�
TVTUBJOJOH CFIBWJPVS JG UIF TQFFE QSPaMF LFFQT DIBOHJOH GSPN UIF QSFEJDUJPO
 CVU OPU PWFS�
DPNQFOTBUF UPP NVDI CZ DPOTUBOUMZ DIBSHJOH BOE SFDIBSHJOH UIF CBUUFSZ� 'JHVSF ��� TIPXT
UXP EJêFSFOU SFTVMUT XJUI UIF TBNF 1*% DPFëDJFOUT� *O ���B
 UIF �-7- EFWJBUFT GSPN UIF
QSFEJDUJPO
 CFDBVTF PG B EJêFSFOU TQFFE
 CVU GPMMPXT UIF TIBQF PG UIF PQUJNBM 40$ USBKFDU�
PSZ CZ %1� 5IF 1*% DPFëDJFOUT BSF TNBMM FOPVHI UIBU UIF WFIJDMF JT OPU GPSDFE UP GPMMPX
UIF QSFEJDUFE OPO�PQUJNBM 40$ USBKFDUPSZ� 0O UIF PUIFS IBOE
 JO ���C
 UIF WFIJDMF GPMMPXT
UIF PQUJNBM %1 USBKFDUPSZ JO UIF CFHJOOJOH CZ NJOJNJTJOH UIF )BNJMUPOJBO XJUI UIF HFOFS�
BUFE FRVJWBMFODF GBDUPS WBMVF
 IPXFWFS
 BT UIF BDDVNVMBUFE FSSPS HSPXT
 DPSSFDUJOH p UPP
NVDI
 UIF WFIJDMF JT GPSDFE UP BEIFSF UP UIF OPO�PQUJNBM QSFEJDUJPO
 POMZ IBWJOH UP PWFS�
DPNQFOTBUF JO UIF PUIFS EJSFDUJPO MBUFS BHBJO� 8IJMF UIF SFTVMU TUJMM PVUQFSGPSNT UIF 3#
TUSBUFHZ
 JU JT GVSUIFS GSPN UIF PQUJNBM %1 SFTVMU UIBO JO ���B�

5IF LFZ UP PCUBJO DMPTF�UP�PQUJNBM DPOUSPM JT UIFSFGPSF UP VTF BDDVSBUF NBQT BOE QBSB�
NFUFST GPS UIF )BNJMUPOJBO BOE UIF BQQSPYJNBUF FRVJWBMFODF GBDUPS HFOFSBUFE CZ UIF QSF�
EJDUJPO GPS JUT NJOJNJTBUJPO
 XIJDI SFTVMUT JO LFFQJOH UIF FOHJOF PQFSBUJOH XJUI HPPE FG�
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aDJFODZ� $IBSHF�TVTUBJOJOH PQFSBUJPO JT UIFO BDIJFWFE UISPVHI TNBMM FRVJWBMFODF GBDUPS
DPSSFDUJPOT CBTFE PO UIF FSSPS GSPN SFGFSFODF 40$�

ɏɠɌɠɍ VįŰĹŠŰŘėřĥį

"T BMSFBEZ EJTDVTTFE JO UIF QSFWJPVT TFDUJPOT
 PWFSBMM
 UIF �-7- TUSBUFHZ BDIJFWFT SFT�
VMUT DMPTF UP UIF PQUJNBM TPMVUJPO
 JO TQJUF PG TQFFE QSPaMF BOE QBSBNFUFS EJTUVSCBODFT PG
UIF UFTUFE NBHOJUVEF� *U JT BCMF UP TFMFDU OFBSMZ PQUJNBM DPOUSPM CBTFE PO HFOFSBUFE SFGFS�
FODF FRVJWBMFODF GBDUPS
 SFTVMUJOH JO GPMMPXJOH UIF rIJHI�GSFRVFODZr PQUJNBM 40$ USBKFDUPSZ
TIBQF
 XIJDI UVSOT PVU UP CF UIF LFZ UP HPPE QFSGPSNBODF� 0O SPVUFT UIBU IBWF B TQFDJaD
DIBSBDUFSJTUJD TVDI BT EJêFSFODFT CFUXFFO ESJWJOH UZQFT PS TJHOJaDBOU FMFWBUJPO QSPaMF
 JU
SFTVMUT JO VTJOH UIF XIPMF BENJTTJCMF SBOHF PG UIF CBUUFSZ BDDPSEJOHMZ UP NBYJNJTF SFDV�
QFSBUJPO QPTTJCJMJUJFT
 PS UP SFDIBSHF UIF CBUUFSZ GPS &. QSPQVMTJPO�

5XP FYBNQMFT BSF QSFTFOUFE JO 'JHVSF ���� *O ���B
 JU DBO CF TFFO UIBU �-7- BOUJDJQBUFT
UIF EPXOIJMM TFDJPO BOE VTFT FMFDUSJD FOFSHZ CFGPSFIBOE
 BT UIF CBUUFSZ XJMM CF SFDIBSHFE
MBUFS
 XIFSFBT UIF 3# EPFT OPU UBLF BEWBOUBHF PG UIJT BOE IBT UP EJTTJQBUF UIF FYDFTT QPUFO�
UJBM FOFSHZ CZ GSJDUJPO CSBLFT
 CFDBVTF UIF 40$ DPOTUSBJOU XBT SFBDIFE� 4JNJMBSMZ
 JO ���C

UIF �-7- VTFT UIF XIPMF BENJTTJCMF SBOHF PG UIF CBUUFSZ BOE DIBSHFT JU BU UIF FOE CFGPSF
FYJUJOH UIF IJHIXBZ UP VTF &. QSPQVMTJPO JO DJUZ ESJWJOH XIFSF JU JT NPSF FëDJFOU�

)PXFWFS
 UIF TUSBUFHZ TUBSUT UP rTMJQ VQr XIFO UIF FSSPS JO UIF QSFEJDUFE TQFFE QSPaMF JT
PG TJHOJaDBOU NBHOJUVEF JO UFSNT PG CBUUFSZ VTBHF PWFS UIF FOUJSF USJQ� 5IJT NFBOT UIBU PO
USJQT XIFSF UIFSF JT BMSFBEZ OPU NVDI TQBDF GPS CBUUFSZ VTF BOE UIF QSFEJDUFE TQFFE QSPaMF
NBLFT UIF QSFEJDUFE 40$ USBKFDUPSZ EFWJBUF GSPN UIF SFBM PQUJNBM POF
 UIF &.4 GPSDFT UIF
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#łĺƀŰį ɏɠɐ &êFDU PG JOBDDVSBUF QSFEJDUJPO PO �-7- QFSGPSNBODF 	)&7 SFTVMUT


CBUUFSZ UP EJTDIBSHF BOE TVCTFRVFOUMZ DIBSHF 	PS WJDF WFSTB
 JOTUFBE PG OPU VTJOH UIF CBU�
UFSZ BT NVDI
 MFBEJOH UP TVC�PQUJNBM GVFM DPOTVNQUJPO EVF UP EPVCMF FOFSHZ DPOWFSTJPO�
5IJT PWFSDPNQFOTBUJPO FêFDU XBT BMSFBEZ QBSUMZ EJTDVTTFE JO UIF QSFWJPVT TFDUJPO�

'JHVSF ��� TIPXT FYBNQMFT PG UIJT� *O ���B
 UIF USJQ JT RVJUF TIPSU
 IFODF FWFO UIPVHI
UIF rIJHI�GSFRVFODZr TIBQF JT UIF TBNF BT %1
 UIF GPSDFE rMPX�GSFRVFODZr DIBSHJOH BOE
EJTDIBSHJOH PG UIF CBUUFSZ PWFS UIF MFOHUI PG UIF USJQ 	CFDBVTF PG JOBDDVSBUF QSFEJDUJPO

OPUJDFBCMZ XPSTFOT UIF QFSGPSNBODF� " TJNJMBS CFIBWJPVS DBO CF TFFO JO BMSFBEZ EJTDVTTFE
'JHVSF ���C� *O ���C
 BO VOQSFEJDUFE DPOHFTUJPO PDDVSSFE EVSJOH IJHIXBZ ESJWJOH
 CFGPSF
XIJDI UIF CBUUFSZ XPVME IBWF CFFO JEFBMMZ GVMMZ DIBSHFE 	BT QFS %1 TPMVUJPO
 UP VTF UIF
&. GPS UIF MPX�TQFFE BOE MPX�UPSRVF ESJWJOH� )PXFWFS
 POMZ IBMG PG UIF CBUUFSZ DBQBDJUZ
XBT BWBJMBCMF JO SFBMJUZ BOE UIF TVCTFRVFOU 40$ ESPQ BMTP DBVTFE UIF BMHPSJUIN UP PWFS�
DPNQFOTBUF BOE DIBSHF UIF CBUUFSZ XJUI UIF *$& UP GPMMPX UIF QSFEJDUFE 40$ JOTUFBE PG
DPOUJOVJOH UP VTF UIF &. BOE DIBSHF UIF CBUUFSZ XJUI IJHIFS FëDJFODZ MBUFS�

8IJMF UIF �-7- TUSBUFHZ JO UIFTF DBTFT TUJMM QFSGPSNT CFUUFS UIBO UIF 3#
 UIF JNQSPWF�
NFOUT BSF OFHMJHJCMF�

ɏɠɍ V)�x
#FDBVTF UIF 1)&7 JT BCMF UP DPNQMFUF TIPSUFS DJUZ BOE FYUSB�VSCBO SPVUFT VTJOH FMFDUSJD
FOFSHZ POMZ
 UIF POMZ UFTUFE SPVUFT XFSF UIF MPOHFS � BOE �
 BOE B DPNCJOBUJPO PG � BOE
�� 5FDIOJDBMMZ
 UIF TIPSUFS SPVUFT DPVME CF UFTUFE PO B MPPQ UP TJNVMBUF UIF PQFSBUJPO PG
1)&7 PO NVMUJQMF TIPSU USJQT BSPVOE UIF DJUZ XJUIPVU DIBSHJOH JO�CFUXFFO
 IPXFWFS
 JU
JT VOMJLFMZ UIBU ESJWJOH JOGPSNBUJPO PG TVDI USJQ DPVME CF QSFEJDUFE JO SFBM TDFOBSJP XJUI
SFBTPOBCMF BDDVSBDZ�
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8IJMF JO UIF DBTF PG UIF )&7
 UIF BQQMJDBUJPO PG UIF �-7- TUSBUFHZ PO MPOHFS USJQT SFT�
VMUFE JO OFHMJHJCMF TBWJOHT
 UIF 1)&7 BDIJFWFE DPOTJTUFOU ���� JNQSPWFNFOUT 	5BC� ���
�
5IJT DPOTJTUFODZ JT BUUSJCVUFE UP UIF GBDU UIBU BMM PG UIF USJQT BSF TJNJMBS JO MFOHUI BOE UZQF

BOE UIF EFWJBUJPOT JO TQFFE QSPaMF BSF OPU BT TJHOJaDBOU JO UFSNT PG UIF MFOHUI PG UIF USJQ

MFBEJOH UP TNBMM EJêFSFODFT JO UIF FRVJWBMFODF GBDUPS CFUXFFO UIF QSFEJDUJPO BOE SFBMJUZ�

"T EJTDVTTFE JO $IBQUFS �
 UIF OPSNBM PQFSBUJPO PG 1)&7 DPOTJTUT PG DIBSHF�EFQMFUJOH
NPEF
 XIFSF UIF WFIJDMF SVOT PO FMFDUSJDJUZ POMZ
 BOE TVCTFRVFOU DIBSHF�TVTUBJOJOH NPEF

XIFSF UIF WFIJDMF BDUT BT B SFHVMBS )&7 WFIJDMF BGUFS UIF CBUUFSZ IBT CFFO EJTDIBSHFE UP
B DFSUBJO QPJOU� 5IJT OBUVSBMMZ XPSLT GPS TIPSUFS USJQT
 CFDBVTF &.�POMZ QSPQVMTJPO JT QSF�
GFSSFE PWFS *$& QSPQVMTJPO GPS WBSJPVT SFBTPOT� )PXFWFS
 GPS MPOHFS USJQT
 XIFSF UIF CBU�
UFSZ DBQBDJUZ JT OPU TVëDJFOU
 JU JT CFOFaDJBM UP VTF UIF CBUUFSZ DIBSHF HSBEVBMMZ PWFS UIF
MFOHUI PG UIF USJQ
 EFQFOEJOH PO XIFSF JU JT UIF NPTU FëDJFOU�

5IJT JT FTTFOUJBMMZ BO FRVJWBMFOU UP UIF EJTDVTTJPO JO UIF QSFWJPVT TFDUJPO BCPVU VT�
JOH PCUBJOFE FMFDUSJD FOFSHZ FëDJFOUMZ� )PXFWFS
 XIFSFBT DIBSHF�TVTUBJOJOH )&7T BOE
.)&7T IBWF UP PCUBJO FMFDUSJD FOFSHZ GPS &.QSPQVMTJPO CZ SFDVQFSBUJPO
 1)&7T IBWF BE�
EJUJPOBM FOFSHZ JOUSPEVDFE GSPN UIF HSJE
 BOE UIFSFGPSFNPSF QPUFOUJBM GPS B TNBSU TUSBUFHZ
UP VTF JU NPSF FëDJFOUMZ� 0CWJPVTMZ
 VOMJLF UIF SFDVQFSBUFE FOFSHZ
 UIJT FOFSHZ IBT UP PC�
UBJOFE TPNFXIFSF BU B DFSUBJO DPTU
 OFWFSUIFMFTT
 UIBU JT PVU PG UIF TDPQF PG UIJT UIFTJT�

"O FYBNQMF PG B SFTVMU GSPN FBDI PG UIF SPVUFT JT TIPXO JO 'JHVSF ���
 XIFSF UIF EJT�
DIBSHF USBKFDUPSZ SPVHIMZ SFTFNCMFT B TUSBJHIU MJOF TQBOOJOH UIF MFOHUI PG UIF USJQ� )PX�
FWFS
 CBTFE PO UIF UZQFT PG ESJWJOH BMPOH B USJQ
 UIF USBKFDUPSZ NBZ EFWJBUF TJHOJaDBOUMZ
NPSF� 5IF BDUVBM CFIBWJPVS PG UIF &.4 JT TJNJMBS UP UIF BQQMJDBUJPO PO )&7 BOE .)&7

IFODF UIF DPOEJUJPOT GPS HPPE SFTVMUT QFSUBJO UP UIF 1)&7 BT XFMM�
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" SFTFBSDIXBT DPOEVDUFE UP FYBNJOF UIF DVSSFOU TUBUF PG IZCSJE WFIJDMF DPOUSPM� 4USBUFHJFT
XJUI BO PQUJNBM�DPOUSPM DIBSBDUFS VTJOH TPNF TPSU PG USJQ JOGPSNBUJPO IBWF UIF QPUFOUJBM
UP BDIJFWF CFUUFS SFTVMUT UIBO IFVSJTUJD TUSBUFHJFT VTFE JO QBTTFOHFS WFIJDMFT UPEBZ
 XIJDI
BSF NPTUMZ CBTFE PO JOUVJUJWF SVMFT�

"DDPSEJOH UP UIJT
 BO &.4 VTJOH JOGPSNBUJPO PG B QMBOOFE SPVUF XBT EFTJHOFE� 5IF
TUSBUFHZ HFOFSBUFT SFGFSFODF 40$ BOE FRVJWBMFODF GBDUPS USBKFDUPSJFT CFGPSF B USJQ BOE TVC�
TFRVFOUMZ VTFT UIFTF UP PCUBJO DMPTF�UP�PQUJNBM DPOUSPM� 5IF JOQVU JT B QSFEJDUFE TQFFE
QSPaMF BOE FMFWBUJPO QSPaMF PG B QMBOOFE SPVUF
 GSPN XIJDI UIF SFGFSFODF USBKFDUPSJFT BSF
HFOFSBUFE VTJOH BO PQUJNJTBUJPO BMHPSJUIN CBTFE PO 1POUSZBHJOrT NJOJNVN QSJODJQMF BOE
B TJNQMJaFE WFIJDMF NPEFM� 5IF FRVJWBMFODF GBDUPS JT UIFO VTFE GPS JOTUBOUBOFPVT )BNJMUP�
OJBONJOJNJTBUJPO JO SFBM�UJNF UP PCUBJO DMPTF�UP�PQUJNBM UPSRVF�TQMJU CFUXFFO UIF *$& BOE
UIF &.� 5IF SFGFSFODF 40$ USBKFDUPSZ JT USBDLFE CZ DPSSFDUJOH UIF WBMVF PG UIF FRVJWBMFODF
GBDUPS JO GFFECBDL XJUI B 1* SFHVMBUPS UP DPNQFOTBUF GPS FSSPST NBEF JO UIF QSFEJDUJPO UP
BDIJFWF DIBSHF�TVTUBJOJOH PQFSBUJPO�

5IF TUSBUFHZ XBT UFTUFE PO WFIJDMFT XJUI UISFF MFWFMT PG FMFDUSJaDBUJPO v )&7
 .)&7
BOE1)&7� 4FWFSBM SPVUFT UP JODMVEF UIFNBKPSJUZ ESJWJOH UZQFTXFSF TFMFDUFE GPS UIF UFTUJOH
UP HBJO JOTJHIU JOUP XIFSF UIF JNQMFNFOUBUJPO NBLFT TFOTF BOE XIFSF JU QFSGPSNT UIF CFTU
	PS BU BMM
� 5IF SFTVMUT XFSF DPNQBSFE UP PQUJNBM TPMVUJPOT GSPN EZOBNJD QSPHSBNNJOH
BOE SFTVMUT GSPN B IFVSJTUJD SVMF�CBTFE TUSBUFHZ UIBU TFMFDUT UIF QSPQVMTJPO NPEF CBTFE PO
40$ MFWFM BOE EFNBOEFE UPSRVF POMZ�

5IF QSPQPTFE TUSBUFHZ TFFNT UP CF SPCVTU FOPVHI UP UIF TQFFE QSPaMF EJTUVSCBODFT PO
UIF UFTUFE USJQT BOE UIF FRVJWBMFODF GBDUPS DPSSFDUJPO DPNQFOTBUFT XFMM GPS UIF VODFSUBJO
QBSBNFUFST BOE TJNQMJaFE WFIJDMFNPEFM UP UIF UFTUFE FYUFOU� 5IF3# TUSBUFHZXBT UIFSFGPSF
PVUQFSGPSNFE JO NPTU DBTFT BOE UIF SFTVMUT XFSF GBJSMZ DMPTF UP UIF PQUJNBM TPMVUJPO� 5IF
EFUFSNJOJOH GBDUPS GPS HPPE SFTVMUT UVSOFE PVU UP CF UIF VTBHF PG BDDVSBUF FOHJOF NBQT
GPS UIF )BNJMUPOJBO JO UIF SFBM�UJNF DPOUSPM BOE VTJOH SFMBUJWFMZ TNBMM 1* DPFëDJFOUT OPU
UP PWFSDPNQFOTBUF GPS QSFEJDUJPO FSSPST
 CVU MBSHF FOPVHI UP BDIJFWF DIBSHF�TVTUBJOJOH
PQFSBUJPO�

%FTQJUF UIF HPPE SFTVMUT SFMBUJWF UP %1
 JO .)&7 BQQMJDBUJPO JO HFOFSBM BOE )&7 BQ�
QMJDBUJPO PO SPVUFT XJUI MPX SFDVQFSBUJPO QPTTJCJMJUJFT TVDI BT DPOTUBOU�TQFFE ESJWJOH PO
B IJHIXBZ
 UIF QPUFOUJBM JNQSPWFNFOU CFUXFFO 3# BOE %1 JT BMSFBEZ RVJUF TNBMM BOE POMZ
TNBMM GVFM TBWJOHT 	BSPVOE ��
 XFSF BDDPNQMJTIFE� )JHIFS GVFM TBWJOHT 	����
 XFSF BD�
DPNQMJTIFE JO DJUZ BOE FYUSB�VSCBO ESJWJOH XIFSF UIF WFIJDMF CSBLFT NPSF PGUFO BOE UIF
FMFWBUJPO QSPaMF JT NPSF TJHOJaDBOU�
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5IF 1)&7XBT UFTUFE POMZ PO UIF MPOHFS SPVUFT XIJDI FYDFFEFE JUT FMFDUSJD�POMZ SBOHF�
5IF SFTVMUXBT B DPOTJTUFOU ���� JNQSPWFNFOU PWFS UIF USBEJUJPOBM DIBSHF�EFQMFUJOH�DIBSHF�
TVTUBJOJOH 3# TUSBUFHZ
 BT JU JT NPSF FëDJFOU UP HSBEVBMMZ EFQMFUF UIF CBUUFSZ PWFS UIF FOUJSF
USJQ
 XIJDI UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ BDDPNQMJTIFT�

5IFTF JNQSPWFNFOUT TUFN GSPN UIF GBDU
 UIBU B rTNBSUr TUSBUFHZ TVDI BT UIF QSPQPTFE
POF JT BCMF UP FYQMPJU UIF BWBJMBCMF FMFDUSJD FOFSHZ PCUBJOFE CZ SFDVQFSBUJPO PS GSPN UIF HSJE
JO B NPSF FëDJFOU NBOOFS UIBO B IFVSJTUJD 3# TUSBUFHZ XPVME
 MFBEJOH UP BO JNQSPWFNFOU
BQQSPYJNBUFMZ MJOFBSMZ EFQFOEFOU PO UIF BNPVOU PG FMFDUSJD FOFSHZ BWBJMBCMF DPNQBSFE UP
UIF FYQFOEFE FOFSHZ OFFEFE GPS QSPQVMTJPO�

6MUJNBUFMZ
 UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ BNQMJaFT UIF CFOFaUT PG UIF OBUVSF PG B IZCSJE FMFDUSJD
WFIJDMF
 IFODF JO BQQMJDBUJPOT XIFSF B )&7 EPFT OPU HFOFSBMMZ CSJOH TJHOJaDBOU TBWJOHT

UIF BCTPMVUF CFOFaU PG B rTNBSUr &.4 EFDSFBTFT XJUI SFTQFDU UP B TJNQMFS
 MFTT�DPNQMFY�UP�
JNQMFNFOU POF�

ɐɠɌ #hchY� yIY:
#FDBVTF UIF SFTVMUT QSFTFOUFE BSF CBTFE PO B TJNVMBUJPO UBLJOH JOUP BDDPVOU POMZ FOFSHZ
SFRVJSFE GPS WFIJDMF QSPQVMTJPO BOE OFHMFDUJOH TPNF QPUFOUJBMMZ JNQPSUBOU FêFDUT
 UIF JN�
QSPWFNFOU JO SFBM TDFOBSJPXJMM MJLFMZ CF UP TPNF FYUFOU TNBMMFS� 'VSUIFS UFTUJOH PO B IJHIFS�
aEFMJUZ NPEFM JT UIFSFGPSF UIF MPHJDBM OFYU TUFQ�

'PS FYBNQMF
 JODPSQPSBUJOH FOFSHZ SFRVJSFE UP QPXFS FMFDUSJD BVYJMJBSJFT TVDI BT)7"$

QVNQT PS MJHIUJOH
 XIJDI XPVME SFTVMU JO FMFDUSJD MPBE FWFO XIFO UIF WFIJDMF JT TUBUJPOBSZ

JOUSPEVDJOH BOPUIFS TPVSDF PG EJTUVSCBODF EFQFOEFOU PO UIF EJêFSFODF JO EVSBUJPO PG UIF
QSFEJDUFE BOE BDUVBM USJQ� 5IFSNBM CFIBWJPVS PGNBJOMZ UIF FOHJOF BOE UIF CBUUFSJFT TIPVME
CF BMTP NPEFMMFE JO UIF TJNVMBUJPO
 BT UIF QBSBNFUFST PG UIFTF DPNQPOFOUT WBSZ XJUI UFN�
QFSBUVSF
 XIJDI NBZ BêFDU UIF QFSGPSNBODF BT XFMM�

4P GBS
 OP QFOBMUZ PS FOFSHZ DPOTJEFSBUJPO GPS GSFRVFOU FOHJOF TUBSUT XBT JNQMFNFOUFE

XIJDI XPVME IBWF UP CF UBLFO JOUP BDDPVOU GPS SFBM BQQMJDBUJPO� 8IJMF UIJT NBZ OPU BêFDU
UIF QFSGPSNBODF PG UIF QSPQPTFE TUSBUFHZ SFMBUJWF UP UIF 3#
 UIF JNQSPWFNFOU XJUI SFTQFDU
UP *$& POMZ QSPQVMTJPO XJMM CF TNBMMFS�

5IF QSPQPTFE TUSBUFHZ BDIJFWFE HPPE SFTVMUT XJUI UIF TQFFE EJTUVSCBODFT UFTUFE JO
UIJT UIFTJT
 IPXFWFS
 JU XPVME CF JOUFSFTUJOH UP FYBNJOF IPX NVDI UIF SFBM TQFFE QSPaMF
DBO EFWJBUF GSPN UIF QSFEJDUFE POF JO UFSNT PG ESJWJOH TUZMFT 	IJHIFS BDDFMFSBUJPOT
 OPU
FYQMPJUJOH WFIJDMF JOFSUJB CZ DPBTUJOH BT NVDI
 UP TUJMM PCUBJO XPSUIXIJMF TBWJOHT
 PS IPX
BWFSBHJOH TPNF PG UIF TQFFE TFDUJPOT UP GBDJMJUBUF GBTUFS DBMDVMBUJPO BêFDUT UIF QSFEJDUFE
FRVJWBMFODF GBDUPS BOE TVCTFRVFOU SFTVMUT�

-BTUMZ
 BU UIJT QPJOU
 UIF 40$ USBDLJOH XBT SFBMJTFE CZ GFFECBDL CBTFE PO ESJWFO EJT�
UBODF
 XIJDI SFRVJSFT UIF QSFEJDUFE BOE BDUVBM USJQ UP CF UIF TBNF MFOHUI� *NQMFNFOUJOH
USBDLJOH CBTFE PO (14 MPDBUJPO XPVME NBLF UIF TUSBUFHZ NPSF SPCVTU UPXBSET TNBMM EJT�
UBODF EFWJBUJPOT PSJHJOBUJOH GSPN EFUPVST
 ESJWJOH JO EJêFSFOU MBOFT PS BWPJEJOH PCTUBDMFT�
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Ax 7FIJDMF GSPOUBM BSFB
#4'$ #SBLF�TQFDJaD GVFM DPOTVNQUJPO
C #BUUFSZ DBQBDJUZ
cx 7FIJDMF ESBH DPFëDJFOU
f 3PMMJOH SFTJTUBODF DPFëDJFOU
Fx 5SBDUJPO GPSDF
'$ 'VFM DPOTVNQUJPO
g (SBWJUBUJPOBM BDDFMFSBUJPO
h 4UBUF DPOTUSBJOUT
 FMFWBUJPO
H -PXFS IFBUJOH WBMVF
H )BNJMUPOJBO
i (FBS SBUJP
I $VSSFOU
J 1FSGPSNBODF NFBTVSF
KJ *OUFHSBM 1*% DPFëDJFOU
KQ 1SPQPSUJPOBM 1*% DPFëDJFOU
L -BHSBOHJBO
m 7FIJDMF NBTT
mG 'VFM NBTT
p -BHSBOHF NVMUJQMJFS 	&'

P 1PXFS
rd 5JSF EZOBNJD SPMMJOH SBEJVT
R #BUUFSZ JOUFSOBM SFTJTUBODF
RB "FSPEZOBNJD SFTJTUBODF
RG 3PMMJOH SFTJTUBODF
Rα *ODMJOF SFTJTUBODF
31. 3FWPMVUJPOT QFS NJOVUF
s %JTUBODF
t 5JNF
T 5PSRVF
u $POUSPM WBSJBCMF
v 7FIJDMF TQFFE
V /PNJOBM WPMUBHF
V0 0QFO�DJSDVJU WPMUBHF

x 4UBUF WBSJBCMF
α 4MPQF BOHMF
δ 3PUBUJPOBM�NBTT DPFëDJFOU
η &ëDJFODZ
ν 4UBUF DPOTUSBJOU MBHSBOHF NVMUJQMJFS
ξ #BUUFSZ TUBUF PG DIBSHF
ρB "JS EFOTJUZ
τ 4UBUF CPVOEBSZ UJNF
ω "OHVMBS WFMPDJUZ

,C�,��]

� *OJUJBM
C #BUUFSZ
E %SJWFUSBJO
EFN %FNBOEFE
F &OHJOF
G 'JOBM
GE 'JOBM ESJWF
H (FBSCPY
J *OWFSUFS
N &MFDUSJD NBDIJOF
SFG 3FGFSFODF
UD 5PSRVF DPVQMJOH
� 0QUJNBM
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�-7- 1SPQPTFE UXP�MFWFM TUSBUFHZ
#&7 #BUUFSZ FMFDUSJD WFIJDMF
%1 %ZOBNJD QSPHSBNNJOH
&$.4 &RVJWBMFOU DPOTVNQUJPO NJOJNJTBUJPO TUSBUFHZ
&' &RVJWBMFODF GBDUPS
&. &MFDUSJD NBDIJOF
&.4 &OFSHZ NBOBHFNFOU TUSBUFHZ
'- 'V[[Z MPHJD
(14 (MPCBM QPTJUJPOJOH TZTUFN
)&7 )ZCSJE FMFDUSJD WFIJDMF
)7"$ )FBUJOH
 WFOUJMBUJPO
 BOE BJS DPOEJUJPOJOH
*$& *OUFSOBM DPNCVTUJPO FOHJOF
.)&7 .JME IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMF
.1$ .PEFM QSFEJDUJWF DPOUSPM
1)&7 1MVH�JO IZCSJE FMFDUSJD WFIJDMF
1*% 1SPQPSUJPOBM�JOUFHSBM�EFSJWBUJWF DPOUSPMMFS
1.1 1POUSZBHJOrT NJOJNVN QSJODJQMF
3# 3VMF�CBTFE
40$ 4UBUF PG DIBSHF
7�9 7FIJDMF�UP�FWFSZUIJOH DPNNVOJDBUJPO
8-51 8PSMEXJEF IBSNPOJTFE MJHIU�EVUZ WFIJDMFT UFTU QSPDFEVSF
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<�> 5PZPUB (MPCBM� 5IF 4UPSZ #FIJOE UIF #JSUI PG UIF 1SJVT <POMJOF>� ��
%FDFNCFS ����� <"DDFTTFE � 'FCSVBSZ ����>� "WBJMBCMF GSPN� IU�
UQT���HMPCBM�UPZPUB�FO�QSJVT��UI�DIBMMFOHF�CJSUI����

<�> ,*.63"
 "� %SJWF GPSDF DPOUSPM PG B QBSBMMFM�TFSJFT IZCSJE TZTUFN� +4"& 3FWJFX <PO�
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