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Anotace

Bakalafskd prace se zabyva numerickou simulaci dvourozmérného proudéni zobecnénych
Newtonovskych tekutin. Soucasti prace je odvozeni zakladnich rovnic popisujicich proudéni
nestlacitelné tekutiny, definice fyzikdlnich pojmd, které jsou v praci uzivany a popis lidského
ob&hového systému, na ktery miiZze byt pouzita geometrie aplikovana. K numerickému fesSeni
je uZzita metoda konecnych objemu s aplikovdnim metody umélé stlaCitelnosti. Vysledky
numerické simulace jsou srovnédny s analytickym feSenim pro rovny kandl a je zhodnocena
volba koeficientu umélé stlacitelnosti a prostorového kroku, poté je provedena numericka

simulace pro proudéni kandlem se ztiZenim a zahnutym kanélem.

Klicova slova: numerickd simulace, nestla¢itelné proudéni, metoda koneénych objemd,

diskretizace, metoda umélé€ stlacitelnosti, MacCormackovo schéma

Abstract

This bachelor thesis deals with numerical simulation of generalised Newtonian fluid flows.
Part of the work includes derivation od basic equations describing flow of incompressible
fluid, definition od physical concepts used in this work and description of human vasculatory
system to which the used geometry can be applied to. Finite volume method with application
of artificial comressibility method is used to find numerical solution. Results of numerical
simulation are compared to analytical solution for flow between two parallel plates and the
choice of coeficient of artificial compressibility and spatial step is evaluated, followed by

simulation of flow in narrowed channel and curved channel.

Keywords: numerical simulation, incompressible flow, finite volume method,

discretization, artificial compressibility method, MacCormack scheme
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Seznam pouzitych znacek a symbolli
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1 Uvod

1.1 Cil prace

Prace se zabyvd numerickym feSenim dvourozmérného proudéni nestlalitelné tekutiny.
Cilem prace je formulovat rovnice popisujici proudéni zobecnéné Newtonovské tekutiny a
na jejich zakladé sestaveni programu. K vyrazeni tlaku z vektoru neznamych je uZito metody
umélé stlacitelnosti a rovnice jsou diskretizovdny metodou konec¢nych objemil. Zakladni
validace je provedena na pfipadé proudéni mezi dvéma paralelnimi deskami, pro ktery je
znamé analytické reSeni a zdroven je zhodnocen vliv koeficientu umélé stlacitelnosti a vliv
prostorového kroku (hustoty sité). Nasledné je vytvorena simulace na dvou zdeformovanych

sitich, pro které nezname analytické feSent, ale jejich tvar miZe mit Cetné aplikace.

1.2 Struktura prace

Priace je rozdélena do ctyf vétSich logickych ¢&asti nazyvanych Fyzikdlni model,

Matematicky model, Numerické metody a Numericka simulace.

Kapitola Fyzikalni model se zabyva definici zdkladnich pojmu reologie a stru¢nym
popisem obéhové soustavy Clovéka a jejich nemoci, které ovliviiuji geometrii cév tak, aby na

né mohla byt aplikovédna sit’ numerické simulace.

V druhé kapitole Matematicky model je formulovana rovnice kontinuity, bilance
hybnosti a Navier-Stokesovy rovnice, které popisuji proudéni a je odvozené analytické reSeni

pro proudéni tekutiny mezi dvéma paralelnimi deskami.

v treti kapitole s nizvem Numerické metody je popsan princip metody konecnych
objemi, MacCormackovo schéma a jsou diskretizovany Navier-Stokesovy rovnice. Dale je
uvedena okrajova podminka, ktera bude vyuzita pro simulaci proudéni a podminka stability,

podle které je volen Casovy krok.

Posledni kapitola Numericka simulace se zabyva prezentaci a hodnocenim vysledki
numerické simulace. Je rozdélena na tfi Casti, v prvni je program validovan na rovném
kandle a hodnocen vliv hustoty sité¢ a volby koeficientu umélé stlacitelnosti, v druhé casti
jsou hodnoceny vysledky pro kandl se ziZenim a v posledni je hodnocena simulace pro

zahnuty kanal.
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2 Fyzikalni model

2.1 Lidsky krevni obéh
2.1.1 Obeéhova soustava

Kardiovaskuldrni systém clovéka je uzavieny, skldada se z dvou hlavnich casti, t€lniho
(velkého) obéhu a plicniho (malého) obéhu, spojenych srdcem, které témito obeéhy Zene krev.
Hlavnim tkolem obéhové soustavy je transport Zivin a odpadnich latek z tkani nebo do tkani,
zajist'uje termoregulaci, distribuuje protilatky po téle a udrzuje acidobazickou rovnovédhu

téla.

Srdce je svalovy organ tvofeny dvéma sinémi a dvéma komorami, které svym stfidavym
smrSt’ ovanim (systola) a ochabovanim (diastola) zajist'uji proudéni krve. Tlak v aortich
srdce dosahuje hodnot 12.5k Pa a ke stahim dochdzi za normdlnich podminek 60 - 80 krat

za minutu.

2.1.2 Krev

Krev je specializovand tekuta tkan tvorend suspenzi erytrocytd, leukocyti a trombocytl
rozpusSténych v krevni plazmé. Uvadi se, Ze dospély ¢lovék ma 8 + 1% télesné hmotnosti, v

priméru 5200 ml.

Krevni plasma tvoii cca 55 % objemu krve a je tvofena z 90 % vodou a v ni rozpuSténych
organickych a anorganickych latek. Jeji funkci je transport téchto latek do bunék, zejména

krevnich bilkovin a glukdzy, jenz je hlavnim energetickym substratem téla.

Erytrocyty jsou bezjaderné buiiky obsahujici nasyceny roztok hemoglobinu Hb, jez dava
krvi Cervenou barvu a ktery zajiSt'uje vazani kysliku pro transport do tkdni a oxidu uhli¢itého
pro transport z tkani. Jejich bikonkdvni tvar a absence jadra jim umozZnuje deformovat se tak,
aby byly schopné projit izkymi kapilarami. U dospélych se jejich pocet pohybuje kolem 5

milioni na pl a jejich pocet vyrazné ovliviiuje mechanické vlastnosti.
Leukocyty obstardvaji boj proti infekcim v lidském téle. Za normdlnich okolnosti tvori
méné nez 1% objemu krve, proto nejsou pro reologické vlastnosti krve az tak duilezité, s

vyjimkou infekce nebo proudéni v uzkych kapildrach.

Trombocyty jsou nejmensi krevni elementy pravidelného diskovitého tvaru. Jejich ikolem

je hemokoalugace a hemostdza (zastava krvaceni).
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2.1.3 Nemoci a vady

Srazeni krve pfi poranéni a zamezeni tak uniku krve z cévy je zadouci d¢j, jelikoZ bez n¢j
by doslo k vykrvaceni, ale v ojedinélych pfipadech muze dojit ke srazeni krve uvnitf cévy a
vznik tzv. trombu. Tento d€j se nazyv4 trombdza a pokud k nému dojde v tepnéach, dochézi k
nedokrveni (ischemii) tkani. Vznik trombu miZe ovlivnit vice faktord, mezi nejCastéjsi patii
poskozeni intimy cévy, trombofilni stavy (zvySeni srazlivosti krve) a zpomaleny priitok krve
nebo turbulentni proudéni v céve. V piipadé odtrzeni trombu od st€ény muze dojit k embolii,

ktera mize zpusobit smrt.

Dalsim nebezpenym onemocnénim, které se casto vyskytuje s trombdzou, je
aterosklerdza, coz je chronické onemocnéni, béhem kterého se do stény tepny ukladaji lipidy
a dal$i komponenty krve a dochazi tak ke zméné vlastnosti cévni stény, ziZeni prifezu

cévy a omezeni priutoku krve (jeZ miiZe zapriCinit vznik trombdzy). Ateroskler6za postihuje

nejcastéji velké a stiedné velké arterie.

Céva miZe byt zdeformovana i vlivem okolniho prostfedi. To miZe byt pfic¢inou
nadorového bujeni v okoli cévy, u Zen téhotenstvim, tlakem mimo télo, coz typicky
zpusobuje proleZeniny u lidi upoutanych na ltizko, nebo vasospasmem nékterych cév, ktery

nastava reflexivné pii poranéni, chladem a nebo ptisobenim sympatického systému

2.2 Reologie
2.2.1 Definice zakladnich pojmu

Smykové napéti: obecné je definovano jako:

T = pilPal (1)

kde 7 je smykové napéti, p je dynamickd viskozita a  je smykové rychlost, kterd je

definovana jako:
. du

Dynamicka viskozita neni pro nenewtonovské tekutiny konstantni

[s7'] 2)

Viskozita: fyzikdlni veliina udavajici pomér mezi teénym napétim a zménou rychlosti.

Pouzivaji se dva typy viskozity.

Dynamicka viskozita:
-
p= —[Pa- s 3)
5
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Kinematicka viskozita:
[m* -7 )

_H
V= —
p

Dynamicka viskozita je zavisla napiiklad na teploté, smykovém napéti, tlaku, chemickych
vlastnostech tekutiny, ale vliv t€chto parametrd je minimadlni, proto je ¢asto povazovédna za

konstantni.

3 Matematicky model

3.1 Popis proudéni
3.1.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity vychdzi z rovnice bilance zachovéavané veliCiny, zkracené bilancni
rovnice. Ta tikd, Ze Casovd zména zachovédvané veliCiny v kontrolnim objemu V' je rovna
toku této veli¢iny kontrolni plochou V' do nebo z ji vymezeného objemu, a jeji produkci

uvnitf kontrolnitho objemu.

0 / JdV+/ Fi(J)nZ-dS:/ P(J)dV &)
ot oV v

kde F;J je vektor hustoty toku veli¢iny J plochou OV s elementem znaCenym d.S a P(J) je

hustota produkce veliCiny.
Dosazenim hustoty p za zachovdvanou veli¢inu J, ziskdme rovnici kontinuity pro
nestacionarni proudéni stlacitelné tekutiny

@ Opv;

=0 (6)

kde je vektor rychlosti se tfemi slozkami v; = (u, v, w). Pro pfipad proudéni nestlacitelné

tekutiny se rovnice (6)) zjednodusi na

an
0@»

=0 (7)

3.1.2 Bilance hybnosti

Zachovévanou veli¢inou v rovnici (3)) je vektor hybnosti J = pv;, takZe bilanci hybnosti

musime provést ve sméru kazdé soufadné osy.
ov; ov; 8p 0 ov; — Ov; v,
Z T o —k . 8
'0<8t ”ﬂaxj) “or, o [ (axl e )] oz, (C ) Pl (®
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kde f; jsou vnéjsi objemové sily a ( = —%17. Pro konstantni viskozitu = y dostaneme

ov; ov; 1dp 1 9 [0v 0%v;
a2 e - ZF ; )
ot i Oz, p Ox; 3y(9xi (8xj) - V@xjaxj J ©)
Pro nestlacitelnou tekutinu % = () dostaneme
ov; ov; 10
_ - NN (10)

ot T Oz p Ox;

3.1.3 Navier-Stokesovy rovnice

Ze zminénych rovnic ziskdme systém Navier-Stokesovych rovnic pro nestlacitelnou

vazkou tekutinu

ou, ov 0w
oxr Oy 0z
ou ou ou Ou,  Op O, Ou 0, Ou 0, Ou
P(E um- U wa—) = —£+a—x(ﬁ%)+a—y(ﬁa—y)+&(na)+ﬁ

(11)
ov ov ov ov dp 0, Ov 0 Ov 0 . Ov

w *—8—y+8—x(ﬁ%)+a—y(ﬁﬁ—y)+$(77&)+f2

ow ow ow ow dp 0, Ow 0 ow 0 Oow

o Farnae) + 2 (1)

0z 0z

=3, +%(U%) ay(ﬁa—y) + /3

Vnéjsi objemové sily f; uvazujeme v této praci jako rovné 0. Rovnice (1 1)) mGZeme prepsat

do vektorového tvaru
PW,+F,+G,+H, =R, +S5,+ T, (12)
ktery miizeme zjednodusit pro dvou dimenziondlni piipad na
PWi+ F, +G, = R, + S, (13)

kde P je diagondlni matice, jejiz vyznam bude zminén pozdéji, W znali vektor neznamych,
F', G jsou vektory nevazkych (konvektivnich) tokt a R, S jsou vektory vazkych (diftiznich)

toku.

P = diag(0,1,1) (14)
W = (p,u,v)" (15)

F = (u,u® + p,uv)” (16)
G = (v,uv,v® + p)’ 17
R = (0, vu,, vv,)" (18)
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S = (0, vu,, vv,)" (19)

kde v je kinematickd viskozita dand jako

y="L (20)

p

Systém rovnic miZeme zapsat jako:

PW! + F; + G, = R, + S, (21)
P = diag(0,1,1) (22)
W* — (p*)u*’ U*)T (23)
F* = (u",u” —|—p*,u*v*)T (24)
G* — (U*, U*U*7 U*2 +p*)T (25)
R* = (0,vul, vui)T (26)
S§* = (0, vuy, V’U;)T (27)

kde (*) znaci skutecné fyzikdlni veli¢iny, které mizeme transformovat do bezrozmérového

tvaru tak, Ze rozmérové veliCiny vztdhneme na referencni veliinu stejného rozméru

v =

(28)

Voo

Jako obvykld referencni rychlost se voli rychlost homogenniho nabihajictho proudu U, pro
délku naptiklad primér potrubi D, apod. Zbylé bezrozmérové veliciny se daji odvodit ze

zakladnich.

Poté mizeme systém rovnic (21]) zapsat jako:

PW,+F,+G,=R,+S, (29)
P = diag(0,1,1) (30)
W = (p,u,v)" (31)
F = (u, u? + p, uv)T (32)
G = (v,uv,v* +p)" (33)
1
R= }gg(O,ux,vx)T (34)
1
S ::j§g(o,uy,vy)T (35)



kde Re je Reynoldsovo &islo, coZ je bezrozmérnd veliCina popisujici souvislost setrvacné

sily a viskozity. Da se podle néj urcit zda-li je tok lamindrni nebo turbulentni.

 UsDs  pUsDy
== P

Re

(36)

3.2 Analytickeé reSeni

Pro odvozeni analytického feSeni proudéni mezi dvéma deskami vychdzime z rovnice

ou_ o0 ou
or Oy 0z
ou ou ou ou @ 0  Ou 0, Ou 0, Ju

P(E U TS wa—) =5 " %(U%) + a—y(ﬁa—y) + &(U&) + i -
v v v v Op 9 ovy 0 v 0 O
Par " %r ' 82’ oy orar’ oy lay T 8zl9, T2
(a_w+ua_w+va_w+w8_w)—_@+g( a_w)_|_2( a_w)_|_£( a_w)+f
Pot T%r "oy TV 8z T "oz T orax Tay oy’ oz e T ?
a predpokladame: - jednorozmérné proudéni
u#0,v=0w=0 (38)
- pIn€ vyvinuté proudéni
u(@,y) = u(y), Vp(z,y) = Vp(z) 39)
- nulovy vliv vnéjsich objemovych sil
fi=0 (40)
- tekutina je nestlacitelnd Newtonovska s konstantni hustotou p = konst.
Soustava rovnic se tak zredukuje na:
8 a au out = FMin
L (o) = Lo B )
oy Oy "0y L
8211' Pout — Pin
= 42
1542 i (42)
Zavedeme konstantu K o2 .
U Pout — Pin
02 4 L (43)
a dvakrét zintegrujeme
0
Kyt (44)
dy

16



2
u(y) = KL + Gy + ¢y (45)

2
Z okrajovych podminek
y=0=u=0
(46)
y=H=u=0
vypocitdme integracni konstanty
Cy=0
H 47)
Cl — —K?
Dosazenim K ziskdme profil rychlosti u ve sméru osy z
1 out — Min
uly) = 5Py — yH) (48)

2 L

Rychlostni profil je parabolicky, s maximalni rychlosti w,,,, v ose kandlu.
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4 Numerické metody

4.1 Metoda konecnych objemu

Metoda kone¢nych objemt (finite volume method) spocivd v rozdéleni pocetni domény na
kone¢ny pocet bunék (kontrolnich objemi) D); ;, pro ktery se pouZije integracni tvar rovnic,
coZ ndm umoZni prevést parcidlni diferencidlni rovnice na soustavu algebraickych rovnic
s koneénym poctem nezndmych. Na rozdil od metody konecnych diferenci, kde je pole
proménnych nahrazovano hodnoty v bodech sité, uziva metoda kone¢nych objemu primérné

hodnoty pro dané kontrolni objemy.

Jeji vyhodou je jednoduchd aplikace na obecné (neortogondlni) sité, které umoZznuji 1épe

Vv,

napodobit sloZit&jsi geometrii, ale hife se pro né organizuji data.

4.2 Diskretizace metody konec¢nych objemu

Rovnici miZeme upravit na:
PW,+(F—-R),+(G—-295),=0 (49)
PloSnou integraci dostaneme:
P / WdS + / (F = R), + (G — S),]dS = 0 (50)
CoZz miizeme upravit pouzitim Greenovy formule na druhy integrél jako:
P/ WtdS—l—f[(F—R)dy—l—(G—S)dx] =0 (S
D; j 0

L

D J, WdS primérnou hodnotou

A nyni mZeme nahradit vektor nezndmych W, ; =

nezndmych v bufice D; ;.

oWy 1 N B _
PWHDIYQ[(F R)dy + (G — S)dx] = 0 (52)

4.3 Metoda umeélé stlacitelnosti

Metoda umélé stlacitelnosti (artificial comressibility method) umoziuje vyradit tlak p z
vektoru nezndmych pro ustdlené proudéni nestlaCitelné tekutiny. Pfiddnim casové derivace

tlaku do rovnice kontinuity (6] ziskime rovnici:

10p Ou Ov
E§+%+8_y_0 (53)
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kde (3 je koeficient umél€ stlacitelnosti reprezentujici umélou rychlost zvuku. Pfidana casova

derivace tlaku se rovnd nule pro ustdlené feSeni. Systém rovnic (13) se zméni na:

PW,+F,+G, =R, +85, (54)
kde
N ﬂ%oo
P=]10 10 (55)
0 0 1

Parametr 3 se doporucuje volit podle

ﬁ = Umazx * \/ﬁ (56)

kde ;.. je maximalni rychlost kapaliny a p je hustota kapaliny. Vliv parametru [ na vypocet
bude hodnocen v kapitole [5.1.2]

4.4 MacCormackovo schéma

MacCormackovo schéma je dvou krokové schéma vychazejici z dvoustupnového
Lax-Wendroffova schématu a pracuje na principu prediktor-korektor. V prvnim kroku je
vypocitd prediktor a jim vypoctené hodnoty se dosadi do korektoru a v poslednim kroku

se dosadi Clen predstavujici umélou viskozitu. Poté nasleduje dalsi iterace.

Prediktor

n+i At
7 7 P|Dil

4
> [(Fe = Ry) Ay — (Rp — Sy) Azy] (57)

k=1

Korektor + prediktor

1 4 1 1 1 1
) = 3 (w0 < i 3 [(a - ) s (- %) ]

P‘Di7]| k=1
(58)

Korektor + prediktor + uméla viskozita
Wi = [WiH ] + DWW (59)
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o PY °
i, j+1
—
. . . -.- .
-1, ] 1, ) i+1, |
° ° *
i, -1

Obr. 1: Stencil pro vypocCet metodou konecnych objemi
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4.5 Diskretizace nevazkych toku
Prediktor

Fi=F=F;F=F_.;F ="F; (60)
Korektor

Fi=F;, Fa=Fjn Fs=F=F; (61)

Obdobné pro G

4.6 Diskretizace vazkych toku

Derivace rychlosti pro vazké toky se ziskaji integraci ptes hranici dudlnich bunék (na obr.

[[|naznacené Cervenou hranici).

uvdxdy (62)

Uy R ——
Dm oD

a tento integrdl mizeme nahradit sumou pfes hrany dudlnich bunék

4
1 xX
Uy R D_m mgl U Uy, Ly (63)

kde u,, je rychlost ve stfedu m-té stény, vy, je vnéjsi normadla stény, [, je délka stény a D,,
je obsah dudlni buniky. Hodnoty proménnych v centrech dudlnich bunék jsou aproximovény

jako prumér sousednich hodnot.

(a) Prediktor (b) Korektor

Obr. 2: Stencil pro vypocet nevazkych toku
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4.7 Okrajové podminky

Uvazujeme no-slip podminku (no-slip condition), coz je Dirichletova okrajova podminka,
predepisujici rychlost vazké tekutiny na hranici tekutina-st€éna rovnou rychlosti stény. V

pripadé€ stacionarni stény je podminka:

(64)

Hodnoty tlaku jsou extrapolovany z okolnich bunék.

4.8 Podminka stability

Pro udrZeni stability schématu je potieba volit adekvatni At. Pro kartézsky systém

soufadnic je ¢asovy krok omezen jako:

CFL
At < (65)
/B ol
Az + Ay + ZV(A;Q + ALQ)

kde C'F'L je Courant-Friedrichs-Levyho ¢islo, pro MacCormackovo schéma je CFL = 1,
a v je kinematickd viskozita. Casovy krok miiZze byt z této podminky nastaven pro kazdou

buriku jiny.

5 Numericka simulace

5.1 Validace na rovhém kanalu
5.1.1 Popis ulohy

Prvni dloha m4 slouzit k porovnani numerickych vysledki a exaktniho feseni, které jsme
schopni urcit pro proudéni tekutiny mezi dvéma rovnobéZnymi deskami, a k zhodnoceni
vlivu vstupnich parametrt na rychlost a pfesnost vypoctu programu. Rozméry byly zvoleny
tak, aby odpovidaly velké tepné, a vlastnosti proudici tekutiny tak, aby odpovidaly krvi, tedy
p = 1060kg/m? av = 3 - 1076. Vstupni hodnotou je tlakovy spdd, jenz miZzeme vyjadiit z
rovnice jako:

— 8y, L
Ap = T (66)
Po dosazeni rychlosti u,, = 0.2m/s, priméru tepny odpovidajicimu vzdélenosti desek

H = 0.005m a délce tepny L = 0.025m [1] dopocitaime tlakovy spad Ap = 5.1 Pa. Pro
jednoduchost nastavime tuto hodnotu jako F;, a hodnotu P,,; nechdme rovnou nule. Pocet

iteraci nastavime na 600000, coZ by mélo stacit pro vyvinuti ustdleného proudéni.
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Hranice vlevo (vstup) ul(1,:) = ul(2,:);
vl(1,:) = vl(2,:);
Hranice vpravo(vystup) ul(nz +2,:) =ul(nz +1,:);
vl(nz +2,:) = vl(nz + 1,:);
Hranice dole (sténa) ul(:, 1) = —ul(s, 2);
vl(:, 1) = —vl(:, 2);
pl( J 1) = pl(i, 2)?
Hranice nahofe (sténa) ul(c,ny +2) = —ul(:;,ny + 1);
v1(s,ny +2) = —vl(s,ny + 1);

pl(s,ny +2) = pl(:,ny + 1);
Obr. 3: Zapis okrajovych podminek v MATLABuU

Na pevnych Castech hranice predstavujicich sténu kandlu pfedpokldddme podminku
pfilnavosti (no-slip condition), jelikoZ vazkd tekutina ulpivd na sténé a jeji rychlost tedy
musi byt rovna nule u = 0, je nastavena okrajova podminka tak, aby se rychlost vynulovala.

Zapis okrajovych podminek v MATLABuU je rozepsan na obr. 3]

Budeme porovndvat vysledky pro tfi rizné koeficienty umélé stlacitelnosti 5 a tfi rtizné

hustoty sité. Koeficient umélé stlaCitelnosti je zadan jako:

B = Umaz * \/ﬁ (67)

ale ve vypoltu se vyskytuje pouze jeho mocnina 3%, takZe bude zmifiovdna pouze tato
hodnota. Pro pozadovanou rychlost u,, = 0.2m/s a hustotu krve p = 1060kg/m? je
(3% = 42. Zbylé dv& hodnoty jsou zhruba 2, 5z vétsi a 10z mensi, takze 100 a 4. Pro vSechny

ti1 vypocCty byla pouZita stejna sit’ skladajici se ze 100 bunék v obou smérech

Pro zhodnoceni vlivu poctu bunék byly zvoleny tfi sité s poctem bunék 50, 100 a 200 v

obou smérech a shodnym parametrem 3% = 42,

Casovy krok dt je pro kazdy ptipad vypoéten z podminky:

CFL
At < (68)
[ul+4/u?+B% | |ol+y/v?4p2
Az + Ay + QU(ﬁ + ALy?)

,kde C'F'L je Courant-Fridrichs-Lewyho Cislo, které je pro zvolené MacCormackovo schéma
rovné 1. Je zvolena a nastavena odpovidajici hodnota pro v§chny buiiky vypoctové sité a

vSechny iterace.
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5.1.2 Vliv parametru umélé stlacitelnosti

Pro vSechny pfipady byla zvolena stejnd sit’ se 100 buiikami ve sméru osy z i y, kterd je

vidét na obrézku [2?| Ulohy se li3i v koeficientu umélé stladitelnosti 3 a v Gasovém kroku

%107

4.5

1.5

0.5

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
X

Obr. 4: Zvolena sit pro hodnoceni vlivu umélé stlacitelnosti

dt. JelikoZ se ve vypoctu vyskytuje pouze 32, bude pro jednoduchost zmifiovana jenom tato

hodnota.
Spolecné parametry: Hy,=5e—3
L, =25¢—3
p = 1060
nx = 100
ny = 100
v=23-10"6
Ap =5.1
iterace = 600000
32 = 4z At =2.0-10"*
(% = 42: At=20-10"*
3% = 100: At=13-10"*
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Tlak p

0.015 0.02 0.025
X

| |

25 3
(@)p% =4
Tlak p I
|
0.015 0.02 0.025
X
\ | | T
25 3 3.5 4 4.5 5
(b) 8% = 42
Tlak p I
|
0.015 0.02 0.025
X
\ | | T
25 3 3.5 4 4.5 5
(c) B2 = 100

Obr. 5: Rozlozeni tlaku pro rtizné koeficienty 32
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Na obrézku [5|zobrazujicim tlaky po skonceni numerické simulace jsou vidét ekvidistantni
izoCdry rovnob&zné se svislou osou pro viechny hodnoty (32, coZ dokazuje pfedpoklad
linearniho pribéhu tlaku. Takovyto pribéh tlaku se v kontrolnim kandle po dostateCném

poctu iteraci vyvine bez ohledu na volbu parametru 5.

Predpokladali jsme parabolicky pribéh rychlosti u ve sméru osy x, takZe rychlost na sténé
kontrolniho kanélu je nulovd a ve stfedu dosahuje rychlosti w,, = 0.2m/s, podle které jsme
nastavovali tlakovy spad. Rychlost v ve sméru osy y ma byt nulova. Na[6|je vidét porovnani
grafickych vystupli zndzorfiujici pole rychlosti pro rizné koeficienty 32. Pii porovndni je
vidét, ze rychlost u se nelisi, rozloZeni rychlosti je symetrické podle osy kandlu a na ose
dosahuje u,, = 0.2m/s, coz byl pocate¢ni pfedpoklad. Na prvni pohled se lisi pole rychlosti
v, kterd pro hodnotu 3% = 4 a 32 = 100 dosahuje hodnot v f4du 106, kdeZzto pro 3% = 42
nabyva hodnoty 10717, V piifpadech pro 3? = 4 a 3% = 100 je tedy vertikélni rychlost ve
sméru osy y o 15 ¥ad mensi neZ horizontélni rychlost ve sméru osy z, pro 32 = 42 0 16
fadl, miaZeme ji tedy ve srovnani povazovat za numerickou nulu na celé plose zkoumaného

kandlu, coZ odpovidd naSemu ocekdvani lamindrniho proudéni.

Na [/| je vidét pole ukazujici rozdil numerického a analytického feSeni rychlosti

num exakt
ij Wiy

je na ose kanalu a dosahuje hodnoty —2 - 1073, nejmensf je na sténéch, kde je rozdil nulovy,

vypoctené jako wu . Pole je pro viechny parametry /32 stejné a nejvétsi rozdil

a tento rozdil je stejny na celé délce kanalu, coz odpovida predpokladim.

Vliv parametru 32 miiZeme hodnotit z grafu ukazujici rozdil objemového toku tekutiny
vstupujici do kontrolniho kandlu a vystupujici z néj vztaZzeny k poctu iteraci. Objemovy tok
je spocten jako:

V=u-8 (69)

,kde vy je stfedni rychlost a S je prifez kandlu, my jej tedy miZeme nahradit hodnotou

vzdalenosti desek H.

Jelikoz by byl vypocet pfi kazdé iteraci Casové naroCny,je tato hodnota pocitina a
vykreslovana kazdych 5000 iteraci. Z graft [8| 1ze vycist, Zze dojde k ustdleni na 0, coz
odpovidd ocekdvani, Ze se tekutina nekumuluje v kontrolnim kandle a hustota tekutiny
vstupujici do kandlu je stejnd jako hustota kapaliny z ni vystupujici, a pro hodnoty nad
100000 iteraci neni potieba pokracovat ve vykreslovani. OvSem k ustdleni na O dochazi
pro kazdy koeficient 3 jinou rychlosti. Prvotni vykyv je zplisoben rozprostiranim tlaku
od vstupu do kontrolniho kandlu, takZe objem tekutiny vstupujici je mnohem vétsi, nez

objem tekutiny vystupujici. Pro 32 = 42 dochdzi k ustédleni nejrychleji a po 20000
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Obr. 6: Pole rychlosti pro rtizné koeficienty 32
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Rozdil numerickeho a exaktniho reseni
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Obr. 7: Rozdil numerického a analytického feSeni rychlosti u pro rizné koeficienty 32
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Obr. 8: Porovnani vyvoje rozdilu objemovych toku
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iteracich nejsou vykyvy pozorovatelné. Pro 5% = 100 [8¢je po&ate¢ni vykyv mnohem v&tsi
a k definitivnimu ustéleni dochazi pfi hodnoté 25000 iteraci. Nejpomalejsi ustalovani je
pro hodnotu 3? = 4, kterd sice zaznamenavd nejmensi po&atecni rozdil objemi tekutiny

vstupujici a vystupujici z kandlu, ale na nulovém rozdilu se ustéli az na 40000 iteracich.

Pro pfipad se znamym analytickym feSenim muZzeme uvédst graf ukazujici Frobeniovu
(Euklidovskou) normu rozdilu analytického a numerického fesSeni pro rychlost v vztazenou

na pocet bunék sité v zavislosti na poctu iteraci

un+1|| _ Hue:mkt - un+1H2
(nz + 2)(ny + 2)

||uexakt -

(70)

, kde ucyqpe je analytické feSeni dané rovnici [66]

Z grafti 9] je vidét, Ze grafy pro 32 = 42 a 32 = 100 jsou téméf totozné, rozdil je opét
v rychlosti konvergence k ustdlené hodnoté normy, kterd se pro viechny hodnoty 3% blizi
fadu 107°. Grafy jsou uvddény do 100000 iteraci, jelikoZ poté se norma ustéli. Jak je vidét
na [Ob] nejrychleji se presnému feseni bliZ{ piipad pro 32 = 42, které se ustéli béhem 40000
iteraci. Pifpad s 3 = 4 se ustdli b&hem 50000 iteraci a nadéle se neméni a pro 3% = 100

vyzaduje ustdleni 60000 iteraci. Nejrychleji tedy konverguje hodnota vypoctend z rovnice
67

DalSim grafickym vystupem, ktery slouzi k porovnavdni konvergence metody jsou
staciondrni rezidua veli€in p, u, v v zdvislosti na poctu iteraci. Pro pfehlednost jsou vyndSena
v semilogaritmickém méfitku a kvili sniZeni ndrocnosti vypoctu jsou pocitana kazdych 5000

iteraci jako Frobeniova (Euklidovskd) norma rozdilu veli¢iny a predchozi hodnoty vztaZzena

Norma rozdilu rychlosti u s presnym resenim Norma rozdilu rychlosti u s presnym resenim Norma rozdilu rychlosti u s presnym resenim

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
iterace x10% iterace x10% iterace x10%

(@) p? =4 (b) 32 = 42 (c) 82 = 100

Obr. 9: Porovnani vyvoje normy rozdilu analytického a numerického feseni
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na pocet bunék sité
||un+1 _ un||2

(nx 4+ 2)(ny + 2)

[rezul| = (71)

obdobné pro p a v. Tento graficky vystup miiZeme pouzivat i v piipadé, kdy nezndme
analytické feSeni a miZeme na ném sledovat pribéh ustalovdni jednotlivych veliin v
zavislosti na poctu iteraci. Za ustdleni povaZzujeme stav, kdy staciondrni residuum doséhne

numerické nuly.

Na obr. [10] jsou vynesena staciondrni rezidua pro rGizné parametry (32, kterd odpovidaji
predpokladanym pribéhim, tedy Ze za normdlnich okolnosti maji klesajici tendenci a
dosahuji hodnot, které mizeme oznacit za numerickou nulu. V nasem pripad¢ dosahovala
rezidua hodnot v ¥4dech od 107'° do 10~%°. K ustélen{ (reziduum doséhne numerické nuly)
dochézi riiznou rychlosti v zdvislosti na volbé /3%, nejrychleji se ustaloval piipad S
(% = 42, kde se reziduum p a reziduum v ustdlilo b&€hem 70000 iteraci a reziduum u zhruba
na 130000 iteracich. Pro 5% = 4 doslo k ustélen{ rezidui pro viechny 4 veli¢iny shodné u
190000 iteracich a pro 3% = 100 se rezidua rychlosti u a v ustélila po 130000 iteracich, ale
reziduum tlaku az na 260000 iteracich. Ustaleni rezidua tlaku na hodnoté rovné numerické
ule zdroven odpovidd pfedpokladu, Ze uméle pfidany ¢len umélé stlacitelnosti do rovnice
lb %% se rovnd nule pro ustdlené feSent.

5.1.3 Vliv prostorového kroku

Pro vSechny tfi tlohy byl zvolen parametr 5> = 42 a méni se v nich po&et bunék nz v
x any vy sméru. Prvni sit md nz = 50 a ny = 50, druhd nx = 100 a ny = 100 a tfeti
nx = 200 a ny = 200.

o Rezidua o Rezidua o Rezidua
10 10 10

10710 \ 10710 \ 10710

10715 W 10715 \ L 10715 \ ,&‘r"“»’\
1\ s /V’\'\‘v\f\\«/‘/’\\/'\,'\/\V”l\/‘7,\,,—/\v\; e

YN R [
\ A~
—A — -
102 AV VISP SN 102 T
1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
iterace x10° iterace x10° iterace %10°
Reziduum tlaku Reziduum tlaku Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u Reziduum rychlosti u Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v Reziduum rychlosti v Reziduum rychlosti v
2=4 b) 82 = 42 2 =100
a = = C =

Obr. 10: Prabéh stacionarnich rezidui v zavislosti na poctu iteraci pro razné g2
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(a) Sit nz = 50 a ny = 50
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
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(b) Sit nz = 100 a ny = 100

(c) Sit nz = 200 a ny = 200

Obr. 11: Porovnani siti pouzitych pro hodnoceni prostorového kroku

31



Spolecné parametry: Hy,=5e—3

L, =25e —3

p = 1060

B =42

v=23-10"6

Ap=5.1

iterace = 600000
Sit’ [11ag nr = 50

ny = 50

At=41-10"%
Sit’ [11b}: nz = 100

ny = 100

At=20-10"*
Sit’ [11ct nx = 200

ny = 200

At=75-10""

Na obr. [12]je vidét rozloZeni tlaku, které se vyvine z po¢ate¢ni podminky tlaku na vstupu
do kandlu Ap = 5.1 pro vSechny sité stejné. Jsou vidét ekvidistantni izo¢ary rovnobézné
se svislou osou ukazujici na linearni priibéh tlaku z hodnoty 5.1 na vstupu k hodnoté 0 na

vystupu.

Na obrazku je vidét porovnani poli rychlosti po 600000 iteracich pro rizné sité.
Rychlost © mé ve vSech piipadech parabolicky pribéh symetricky podle osy kandlu, na ose
se bliZi hodnoté u = 0.2, coZ byla pfedpoklddand hodnota a na st€éndch kandlu je nulov4,
takZe spliuje no-slip podminku zadanou okrajovymi podminkami. VSechny tfi pfipady se
li$1 v poli zndzorfiujicim rychlost v ve sméru osy ¥, ale ve vSech pripadech tato rychlost
dosahuje hodnoty v fddu 1077, takZe je o 16 fadu niZ§{ neZ rychlost u ve sméru osy z a tuto
rychlost miZzeme povazovat za rovnou numerické nule, coZz odpovida nasemu predpokladu

laminarniho proudéni.

Obrazek [[4 ndm umoZnuje lépe posoudit pfesnost numerického feSeni oproti
analytickému a zaroven 1 ukazuje hustotu sit€. Je vidét, ze po 600000 iteracich vSechny tfi
sité kopiruji parabolicky pribéh rychlosti u v kandle, ale presnost s klesajicim poc¢tem bunék

také klesa.
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Obr. 12: RozlozZeni tlaku pro rizné sité
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Obr. 13: Pole rychlosti pro rGizné sité
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Obr. 14: Porovnani numerického a analytického feSeni rychlosti v v kanale
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Obr. 15: Rozdil numerického a analytického feseni rychlosti v pro rGizné sité
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Pro pfesné posouzeni nepfesnosti je vykreslen obr. [I5] ktery ukazuje pole rozdilu
numerického a analytického feSeni rychlosti u vypoctené jako u;'j™ — ufﬁ-akt po 600000
iteracich. Ve vSech pripadech je rozdil rychlosti na sténé nulovy a nejvétsi je v ose kandlu.
Sit :na: = 50 a ny = 50 dosahuje nejvétsi nepiesnosti a to —4 - 1073 v ose kandlu, takze
vyslednd w,,, = 0.196. Sit’ [[Ibfna = 100 a ny = 100 dosahuje oproti hrubs{ siti polovi¢n{
nepiesnosti —2 - 1073 v ose kandlu a vyslednd u,,,,, = 0.198. Nejjemné&jsi sit’ nx =200
any = 200 je v kazdém sméru Ctyfikrat hust$i nez nejhrubsi sit’ a dosahuje i Ctvrtinové

sV 2

nepiesnosti —1 - 1073, proto se Uy,q; = 0.199 bliZi nejvice hodnoté ueyar: = 0.2 m/s, podle
které byl nastavovan tlakovy spad Ap = 5.1.

Rychlost konvergence k presnému feseni pro rizné sité miZeme posoudit vynesenim
grafu pro Frobeniovu (Euklidovskou) normu rozdilu analytického a numerického feSeni pro

rychlost u vztazenou na pocet bunék sité v zavislosti na poctu iteraci

n+1H _ ||u61’akzt - un+1||2

Uega —Uu
ez (nz + 2)(ny + 2)

(72)

, kde ueyqre je analytické feSeni dané rovnici (66). Tato norma je pocitdana kazdych 5000
iteraci.

Na obrazku([I6]je vidét porovnan{ vyvoje normy rozdilu analytického a numerického feseni
pro ruzné sité v zavislosti na iteracich. Je vidét, Ze vSechny grafy maji klesavou tendenci, coz
potvrzuje, ze numerickd simulace konverguje k presnému feSeni. Grafy se 1isi v rychlosti
konvergence a fadu, na kterém se ustali. Nejrychleji klesd graf [[6a] pro sit’ [[Tafnz = 50 a
ny = 50, ale dosahuje f4du 10~445, oproti tomu graf klesé nejpomaleji, ale dosahuje fadu
107565, coz potvrzuje vysledky z obrézkﬁ a kde se ukdzalo, Ze nejbliZe k analytickému

v s vs o2

feSeni se bliZi nejjemnéjsi sit” s nx = 200 a ny = 200.

Norma rozdilu rychlosti u s presnym resenim Norma rozdilu rychlosti u s presnym resenim

Norma rozdilu rychlosti u s presnym resenim

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
iterace x10°

0 0.5 1 15 2
iterace x10° iterace x10°

(a) Sit[T1alnz = 50 a ny = 50 (b) Sit [{1bfnz = 100any =100 (c) Sit[{1cjnz = 200 a ny = 200

Obr. 16: Porovnani vyvoje normy rozdilu analytického a numerického feSeni pro riizné sité
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Poslednim grafickym vystupem, ze kterého miizeme hodnotit konvergenci metody k
ustdlenému feSeni je graf staciondrnich rezidui pro veliCiny p,u,v v zavislosti na poctu
iteraci. Pro pfehlednost jsou vynaSena v semilogaritmickém méfitku a kvili sniZeni
ndrocnosti vypoctu jsou pocitdna kazdych 5000 iteraci jako Frobeniova (Euklidovskd) norma

rozdilu veli€iny a predchozi hodnoty vztaZend na pocet bunék sité

||un+1 _ un||2

(nz + 2)(ny + 2)

|rezul| = (73)
obdobné pro p a v. Tento graficky vystup miZzeme pouzivat i v pfipadé, kdy nezndme
analytické feSeni a miZeme na ném sledovat pribéh ustalovdni jednotlivych veliin v

zavislosti na poctu iteraci. Za ustdleni povaZujeme stav, kdy stacionarni residuum doséhne
numerické nuly.

Na obr. (17| jsou vynesena staciondrni rezidua pro riizné sité. Ve vSech tfech piipadech
maji rezidua klesajici tendenci, takZe miZeme fict, Ze se numerickd simulace ustaluje. Pro
reziduum tlaku dojde k ustdleni na hodnoté 1071, pro reziduum rychlosti u pfiblizné na
hodnot& 10718 a pro reziduum rychlosti v pfiblizné na hodnot&¢ 10~°. MiiZzeme tak ¥ict, Ze
vSechny rezidua jsou rovna numerické nule a ve vSech piipadech doslo k ustdleni. Rychlost
ustalovani je pro kazdou sit’ jind. Sit’ [[Tafnx

50 a ny 50 se ustaluje nejrychleji,
reziduum tlaku a rychlosti v se ustdli béhem 45000 iteraci a reziduum rychlosti © béhem
100000 iteraci a nasledné okolo této hodnoty osciluji. Sit’ [[Tbinz = 100 a ny = 100 ma
podobny pribéh, jen k ustileni dojde za 70000 iteraci pro reziduum tlaku a rychlosti v a za
140000 pro reziduum rychlosti w. Rezidua pro sit’ [I[Ictnz = 200 a ny = 200 se ustaluji
nejpomaleji, pro reziduum tlaku a rychlosti v nastane ustdleni na 185000 iteracich a pro
rychlost u na 370000 iteracich. V prvnich 5000 iteracich miizeme pozorovat vyrazny nartst

ve vSech pripadech, ktery je zptisoben distribuci tlaku ze vstupu po celém kandle.

Rezidua Rezidua Rezidua

1010 F| |

10715

1020

10710

‘
1075

102

10715

iterace

Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v

(a) Sit[t1alnz = 50 a ny = 50

iterace

Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v

(b) Sit [{1bfna = 100 a ny = 100

1020

iterace

Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v

5 6
x10°

() Sit [{Tgnz = 200 a ny = 200

Obr. 17: Pribéh stacionarnich rezidui v zavislosti na poctu iteraci pro rtizné sité
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5.1.4 Shrnuti

Cilem této ulohy bylo dokdzat, Ze vytvoreny program dokédze spocitat a vykreslit pole
rychlosti a tlaku na zdkladé zadaného tlakového spadu pro kandl simulujici velkou rovnou
tepnu v lidském téle a zhodnotit volbu parametru umélé stlacitelnosti a hustotu sité danou
poctem bunék ve sméru osy x a y. Pro takto zadany piipad jsme byli schopni srovnavat

numerické feSeni s analytickym. Porovnanim tfi hodnot parametru umélé stlacitelnosti

2

miZeme Fict, Ze hodnota ziskand vzorcem 3% = u? .

- p zajisSt' uje optimdlni pomér mezi
rychlosti rozloZeni tlakového spadu a ¢asovym krokem At, ale vyZaduje znat rychlost 4.,
kterd se vyvine v kandlu. Zaroven jsme ovéfili, Ze koeficient umélé stlaCitelnosti nema vliv na
presnost feSeni, pouze na rychlost konvergence k presnému feSeni, pokud tedy bude nastaven
dostatecny pocet iteraci, dosdhne numerickd simulace stejné presnosti bez ohledu na volbu
koeficientu 3. Porovndvanim tii siti jsme zjistili, Ze presnost feSeni je pfimo imérnd poctu
bunék v siti. Ocekdvané rychlosti u,,,, = 0.2 se nejbliZe pribliZila sit’ se 200 buiikami v
obou smérech, kterd se ustalila na wu,,,, = 0.199, ale simulace s touto siti trvala nejdéle,
zhruba 16500 sekund pro 600000 iteraci. Simulace se siti o 100 bunikdch v kazdém sméru
zabrala 4300 sekund na vypocet a ustdlila se na rychlost #,,,, = 0.198. Pro 50 bunék v

kazdém sméru trvala simulace 1200 sekund a rychlost se ustdlila na w,,,, = 0.196.

5.2 Kanal se zuzenim
5.2.1 Popis ulohy

Tato dloha mé simulovat pfipad, kdy je céva symetricky ziZena napiiklad vlivem
aterosklerézy popsané v kapitole Pocatecni podminky, okrajové podminky a rozméry
byly zachovény z prvni dlohy, ale sit’ byla ve stfedu kanadlu zdeformovana funkci cos po délce
%L tak, aby byla zajisténa C'! spojitost a nejmensi vzdalenost mezi sténami byla 0.035 m viz
obr[I8] V této tloze nezndme presné analytické feSent, ale ocekdvame mensi rychlost nez v
ulohéch v proto je 32 = 27.1. Casovy krok At je uréen z rovnice a nastaven pro
celou sit’. Stejné jako v predchozim pripadé budeme porovndvat tii rizné hustoty sité (viz

obr. [T9]

for i=80:120
for j=1:ny+3
yv(i,)) = YO + (G-((ny+4)/2))*(1.7+0.3*cos(((i-80)/20)*pi))*H/(2*ny));
end
end

Obr. 18: Skript z MATLABuU pro vytvofeni deformace na kanéle s nz: = 200 a ny = 200
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Obr. 19: Porovnani siti deformovanych ztuzenim
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Hranice vlevo (vstup)
Hranice vpravo(vystup)

Hranice dole (sténa)

Hranice nahore (sténa)

ul(l,:) = ul(2,:);

vl(1,:) = vl(2,:);

ul(nx +2,:) = ul(nx + 1,:);
vl(nz +2,:) = vl(nz + 1,:);
ul(:, 1) = —ul(s, 2);

vl(:, 1) = —vl(:, 2);

pl(:,l) :p1(2,2>;

ul(c,ny +2) = —ul(:;,ny + 1);
v1(s,ny +2) = —vl(s,ny + 1);

pl(c,ny +2) = pl(c,ny + 1);

Obr. 20: Zapis okrajovych podminek v MATLABuU

Spole¢né parametry:

Sit’ (11ak

Sit’ |11bg

Sit’ (11c;

5.2.2 Prezentace vysledku

Na obrazku 21{je vidét rozlozZeni tlaku po 800000 iteracich pro rizné sité. Tlak se rozklada
rovnomérné v oblasti pfed a za ziZenim a v misté samotného zizeni dochazi ke skoku a
dokonce se v blizkosti stény tlak dostdva i do zapornych hodnot. Rozdil mezi jednotlivymi

hustotami sité¢ je minimaln{ a tlak se ve vSech polich pohybuje v rozmezi od —2 v oblasti

zuZeni do 5 na vstupu.

Obrazek [22] ukazuje pole rychlosti « ve sméru osy = a v ve sméru osy y. Vysledky pro
ruzné sité jsou shodné. Rychlost u je symetricky rozloZzena podle horizontdlni osy kanalu
a v misté zuzeni dochézi k jejimu nardstu na 0.14, coZ je mén¢, nez hodnota 0.2, ktera se

vyvine v kandlu bez zizeni. Rychlost v dosahuje fadu o jedna mensi, nez rychlost v v misté

H,=5e—3
L, =25¢—3
p = 1060

B2 =271
v=3-10"6
Ap=5.1
1terace = 800000
nx = 50

ny = 50
At=23-10"*
nx = 100

ny = 100

At =6.0-1075
nx = 200

ny = 200

At =3.8-107°
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Obr. 21: RozloZeni tlaku pro rlizné zizené sité
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Obr. 22: Pole rychlosti pro rGzné zizené sité
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okolo deformace, ve zbylé ¢asti kandlu je tato rychlost nulovd, coZ odpovidd ptedpokladu

laminarniho proudéni.

Jelikoz jsou rychlosti rozdéleny do sloZek ve smérech os, miiZzeme uvést graf pro celkovou
rychlost vypoctenou jako:
_ 2 2
Na obrazku[23]je vidét celkova rychlost pro vSechny tfi sité. JelikoZ je tato rychlost sloZena
ze slozky u a v, kde v je o fdd mensi, neZ u, podobd se vyrazné grafim pro rychlost u na
obrazku [22] Je rozloZena symetricky podle horizontéln{ osy kandlu a v misté ziZen{ dochdzi

k jejimu nardstu na hodnotu 0.14.

Na obr. [24] jsou vidét staciondrni rezidua pro ziZeny kandl vykreslovand kazdych 5000
iteraci. Rezidua maji ve vSech piipadech klesajici charakter a jejich hodnota se ustali v fadu
1072 pro rezidua rychlosti v a v a 10717 pro reziduum tlaku. Podle ofekdvani nejrychleji
konverguje hrubsi sit’, kterd se ustdli béhem 100000 iteraci(obr. 24a)). Jemn&jsi sit' se
konverguje k pfesnému feseni béhem 190000 iteraci a poté jiz rezidua ddle neklesaji (24b).
Zvolend metoda konverguje nejpomaleji pro nejjemnéjsi sit” a pro zvolené parametry nemaji
rezidua Cisté klesajici charakter, ale misty osciluji. I presto se rezidua ustali béhem 500000
iterac na hodnot4ch v ¥ddu 1077 pro reziduum tlaku a 102" pro rezidua rychlosti u a v.
Hodnoty tohoto fddu miZeme oznacit za rovné numerické nule, coz je predpoklad k tomu,
Ze nami zvolend metoda konverguje k ustdlenému feSeni. V porovndni s tlohou pocitanou
v kapitole [5.1.3] konverguje metoda zhruba dvakrdt pomaleji a nejpomaleji konverguje

reziduum tlaku. Pfesto se hodnoty ve vSech piipadech ustdli na stejnych hodnotéch.

5.2.3 Shrnuti

V této uloze bylo cilem ukdzat, Ze program vytvofeny na zdkladé metody konecnych
objemti dokdZe simulovat proudéni vzniklé tlakovym spadem na deformované siti pouze
zménou zpusobu generovani sité. Simulace byla provedena pro tfi riizné hustoty sité stejné
jako v ptfedchozi ¢4sti, ale nyni jsme nebyli schopni srovndvat vysledky s analytickym
reSenim. V kandle se vyvinul lamindrni tok symetricky podle osy kandlu, horizontalni
rychlost dosahovala hodnoty ., = 0.14 oproti ., = 0.199 v pfedchozi tloze, coZ jsme
predpokladali a zohlednili ve volbé koeficientu umélé stlacitelnosti 3. Vertikdlni rychlost je
mimo oblast ovlivnénou ziZenim rovna numerické nule, v misté ziZeni dosahuje hodnot o
fad mensich, nez horizontalni rychlost u. Rozprostieni tlaku je ovlivnéné deformaci kandlu,
ale i presto je symetrické podle osy kandlu a v misté za ziZenim dosahuje zadpornych hodnot.

Tlak se pohybuje v rozmezi od —2 do 5. Staciondrni rezidua maji klesajici charakter a
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Obr. 23: Celkova rychlost celk pro rdzné sité
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dosahuji hodnot, které miZzeme povazovat za numerickou nulu, coZ byl pfedpoklad k tomu,
aby simulace konvergovala k ustidlenému feSeni. Takto zadand dloha konverguje priblizné
dvakrat pomaleji, nez uloha bez ziZeni, coz je s nejvétsi pravdépodobnosti zapii¢inéno
volbou mensiho At vyplyvajictho z mensiho minimalniho prostorového kroku v rovnici (68).

Toto by se dalo kompenzovat uZitim local time steppingu.

5.3 Kanal se zahnutou geometrii

5.3.1 Popis ulohy

V této uloze je feSen kandl, ktery je zahnuty do oblouku. Geometrie je definovdna poctem
bunék sit¢ ve dvou smérech, dhlem ¢, ktery svird vstup a vystup, a vzddlenosti osy od
nulového bodu. Pro tuto dlohu nezndme analytické feseni. Casovy krok At je uréen z rovnice
(68) a nastaven pro celou sit’. budeme porovndvat tfi riizné hustoty sité naznacené v obr.
Vlivem zahnuté geometrie kandlu a nastavenim mensiho tlakového spadu ocekdvame mensi

Umaz, Proto je k tomu adekvatn€ zvoleny koeficient umélé stlacitelnosti.
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1070 F || \ N\ 10710
\ N\

10715 N\ \“ \\ \
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10715 \\ n
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4 5 6 7 8

iterace %10°

Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v

(a) Sit[19a}nz = 50 a ny = 50

1025

iterace 105

Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v

(b) Sit nx = 100 a ny = 100

iterace

Reziduum tiaku
Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v

(¢) Sit[19¢fna = 200 a ny = 200

Obr. 24: Pribéh stacionarnich rezidui v zavislosti na poctu iteraci pro rlizné zizené sité

for j=1:ny+3

for i=1:nx+3
x(1,))=-(r*cos(fi(1))+(j-(ny+4)/2)*(H/ny)*cos(fi(1)));

y(@,j)=r*sin(fi(i))+(-(ny+4)/2)*(H/ny)*sin(fi(i));

end
end

Obr. 25: Skript z MATLABuU pro vytvoreni sité
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Hranice vlevo (vstup) ul(1,:) = ul(2,:);
vl(1,:) = vl(2,:);
Hranice vpravo(vystup) ul(nz +2,:) =ul(nz +1,:);
vl(nz +2,:) = vl(nz + 1,:);
Hranice dole (sténa) ul(:, 1) = —ul(s, 2);
vl(:, 1) = —vl(:, 2);
pl( J 1) = pl(i, 2)?
Hranice nahofe (sténa) ul(c,ny +2) = —ul(:;,ny + 1);
v1(s,ny +2) = —vl(s,ny + 1);

pl(s,ny +2) = pl(:,ny + 1);
Obr. 27: Zapis okrajovych podminek v MATLABuU

Spolecné parametry: H,=5e—-3
L, =25¢—3
r=2- %

p = 1060

6=3

% =10.0

v=23-10"6

Ap=1.0

iterace = 800000
Sit’ [11a; nx = 50

ny = 50

At =47-10"4
Sit’ [11b}: nx = 100

ny = 100

At=23-1071
Sit’ [11cg nx = 200

ny = 200

At =6.5-1075

5.3.2 Prezentace vysledku

Na obrazku 28| je vidét rozlozZeni tlaku po 800000 iteracich pro rizné sité. RozlozZeni tlaku
je ovlivnéno deformovanou geometrii siti, ale tlak dosahuje hodnot od 1, kterd byla zaddna
na vstupu do kandlu, do —0.03 u vystupu. Z grafl neni rozdil mezi sitémi rozpoznatelny,
ale sit’ se 1181 od sité hodnotach v fadu 10~2. Po zkusenostech z piedchozich tloh
muZeme usoudit, Ze sit’ se vice pribliZzuje pfesnému feseni, ale bez znalosti analytického

reSeni nemiiZzeme urcit jak presné.

47



01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

(a) Sit[26alnz = 50 a ny = 50 (b) Sit [26bfna = 100 a ny = 100

%102 Tlak p
18 ‘ 1

16 1
14 1
121 1

101 1

(c) Sit ??:na = 200 a ny = 200

z o v

Obr. 28: Rozlozeni tlaku pro rGzné zldzené sité

48



Numerickd simulace pocita rychlosti v jednotlivych sloZkach, ale tento graficky vystup
nemd velkou vypovidajici hodnotu. Proto tyto sloZky pfevedeme na celkovou rychlost
Obrézek 29) ukazuje celkovou rychlost, kterd se vyvine v kandle po 800000 iteracich.
Rychlostni profil neni symetricky podle osy kandlu a po celé délce kandlu se vlivem
deformace méni. Velikost rychlosti se pohybuje od 0 na sténé, coZ je zadané okrajovou

podminkou, po hodnotu 0.03. Rozdil mezi grafy neni viditelny, jelikoZ se hodnoty rychlosti

1isf az v fadu 1073,

%102 Rychlost Rychlost

X
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
(a) Sit[26alna = 50 a ny = 50 (b) Sit [26bfna = 100 a ny = 100
%1073 Rychlost

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
X x108
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

(c) Sit[26¢na = 200 a ny = 200

Obr. 29: Celkova rychlost v kandlu pro rizné zldzené sité
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Pro sledovédni konvergence metody k ustidlenému feSeni pouZivdme staciondrni rezidua
veliCin p, u a v vztaZzend na pocet bunék sité a vykreslend v zdvislosti na poctu iteraci kazdych

5000 iteraci pro sniZeni vypoctové ndronosti.

“unJrl - un||2

(nz 1 2 (ny + 2) (76)

|rezu|| =
obdobné pro p a v.

Grafy reziduf jsou vykresleny na obrazku [30] JelikoZ jsou spolu rychlosti  a v v tomto
pfipadé provdzany a jedna prechazi v druhou, jejich rezidua splyvaji téméf v jednu Caru.
Stejné jako v predchozich pfipadech maji rezidua klesajici charakter a ustdli se na hodnoté
v f4du 1071 pro reziduum rychlosti v a v a 10717 pro tlak p, takZe tyto hodnoty miZeme
povazovat za rovné numerické nule, coz odpovidé predpokladu k tomu, aby zvolend metoda
konvergovala k ustdlenému feSeni. Nejrychleji se ustaluje nejhrubsi sit” (graf [30a), kterd se
ustdli béhem 80000 iteraci. Hust&jsi sit’ s grafem [30b] se ustdli béhem 135000 iteraci a u
nejjemnéjsi sit€ dochdzi k oscilacim a poté se ustdli na 400000 iteracich. Zarovenl hodnota
reziuda p rovna nule potvrzuje predpoklad, Ze uméle pridany clen %% do rovnice lb je

rovny nule pro ustdlené feSeni.

5.3.3 Shrnuti

V této uloze bylo cilem ukdzat, Ze program vytvofeny na zdkladé¢ metody konecnych
objemui dokdZe simulovat proudéni vzniklé tlakovym spaddem na deformované siti pouze
zmeénou zpusobu generovani sité. Simulace byla provedena pro tii riizné hustoty sité stejné
jako v predchozich ¢éstech, ale nyni jsme nebyli schopni srovnédvat vysledky s analytickym
feSenim. Z divodu stability byla zvolena mensi hodnota Ap a nasledné i adekvétné k tomu
B. V kandle se vyvinul lamindrni tok dosahujici maximdlni rychlosti w;,., = 0.03, kterd

vznikla sloZzenim obou slozek rychlosti. Tlak se pohybuje v rozmezi od —0.03 u vystupu

Rezidua Rezidua Rezidua

100 | 10710 10710

10| | 107° 107% LN

10720 1020 S— - — 1020
0

iterace x10° iterace x10° iterace «10°

Reziduum tlaku Reziduum tlaku Reziduum tlaku
Reziduum rychlosti u Reziduum rychlosti u Reziduum rychlosti u
Reziduum rychlosti v Reziduum rychlosti v Reziduum rychlosti v

(a) Sit[19a}nz = 50 a ny = 50 (b) Sit [19bfna = 100 any =100 (c) Sit[19cjna = 200 a ny = 200

Obr. 30: Pribéh stacionarnich rezidui v zavislosti na poctu iteraci pro rlizné zahnuté
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do 1 nastavené na vstupu. Staciondrni rezidua maji klesajici charakter a dosahuji hodnot,
které miZeme povazovat za numerickou nulu, coz byl predpoklad k tomu, aby simulace
konvergovala k ustdlenému feSeni. Takto zadand uloha konverguje pfiblizné stejné, jako
uloha bez zidZeni. Ve vypocétenych hodnotach se simulace pro rizné sité lisi minimalné, v
fadu 1073, presto s poznatky z predchozich dloh miZeme fict, Ze simulace na hust&j3{ siti

reprezentuje presné feSeni presnéji.

6 Zaver

V této préci byla feSena numerickd simulace proudéni zobecnéné Newtonovské tekutiny
metodou konecnych objemil za pouziti metody umélé stlaCitelnosti pro vyrazeni tlaku z

vektoru nezndmych.
Kapitola2 a 3

V téchto kapitolach byl popsan kardiovaskularni systém clovéka, pro ktery by mohla
byt simulace pouZita, a byly definovidny nékteré zékladni reologické veliCiny. Zaroven byla
uvedena rovnice kontinuity a Navier-Stokesovy rovnice, které popisuji proudéni zobecnéné
Newtonovské tekutiny a z téchto rovnic odvozené analytické feSeni pro proudéni mezi dvéma

paralelnimi deskami.
Kapitola 4

V této kapitole byl popsén princip metody kone¢nych objemi a vyznam a princip metody
umélé stlaCitelnosti a nasledné byly zdiskretizovdny Navier-Stokesovy rovnice tak, abychom
je mohli pouZit i na nepravothlou geometrii. Byla uvedena no-slip okrajovd podminka a

podminka stability zohlediujici koeficient umélé stlacitelnosti.
Kapitola 5

Na zdkladé odvozenych rovnic byl sestaven kéd v MATLABu a nasledné v této ¢asti
byly prezentovany vysledky. Jako prvni byly vysledky simulace srovndny s analytickym
feSenim a byl zhodnocen vliv parametru umélé stlacitelnosti, nasledné byly tyto poznatky
vyuzity ke zhodnoceni vlivu prostorového kroku. Poté byla ortogondlni sit' nahrazena siti
zdeformovanou ziZenim ve stfedu reprezentujici deformovanou cévu a byly porovnany
vysledky pro tfi rizné hustoty sité. Jako posledni piipad byla vybrdna zahnutd geometrie

sité. Stejné jako v predchozim pripadé€ byly porovnavany vysledky pro tfi rizné hustoty sité.
Dal by se tato prace dala rozvinout v ramci té€chto bod:
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-roz$iteni do 3D

-zefektivnéni vypoctu

-ptepséni do jiného programovaciho jazyka

-zavedeni local timesteppingu

-popsdnim a zavedenim turbulenci
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