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Abstrakt

Tato préace se zabyva matematickou formulaci a naslednym numerickym fesenim problému
vedeni tepla metodou kone¢nych prvki. Je zde popsana fyzikalni podstata problému sdileni
tepla, ze které je odvozen matematicky model véetné okrajovych podminek, vedeni hetero-
gennimi materidly a uvazenim nelinearit. Je popsano feseni metodou konecénych prvki a
je vytvoren feSi¢ v prostredi Matlab, jehoz funkénost je ovéfena na nékolika modelovych
problémech a néasledné je pouzit k feseni nelinedrni nestacionarni ilohy vedeni tepla.

Abstract

This thesis is interested in mathematical formulation and subsegent numerical solution
of heat transfer problems using finite element method. Physical basis of heat transfer is
explained and mathematical model is formulated including various boudary conditions, heat
transfer in heterogenous media with consideration of nonlinear models. Solution using finite
element method is described and Matlab solver is created which functionality is verified on
several model problems and subseqgently used for solving nonlinear time dependent heat
transfer problem.
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1 Uvod

Sifeni tepla je disciplina zabyvajici se generaci, pouzitim, zménou a vyménou tepelné ener-
gie (tepla) mezi systémy. Jednd se o jednu z nejbéznéjsich uloh, podstatnou pro mnoho
inzenyrskych odvétvi. ReSenim tiloh prenosu tepla je mozné dosdhnout ekonomickych a
efektivnich feseni problému jako je prenos teplého média potrubim na velké vzdalenosti,
chlazeni turbinovych lopatek obtékanych plynem, jehoz teplota dosahuje vétsich teplot nez
je teplota taveni materidlu lopatky, nebo navrh pocitacovych ¢ipi, jejichz povrchova teplota
nesmi presdhnout 100°C, viz [8].

Analyzou daného systému by mél inzenyr byt schopen identifikovat relevantni procesy
prenosu a chovani systému tak fddné kvantifikovat

Matematickd formulace tloh sdileni tepla se sestava z parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Existuje mnoho modelovych problémi, ke kterym je mozné nalézt analytické feseni, ovsem
ve vétsiné praktickych piipadu se zabyvame slozitou geometrii a komplexnimi okrajovymi
podminkami, tudiz neni mozné nalézt analytické feSseni. S vyvojem moderni techniky
tak stale vice vyuzivame numerickych metod k ziskani pribliznych feseni takovych prob-
lémi. Mezi takové patri metoda konecniych diferenci, metoda konecnijch objemu a metoda
konecnych prvkid. V této praci se budeme zabyvat Tfesenim prislusnych rovnic metodou
kone¢nych prvka (ddle MKP). Zékladem metody je rozdéleni geometrie na kone¢ny pocet
elementt, na kterych volime funkce uréené hodnotami aproximaci v uzlech volnosti (napf.
ve vrcholech). Aproximativni feSeni konverguje k presnému s velikosti elementi blizici se
nule, viz [8].



2 Fyzikalni principy v uloze vedeni tepla

Rozeznavame tii zdkladni druhy sdileni tepla, a to vedenim (kondukei), proudénim (kovekei)
a sdldnim (radiaci), viz [3].

Ptenos tepla vedenim je definovan vymeénou energie mezi molekulami. Jedna se o formu
transportu vysoce zavislou na vlastnostech média a na rozdilu teplot. Dochézi k nému
ve vSech skupenstvich. Zakladem konduktivniho prenosu je Fourieriv zakon, ktery tika, ze
tepelny tok ¢ [W/ m2] jednotkovou plochou orientovanou normélou n je imérny teplotnimu

gradientu, tedy 5
u

q= _)\anv (1)
kde u [K] je teplota, n je jednotkovy vektor vnéjsi normély a konstantu proporcionality
A [W/mK] nazyvdme soucinitel tepelné vodivosti. V homogennich izotropnich materidlech
je soucinitel A skalarni velicinou. Naopak v anizotropnich materialech je soucinitel v kazdém
sméru odlisny a jednd se o tenzor druhého radu. U plynt a kapalin byva obvykle A funkci
teploty, tedy A = A(u), kdy funkéni zévislost je ddna empiricky pficemz obvykle s vyssi
teplotou soucinitel roste, viz [15]. Spojenim Fourierova zékona a zdkona zachovani energie
ziskdme rovnici vedeni tepla, kterd mé v trojrozmérném prostoru tvar

0 ou 0 ou 0 ou ou
S Wi A W) A B Wt = pc, 22 2
oz [Axax] oy [Ay (9y} * oz {AZ 82] +G =g (2)

kde G predstavuje zdroj tepla na jednotku objemu, ¢, je mérné tepelnd kapacita, p hustota
materidlu a Az, Ay, A, odpovidaji souciniteliim tepelné vodivosti v danych smérech. Pokud
budeme uvazovat izotropni homogenni material, plati A, = Ay = A\, = A, viz [8].

Konvekci, tedy proudénim, dochdzi k prenosu tepla v proudici hmoté (kapaliny, plyny),
kdy dochézi k transportu tepla z teplejsich oblasti do studenéjsich. V ptipadé prenosu tepla
na rozhrani (sténé) pevného télesa a proudici tekutiny je takovy prenos popsan Newtonovym
zékonem ochlazovani ve tvaru

q=H(u-190), (3)

kde u je teplota stény a 6 je teplota okoli. Clen H se nazyvé soucinitel piestupu tepla.
Nejedna se o materidlovou vlastnost, nybrz o proporéni soucinitel zavisejici na vlastnostech
konvektivniho pfenosu a muzeme tedy psit H = f(Re,Pr,...), vice v [7]. Konvekci mizeme

N

zahfivinim, a nucenou, kdy je tekutina nucena do pohybu vnéjsi silou, viz [8].



Prenos sdldnim neboli radiaci je zplisoben emitujicim termalnim zarenim vSech objekta.
Jako jediny nevyzaduje k transportu tepla médium. Tepelny tok pro Sedd télesa popisuje
Stephan-Boltzmantv zdkon ve tvaru

g = eout, (4)

kde o je takzvanid Staphan-Boltzmanova konstanta (¢ = 5.67 x 107%) a ¢ je emisivita
télesa. Funkéni zavislost prenosu tepla silanim mezi dvéma povrchy tedy muzeme psat
jako ¢ = f(0,e1,e2, (uj — u})), ale je také zavisly na tvaru povrchil, vzajemné poloze a
dalsich faktorech. Prenos je imérny Ctvrté mocniné teplot a je tedy zrejmé, Ze promi-
nence prenosu tepla salanim bude rist s rostoucimi teplotami a miize vyse zminéné zpusoby
prenosu vyrazné prevysit. Radiace je tedy vyraznd hlavné u problému s vysokymi teplotami
(motory, pece, hoteni), pri pfenosu tepla ve vakuu, kde nemize dochazet k vedeni ani kon-
vekei, a pii prenosu na velké vzddlenosti, viz [11].

2.1 Nehomogenni materialy a materialy s vlastnostmi zavislymi na teploté

Velmi casto je zapotiebi Tesit problémy v nehomogennich oblastech slozenych z vice ma-
terialu s odlisnymi vlastnostmi jako je tepelnd vodivost, mérna tepelnd kapacita a hus-
tota. Tyto vlastnosti jsou tak funkcemi polohy. Na hranicich mezi jednotlivymi oblastmi,
kde se skokové méni materidlové vlastnosti pak plati rovnost teplot i tepelnych toku,
viz [14]. Také je zapotiebi uvazit situace, kdy je nezanedbatelnd zévislost téchto vlastnosti
na teploté. Funkéni zavislosti téchto materidlovych vlastnosti mizeme psat jako A = \(z, u),
¢p = cp(z,u), p= p(z,u), kde teplota je funkei prostorové souradnice, tedy u = u(z).



3 Matematicky model

Uvazujme nyni problém vedeni tepla v télese reprezentovaném oblasti  C R3 s hranici 9€).
Pii formulaci matematického modelu vychazime z rovnice (2). Pro izotropni homogenni
material muzeme rovnici prepsat do tvaru

ou u  0*u  *u
pcpat—)\<a$2+ay2+8z2>+G. (5)

Uzitim Laplaceova operédtoru vyjadiime rovnici, viz [9], jako

ou
— =)AA G 6
PCp e u—+ G, (6)
popripadé jako
10u G
-——=A — 7
a Ot vt A’ (™)
kde konstanta a = ﬁ se nazyva tepelnd difuzivita, ¢i soucinitel teplotni vodivosti.

3.1 Stacionarni pripad

Pokud nebudeme v rovnici (6) uvazovat ¢asovou derivaci %, dostaneme stacionarni ptipad
rovnice vedeni tepla
—Au=f, (8)

kdy f = % je tedy ¢len predstavujici tepelny zdroj. Vztah (8) se nazyva Poissonova rovnice.
Specidlnim piipadem Poissonovi rovnice je model bez pritomnosti vnitiniho zdroje tepla,
takzvana Laplaceova rovnice, viz [13]

—Au=0. (9)

3.2 Okrajové podminky

Na hranici vysetfované oblasti 0f2 je tfeba predepsat néjakou z nasledujicich okrajovych
podminek. Pro tyto tcely uvazujme hranici 0€) rozdélenou na disjunktni ¢asti 92 = F3DD U
I‘\SD U F3D U F3D
N K s -
Dirichletova okrajova podminka predepisuje presnou teplotu up na hranici F%D

U =up. (10)

Neumanova okrajova podminka predepisovanid na F?VD pro rovnici (6) ma tvar

kde je predepsan tepelny tok hranici ¥ a n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly hranice.
Pokud by 9 = 0 tedy tepelny tok pres hranici byl nulovy, jednalo by se o dokonale izolovanou
oblast.



Podminka konvektivniho prenosu, nazyvana také Newtonova okrajova podminka, pro
rovnici (6) vyjadfuje spojitost konvektivniho a konduktivniho tepelného toku na hranici

F:;{D ve tvaru
ou
“A—=H(u—-120 12
L H(u-0), (12)
kdy H oznacuje koeficient prestupu tepla a funkce 6 predstavuje teplotu okoli. Tok tepla
je tedy primo umérny rozdilu na hranici oblasti a vné oblasti. Pro zjednoduseni muzeme

oznacit podil % jako a a podminku psat ve tvaru

ou
——=a(u—2=0). 13
L= a(u-0) (13)
Volbou umeéle vysokého koeficientu a miizeme pomoci této okrajové podminky aproximovat
podminku Dirichletovu, tedy predpis presné teploty na hranici oblasti.

Poslednim typem okrajové podminky, kterou se budeme zabyvat je podminka prede-
pisujici rovnost tepelnych tokt na kontaktu dvou konduktivnich prostiedi ve tvaru

ou ou

g =—hao, (14)

kde A1 a A2 znaci soucinitele tepelnych vodivosti jednotlivych materidla, viz [8],[14].

3.3 Nestacionarni pripad

Nestacionarni tlohu vedeni tepla ziskdme pokud nelze zanedbat ¢asovou derivaci v rovnici
(5), tedy pokud se teplota méni v ¢ase. Rovnici nestacionarniho vedeni tepla tak muzeme
psat ve tvaru

10u

-—— —Au=f. 15

-y f (15)
Priddnim casové derivace pak pribyva nutnost predepsani pocatecni podminky predepisujici

rozlozeni teploty v ¢ase t = 0 ve tvaru

u = ug. (16)

3.4 Model salani

Na vnéjsim okraji oblasti F%D budeme pouzivat okrajovou podminku popisujici prenos tepla
salanim ve zjednoduseném tvaru

ou
—A— =c¢o (u4 - 94> , 17
o (17)
kde ¢len o je Stephan-Boltzmanova konstanta, € je emisivita na povrchu oblasti a 6 zde
uvazujeme jako teplotu okoli, viz [15].

Pozn. Obecné vztah (17) muze byt komplikovanéjsi v zavislosti na vlastnostech povrchi
jako je emisivita odrazivost, schopnost absorpce, propustnost atd.

10



3.5 Dvourozmérny problém

Dvourozmérny problém vedeni tepla fesime v pripadech, kdy teplota w je pouze funkci
souradnic z, y a uvazujeme konstantni hloubku 2L ve sméru souradnice z, tedy z € (—L; L),
pricemz tepelny tok na hranicich, jejiz vnéjsi normala je rovnobéznd s osou z, je nulovy

(34 =0).

I

lk

X

Obr. 1: Oblast 2, na které fesime dvourozmérny problém

Teplota tedy neni funkéné zavisla na souradnici z a fesime dvourozmérny problém, kdy
oblast Q3P = Q2P x (—L;L). Muzeme zapsat Poissonovu rovnici dvourozmérného vedeni
tepla ve tvaru

—Au=1, (18)
a také Laplaceovu rovnici jako
— Au=0. (19)
Obdobné jako vyse miizeme definovat dvourozmérny nestaciondrni problém ve tvaru
10u
222 Au=F 20
—a ~Du=f (20)

Na hranici dvourozmérné oblasti oblasti 92 = F%D UF?VD UF%(D UFQSD muzeme u predepisovat
nésledujici okrajové podminky:

a) Dirichletovu okrajovou podminku

u=up, (21)
b) Neumanovu okrajovou podminku
ou
A— = 22
an ¢7 ( )
¢) Okrajovou podminku konvekce
—gZ:a(u—H), (23)
d) Okrajovou podminku salani
ou 4 o
f)\% =c0 (u -0 ) (24)



4 Numerické reseni pomoci MKP

Pro popis numerického feseni uvazujme zjednoduseny dvourozmérny problém. Uvazujme
klasicky problém, kdy hleddme feSeni u rovnice (18) v omezené oblasti Q C R2?, kde
na hranici 9Q = T'2P je piedepsina okrajova podminka (23). Pro aproximaci problému
pomoci MKP nejprve tento problém zformulujeme slabé.

4.1 Slaba formulace

Rovnici (18) vynésobime libovolnou testovaci funkei v € V = {cp eCt (Q)} a integrujeme
pres celou oblast 2. Dostaneme rovnici

/Q(— A u)vdx = /vada:. (25)

Na rovnici (25) aplikujeme tvrzeni Greenovy véty, viz [12], ve tvaru

ou ov
oz, vde = /Em uon;dS — /Quaxi dz. (26)

Pokud ve vztahu (26) misto u dosadime do rovnice %, ziskame formulaci Greenovy véty

ve tvaru

0%u ou Ou Ov
—vdr = / —n;vdS — / dz, 27
Q 81‘%1} . 90 0x; v Q Ox; Ox; o (27)
kde n; je slozka jednotkového vektoru vnéjsi normély k 9€2. Pokud rovnici (27) seCteme pres

vSechna i (ve dvourozmérném prostoru ¢ = 1,2) a zménime znaménko tak aby odpovidala
leva strana vztahu (25) ziskdme

/ — A wvdx = / —(Vu-n)vdS +/ Vu - Vodz. (28)
Q Gl9) Q

Sou¢in (Vu - n) muzeme zapsat jako %' Uzitim okrajové podminky (12) muZzeme tedy

pTepsat rovnici (25) do tvaru

/Vu-Vvdx—i—/ auvdS:/ fvdx—i—/ afvdS. (29)
Q 19) Q B19)

Dostévame tzv. slabou formulaci problému (1-2): Hleddme funkci u € V tak, ze plati (29)
pro vSechna v z prostoru V. Déle se budeme zabyvat aproximaci problému (29), kdy feSeni
budeme hledat v kone¢né rozmérném prostoru Vj. Tento prostor V}, neni podprostorem
prostoru V, ale formulaci (29) je mozné zobecnit napiiklad pro funkce, které maji derivace
po castech spojité.

12



4.2 Volba prostoru MKP

Uvazujme pifpustnou triangulaci 75, omezené oblasti Q C R?, kterou tvoii koneény pocet
trojuhelnika K. Jako pfipustnou povazujeme triangulaci spliuje-li nasledujici vlastnosti,
viz [16]:

1. Triangulace 75, je tvorena konetnym poctem uzavienych trojuhelnika K.

2. ﬁh = UKGTh K

3. Pro K;, Kj € m,, K; # Kj je bud K;NK; = () nebo je pranik K; NK; tvoren spole¢nym
vrcholem nebo K; N K je tvofen spolecnou stranou K; a K.

Uzitim této triangulace definujeme prostor konecénych prvka Vj jako prostor spojitych
po céastech linedrnich funkei. Bézové funkce ¢; € V3, pro j = 1,..n volime tak, aby
ve vrcholech triangulace P; bylo splnéno ¢;(P;) = d;; pro vSechna ¢ = 1,...n, kde n je pocet
vSech vrcholu triangulace 75, a zaroven n = dim V}, viz [16].

4.2.1 Transformace na referencni trojihelnik

Pri vypoctech budeme pocitat s bazovymi funkcemi a jejich derivacemi na obecném troj-
thelniku K se soufadnicemi vrcholt A = [az,ay], B = [by,b,] a C = [cg,¢y], a proto
budeme pracovat s transformaci z referen¢niho trojihelniku K, ktery ma soutadnice vrcholi
A =10,0], B=[1,0] a C = [0,1], viz [2]. Soufadnice na trojithelniku K ziskime pomoci
transformace Fi : K — K jako

-

(Y

By = [bm_az Cr_ax‘|‘

by —ay ¢y —ay

>

Ay

Qy

| By M | (30)

kde matice Bxg ma tvar

Na trojuhelniku K tedy zname predpisy bazovych funkci ve tvaru

pi=1-2-19, (31a)
p =17, (31Db)
Go =1 (31c)

Pomoci inverzni transformace Fi !, ktera lze vyjadiit jako

% = Byt = Br ™! e (32)
Y Yy Qy
muzeme ziskat predpisy bazovych funkci ¢4, ¢p, pc na trojihelniku K pro j € {A, B,C'}
jako

pi(r.y) = ¢;(Fk ' (z,9)). (33)
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Derivace bazovych funkci mizeme vyjadrit pomoci pravidla pro derivaci slozené funkce

dr 920z ' 0y dx’
be _0p0s 020
oy 0x 0y 090y’

Op _ 000t 0507 (34a)

(34b)

29 ¢ s SR . " 98 0§ 0% 00 14 —
kde 3£, oy Zhame z piedpist funkei (31) a cleny 57, 57, 9y’ By ziskame derivaci transformace

Fx podle jednotlivych proménnych. Pak plati

o 0%
lgi 35] =B (35)
ox Oy

a gradient bazové funkce muzeme tedy vyjadrit ve tvaru
Vo(z,y) = Vo, 9)Bx . (36)

4.3 Diskretizace problému

Hleddme aproximaci presného feSeni up € V, ktera spliuje rovnici

/Vuh~Vvhdx+/ auhvhdS:/ fvhdac—l—/ abvu,dS (37)
Q a0 Q o0

pro vSechna v z prostoru Vj,. Specidlné rovnice (37) plati pro vy = ;, tedy dostavame n
rovnic. Aproximaci feseni wuy, zapiSeme jako linedrni kombinaci bazovych funkci

up = > Ujpj, (38)
j=1
kde U = (U, ...Uy,)T je vektor nezndmych. Dosazenim rovnice (38) do rovnice (37) dostavame

U; (/ V(pj‘Vgoidw—i-/ agpjgpidS) :/ fgol-daﬂ-/ abp;dS. (39)
Q a0 Q a0

7=1

Jednd se tedy o soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych, tuto zapiSeme v maticovém
tvaru

AU = b, (40)
kde A = (a;j), b = (b;). Prvky matice tuhosti A a vektoru pravé strany b jsou dény dle

aj; = /Qchj - Vpidx + /89 ap;p;dsS, (41a)

b; :/ f@idx—i-/ abfyp;dS. (41b)
Q oN
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4.4 Problém se smiSenymi okrajovymi podminkami

Mizeme také Tesit problém s rovnici (18) na oblasti 2, kde hranice oblasti 0f2 je tvofena
dvéma disjunktnimi ¢astmi I'; a I'y, na kterych predepiseme okrajové podminky

0
—a—z =a(u—10) na Iy, (42a)
8“ " naTs. (42D)

Slabé formulace dlohy tedy prejde ve tvar
/ Vu - Vodx + / auvdS = / fodx + / abvdS + zpvdS (43)
Fl 1_‘1

Rovnici (43) mizeme zapsat pomoci zobrazeni a a L ve tvaru

a(u,v) = L(v), (44)

kde
a(u,v) = /Q Vu - Vodz + /F ouvds (45)
) / Fodz + /F “afudS + [ puas (46)

Diskretizaci slabé formulace v tomto tvaru ziskdme

ZU]- </Q Vgoj'Vgoidx%—/F ozgojgoid5> :/Qfgoida:—i—/r ozHcpidS+/F V. (47)
5 1 1 2

Jj=1

Jedna se tedy opét o soustavu n linearnich rovnic o n neznamych, kterou mizeme zapsat
v maticovém tvaru

AU =b, (48)
kde A = (a;j), b= (b;). Prvky matice tuhosti A a vektoru pravé strany b jsou dény dle

a;; = /QVgoj . Vgoidx%—/r ap;p;dS, (49a)
1

b; :/ f@id$+/ a@apid5+/ V;. (49b)
Q I} )

15



4.5 Nelinearni tloha

Méme problém, kde je na hranici oblasti I's definovan prenos tepla salanim vztahem (24).
Je zjevné, ze uloha prestupu se tak diky ¢tvrté mocniné teploty stava tlohou nelinearni.
Pokud uzijeme postup ze sekce 4.4, uvazujeme 02 = 'y UT's UT'g. Oproti slabé formulaci
(43) predchoziho problému zde integrujeme pies hranici I's a ziskdme formulaci

alu, v) + %"(u4 — 0MdS = L(v) (50)
s

pro viechna v € V. Uloha (50) je nelinearni a pro jeji Fesen pfidany ¢len st %’(u‘l —0*)vdS

nejprve zapiseme jinym zpisobem: Podil ¥ ozna¢me & a uZijeme identity

(u — 0% = (u® + 6*)(u + ) (u — 6). (51)

Nelinearni tlohu (50) muzeme zapsat jako

a(a, u,v) = L(v), (50%)

kde
a(a, u,v) = au,v) + A a(a® + 0%) (4 + O)uvdS (52)
L(v) = L(v) + A a(a? + 6%)(a + 0)fvdS. (53)

Problém (50%) lze Fesit iteracnimi procesy: Volime u(9) a pro k = 0,1,2, ... feSime rovnici
a(u® ) vy = L(u®, v), (54)

kde hodnoty u* znaéf znamou iteraci. Okrajovou podminku tak miZzeme povazovat za variaci
Newtonovy podminky konvekce, viz [17], kde koeficient H = a(a? + 62)(@ + 6) obsahuje
hodnoty nezname teploty u z predchozi iterace a fesime obdobné jako problém, viz kapitola
4. Takovym vypocétem dostdvame novou iteraci, pricemz postup opakujeme dokud neplati

Ju® —uF D) <, (55)

pro néjaké vhodné zvolené nenulové cislo & (v praktickych vypocétech budeme volit
¢ = 107%). Vyrazem |[u®) — u*+D|| zde rozumime né&jakou normu na prostoru Vj, (v
praktické realizaci bereme jako maximalni rozdil hodnot ve vrcholech triangulace).

Nelinearni ilohu fesime i pokud feSime vedeni tepla s funkéni zévislosti soucinitele
tepelné vodivosti A na teploté, jak bylo popséano v kapitole 2. Vsechny ¢leny slabé formulace
v oblasti, kde pfredepisujeme takové A tak obsahuji ¢len u. ReSeni provedeme obdobné jako
vyse uvazovanim

A= \Q). (56)

Hodnotu soucinitele tepelné vodivosti tak aproximujeme pomoci teploty z predchozi iterace
a postup opakujeme dokud opét nesplnime podminku (55).

16



4.6 Nestacionarni uloha

Pfi feseni nestacionarni tlohy, viz (20), je ve slabd formulace modifikovana

0
/ pcp—uvdx + a(u,v) = L(v). (57)
Q ot
V rovnici (57) budeme ¢asovou derivaci aproximovat zpétnou diferenci jako

ou

du| D — g
ot

At ’

(58)

tn+1

kde u(™*t1) znaéf aproximaci Feeni v ¢asové vrstveé tn+1 a At > 0 je zvoleny ¢asovy krok, kde
t, = n- At. Takovy vyraz pak mizeme rozdélit a na levé strané slabé formulace ziskavame

1
a(u,v) = a(u,v) —|—/Qpcpxtu(”+l)vdx (59)

a na pravé strané
1
(n)
L(v) = L(v) + /Qpcp Ju vdz. (60)

Uvazujeme-li tedy nestacionarni rovnici vedeni tepla (61) s okrajovou podminkou (12),
ziskdme po diskretizaci problému vztahy pro matici tuhosti A a vektoru pravé strany b jako

aij = /QV%'V%d%L/m a@j@idSﬂL/Q%%%d% (61a)

b; = /chpid:c—k/aﬂ oz9cpid5+/ﬂ%uén)%d$- (61b)

Resenim vzniklé soustavy rovnic ziskdme hodnoty teploty v dalsi ¢asové vrstvé.
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5 Popis realizace

5.1 Gmsh

Pro vytvoreni triangulace 7, vyuZijeme volné dostupny generdtor siti Gmsh, viz [19],[6].
Pro priklad uvazujeme oblast 2 jako jednotkovy c¢tverec, viz Obrazek 2. Geometrii této
oblasti popiSeme v souboru .geo, kde mimo geometrie oblasti budeme specifikovat rtizné
¢asti hranice (pro odlisné okrajové podminky), ale také hustotu sité. Na obrazku 3 je

priklad strukturované a nestrukturované sité vygenerované programem.

V praci budeme také pracovat s heterogennim télesem. Geometricky popis tohoto télesa
budeme realizovat v .geo souboru, kde je mozné definovat popis ruznych oblasti pro odlisné

materidlové vlastnosti, viz Obrazek 4.

Vygenerovanou sit je pak mozno ulozit ve formatu .msh, ktery obsahuje vsechny infor-

mace informace o siti, podoblastech i ¢astech hranice.

Point 4

Line 3

Point 3

Line 4

Physical Curve 20

Point 1

Physical Curve 20

Plane 1

Physical Surface 1000

Line 1

Line 2

Physical Curve 10

Point 2

Physical Curve 10

h=0.1;

Point (1) = { 0, O,
Point (2) = { 1, 0,
Point (3) = { 1, 1,
Point(4) = { 0, 1,
Line (1) = {1, 2};
Line (2) = {2, 3};
Line(3) = {3, 4};
Line (4) = {4, 1};
Line Loop(l) = {3,
Plane Surface (1) =
Boundary_ 1 = 10;
Boundary_ 2 = 20;

Physical
Physical

Domain = 1000;
Physical

o,

0, h};
0, h};
o0, ;

Line (Boundary_ 1)
Line (Boundary_2)

Obr. 2: Jednoduché geometrie definovana .geo kédem

Obr. 3: Priklad strukturované a nestrukturované sité

Surface (Domain) = {1};



Point 4 Point 3

>
Point 7 _Point5 Point 6 |

Point 1 Point 2

Obr. 4: Piiklad geometrie a sité pro aproximaci tlohy s dvéma heterogennimi materidly

5.2 Matlab

Jako vypoctovy software pouzijeme prostfedi Matlab. Nejprve nahrajeme sit z Gmsh po-
moci volné dostupné funkce load__gmsh.m, ktera dokaze data ve formatu .msh ulozit do da-
tového typu struktura (Structure). Mame tak v programu ulozené informace o poc¢tu vrcholu
a jejich soufadnicich a déle o vSech trojihelnicich (popiipadé jinych elementech), hranach
lezicich na okraji oblasti, jinych ¢astech povrchu atd.

Pro samotné feseni pak vytvorime funkci solveEquation.m, kterd sestavi jak matici
tuhosti tak vektor zatiZzeni pravych stran. Néaslednym resenim soustavy linedrnich rovnic
ziskdme numerické reseni uyp,.

5.2.1 Matice tuhosti

Vypocet matice tuhosti miizeme rozdélit na dvé c¢asti, integral pres vSechny trojihelniky a
déle zohlednéni okrajovych podminek a z toho plynouci integrdl pres hranice.

K vypoctu integralu pres trojuhelniky vyuzijeme vypocet gradientt bazovych funkci
pomoci transformace na referencni element popsané v kapitole 4.2.1. Program tak pomoci
for cyklu ptes vSechny trojuhelniky napocitd piispévky a;; do matice tuhosti, které vznikly
ze vSech nenulovych soucint gradientu.
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Matici tuhosti je tfeba doplnit o ¢leny vzniklé integraci pres vSechny ¢asti hranice, kde
je predepsand Newtonova okrajova podminka, jak bylo popsano v 4.4, ¢i podminka salani,
kterou povazujeme za specidlni piipad Newtonovi podminky. Cyklem pfes vSechny hrany
trojihelniki lezicich na piislusném okraji oblasti ziskdme piispévky a;; do matice tuhosti.
Pro integraci pres hranu trojihelnika lezici na hranici oblasti {2 pouzijeme aproximaci Simp-
sonovym pravidlem, viz [1], ve tvaru

b—a

[ s@ar~ 2 @ +as“

2

)+ 0] (62)

kterd vzhledem linearité bazovych funkci znac¢né ulehcuje vypocet. Méjme tedy stranu
trojuhelnika tvofenou tseckou AB o délce s = |AB| lezici na hranici oblasti €. Integral
pres AB tedy aproximujeme tvarem

5]

B
/A apipids = a— {cpi(A)npj(A) + 4; <

A+B> A<A+B
6

) e () +eBe®)] . 6

Vzhledem k ridkosti matice tuhosti, docilené vhodnou volbou bazovych funkci, budeme
ziskané prispévky a;; zapisovat do takzvané Sparse matice, kterd ukldda jen nenulové prvky
matice a je tak méné naro¢nda na vypocetni pamét. Ziskdme tedy matici A o velikosti n x n,
kde n je pocet vrcholl triangulace.

5.2.2 Vektor pravych stran

Vypocet vektoru pravych stran muzeme opét rozdélit na integraci pres celou oblast €, tedy
pres vSechny trojuhelniky a na integraci pres hranice, na kterych je predepsina prislusna
okrajova podminka.

Integraci pres oblast €2 provedeme numerickou kvadraturou pies soucet ve vrcholech.
Méme-li tedy trojuhelnik K s vrcholy A, B, C o obsahu |K]|, integral pfes tento trojihelnik
vyjadiime jako

[ i = Bl a4 + 1m0 + 1010, (69

Pro integraci pres hranici pouzijeme opét Simpsonova pravidla. Pro ¢len, kde je
na hranici predepsana Newtonova okrajova podminka bude aproximace ve tvaru

A+B>9<A+B

B
/ abp;ds ~ ozM [gpi(A)O(A) + 45 ( 5 5

A 6 > + OéSOi(B)G(B)] : (65)

Pro ¢len kde je na hranici predepsana Neumanova okrajova podminka pak bude aproximace
ve tvaru

5]

/AB Yipids ~ 3 [%(A)@Z)(A) + 4pi (

A+B)¢<A+B

2 5 ) +wz(3)d)(8)] : (66)

Ziskame tedy vektor b o velikosti n, kde n je pocet vrcholi triangulace.
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5.2.3 ResSeni soustavy

Vyfesenim vzniklé soustavy rovnic, viz (40) ziskdme vektor U popisujici hodnotu feseni
v kazdém vrcholu triangulace.

Resime-li nelinedrni tlohu jak bylo popsano v kapitole 4.5, dostdvame Fesenim pifslusné
soustavy pouze Teseni po jedné iteraci. Vytvorime tak funkci equationlteration.m, kterd
pomoci for cyklu pocitd jednotlivé iterace dokud Feseni nespliuje rovnici (55).

Pri feseni nestacionarni ulohy dostavame resenim soustavy prislusné reseni jen na dalsi
casové vrstve. Postupem obdobnym jako v nelinearni tloze vytvorime funkci
solveTransientEquation.m, kterd pomoci for cyklu pocita feSeni v jednotlivych casovych
vrstvach [10].

5.3 Paraview

Paraview je open-source program pro interaktivni védeckou vizualizaci, viz [20]. Program
pracuje s daty ve formatu .vtk, které si vygenerujeme pomoci vlastni funkce save. VI K.m
v prostredi Matlab. Funkce ulozi informace o siti, na které problém resime, a také vysledky
ziskané vypoctem. Funkce dovoluje ulozit vice proménnych a lze tak v do souboru VTK
ulozit jak numerické feseni, tak i napriklad feSeni presné, ¢i chybu v kazdém vrcholu trian-
gulace.
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6 Numerické vysledky

6.1 Ovéreni konvergence
Abychom ovérili spravnou funkénost naseho programu, nejdrive ho pouzijeme pro TeSeni

problémi, u kterych zname analytické Teseni. Naslednym porovnavanim s aproximacemi
reSeni ovérime spravnost postupu.

6.1.1 Reseni na oblasti jednotkového &tverce
Méjme oblast = (0,1)2, danou jako jednotkovy étverec, na kterém fesime rovnici (18) a

na jehoz hranici je predepséanéd okrajovad podminka konvekce, viz (23). Na oblasti predpo-
kladame presné reSeni rovnice ve tvaru

u(z,y) = sin(mx) sin(wy), (67)

pak tedy pro pravou stranu rovnice (18) plati

— A u = 2r%sin(mz) sin(7y). (68)
Zname-li feSeni v rovnice, muzeme snadno vyjadrit funkci 6 z okrajové podminky jako

1 ou
0=—|au+—|. (69)
« on
Presné feSeni u muzeme porovnavat s numerickym uy, a to na ruznych sitich s odlisnou

jemnosti. Resit budeme nejprve na strukturovanych sitich M1 s krokem h, M2 s krokem
h/2, M3 s krokem h/4 a M4 s krokem h/8 viz Obrazek 5.
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T

v
v

Obr. 5: Strukturované sité M1, M2, M3 a M4 s klesajicim krokem
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Obr. 6: Reseni na siti M1, napravo odchylka od analytického FeSeni

Obr. 7: Refenf na siti M2, napravo odchylka od analytického feSen{

y s '

A/

SR
v

Obr. 8: Reseni na siti M3, napravo odchylka od analytického feSeni
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Obr. 9: ReSeni na siti s M4, napravo odchylka od analytického Feseni
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Obr. 10: Presné feseni vynesené na siti M4
Presnost aproximace vyhodnotime provedenim rozdilu presného a numerického fesené
v kazdém bodé a najdeme maximalni hodnotu
|lun = ullprs = max|up(P) — u(P)|, (70)
kde maximum je brano pres vSechny vrcholy P triangulace 7.

sit  chyba
M1 0.0530
M2 0.0099
M3 0.0023
M4 0.0005

Tab. 1: Maximélni chyba na jednotlivych sitich

Daéle mtzeme vyhodnotit chybu pomoci takzvané L2 normy definované vztahem

2
[lup, — ullre = /Q(u — uh)de ) (71)
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sit  chyba

M1  0.0265
M2  0.0051
M3 0.0011
M4 0.00027

Tab. 2: Chyba v L2 normé na jednotlivych sitich

7 vysledku, viz tabulky 1,2, vyplyva ze dvojnasobnym zjemnénim sité dosahneme pri-
blizné pétkrat mensi chyby. Numerické feseni tedy konverguje k presnému.
Resit miizeme také na nestrukturované siti, viz Obréazek 11.

Obr. 11: Nestrukturovana sit

Obr. 12: Reseni na nestrukturované siti, napravo odchylka od analytického Feseni
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Vysledky zobrazime i pomoci softwaru vizualiza¢niho softwaru Paraview, podle postupu
z kapitoly 5.3.
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Obr. 13: Reseni na nestrukturované siti v Paraview
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Obr. 14: Reseni na strukturovanych sitich v Paraview
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6.1.2 Uloha na nekonvexni oblasti

Méjme oblast 2 C R? popsanou v polarnich soutadnicich jako r < 1, € (—m/2,7), viz
Obrazek 15, na které fesime rovnici (19).
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Obr. 15: Oblast Q, napravo ptiklad sité

Hranici oblasti 92 rozdélime na dvé ¢asti I't (¢ = —F nebo ¢ = m,r € (0,1)) a I'y

(r=1,¢ € (—5,m)), na kterych predepiSseme okrajové podminky.

—— =a(u—10) nal'y, (72a)
T4 _y na Dy, (72b)

kdy na ¢asti hranice I'; piedepisujeme oo = 107 a §# = 0. Volbou velmi vysokého o tak
prakticky realizujeme Dirichletovu okrajovou podminku a tedy predpis konkrétni teploty
na hranici o hodnoté 0. Na ¢asti hranice I'y pak méjme Neumanovu podminku, kde pro
funkci ¢ plati

¥ = sin <§g0 + g) . (73)

Analytické feseni nalezneme pomoci transformace do polarniho souradnicového systému
definovaného jako

T =TCos, (74a)
y = rsin @. (74b)

Reseni v tedy hleddme ve tvaru
w(z,y) = u(@(r, @), y(r; ¢)). (75)
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Derivace podle souradnic x, y mtizeme vyjadrit pomoci pravidla pro derivaci slozené funkce
jako

ou_ouor ooy
or  Ordxr OpOx’
du _ Oudr  Oudp

ay " oray opoy

(76a)
(76b)

Cleny %, g—i, g—;, 6—‘5 ziskame derivaci polarnich souradnic podle jednotlivych proménnych.

Derivaci rovnic (74a) a (74b) podle souradnice x ziskdme

or . Op

1—%cosgo—rsmg0%, (77a)
or . o

0= %sm<p+rcosgoa—x. (77b)

Rovnici (77a) vynésobime cos ¢, rovnici (77b) vyndsobime sin ¢ a seCteme. Ziskdme tak

vztah 9
.

. 78

cosip =5 (78)

Rovnici (77a) nyni vynasobime — sin ¢, rovnici (77b) vynasobime cos ¢ a seCteme. Ziskame
vztah

. Ip
—sing=ro- (79)
a jednoduchou tupravou pak
sing Oy
— it 80
r Ox (80)
Derivaci rovnic (74a) a (74b) podle souradnice y dostaneme vztahy
0= ggcosgo—rsingogzj, (81a)
1= g;singo—i—rcosgogzj. (81b)

Rovnici (81a) vynasobime cos ¢, rovnici (81b) vyndsobime sin ¢ a se¢teme. Ziskdme vztah

sinp = :;):Z (82)

Rovnici (81a) vynasobime — sin ¢, rovnici (81b) vynasobime cos ¢ a secteme. Ziskame vztah

Ip
=r— 83
cosp=r By (83)
a jednoduchou tupravou pak
cosp  Op
= T, 84
r oy (84)
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f e e e 9y dp Or O . )
Ziskali jsme tak vyjadfeni vSech clent §=, 2%, 5y 8—“;. K formulaci Laplaceova operatoru

budeme pottebovat vyjadieni druhych derivaci podle jednotlivych souradnic, které ziskdme
pomoci vztaht (78),(80),(82) a (84) jako

Pu 0 Ou 0 sing 0 Ju  sinp Ju
02 " dnow ( v a) (COS*"ar_ ; w)’ (85)
0%u d Odu d cosp O Ou  cosp Ju
T _YP_ (hpno— i inp— — . 85b
oy? Oy dy <bm<’08r * r 8@) (Sm@@r + r &p) (85b)
Roznésobenim a pouzitim pravidla pro derivaci slozené funkce ziskame vztahy
i?;  cos? w@; _ 2singpcosy 0%u  sin®?p 0%u  sin? g Ou | 2singcos (p’ (86a)
Ox or r ordp 2 Op? r Or r2
i@; . @iz 2sin @ cosp 0%u cos?p 0%u  cos? Ou ~ 2singpcos v (86b)
oy or r ordp r2  Qp? r or r2
Sec¢tenim rovnic (86a) a (86b) dostavame vyjadieni Awu ve tvaru
A 62u+16u+182u 16(8u)+182u (87)
u=—-—+-—+—5—=-——|r— ——.
or2 ror 12092 ror\ Or r2 o
Resime Laplaceovu rovnici v polarnich soufadnicich
10 ou 1 0%u
———|r—)—-=—=—=0. 88
r Or (rar) r2 o (88)
Reseni budeme hledat separaci proménnych ve tvaru
u(r, o) = V(r)0(p). (89)
Rovnici (88) vyndsobime —1 a prepiseme pomoci (89) jako
1 ;U
- (rv —0"=0
) + (90)
a upravou ziskdvame vztah
O/ / o
MULD =AY (91)

v S)

Mé-1i platit rovnice pro libovolné r a ¢ musi byt oba ¢leny rovnice (91) vzdjemné rovnymi
konstantami, a mizeme tak resit oba Cleny zvlast. Nejprve budeme predpokladat, ze
@/I
o = -2, (92)

29



kde € je neznama konstanta. Dostavame tedy diferencialni rovnici
0"+ 00 =0 (93)

s okrajovymi podminkami podle (72b)

O(m) = 0. (94b)
Resenim charakteristické rovnice tedy dojdeme k feSeni ve tvaru
O = sin (Qp + o) (95)

a uzitim okrajovych podminek (94) ziskdme tvar

© = sin (k; (cp + g)) , (96)

kde k € Z. Druhy ¢len rovnice (91) musi byt roven

(7"1’/)/ 2
=Q
"3 , (97)
a tedy plati
r(rv') = Q*W. (98)

Reseni hledame ve taru ¥ = r® pro a > 0 a tudiz po dosazeni a dvoji derivaci ziskaviame

o?r = Q%o (99)

Predpis funkce ¥ ma tedy tvar

Wl

U =73 (100)

Nyni muZeme psat analytické feseni Laplaceovy rovnice podle (89) ve tvaru

2
u= Ar3 sin (3 (gp + 72r>) , (101)

kde A € R. Aby feseni odpovidalo okrajové podmince (72b) musi platit

ou /(2 T
I sin (3(,0 + 3> ) (102)

atudiz A = % a analytické reseni prejde v koneény tvar

3 2 . (2 T
u=grisin (3 (go + 2)) . (103)



Odvozené analytické feseni vyneseme na Obrazek 16.

0.5

Obr. 16: Analytické TeSeni, napravo Feseni podél y = x

Nyni muzeme analytické Teseni porovnavat s vypoctem z naseho programu.
formulace tlohy ma tvar

/ Vu - Vudx +/ auvdS = afvdS + YodS,
Q 'y I I

pricemz diskretizaci dostavame tvar

n
1=

U; </ chj-Vgoid:c+/ agoj'soidS—k) =/ aegoidS—i—/ Pp;dS.
1 0 I I Iy

Takovou soustavu budeme Fesit na tiech sitich V1,V2 a V3 s krokem h, h/2 a h/4.

Obr. 17: ReSen{ na siti V1
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Obr. 20:

feseni
15 0.005 T T T T T T T
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-0.005 j“
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-0.015
051
0.02
-0.025
0 0.03
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X X
Obr. 21: Reseni podél y = x na siti V2, napravo odchylka od analytického feSeni
1.5 210
ol
1
< o
05
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X

Obr. 22: Reseni podél y = x na siti V3, napravo odchylka od analytického feSeni
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\al
V2
V3
presne

uh

05 V4

Obr. 23: ReSeni podél y = = na viech sitich véetné analytického feSeni

presne

Obr. 24: Reseni podél y = = na vsech sitich pfiblizeno

Presnost aproximace vyhodnotime jako maximum absolutnich hodnot rozdilu presného
a numerického feSeni ve vrcholech triangulace, viz (70).

sif  chyba
V3 0.0422
V2 0.0255
V1 0.0155

Tab. 3: Maximélni chyba na jednotlivych sitich

Daéle provedeme vyhodnoceni chyby pomoci L2 normy, viz (71).
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sif  chyba

V1 0.0268
V2 0.0112
V3 0.0045

Tab. 4: Chyba v L2 normé na jednotlivych sitich

Je zfejmé ze chyba klesa se zvysujici se hustotou sité. Chyba ale klesd pomaleji nez
v prvnim problému, viz kapitola 6.1.1. Nejvétsi odchylka od presného Teseni se objevuje
v okoli pocatku, viz Obrazek 20, 21, 22. Lepsiho vysledku by bylo mozné dosahnout lokalnim
zjemnénim sité v oblasti tohoto bodu, kde ma feseni takzvanou singularitu.

6.2 ReSeni vedeni tepla v heterogennich materiilech

Pro ovéreni funkcénosti naseho programu v pripadech vedeni tepla heterogennimi mate-
ridly, provedeme vypocty na vybranych modelech z literatury a porovndme naSe Teseni
s poskytnutymi vysledky.

6.2.1 Problém 1

Prvni problémem je jednorozmérné vedeni ve dvouvrstvé desce s odlisnymi hodnotami te-
pelné difuzivity aq a ag (v préaci znac¢ime jako a), viz Obréazek 25, kde je zaveden pomér
k = a1 /ag, vyjadiujici stupen heterogenity. Levé a pravé kraje maji dané teploty 273K a
373K. Horni a spodni kraj je izolovany a je tedy predepsan nulovy tepelny tok. Pomér k je
nastaven na k = 10 a nésledné k = 100, viz [18].

y/m

1

273K a, 373K

0 0.5 1 x/m

Obr. 25: Zadani{ problému, prevzato z [18]
Nase vysledky muzeme porovnavat s vysledky z literatury, které obsahuji i analytické
feseni, viz Obrazek 27 a 26. Je zjevné ze nase vysledky jednorozmérného vedeni tepla dvéma

materialy odpovidaji.
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340

5 320
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Obr. 26: Vysledky vypocitané nasim kédem, nalevo vysledky pro pomeér k£ = 10, napravo vysledky
pro pomér k = 100

k=10 k=100
380 ; 380 ,
360 |- 360 |
340 340
2 3
= 320 [ = 320 -
300 The analytical solution . 300 The analytical solution .
ANSYS fluent solution v ANSYS fluent solution v
280 [ OpenFOAM solution ~ + - 280 OpenFOAM solution  + -
T T TR N B L1 TR N NN N MR RN RO N
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
x(m) x(m)

Obr. 27: Vysledky z literatury [18]
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6.2.2 Problém 2

V druhém problému, viz [18], mdme dvourozmérny problém vedeni tepla dvéma materidly
s hodnotami tepelné difuzivity oy = 0,025m? /s g = 0,5m? /s a Dirichletovymi okrajovymi
podminkami, viz Obrazek 28.

y/m
1

0°C

@,

1C 0°C

0 0°C 1 x/m
Obr. 28: Zadani problému, prevzato z [18]

Pro porovnani vysledku zobrazime feseni pomoci izoktivek a také reSeni podél primky
y = 0.5, viz Obrazek 30, 29. MizZeme pozorovat, ze nase vysledky opét odpovidaji vysled-
ktim z literatury.

09 r

0.8 r

0.7

0.6 [

uh

05

0.4 r

03 r

02r

0.1

Obr. 29: Vysledky ziskané nasim kédem, rozlozeni teploty pomoci izokfivek (nalevo) a feSeni podél
y = 0.5 (napravo)
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mesh grid (a)
0.8 - mesh grid (b) -==-- 1
. 06 —
$
=1
04 £ .

0 1 1 1 1 1 1 I 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

= x(m)

Obr. 30: Vysledky z literatury [18]

6.2.3 Problém 3

V dalsim problému, viz [18], mame slozitéjsi dvourozmérnou geometrii, viz Obréazek 31,
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami na levém a pravém kraji a nulovym tokem na hornim
a dolnim kraji. Opét zavedeme koeficient k = oy /ae, pri¢emz hodnoty k nastavuje postupné
k=5.2,k =100 a k = 1000.

y/m

0.8

273K 373K

1 x/m
Obr. 31: Zadani problému, pfevzato z [18]

Porovnanim vysledki na obrazku 33 a 32 vidime, Ze nase feSeni odpovida feseni z ¢lanku.
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Obr. 32: Vysledky vypocitané kédem, rozlozeni teploty pomoci izokiivek (nalevo) a FeSeni podél

y = 0 (napravo)

1 — T T T T T T T T

J, reference +
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| 0.6 |- -
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Obr. 33: Vysledky z literatury [18]
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6.2.4 Problém 4

Posledni ovérovaci problém, ktery zde uvazujeme, je zadany na obrazku 34, kde K vyjadruje
tepelnou vodivost, viz [4].

T=0

T=0

Obr. 34: Zadani problému, prevzato z [4]

Nase feseni opét porovname s vysledky poskytnutymi literaturou, viz Obréazek 35.
Tvary izokfivek odpovidaji prevzatym vysledktim.

Obr. 35: Rozlozeni teploty pomoci izoktivek ziskané kédem (nalevo), feseni ziskané z [4] (napravo)

40



6.3 Priklad reseni nelinearni nestacionarni ulohy

V posledni ¢asti budeme aproximovat nelinearni nestacionarni problém motivovany prikla-
dem UK-3 (partially filled tank) dle [5], ve kterém uvazujeme uzavienou ocelovou nadobu
z ¢asti naplnénou vodou, jejiz levy okraj I'r je po 30 minut vystavena tepelnému toku simu-
lujicimu pozéar. Tepelné ztraty z pravé hranice I'z v ¢ase 30-60 minut jsou zptisobené kom-
binaci konvekce a radiace z povrchu. Podstavy naddoby I'p jsou tepelné izolované. Ptenos
tepla konvekci uvniti nadoby je simulovan uméle vysokou tepelnou vodivosti v horizontal-
nim sméru. Uvazovana geometrie problému dle [5] zanedbava zmény skupenstvi, geometrie
je tedy neménnd a zmény skupenstvi (var, kondenzace) jsou zanedbany.

ADIABATIC m

1
-

STEEL LID 7 tl=10 mm

VAPOR
— SPACE —_—

280 mm

HEAT WATER HEAT
FLUX Loss

a Kwy ib=1000 mm
0 - 30 min 30 - 60 min

h=700 mm|

CONVECTION
AND
RADIATION

—_— —_—

5 3
STEEL BASE 1!:10 mm

ADIABATIC

Obr. 36: Zaddni problému, pfevzato z [5], s ¢iselnym oznacenim bodt, ve kterych budeme vySetfovat
prubéh teploty

Tepelna vodivost oceli Ag 50 W/mK
Meérnd tepelnd kapacita oceli cs 500 J/kgK
Hustota oceli py, 7800 kg/m®
Tepelna vodivost vody v horizontdlnim sméru Ay, 5000 W/mK
Tepelnd vodivost vody ve vertikdlnim sméru sméru A,y 0.6 W/mK
Meérné tepelna kapacita vody ¢y, 4200 J/kegK
Hustota vody py, 1000 kg/m?®
Tepelny tok g 10kW/m
Koeficient prirozené konvekce H 1.3(u — 9)% W/m?K
Teplota okoli # 311.2K
Emisivita povrchu nadoby e 0.8

Tab. 5: Zadané hodnoty z [5]
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Oblast nad hladinou vody budeme uvazovat jako oblast vzduchu s mérnou tepelnou
kapacitou ¢, = 1J/kgK a hustotou p, = 1.3kg/m3, jehoz soucinitel tepelné vodivosti je
funkeci teploty, viz Tabulka 6.

u Aa

0 0.02422
100 0.03182
200 0.03868
300 0.04494
400 0.05077
500 0.05629

Tab. 6: Zavislost soudinitele tepelné vodivosti na teploté pro vzduch, prevzato z [5]

Prolozenim bodu primkou pomoci metody nejmensich ¢tverca dostavame funkéni zavislost
Aq(u) ve tvaru

Ao = 6 x 107%u 4 0.0255. (106)

V problému predepisujeme nasledujici okrajové podminky. Neumanovu okrajovou pod-
minka predepisujici tok tepla do nadoby

)\o% =q na'p, (107)
nulovy tepelny tok podstavou a vikem néddoby
)\ng =0 nal'p (108)
a tepelnou ztratu konvekci a radiaci
—)\O% = H(u — 0) + oe(u® — %) naly. (109)

Vzhledem k tepelnym ztratdm zplisobenym radiaci a konvekeci a nelinedrnimu vztahu
pro soucinitel tepelné vodivosti v oblasti vzduchu je zrejmé, Ze se jedna o nelinedrni tilohu,
kterou budeme tesit postupnou iteraci podle kapitoly 4.5. Jelikoz se jedna zaroven o feseni
nestaciondrni tilohy budeme znamou iteraci teploty volit jako feseni v predchozim c¢asovém
kroku, tedy

a=u™, (110)

Zadany soucinitel tepelné vodivosti uvedeni v [5] v horizontalnim sméru se zdal az prilis
vysoky a byl proto uvazovén izotropni A, = 0.6 W/mK. Jelikoz aproximujeme ptvodné zte-
jmeé trojrozmeérnou tlohu z [5] dvourozmeérnou tlohou, ukédzalo se jako potfebné modifikovat
hodnotu tepelného toku. Provedenim nékolika vypoctil jsme zjistili, Ze nejpodobnéjsich
vysledku jako v [5] dosahujeme pfi nastaveni tepelného toku ¢ na 30% puvodni hodnoty.
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Reseni provedeme na tiech sitich (N1, N2, N3), viz Obréazek 37, 38, 39, kde zobrazime
feseni v case ¢ = 30min a £ = 60min. Hodnoty teploty na nejjemnéjsi siti v oznacenych
bodech budeme porovnavat s hodnotami poskytnutymi v [5], viz Tabulka 7, 8.

7 vysledki na vice sitich se zd4, ze numerickd chyba feseni neni v daném ptipadé velka.
Srovnani vysledku s hodnotami uvedenymi ve zpravé [5] - viz Tabulka 7,8 - nicméné ukazuje,
ze pouzity fyzikalni a matematicky popis neni v souladu s popisem uvedenym v [5]. Uvedeny
popis se z pocatku zdal pomérné detailni, ale v prubéhu feseni byla zjiSténa fada nejasnosti
(napf. zadany tepelny tok je v jednotkdch W/m nikoliv ve W/m?, v nékterych &stech
zadani se zda, ze jsou pouzity cylindrické souradnice, pouziti vysoké tepelné vodivosti ve
sméru osy x nevede ke stratifikaci teploty jak uvadi zpréva, atp). Odstranéni vsech nejas-
nosti v matematickém modelu tak, aby bylo dosazeno srovnatelnych vysledka, by vyzadovalo
otestovani celé rady variant vypocti. Dalsimi divody odlisnosti vysledkt mohlo byt pouziti
dvojrozmérného modelu pro aproximaci trojrozmérné ulohy (v citovaném zdroji je nejasné,
zda byl vypocet skutecné provadén jako 3D nebo pouzit néjaky zjednoduseny vypocet ve
sténami a hladinou v horni ¢asti nadoby, viz velké odchylky v bodech 3 a 5 v tabulce 7
zfejmé zpusobené tim, ze oproti [5] v modelu neni zahrnut model sélani tepla na vodni
hladiné. Oproti zadani v [5] bylo FeSeno také vedeni tepla v oblasti pary (ta byla nahrazena
vzduchem). Reseny problém zde uvidime jako pifklad numerického feseni komplexni tilohy
vedeni tepla v heterogennich materialech.

bod teplota u(°C) z [5] teplota u(°C) ziskand kodem

1 243.8 246.30
2 244.2 240.6
3 125.6 238.9
4 247.2 246.30
) 132.2 240.9
6 380.4 245.8
7 352 244.5

Tab. 7: Srovnan{ nasich hodnot s hodnotami z [5] po 30 minutach

bod teplota u(°C) z [5] teplota u(°C) ziskand kdédem

1 162.5 99.1
2 162.5 99.0
3 115.1 99.2
4 157.6 99.1
) 113.9 99.4
6 1774 98.3
7 187.2 98.0

Tab. 8: Srovnan{ nasich hodnot s hodnotami z [5] po 60 minutdch
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Obr. 39: Sit N3 (nalevo) a rozlozeni teploty na této siti po 30 minutéch (uprostied) a po 60 minutéch
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Obr. 40: Casovy pritbéh teploty v bodu 4 na vsech sitich, napravo detail v okoli maxima
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Obr. 43: Casové pribéhy teploty v bodech 4, 5 a 6 na nejjemnéjs siti
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7 Zavér

V préaci jsme se zabyvali ilohami vedeni tepla, a to konkrétné jejich numerickym fesenim
metodou konec¢nych prvka. Definovali jsme matematicky popis tlohy vedeni tepla, a to
jak stacionarni tak i nestacionarni tlohy v homogennich i nehomogennich materialech, dale
jsme definovali vicero moznych okrajovych podminek véetné okrajové podminky popisujici
radiaci, a tudiz jsme tak definovali nelinearni tilohu. Bylo popsano feseni pomoci MKP,
kdy jsme nejprve formulovali takzvanou slabou formulaci tlohy a diskretizaci prostoru
jsme problém vedeni tepla prevedli na ulohu n lineadrnich rovnic o n neznamych. Pro-
gramovou realizaci jsme provedli v programu Matlab, ve kterém jsme pracovali s MKP siti
vygenerovanou programem Gmsh. Naslednou vizualizaci vysledkd jsme pak provedli jak
pomoci grafickych nastroju Matlabu, tak softwarem Parawiev. Konvergenci numerického
feSeni z vypoctového programu jsme ovérili na dvou problémech se znamym analytickym
feSenim, kdy v obou ptipadech dle ocekdvani vysledky konvergovaly k presnému feseni
se zvysujici se hustotou sité. Daéle jsme aplikovali nas program na ¢tyri problémy vedeni
tepla heterogennimi materidly, pricemz ve vSech pripadech vysledky odpovidaly vysled-
nestaciondrni problém vedeni tepla s definovanou okrajovou podminkou popisujici sadlani a
oblasti s funkéni zavislosti soucinitele tepelné vodivosti na teploté. Vysledky ziskané nasim
ného prenosu v problému a také vzhledem k neurcitosti zadani nebylo dosazeno shodnych
vysledkt. Vysledky vsak byly ovéreny provedenim vypoctu na vice sitich.
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