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Abstrakt

Pfedmétem této prace je popis problému vedeni tepla v heterogennich materialech,
matematicka formulace prislusné okrajové tilohy, jeji slaba formulace a numerické fesSeni pomoci
metody kone¢nych prvkd. Soucasti prace je vlastni realizace metody koneénych prvki

prostiednictvim programu Matlab, ktera je pouzita na nékolika riznych ptipadech.

Abstract

The subject of the thesis is description of heat conduction in heterogeneous materials,
mathematical formulation of appropriate boundary problem, its weak formulation and numerical
solution using the finite element method. The finite element method is implemented in Matlab

program and is tested in several cases.
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Uvod

V bézném okoli kolem nés neustdle dochazi k zakladnim pfirodnim jevim, které ovladaji

celou zivou a nezivou piirodu. Tyto jevy se vyznacuji pfenosem energie, hmoty a hybnosti.
Klasickym ptikladem v piirodé je ptenos slune¢ni energie ve formé tepla k zemskému povrchu
nebo obéh vody mezi zemskym povrchem a atmosférou, doprovazeny fazovymi preménami. Pro
ptiklady v technice je typicky piestup tepla v tepelném vyméniku a v jinych energetickych

zatizenich nebo spalovani paliv v kotlich a spalovacich motorech.

Tyto ptenosové jevy tvoii zaklad znalosti inzenyra a hraji klicovou roli pii navrhu, vyvoji
a provozu tepelnych a jadernych stroji, kotlti, spalovacich motorti a chladicich zatfizeni. Zasadni
vyznam ma zejména vypocet staciondrnich a nestacionarnich tepelnych poli, podle kterych se

zatizeni dimenzuji a voli vhodné materialy.

Ulohy tohoto typu nelze fesit analyticky, aniz by nebyla pfijata fada zna¢né
zjednodusujicich podminek, je tak tieba pouzivat feSeni pftiblizna, zalozena na metodach
numerickych. V soucasné dobé¢ je vypocetni algoritmus efektivné realizovan na pocitaci a zietel
je kladen piedevsim na zadani okrajovych a po¢ateénich podminek a definovani geometrického
tvaru vySetfované oblasti. Mezi nejvice pouzivané metody tohoto charakteru patfi metoda

konecnych prvku.

Cilem prace je seznameni s metodou koneénych prvki pii feSeni problémi pienosu tepla
v tuhych latkach a ziskani piehledu pouzivanych matematickych modeld. Velky duraz je kladen
na spravnou implementaci metody v programu Matlab, prostiednictvim které jsou nasledné

feSeny vybrané ulohy vedeni tepla.

Prvni Cast této prace popisuje mechanismy pienosu tepla a soucasné uvadi jejich
matematické formulace. Dale definuje pocateéni a okrajové podminky nutné K adekvatnimu
feSeni stacionarnich a nestacionarnich tepelnych poli. Soucasti prvni Casti je také diskretizace
problému metodou konecnych prvki, slaba formulace a sestaveni soustavy linedrnich rovnic. Ve
druhé ¢asti se prace zabyva vlastni realizaci metody kone¢nych prvkt pomoci programi Gmsh a
Matlab. Na né¢kolika ulohach je aplikace metody otestovana a vykreslené vysledky jsou

analyzovany a komentovany.
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1 Pienos tepla

Pfenos neboli sdileni tepla oznacujeme v technické praxi termodynamicky proces
sméfujici k vyrovnani teplot a dosaZeni teplotni rovnovahy. Podle toho, v jakém prostiedi tento
pohyb tepelné energie probihd, rozezndvame tii zptisoby pienosu tepla, sdileni tepla vedenim
(kondukce), proudénim (konvekce) a salanim (radiace). V redlnych piipadech se na pfenosu

podileji alespon z¢asti vSechny tii zpuisoby soucasné, viz [1].

Pojmem vedeni tepla rozumime pfenos energie zpusobeny interakci mezi atomy a
molekulami v mikroskopickém métitku v nepohyblivém spojitém prostiedi v disledku existence
teplotniho rozdilu. V teplotnim poli Ize v uréitém okamziku stanovit tepelny tok Q(x,y,z)
libovolnou plochou. Vztahneme-li tento tok na jednotku orientované plochy, ziskame vektor
hustoty tepelného toku g. Vztah mezi hustotou tepelného toku a rozlozenim teploty T (x,y, z)

v homogennim prostedi formuloval Fourier rovnici

kde A je soudinitel tepelné vodivosti, ktery je dulezitou latkovou charakteristikou. Pro anizotropni

materialy 1ze rovnici (1) zobecnit nahradou skalarniho soucinitele tepelné vodivosti A tenzorovym

soucinitelem tepelné vodivosti A, viz [2]. Rovnice (1) vyjadiuje pfimou umérnost hustoty
tepelného toku k teplotnimu gradientu az na znaménko minus, které predstavuje fakt, ze transport

tepla se d&je v opaéném sméru nez vzrust teploty, viz [2].

Pii prenosu tepla proudénim se méni poloha &astic makroskopicky. Castice s sebou ve
spojitém prostiedi unaseji energii a zaroven se samy premist'uji, tj. pii proudéni tekutin. Pfenos

tepla proudénim je obvykle klasifikovan podle povahy na ptirozeny a nuceny, viz [2].

Pokud Kk proudéni tekutin kolem teplosménnych povrchi dochazi samovolné vlivem
teplotniho rozdilu mezi tekutinou a povrchem, mluvime o pfirozené konvekei. Pii pfirozené
konvekei hraje dtilezitou roli zemska tize a zavislost hustoty tekutiny na teploté. Jestlize teplota
povrchu je vyssi nez teplota tekutiny, nastane jeji vzestupné proudéni spolu s jejim ohievem, pii
nizsi teploté povrchu, nez je teplota tekutiny, proudi tekutina sestupné a ochlazuje se. V ptipadé,
Ze je proudéni pracovnich latek zajistovano napf. pomoci ¢erpadel nebo ventilatorti, hovofime

o konvenci nucené, viz [3].

Vypocet teplotniho profilu pii proudéni je velmi obtizny, zejména v turbulentnim rezimu
a v komplikované geometrii prumyslovych aplikaci. V takovychto ptipadech pouzivame témeért
bez vyjimky empiricky vztah, ktery definoval Newton, znamy téz jako Newtontv ochlazovaci

zakon
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q)'ﬁ)ZQn:a(Ts_Tf); (2)

kde Ty reprezentuje teplotu tekutiny, ktera obtéka sténu o teploté T. Orientaci obtékané stény
Vv zavislosti na vektoru hustoty tepelného toku ¢ udava jeji jednotkovy vektor vn&jsi normaly 7
viz obr 1. Koeficient a ve vztahu (2) pfedstavuje soucinitel pfenosu (piestupu) tepla. Nejedna se
0 zadnou universalni konstantu, jelikoz zavisi na velkém poctu faktort, ptredevsim na rychlosti

proudéni a geometrii, viz [2].

Ts

Obrazek 1: Prubéh teploty v blizkosti stény

Pfenos tepla salanim je proces, pii kterém je pienos energie realizovan prostiednictvim
elektromagnetickych vin, které se $iti i ve vakuu. Emitované vinéni miize mit podobu ruznych
forem, napf. Roentgenovo zafeni, zafeni radioaktivnich materialti, ¢i ultrafialové zareni.
Rozdilem téchto druhti zafeni je jejich vinova délka. Pfeména elektromagnetického vinéni v teplo
nastava teprve pii jeho interakci a absorpci v latkovém prostfedi. Soucasna teorie zafivého
ptenosu tepla je odvozena dvojici Stefan-Boltzmann na zaklad¢ teorie elektromagnetickych vin a

kvantové teorie ve tvaru

-

q: n= qn = a® T4; (3)

kde ¢ je Stefanova-Boltzmannova konstanta, 7 je vektor vng&jsi normaly sélajiciho télesa a T
oznacuje teplotu jeho povrchu, viz [2]. Vztah (3) Ize interpretovat pouzitim absolutné ¢erného
télesa, které ve sméru normaly 71 emituje hustotu zafivého tepelného toku q,,. Emitovana energie

absolutné ¢ernym télesem je tedy tmérna ¢étvrté mocniné jeho termodynamické teploty T.

10
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2 Matematicky popis

Reseni problému sdileni tepla obvykle nesouvisi jen s vypoétem tepelného toku q,,, ale
je nutné znat celkové tepelné pole daného objektu representovaného oblasti Q © R3. V obecném

ptipadé vychazime, viz [2] z diferencialni entalpické bilance

All

DT R dv\ Dp =2
QCPE=—V'C[+QT(—) — +7T:A+Q@, 4)

aT/),, Dt

kde T oznacuje teplotu, ¢ hustotu materidlu, ¢, mérnou tepelnou kapacitu pii konstantnim
“ s . , DT . S . , 3 3

tlaku p, v mérny objem, Q tepelny tok a . Je tzv. materialova derivace. O vyrazech T a A ve

vztahu (4) mluvime jako o tenzorech dynamickych napéti a rychlosti deformace, viz [2].
Rovnice (4) plati pro bilancovani plynt, kapalin ¢i tuhych latek. Nejéastéji uzivané zjednoduseni

je predpoklad latky se zanedbatelnou teplotni objemovou roztaznosti, tj. (z—;) = 0, bilance (4)
P

se potom zjednodusi na tvar

DT R S .
QCPE=—V'C[+‘E=A+Q(9). (5)

Dosadime-li do rovnice (5) vektor hustoty tepelného toku ¢ z Fourierova zdkona (1) a

" . . . .DT aT | s . .
rozepiSeme-li materialovou derivaci e do tvaru S Tu VT ziskame tzv. Fourier-Kirchhoffovu
rovnici

oT 5 3
¢y (E+ﬂ-VT)=/1V2T+?:A+Q(9), (6)

ve tvaru platném pro konstantni tepelnou vodivost A, viz [2].

V rovnici (6) symbolem V2 =V -V zna¢ime Laplaceilv operator, % udava rychlost
akumulace tepla (entalpie) v kontrolnim objemu, ¢len i - VT symbolizuje rychlost konvektivniho

piivodu tepla (entalpie), vyraz 2 V2T popisuje rychlost konduktivniho p¥ivodu tepla (entalpie),

T:A charakterizuje rychlost disipace mechanické energie a posledni &len Q) vyjadiuje

objemovy zdroj tepelného toku v kontrolnim objemu, viz [2].

Pro ptenos tepla v tuhych latkach je slozka vektoru rychlosti proudéni ¥ nulova a zarovefi
nedochazi K disipaci mechanické energie, ktera je bézna v proudicich latkach vlivem vazkého
tieni. Rovnice (6) se pak zjednodusi na tvar

aoT .
0cp §=/1V2T+Q(g). (7)
V ptipadé, ze dochazi pouze ke stacionarnimu pienosu tepla se rovnice (7) zredukuje na

Poissonovu rovnici

11
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—AV2T = Q. 8

Pokud v tuhém prostiedi neptisobi ani zadny vnitini zdroj tepla, tedy Q9 = 0, je teplotni pole

vysledkem feseni Laplaceovy rovnice

—AV2T = 0. 9)

2.1 Pocate¢ni a okrajova podminka

Vsechny uvedené zredukované tvary Fourier-Kirchhoffovy rovnice (7) pro tuhé latky je
tieba doplnit o okrajové podminky na hranici d€2 oblasti Q, popf. je nutné specifikovat podminky
pocatecni, aby bylo mozné nalézt jejich feseni. Jelikoz pravé naptiklad rovnice (7) obsahuje prvni
derivaci teploty i podle ¢asu, je nutné pii feSeni ur¢it poéateéni podminku. Tu formulujeme tak,
Ze V kontrolnim objemu zname rozlozeni teplotniho pole v konkrétnim Case, obvykle v Case

t = 0, tj. zname funkci
T (x,y,2,0) =T, (x,y,2), prox,y,z € Q. (10)

Pokud fes$ime stacionarni rozlozeni teplotniho pole, poc¢ate¢ni podminku neptedpisujeme, viz [2]

a[3].

Na hranici oblasti dQ se nejcastéji pouzivaji nasledujici okrajové podminky. Uvazujeme
hranici 9 tvofenou tfemi navzajem disjunktnimi ¢astmi 0Q =T U T, U 3. Prvnim typem je
podminka, ktera piedepisuje teplotu T na povrchu I; zkoumaného télesa. Ve stacionarnich
ulohach je teplota na povrchu bud’ konstantni nebo zavisi na polohovych soufadnicich,

Vv nestacionarnich pfipadech muze zaviset i na ase. Tuto zavislost vyjadiime jako
T (x,y,z,t) =Ts (x,¥,2,t), prox,y,z € Iy, t €(0,T). (11)

V literatuie se tato podminka Casto nazyva okrajova podminka prvniho druhu, téZ znama jako

Dirichletova, viz [2] a [3].

Kromé teploty T lze na hranici I', pfedepsat i hustotu tepelného toku g,. Stejné jako
teplota predepisovana v pfedchozim piipadé, muze byt hodnota tepelného toku bud’ konstantni,
zavisla na poloze, nebo i na Case. Pro piipad, kdy téleso za¢neme v uréitém okamziku ohiivat

predepsanou hustotou tepelného toku g, plati

T (x,vy,z,t
- % =q, (x,y,21t), prox,y,z € I,. (12)

Pro tento typ okrajové podminky se ustalilo oznaceni okrajova podminka druhého druhu, nebo
Neumannova podminka. V ptipad€, Ze je hranice I, zkoumaného télesa tepelné izolovana, ma

podminka (12), viz [2] a [3] nasledujici tvar

12



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

oT (x,y,z,t)
) =
on
Podminka tfetiho druhu je podminkou pfestupu tepla konvekci, tedy teplo ptivedené

0, prox,y,z € I. (13)

télesem kondukci musi byt z jeho povrchu odvedeno konvekcei. Pouzijeme-li K vyjadfeni rovnosti
hustotu tepelného toku z Fourierova zakona (1) a z Newtonova ochlazovaciho zakona (2) mizeme
tuto okrajovou podminku formulovat, viz [2] a [3] takto
oT (x,y,z,t)
A —
an

kde a piredstavuje soucinitel piestupu tepla konvekci, T oznacuje teplotu na povrchu I'; € 9Q a

=a (T - Tf), prox,y,z € I3, (14)

Tr oznacuje teplotu okolniho prostiedi.

Podminka ¢tvrtého druhu fesi spojitost tepelnych tokt na styku Iy, = O N Q, dvou

téles Q; a Q, o tepelnych vodivostech A, a 1, a s teplotami T; a T,. Pti dokonalém kontaktu plati

Ty (x,y,2,t) 1 T, (x,y,z,t)
! on o2 on ’

Jsou-li obé prostiedi tuha, Ize v idealnim piipadé piedpokladat kromé spojitosti hustot tepelnych

prox,y,z € Lrozn.- (15)

tokl q,, 1 spojitost teplotniho rozlozeni, viz [2] a [3] tedy

T, (x,y,2,t) =T, (x,y,2,t), prox,y,z € Lyozn.- (16)

2.2 Stacionarni vedeni tepla

Stacionarni vedeni tepla v tuhych télesech bez wvnitiniho zdroje tepla popisujeme
rovnici (9). Tuto rovnici uvadime jiz v zjednodu$eném tvaru, tj. pti uvazovani konstantni tepelné
vodivosti A. V pfipadé€, Ze budeme pii feSeni stacionarni tilohy vychazet ze vztahu (5), podobu

rovnice (9) potom ziskame jako
V-G =0. (17)
Dosazenim vektoru hustoty tepelného toku ¢ z Fourierova zakona (1) ziskame vztah (17) ve tvaru
V- (—=AVT) =0. (18)

Pokud je nyni tepelna vodivost A zavisla napft. na jedné z polohovych soufadnic obdrzime derivaci

soudinu, Viz [4] rozsifenou rovnici (9) takto
(VA)-VT + AV2T = 0. (19)
Ze zapisu rovnice (19) lze pozorovat, ze dosazenim konstantni tepelné vodivosti A dostaneme pti

feseni ustaleného teplotniho pole opét Laplaceovu rovnici (9). Pokud uvazujeme tii polohové

proménné, Laplaceova rovnice ma, viz [2] a [5] tvar diferencialni rovnici 2. fadu eliptického typu

02T +62T N 0%T
ox?  dy? 0z2

= 0. (20)

13
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2.3 Nestacionarni vedeni tepla

Na rozdil od stacionarniho vedeni tepla se teplota v nestacionarnim teplotnim poli méni
jak s polohou, tak i s casem. Nestacionarni vedeni tepla v tuhych télesech popisujeme rovnici (7)

ve tvaru

aT
0¢p 5 =AVT, (2)

kde uvazujeme vnitini zdroj tepla nulovy, tj. 019’ = 0. V rovnici (21) je mozné nahradit tepelnou

kapacitu c,,, hustotu materidlu ¢ a tepelnou vodivost A soucinitelem teplotni vodivosti a jako

é (22)
a=—-.
0C
Uzitim tohoto zapisu, Ize rovnici (21) uvést, viz [2] v podobé

oT
= aV2T. 23
o a V2T (23)

Stejné jako Laplaceovu rovnici (9) pro stacionarni vedeni tepla, uvedeme vztah (21) uvazovanim

polohovych proménnych jako diferencialni rovnici 2. fadu parabolického typu

oT 0°T 9T 0°T
. (24)

% 5 ="\ ox2 +6y2+622

2.4 Vedeni tepla jako dvourozmérny problém

V technickych tlohach vzdy potiebujeme fesit realny trojrozmérny problém tak, jak bylo
uvazovano v piedchozich situacich. V nékterych piipadech je ale mozné redukovat dimenzi

problému, uzitim dodate¢nych predpokladt o rozlozeni tepelného pole.

Prvnim takovym piipadem je problém rovinného vedeni tepla. Trojrozmérnému télesu

Q3P = {[x, y,z ER3: [x,y]€Q?P,z € (—L E)} vtomto ptipadé¢ piedepisuje na sténach

2'2

L . T . , .
z = % povrchu 903P hustotu tepelného toku 5, = 0. Pro rovnice (20) a (24), které popisuji
stacionarni a nestacionarni problém v tuhém télese tak plati a—: = 0 a tim se zredukuji na rovnice

ve dvourozmérné oblasti Q2P. Pro rovinné stacionarni vedeni tepla tedy pouzivame rovnici (20)

jako
0°T  9°T
ST 25
0x? + dy? (29)
V ptipadé rovinného nestacionarniho vedeni tepla ma rovnice (24) tvar
o_, 0°T N a°T 26)
€D T4 \axz T ayz )
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Predpoklad S—Z = O nasténachz = + % z fyzikalniho hlediska znamena nulovy tepelny tok danou

sténou. Podminku nulového toku je mozné nahradit také podminkou pfestupu tepla konvekei, viz

rovnice (14) a uvazovat misto teploty T jeji stfedni hodnotu ve sméru z, vice viz [2].

Dalsim piikladem dimenziondlni redukce je tiloha vedeni tepla v rotacné symetrickych
télesech. Ulohu v tomto piipadé zapisujeme pomoci cylindrickych soufadnic, viz [6].
V cylindrické soufadnicové soustavé je stacionarni teplotni pole popsano opét ttemi soutadnicemi

jako T = T(r, @, z) arovnice (20) ma potom V této soustave, viz [5] tvar

0°T 149 ; oT 1 0%T
( )+ = 0. (27)

——t-—(r—=)+S5=—==
0z%> ror\ ar) r?d¢p?
Pro nestacionarni teplotni pole Vv cylindrické soufadnicové soustavé plati T = T(r, ¢, z,t) a

rovnici (24) potom zapisujeme, viz [5] jako

oT (62T 10 ( aT) 1 02T ) 28)

—=A |t (r—)+S5=—
e 0z2 ror\ 9r/ 1202
V cylindrické soustavé provedeme redukci trojrozmérného rota¢niho télesa na dvojrozmérné,

uzitim pfedpokladu symetrie tepelného pole vzhledem k rotaci, tj. g—; = 0. Rovnice (27) popisujici

stacionarni vedeni tepla v tuhém télese se pak v této soustavé zredukuje, viz [1] do tvaru

0°T 10 ( 6T> o 29)

_— + —_—|r—
0z*> rar\ or
Rovnici (28) pro nestacionarni vedeni tepla zapiSeme V cylindrické soustavé uzitim zminéného

ptredpokladu jako

or_ 62T+10( 6T> "
e T 922 " ror\ or)/ (30)
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3 Diskretizace MKP

Reseni parcialnich diferencialnich rovnic vedeni tepla analytickym zptisobem je vhodné

jen pro nejjednodussi ulohy v technické praxi. Proto se v dne$ni dobé pfistupuje K feSeni
problémt vedeni tepla vhodnymi numerickymi metodami, které¢ spocivaji napt. Vv nahrazeni
diferencidlni rovnice vedeni tepla rovnici diferencni. V soucasnosti existuje celd fada

numerickych metod, z nichz nejzndméjsi a nejpouzivanéjsi jsou metoda konecnych diferenci

(MKD), metoda kone¢nych objemi (MKO) a metoda koneénych prvka (MKP), viz [3].

Princip metody kone¢nych prvki v piipadé rovinnych uloh spociva v rozdéleni zkoumané
oblasti na velky pocet jednoduchych prvki, napt. trojuhelnikt. Tyto prvky sdili ve vrcholech
spole¢né uzly, ve kterych jsou hledany neznamé parametry. Hodnota parametru v uréitém uzlu
ovliviiuje jen parametry v uzlech pfilehlych prvkt. Mezi neznamymi parametry v uzlech tak
existuje funkéni zavislost, ktera je po Castech linearni. Timto zptisobem MKP zjednodusuje
matematicky popis Slozitych tvart a ulohu hledani spojitych funkci pfevadi na tilohu hledéani
kone¢ného poctu neznamych parametrt, pomoci nichz spojité funkce pfiblizn¢ aproximuje. Tento
proces oznacujeme jako diskretizaci daného problému, viz [3] a [7]. Aplikaci této metody nejprve
ukazeme na Poissonoveé rovnici (8), ktera popisuje ustalené vedeni tepla S vnitinim objemovym

zdrojem.

3.1 Slaba formulace

Pro pouziti metody konecnych prvki je nejprve nutné odvodit slabou formulaci daného

problému. Uvazujeme tedy Poissonovu rovnici (8) ve tvaru
_Vzu = f’ (31)

5(9) | . L.
kde teplotu oznac¢ime jako funkci u a podil QT jako funkci f. Rovnici (31) feSime v omezené

oblasti O c R?, kterd ma po &astech hladkou hranici 3. Pro jednoduchost predpokladame, Ze na

hranici oblasti 0Q je predepsana homogenni okrajova podminka 1. druhu (Dirichletova) jako
u=0, nal; = dQ (32)

Ozna¢me déle prostor funkci V jako V = {v € C1(Q): v = 0 naT}}. Vezmé&me nyni libovolnou

funkci v € V, nasobme s ni rovnici (31) a proved’'me integraci pi'es oblast Q. Tim dostaneme

f —Viuvdxdy = f f vdxdy. (33)
Q Q

Uzitim Greenovy véty, Viz [6] rozepiSeme levy ¢len rovnice (33) ve tvaru

0
f —V2uvdxdy = f 2 yds+ f Vu - Vv dxdy, (34)
Q sa On Q
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kde n znaci jednotkovy vektor vn&jsi normaly 71 k hranici oblasti Q. Dosazenim vyrazu (34) zpét

do rovnice (33) ziskame

f Vu - Vv dxdy = f f vdxdy, (35)
Q Q

> X 0 : , P v o .
nebot” ¢len fm—ﬁ v dS je pro funkce v € V nulovy. Slabym feSenim rovnice (31) potom
nazveme takovou funkci u € PV, ktera spliiuje rovnost (35) pro vsechny funkce v € V, viz [7].
Vsimnéme si, ze se v rovnici (35) vyskytuji pouze prvni parcialni derivace funkci u, v,
tudiz jsme zeslabili predpoklad, aby funkce u naleZela prostoru €2 (Q) a zaroveii jsme tim zvétsili
mnozinu moznych FeSeni. Z rovnice (35) je navic zfejmé, ze funkce u, v € V nemusi mit prvni

derivace spojité, ale pouze integrovatelné. Prostor V tedy mizeme rozsifit jako prostor funkei,

které maji po ¢astech spojité derivace.

3.2 Diskrétni problém

Pro aproximaci feSeni slabé formulace (35) metodou kone¢nych prvki nejprve uvazujeme
prostor V,, € V s koneénou dimenzi dim Vj,, = n. Resime diskrétni alohu, kde hledame funkci

uy, € Vy tak, ze plati

f Vuy, - Vv, dxdy = f f vy, dxdy, (36)
Q Q

pro vSechny funkce vy € V;,. Jelikoz lze funkci vy, volit jako libovolnou funkci z prostoru Vy,,

muzeme specialné volit

Vh = @i, (37)
kde funkce ¢; pro i = 1,...,n jsou bazové funkce prostoru V;,. Libovolnou funkci u, potom

vyjadiime jako linearni kombinaci téchto bazovych funkci ve tvaru

n
= Vo, (38)
=1

kde U; € R piedstavuji neznamé koeficienty linearni kombinace, v pfipadé MKP jsou to pravé
hledané hodnoty v uzlech. Dosazenim vztaht (37) a (38) do diskrétni rovnice (36) a uzitim

linearity integralu, dostaneme tuto rovnici jako

n
>0 [ Vo Vpidxdy = | 1 dudy, (39)
— Q Q
j=1
pro libovolné i = 1, ..., n. Rovnici (39) Ize ptepsat jako soustavu linearnich rovnic takto

AU =b, (40)
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kde A nazyvame matici tuhosti a b vektorem zatizeni s prvky

a;j = f Vo;-Vo; dxdy, b; = f f @; dxdy. (41)
Q Q

Doted” jsme pii feSeni slabé formulace Poissonovy tlohy (8) metodou koneénych prvku

postupovali obecné ha prostoru V;,, viz [7].

3.3 Volba prostoru

MKP se vyznacuje specialni volbou prostoru V, a jeho baze. Nejprve uvazujme néjakou
ptipustnou triangulaci 7, oblasti Q, viz [7]. Prostor V}, volime jako prostor spojitych po ¢astech
linearnich funkci na kazdém trojuhelniku K ze zvolené triangulace t;, ktery navic Splfiuje

okrajovou podminku (32). Piiklad triangulace 7, je zobrazen na obr. 2.

Obrazek 2: Ptiklad triangulace 7, v oblasti
Bazové funkce ¢; prostoru V,, volime tak, aby platilo

0i(x;) = &), (42)
proi,j =1,...,n, kde x; oznacuje uzly triangulace 7, a §;; je Kroneckerovo delta, viz [7]. Graf
bazové funkce ¢; € V}, dané rovnici (42) je vykreslen na obr. 3, grafem je tedy jehlan o vysce

jedna.

Obrazek 3: Graf bazova funkce ¢;
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Pozadavek spojitosti funkci z Vj, pii zachovani volby uzld volnosti ve vrcholech

triangulace lze zajistit volbou zminéné piipustné triangulace 7,. Triangulace 7, se nazyva
piipustna, pokud je tvofena koneénym poétem trojuhelniki, tak aby Q = U ker, K, @ pokud pro
dva rtizné trojihelniky K;, K; € 75, je bud’ priinik K; N K; = @ nebo je K; N K; tvofen spole¢nym
vrcholem nebo je K; N K; tvofen spolecnou stranou K; a Kj, viz [7]. Uplatnénim téchto vlastnosti

Ize zapsat integral pies oblast Q jako integral ptes jednotlivé trojuhelniky K € 75, tedy

| neoyyasdy =" | neey)deay, (@3)

Ketp

kde funkce n je libovolna funkce integrovatelna na oblasti Q, viz [7] a [8].

3.4 Sestaveni matice tuhosti a vektoru zatizeni

Aplikaci vztahu (43) pro vypocet prvka matice tuhosti A dostavame

ay = f Vo, - Vo dxdy = Z f Vo, Vo, dxdy = Z ok, (44)

Ketp Ketp
ak
9]

kde aX nazyvame lokalnimi piispévky do matice tuhosti A na elementu K € 7. Stejnym

ij

zpusobem zapiSeme prvky vektoru zatizeni b ve tvaru

bl-=fnf(pl-dxdy— f f @;dxdy = Zb (45)

KETh_,—/ Kety

kde b nazyvame lokalnimi ptispévky do vektoru zatizeni b naelementu K € Tp. Ackoliv lokalni
ptispévky a i bX jsou definovany pro viechny indexy i, j, z hlediska vypoétu nas zajimaji pouze

nenulové prispévky. Vzhledem k volbé baze jde pouze 0 9 (3 x 3) hodnot aX;, a 3 hodnoty bX.

ijr

K vypoétu lokalnich piispévki pouZijeme tzv. transformaci na referenéni trojuhelnik K, viz [7].

3.5 Referencni trojihelnik

Referen¢ni trojithelnik K volime jako trojiihelnik (v soufadnicovém systému £, )
svrcholy A[0,0], B[1,0] a € [0,1], viz obr. 4. Bazové funkce tohoto trojihelnika zna¢ime
dw(%,9) pro W e {4,B,C}. Vzhledem k vlastnosti (42) dostavime vyjadfeni jednotlivych

bazovych funkeci jako

pax,y) =1-x-7,
P3(2,9) = %, (46)
Pe(x,9) = 3.
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Skuteéné, dosadime-li do piedpisu bazovych funkci (46) soutadnice vrcholti 4, B, C, pozorujeme,

ze prislusné bazové funkce jsou rovny v ptislusnych vrcholech jedné a v ostatnich vrcholech jsou
rovny nule, viz [7].

Obrazek 4: Referenéni trojuhelnik K

Dale uvazujme tzv. afinni transformaci Fy : K — K referenéniho trojuhelnika K na
obecny trojuhelnik K € 7, svrcholy A [x4,vy4l, B [xg, ¥g5l, C [xc,vc], viz obr. 5. Tato

transformace je dana rovnici

X x
(y) = Fic (37) (47)
Rozepsanim rovnice (47) dostaneme vztah
X\ (Xa Xp — Xg, X —Xa\ (X
() =G+ G = o ve—a) (ﬁ) (“48)

Xp —Xa Xc—Xp , . . , .
. . nazyvame transformacni matice. Zobrazeni Fy je
Y —Yar Yc—JYa

bijektivni transformaci referenéniho trojuhelnika K na obecny trojihelnik K € 7, viz [7] a [8].

kde matici By =(

C
?
y» A
¥a
R B
1 »X
B

Au 1 X

Obrazek 5: Obecny trojithelnik K s vrcholy 4, B, C v soufadném systému x, y a referenéni trojithelnik K
svrcholy 4, B, C v soufadném systému %, §
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Ze vztahu (48) lze ziskat inverzni transformaci F, ! : K — K , danou piedpisem

(=5 ) ()=m[6)-Gol @)

Zde, matice By~ je inverzni matice k transformacni matici a je dana vzorcem

-1 1 ( Yc—Ya —Xct xA). (50)

B =
K detBy \=YptYa Xp— Xy
Pomoci inverzni transformace Fx ' je mozné zapsat bazové funkce @y, pro W € {4, B, C} na

trojthelniku K € 7, viz [7] jako

ow®y) = 05 (F ' @y)) nebo oy (xy) = oz (@9, (51)

kde (%,9) = Fx ' (x,¥). K vypoctu prvka matice tuhosti A dle (44) je nutno znat také gradient

dow dpw
ox ' oy

bazové funkce Vo, = ( ) Ten nalezneme prostiednictvim parcialnich derivaci bazové

funkce ¢y, viz [6] ve tvaru

dpy _ 09w 0% 993 09
0x 0x dx 09y ox’

N as A~ Ao (52)
Ipw _ 0w 0%  0Pw 99
dy 0% dy 09 0y
p v sy oy p I ., v O0X 0y 0X 09 « ;1 s
Ve vztazich (52) opét vystupuji nékteré neznamé, konkrétné 9 ox' 9y Loy Tyto ¢leny ziskame

nasledujicim postupem, parcialné derivujeme soustavu rovnic (48) podle soufadnic x a y jako

O=mlZ) ©=n] e
dx dy

Vztahy (53) napiSeme do jedné maticové rovnice a pozorujeme, ze plati rovnost

( 0% 0%
1 0)_ dx 0y
ox 0y
ktera tika, ze matice g; Zz je matici inverzni K transforma¢ni matici By. Nalezli jsme tak
ox oy

hledané ¢leny, jako prvky matice By~ a gradient bazové funkce Ve, zapiseme, viz [7] ve tvaru
Vow = Vo B . (55)

Poslednim krokem k vypoctu lokalnich ptispévka z rovnic (44) a (45) je transformace

integralu z obecného trojihelnika K € 7, na trojihelnik referen¢ni K. Transformaci provedeme

21



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

aplikaci véty o substituci, viz [6] a pro libovolnou funkci n definovanou na trojthelniku K € 1y,

viz [7] piSeme

| neuyyaxay = [ 09 1dermyl dzay = decByl [ h.9) didg. (56)
K K K

Specialné dosadime-li do vztahu (56) funkci n(x, y) = 1 dostaneme rovnost

f 1dxdy = IdetIBKlf 1dxdy. (57)
K K

Vyfesenim plosnych integrald v rovnici (57) obdrzime platny vztah

K\ det Byl (58)
K| Ko

kde |K| je obsah plochy trojuhelnika K € 75, a |K | je obsah plochy referenéniho trojuhelnika K,
viz [7].

3.6 Numericka kvadratura

Vypoéet integralu na referenénim trojtthelniku K z rovnice (56) budeme realizovat
ptiblizné¢ pomoci numerické kvadratury. Z dtivodu zjednoduseni zapisu budeme v nékterych
Castech této kapitoly znacit prostorové proménné na trojuhelniku K jen jako x = (xq,x,) a na
referenénim trojuhelniku K pak jako £ = (£;, £,). Obecna numericka kvadratura je potom dana,

viz [7] vztahem

M
i@ dz ~ R @, A (Fe(®,), 59
[RCESDICACIEN (59)

m=1
kde @,, jsou vahy hodnot a X,,, jsou uzly dané numerické kvadratury, M je pocet uzlt kvadratury.

Uzitim vztahu (59) pro vypocet integralu (56), ziskame tento integral pfiblizné jako

M
[ 160 dx = 10etBLIR] Y. O CEc G (60)
K m=1

Rovnici (60) lze vztahem (58) zjednodusit, viz [7] do podoby

M
f n(x) dx ~ |K| Z W 1), (61)
K m=1
kde vahy w,, = &, a uzly x,, = Fx ().

Na trojuhelniku K € tj, Se Vv této praci uzivaji tfi kvadraturni vzorce, viz [7] a [8].

Numericka kvadratura, ktera jako uzly voli vrcholy trojuhelnika K aproximuje integral takto

1
[ w60 ax =5 K1) +n8) + 000, (62)
K
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kde uzly x,, pro m = 1, 2,3 odpovidaji vrcholim A, B, C se stejnymi Vahami w,, = § Druha

Vv

pouzivana kvadratura aproximuje integral pomoci tézisti trojihelnika K jako

f n(x) dx ~ |K| (1), (63)
K

kde uzel x,, prom = 1 odpovida tezisti T s vahou w,,, = 1. Ob¢ piedchozi kvadratury jsou piesné
pro libovolné funkce n € P;(K), tedy pro polynomy nejvyse 1. stupné. Pfesnéjsi kvadratura

aproximuje integral uzly v podob¢ stfedu stran trojuhelnika K, tedy

[ neodr =3 1K1 0+ 1) + G520, (64

kde uzly x,,, pro m = 1, 2, 3 odpovidaji stfedm stran S,, Sy, S, se stejnymi vahami w,,, = %

Obrazek 6: Uzly numerickych kvadratur na trojuhelniku K

K

Lokélni piispévek a;j; Vv rovnici (44) na elementu K € 7, potom vypocteme uZitim

vztahti (51), (55) a (56) jako
a{‘;- = J Vo;-Vo; dxdy =
K
— ldet Byl [ (70;(5,9) B ) - (99:(2.9) B ) didg = (65)
K

09; 09; 1 09; 9¢;
= |detB — I, 1) ( , )1133 1 dzdy.
|de K'f,? ((af a5 ) K 9z "oy ) K )P

Vzhledem k volbé prostoru V,, viz kap. 3.3 jsou bazové funkce na trojthelniku K linearni, jejich

gradient je tedy konstantni a integral v rovnici (65) je mozné vypocitat piesné jako

f Vo, - Vo, dxdy = |K| Ve;|, - Voilk, (66)
K

kde |K| = |det Bg| |E | V obecngj§im piipadé je mozné uzit matice B, ! a vyraz (65) vy¢islit dle
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a{§-=f Vo, -Vo; dxdy =
i0X 0@;0y 0p;0x 0P;dy
IdetIB%Klf ad —+ (pj—y, (pj—+ P20y (67)
9% ox dy ox 0x dy 0V 6y

(6(pl~ X 0¢; ay 8(pl dx 0@;0y
dx dx 0V ax’ 0% ay ay dy

Vyraz (67) je mozné fesit piiblizné pomoci obecné numerické kvadratury (59), viz [7] ve tvaru

)d 2dy.

M
0, 0% 0, y 09; 09; 0y
a{§%|K|zwm (a_jc\](Xm)a ]( m) ]( m)_ )’;](Xm)a '
) (68)
d9; 0x afpl y 09; 0x aqol )
(35 Cm 35 + 55 Cm) 3295 ()3 + 55 ) 3

kde |[K| = |det Bg||K|, vahy w,, = &5m a uzly znac¢ime X,,, = (J?m,f/m).
Obdobné vypoéteme i lokalni piispévek bX z rovnice (45) na elementu K € t,. Aplikaci
véty o substituci, viz rovnice (56) obdrzime lokalni pfispévek jako
= [ rew putey) drdy = detBel [ f(Re(2.9) 915.9) dids, (69)
K R

kde f(x,y) = f(Fx(%,9)), viz transformace (47). K vypodtu integralu (69) opé&t pouZzijeme

obecnou numerickou kvadraturu (59) a lokalni piispévek bX ziskame, viz [7] v podobé
M
B~ 1KI D o f(Fic o Im)) @1 o I, (70)
m=1
kde |[K| = |detlB3K||ﬁ| a vahy w,, = Oy,.

Matice tuhosti A je zpocatku nulova, postupnym piic¢itanim lokalnich ptispévka ag-
z rovnice (68) vznikne fidka matice tuhosti A. Ridka matice ma prevaznou &ast prvki nulovych,
viz obr. 7 a jeji vyhodou je jednak nizsi naro¢nost pamét'ového ulozeni a jednak moznost provadét

nékteré operace efektivnéji nez pro matice piné, viz [7] a [9].

Obrazek 7: Priklad fidké matice tuhosti A, kde ¢erné ¢tverecky znaci nenulové prvky
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Analogicky je zpocatku nulovy i vektor zatiZeni b. Ten sestavime postupnym pficitanim

lokalnich ptispévkt bX z rovnice (70). Vyslednou matici tuhosti A a vektorem zatizeni b fesime
soustavu linearnich rovnic A U = b, viz rovnice (40) a hledame tak aproximaci slabého feseni

tlohy (31), representovanou vektorem U, viz [7].

V uvedeném postupu je na zaver nutné zohlednit okrajovou podminku prvniho druhu (32)
predepisovanou na okraji I';. Jeji zohlednéni provedeme tak, ze v matici tuhosti A vynulujeme
hodnoty v tadcich a sloupcich pfislusici uzlim triangulace 7, pravé na hranici I;. Soucasné
vynulované hodnoty diagonaly matice A zménime na jedna a hodnoty slozek vektoru b, které
odpovidaji uzlim na hranici I';, nahradime nulou, viz ptedpis okrajové podminky (32). Zahrnutim

okrajové podminky prvniho druhu obdrzime regularni matici tuhosti A, viz obr. 8 a soustava

linearnich rovnic A U = b ma pak pravé jedno feseni. Matice tuhosti A je dokonce symetricka a

pozitivné definitni a lze tedy efektivné fesit uzitim itera¢nich metod, viz [7] a [10].

Obrazek 8: Ptiklad regularni fidké matice tuhosti A

3.7 Casova diskretizace

Do této chvile jsme se zabyvali feSenim eliptického problému Vv podobé Poissonovy
rovnice (8), ktera fyzikidlné popisuje stacionarni pienos tepla v tuhych latkach. Cast&jsim
problémem je ale prenos tepla nestacionarni, popsany rovnici parabolického typu (7) ve tvaru

Ju
Qcpa—ﬂvzu=f, (71)

kde teplotu znacime jako funkci u a vnitini zdroj tepla jako funkci f, konstanty o,c, a 4 jsou

materialové vlastnosti. Pii odvozeni slabé formulace postupujeme jako v kapitole 3.1 a opét pro
jednoduchost pfedepiseme na hranici oblasti Q) okrajovou podminku prvniho fadu, tj. I} = 9Q

ve tvaru u = 0. Slabym fesenim rovnice (71) tak nazveme funkci u = u(t) € V, pro kterou plati

du
f 0Cp— vdxdy+f AVu-Vvdxdy = f f v dxdy, (72)
Q at Q Q
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kde funkce v € V acast € (0,T). V dalsim postupu funkce u a v aproximujeme funkcemi uy, a

vy, Z prostoru s koneénou dimenzi V,, tedy funkce u;, vy, € V. Uzitim baze V,, pak mizeme

rovnici (72) psat jako

n n
oU;
Z—]f 0Cp @ @;dxdy + Z Ujf AVe; -V, dxdy = f f o;dxdy, (73)
i 0t Jg . Q Q
j=1 j=1

kde u;, = 7:1 Ui(t) ¢j(x,y) a vy, = ¢@; pro libovolné i = 1, ..., n. Koeficienty U;(t) jsou tedy
vrovnici (73) funkcemi Casu oproti koeficientim ze vztahu (39), pro stacionarni tlohu.

Rovnici (73) lze zapsat jako soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic v podobé

MU+ AU =5, (74)

kde A opét nazyvame matici tuhosti a b vektorem zatiZeni, M je pak matice hmotnosti s prvky

aij = f A V(p] . V(pl dxdy, bi = ‘[- f ¢i dxdy’
’ ¥ (79)

m;j = f 0 Cp @ @; dxdy.
Q
Ze vztahu (73) je zjevné, Ze pii numerickém feSeni parabolické rovnice je nutné kromé
prostorové diskretizace provést i diskretizaci Casovou. Pfi Casové diskretizaci rozdélime
interval (0,t) na m ekvidistantnich podintervald délicimi body t; pro k = 0,1, 2, ..., m, kde
ty = k-At +ty,. Misto neznamé vektorové funkce U=U(t) hledime dale aproximace

U® ~ ﬁ(tk) v jednotlivych Casech t se slozkami Uj(k) ~ U;(ty), viz [7] a [11].

Piiblizné feSeni Casové tulohy realizujeme implicitni metodou, ktera neklade zadné
omezeni na délku kroku At z divodu stability, viz [10]. V tomto ptipadé napiiklad nahradime
¢asovou derivaci pomoci zpétné derivace 1. fadu, tj. BDF1 (backward differentiation formula),
viz [11]

- U’k+1 _ U’k
Ut r— (76)
(te) ~ —
nebo zpétné derivace 2. fadu (BDF2) v podobé
- 3Tk — 4k 4 k-1
Ut =~ . (77)
o -
Pro nahradu lze také uzit centralni diference takto
- L_]’k+1 _ (_jk—l
U(ty) = , (78)
(tx) AT
popft., viz [8] ve tvaru
- l"jk+1 _ ﬁk
0 (t ) o — 7 79
k+% At ( )

26



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

Casovou aproximaci soustavy rovnic (74) uvedeme napiiklad pro centrélni diferenci (79),

tuto soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic pak zapiSeme jako

U’k+1 _ l7k . R
AT (t ) =5, 80
AL + k_% (80)
kde vektorovou funkci U (tk +1) aproximujeme takto
2
_, gkt 4 gk
7(e) = 5 ®)

Dosazenim vztahu (81) do soustavy rovnic (80), obdrzime soustavu linearnich rovnic pro

neznamou funkci U**1 ve tvaru

l7k+1 _ l_fk l7k+1 + l_fk R
M + A =b. (82)
At 2

Rovnici (82) Ize opakovang formalng fesit pro k = 0,1,2, ..., m, tedy pro znamé hodnoty U* timto
zplsobem

N M A\l /MOA\ L
7 =(5+3) [P (5-2)7 53

kde hodnoty u© pro k = 0 jsou piedepsany pocateéni podminkou, v ¢ase t.

3.8 Rovinné vedeni tepla v heterogennich télesech

Jak je z ptedchozich kapitol ziejmé, odvozeni odpovidajici slabé formulace je dalezitym
krokem pii diskretizaci MKP pro feseni okrajovych tloh vedeni tepla. V dalsim postupu tedy
odvodime slabou formulaci, kterou budeme pouzivat v zavérecné &asti prace pii numerickém

feseni uloh vedeni tepla v heterogennich télesech.

Uvazujeme problém rovinného stacionarniho vedeni tepla v heterogennim materialu, pro
, .0 . C oy . -
ktery plati £ = 0, viz kap. 2.4. Heterogenni téleso Q tvoii dvé oblasti, tj. O = Q; U [0 U Q,,

viz obr. 9 a vedeni tepla je v ném popsano rovnici (8) ve tvaru
V-4 Vwy =f 0 vy, (84)

kde funkce u znaci teplotu, 1, udava tepelnou vodivost v dil¢i oblasti Oy, pro k = 1,2 a funkci f
popisujeme v oblasti Q vnitini zdroj tepla. Pro hranici oblasti dQ plati 9Q = TI'; U I, tedy na ¢asti
hranice I'; predepisujeme okrajovou podminku prvniho druhu, viz rovnice (11) a na ¢asti hranice
I, pouzijeme okrajovou podminku druhého druhu, viz rovnice (12). Na rozhrani oblasti [},

predpokladame spojitost teplot a tepelnych tokt popsanou vztahy (15) a (16).
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r 2

Nrozh.

]_12
Obrazek 9: Ptiklad heterogenniho télesa Q

Pfi odvozeni slabé formulace opét volime libovolnou funkci v € V, viz kap. 3.1, kterou

rovnici (84) prenasobime. Integraci rovnice (84) pies oblasti ;, dostaneme

S (Sl g [ oo e

Pro zjednoduseni znadime V zapisu rovnice (85) a v dal$im postupu v této kapitole parcialni
. a a , ‘o . d . . .
derivace 9%’y podle prostorovych proménnych x,y pouze jako P Tepelné vodivosti A, a 1,
N

jsou pti vypoctech zadany v diléich oblastech vzdy konstantni, rovnici (85) Ize tak zjednodusit do

tvaru

2 2 azu 2
Z fﬂ —Ak <Z 6x52> vdxdy = Z , f vdxdy. (86)
k=1"""k s=1 k=1"""k

Aplikaci Greenovy véty rozepiSeme levy ¢len rovnice (86) jako

2 2, 02u 2 - ou
ZJ _A, Z . vdxdy=f Z((—m A )vd5+
=1 Qp =1 axs r anrozh.

rozh. =1

+22:f 2 dS+fl ' 0u v dxd
—A=—v —— | dxdy |,
k=1 00 N oQy * on Qg * S=1 axs axs

kde n reprezentuje jednotkovy vektor vn&j$i normaly 7 k hranici dQ a obdobné n,.p

(87)

reprezentuje jednotkovy vektor vné&j§i normaly 71,.,,, orientovany z oblasti ; do oblasti Q,

K rozhrani [, 5, Viz obr. 9. Aplikaci okrajové podminky ¢tvrtého druhu na rozhrani oblasti I, ;5.

plati A, anau = . Dosazenim vyrazu (87) zpét do rovnice (86) tak obdrzime
rozh.

2
OMyozh,

2

du Jdu dv
Z f A 2y ds+ f Ak dxdy 2 fvdxdy. (89)
0 N aQy on Qp 6 6 Q

k=1
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V dalsim kroku uzijeme v rovnici (88) v integralu ptfes hranici oblasti dQ N 9Q

jednotlivé okrajové podminky a slabou formulaci rovnice (84) pro funkci u € V ziskame ve tvaru

2

f wds+if,1<za”av)dd z f v dxd
—pv | ) === | dxdy = v dxdy, 89
T2 k=1 s=1ax$ax5 =1 (89

kde funkce 1y udava predepsanou hustotu tepelného toku ve sméru vnéjsi normaly 7, na hranici
L.

Diskretizaci slabé formulace (89) platné pro funkce vy, uy € Vy, viz kap. 3.2 dostaneme
soustavu linearnich rovnic AU = b s prvky

2

a;j = ZJ A Voj - Vo, dxdy,
l=1 "

(90)

2
=) | foidrdy+ | woas,
I

k=1 Qp
kterou v kap. 4 pouzivame K numerickému feSeni rovinnych stacionarnich tloh vedeni tepla

V heterogennich materialech.

3.9 Vedeni tepla v rotacné symetrickych télesech

V kap. 2.4 jsme uvedli problém rovinného vedeni tepla pro trojrozmérna télesa. Druhym
typem tuloh vedeni tepla, které jsme v této kapitole zminili a které lze také feSit jen ve
dvourozmérné soustavé, jsou Ulohy vedeni tepla Vv télesech, ktera jsou rotaéné symetricka,
specialné potom s vyuzitim symetrie tepelného pole. Pii pfenosu tepla v rotacnich télesech je
bézné pro popis tepelného pole pracovat v cylindrické soustavé soufadnic. Odvozeni slabé

formulace ulohy vedeni tepla je v této soustavé mirné odlisné nez v kartézské soustaveé soufadnic.

Tentokrat pii odvozeni uUvazujeme v télese nestacionarni vedeni tepla popsané
rovnici (7) ve tvaru

Jdu
0y E—AV2u=f v Q3D (91)

kde funkce u znaci teplotu a funkce f vnitini zdroj tepla, konstanty g, c, a A jsou materidlové
vlastnosti. Mezi kartézskymi soutadnicemi {x, y, z} a cylindrickymi soufadnicemi {r, ¢, x} plati,

viz [6] relace v podobé

X =X,
Yy =T Cosg, (92)
zZ =71 sing.

Téleso Q3P potom definujeme jako Q3P = {[x,rcos¢,rsing] € R3:[x,7] € O?P,¢p €
(0,2m)}, viz obr. 10.

29



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

Obrazek 10: Ptiklad rotaéniho télesa Q3P

Slabou formulaci rovnice (91) s okrajovou podminkou prvniho druhu jsme pro funkce
u, v € V odvodili v dvourozmérném kartézském soufadnicovém systému jiz v kap. 3.7 v podobé
rovnice (72). Tuto rovnici nyni rozepiSeme Vv kartézskych soufadnicich pro trojrozmérné téleso

Q3P ve tvaru

J‘ Ju dxdvd +J‘ A(6u6v+0u0v+6u0v)ddd B
Q3DQCp0tv xayaz 30 \0xdx dydy 0z 0z xeyaz =

= f vdxdydz.

Q3D

(93)

Pro nalezeni rovnice (93) v cylindrické soustavé je nutné nahradit parcialni derivace funkce u
podle soutadnic kartézské soustavy, parcialnimi derivacemi funkce u podle soufadnic cylindrické
soustavy. Jestlize tedy plati u(x,y, z) = u(x,r, @), parcialnimi derivacemi slozené funkce u,
viz [6] potom dostaneme vyrazy
Ju Odu
ox  ox’
Ju duodr N dudo
dy odrdy depdy’
Ju Ouor N dude
dz 0rdz 0d¢ dz

Dosazenim vyrazi (94) zpét do rovnice (93) a provedenim transformace integral do

(94)

cylindrickych soufadnic, viz [6] bychom ziskali hledany tvar slabé formulace pro rovnici (91).

Ve vzorcich (94) ale stale vystupuji nékteré Cleny, které ulohu vedeni tepla (91) popisuji

p , . . v . Or O0p Or 0 “r C1
v kartézskych soutadnicich. Tyto ¢leny, t]. —;, %,é,a—f nalezneme v dal§im postupu. Parcialné

derivujeme rovnice (92b) a (92c) podle souradnice y a obdrzime soustavu dvou rovnic v podobé
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1= or ) do

=% cos@ —rsing 3y’
(95)

0= ar N do

=3y sing + rcos ¢ 3y’

Rovnici (95a) nasobime vyrazem cos¢. S rovnici (95b) provedeme obdobné a nasobime ji

vyrazem sin ¢. Sectenim a upravou téchto rovnic ziskdme prvni hledany ¢len ve tvaru

_or (96)
cos @ = 3y
Druhy c¢len nalezneme podobnym zpusobem. Tentokrat nasobime rovnici (95a) vyrazem

(— sin ¢) a rovnici (95b) vyrazem cos ¢. Po tpravé nové soustavy rovnic dostaneme

) 1 _ do 97)
sin @ F T3y

Stejnymi vyrazy a ve stejném poradi nasobime i nasledujici soustavu rovnic

0= dar ] do

=, Cos@ —rsing =,
(98)

{= ar N do

=, Sing +rcosg -,

kterou jsme obdrzeli parcidlni derivaci vztahti (92b) a (92c) podle soufadnice z. Upravou

vzniklych soustav nalezneme zbyvajici dva neznamé ¢leny jako

sing = or
0z (99)
1 0d¢
cosp —=——.
Hledané vyrazy (94) potom ziskame nahrazenim ¢lend (96), (97) a (99) ve tvaru
Ju OJu
ox ~ ox’
Ju Ju u 1
@=a cos @ —% sin @ o (100)
Ju Jdu . du 1
2 = o sin @ +% cos ¢ -
Témito vyrazy lze jiz soucin Z—;Z—; v rovnici (93) prepsat do cylindrickych soutadnic, tedy
ou dv Ju u 1\ /0v v 1
@@: (E cos @ —£ sin¢g ;) (a_r cos @ —% sin¢g ;) =
Ju dv ) du dv 1 ouodv 1
=3 5 cos (p—a—r% cos<psm<p;—%5 Cos<psm<p;+ (101)
Judv , 1
+ %% sin“ ¢ -z

- - - W rw : )4 a a 1
Analogicky v rovnici (93) ptepiseme i soucin é é jako
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du dv du du v dv 1
— ( sing +—-—— cos¢ )(—51n<p+—cosgo;)=

0z 0z Jar do or do
_g_ug_v sin? +g_ug_v sm<pcos<p1+gu3v sm(pcos<p1+ (102)
6u dv ) 1
6 6 cos” ¢
Soucasnou transformaci integralti do cylindrickych soufadnic obdrzime rovnici (93) po Gpravé
v podobé
ou Jdudv dudv 1 dudv
fﬁwgcpa vrdxdrde + fﬁw/l(aa+aa 72990 )rdxdrd(p =
(103)
= fvrdxdrde,
Q3D

kde Q3P znagi popis rotaéniho télesa Q3P v cylindrickych soufadnicich.
Vyhoda zépisu tlohy vedeni tepla v cylindrickych soufadnicich nastava pro rotacni télesa

03P tehdy, kdyz je teplota u v télese nezavisla na thlu ¢, tedy g—: = 0. Tepelné pole je tak v t&lese

D prave symetrické a integraci lze jednotlivé ¢leny rovnice (103) zjednodusit jako

f 0 dxdrd —zf 0 dxd
ﬁ:‘;DQCpa vraxar §0 T QZDQCpath' xar,

J‘ (6u6v+6u6v+10u0v) dxdrde =
gsp \Ox0x Or Or rzc')goa(pr xaray =

(104)
_ f A(auav 6u6v) dxd
=) o \axox Tarar) T T
f fvrdxdrde = Zﬂf fvrdxdr.
Q3D 02D
Rovnici (103) ve tvaru
f M oy dxd +j A(E)uc’)v au(')v) dxdr = dxdr  (105)
QZDQCpat vraxar Q2D axax arar raxar = QZvar xar

potom nazyvame slabou formulaci Glohy vedeni tepla (91) v cylindrickych soutadnicich pro
rotaéni télesa Q3P se symetrii tepelného pole. Pro tyto télesa Ize pak rovnici (105) pouzit pii

diskretizaci MKP, ve dvourozmérné soutradnicové soustave, viz obr. 11.

r

x\'

Obrazek 11: Piklad rotaéniho télesa Q3P ve dvourozmérné soufadnicové soustaveé x,r
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Vhodné je pro tento typ v tloh vedeni tepla v rota¢nich télesech Q3P uvést také piipad

s okrajovou podminkou druhé druhu. Uvazujeme tedy ulohu (91) v rotaénim t&lese Q3P

s okrajovou podminkou prvniho druhu ve tvaru

u=0 naly, (106)
a okrajovou podminkou druhého druhu, ktera predepisuje hustotu tepelného toku takto

du
,1% = 1/) na FZ: (107)

kde n reprezentuje jednotkovy vektor vngjsi normaly 7 k povrchu télesa dQ3P. Casti povrchu Iy

a I, vzniklé rotaci okolo osy x jsou navzajem disjunktni ¢asti povrchu takové, ze
I ul, = 0Q3P. (108)

Slaba formulace ma v kartézskych soutadnicich pro ulohu vedeni tepla s uvazovanim okrajové

podminky druhého druhu tvar

f Ju dxdvd +J‘ A(6u6v+6u6v+6u6v)ddd N
Qw@cpat” rayaez q3p \0x0dx 0dydy 0z0z xayaz
(109)

Ju
+f -1 —vdS= f vdxdydz,
1'*2 an Q_3D

kde se nyni nachazi integral ptes hranici I,. Derivaci funkce u Vv tomto integralu, ve sméru

normély 71, viz [6] potom ziskdme vyraz

au_au +6u +6u
on ~ ox ' ay"y 0z

ktery je nutné zohlednit pti zapisu slabé formulace (109) do soutadnic cylindrickych. V kartézské

n,, (110)

soustavé soufadnic pro vektor vnéjsi normaly plati i = (n,, n,, n,). Uzitim vztahi (92) Ize tento

vektor zapsat jako 71 = (n,,n, cos@,n, sin@). Touto zdménou a soucasnym dosazenim za

vyrazy Z—z, Z—Z, Z—Z z rovnic (100) vztah (110) zapiseme v cylindrickych soufadnicich jako

Ju du N (au Ju 1) N
n ox My o cos @ 90 sin ¢ " N, COS @
(111)
4 (au - Ju 1) )
o sin¢ 90 cos @ " n, sin @.
Uplatnénim symetrie tepelného pole se potom rovnice (111) zjednodusi do podoby
du Jdu du
— == — 112
on  0x ot or g (112)

ktera popisuje ulohu vedeni tepla ve dvourozmérné soufadnicové soustavé. Transformaci zbylych
¢lent rovnice (109) podle vztahti (104) tak ziskame slabou formulaci ulohy (91) s okrajovou

podminkou prvniho a druhého druhu ve tvaru

33



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

f u dxd +f A(8u8v+6u8v> dxdr +
QZDQCpatvr xar Q20 \0xdx  Or dr raxar

ou
+f —A—vdSzf fvrdxdr,
FZZD an Q2D

ktery je opét pouzitelny pro rotané symetricka t&lesa Q3P pii diskretizaci MKP, ve dvourozmérné

(113)

soufadnicové soustave.

Diskretizaci rovnice (113) a volbu prostoru provedeme podle kap. 3.2 a 3.3. Matici

hmotnosti Ml s prvky m;; a matici tuhosti A s prvky a;; potom dostaneme, viz [12] jako

m;j = Z f T 0 Cp @) @; drdx,
Kem, 7 (114)

a;j = Zf rr AVe; - Vo, drdx,
Ketp K

Wvoe

plochy trojtihelnika K k ose x obdrzime r takto

1
f rdrdx = |K|rp = |K|§(r1 + 1, + 13). (115)
K
I a
C(xs,rS)
A
A(X1,r1)
r—l— \. B(Xz,rz)

X

Obrazek 12: Trojuhelnik K € 1, ve dvourozmérné souradnicové soustavé x, r

Pti diskretizaci zbylych ¢lenid rovnice (113) vyjadiime polomér r elementu K pomoci

bazovych funkci, viz [12] jako

rlk = @1l 1ilk + @2lk 72lk + @3lk 131k, (116)

a ziskame potom vektor zatizeni b S prvky

b; = ZJ foiprdrdx+ | o, ds. (117)
K r,

Kety
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Diskretizaci MKP a naslednou ¢asovou diskretizaci, viz kap. 3.7 je tak mozné slabou
formulaci (113) pro ulohy vedeni tepla v rota¢né symetrickych télesech, ptepsat jako soustavu
oby¢ejnych diferencialnich rovnic MU + A U= B, kterou lze v dalSim postupu pouzit

k numerickému feseni téchto uloh.
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4 Numerické vysledky

V této praci se zabyvame numerickou aproxXimaci vybranych problémut vedeni tepla
zejména s uvazenim heterogennich materialt. Pfi konkrétnich realizacich nejprve vytvarime
v programu Gmsh (volné dostupny z [13]) pfipustnou triangulaci T, omezené polygonalni
oblasti Q c R? s hranici 0Q = I}, T, T3, na které jsou predepsany riizné okrajové podminky.
Triangulaci 7, ziskame na zaklad¢ popisu geometrie uvazované oblasti. Podle ziskané triangulace
diskretizujeme problém vedeni tepla v programu Matlab (dostupny z [14]) pomoci MKP a ziskané
numerické vysledky nasledné zobrazujeme prostiednictvim programu Paraview (volné dostupny
z [15)).

4.1 Oveéreni spravnosti feSeni

Jesté néz zatneme feSit vybrané problémy vedeni tepla, ovéfime na jednoduchém
testovacim piikladé spravnost fedeni implementované MKP. V oblasti Q = {[x,y] € R%:x €
(0; 1),y € (0; 1)} uvazujeme modelovy problém —V2u = f, viz rovnice (31), u néhoz zname

analytické feseni ve tvaru

u = sin(rw x) sin(m y), (118)
viz obr. 13. Z feSeni (118) plyne, ze na hranici oblasti 9Q je funkce u nulova, tedy u = 0 a jedna

se tak o ulohu s okrajovou podminku 1. druhu, tj. dQ = I';. Zaroven lze upravou rovnice (118)

zjistit, Zze funkce f je rovna vyrazu

f = 2n?sin(m x) sin(m y). (119)

0.8

Obrazek 13: Graf funkce u v oblasti
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Obvyklou mirou Gsp&sné implementace numerické metody je tzv. ovéfeni fadu presnosti

(order of accuracy test). Tento test pro diskretizaéni numerické metody urci, zda se jeji
implementaci ptiblizujeme K feSeni spojitého problému ocekavanou rychlosti, prostfednictvim

systematického zjemnovani sité (triangulace), viz [16].

Ovéieni spravnosti feeni tedy provedeme opakovanym vypoétem problému —VZu = f
na triangulaci 7, oblasti Q. Triangulaci 7, postupné zjemnujeme pomoci diskretizaéniho
parametru h, resp. postupné navysujeme pocet prvki (trojuhelniki), které triangulaci tj, tvofi. Na
dané triangulaci 7, porovname numerické feSeni ), ziskané MKP s analytickym FeSenim .
Jejich rozdil ur¢ime pomoci fadkové normy ||u,, — Ull, a Euklidovské normy ||y, — ull,,

viz [10] a [16] jako

2, — il = max [up; —uyl,

1

o 1 2\’

i, —ull, = N |uhi_ui| )
i

proi =1,..,N, kde N je pocet uzlii triangulace 7,. V piipadg, ze zndme dvé rizna feseni iy, , 1,

(120)

a Uy, U, pro dva prislusné diskretizaéni parametry hy a h,, fad pfresnosti p potom vypoéteme,

log [idn, =, ,
[in, = 2], , (121)
- .
log (h—;)

Pro vytvofeni triangulace t; na oblasti Q a jeji postupné zjemnovani pouZivame program

viz [16] ve tvaru

p:

Gmsh, vice v kap. 4.2.1. Diskretiza¢ni parametr h volime od hodnoty h; = 0,25, které odpovida
triangulace tj,, s 42 prvky az do hodnoty hg = 0,0078125, které ptislusi triangulace 7y, s fddove
38 000 prvky. Hodnoty parametru h jsou zvoleny zamérmeé tak, aby byl parametr vzdy o polovinu
mensi nez u predchazejiciho numerického vypoctu. Touto volbou se zaroven vzorec (121) pro rad

presnosti zjednodusi do podoby

U, —u

[ein, = 2], ,

V tab. 1 jsou uvedeny fady piesnosti a k him jsou na obr. 14 — 19 vykresleny odpovidajici
grafy numerickych feSeni i, a jejich odchylek od analytickych feSeni % na triangulacich t,.
Vysledky v tab. 1 uvadime soucasné pro tfi rizné numerické kvadratury, které byly uvedeny
v kap. 3.6.
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Tabulka 1: Rad ptesnosti p pro triangulace 7, — j,

kvadratura 1 kvadratura 2 kvadratura 3

(uzly — vrcholy) (uzel — t&ziste) (uzly — stiedy stran)

pomoci pomoci pomoci pomoci pomoci pomoci

h Euklidovské fadkové Euklidovské tadkové Euklidovské tadkové
normy normy normy normy normy normy

0,25 — — — — — —

0,125 1,9941 2,6356 1,9741 2,0231 2,71282 2,5955
0,0625 1,9254 1,9722 2,0219 2,5838 2,3566 2,3016
0,03125 1,9304 1,9666 1,9356 1,8984 2,5654 1,2213
0,015625 | 1,9723 1,9964 2,0121 2,0931 2,8967 2,4646
0,0078125 | 1,9846 1,9964 1,9926 1,9988 2,3620 2,0276

Obréazek 16: Graf numerického feseni iy, a jeho odchylky od analytického feseni i3 na triangulaci 7y,
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Obrazek 19: Graf numerického feseni i, a jeho odchylky od analytického feseni i na triangulaci 7,

Pro snadnéjsi analyzu jsou hodnoty z tab. 1 vyneseny do grafu na obr. 20. Graf zachycuje
zavislost fadu piesnosti p na diskretizaénim parametru h. Parametr h je vtomto grafu
Vv logaritmickém métitku a chapeme ho jako hustotu triangulace 7, kterd se s kazdym
piibyvajicim vypoctem dvojnésobi. Z literatury [16] vime, Ze pro modelovou tlohu —V2u = f se
fad ptesnosti rovna p = 2. Na obr. 20 tak pozorujeme, Ze se uzitim kvadratury 1 a kvadratury 2
pii implementaci MKP piiblizujeme oéekavané hodnoté. Vyjimkou jsou pro tyto kvadratury ale
hodnoty fadu ptesnosti na hrubsich sitich, zejména pti pouziti fadkové normy, které ocekavanou
hodnotu ptevysuji. V ptipadé kvadratury 3 dosahujeme u vétsiny siti vy$siho fadu presnosti, nez

je oCekavana hodnota. DuleZzité je pii tomto ovéfeni spravnosti feSeni zminit, Ze jSou vypolty

39



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

provedeny na nestrukturovanych sitich. S Klesajicimi diskretizaénimi parametry h se tak pomér

mirng odlisuje od poméru rostouciho poctu prvki sité, narozdil od siti strukturovanych. K ovéteni

vlivu této vlastnosti by tak pravdépodobné piispely vypocty na sitich strukturovanych. Definitivni

zavery by zaroven mohly také poskytnout dalsi vypocty na jemnéjsich sitich. Pro ucely této prace

Ize ale z vysledku Fict, ze byla implementace MKP provedena spravné.

Fad pfesnosti, p
35

\\ // —a—| ||2 norma (kvadratura 1)
\'of —a = . narma (kvadratura 1)
1 ——&—||.|l, norma (kvadratura 2}
—a -l  norma (kvadratura 2)
—&—||ll, norma {kvadratura 3)
— & — |l norma (kvadratura 3)
o . . . | .
1 5 10 15 20 30

Obrazek 20: Graf zavislosti fadu piesnosti p na diskretiza¢nim parametru h

4.2 Stacionarni vedeni tepla v heterogennich materialech

Jako prvni provedeme cely postup tvorby triangulace 7, pro tlohu pienosu tepla

pievzatou ze ¢lanku [17]. Jedna se o rovinné stacionarni vedeni tepla popsané rovnici (84),

ve dvouvrstvém platu Q, viz kap. 3.8 s tepelnymi vodivostmi A, a 4,. Zdroj tepla f je v oblasti

Q=0 Ul UQ, = (0;1) X (0; 1) m, zadan nulovy, tj. f = 0. Na hranici oblasti 9Q = T; U

I, jsou piedepsany dvé okrajové podminky. Hranice I; s okrajovou podminkou prvniho druhu

(Dirichletovou) tvoti dolni, pravou a horni hranu oblasti Q, viz obr. 21. Hranice T, s okrajovou

podminkou druhého druhu (Neumannovou) potom tvoii zbylou, levou hranu oblasti (.

y (m) )
L'y

1

0 T 1

1

x (m)

Obrazek 21: Dvouvrstvy plat se Sikmou pfechodovou vrstvu
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4.2.1 Tvorba triangulace

Samotné feSeni konkrétni lohy zah4jime popisem oblasti Q c R? v programu Gmsh.
Veskeré utility programu jsou uvedeny v dokumentaci [18]. V programu je mozné pracovat piimo
pomoci editoru, nebo ve formatu .geo, ve kterém jsou napi. na obr. 22 vymezeny rohové body
oblasti Q. Pro body v této oblasti zaroven stanovujeme jejich diskretiza¢ni parametr h, ktery mtize
byt odlisny. Rohové body nasledné propojime tseckami, prostfednictvim piikazt na obr. 23. Na
tomto obrazku je soucasné pomoci Sipek vyobrazen smér usecek, ktery je dulezity pfi vymezeni
dil¢ich oblasti Q; a Q,, viz obr. 24. Triangulaci 7, takto vymezené oblasti Q potom ziskame
uzitim funkce Mesh 2D, viz obr. 25. Tato funkce vytvofi pfipustnou triangulaci 7; a rozdéli tak
oblast na kone¢ny pocet uzavienych trojuhelnikid K € t,. V ptipadé, Ze jsme nastavili odlisny
diskretiza¢ni parametr h pro jeden z bodu, dojde aplikaci funkce Mesh 2D k tzv. lokalnimu
zjemnéni triangulace 7y, viz obr. 26. Lokalniho zjemnéni vyuzivame pii feSeni uloh vedeni tepla
v oblastech, kde oéekavame velkou zménu teploty, abychom ji byli schopni zachytit pomoci po
Castech linearnich funkci, viz kap. 3.3. Poslednim krokem pfi tvorbé triangulace t;, oznaéime
¢asti hranice a dil¢i oblasti vyrazem physical. Timto oznaéenim zaroven pfifadime urcité hranici
a dil¢i oblasti Cislo, viz obr. 27 které je pak zachovano i ve vystupnim souboru, kde je vyuZito

k odliseni hranice I'; a T, a k odlieni oblasti Q, a Q,.

_ Point 4 Point 3

h =
Point {
Point (
Point {
Point {

. h}:
. h}:
, h}:
, h}:

oy

0

Point 1 Point 2
1

Y
0 1 \LX

Obrazek 22: Vymezeni rohovych bodt oblasti Q v programu Gsmh

g Pontd . line3 Point 3
ﬂ Line(l) = {1, 2}
Lir = {2,
Line 4 ne 5 Line 2 L;;:: : = : , ;
Line (<) = {2, 1}
“ Line(Z) = {1, 3}
Y
0 Bint 1 L'r@i Point 2
0 1 Z X

Obrazek 23: Vymezeni ohraniceni oblasti (0 v programu Gsmh
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1 - I|._II'IE3
Plane 2
| i
\ Line Loop(l) = {1, 2, -5};
lLined _________ gneS . Line2 psne Loop(2) = {3, 3, 4};
“, ! Plane Surface(l) = {l}:
:Plane1 Plane Surface(2) = {2}:
' Y
0 Llngé
0 1 Z X

Obrazek 24: Vymezeni diléich oblasti , a Q, v programu Gsmh

Plane 2

Plane1

= Modules
Geometry
[ Mesh
Define
1D

iD

Y
Z X

Obrazek 25: Tvorba triangulace t, oblasti Q v programu Gsmh

Point 4

oint 1

iPlane. 1

Point 3
h = ;
Point(.) = {0, O, O, h};
Point(2) = {., . , h}:
Point (3} = {1, 1, O, hf5};
Point (<) = {0, 1, O, h};
= Modules
Geometry
= Mesh
Define
1D
3D
Y
Point 2 \LX

0

Obrazek 26: Ukazka lokalniho zjemnéni triangulace 7, oblasti Q v programu Gsmh

Line 3

Physical Curve 222

0

\Physical Curve 111

Plane 2

Physical Slrface 2222

Plane 1
PPhysical Surface 1111

Line 1

0

Physical Curve 111

Physical Surface( y = {1}:
Physical Surface( y = {2}:
Physical Line( Yy = {1, 2, 3};
Physical Line( } = {4}:

Line 2

Physical Curve 111

Y
Z X

Obrazek 27: Pfifazeni fyzikalniho charakteru hranicim I; a I, a oblastem Q,; a Q, v programu Gsmh
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Vytvotenou triangulaci 7, vcetné¢ popisu hranice 0Q program Gmsh ulozi do

formatu .msh, viz tab. 2. Struktura $Nodes vzestupné indexuje jednotlivé uzly triangulace t, a
udava jejich prislusné soutfadnice X,y,z. Druhou strukturu $Elements tvoii az osm sloupcu.
V prvnim sloupci jsou ¢isla sefazena vzestupné a opét reprezentuji indexy tentokrat jednotlivych
elementtl, které triangulaci T, tvoii. Cisla ve druhém sloupci uvadi, zda se jednd o tise¢ku na
hranici dQ v ptipadé jednicky, nebo o trojuhelnik v piipadé dvojky. Cislo ve tietim sloupci udava
pocet oznaceni, které element popisuji. V pripadé uvedeném v tab. 2 jsou to tedy dvé oznacéeni
pro kazdy element. Tyto oznaceni se nachazeji ve Ctvrtém a patém sloupci a uvadi, ze napf.
element 3 v tab. 2 tvofi v triangulaci t, ¢ast hranice oznacenou ¢isly 111 a 1, které na obr 27
odpovida spodni hranice dQ s popisky Line 1 a Physical Curve 111. V pfipadé elementu 306
z tab. 2, se jedna o trojuhelnik, ktery se nachazi v triangulaci t;, na misté oznaceném ¢isly 2222
a 2. Toto misto odpovida na obr. 27 oblasti s popisky Plane 2 a Physical Surface 2222. Zbylé
dva, popiipadé tii sloupce ve struktuie $Elements vypisuji indexy uzlt ze struktury $Nodes, které

danou tsecku ¢i trojuhelnik tvofi.

Tabulka 2: Ptiklad uloZeni dat ve formatu .msh

$MeshFormat
2208
$EndMeshFormat
$Nodes

154

1000

2100

3110

154 0.1322842 0.2010491 0
$EndNodes

$Elements

306

112111115
212111156
312111167

3062222222 134 146 153
$EndElements

4.2.2 Algoritmizace problému vedeni tepla

Sit" importujeme do programu Matlab prostfednictvim funkce load_gmsh.m, vefejné

dostupné z [19], piikazem

M=load gmsh('sit.msh'") ;.
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Funkce nacte soubor ve formatu .msh a data o triangulaci t, ulozi do ptipravenych struktur, mezi
které patfi struktury M.nbNod, M.nbEIm, M.nbLines, M.nbTriangles, M.POS, M.LINES

a M.TRIANGLES. Cisla M.nbNod, M.nbEIm, M.nbLines a M.nbTriangles udavaji podet uzld,

pocet elementt, pocet hrani¢nich useéek a pocet trojuhelniki triangulace ;. Matici M.POS tvoti

ve tfech sloupcich X,y,z soufadnice pro M.nbNod uzld. Matici M.LINES tvoti v prvnich dvou
sloupcich indexy uzli ptislusnych hrani¢nich usecek a ve tfetim sloupci je pro danou usecku
uvedeno jeji ¢iselné oznacéeni z programu Gmsh, viz tab. 3, které urcuje, na které ¢asti hranice 0Q
se usecka Vv triangulaci T, nachazi. Podobné¢ matici M.TRIANGLES tvoii ve tfech sloupcich
indexy uzld trojuhelnika a v poslednim sloupci je uvedeno €iselné oznaceni oblasti z programu
Gmsh, viz tab. 4 které je dany trojuhelnik v triangulaci 7, soucasti. Pocet fadka matic M.LINES
a M.TRIANGLES je shodné s ¢islem M.nbEIm.

Tabulka 3: Priklad matice ulozené ve struktuie M.LINES

1 5 111
5 6 111
6 7 111
0 1 222
0O 0 0
0O 0 0

Tabulka 4: Priklad matice uloZené ve struktuie M.TRIANGLES

64 76 88 1111
57 74 76 1111
76 64 95 1111

134 146 153 2222
0 0 0 0

0 0 0 o

Pro algoritmizaci MKP vytvofime v Matlabu funkci mkp.m. Piikazem

(A, b] = mkp(M, €(x,y)0);

—

potom ziskame matici tuhosti A a vektor zatizeni b pro vyfeSeni soustavy linearnich

rovnic A U = b, viz kap. 3.2. Vyrazem @ (x, y) 0 stanovujeme piedpis funkce f(x,y), ktera je

Vv této uloze vedeni tepla nulova. Ve skriptu pro funkci mkp.m nejprve vytvoiime vektor BMlist
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BMlist = unique (M.LINES (1 : M.nbLines, 3));.

Slozky vektoru tvori unikatni ¢isla z tfetiho sloupce matice M.LINES. Tim tak nalezneme vSechny
Ciselné oznaeni z programu Gmsh, které charakterizuji rizné c¢asti hranice 0Q. Dale
inicializujeme nulovy vektor BM o M.nbNod slozkach. Nulové slozky vektoru BM postupné
ménime skrze cyklu pies prvky matice M.LINES. Cyklus ptifadi spravné ¢islo, resp. spravnou
hodnotu slozky z vektoru BMIist kazdému uzlu na hranici 9 tak, ze n-tou slozku vektoru BM,
ktera odpovida indexu daného uzlu nahradi jednim z ¢isel z vektoru BMlist. Timto postupem
zamezime mozny konflikt v uzlech lezicich na styku dvou ¢&asti hranice 9dQ s odlisSnymi
okrajovymi podminkami. V tuto chvili je tedy dileZité zminit, Ze hrani¢ni usecky a jejich uzly
ozna¢ené Cislem 111 v matici M.LINES nalezi v oblasti Q, viz obr. 27 hranici Iy, kde je
ptedepsana Dirichletova okrajova podminka, v pfipadé oznaceni Cislem 222 v této matici,
hrani¢ni Gsecka a jeji uzly nalezi hranici I, na které je predepsana okrajova podminka
Neumannova. Cyklem pies prvky matice M.LINES tak nastavime prioritu ¢islu 111, resp.
Dirichletové okrajové podmince, jelikoz se jedna o okrajovou podminka prvniho fadu. Pokud
tedy uzel naleZi hranici I; a I, soucasné, jako napt. uzel s indexem 1 v tab. 3, cyklus ptifadi prvai

slozce ve vektoru BM hodnotu 111. Znalosti vysledného vektoru BM vytvoiime vektor hr
hr = find(BM == 111);

pro dalsi pouziti. Slozky vektoru hr tvoii indexy uzld, které nalezi hranici Iy s Dirichletovou

okrajovou podminkou.

Matici tuhosti A ziskame prostfednictvim funkce femLaplace.m, piikazem
A = femLaplace (M) ;.

Ve skriptu funkce femLaplace.m matici A sestavime pomoci rovnic (44), (66) a (90) jako

ay= Y. [ acVervoaxay =Y acIKI Vol Vol = Y af, (123)
K

Ketp Kety K€tp

kde pro trojtihelnik K < Qy, plati A, = A,.. Pro matici A vyuzijeme uloZeni triplet, které vyuzivéa
vlastnosti fidké matice. Pro fidké matice se vzhledem k pamétové uspore, viz kap. 3.6 vyplati
ukladat indexy fadku i (indexy uzlt), indexy sloupcti j (indexy uzlt) a piislusné nenulové lokalni

prispévky a{j- na trojuhelniku K € 7, do tii poli zvlast’ (proto triplet). Ptikazem sparse

A = sparse(triplet.I, triplet.J, triplet.VAL);

K

potom vytvofime ze tfi poli fidkou matici tuhosti A. Lokalni piispévky a;;

vypocitame
z rovnice (123) s pomoci funkce getMeshTriangle.m. Ptikazem

K = getMeshTriangle (M, k);
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obdrzime data 0 k-tém trojuhelniku K € 75 v nékolika strukturach, mezi které patfi napi. ¢islo

K.VOL, které udava obsah dané¢ho trojihelnika K anebo ¢islo K. MAT.LAMBDA, které pro dany

trojihelnik K uvadi tepelnou vodivost 4. Dusledkem zvoleného postupu nalezneme rizné lokalni

K

ptispévky a;;, kterym odpovidaji stejné indexy fadki i a sloupct j, ty jednoduse secteme.

V sestavené matici tuhosti A je dilezité na zavér zohlednit Dirichletovu okrajovou

podminku, aby byla matice A regularni, viz kap. 3.6. To provedeme ptikazy

A(hr, :) = 0;
A21 = A(:, hr);
A(:, hr) = 0;

A = A + sparse(hr, hr, 0 * hr + 1, size(A, 1), size (A, 2));,
které vynuluji lokalni ptispévky af‘;- v fadcich a sloupcich s indexy shodnymi s indexy uzli na

hranici I;. Zaroven ale zachovame ¢ast matice A pro vypocet vektoru ba vynulované hodnoty

diagonaly matice A zmé&nime na jedna.

P¥i sestaveni vektoru zatizeni b nejprve inicializujeme nulovy vektor b o M.nbNod

slozkach. Tento vektor vypocitame podle rovnice (90) ve tvaru

2
bi=) | foidrdy+ | woas, (124)
k=1 T2

kde funkce ¥ udava zadanou hustotu tepelného toku na hranici T, na které je piedepsana

Neumannova okrajova podminka. Prvni ¢ast vektoru b zrovnice (124) spoéitame pomoci
vztaht (45), (69) a (70) jako

2
O roaray="" [ ey @ity dxdy =
k=1 Kezy "X
> ldetByl [ f(Fe(2.9)) 9:(5.9) did =
Ketp K

(125)

M
DKL) o f(Fi o Im)) B Fn) =

Ketp m=1

= > k.

Ketp

Q

Prostiednictvim cyklu pies M.nbTriangles trojuhelnikii postupné pri¢itime lokani ptispévky b
zrovnice (125) kn-tym slozkam vektoru b, které odpovidaji indexim uzli daného
trojithelnika K. K vypoétu piispévki bX je nutné provést transformaci na referenéni trojuhelnik

K, viz kap. 3.5. To provedeme funkci triangleTransform.m. P¥ikazem

[xm, ym] = triangleTransform (K, xhm, yhm);
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ziskame transformované soufadnice na trojuhelniku K podle rovnice (X, Vin) = Fx (X, Pim),

které potom dosazujeme do piedpisu funkce f(x,y). Soucasné funkci prepareQuadrature.m
Q = prepareQuadrature (id) ;

volime jakou numerickou Kkvadraturou integral v rovnici (125) aproximujeme. V piipadé,
7ze id = 1 jedna se o kvadraturu Suzly ve vrcholech trojuhelnika K. V pfipadé,

7ze id = 2 jedna se o kvadraturu s uzlem v tézisti trojuhelnika K a pro id = 3 je zvolena

kvadratura s uzly ve stfedech stran trojuhelnika K.

Pro druhou &st vektoru b z rovnice (124) opét inicializujeme nulovy vektor bN
0 M.nbNod slozkach. Tuto ¢ast tvoii piispévek od uzli, které nalezi hranici I, s Neumannovou

okrajovou podminkou. Piispévek spocteme priblizné pomoci numerické kvadratury ve tvaru

1
Yods = Y SISI () @i(4) + ¥(B) ¢u(B)), (126)
I

SET,

kde hrani¢ni use¢ku zna¢ime S a jeji délku jako |S|. Tentokrat piikazem
neu = find (M.LINES(1 : M.nbLines, 3) == 222);

vytvofime vektor neu, jehoz slozky jsou ¢isla fadkt z matice M.LINES, na kterych se nachazeji
data 0 hrani¢nich tseckach nalezicich hranici I',. Cyklem pies tyto hrani¢ni usecky, resp. ptes
slozky vektoru neu potom postupné pfri¢itame hodnoty zrovnice (126) k n-tym slozkam
vektoru bN, které odpovidaji indexim wuzli dané hrani¢ni usecky. Analogicky
k funkci getMeshTriangle.m, kterou ziskavame data o trojthelniku K € 7;, vytvofime funkci

getMeshBndrSide.m, kterou dostaneme data o hrani¢ni Gise¢ce S € tj,. Ptikazem
S = getMeshBndrSide (M, k);
tak obdrzime pro k-tou hrani¢ni usecku S € 1, nékolik struktur, mezi které patii napt. ¢islo S.dS,
které udava jeji délku.
Finalni podobu vektoru b obdrzime ptikazy

b = Db + bN;
b =Db - A21 * uD(hr);
b (hr) = uD(hr);,

kde slozky vektoru uD tvoii hodnoty piedepsané Dirichletovou podminkou, na hranici I;.
Pro zobrazeni feSeni soustavy A U=»b reprezentovaného vektorem u

u = A\b;

jsme vytvorili funkci saveVTK.m, ktera ptikazem

saveVTK (M, u, 'reseni.vtk')
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ulozi feSeni ulohy vedeni tepla u ve formatu .vtk. S timto formatem pracuje program Paraview,

ve kterém budeme vysledky zobrazovat.

4.2.3 Vysledky

Pro pievzatou ulohu rovinného vedeni tepla ze ¢lanku [17], viz Gvod kap. 4.2 uvazujeme
na dolni a horni hranici I; oblasti Q teplotu T = 273 K. Na pravé hranici [} pfedepisujeme

teplotu T = 373 K a na levé hranici I, nedochazi k prenosu tepla, tedy 1p = 0 W m™2, viz obr. 28.
Tepelné vodivosti A; a A, v oblastech Q; a Q, volime pro tuto tlohu v poméru k = %, ktery
1

indikuje stupen heterogenity materialu. Tuto ulohu tak fesime pro rizné stupné heterogenity.
Reseni u v podobé vektoru, které jsme ziskali v predchézejici kapitole, zobrazujeme v programu
Paraview ve formé& tepelného pole v oblasti Q, kde je kazdému uzlu triangulace 1), piifazena

piislusna hodnota z tohoto vektoru. Na obr. 29 — 31 jsou potom zobrazeny tyto tepelné pole.

E

y (m)

r,: T=273K
1

2,0 Ay W m T KT
1"2-_ L.';:OWm'z T1LT=3?3K
. =1 =1
2 A WmT KT
0 r,;:T=273K 1 % (m)

Obrazek 28: Zadani feSené tlohy

Obrazek 29: Tepelné pole pro k = 1
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Obrazek 30: Tepelné pole pro k=10

Obrazek 31: Tepelné pole pro k = 100

Pro vétsi vypovidajici hodnotu jsou v tepelnych polich na obr. 29 — 31 vyznaceny
izotermy, které spojuji mista se stejnou teplotou. Tyto obrazky indikuji, Ze s rostoucim Stupném
heterogenity, resp. s rostoucim pomeérem tepelnych vodivosti A, a A, nedochazi k téméf zadnému
pienosu tepla mezi oblastmi £, a Q,. Tohoto se vyuZiva zejména pfi tepelnych izolacich, kde se
pouziva napf. polystyren, ktery ma tepelnou vodivost 1 velmi malou, v fadu desetin az setin

jednotek a izolovany material, napt. zdivo, které ma tepelnou vodivost A v fadu jednotek.

4.2.4 Dalsi ulohy vedent tepla

Stejny postup jako jsme uvedli v kapitolach, 4.2.1 a 4.2.2 otestujeme jesté na nékolika
dalsich ptipadech uvedenych v ¢lanku [20]. Znovu se jednd o rovinné ustalené vedeni tepla
v oblasti Q = (0;1) x (0; 1) m, bez vnitiniho zdroje tepla. Heterogenni oblast Q je tentokrat
rozdélend rliznymi zplsoby na regiony, S odliSnou tepelnou vodivosti A. Zaroven hranici
90 = T tvoii pouze Dirichletova okrajova podminka, ktera piedepisuje riizné teploty T. Resené

pripady stacionarniho pienosu tepla v oblasti £ jsou zobrazeny na obr. 32.

49



PAKLLTA BAKALARSKA PRACE
STROJNI
CVUT V PRAZE

T=273K T=273K
T=283K A =1wmT k! T=273K T=283K T=273K
Ay = 10Wm KT
A= 10Wm T K
T=273K T=273K
@ (b)
T=323K T=273K T=273K

Ay =500Wm™" K

A= 1Wm KT g =10wmT KT

Ap=1000WmT KT A, =1 WmT KT T

& &

3 &

T=273K T=273K T=373K f 2 T=273K

-~/ &

i

A, =400 W m KT Al

A =01 WmTK?
T=473K T=323K T=273K
(© (d)

Obrazek 32: Resené tilohy prenosu tepla v oblasti O

Piipad (a) se sklada ze tvercového platu s tepelnou vodivosti 1, = 10 Wm™ K=, ktery
ma uvnitf dali méné vodivou étvercovou oblast, s tepelnou vodivosti ; = 1 Wm™ K~1. Strany
tohoto platu jsou udrzovany na teploté T = 273 K, sjednou stranou na teploté T = 283 K.
Vypoétené tepelné pole je pro tento pripad zobrazeno na obr. 33. Na tomto obrazku je zaroven
ukazano feSeni stejné ilohy, pievzaté z literatury [20] provedené uzitim MKP v programu Ansys
(software dostupny z [21]). Porovnanim feSeni na obr. 33 a dale potom i na obr. 34 a 35 lze fict,
ze uzitim implementace MKP v programu Matlab, dosahujeme téméf shodnych vysledkt pro
vybrané ulohy vedeni tepla v heterogennich materidlech s vysledky, které byly vypocteny
v programu Ansys. Tento software se v dnesni dobé pouziva jako jeden z ptednich Softwart pro

teSeni inzenyrskych simulaci.
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TK
283

— 280
— 278
— 276

273

Obrazek 33: Tepelna pole pro piipad (a), vypoétena uzitim MKP v programu Matlab a v programu Ansys

Ptipad (b) odpovida ptipadu (a) s jednou zménou, vnitini oblast je kruhova, se sttedem
v misté [0,5; 0,5] m a s polomérem rovnym 0,4 m. Reseni je zobrazeno na obr. 34, ktery pro tento

ptipad také uvadi tepelné pole, vypoétené uzitim MKP v programu Ansys.

TK

l 283

— 280

— 278 v R 4 \ |
I]HGFIE\D c B A
il

— 276

273

Obrazek 34: Tepelna pole pro ptipad (b), vypocétena uzitim MKP v programu Matlab a v programu Ansys

Piipad (c) se sklada ze ¢tvercového platu, jehoz piiblizné pilka ma tepelnou vodivost
A, = 1000 Wm K1 a druha piilka tepelnou vodivost 1, = 1 W m™ K. Plat také obsahuje
oblast ve tvaru T s tepelnou vodivosti A3 = 500 W m™ K=1. Tloustka horizontalni ¢asti této
oblasti je rovna 0,1 m, tloustka vertikalni ¢asti je rovna 0,01 m. Pfipad (C) ma ptedstavovat
ptiklad jednoduché desky ploSnych spoju (printed circuit board). Teplota na hornim okraji platu
je pro jednu polovinu rovna T = 323 K a pro druhou polovinu T = 273 K. Na stranach platu je
teplota udrZzovana na hodnoté T = 273 K a spodni hrana je opét rozdélena na dvé ¢asti, jedna
steplotou T = 473 K a druha s teplotou T = 323 K, viz obr. 32. Vypocteny teplotni profil je pro
tento ptipad zobrazen na obr. 35. Pro porovnani je na tomto obrazku opét uvedeno teplotni pole

identického problému, které bylo vypocteno uzitim MKP v programu Ansys.
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TK)
473
I: 450
— 400

— 350

273

Obrazek 35: Tepelna pole pro ptipad (c), vypoétena uzitim MKP v programu Matlab a v programu Ansys

Posledni ptipad (d) predstavuje ¢tvercovy plat s mnoha riznymi oblastmi, S odliSnymi
tepelnymi vodivostmi A. Leva strana platu je udrZzovana pfi teploté¢ T = 373 K, zatimco zbyvajici
strany maji teplotu rovnou hodnoté T = 273 K. Vysledny teplotni profil pro tento piipad je
uveden na obr. 36. Tentokrat je na tomto obrazku k porovnani tepelné pole, ze ¢lanku [20] které
bylo ziskano feSenim stejné Glohy vedeni tepla metodou kone¢nych diferenci (MKD), k MKD
vice, viz [10]. Cisla vyznagena u izoterem na obr. 36 jsou hodnoty teploty T ve stupnich Celsia.

Z obr. 36 l1ze pozorovat, ze feSeni pomoci MKP a MKD jsou téméf stejné.

084 "
TK -
373
360
063 .
— 340
—
— 320
300 0.42 by

[ 273

0.21

0.00
000 021 042 063 084

Obrazek 36: Tepelna pole pro piipad (d), vypodtena uzitim MKP v programu Matlab a uzitim MKD

4.2.5 Uloha s okrajovou podminkou tietiho druhu

V této kapitole se budeme zabyvat posledni vybranou tlohou stacionarni vedeni tepla
V heterogennim materialu. Pro tuto ulohu je specifické, Ze ji feSime v oblasti s hranici I3, na které
je predepsana okrajova podminka tfetiho druhu. Tato podminka popisuje spojitost tepelnych tok

pii kombinaci vedeni a proudéni tepla, viz rovnice (14). S vyskytem této podminky je nutné pti
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odvozeni slabé formulace provést drobné Gpravy, které se také promitnou pii algoritmizaci MKP

v programu Matlab. Uvazujeme tedy piipad uvedeny v literatuie [22], jde o rovinné vedeni
tepla v kompozitnim materialu Q = Q; U [y, U Q, 0 rozmérech (0;8) X (0;5) m S hranici
00 =T, UT3, viz obr. 37. Vnitini oblast Q, tvoii vEtsi ¢ast, a kromé horni strany je od kazdé

strany hranice 00 vzdalena 1 m.

y (m)h
]_13
5
. 2 .
1'1 1'1
24 X
0 Iy 8  x(m)

Obrazek 37: Oblast Q

Pii odvozeni slabé formulace pro tuto tlohu vedeni tepla v heterogennim materialu
postupujeme stejnym zptisobem jako je uveden v kap. 3.8. Zména pii odvozeni nastane ve fazi,
kdy pro integral pres hranici oblasti dQ N dQ; uzijeme v rovnici (88) jednotlivé okrajové

podminky. Zahrnutim okrajové podminky tfetiho druhu potom ziskame rovnici (88) ve tvaru

f P d5+if/1 ' 0u ov dxd Z fvdxd
A v xdy = vdxdy, (127
. *on L J, "\ Ly oxs 0, o (127)

kde n reprezentuje jednotkovy vektor vné&jsi normaly 7, na hranici I';. Uplatnénim rovnosti (14)

pro okrajovou podminku tietiho druhu dostaneme vztah (127) v podobé

: ou ov
f a(u—um)vdS+Zf Ak dxdy = 2f fvdxdy, (128)
r, g, 6 5 05

kde a je soucinitel piestupu tepla a u, je teplota v okoli uvazované oblasti 2. Diskretizaci slabé

formulace (128) potom obdrzime soustavu A U=bhs prvky

aij = Z Ak V(pj ' V(pl dxdy + J. a (P] Pi dS’
le=1" Sk s (129)

&
I

f o dxdy+j a Uy @; dS.
I3

k=17 %
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Pfi algoritmizaci MKP ptidame do funkce femLaplace.m pro vypocéet matice A cyklus,

ktery spocita jeji nové ¢leny z rovnice (129) podle vztahu

fcupj(pidS:Zf a<pj<pidS=Zaf'j, (130)
r S

3 SEF3 SEF3
kde hrani¢ni usecku znacime S. Lokalni ptispévky afj vypocitame priblizné, pomoci numerické

kvadratury ve tvaru

a-5-~l|S|a( (4) 0, (4) + 0;(B) ¢, (B
5~ 5151 (9:4) 9;(4) + 9i(B) ¢;(B)), (131)

kde |S| oznacuje délku hrani¢ni tsecky. Opét pouzijeme ulozeni triplet, pii kterém budeme
ukladat prispévky aisj do jednoho pole a indexy uzli dané hrani¢ni tsecky do zbylych dvou poli

zvlast'. Vyslednou matici tuhosti A potom ziskame piikazem

A = A + sparse(triplet.I, triplet.J, triplet.VAL, M.nbNod, M.nbNod) ;.

Ke slozkam vektoru b pti¢teme nové hodnoty podle numerické kvadratury jako

1
[ @uwgids =Y J1slaus (0i) + 0:®). (132)
Ts €T

Nejdiive inicializujeme nulovy vektor bK 0 M.nbNod slozkach. Piikazem
kon = find(M.LINES (1 : M.nbLines, 3) == 333);

potom vytvorime vektor kon, jehoZ slozky jsou ¢isla fadka z matice M.LINES, na kterych se
nachazeji data o hrani¢nich tse¢kach nalezici hranici I';. Cyklem pfes tyto hrani¢ni usecky, resp.
ptes slozky vektoru kon pak postupné piic¢itame hodnoty z rovnice (132) k n-tym slozkam vektoru
bK, které odpovidaji indextim uzli dané hrani¢ni usecky. V piipad¢€, Ze by hranici Q) tvofila i

hranice I, s Neumannovou okrajovou podminku, obdrzeli bychom vektor b sou¢tem

b = b + bN + DbK;.

Kompozitni material Q je na hranici I'; s Dirichletovou okrajovou podminkou udrzovan
ptiteplot¢ T = 673 K. Horni hranice I3, na které je predepsana okrajova podminka téetiho druhu
je vystavena konvektivnimu prostiedi s teplotou T,, = 303 K a soucinitelem piestupu tepla a
rovnému hodnoté @ = 25 W m™2 K™, Materialy v oblastech Q; a Q, maji tepelné vodivosti
A, =30Wm'lKa 1, =200 Wm'!K™ Refeni této ulohy ve formé& teplotniho pole je

vizualizovéano na obr. 38.

54



0] Fakuita
KZ‘ é il AR

BAKALARSKA PRACE

Obrazek 38: Tepelné pole v oblasti Q

Tato uloha vedeni tepla je v literatufe [22] feSena metodou koneénych diferenci (MKD)

a vypoétené hodnoty teploty T jsou uvadény ve vybranych bodech oblasti Q, vyznacenych na

obr. 39. Tyto teploty jsou vypsany v tab. 5. K porovnani jsme na obr. 40 vyznacili teplotu T ve

stejnych bodech, resp. v odpovidajicich uzlech triangulace. Teploty se na tomto obrazku lisi

o méné nez 2,5 K s teplotami uvedenymi v tab. 5. Jedinou vyjimkou je teplota v prvnim bodé,

ktera se od teploty v tabulce li$i 0 5,5 K. Z citovaného ¢lanku [22] se do¢teme, Ze k vypoctu byly

pii prostorové diskretizaci oblasti Q0 pouzity relativné velké inkrementy. Lze tak v pfipadé uziti

mensich inkrementt pfedpokladat vétsi schodu s vysledky, které jsme ziskali prostiednictvim

implementované MKP a tim se tak presvéd¢it o spravné implementaci tieti okrajové podminky.

Tm 1,5m
= -
1 2 3 2 1
e
| | |
1“‘{,_;&__@_ B 514 _
o,
| |
R LA S
| I
10 [ 12 (11 110
| |
__;1___#1‘1_4_5__+1___:_13__
| |
| | | | |

Obrazek 39: Oblast Q s vyznacenymi body

Tabulka 5: Teploty ve vyznacenych bodech oblasti Q v jednotkach K

T, =527,956 T, =520,637 T3 =517,454
T4 =560,334 Ts = 546,921 Te = 542,844
T7 = 583,067 Tg = 569,057 To = 564,610
Tlo = 600,770 T11 = 586,941 T12 = 582,423
T13 = 616,516 T14 = 600,688 T15 = 596,220
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Obrazek 40: Tepelné pole v oblasti , s vyzna¢enymi teplotami ve vybranych bodech

4.3 Nestacionarni vedeni tepla v heterogennich materialech

Slabou formulaci pro MKP pii rovinném nestacionarnim vedeni tepla v homogennim
materialu, spole¢né s jeji Casovou diskretizaci jsme jiz uvedli v kap. 3.7. V této kapitole jsme
odvozovali slabou formulaci pro tlohu s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou na
hranici Q uvazované oblasti Q. Nyni doplnime tuto tlohu o zbylé dvé okrajové podminky, které
byly v této praci uvedeny (Neumannova a podminka tfetiho druhu), tedy 0Q =T; UT, UT; a
budeme ji fesit v heterogenni oblasti Q = Q4 U [}.p,5 U Qy U [un U ... U Q. Odvozenim slabé

formulace pro tuto tlohu v heterogenni oblasti, viz kap. 3.8 potom ziskame rovnici (72) ve tvaru

N
Zf Ok Cp vdxdy f 1/;vd5+f a(u—uyx)vdS+
Q ka r r

k=1 k 2 3

+Zf Ak( auav)dxdy Z Svdxdy

kde ¢islo N znaci pocet dil¢ich oblasti Q, Q, ... Qp, S odliSnymi fyzikalnimi vlastnostmi, které

(133)

heterogenni material Q tvofi. V rovnici (133) znafime teplotu jako funkci u, materialové
konstanty o, c,, A oznacuji hustotu materialu, mérnou tepelnou kapacitu a tepelnou vodivost, a a
Uy charakterizuji konvektivni prostiedi u hranice I'; jako soucinitel pfestupu tepla a teplota okoli
a funkce v, f popisuji v této rovnici hustotu tepelného toku na hranici I, a plosny tepelny zdroj

uvnitf oblasti €.

Prostorovou diskretizaci rovnice (133) provedeme pomoci MKP podle kap. 3.2 s tim, ze
hledané koeficienty U; v uzlech triangulace jsou jiz funkcemi ¢asu, tj. U; = U;(t). Obdrzime tak

soustavu obycejnych diferencialnich rovnic M l—f + AU = b, viz kap. 3.7 s prvky
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f Qk Cp, @j Pi dxdy,
Qp

3

N
ay=y [ AevoyVodxay+ [ agypuas (134
k=1 r

N
bizz f(pldXdy‘l‘ l/)(pld5+f auoo(pids'
l=1" Sk Fz s

Pro casovou diskretizaci funkce L_; uzijeme z kap. 3.7 aproximaci pomoci zpétné derivace
1. fadu (BDF1) a soustavu obycejnych diferencialnich rovnic zapiSeme jako
ﬁn+1__ﬁn
At

kde funkce U™ znati nezndmou funkci U V ¢ase t,,; = t, + At. Nezndma funkce U™+1

+ AT =, (135)

je vzdalena v dase od posledni vypodtené znamé funkce U™, o délku asového kroku At.
Rovnici (135) Ize opakovang fesit, zname-li hodnoty funkce U™ pro n =0,1,2,3, ... timto
zplsobem

-1

gntl = (E + A) (b Ly: U"), (136)

kde hodnoty funkce u© pron = 0 jsou piedepsany pocateéni podminkou, Vv ¢ase t.
Pro algoritmizaci ¢asové diskretizace doplnime funkci femLaplace2.m. Ptikazem
Mt = femLaplace?2 (M)
potom ziskdme matici Mt s prvky m;; z rovnice (134). Jelikoz uzivame pii MKP triangulaci 7,
s trojuhelniky K, viz kap. 3.3 tyto prvky vypocteme jako

m;; = Z L Ok Cp Pj Pi dxdy =

Ketp

D ldetByl [ x5, 0,(2.9) 01(2,9) didg =
Ketp K

(137)

D ldetByl e cy, | 959 0u(2.9) dzdg
K

Ketp

kde pro trojiihelnik K © Q, plati o = 0k, Cp = Cp,- Jednotlivé lokalni pfispévky m{j- do matice
Mt obdrzime integraci bazovych funkci (jejichz predpis je uveden v kap. 3.5) na referen¢nim

trojuhelniku K ve tvaru
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(12 11
mfj. = |K| ok oy 17 1 2 1} (138)
1 1 2

kde indexy sloupcti a fadkd matice odpovidaji indextim uzlt, které tvori dany trojuhelnik K € .

Cyklem ptes M.nbTriangles trojiihelnikl tak vytvofime vyslednou matici Mt, kterou nasledné

pouzivame pii opakovaném feseni soustavy linearnich rovnic (136), piikazy

U = zeros (M.nbNod, 1);
dt = 10;
t = 0;
while t < 1000
Un = inv(Mt/dt + A) * (b + Mt/dt * U);
U = Un;
t =t + dt;
end.
Prvnim piikazem, U = zeros (M.nbNod, 1) ;, predepisujeme pocatecni podminku. Pocatecni
podminka je v této ukazce ve tvaru U =y, teplota je tedy v ¢ase t = 0's V celé oblasti Q
nulova. Cislem dt volime délku ¢asového kroku At a piikazem while t < 1000 asovy interval,

ve kterém zkoumame teplotu oblasti Q.

Predchazejici postup v této kapitole uplatnime na nasledujici tloze. Uvazujeme téleso
Q = (0;0,9) x (0;0,9) mnaobr. 41, viz [23] které je tvofeno ze étyt materiald. Kazda jeho strana
je vystavena riznym okrajovym podminkam. Dolni strana télesa Q je udrZzovana pii teploté
T = 291K, na horni strané je predepsina jednotnd hustota tepelného toku ¥ = 89 W m™2,
kolem levé strany proudi tekutina steplotou T, = 308 Ka souéinitelem piestupu tepla
a =8Wm™2 K1, zatimco prava strana je ohfivana teplotou T = (284 + 0,006 - t) K, ktera
postupné roste s asem t. Pocate¢ni teplota télesa Q je T, = 284 K. Ukolem této tilohy je zjistit
prubéh teploty v télese Q aZ do ¢asu t = 10 000 s. Fyzikalni vlastnosti materiald M1, M2, M3 a

M4 jsou uvedeny v tab. 6.

y(m)]
0.9
M4
0.8}
M3
0.4 M2
M1
0 0.3 0.9 x (m)

Obrazek 41: Téleso Q
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Tabulka 6: Materialové vlastnosti

Hustota Meérna tepelna Tepelna
Material materialu p kapacita ¢, vodivost A
[kg.m?] [J.kgtK?] [W.m1.KY]
M1 2500 970 180
M2 2700 930 140
M3 2200 710 150
M4 1700 920 140

Pii feSeni ulohy jsme zvolili délku kroku At = 200 s a hledany prabéh teploty jsme
zobrazili na obr. 42 — 44 ve formé tepelného pole v oblasti  kazdych 2000 s. Z téchto obrazka
je ziejmé, Ze teplota se v oblasti Q zvySuje pozvolnym tempem, zejména kvili jeji pravé hranici,
ktera je vystavena rostouci teploté. U této hranice tak pozorujeme v prab&éhu ¢asu nejvyraznéjsi
zménu teploty. Soucasné si lze povSimnout, Ze teplota na spodni strané oblasti (, ktera je
udrzovana na neménné hodnote, zpocatku oblast mirn¢ ohfiva, jelikoz je o 7 K vys$si nez teplota

pocateéni, pozd¢ji se vsak tato teplota stava hlavni pfi¢inou pro nerovnomérny ohiev oblasti.

T

I 344

— 320

TK

-

- 320

— 300 300

[ 284

284

Obrazek 42: Tepelna pole v oblasti Q v ¢aset=0sat=2000s

Obrazek 43: Tepelna pole v oblasti ) v ¢ase t =4000 s a t = 6000 s
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Obrazek 44: Tepelna pole v oblasti Q v ¢ase t = 8000 s at= 10000 s

Ovéfeni spravnosti feSeni pro tuto ulohu provedeme porovnanim vysledkd,
prezentovanych V literatuie [23]. V tomto ¢lanku je Gloha nestacionarniho vedeni tepla fesena
numericky, v jazyce C++, ve kterém je implementovana metoda koneénych objemt (MKO),
zaroven je také uloha feSena pomoci simula¢niho softwaru Ansys Fluent. Vysledky jsou ve ¢lanku
uvedeny ve formé grafu, na kterém je zobrazena zavislost pribéhu teploty na ¢ase, v daném bodé
oblasti Q. Konkrétn¢ je tato zavislost zkoumana ve dvou vybranych bodech, v mistech
[0,73;0,62] m a [0,6; 0,16] m, vyznacenych na obr. 45. Priib&hy teploty v ¢ase, v téchto bodech
(uzlech), které jsme ziskali prostfednictvim implementace MKP, jsou zobrazeny v grafu na
obr. 46. Vysledky z literatury [23] jsou vyobrazeny na obr. 47 a 48. Komparaci téchto obrazku
Ize shledat, ze vysledky, vypoétené pomoci MKP jsou ve velmi dobré shodé s vysledky,
dosazenymi MKO a simula¢nim softwarem Ansys Fluent. Pro definitivni usudek by bylo vhodné
vypocty opakovat na uniformnich sitich, spole¢né s uzitim stejné ¢asové diskretizace a volbou
stejné délky kroku At.

y (m)]
0.8
verl Bod 1,
Bod 2
016 .
0 06 073 09 X (m)

Obrazek 45: Oblast €, s vyzna¢enymi body 1 a 2
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Obrazek 46: Grafy prabéhu teploty v ¢ase, v bodech 1 a 2 z oblasti Q
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Obrazek 47: Graf prubéhu teploty v ¢ase, v bodé 1 [0,73; 0,62] z oblasti Q, prevzaty z literatury [23]
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Obrazek 48: Graf prubéhu teploty v ¢ase, v bodé 2 [0,60; 0,16] z oblasti Q, pievzaty z literatury [23]
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Zaver

V této praci jsme se seznamili s lohou vedeni tepla v tuhé latce a uvedli jsme pocatecni
a okrajové podminky pro jeji matematicky model. Zaroven jsme rozlisili pojmy stacionarni a
nestacionarni vedeni tepla. Abychom mohli ulohu v dané oblasti numericky fesit, byla provedena
prostorova diskretizace pomoci metody kone¢nych prvki. Odvozenim slabé formulace tlohy
vedeni tepla v diskrétni oblasti jsme ziskali soustavu linearnich rovnic, S matici tuhosti a
vektorem zatizeni. V dal$im postupu jsme se zabyvali sestavenim matice tuhosti a vektoru

zatizeni pomoci transformace na referen¢ni trojuhelnik.

K diskretizaci oblasti jsme pouzili program Gmsh, ktery vytvofil nestrukturovanou sit’
(triangulaci) s koneénym poctem trojuhelnikii. Proces tvorby matice tuhosti a vektoru zatizeni byl
algoritmizovan v programu Matlab a vzniklou soustavu linearnich rovnic jsme feSili pfimo.
Reseni soustavy v podobé vektoru je exportovano do programu Paraview, ve kterém jsou hodnoty
teploty, resp. slozky vektoru ptifazeny odpovidajicim mistim diskrétni oblasti a vysledek tlohy

vedeni tepla je tak prezentovan ve formé teplotniho profilu.

V druhé Casti prace jsme ovérili spravnost numerického fesSeni implementované metody
kone¢nych prvkl na testovaci tloze, u které jsme znali jeji pFesné analytické feSeni. Nasledné
byla metoda uzita k feSeni vybranych uloh rovinného stacionarniho vedeni tepla v heterogennich
materialech, U kterych jsme soucasné otestovali implementaci vSech uvedenych okrajovych
podminek Vv prvni ¢asti prace. Na zavér jsme se pokusili 0 feSeni tlohy rovinného nestacionarniho

vedeni tepla v heterogennim materialu, kvuli které jsme provedli i diskretizaci ¢asovou.
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Priloha

K praci je prilozen soubor ve formatu .rar, na kterém jsou uloZeny vSechny zdrojové
funkce, které byly vytvoteny pfi implementaci metody koneénych prvka v programu Matlab. Na

tyto funkce je v praci odkazovano zejména v kap. 4.2.2 a dale potom v kap. 4.2.5a4.3.
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