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Uvod

Matematicky popis mnoha fyzikalnich systémii, u kterych nas zajima predevsim ca-
sové harmonické chovani, vede ¢asto k Helmholtzové parcialni diferencialni rovnici
druhého radu. My v této praci budeme tuto parcialni diferenciélni rovnici eliptického
typu pouzivat pro popis tloh akustiky. Mimo jiné se Helmholtzova rovnice pro vek-
torovou neznamou casto vyskytuje v problémech mechaniky anebo elektrodynamiky,
viz [9].

Pro néas pripad odvodime Helmholtzovu rovnici z vinové rovnice pro tlakové fluktuace
skaldrniho pole. Z ¢asové domény, které popisuje zmény systému v Case, prejdeme do
domény frekven¢ni, kterd ndm dava informaci o chovani systému na dané frekvenci
véetné pripadného fazového posunu. Takto puvodni hyperbolickou vlnovou rovnici
prevedeme na Helmholtzovu rovnici, ktera je elipticka, a vyhneme se nutnosti ¢asové
diskretizace.

Pro numerické teseni Helmholtzovy rovnice pouZijeme metodu koneénych prvki
(MKP). V 60. letech 20. stoleti tato metoda zazila rozmach s nastupem vypocetni
techniky, kterd umoznila jeji algoritmizaci, a nasledné v 70. letech byla vytvorena
jeji zékladni matematickéd teorie. Mezi vyhody této numerické metody patii prede-
vS8im jeji univerzéalnost pri feSeni inzenyrskych problémi napti¢ velkym mnozstvim
odvétvi a moznost feSeni problémi i pro slozité geometrie, coz je hlavni tskali al-
goritmicky jednodussi metody konecnych diferenci (MKD). Mezi nevyhody metody
kone¢nych prvki patii hlavné casové naro¢né priprava vhodnych triangulaci vyset-
fované oblasti.

Tato prace je ¢lenéna do ¢tyr kapitol. V prvni kapitole je odvozena vInové rovnice
popisujici §ifeni akustickych vin. V druhé kapitole jsou popsany zékladni principy
metody kone¢nych prvki na modelové tloze. Ve teti kapitole je metoda kone¢nych
prvki aplikovana pii numerickém feSeni Helmholtzovy rovnice. Ve ¢tvrté kapitole
jsou uvedeny numerické vysledky nékolika testovacich prikladi a také feseni obtizné
tlohy hledani rezonanc¢nich frekvenci modelu motorového prostoru. Zavér obsahuje
zhodnoceni dosazenych vysledki.



Kapitola 1

Matematicko-fyzikalni model

V této kapitole se budeme vénovat odvozeni vlnové rovnice popisujici $ifeni zvuku
a jejimu prevodu na Helmholtzovu rovnici. Nasledné uvedeme pouzivané okrajové
podminky.

1.1 Vlnova rovnice a jeji odvozeni

Pro odvozeni vinové rovnice sifeni zvuku vyjdeme ze zakladnich rovnic mechaniky
tekutin se zanedbavanim viskozity a bez uvazovani zdrojovych ¢lent:

e rovnice kontinuity

dp .
— = 1.1
5 + div(pv) =0, (1.1)

kde p je hustota a v je vektor rychlosti.

e Fulerova rovnice

Dwv
— = —grad 1.2
Ppp = —9rad p, (1.2)
kde 3% zna¢i materialovou derivaci, tj.3% = % + (v-V)v a p je tlak.

Experimentéalné bylo zjisténo, ze pii pruchodu zvukové viny dochézi k adiabatické
kompresi vzduchu, viz [10], tzn. nedochazi ke sdileni tepla s okolim. MtuZeme tedy
uvést posledni potiebny vztah, tj. rovnici adiabaty

pp~ " = konst, (1.3)

M MM

kde k je Poissonova konstanta. Pri sifeni zvukové viny dochéazi k fluktuaci hustoty
a tlaku. Celkovou hustotu a tlak muzeme psat ve tvaru

P = Po +p/($,t), P200+Pl($at)7 (14)

kde pg a po jsou rovnovazné (konstantni) hodnoty tlaku a hustoty, p’ a p’ jsou jejich
zmény zpusobené pruchodem zvukové viny, kdy predpokladame

|p/(lL‘7t)| < Do, ‘p,(l’,t” < po- (15)



Zaroven predpoklddame, ze tekutina je v klidu a pohyb je zptisoben pouze priicho-
dem zvukové vlny, viz [4]. Celkovou rychlost muZzeme tedy psat ve tvaru

v=0+v(z,t). (1.6)

Pokud do rovnice (1.3) dosadime vztah (1.4), zderivujeme ji podle ¢asu a zanedbame
nelinearni ¢leny, dostavame
oy’ _ o p/
ot ot

kde c =, /“p—? je rychlost §ifeni zvuku pro model idealniho plynu. Dosazenim vztahi

(1.7)

(1.4) a (1.7) do rovnic (1.1) a (1.2) a zanedbanim nelinearnich ¢lent ziskavame

10y

EE + po div v' = O, (18)
ov'’
Pogy = —grad p'. (1.9)

Tato soustava parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu (1.8) a (1.9) pro fluk-
tuace tlaku p’ a akustickou rychlost v’ popisuje Sifeni akustické viny v idealnim
plynu. Nyni z ni odvodime jednu skalarni parcialni diferencialni rovnici druhého
radu, tj. vlnovou rovnici. Tim popis akustiky vyhodné zredukujeme o jednu vekto-
rovou promeénnou.
Rovnici (1.8) parcialné zderivujeme podle ¢asu

1 2./ !

g% + po dw%—"; = 0. (1.10)

PouZijeme operator divergence na obé& strany rovnice (1.9) a dostavame tvar

.oV : )

00 dzvﬁ = —div grad p', (1.11)
kde div grad je Laplacetv operator A. Za vyraz pg div% v rovnici (1.10) dosadime
vyraz z rovnice (1.11), upravime a dostaneme vysledny tvar vlnové rovnice pro
tlakové fluktuace
B 1 an/
e ot

Ay (1.12)

1.2 Odvozeni Helmholtzovy rovnice

Uvazujme nyni feSeni rovnice (1.12) pro ¢asové harmonické skalarni pole ve specialni
periodické podobé, viz [2],

P (x,t) = Re{P(x,w)e '}, (1.13)

kde Re(-) znaci realnou ¢ast, P(z,w) je komplexni funkce zavisejici na prostorové
proménné x a na kruhové frekvenci w a pomoci j oznacujeme imaginarni jednotku.

10



Tento komplexni tvar feseni ma vyhodu, ze komplexni funkce P(z,w) obsahuje i in-
formaci o fazovém posunu vlnéni, coz zjednodusuje dalsi postup Feseni. Derivaci
vztahu (1.13) podle ¢asu ziskame

a / R ) 82 / R )
W upert D ppem L1y
Derivaci vztahu podle prostorovych proménnych ziskame
82 / . ]
8; = AP, (1.15)

Dosazenim vztahu (1.14) a (1.15) do vInové rovnice (1.12) dostavame

A ) 1 A
APe 79 = ——Qa)QPe_J‘*’t. (1.16)
c

Rovnici (1.16) upravime do tvaru

AP+ (%)215 0. (1.17)

Tato elipticka parcialni diferencialni rovnice (1.17) se nazyva Helmholtzova rovnice.
V této praci budeme Helmholtzovu rovnici uvazovat s obecnym akustickym zdro-
jem f na pravé strané, tj. ve tvaru

w A

AP+ <—>2P:f(x,w). (1.18)

c

1.3 Uvazované okrajové podminky

Pro jednoduchost se budeme zabyvat fesenim tlohy (1.18) ve dvourozmérné oblasti
Q € R?, viz obr. 1.1. Jeji hranice je sloZena ze tif disjunktnich ¢asti I'p, 'y a I'g,
tedy 00 = T'p ULy UTg. Tyto Gasti hranice v zavislosti na volbé okrajovych podmi-
nek mohou byt nenulové, nebo i prazdné mnoziny v pfipadé, kdy danou okrajovou
podminku nepfedepisujeme.

r.

Obrazek 1.1: Oblast €2 s hranicemi I'p, I'y a I's a zobrazenou vnéjsi normalou n.

11



Jelikoz rovnice (1.18) nezavisi na ¢ase, tak pro kompletni matematickou formulaci
ji doplnime pouze o okrajové podminky na celé hranici oblasti 0€). Zde budeme
uvazovat tyto okrajové podminky!:

e Dirichletova okrajova podminka

Dirichletova okrajova podminka pfedepisuje uré¢itou hodnotu nezndmé funkce
na ¢asti hranice oblasti. My ji zde uvazujeme ve tvaru

~

P(z,w) =0 pro z € I'p. (1.19)

Tato podminka se typicky pouziva pro predepsani akusticky otevieného konce
vlnovodu. Je plné odrazivd, odraz nastévé s opac¢nou fazi, viz [2].2

e Neumannova okrajova podminka

Tato okrajova podminka predepisuje hodnotu derivace hledaného feseni ve smé-
ru normaly na hranici I'y. Tuto okrajovou podminku uvazujeme ve tvaru

A

OP(z,w)

o 0 pro x € 'y, (1.20)

kde n je jednotkova vnéjsi norméla k hranici 02. Vyuziti nachazi pfi prede-
pisovani akusticky uzavieného konce vinovodu jako modelu dokonale odrazivé
zdi. Akustické vinéni se zde odrazi se stejnou fazi, viz [2].

¢ Sommerfeldova radia¢ni podminka

Pro tlohy na neomezené oblasti 2 se ¢asto pouziva Sommerfeldova radiacni
podminka, viz [15],

OP(z,w)  w -

d;
lim o], J2 () | =0, (1.21)

2l 5—>o00 olzlls

kde d znaci pocet dimenzi daného prostoru a ||- || g je Eukleidovska norma. Sym-
bolem 6\\@’% rozumime parcidlni derivaci podle proménné r pfi transformaci
do sférickych soufadnic, viz [15]. Tato podminka vynucuje, aby se z nekone¢na
nesitilo vinéni a tim bylo zabranéno i zpétnym odraztim vin v nekonec¢nu.
P1i numerickém teSeni, kdy méme pouze omezenou oblast €2 s hranici 02, bu-
deme pro nas piipad uvazovat nejjednodussi absorpcéni okrajovou podminku
ve tvaru

OP(z,w)

on

Poznamenejme, Ze tato absorp¢ni okrajova podminka (1.22) je aplikovatelna
bez omezeni na 1D dlohu. Omezeni nastava pri aplikaci na tlohy 2D a vyse.

- jgf)(x,w) =0 prox € I's. (1.22)
c

1Okrajové podminky zde uvadime pouze ve tvaru pro frekvenéni doménu. Pro piipad ¢asové
domény by se odliSovala pouze Sommerfeldova okrajova podminka, viz [6].

2Ptedepsanim Dirichletovy okrajové podminky ve tvaru (1.19) lze chipat jako odraz od neko-
ne¢né meékkého média, viz [2].

12



Je to z toho divodu, ze tato okrajovd podminka pfedepsand na casti hra-
nice ['g pohlcuje pii prichodu pouze slozku vin rovnobéznou s vnéjsi norméa-
lou m, tj. viny kolmé na hranici I'g. Zbyvajici slozka, tj. tecné slozka, se odrazi.
To znamené, ze Sommerfeldovu okrajovou podminku ve tvaru (1.22) muzeme
pouzit pouze za predpokladu, kdyz vSechny dopadajici viny na ¢ast hranice I'g
budou kolmé. Pro absorpci vin dopadajicich na hranici v libovolném sméru je
potfeba zvolit n&jakou pokrocilejsi numerickou metodu, viz [6] nebo [12].

13



Kapitola 2

Metoda koneénych prvki

V této kapitole vysvétlime zakladni principy metody konecnych prvkia na modelové
tloze. Tu nejprve prevedeme do slabé formulace a néasledné ji budeme diskretizovat
pomoci metody kone¢nych prvkii.

2.1 Modelovy problém

Resme modelovy problém v oblasti Q C R?, o které piedpokladame, Ze je omezen4
s Lipschitzovskou hranici 02,

—Au = f(x,y) pro (z,y) € €, (2.1)

spolu s predepsanou Dirichletovou a Neumannovou okrajovou podminkou na hra-

nici 092, kde 092 =T'p U Ty,

U(.T,y) = Up pro (l’,y) € FD? (22)
du(z,
% = uy pro (z,y) € I'y. (2.3)

Okrajové tloha (2.1) se nazyva Poissonova'. Tato staciondrni tiloha mtZe popisovat
napt. deformaci membrany, rozlozeni teploty, problémy akustiky a elektrostatiky.

2.2 Slaba formulace

Rovnici (2.1) vynéasobime testovaci funkei v € V = {f € H*(Q) | v = 0 na I'p},
kde prostor H!(f2) je Soboleviiv prostor na mnozing €2, viz [17]. Ten je tvoien

takovymi funkcemi f z Lebesgueova prostoru L? (€2), které maji navic integrovatelné
2

s kvadratem i prvni parcialni derivace, t;j. fQ (%) dr < +o00. Rovnost f = 0 na

I'p je myslena ve smyslu stop, viz [17]. Nasobenim funkei v dostavame

—Auv = fo. (2.4)

!Specialnim piipadem Poissonovy okrajové tilohy je Laplaceova okrajova tiloha, pro kterou plati:
f(z,y)=0.

14



Clen Au miizeme vyjadiit pomoci Einsteinovy sumacni konvence, mizeme tedy psat

Au = % (%), kde provadime sumaci pies opakujici se indexy, tj. zde pfes i = 1, 2.

Nasledné rovnici (2.4) zintegrujeme pies zadanou oblast 2

g (0
—/Q o (351) vdr = /va dz. (2.5)

Na prvni ¢len rovnice (2.5) aplikujeme Greenovu vétu, viz [17],

0 ou ou
B de = — v ds . d 2.6
/Qaifz' (axi)v ! /69 anv +/Qvu Ve dr 20
_ U ds = — U ds — U ds. (2.7)
90 8'"/ T'p an FNQZI’/

JelikoZ je na ¢asti hranice I'p testovaci funkce v rovna nule, je i fFD duy dS = 0.

on
Nakonec dostavame vyslednou rovnici ve tvaru

/ Vu- Vv der = / fv dx+/ uyv dS. (2.8)
Q Q Iy

Slabym Fesenim Poissonovy tlohy (2.1) nazveme takovou funkci v € H'(Q), pro
kterou plati rovnice (2.8) pro libovolnou funkci v € V' a zaroven funkce w splije
Dirichletovu okrajovou podminku (2.2).

2.3 Diskretizace

7 davodu numerického feseni pomoci metody konecénych prvki je nutné slabou
formulaci (2.8) prevést do diskrétni podoby. Nekone¢né-dimenzionalni prostor V'
testovacich funkci nahradime prostorem Vj, s kone¢nou dimenzi Ny, kde V}, C V.
V tomto prostoru Vj, hleddme aproximacni feSeni u; rovnice (2.8) tak, aby platilo

/ Vuy, - Vu, doe = / fo, do +/ unvy dS Yoy, € Vi, (29)
Q Q I'n

Prostor V,, ma bazi ¢4, - - - , ¢n, , a proto mizeme hledané feseni rovnice (2.9) zapsat
ve tvaru

up (x) = Z ajp;i(x), (2.10)

kde a; € R jsou neznamé vahové koeficienty. Protoze i libovolnou funkci v, € Vj,
lze zapsat jako linearni kombinaci bazovych funkci, muzeme za testovaci funkci vy,
v rovnici (2.9) postupné volit bazové funkce, tj. pro volbu v, = ;i =1,2,--- , Ny
dostavame

/Vuh-V%- dz = / foi dx—i—/ un; dS. (2.11)
Q Q I'n
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Poté do rovnice (2.11) dosadime vztah (2.10) a upravime do tvaru

N /

-~

kij bi
Tuto soustavu rovnic (2.12) miZzeme zapsat v maticovém tvaru
Ka = b,

kde
K = (kij); o = ()" b= (b))

i,0=1" Jj=1" 1=1"

Np
Z%‘/V%'V% dx:/f% d:r+/ (DN
jil Q 7/ \Q FN

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Matice K je ¢asto nazyvana matici tuhosti, je symetrickd a pozitivné definitni,

viz [17].

2.4 Principy metody kone¢nych prvki

Nyni vysvétlime volbu bazovych funkei, transformaci pomoci referenéniho zobrazeni

a nasledné sestaveni matice tuhosti a vektoru pravé strany.

2.4.1 Pripustna triangulace oblasti

Dale budeme pro jednoduchost predpokladat, ze oblast €2 je omezena a polygonalni.

Jeji triangulaci 75, budeme oznacovat jako pripustnou, jestlize plati:

1. Triangulace 75, je tvorena koneénym poctem uzavienych trojuhelniki K.

2. = U K.

Ker,

3. Pro trojuhelniky K;, K; € 7, kde ¢ # j, plati jedna z nasledujicich moznosti,

viz obr. 2.1:

® K, N Kj = J.
e K;N K; je spolecny vrchol.
e K;N Kj je spolecné strana trojuhelniki K; a Kj.
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Obrézek 2.1: Priklady nepfipustnych triangulaci.

Systém triangulaci {75, }re(o,n,) Oblasti £ déle nazyvame regularni, jestlize existuje
konstanta ¢ > 0 a zaroven splhuje podminku

h
“E <¢  pro viechna K € 13,, h € (0, ho), (2.15)

PK
kde pg ma vyznam poloméru nejvétsi vepsané kruznice do trojihelniku K a hx ozna-
cuje délku nejdelsi strany trojihelniku K.

2.4.2 Volba bazovych funkci

Pro lepsi fesitelnost soustavy (2.13) budeme pozadovat, aby matice tuhosti K byla
matici fidkou, tj. obsahovala vétsinu prvka nulovych. Tohoto pozadavku doséhneme
vhodnou volbou bazovych funkci. Pro jednoduchost se omezime na po ¢astech linear-
ni bazové funkee, tj. V;, = {v € C(Q);v|x € Pi(K) VK € 1}, kde C(£2) je mnozina
spojitych funkei na 2 a P;(K) je mnozina polynomii nejvyse prvniho stupné na K.
Tyto bazové funkce volime ve tvaru

©;(X;)
p;i(Xi) =

kde X jsou vrcholy dané triangulace. Pri takové volbé bazovych funkei dosahneme
toho, Ze nenulova funkéni hodnota bazové funkce ¢; prislusici vrcholu X; bude pouze
ve vrcholu X a ve vSech ostatnich vrcholech X; bude funkce ¢; nulova, viz obr. 2.2.
Na trojuhelniku s vrcholem X; klesa bazova funkce linearné az k hodnoté nula,
které je dosazeno prave ve zbyvajicich dvou vrcholech X;. V ostatnich trojihelnicich,
ve kterych nelezi vrchol X, je funkéni hodnota ¢; nulové, viz obr. 2.2.

1, (2.16)
, pro j # i,
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z
L ;

X

Obrézek 2.2: Vlevo je vyznacen nosic¢ bazové funkce ¢; prislusici vrcholu X;, vpravo
je zobrazen jeji graf.

2.4.3 Referenc¢ni zobrazeni

Protoze v této praci pii numerické realizaci pouzivame nestrukturovanou triangu-
laci oblasti €2, byl by pfimy vypocet integrali danych rovnici (2.12) zna¢né slozity.
Vyuzijeme tedy bijektivni afinni transformaci referen¢niho trojuhelniku s vrcholy
A =10,0], B=[1,0] a C = [0,1] na libovolny trojihelnik s vrcholy A = [ay, as],
B = [by,bs] a C = [c1, ], viz obr. 2.3. Tuto transformaci muzeme zapsat pomoci
linedrniho zobrazeni F : K — K ve tvaru

Fy(#) = Bxd + by, (2.17)

kde prvky matice Bx a vektoru by lze jednoduse odvodit dosazenim do predpisu
(2.17), viz [18]. Matice Bx a vektor bg jsou tedy ve tvaru

by —a1 ca—a brir  bxi2 a1
K <b2 —az C3— (12> (bK21 bK22> ’ K (Cl2> ( )

Rozepsanim ziskame
T . T aq
=Fg(x)=DB L)+ . 2.19
(y> @) = B <y) (@) (219

Pokud je matice B regularni, miizeme pro linearni zobrazeni F zavést jeho inverzni
zobrazeni Fgl : K — K ve tvaru

Fil(z) = B'e — By by, (2.20)

(5) = I\ (z) = B (;”) — B (Z;) . (2.21)

Matici ]]33[_(1 muzeme urcit podle nésledujiciho vzorce

1 Co— Gy Ay —b pil - pl2
-1 _ 2 2 2 2\
Br = det By (a1 —c b — a1) - <b21 b22) : (2.22)
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Déle pfi substituci v integralech budeme potiebovat Jakobian linearni transfor-
mace (2.17), ktery vypocteme jako

0 (bxk11Z + br12y +a1) O (bxk1@ + bx129 + a1)

_ 0z oy _
J = (i)(bKQIi'—f—nggg—i—ag) a(mef-Fngg@—f—ag) = det Bg. (223)
0z a9
Lze ukazat, viz [17], Ze
K]
| det By| = —, (2.24)
K]

kde | K| a |K| znaci obsah trojuhelniki K a K.

=)

0 1 X

Obrazek 2.3: Bijektivni afinni transformace referen¢niho trojuhelniku K na libovolny
trojuhelnik K.

Jak jsme uvedli v odstavci 2.4.2, tak pro libovolny trojihelnik K pozadujeme, aby
funkéni hodnota bazové funkce ¢; piislusici vrcholu X; byla rovna hodnoté jedna
ve vrcholu X; a linearné klesala az ke zbylym dvéma vrcholim, ve kterych nabyva
hodnoty nula. TotéZ musi platit i pro referenc¢ni trojihelnik K , na kterém zavedeme
bézové funkce

Pi(@,9)=1-2—7, (2.25)
@B (i.vg) :i.7

Ge (2,9) =19
Béazové funkce piislusici referen¢nimu trojihelniku K transformujeme na bazové

funkce prislusici libovolnému trojuhelniku K predpisem

Pj (l’,y) = 95]' ('@7 3)) > (226)
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kde plati (z,y) = Fg(Z,y). Parcialné zderivujeme vztah (2.26) podle pravidla pro
derivaci slozené funkce

O (2, y) 0¢; (1,9) 0% | 0¢;(1,§) 0y
0 _ or Oz Jdy  Ox
o (r.y) | = | 045 (2,9) 05 0 (5,5) 9y | (2.27)
oy or Oy dy Oy
Pouzijeme vztah (2.21), ktery dosadime do (2.27) a nasledné upravime do tvaru
Opj (z,y) 0P (@.9) 11, 095 (#:9) 1
%oal=1a: o N/ (2.28)
0; (2, y) 00i (#,9) 1o, 005 (1,9) 05 |7
oy oz Yy
tedy
CNT (& ia D
(Vs (w,0)" = (BR)" (Vs (@9)) - (2.29)
Transpozici rovnice dostaneme
Vi; (2,y) =V, (2,9) B (2.30)

Ze znalosti bazovych funkef (2.25) piislusici referenénimu trojthelniku K lze jedno-
dusSe urcit jejich gradienty na trojihelniku K

@95/3 (,’fj,:()) = (_17_1>7 (231)
@Qﬁé (j\jv g) = (17 O) )
Ve (#,9) = (0,1).
Takto na zékladé vztahu (2.30) a ze znalosti soufadnic vrchold trojuhelnika K mu-

zeme rychle vyjadrit gradient zvolené bazové funkce ¢, na libovolném trojuhel-
niku K.

2.4.4 Sestaveni matice tuhosti

Jednotlivé prvky matice tuhosti K vypocteme jako

kij = / Vo, -V, dz = Z / Vo, -V, dz = Z k:f;, (2.32)
0 K

Ker, < / Ker,
K
kij

kde soucin gradienti Vo, a Vg, je nenulovy pouze na trojihelnicich, které obsahuji
oba vrcholy X; a X pifsluSejici bazovym funkeim ¢; a ;.2 Diky tomu je drtiva
vétsina lokalnich prispévki k:fj{ rovna nule vyjma vySe zminénych pripadi. Pouzitim
referenéniho zobrazeni muzeme prepsat prispévky kfj z trojuhelniku K k prvku
matice tuhosti k;; jako

R = /K | det Bx| (wj Iaa,;l) : (Wi B;Q) dz, (2.33)

’Indexy % a j zde mohou byt shodné.
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kde det By je konstanta, viz (2.24). Gradienty bazovych funkei jsou také konstanty
diky volbé linearnich bazovych funkci, a proto se predpis (2.33) zjednodusi na

kij = | det By (ﬁ% B?) : (Wﬁi IB%}Q) /K 1di =
= K| (Ve B) - (Vi B ), (2.34)

kde |K| = % je plocha trojthelniku K.

2.4.5 Sestaveni pravé strany

Jednotlivé prvky vektoru pravé strany b dané rovnici (2.12) vypoc¢teme obdobnym
zpusobem jako prvky matice tuhosti K. Tedy

bi:/f%‘dw—i—/ uNgoidS:Z/ftpid$+Z/uN90idS, (2.35)
Q Iy Kery, K o

Sevn

kde S oznacuje stranu trojihelniku K a 7y je mnozina vSech stran triangulace
lezicich na ¢asti hranice I'y. Lokalni prispévky bZKJrS do pravé strany po pouziti
referen¢niho zobrazeni lze psat jako

bf”S:/ |det B| f(&)p da:~+/yS\ i (£)p; dS, (2.36)
K S

kde f(z) = f(z) a un(Z) = uy(z), x = Fr(Z) a |S] je velikost strany trojuhelniku
KalsS je referen¢ni strana trojihelnika K mezi vrcholy A a B. Jelikoz se nejedna
o integraci konstantnich funkci, pro vypocet integralii pouzijeme numerickou kvad-
raturu, viz [17], [19]. Zde vyuZzijeme kvadraturu pfesnou pro polynomy az druhého
stupné pro integraci na trojuhelniku K, kde uzly numerické kvadratury jsou stiedy
stran trojuhelniku K , respektive pfesnou pro polynomy az tretiho stupné pro inte-
graci na strané S. Pak miizeme lokélnf prispévky do pravé strany pfepsat do tvaru

3 2
b = K| win f(Xn)@i1(Xm) + 5] watin (X)@i(Xa), (2.37)
m=1 n=1

kde wy,, wy jsou vahy a X,,, X,, jsou uzly numerické kvadratury, viz [17]. Tyto vahy
a uzly jsou zvoleny jako

1 N 1
— X, == 2.
w1 3 1 -2,0:|, (38)
1 N 11
==  X,=|=,=
%) 3 2 -272:|)
1 N [ 1
= - X3=|0,=
w3 3 3 _72}
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1 . 3—3
—— X, = 0 2.39
w1 5 1 6 ) s ( )
1 . [3+v3 ]
= _ X, = 0
%) 2 2 6 )

2.4.6 Realizace Dirichletovy okrajové podminky

Jak jiz bylo zminéno, Dirichletova okrajova podminka predepisuje hodnoty hleda-
ného feseni na c¢éasti hranice I'p, tedy i urc¢uje numerické feseni u;, ve vrcholech
triangulace lezicich na hranici I'p. P jeji realizaci postupujeme nasledovné:

1. Prvky vektoru pravé strany b; odpovidajici vrcholim lezicich na hranici I'p
prepiseme znamou hodnotou danou Dirichletovou okrajovou podminkou, tedy
modelovy problém na hodnotu up.

2. Odpovidajici fadky matice tuhosti k;e vynulujeme.

3. Abychom zachovali symetrii matice K, odeliminujeme i sloupce s indexy 4,
tj. sloupce k,;. Tedy od prvki vektoru b; odecteme postupné souciny zndmych
hodnot v bodech s indexem 7 uloZenych jako b; a prvki matice K s indexy £;;.

4. Na diagonalu s indexy ¢ doplnime jednicky, tj. prvky k; poloZime rovny jedné.

Takto jsme zajistili, Ze matice K bude symetricka a vysledna soustava rovnic (2.13)
bude mit feseni dané Dirichletovou okrajovou podminkou pro indexy i, které odpo-
vidaji vrcholim triangulace na ¢asti hranice I'p.
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Kapitola 3

Reseni Helmholtzovy rovnice pomoci
metody konec¢nych prvki

V této kapitole prevedeme Helmholtzovu rovnici (1.18) s okrajovymi podminka-
mi z odstavce 1.3 do slabé formulace a dale do diskrétni podoby pomoci metody
kone¢nych prvki analogicky postupu z kapitoly 2. Dale uvazujeme P (z,w) € C.

3.1 Slaba formulace

Rovnici (1.18) pro jedno pevné zvolené w € R vynasobime testovaci funkei v € V' =

{f € H(Q) | v = 0 na I'p} a poté zintegrujeme pies zadanou oblast Q. Na ¢len

2 (92) aplikujeme Greenovu vétu a dostavame
Ox; \ Ox;

R : 2 .
—/VP-VU a+ [ 22, dS+/ (f) Pu dx:/fv dr,  (3.1)
Q a Q Q

90 oNn C

kde integral ptes hranici 02 = I'p U Ty UT's muzeme rozepsat jako

) ) ) )
—uov dS = —uov dS —uv dS —0v dS. 3.2
90 on" rp on" * I'n on" * I's on" (32)

Jelikoz je na ¢asti hranice I'p testovaci funkce v rovna nule, je i fFD g—iv ds =
0, a protoze uvazujeme Neumannovu okrajovou podminku ve tvaru (2.3), je také
'y g—Zv dS = 0. Ze Sommerfeldovy okrajové podminky (1.22) je zfejmé, Ze vyraz

g—i na Casti hranice I's je roven j¥ P. Vyslednd rovnice mé pak tvar

~ ~ 2 L o
/VP-Vv dx—/ i€ Py dS—/ (f) Pu dx:/fv de.  (3.3)
Q r¢ € o€ Q

Slabym reSenim Helmholtzovy rovnice (1.18) pro pevné zvolené w nazveme takovou
funkci P € H'(Q), pro kterou plati rovnice (3.3) pro libovolnou funkci v € V
a zaroven funkce P(z,w) spliuje Dirichletovu okrajovou podminku (1.19).
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3.2 Diskretizace Helmholtzovy rovnice

Stejné jako u modelové tlohy nahradime nekonecné-dimenzionalni prostor V' testo-
vacich funkci prostorem Vj, C V' s konecnou dimenzi Ny, ve kterém hledame aproxi-
macni feSeni P, rovnice (3.3) tak, aby platilo

/QVP;L'VU;L dm—/rsj<%) ]Shvh dS—/Q(%)QPhUh dz =

= / fvh dz Yy, € Vj,. (34)
Q

Priblizné feSeni Ph budeme hledat ve tvaru
Np,
Py (z,w) =) a; (W) g (2). (3.5)
j=1

Dosazenim vztahu (3.5) do rovnice (3.4) a postupnou volbou bézovych funkei ¢; za
testovaci funkei v, dostéavame

Ny, th

Zaj/Vgpj-Vgpi dx—j—Zaj/ 0 @i dS —

j=1 & . 5= L ,
TV

Np
wH 2 .
— (—) Zaj/goj i dx:/fgpi dz. (3.6)
C _]:1 \Q \Q J/

myg bL

Tuto soustavu rovnic (3.6) miZzeme zapsat v maticovém tvaru
Aw)a =0, (3.7)

kde )
AlW)=K— j%@ - (%) M. (3.8)

Np,
i,j=1

Prvky matice hmotnosti M = (mij)f.vle a matice tlumeni C = (¢;;)

jici Sommerfeldovu okrajovou podminku, jsou dany vztahy

zde realizu-

Q T's

Matice Ml a C jsou také symetrické a pozitivné definitni.

3.2.1 Sestaveni matice hmotnosti

Sestaveni matice hmotnosti Ml probih& obdobnym zptisobem jako matice tuhosti K.
Tedy jednotlivé prvky matice hmotnosti M v navaznosti na danou triangulaci 7,
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oblasti {2 vypocteme jako

mij:/Q%' p; dr = Z/Kgoj p; do = mej (3.10)

Kemr, Kery,

Obdobné jako u vypoctu lokalnich piispévki k:fj do matice tuhosti K i souc¢in béazo-
vych funkei ¢; a ¢; je nenulovy pouze na trojthelnicich obsahujici oba vrcholy X;
a X, pifslusici témto bazovym funkcim. Tim padem je jen velmi malo nenulovych
lokalnich prispévku mf](» do matice hmotnosti M. Pouzitim referené¢niho zobrazeni
lze lokalni prispévek mf]{ do matice hmotnosti zapsat jako

mg:/k|detIB%K| @, $i di. (3.11)

Jelikoz sou¢inem dvou linearnich bazovych funkci ziskdme polynom druhého stupné,
pro integraci na trojuhelniku K vyuzijeme numerickou kvadraturu stejnou jako pro
integraci vektoru pravé strany na trojuhelniku K , tj. presnou az pro polynomy
druhého stupné. Lokalni pfispévek do matice hmotnosti miZzeme napsat ve tvaru

3
mfj( = |K| Z wm@J(Xm)@z(Xm)y (3.12)
m=1

kde vahy w,, a uzly X,, jsou dany vztahem (2.38).

3.2.2 Sestaveni matice tlumeni

U matice tlumeni C postupujeme analogicky. Jednotlivé prvky této matice vypo-

cteme jako
%:/ i pidS =) /Ssoj pidS =Y ¢, (3.13)
I's

Sevys Sevys
kde s je mnozina vSech stran triangulace 75, lezicich na ¢ésti hranice I'g. I v tomto

pripadé dostavame velmi malé mnozstvi nenulovych lokalnich piispévka c;gj do matice
tlumeni C. Lokélni pfispévek ij do matice tlumeni C lze za pouziti referencéniho

zobrazeni zapsat jako
cij = / S| @5 i dS. (3.14)
3

Jako u matice hmotnosti sou¢inem dvou linearnich bazovych funkci ziskdme poly-
nom druhého stupné definovany na referenc¢ni strané S. Vyuzitim stejné numerické
kvadratury jako pro integraci vektoru pravé strany dané Neumannovou okrajovou
podminkou lze lokalni prispévek do matice tlumeni napsat ve tvaru

2
¢y = 151D wndi(Xn)@i( X), (3.15)
n=1

kde vahy w, a uzly X,, jsou dany vztahem (2.39).
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3.3 Diskrétni feSeni Helmholtzovy rovnice

Obecné o Tesitelnosti Helmholtzovy rovnice (1.18) a jeji diskrétni podoby (3.7) po-
jednéva véta s nazvem Fredholmova alternativa. My zde uvedeme jeji znéni pro
diskrétni pripad, viz [1], [11].

Véta (Fredholmova alternativa). Necht matice A je o rozméru mxn a vektor b
o rozmeéru mx 1, kde m, n jsou prirozend c¢isla. Pak plati jedna z ndsledujicich dvou
moznosti:

1) Bud existuje TeSeni x € R™ nehomogenni rovnice

Az = b, (3.16)

2) anebo ma TeSeni y € R™ ndsledugici homogenni rovnice
ATy =0, (3.17)
kde yT'b # 0.

Dikaz této véty lze najit v [1].

Tato véta aplikované na nés pripad se symetrickou matici A = A(w) fiké, Ze pro zvo-
lené ¢islo w a nenulovy vektor pravé strany b méa rovnice (3.16) feSeni, anebo existuje
netrivialni feseni homogenni rovnice (3.17). Pokud bychom se zajimali o mnoZstvi
feSeni Az = b, tj. varianty (3.16), mohli bychom vyuzit Frobeniovu vétu, viz [14].
Tedy pro takové zadané kruhové frekvence, pro které je matice A (w) regularni, exis-
tuje pravé jedno feseni. Pokud by bylo zadané takové w, pro které je A (w) singularni,
nastane jedna z nasledujicich dvou moznosti:

1) Bud h(A) = h (A]b) a existuje nekone¢né mnoho feseni rovnice (3.16),
2) nebo h (A) < h(A]b) a neexistuje feseni rovnice (3.16).
O druhém piipadé (h (A) < h (A]b)) pak hovoii druhé tvrzeni Fredholmovy alterna-

tivy, kdy existuje nekonecné mnoho feseni homogenni rovnice (3.17). Tento ptipad
je charakterizovan vztahem mezi vektory y a b, kde plati yb # 0.

V dalsim odstavci nejprve pomoci tzv. modalni analyzy vySetiime feseni rovnice (3.17)
a dale pak v nésledujicim odstavci budeme fesit rovnici (3.16), jejiz FeSeni vyuzijeme
k sestrojeni frekven¢ni prenosové funkce.

3.3.1 Modalni analyza

Zde se pro jednoduchost omezime na pripad pouze s Dirichletovou a Neumanno-
vou okrajovou podminkou, tj. bez Sommerfeldovy okrajové podminky. Dale budeme
uvazovat f = 0. V tomto ptipadé se rovnice (3.7) zjednodusi na

<K - (%)2M> a=0, (3.18)
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ktera predstavuje zakladni rovnici modalni analyzy. Tato rovnice se nazyva zobec-
nény problém vlastnich ¢isel, viz [8]. Rovnice (3.18) mé pro nés nezajimavé trivialni

feSeni. Netrivialni feSeni existuje pravé tehdy, kdyz matice <K — (%)2 M> je singu-

det <K - <%)2M> —0. (3.19)

Regeni rovnice (3.19) vyhovuji zobecnéna vlastni ésla A = (%)2, kde jim odpovidajici
w nazyvame vlastni kruhové frekvence soustavy. Kazdému zobecnénému vlastnimu
¢islu A\ prislusi zobecnény vlastni vektor o, ktery predstavuje vlastni tvar kmitani
akustického prostoru na dané frekvenci. Na zakladé diskretizace pomoci metody ko-
necnych prvkia vime, Zze matice tuhosti K i matice hmotnosti M jsou symetrické

larni, a tedy kdyz

a pozitivné definitni. Diky tomu vime, Ze i matice A(w) = (K — (%)2 M) je syme-
tricka, a tedy vlastni ¢isla A jsou realné. Lze dokazat, Ze tyto vlastni ¢isla A jsou

w

nezaporna, viz [7]. To néas opraviiuje psat A = (;)2 s w=c/\prow e R,

3.3.2 Numericky vypocet frekvenc¢ni prenosové funkce

Nyni jiz budeme u rovnice (3.7) uvazovat vSechny zminéné okrajové podminky z od-
stavce 1.3 a vektor pravé strany. I v tomto piipadé nas budou zajimat predevsim
takové kruhové frekvence w, pro které nastava rezonance akustického prostoru.

Zvolme tedy urcity rozsah kruhovych frekvenci (w,,ws), ktery nas pro zadanou ulohu
zajima. V tomto intervalu vybereme konecny pocet kruhovych frekvenci w s kro-
kem h a ty postupné dosazujeme do rovnice (3.7). VyfeSenim této rovnice ziskdme
obecné komplexni vektor a. Nakonec pomoci pristupu frekvencéni prenosové funkce
zjistime, pro jaké hodnoty kruhové frekvence w ze zvoleného intervalu dochazi k re-
zonanci.

Frekven¢ni prenosova funkce je pristup hojné vyuzivany pii feSeni inzenyrskych pro-
blémi, kde tak oznac¢ujeme pomér Laplaceovych obrazu vystupu ke vstupu, viz [16].
Zde definujeme frekvenéni prenosovou funkci F' (w) jako pomér amplitudy akustic-
kého tlaku || P, (z,w) ||2 k amplitudé vstupniho buzenf || f (z,w) ||» na dané kruhové
frekvenci w, tedy

1B, .0) |
Flow)=——-"°, 3.20
“=F )l (3:20)

A

Vstupni buzeni, tj. vektor pravé strany b zadany funkci f (x,w), v této préci volime
jako jednotkovy akusticky zdroj v pfedem zvolenych bodech. Normu akustického
tlaku || P,||2 pocitame jako || Py ls = Ve Ma. Lokalni maxima frekvenéni pfenosové
funkce jsou potom hledané rezonan¢ni kruhové frekvence w.

Vyhoda pouziti frekvenc¢ni prenosové funkce je ta, ze ziskdme feseni obecnéjsi podoby
rovnice (3.7) pro libovolnou kruhovou frekvenci z uréitého rozsahu. Tento frekvenéni
rozsah muze byt omezen na par vyznamnych frekvenci na rozdil od modélni analyzy,
ktera poskytne rovnou celé frekvenéni spektrum. Negativem této metody je to, ze je
nutné vytesit mnohokrat rovnici (3.7) pro rizné kruhové frekvence w;. Déle je nutné
spravné navzorkovat rozsah kruhovych frekvenci (w,, wy).
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Kapitola 4

Numerické vysledky

V této kapitole nejprve otestujeme program vytvofeny v programovacim jazyku
MATLAB, viz [13], na ulohach se zndmym analytickym FeSenim. Tento program
nacte sit vytvorenou v programu Gmsh, viz [5]. Dale vyplni matici tuhosti K, matici
hmotnosti Ml, poptipadé matici tlumeni C a vektor pravé strany b. Nasledné pomoci
tohoto programu ukazeme numerické reSeni dalsich tloh. Rychlost zvuku jsme ve
v8ech piikladech zvolili ¢ = 343 m/s.

4.1 ReSeni pomoci modalni analyzy

4.1.1 Priklad 1 — model kmitajici membrany

Resme Helmholtzovu rovnici (1.17) pomoci metody koneénych prvkii na oblasti
Q2 = (0,5) x (0,1) spolu s Dirichletovou okrajovou podminkou na celé hranici
0) = T'p, viz obr. 4.1. Tento model popisuje naptiklad kmitani pevné uchycené
membrany, viz [3].

0 T T T T T T T T T x
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

)

Obréazek 4.1: Oblast €2 s ukazkou triangulace 7,. Cela hranice 0 je volena jako I'p.

Pro nalezeni rezonanc¢nich frekvenci pouzijeme modélni analyzu, tedy hledame ne-

trivialni FeSeni rovnice (3.18)
2
<K— (%) M> o =0.
c
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Nejmensi vlastni ¢isla A a k nim piislusici vlastni vektory této tlohy zjistime po-
moci programovaciho jazyka MATLAB piikazem eigs (K, C%M) Nasledné ze vztahu
w = VX spoéitame vlastni kruhovou frekvenci w.! Takto ziskané vlastni kruhové
frekvence na oblasti {2 porovname s analytickym fesenim dle [3] danym vzorcem

m?  n?

Winn, = CT0 F—i_ﬁ prom,n=1,2,3,..., (4.1)
kde a, b jsou délky stran obdélniku. V tabulce 4.1 jsou uvedeny nejnizsi vlastni kru-
hové frekvence ziskané numericky a dle analytického vzorce (4.1). Je vidét, Ze ziskané
kruhové frekvence jsou velmi blizké analytickym hodnotdm. Pii vétsich kruhovych
frekvencich w muze zac¢it hrat roli pocet bodi na jednu vlnovou délku. Pro in-
zenyrsky dostatecnou presnost se doporucuje alesponn 20 bodt na jednu vlnovou
délku. Pro vlastni kruhovou frekvenci ws, kdy prislusny vlastni vektor reprezentuje
vinéni s 2,5 nasobkem vlnové délky obdélnika €2, viz obr. 4.3 vpravo, tento limit
zvolené triangulace spliwuje (20,4 bodd na jednu vlnovou délku). Rozdil kruhové
frekvence ws; vypoc¢itané numericky vicéi hodnoté analytické je 0,6 %. Pro nume-
rické ziskédni vyssich vlastnich kruhovych frekvenci by jiz bylo vhodné&jsi zjemnit
vypocetni sit. Vybrané vlastni tvary kmiténi jsou zobrazeny na obr. 4.2 a 4.3.

Whn [rad - s7] || pomoci modalni analyzy | dle vzorce (4.1)
o 1102.2 1098.9
oy 11645 1160.6
W31 1261,7 1256,6
W41 1386,7 1380
Ws1 1533,1 152379

vy

mericky a analyticky:.

o o

Obrazek 4.2: Vlastni tvary kmitani odpovidajici prvnimu a druhému vlastnimu ¢islu
A s kruhovou frekvenci wy; = 1102,2 rad-s™1 (f1; = 175,4 Hz) a woy = 1164,5 rad-s™ !
(for = 185,3 Hz).

. w .
'Kruhovou frekvenci w lze pomoci vztahu f = o prepocitat na frekvenci f.
T
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Obrazek 4.3: Vlastni tvary kmitani odpovidajici ¢tvrtému a patému vlastnimu ¢islu
A s kruhovou frekvenci wy; = 1386,7 rad-s™! (fy = 220,7 Hz) aws; = 1533,1 rad-s™!
(fs1 = 244 Hz).

4.1.2 Priiklad 2 — model varhanni pistaly

Uvazujme nyni stejnou tlohu jako v prikladu 1 pouze s rozdilnymi okrajovymi
podminkami. Dirichletovu okrajovou podminku predepiSeme pouze na pravé strané
obdélniku a na zbylych tfech stranach budeme uvazovat Neumannovu okrajovou
podminku ve tvaru (1.20), viz obr. 4.4. Toto nastaveni muze modelovat zakladni
frekvence varhannich pistal.

Ty

[y 057 Ip

0 T T T T T T T T T
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Ty

Obrazek 4.4: Oblast €2 s ukazkou triangulace 7,. Hranice 052 je volena jako I'p a I'y.

Numericky vypocet vlastnich ¢isel A a k nim pfislusicich vlastnich vektori a nésledny
vypocet kruhové frekvence w, respektive frekvence f, je analogicky jako v prikladu 1.
Tento matematicko-fyzikalni model predstavuje takzvany ¢tvrtvlnovy rezonétor, je-
hoz vlastni frekvenci lze spoé¢itat pomoci vzorce dle [2]| jako

le

fo=37@k=1)  prok=123..., (4.2)

v

kruhovych frekvenci vypoc¢tenych pomoci modélni analyzy a dle vzorce (4.2). Tyto
hodnoty se témér shoduji.

Z priibéhi vlastnich tvari kmitani na obr. 4.5 a 4.6 je zfejmé, ze Dirichletova okra-
jova podminka na pravé strané obdélniku je splnéna. Neumannova okrajova pod-
minka predepsané na zbyvajicich stranach obdélniku vynucuje, aby zména tlaku na
¢asti hranice 'y ve sméru vnéjsi normély n byla nulovi. Tohoto pozadavku je také
dosdhnuto, viz obr. 4.5 a 4.6.
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wi [rad - s7!] || pomoci modélni analyzy | dle vzorce (4.2)
w1 107,8 107,8
) 323,4 323,3
ws 539,2 538,8
") 755.5 754.3
Ws 972,3 969,8

cvv .

0.5

Obrazek 4.5: Vlastni tvary kmitani pro akusticky tlak odpovidajici prvnimu a dru-
hému vlastnimu ¢islu A s kruhovou frekvenci w; = 107,8 rad - s™! (f; = 17,2 Hz)
awy =323 4 rad st (fa = 51,5 Hz).

Obrazek 4.6: Vlastni tvary kmitéani pro akusticky tlak odpovidajici ¢tvrtému a pé-
tému vlastnimu ¢islu A s kruhovou frekvenci w, = 755,5 rad - s™' (f, = 120,2 Hz)
aws=9723rad-s™! (f5s = 154,7 Hz).

4.2 Reseni pomoci frekvenc¢ni prenosové funkce

4.2.1 Priiklad 3 — druhy model varhanni pistaly

V tomto piipadé budeme fesit obdobnou tlohu jako v piikladu 2 s tim rozdilem, ze
na pravé strané obdélniku misto Dirichletovy okrajové podminky budeme uvazovat
cast vnéjstho prostoru, do kterého se akustickd vina §ifi, a na jeho hranici predepi-
seme Sommerfeldovu okrajovou podminku, viz obr. 4.7. Toto nastaveni predstavuje
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realisti¢téjsi matematicko-fyzikalni model varhanni pistaly, jelikoz je zde zachycen
prechod akustické viny z rezonatoru do vnéjsiho prostoru. Dale predepiSseme v e-okoli
bodu A = [0,5; 0] jednotkovy bodovy zdroj, tj.

A )1, prox e U.(A)
fw,w) = {O, proz ¢ U. (A) (4:3)

s

Ty

Ty o I's

Ty

s

Obrazek 4.7: Oblast 2 s ukazkou triangulace 75,. Hranice 0f2 je volena jako I'y a ['s.

Pro nalezeni rezonanc¢nich frekvenci numericky spocitame frekvencéni pfenosovou
funkeci v rozsahu w, = 27 - 10 rad - s7! aZ wp = 27 - 165 rad - s7! s krokem h = 0,5.
Budeme tedy hledat pro jednotlivé kruhové frekvence w feseni rovnice (3.7)

(K—j%@— <%)2M> a=b.

Ze ziskaného feSeni o pak pomoci vztahu (3.5) ziskame piiblizné feSeni P,. Norma
akustického tlaku P, v zavislosti na volbé w je zobrazena na obr. 4.8. Hodnota normy
||]5h||2 pro zvolené w predstavuje piimo hodnotu frekven¢éni prenosové funkce tak,
jak je definovana rovnici (3.20) diky volbé jednotkového bodového zdroje v predem
zvoleném bodé.

250 T
w 103.7

200 - b

w 307.9

50 - bl

w 508.9
: w 732 020
w 625.2] ¢ w 920.5
0 . J\\ ‘ ) A
0 200 400

600 800 1000 1200
w

Obrézek 4.8: Zéavislost normy akustického tlaku P, na kruhové frekvenci w a zobra-
zeni hodnot w, pro které nastévaji lokalni maxima.
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Z obr. 4.8 je vidét, ze rezonan¢ni kruhové frekvence w jsou lehce odlisné od hodnot
uvedenych v tabulce 4.2 s vyjimkou dodateéné kruhové frekvence w = 625,2 rad- s~ 1.
Pro tuto kruhovou frekvenci w = 625,2 rad - s7! ziskdvame tvar kmitani, ve kterém
kmita predevsim vnéjsi prostor, viz obr. 4.9. Tento tvar kmitani neni fyzikalni a je
zpusoben pouze volbou rozméru vnéjsitho prostoru. Dalsi vybrané vlastni tvary kmi-

tani akustického tlaku jsou zobrazeny na obr. 4.10 a 4.11.

Jeden z duvodi lehce odlisnych kruhovych frekvenci w od hodnot uvedenych v ta-
bulce 4.2 miize byt ten, Ze na pravé strané akustického rezonatoru akusticka vina
prechazi do otevieného prostoru. To je patrné zejména pii vyssich kruhovych frek-
vencich w, kdy rovinny charakter akustické viny pozvolna prechézi na siteni kulo-
vych vin z bodu 1sti rezonatoru do volného prostoru, viz obr. 4.11. Oproti tomu
je v prikladu 2 na pravé strané predepsana Dirichletova okrajova podminka, ktera
vynucuje, aby hodnota tlaku zde byla nulova. V neposledni fadé malé odchylky mo-
hou byt zptisobené tim, ze pii vypoctu frekvenéni pfenosové funkce dosazujeme do
rovnice (3.7) kone¢ny pocet kruhovych frekvenci w.

0.5

-0.5 —

Obrazek 4.9: Nefyzikalni vlastni tvar kmitani odpovidajici kruhové frekvenci w =
625,2 rad - s7! (f = 99,5 Hz). Nejvétsi amplituda kmitani akustického tlaku se na-
chazi ve vnéjsim prostoru.

Obrazek 4.10: Vlastni tvary kmitani odpovidajici kruhové frekvenci w = 103,7 rad -
s7t (f=16,5Hz) aw = 307,9 rad - s™! (f =49 Hz).
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Obrazek 4.11: Vlastni tvary kmitani odpovidajici kruhové frekvenci w = 732 rad-s*

(f =116,5 Hz) a w = 920,5 rad - s~ (f = 146,5 Hz).

4.2.2 Priklad 4 — model motorového prostoru

Po otestovani vytvoreného programu na matematicko-fyzikalnich modelech, u kte-
rych je zndmo analytické reSeni, nyni pfistoupime k numerickému reseni na oblasti {2
s Neumannovou a Sommerfeldovou okrajovou podminkou na hranici 9€2, viz obr. 4.12
vpravo. Toto nastaveni reprezentuje zjednoduseny matematicko-fyzikalni model mo-
torového prostoru, ktery je inspirovidn modelem motoru malého bagru firmy Bobcat,
viz obr. 4.12 vlevo. Jednotkovy bodovy zdroj postupné predepiSeme v e-okoli bodu:

a) A=10,5;0,5],
b) B = [0,45;0.8].

Obrazek 4.12: Vlevo je zobrazen model motorového prostoru malého bagru firmy
Bobcat. Vpravo je zobrazena oblast 2 zjednoduseného modelu s ukézkou triangu-
lace 7,. Hranice 02 je tvorena I'y a I's, kde hranice I'y neni v obrazku oznacené
a sklada se z ¢asti kiivek reprezentujici pevné stény motorového prostoru.

Pro nalezeni rezonancnich frekvenci budeme postupovat analogicky jako v prikladu 3.
Frekvenéni pienosova funkce vypoéitana v rozsahu w, = 27 - 40 rad - s7! az wy, =
271 - 390 rad - s7! s krokem h = 0,5 s buzenim v e-okoli bodu A je zobrazena na
obr. 4.13 a pro buzeni v e-okoli bodu B na obr. 4.14.
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Obrézek 4.13: Zéavislost normy akustického tlaku P, na kruhové frekvenci w a zob-
razeni hodnot w, pro které nastavaji lokdlni maxima pro buzeni v e-okoli bodu

A =10,5;0,5].

25

20

e w 719.4

0 Il
0 500 1000 1500 2000 2500

Obrazek 4.14: Zavislost normy akustického tlaku P, na kruhové frekvenci w a zob-
razeni hodnot w, pro které nastavaji lokdlni maxima pro buzeni v e-okoli bodu
B =10,45;0,8].

7 porovnani obr. 4.13 a 4.14 lze vidét, ze si jednotlivé polohy lokalnich maxim pro
buzeni v e-okoli bodu A = [0,5;0,5] a B = [0,45;0,8] odpovidaji, i kdyz hodnoty
lokdlnich maxim jsou rozdilné. Pro w = 1828 rad - s™! v pifpadé b) nastava velmi
nevyrazné lokalni maximum, kdy je akustické kmitani nejvyraznéjsi predevsim v le-
vém hornim rohu, viz obr. 4.15. Tvar kmitani ziskany pro buzeni v e-okoli bodu
A =10,5;0,5] pro w = 1828 rad - s™! méa odligny prostorovy pritbéh. Ostatni vlastni

e, e
cvv .

NV weiv s

ceméné rovnobézné s osou x. Pro frekvence f = 309,1 Hz, respektive f = 351,6 Hz,
jsou pak akustické vlny dominantné rozlozeny podél uhlopticky zleva nahoru, re-
spektive shora doprava. Pro jednotkovy bodovy zdroj predepsany v e-okoli bodu
C' = [0,525;0,3] byly ziskany velmi podobné vysledky jako pro buzeni v ptipadé a),
tedy v e-okoli bodu A = [0,5;0,5].
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a) Buzeni v e-okoli bodu A = [0,5;0,5] b) Buzeni v e-okoli bodu B = [0,45;0,8]
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Obréazek 4.15: Vybrané vlastni tvary kmitani akustického tlaku pro buzeni v e-okoli
bodu A = [0,5;0,5] (vlevo) a B = [0,45;0,8] (vpravo).
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Zaveér

V této praci jsme se zabyvali tlohami akustiky a jejich numerickym FeSenim. Nejprve
jsme vlnovou rovnici popisujici Siteni akustickych vin odvodili ze zakladnich fyzikal-
nich zakoni a doplnili o tfi razné okrajové podminky na hranici oblasti. Dale jsme
popsali principy metody kone¢nych prvkii na modelové tloze. Tu jsme prevedli do
slabé formulace, diskretizovali pomoci metody koneénych prvka a dikladné popsali
v8echny potiebné kroky pri tvorbé konecné numerické procedury.

Tyto principy jsme nasledné aplikovali pfi numerickém feseni Helmholtzovy rovnice.
Zde jsme vyuzili dvou pfistupii pro nalezeni rezonanénich frekvenci daného systému.
Prvni byl zaloZen na modalni analyze, tj. hledali jsme zobecnéna vlastni ¢isla vy-
sledné soustavy rovnic daného systému, a druhy byl zalozen na numerickém vypoctu
frekvenéni prenosové funkce (FPF). Hodnoty frekvenéni pfenosové funkce na inter-
valu naseho zadjmu jsme urcili opakovanym dosazovanim riznych hodnot kruhové
frekvence. Lokélni maxima FPF jsou hledané rezonanc¢ni kruhové frekvence.

Jako hlavni vysledek této prace jsme v programovacim jazyku MATLAB vytvorili
program realizujici metodu kone¢nych prvki. Tento program nacte sit vytvorenou
v programu Gmsh, sestavi piislusné matice, vektor pravé strany a umoznuje apliko-
vat tfi rizné okrajové podminky v libovolné kombinaci. Funkénost tohoto programu
jsme otestovali na nékolika ilohach se znamym analytickym feSenim. Ve vSech piipa-
dech jsme dosahli dobré shody s o¢ekavanymi vysledky. Porovnali jsme téz vhodnost
predepsani Dirichletovy a Sommerfeldovy okrajové podminky v tsti akustického re-
zonatoru. Nakonec jsme pomoci tohoto programu fesili zjednoduSeny matematic-
ko-fyzikalni model motorového prostoru inspirovany modelem motoru firmy Bobcat.
I pro tuto netrivialni dlohu byly ziskany vlastni tvary a vlastni frekvence kmitani
v rozumném frekvenénim rozsahu.
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Priloha

Soubor ve formatu .zip obsahujici triangulace oblasti a program pro numerické reseni
Helmholtzovy rovnice pomoci MKP.
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