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Poslucha¢ se seznami s prvky pfiblizného dynamického programovani*, coZ je metoda
matematické optimalizace spoéivajici v postupné aproximaci hodnotové funkce.

Poslucha¢ si déale vybere jednu z metod technické analyzy, coz je soubor heuristickych
pravidel pro obchodovéni na finanénich trzich.

Konkrétné v ramci simulaéniho prostiedi, pouzivaného na skolicim pracovisti, vybranou
metodu technické analyzy (v C++) implementuje.

Pomoci nékteré metody pfiblizného dynamického programovani navrhne a implementuje
protistrategii, pro niz nasledné pomoci simulace odhadne stfedni vynos a riziko.

*Priblizné dynamické programovani (approximate dynamic programming) je moderni
numerickd metoda, spotivajici v postupné aproximaci hodnotové funkce. Jeji zékladni
verze se snazi odhadnout optimalni politiku pro kazdy prvek stavového prostoru, nastava
zde vSak troji prokleti dimenzionality: stavového prostoru, rozhodovaciho prostoru a
ndhodného prvku. Nekteré tlohy (mezi néz bohuzel patii préve ty finanéni), navic nelze
rozumné s konefnym stavovym prostorem formulovat: toto vie jsou vyzvy, kterym bude
muset poslucha¢ Celit a jejich Gsp&sné prekonani mize byt cennym vysledkem prace.
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Uvod

Pojednanie o tom, ako spolahlivo zarobit na finanénom trhu, je predmetom sktimania
roznych vedeckych odvetvi uz od vzniku kapitalovych trhov v 17. storo¢i. Dnes je investo-
vanie na beznych financénych trhoch prevazne automatizované pomocou programov, ktoré
istym sposobom algoritmicky obchoduji na trhu. Potreba vylepsovat tieto algoritmy, ale
aj hladat iné spolahlivé a profitabilné metody pre investovanie obchodnikov viedli roz-
nymi smermi. Jednym zo smerov je technickd analyza ako subor heuristickych met6d
zalozenych na sledovani opakujtcich sa trendov. Tieto metdédy st matematicky aj ekono-
micky vedecky nepodlozené, za svoju uz takmer storo¢nii histoériu si vSak nasli mnozstvo
podporovatelov, ktori ich pouzivanim zarobili mnozstvo penazi. Na druhej strane maju
minimalne tolko odporcov, a tak diskusia o ich kvalite zdaleka nie je ukoncené.

Dalsou z moznosti, ako obchodovat na trhu, je nepochybne vyuzitie matematickych
metodd. Exaktna matematika je na nepredvidatelné prostredie kapitalovych trhov len tazko
aplikovatelna, uplatnenie si ale najdu Statistické a stochastické metody. Nakolko beznou
stratégiou obchodnika na trhu je maximalizovat zisk, prirodzene sa hlasia o slovo aj me-
tody matematickej optimalizécie. Jedna z nich, dynamické programovanie, poskytuje od
svojho vzniku v 50. rokoch 20. storocia kostru pre rieSenie problémov z oblasti operacného
vyskumu, s priemyselnymi aplikdciami od optimélneho priradovania vodi¢ov kamiénov k
zakazkam aZ po riadenie uctovnictva velkych firiem.

V préci sa budeme venovat pokusom o aplikaciu tychto pre finan¢ény trh nestandard-
nych metéd k hladaniu investicnych stratégii. Na zaciatku uvadzame zakladny prehlad
o matematickych metodach, ktoré v dalsich kapitolach aplikujeme na finanéné problémy.
Definujeme zakladné pojmy dynamického a priblizného dynamického programovania, opi-
sujeme zname pouzivané algoritmy pre rieSenia problémov a diskutujeme pozitiva aj ne-
dostatky ich vyuzitia. V druhej kapitole vyuzijeme dynamické programovanie k vytvoreniu
dvoch netrivialnych investi¢nych stratégii pre jednoduché obchodovanie s 1 akciou. Po-
mocou implementécie v programovacich prostrediach sa poktsime o analyzu profitability
tychto navrhnutych stratégii a tiez stratégii zaloZzenych na troch klasickych indikatoroch
technickej analyzy. V zévere prace sa presunieme na simulator vysokofrekven¢ného trhu,
kde implementujeme indikator technickej analyzy MACD a navrhneme a implementu-
jeme vlastni stratégiu zalozenii na pribliZznom dynamickom programovani. Simulaciou
tohto trhu s viacerymi tcastnikmi porovname ich profitabilitu.



Kapitola 1

Dynamické programovanie

1.1 Motivacia a historicky vyvoj

Optimaliza¢né tlohy I'udstvo suzuji uz od nepamaéti. V principe trivialne myslienkové
postupy, ako zvladat bezné situécie, ¢i tazkosti, ktoré nam zivot stavia do cesty, ¢asto
kulminuju prave k formulacii dloh, pri ktorych je potrebné maximalizovat ¢i minimali-
zovat rozne hodnoty. Uz bezné prirodné tkazy, ako napriklad spravanie sa stahovavych
vtakov pri migracii do teplejsich oblasti, javia znaky optimalizacie, kde vtaky kombinaciou
zmyslov, vrodenych reflexov ¢i odpozorovaného spravania za chodu analyzuji informacie
o okoli a optimalizuju rychlost, vysku ¢i formaciu letu, aby sa do svojich destinécii dostali
¢o najrychlejsie a s ¢o najmensou spotrebou energie. Tato vtacia stratégia dala nazov
algoritmu (Migrating birds optimization), ktorého rozne formy sa vyuzivaju v rieSeniach
hned niekolkych optimaliza¢nych problémov. Niektoré z nich, napr. [Knapsack MBO| uz
s letom vtakov maju pramélo spolo¢ného. Aj nestahované vtaky maji k optimalizacii
oc¢ividne velmi blizko, kde niektoré druhy jej principy vyuzivaju k zniZovaniu energeticke;
naro¢nosti lovu, a to kombinédciou tsporného letu a skokov po stromoch. Mechanike a
energetike tohto optimalizovaného pohybu sa venuje napriklad [Birds|. Clanok [HoO] zasa
opisuje rozne dalsie prirodné a kultirne tukazy, kde v8ade sa aj bez najmensej zmienky
o matematike vyskytuju problémy a rieSenia stvisiace s optimalizaciou; niektoré z nich,
verim, stoja za zmienku v nasledujucich odstavcoch.

Nepochybne zaujimavy je princip pavicieho lovu, kde sa pavik vyda ku koristi zasek-
nutej v pavuéine istou netrividlnou cestou po vlaknach pavuciny - podla nézoru niekto-
rych biolégov prave tou najkratsou. Tu je analégia so sldvnou skupinou optimalizacnych
problémov najkratSej cesty uz na pohlad zrejma.

Aj v starovekej ¢inskej literatture nachadzame zaujimavé priklady optimalizacie. Ked
podla pribehu kral oblasti Qi vyzval na konské preteky jedného zo svojich subjektov,
chovatel Tian Gi vyuzil k porazeniu krala jednoduchu optimalizacnu stratégiu: ked po
rozbehu videl, Ze najrychlejsi kralov kon je rychlejsi ako jeho najrychlejsi, a rovnako druhy
aj treti najrychlejsi su rychlejsi ako jeho druhy a treti, musel pred findlnymi pretekmi po-
rozmyslat. Do troch pretekov mal postavit tri kone: jedného na siboj s najrychlejsim
kralovym, druhého na siboj s 2. najrychlejsim kralovym, a treticho na suboj s 3. naj-
rychlejsim kralovym. Vitazstvo v 2 z 3 pretekov tak dosiahol jednoducho: obetoval prvy



pretek, kde s najrychlejsim kralovym postavil do siboja svojho 3., teda najpomalSicho.
V druhom preteku postavil svojho najrychlejsieho, ktory bol schopny porazit kralovho 2.
najrychlejsieho, rovnako ako v trefom preteku Tianov 2. najrychlejsi porazil kralovho 3.
najrychlejsieho. Tian Gi dokézal vyuzit rozhodovaci proces vo svoj prospech a zo situécie
s trochou rozumu vytazil maximum optimélnou stratégiou. Aj dnes dynamickym prog-
ramovanim hladame optiméalne stratégie, velmi ¢asto spésobom principialne podobnym
tomu, aky pouzil Tian Gi ddvno pred zrodom matematickej optimalizacie a to analyzou
moznosti, ktoré nastani nasimi rozhodnutiami a naslednym vyberom tych rozhodnuti,
ktoré vedi k optimalnemu rieSeniu celého problému.

Vyssie uvedené priklady (a mnozstvo dalsich) demonstruji, Ze optimalita je nepo-
chybne prirodzenou stcastou prirody. Je fundamentalnym faktorom v prirodnych proce-
soch, riadi spravanie a zivot zvierat aj ¢loveka pri socidlnych ¢i biologickych aktivitach.
Ludia sa implicitne aj explicitne optimaliza¢nym problémom venuju tisicro¢ia, avsak pri-
stupy, ktoré pri rieSeni pouzivali, sa principidlne liSia s tymi dneSnymi. V minulosti k
hladaniu optiméalnych stratégii neboli k dispozicii simulacie a dodnes nie je tplne pre-
svedcivo vysvetlené, ako vyvoj optimalizacnych metdd vlastne prebiehal. Ak sa tri obce
nevedeli rozhodnit, v ktorej z nich postavit Skolu pre deti tak, aby to mali deti ¢o najb-
liz&ie zo v8etkych troch, bol na svete optimaliza¢ny problém, ktory sa dal simulovat hned
niekolkymi sposobmi. Za jeden zo zaujimavych sa da povazovat vyuZitie gravitacie: vy-
tvorené su tri diery v stole (alebo podobnej horizontalne stojacej doske), ktoré svojim
rozlozenim kopiruju pédorys umiestnenia obci. Do dier sa z hornej ¢asti stola prestréia tri
kusy povrazu. Konce povrazov nad doskou su zviazané do jedného uzla a na dolné konce
vSetkych troch je umiestnené zavazie rovnakej hmotnosti. Ked sa tento systém vplyvom
gravitacie dostane do rovnovéahy, poloha uzla na stole je miestom optimélneho umiestnenia
skoly. Optimaliza¢ny problém takéhoto jednoduchého rédzu sa ale samozrejme da kvanti-
fikovat aj matematicky. Este predtym, nez sa dostaneme k optimaliza¢nému formalizmu,
zhrnime pre tplnost v nasledujtcich odstavcoch v rychlosti historicky vyvoj dynamického
programovania, ako je opisany v [HistofDP].

Koncept dynamického programovania vznikol na prelome 40. a 50. rokoch 20. storocia
v praci Richarda Bellmana!. V ingtitate RAND?, kde v oddeleni pre matematiku pracoval
od roku 1949, sa spolu s kolegami v tomto obdobi venovali réznym aplika¢nym problé-
mom tedrie hier. Jeden z doélezitych problémov bola optimélna stratégia vyberu cielov,
napriklad vo vojnovych stavoch pri vol'be strategickych objektov nepriatela, ktoré maju
byt zasiahnuté navigovanymi raketami. V tej dobe sa k optimaliza¢nym tloham tohto
typu pouzivala teoéria variacného poctu, ktora ale ¢asto nie je pouZitelna pri diskrétnych
stavovych priestoroch ¢ pripadoch, kde pravdepodobnostné funkcie nie st diferencova-
telné. Bellman na tieto problémy nasadil rozne algoritmy ,hrubej sily”, ktoré ho postupne
doviedli k objaveniu technik, ktoré pri rieSeni postupuji istou formou rozumne zvolenej
rekurzie. Tento postup formuloval pre stochastické problémy s nasledujicimi vlastnostami:

1. stavy systému je mozné opisat malym mnozstvom parametrov;

'Richard Ernest Bellman (26.8.1920 - 19.3.1984) bol americky aplikovany matematik
2RAND Corporation (zalozeny 1948) je spolo¢nost a think tank zaoberajtci sa vedou a vyskumom
pre Ozbrojené sily USA



2. v kazdom stave sa vykona rozhodnutie, ktorého transformuje aktualny stav na na-
sledujuci, zasa opisatelny podobnymi parametrami;

3. historicky vyvoj systému nijako neovplyviiuje budicnost, t.j. ista forma Markovove;j
vlastnosti.

Tto techniku nazval Bellman ,principom optimality”, ktora pod optimalnou stratégiou
rozumie taku, ktoréd je optimalna v kazdom kroku, teda nezavisle na tom, aké rozhodnu-
tia sa urobia v predoslych ¢asoch. Jediné, na ¢om rozhodovacia stratégia v danom kroku
zavisi, je aktudlny stav, v ktorom sa systém nachédza. Tento stav tak v sebe nesie vsetky
informacie, ktoré v danom kroku potrebujeme na vykonanie rozhodnuti, ¢o je myslienka,
s ktorou sa dynamické programovanie pasuje dodnes. Prave mnozina tychto stavov, tzv.
stavovy priestor, si vSak so sebou nesie jedno z ,prekliati dimenzionality (curses of dimen-
sionality)“, ¢o je dalsi pojem pochadzajici od Bellmana vyjadrujici fakt, ze v drvivom
mnoZstve modelovanych problémov je mnoZina pripustnych stavov enormne velké, ¢o spo-
sobuje narast ¢asovej aj paméatovej narocnosti moznych algoritmov na rieSenie. Aj preto je
aj v dnesnej dobe takmer nemozné vyriesit ,yvelké* problémy dynamického programovania
a vo VicSine pripadov sa tak pouziva ista forma aproximacie.

Moderné problémy dynamického programovania st teda prevazne o najdeni ,rozum-
nej“ formy opisu problému, pod ¢im rozumieme tlohu ¢o najlepsie zvolit stavovy systém
tak, aby riesitela nezaskocilo prekliatie dimenzionality. K tomuto sa od polovice minu-
lého storoc¢ia vymyslelo mnozstvo technik a algoritmov, prekliate dimenzionality tu vSak
pri enumerativnych matematickych problémoch, ktorych rieSenia v istom zjednodusenom
zmysle vyzaduju prejst vSetky moznosti, stale bude. Prave preto sa aj v dnesnej dobe
superrychlych pocitacov a pokrocilych vypoctovych metod stéale javi byt najlepsim po-
stupom kombinacia istych foriem aproximacie, selektivnych vypoctov a tzv. sedliackeho
rozumu - t.j. heuristického pozorovania skuseného oka cloveka ¢i pripadnych modelov
umelej inteligencie.

Zaverom tejto sekcie sa isté patri objasnit nazov kapitoly ako taky - preco si Bellman
zvolil prave ndzov dynamické programovanie? Podla spomienok Bellmana a jeho blizkych
kolegov z [HistofDP| to vzniklo ako krycie meno vyskumu, ktorému sa v RAND-e venovali.
Zaciatkom 50. rokov bol ministrom obrany Spojenych §tatov Robert Lovett?, a on ani jeho
jeho nastupca Charles Wilson® neboli fantsikmi teoretického vedeckého vyskumu. Bellman
tak potreboval fakt, Ze sa venuje matematickému vyskumu, pred vysokymi predstavitelmi
utajit - RAND Corp. bol financovany, a de facto aj riadeny ministerstvom obrany - a tak
prisiel k ndzvu dynamické programovanie. Vzniklo to spojenim dvoch terminov: progra-
movanie, ako zobecnenie pojmu rozmys§lania, planovania, robenia rozhodnuti, ¢o bolo v
principe to, o ¢o sa vo vyskume snazili; zatial ¢o pridavné meno dynamicky dobre opi-
sovalo formu, akou sa samotné rieSienie vykonévalo - roznorodé, adaptivne, v casovych
krokoch. Rolu tiez hral fakt, Ze k pridavnému menu dynamicky (dynamic) by ¢lovek len
tazko hladal negativny podton, a tak tymto vyberom zabili hned dve muchy jednou ranou.

3Robert Abercrombie Lovett (14.9.1895 — 7.5.1986) bol americky vojak a politik, 4. minister obrany
USA (1951 - 53)

4Charles Erwin Wilson (18.7.1890 — 26.9.1961) bol americky inZinier, businessman a politik, 5. minister
obrany USA (1953 - 57)



Rozhodnutie Rozhodnutie

— Aktudlny stav —— Nasledujuci stav —>

Odmena/cena rozhodnutia  Odmena/cena rozhodnutia

Obr. 1.2.1: Princip rozhodovacieho procesu medzi stavmi

Aj preto v roku 1953 v RAND-e vysiel prvy report o dynamickom programovani prave
s tymto nazvom (An Introduction to the Theory of Dynamic Programming), a v roku
1957 nasledovala kompletna kniha [Bellman|, ktora dodnes poskytuje kostru pre vyskum
v dynamickom programovani.

1.2 Typické problémy dynamického programovania

[Puterman| a [Powell| vymentvaji mnoZstvo modelovych tloh a problémov z matema-
tickej teorie, ale aj realnej praxe, kde sa rieSenie da modelovat a hladat pomocou dyna-
mického programovania. Uved me aspon niektoré ich zakladné ¢rty. Optimalizac¢né tlohy s
rozhodnutiami vznikaju v oblastiach Tudskej ¢innosti od investovania na finanénom trhu,
cez priemyselni vyrobu az po management narodnych hospodarstiev svetovych velmoci.
Vyskytna sa ale aj pri volnocasovych aktivitdach, s mnohymi aplikdciam i v hrach ako
je backgammon ¢i bridz. Vsetky tieto modelové problémy maja charakteristiky robenia
rozhodnuti, naslednym pozorovanim zmien a nového stavu po vykonani rozhodnutia a na-
sledne robenie dalsich rozhodnuti s pouZzitim novozistenych informacii. Patria do skupiny
tzv. sekvenénych rozhodovacich procesov (sequential decision problems), ktorych formu-
lacia je ¢asto zrejma z podstaty modelu, ale rieSenie je zvycajne vysoko netrividlne a jeho
charakter neodhadnutelny z formulacie problému ako takého.

Inzinierske a ekonomické problémy st zvycajne formulované so spojitymi stavovymi
aj rozhodovacimi priestormi, zatial ¢o operacny produkuje modely s diskrétnymi aj spo-
jitymi parametrami. V oboch pripadoch sa vsak jedna o formulaciu modelu v podobe
rekurzivnych rovnic, ktorych premenné st prvky stavového priestoru vyjadrujtce zavis-
lost systému na celej doterajSej historii v istej skompaktnenej podobe. V kazdom stave
sa po zvoleni rozhodnutia dostaneme do dalsieho stavu. Rozhodnutia vykonavame podla
toho, ¢o ich vykonanie prinesie - napriklad pri investovani na finanénom trhu néas rozhod-
nutie ,kupit akciu“ bude stat pomyselni cenu akcie v danom ¢ase. Podobne pri rozhodnuti
,predat akciu“ zinkasujeme odmenu v podobe predajnej ceny. Toto postupné rozhodovanie
na zéklade dostupnych informacii je hnacou silou dynamického programu.

Spomenme bodovo zopéar Specifickych, ale stale velmi irokych tried problémov, kde
sa hojne vyuziva dynamické programovanie.



1. Distribucia rozpoc¢tov. Pre dany fixny rozpocet hladdme optimalne rozloZenie
zdrojov na aktivity, ktoré prinasaju zisk alebo stratu pripadne zavisiac na tom,
kolko do danej aktivity investujeme. Kazda spolo¢nost potrebuje pracovat so svo-
jim rozpoc¢tom tak, aby minimalizovala stratu, resp. maximalizovala zisk za nejakych
podmienok (medzi ktoré moze patrit napriklad préave fixna hodnota rozpoé¢tu, prile-
Zitosti na investicie, atd.). Kandidati na politické funkcie potrebuju alokovat zdroje
na reklamu, chod kampane ¢ dalsie vydavky, alebo sa rozhodovat ktoré Specifické
miesta v State navstivit a kolko ¢asu tam stravit.

2. Skladovanie. Majme fixny obmedzeny skladovaci priestor (sklad potravin ¢i su-
rovin, ale aj napriklad nabity batériovy ¢lanok v ktorom ,skladujeme” energiu), v
ktorom je potrebné rozhodovat, kolko surovin & energie uskladnit, a naopak, kol'ko
volného priestoru sa nam oplati ponechat. Rozhodnutia robime na zaklade vplyvu
vonkajsich parametrov, ako su aktuédlne ceny surovin ¢i energie, ko[ko miesta maju
k dispozicii konkurenc¢né sklady, a podobne.

3. Predaj a ndkup na finanénom trhu. Oplati sa za danych podmienok (cena, roz-
pocet,...) kipit akcie ¢i komodity na finanénom trhu? Kedy vlastnené akcie naopak
predat? Finan¢na problematika trhu s racionalnymi agentmi je prave tématikou
podstatnej c¢asti préce.

4. Cenotvorba (pricing). Ako spominame vyssie, dynamické programovanie je pou-
ziteIné v modelovani spravania sa na trhu. Neprekvapi teda, Ze jeho obdoby najdu
uplatnenie v pricingu akcii ¢ opcii, nakol'ko cena je silne ovplyvnena spravanim sa
agentov na trhu.

5. Dynamicka alokacia. K dispozicii majme fixny pocet zdrojov. Za danych pod-
mienok je potom tlohou rozhodniit, ako optimélne alokovat tieto zdroje k roznym
aktivitam, aby sa maximalizoval isty azitok. Iste nezaSkodi predstava napriklad I'ud-
skych zdrojov - pocet vodi¢ov nakladnych aut, ktorych mame k dispozicii na odvoz
¢i privoz tovaru. Niektori z dostupnych vodi¢ov mozu mat povolenie Soférovat len v
istych krajinach, zatial ¢o vSetci mozu byt na ceste len isty pocet hodin v tyzdni.
Na zaklade tychto (alebo roznych d'alsich) podmienok rozhodnime, ako optimélne
alokovat vodic¢ov k jednotlivym zékazkdm, aby sa maximalizoval profit spolo¢nosti,
ale zaroven boli dodrzané pracovné hodiny vodicov a respektované ich povolenia.

Zaverom pre nazornost explicitne definujme a nazna¢me rieSenie slavneho problému, v
ktorom zretelne zazneji uz spominané techniky dynamického programovania.

1.2.1 Problém najkratsSej cesty

Problém najkratsej cesty je slavnym problémom teorie grafov, v ktorom hladéame cestu
medzi dvoma vrcholmi grafu tak, aby tato cesta bola v istom zmysle najkratsia. V rychlosti
uvedme zakladné pojmy teoérie grafov, aby bolo mozné sa v terminolégii zorientovat.

Grafom G rozumieme usporiadant dvojicu (V, E) neprazdnych koneénych mnozin, kde
V' nazyvame mnozinou vrcholov a F nazyvame mnozinou hran - dvojic vrcholov, medzi



ktorymi je mozné prechadzat. Podla charakteru mnoziny E - obsahovat moze usporia-
dané, resp. neusporiadané dvojice vrcholov - rozdel ujeme grafy na orientované (prechadzat
hranou je mozné len smerom z prvého do druhého vrcholu usporiadanej dvojice), resp.
neorientované (prechadzanie hranou nie je obmedzené smerom). Graf dalej nazveme ohod-
noteny, ak je k dispozicii neprdzdna mnozina W tzv. vah, pomocou ktorych kazdej hrane
e € F priradime realne ¢islo w € W. Problém najkratsich ciest mozeme dalej formulovat
pre rozne typy grafov, z ktorych vyplynia rozne typy riesiacich algoritmov. Pre ilustraciu
zvolme orientovany ohodnoteny graf, pohyb v ktorom méZe napriklad modelovat pohyb
chodca po (v nasom pripade jednosmernych) chodnikoch (hranéch) medzi krizovatkami
(vrcholmi) velkomesta. Vahy jednolivych hran mézeme chapat ako ¢as potrebny na prej-
denie jednotlivej hrany.

Riesenie problému teda bude hladat najkrat$iu cestu medzi zvolenou zaciato¢nou ag
a koncovou krizovatkou ay, to jest mnozinu krizovatiek A = (ag,aq,...,ar) z V, ktoré
postupne navstivime pri prechadzani chodnikmi ¢; = (a;,a;11) € E pre i € {0,...,k —
1}. Ak ozna¢ime t(u,v) vahu hrany (u,v), teda ¢as potrebny na prejdenie chodnikom z
krizovatky u do krizovatky v, tlohou je minimalizovat celkovy ¢as na prejdenie tejto cesty
v tvare

kol

~1
t(ai, aiy1).

~
I
I

K2

Pred naznacenim rieSenia diskutujme dve prirodzené komplikacie. Prvou z nich je fakt,

ze doteraz sme mlc¢ky predpokladali, Ze spominané najkratSia cesta existuje. Ako nazna-

¢uje Obrazok 1.2.2., v obecnom orientovanom ohodnotenom grafe nie je v ziadnom pripade

zarucené, ze existuje vobec nejaké cesta medzi dvomi Iubovolne zvolenymi vrcholmi. Aj

kvoli zachyteniu tejto moznosti v prvom kroku algoritmu rieSenia volime za pociatoéné

hodnoty dlzky cesty nekone¢no (v praxi velmi vel'ké éisla, Gasto nazyvané ,big M - vel'ké
M), ako bude upresenené v algoritme.
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Obr. 1.2.2: Cesta po grafe z vrcholu A do vrcholu E neexistuje. Hladanie tej najkratsej
teda pochopitelne nedava zmysel.

Problémy s existenciou rieSenia mozu tiez vzniknut v grafoch, ktorych hrany mézu mat
vahy negativnych hodnét. K objaseneniu tohto problému definujme pojem cyklu v grafe.



Majme graf G = (V, E) a mnozinu vzajomne roznych vrcholov {vy, ..., v} C V. Ak exis-
tuja hrany h; = (v;,v;11) € E pre vietky i = 1,..., k — 1 a tiez hy, = (vg,v1) € E, potom
postupnost (v, hy,ve, ha, ..., hg_1, Vg, hi, v1) nazveme cyklom v G. Graf obsahujuci cyklus
nazveme cyklicky. V cyklickych grafoch, ktoré obsahuju tzv. cyklus so zdpornym stctom
vah, to jest Zle hi < 0, moéze pri probléme najkratsej cesty nastat prirodzeny problém:
najkratsia cesta sa moéze vyskytnit v cykle, ktorého postupnym prechddzanim sa sucet
véh znizuje. Zrejme teda ,najkratsia mozna cesta® bude v takomto pripade dlzky —oo,
a to po cyklickom nekone¢nom prechadzani vybraného cyklu. Takyto priklad ilustruje
Obrazok 1.2.3.

Obr. 1.2.3: Cyklicky graf nalavo obsahuje cyklus s pozitivnym su¢tom vah. Tento cyklus
tak neprekaza typickému algoritmu hladania najkratsej cesty z A do E. Graf napravo
obsahuje cyklus s negativnym stuc¢tom vah, a v tomto grafe najkratsia z A do E cesta nie
je pristupné (klesa do —o0).

Matematicky tento pripad mézeme povazovat za triviadlny a nie vel'mi zaujimavy; pri-
pomenme vsak, ze problémy najkratsej cesty vznikali v roznych oblastiach praxi, kde ne-
gativne vahy hran v modeloch st velmi bezné. Za vSetky spomenme jeden priklad: model
bankového uc¢tu ako grafu, kde presun medzi vrcholmi modeluje pohyb stavu prostriedkov
na ucte, ktorého zmeny moézu byt nepochybne kladné aj zaporné.

S rieSeniami podobnych modelov bol taktiez obojstranne prepojeny vyvoj vypocto-
vej techniky. Kvoli neochote vypoctovej techniky pracovat s nekone¢nami tak bolo nutné
funkcionalitu rieSeni pre tieto pripady algoritmicky osetrit. Napriklad znamy Djikstrov
algoritmus je v priemere rychlejsi nez Bellman-Fordov, ale na rozdiel od druhého spome-
nutého zlyhéa v pripade zapornych cyklov v grafe.

Zostanme vsSak pre jednoduchost pri tom najjednoduchsom pripade chodca brazdia-
ceho jednosmerné ulice velkomesta, teda orientovaného, ohodnoteného grafu s kladnymi
vahami hréan. Posuiime sa v znaceni od teodrie grafov a skiisme situaciu modelovat jazykom
dynamického programovania. Predpokladajme, Ze chodec zacina na krizovatke s a jeho
destinéciou je krizovatka d. Oznac¢me:

S = mnozina v8etkych moznych stavov (krizovatiek), v ktorych sa moze chodec na-
chadzat

t(u,v) = Cas potrebny na prejdenie chodnika z krizovatky u do krizovatky v
So(u) = mnozina krizovatiek, do ktorych sa da prejst z krizovatky u



Chodec v zaciatku stoji na krizovatke s. Moze si vybrat, na ktora krizovatku prejst
v prvom kroku, teda voli nejaké v € S,(s). Ak chce volit optimélne, zrejme musi volit v
nevie (inak by tloha bola bezpredmetna), moze ale hadat. Skisi teda hadat iterativne -
najde si pociatoény odhad miniméalneho ¢asu potrebného na cestu z v do destinacie d,
ozna¢me tento odhad ly(v). Aky odhad volif na zac¢iatku, ak nemame ziadne informécie?
Z dovodov spominanych vyssie, volit budeme oo resp. nejaké dostatocne velké ¢islo. Tento
odhad najkratsieho ¢asu potrebného na prejdenie cesty z v do d porovname s najkratsim
¢asom, v ktorom by chodec mohol d dosiahnut, ak by sa v prvom kroku vydal po nejakej
dostupnej ceste do nejakej dostupnej krizovatky. Nakolko ale nemame Ziadne informécie
o tom, ktora cesta je v prvom kroku optimélna, musime porovnat vSetky moznosti. Ite-
rujeme dalej, vidy v kroku n ndjdeme optimélne ¢asy ako opédt minimalnu hodnotu ¢asu
potrebného na prejdenie zvoleného chodnika + naslednej cesty uz z krizovatky, do ktore;
sa zvolenou cestou dostaneme. Takto odhadujeme hodnoty [,,(v), az kym nie st optimalne

(t.j. prestand sa menit s rastticim n). Kostra algoritmu by tak mohla vyzerat nasledovne
(blizsie [Powell]|, str. 46-47).

Algoritmus 1.1 Riesenie tlohy najkratsej cesty

o= {3 02

1. Inicializujem odhady

a kladiem na zaciatok n = 1.

2. Spocitam pre vSetky mozné krizovatky u € S

l,(u) = min (t(u, v) + lnl(’u)>

a vESy(u)

3. Ak je l,(u) < l,—1(u), kladiem n <= n + 1 a pokracujem krokom 2. Inak konéim.

Analogicky algoritmus by zrejme Siel vytvorit pohladom odzadu: po¢inajic v cielovej
krizovatke d postupnym vypoctom najkratsej cesty z krizovatiek, z ktorych je mozné sa
dostat do d, a rekurzivne dalej z dalsich dostupnych, podla logiky uZ opisanej vyssie
opatnym smerom. V nasledujtcich kapitolach vyplynie, Ze prave tento spatny pohlad je
pre dynamické programovanie velmi prirodzeny.

Je vhodné upozornit, Ze ani jeden z tychto algoritmov fungujtcich len ako intuitivny
priklad dynamického programu nie je zdaleka z implementa¢ného hladiska optimalny me-
dzi mnozstvom rieSeni tohto extenzivne studovaného problému. Hlbsie studium problému
najkratSej cesty samozrejme nie je zamerom préce, podrobnejsiu analyzu c¢itatel najde uz
v spominane;j literatture [Powell|, ale aj v mnozstve dalgich publikacii venujucich sa prave
algoritmom podobného razu. Nakolko algoritmy tohto typu vyuZiva napriklad takmer
kazdé navigacné zariadenie, neprekvapi, ze ich studium a zlepSovanie je aj v stucasnosti
stale dolezité.



Tak ako v rieSeni uvedenom vyssie, diskrétny stavovy priestor réznorodych problémov
si dokaze najst analdgiu v mnozine vrcholov grafu. Aj preto je problém najkratsej cesty pre
studium dynamického programovania nesmierne zaujimavy - Powell podotyka, Zze takmer
kazdy deterministicky diskrétny dynamicky program je mozné modelovat ako problém
najkratsej cesty v istom dobre zvolenom grafe.

Pri rieseni si este vSimnime typické znaky dynamického programu, ktoré opiSeme de-
tailnejsie v nasledujtcich podkapitolach:

e delenie problému na mensie podproblémy: hladanie najkratsej cesty z krizo-
vatky s do d sme postupne vyjadrili ako hladanie najkratSej cesty z krizovatky v,
ktora uz je o krok blizgie k d, a rekurzivne dalej

e rekurzia vyuzivajica nové informéacie v kazdom kroku: pri ,odhadovani*
optimalnych ¢asov vyuzivame fakt, ze uz pozname odhad v predoslej iteracii

e optimalna substruktira rieSenia - optimalny algoritmus je optimalny v
kazdom kroku: Iubovolna podmnozZina najkratSej cesty je opét najkratsia ,pod-
cesta“ (ak by nebola, medzi istymi krizovatkami ¢ a j by musela existovat nejakéa
kratsia, a jej spojenim so zvySkom poévodnej najkratsej cesty dostavame celkovii
kratsiu cestu; spor)

1.3 Zmnacenie a zakladné pojmy

Dynamické programovanie je podla samotného Bellmana (vid |[Bellman|, Predslov)
framework na riesenie problémov vyplyvajicich zo $tudia tzv. viackrokovych rozhodo-
vacich procesov (multistage decision processes). Takyto proces, a teda objekt sktimania
dynamického programovania, je spravidla modelovany pomocou nasledujicich paramet-
rov.

1. Stavovy priestor. Zvycajne znaceny S (z angl. state space), tdto mnoZina za-
hria vSetky mozné stavy, v akych sa skiimany systém moze nachadzat. Mnozina S
moze byt konefné, nekoneéna (spocitatelna aj nespocitatelna); podobne moze byt
diskrétna alebo spojita. KIuc¢ovym pre dynamické programovanie je predpoklad, Ze
stav v danom okamihu zahina kompletni informéaciu o historickom vyvoji systému -
podla uz spominanej analogie Markovovej vlastnosti rozhodovacich procesov je ak-
tualny stav vSetko, ¢o potrebujeme k urceniu optiméalnej stratégie v.danom kroku.

2. Rozhodnutia a priestor rozhodnuti. Zvycajne znacené a (z angl. action), resp. A
(z angl. action space), rozhodnutia si premenné, ktoré kontrolujeme. V kazdom stave
je priestor rozhodnuti zavisly na danom stave, a vol'ba toho spravneho rozhodnutia
zo v8etkych moznych je klIi¢ovou ¢astou dynamického programovania.

3. Ziskova/nakladova funkcia. Casto C' (z angl. cost funcion). Rozhodnutie, ktoré
v danom stave vykoname, ma dosledky. Tieto dosledky - zisk, stratu ¢i naklady
sposobené rozhodnutim - vystihuje ziskova funkcia.
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4. Vonkajsie (exogénne) zmeny a informaéacie. Opisuju informacie, ktoré systém
ovplyviiuji zvonka - nedokazeme ich kontrolovat, a ich prinos je tak modelovany
ako nahodny.

5. Funkcia prechodu medzi stavmi. V kazdom stave vykonévame rozhodnutia,
ktoré ovplyviiuju to, ako sa systém vyvinie po danom rozhodnuti. Funkciu, ktora
definuje tito zavislost zmeny stavu systému na pristupnych premennych, ale aj
nahodnych informaciach, nazyvame funkcia prechodu, a zvycajne zna¢ime 7' (z angl.
transition function), pripadne S*(z angl. model function).

6. Hodnotova funkcia. Znacen4 rozne, ale ¢asto V (z angl. value function), opisuje
y2hodnotu“ v danom stave. Je blizko analogické k tzv. ucelovej funkcii, ktori pozname
z optimalizacie a ktorej hodnoty sa v danom probléme snazime maximalizovat resp.
minimalizovat.

Dynamické programy modelujeme v istej postupnosti krokov, spravidla ¢asovych. Vsetky
vysSie uvedené objekty teda budeme parametrizovat parametrom ¢, ktory bude vyjadrovat,
v akom kroku sa nachadzame. Rozumieme teda znaceniu x; ako hodnote premennej z v
kroku (¢ase) t. Pri spojitych parametroch je typické pisat ¢ ako argument, napr. x(t).
Venujme dalej samostatni podkapitolu kazdému z tychto klu¢ovych pojmov, kde de-
tailnejSie opiseme potrebnii terminolégiu a na priklade modelovych problémov nézvoslovie

//////

vacsiny prikladov.

1.3.1 Stavy a stavovy priestor

Powell definuje stav systému ako (dimenzionalne) najmensiu premennd vystihujicu
historicky vyvoj systému, ktorej znalost je v kazdom okamihu nutna a postacujtca k
jednoznacnému urceniu zvysnych definiénych parametrov systému - t.j. funkcie prechodu,
ziskovej funkcie a priestoru rozhodnuti. Stav v ¢ase t (s;) je teda stbor informaécii, ktoré v
danom Case potrebujeme poznat, aby sme dokazali modelovat vyvoj systému v ¢ase t + 1
a neskor. Podobne, ak neplyni z danej stavovej premennej vSetky potrebné informéacie
na vypocet parametrov (priestoru rozhodnuti, ziskovej funkcie a funkcie prechodu), tato
stavova premenna nie je kompletna. Tento fakt je dobrym prostriedkom pre overenie, ¢i
dany systém modelujeme na spravnom stavovom priestore. Ak isté déata zo stavovych
premennych nikde pri vypocte ostatnych parametrov systému nevyuzijeme, tieto data je
vhodné zahodit a zmensit tak potrebny stavovy priestor.

Vyber stavového priestoru nie je v ziadnom pripade jednozna¢ny. Aj preto vyssie uva-
dzame (inspirovani Powellom, str. 179), Ze stav systému povazujeme za ,dimenzionalne
najmensi‘. Pri modelovani réznych situécii sa javi, ze k modelovaniu budicnosti systému
potrebujeme poznat celi histériu dynamiky systému. To je véacSinou nepraktické. Na-
kolko stavové premenné pouZzivame v rekurzivnych vypoctoch, je velmi délezité ich volit
tak, aby boli ¢o najkompaktnejsie. Taktiez pre velka triedu modelovych uloh skuto¢ne
nepotrebujeme poznat cely historicky vyvoj.

Ilustruje pojem stavového priestoru na priklade. Vo finan¢nych problémoch, akym sa
praca venuje, je vyber rozumného stavového priestoru kltcova ¢ast rieSenia. Predstavme
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si problém, v ktorom modelujeme vyvoj ceny akcie na finanénom trhu, k ¢omu vyuzi-
vame historické ceny (napriklad ceny akcie pri ve¢ernom zatvoreni burzy v poslednych n
dnoch). Chceme teda vzdy v novy den vypocitat odhad ceny akcie v nasledujucom ob-
dobi. Pre tieto ucely sa vyuzivaju rozne typy kizavych priemerov, porovnajme teda dva
najpouzivanejsie z nich.

Definicia. Kizavym priemerom rozumieme postupny vypocet priemerov podpostupnosti
istej postupnosti ¢isel (napr. ¢asového radu). Majme teda ¢asovy rad py, ..., p,. Pre nasu
ilustraciu spomeiime jednoduchy (aritmeticky) a exponencialny kizavy priemer.

Jednoduchym kizavym k-priemerom v tseku n rozumieme nevézeny aritmeticky prie-
mer poslednych k& hodndt, t.j.

1 n
SMA, = 5 Z i
i=n—k+1

Exponencidlnym klzavym priemerom rozumieme stibor (Ei)cq1,...n}

P1 t=1
Et:
i+ (1 —7)E1 1<t<n.

Faktor v € (0,1) volime zvy¢ajne podla toho, aky ¢asovy tusek chceme priemerovat. V

pripade konstantnych tsekov dlzky 7' sa ¢asto voli v = TLH

Pri modelovani jednoduchym priemerom bude nasa predpoved buducej ceny v kroku

n tvaru
1 k
ﬁn = E an—i—‘rl
i=1

a teda potrebujeme k vypoctu poznat k historickych cien p,, ..., pp_x+1. Stavovy priestor
by tak obsahoval stavovi premenni tvaru s, = (Pn, -, Pn—k+1)-

Pri modelovani exponencidlnym priemerom je predpoved v kroku n

pAn = Ypn + (1 - 7)ﬁn—1

potrebujeme teda len stavova premennu s,, = p,.

Je zrejmé, Ze pouzitim exponencialneho priemeru ,usetrime” na velkosti stavovej pre-
mennej, ¢o moéze byt pri naroc¢nejsich vypoctoch vyhodné. Na druhej strane, v nasich
vypoc¢toch mozeme skuto¢ne potrebovat prave pouzitie aritmetického priemeru, v ktorom
pripade uz samozrejme nutne musime volit va¢si stavovy priestor. V oboch pripadoch sme
ale nasli stavové premenné dimenzionalne najmensie - ak predpokladame, ze d'alsi vyvo]
nejako zavisi na vSetkych spominanych cenach, pri vynechani ktorejkol'vek z nich uz by
vypocty nesli realizovat.

Stavy budeme dalej (ak prave nebude uvedené inak) znacit malymi pismenami s, s;,zatial
¢o stavové priestory velkym S. Prirodzene teda bude s, s; € S.
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1.3.2 Rozhodnutia a priestor rozhodnuti

Pointou dynamického programovania je vyber spravnych rozhodnuti v ¢ase. Pojem
rozhodnutia méze mat v réznych modelovych situaciach skuto¢ne rézne vyznamy, ale
vSetky su zaloZené na tej istej podstate - na zaklade dostupnych informécii vyberame
z dostupnych moznosti ti optimélnu, kde pojem optimality je definovany vopred (ma-
ximalizaciou ¢i minimalizéciou danej ucelovej funkcie). Rozhodnutie teda moze byt pre
chodca riesiaceho problém najkratsich ciest mestskymi chodnikmi nazov krizovatky, do
ktorej sa zo svojej pozicie vyda, zatial ¢o pre obchodnika na finanénom trhu, ktory vo
svojom portfoliu drzi akcie, rozhodnutim bude akcie drzat d'alej, predat ich, alebo naopak
nakipit nové.

Rozhodnutia budeme znac¢it malymi pismenami a, a;, zatial ¢o priestory rozhodnuti
A, A;. Je nutné podotkniit, Ze priestor rozhodnuti sa v zavislosti na stave meni, je teda
Ay = Ay(sy) C A, kde A znacime zjednotenie A = J, A;.

Pri stochastickych problémoch nie sme vzdy schopni najst presnii postupnost roz-
hodnuti, ktora vedie k optimalnemu ciel'u, pre vSetky prvky stavového priestoru. Vo fi-
nan¢énych aplikacidch to moze byt spoésobené napriklad enormnou velkostou stavového
priestoru. Principom dynamického programovania je hladat politiku v podobe rozhod-
nuti ako reakeii na stav (a pripadné nahodné vplyvy), ktora je v istom zmysle vyhodné -
v jednoduchych tlohach sme ¢asto schopni néjst priamo ti optimalnu politiku; nie je to
vsak vzdy mozné.

Definicia. Optimélna politika je pravidlo, resp. subor pravidiel, pomocou ktorych je
presne a jednoznacne urc¢ené rozhodnutie podla informaécii uréenych danym stavom. Ma-
tematicky mézeme politiku definovat ako funkciu P na stavovom priestore, ktora pre dany
stav vrati optimalne rozhodnutie, teda

P:S5— A, P(St) = a;‘ € At(St).

Pre ilustraciu vezmime opét obchodnika na finanénom trhu, ktory sa snazi optimali-
zovat svoje portfolio. Bude tak hladat optiméalny pocet akcii, ktory si méa na svojom tucte
drzat. Nech momentalne vlastni s; akcii, a oznacme a; jeho rozhodnutie v danom case
ako mnozstvo akcii, ktoré preda, aby sa priblizil optimalnemu mnozstvu. Modelujme jeho
spravanie trivialnou politikou:

a; = P(s;) =

m ak s > M
0 inak '

Inymi slovami, bude predéavat fixny pocet akcii m, ak momentalne vlastni viac nez fixny
pocet M. Ulohou obchodnika tak bude najst pomocou maximalizacie nejakej vybranej
hodnotovej funkcie optimélne parametre (m, M), ktorymi dand politiku (a fiou aj stav
svojho portfolia) optimalizuje.

1.3.3 Ziskova funkcia

Pre modelovanie dynamického programu je kltucova vlastnost, Zze pri vyvoji systému
existuje akéasi miera toho, ako dobre na tom v danej situacii sme. Je preto dolezité kvan-
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tifikovat, ako sa tato miera meni, ked sa pohybujeme medzi stavmi a vykonavame roz-
hodnutia. Zisk, pripadne stratu vyplyvajicu z vykonavania rozhodnuti v danych stavoch
opisujeme tzv. ziskovou funkciou.

Definicia. Ziskovou funkciou rozumieme subor funkcii C; : S x A — M |t € T (pre
vyuzitie optimaliza¢nych technik prevazne modelujeme M ako ¢iselntit mnozinu M C R)
opisujucu zisk (odmenu, cenu, ...), ktoru ziskame, ak v stave s; € S vykoname rozhodnutie
a; € Ay(sy). Tato hodnotu je zvykom znacit s indexom, t.j. Cy(ss,a;), pre ozrejmenie
zévislosti na informéciach zo stavovej premennej s;.

V ilustréacii nasho obchodnika teraz predpokladajme, Ze obchodnik na burze miesto
akcii nakupuje suroviny (napriklad diamanty), ktoré dalej distribuuje svojim zékaznikom
(klenotnictvam). Predpokladajme najprv, Ze jeho zakaznici maju tyzdenne v tyZzdni ¢ fixna
spotrebu R; diamantov (dopyt), ktort obchodnikovi oznamia vopred. Diamanty obchodnik
klenotnictvam predava za cenu p¢, ktora je vzdy fixne dana trhovou cenou py, za ktori
nakupuje, a nejakou ziskovou marzou obchodnika (napr. 25%). Tiez mé obchodnik fixné
néklady na prepravu tovaru nakupeného na burze (palivo a plat vodica), tie oznac¢me f.
f)alej oznac¢me

s; = mnozstvo diamantov, ktoré méa obchodnik dispozicii v tyzdni ¢ (pred nakupom novych)

a; = mnozstvo diamantov, ktoré sa obchodnik rozhodne nakupit v tyzdni ¢

Ziskovéa funkcia obchodnika po nakupe a néaslednom predaji tovaru tak bude tvaru

plmin{ Ry, s; +a;} —pa; — f aka; >0
Cy(st, 1) :{ d.
pf min{ Ry, s; } ak a; = 0.

Podotknime, Ze tento problém by sa na prvy pohlad dal riesit aj inym, moZno pri-
rodzenej$im rieSsenim. Nakolko obchodnik dopredu pozné hodnoty R;, ktoré je schopny
dalej distribuovat a predat za zisk, davalo by zmysel nakupit na burze len dané mnoZstvo
R; diamantov, a mat tak rozhodovanie trividlne. V kazdom tyzdni by tak predal vSetky
nakipené diamanty. Tato stratégia vsak nemusi byt optimalna prave kvoli fixnym nakla-
dom f: obchodnikovi sa totiz oplati nakupovat naraz véicsie mnozstva diamantov, a tym
uSetrit na prevoze. V pripade, ze by tieto naklady nemal, optimalnou stratégiou by ne-
pochybne bolo nakupovat prave mnozstva R;, vdaka ¢omu by problém Ziadne dynamické
programovanie nevyzadoval.

1.3.4 Exogénne informéacie

Na dynamiku systému moézu okrem vykonanych rozhodnuti vplyvat aj rézne vonkajsie
(exogénne) faktory. V mnozstvach aplikicii, kde je modelovany systém nedeterministicky,
je prave vhodné implementécia exogénnych procesov do rieSenia kltuc¢ova. Predstavme si
cenu akcie na trhu, ktora sa v ¢ase vyvija istym nadhodnym sposobom. Najjednoduchsi
pripad takéhoto vyvoja mozeme zachytit napriklad zmenou v jednotlivych krokoch

D41 = Dt + 041
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kde 0,11 je ndhodna veli¢ina, ktorej hodnotu pri vykonévani rozhodnutia v Case t ne-

pozname. Mdzeme mat napriklad k dispozicii jej pravdepodobnostné rozdelenie, ale v

roznych aplikaciach, kde nie je ani toto k dispozicii, sa musime uspokojit s odhadmi.
Obecne zna¢ime nahodné informéacie W; v tvare

W; = stibor exogénnych informécii, ktoré su dostupné po vykonani rozhodnutia v ¢ase ¢

W, tak moze byt roznych tvarov, zvycajne je vSak mozné modelovat prichadzajtce
informacie ako vektor, ktorého zlozky st nahodné veli¢iny opisujice jednotlivé druhy
novych informaécii.

Predstavme si teda, ze nas obchodnik z predoslej podkapitoly podpise zmluvu s novym
klenotnictvom, ktoré je na trhu kratko a tak presne nedokéze urc¢it svoju tyzdennu spot-
rebu. Obchodnikovi tak poskytne len priblizné informacie o tom, aky dopyt moze od nich
ocakavat. Tento dopyt modelujme ako exogénnu premennti ndhodnou veli¢inou Gy, 1, kde
indexom podotykame, Ze tato hodnota nie je v tyzdni ¢ znama, a obchodnik tak musi svoj
nakup vykonat bez jej presnej znalosti (k dispozicii ale moze mat napriklad informéaciu o
pravdepodobnostnom rozdeleni). Uz znama ziskova funkcia z prikladu vyssie tak musi v
tomto pripade zohladnit fakt o neistote, a to v podobe strednej hodnoty:

Ct(sta @t) = E[Pf min{Gt+1> St + at} — PGy — ]I{az>0} (at)f]a

kde pre zjednodusenie zapisu znac¢ime I, charakteristicka funkciu javu M. Definovali sme
tak nieco, ¢o by sa dalo nazvat ,funkcia oc¢akavaného zisku”.

1.3.5 Funkcia prechodu

Vyvoj systému je opisany pohybom po stavovom priestore. Funkcia prechodu vysti-
huje, ako tento pohyb zavisi na historickom vyvoji (prostrednictvom aktualneho stavu),
na rozhodnuti, pre ktoré sa v danom kroku rozhodneme, a pripadne na exogénnych infor-
méciach, ktoré systém ovplyvnia uz po vykonani tohto rozhodnutia. V r6znych modeloch
je mozné tuto zavislost vyjadrit roznymi spésobmi, pre nase potreby vyslovme vSak ma-
tematicky ¢o najobecnejsi predpis.

Definicia. Majme proces (s;)ier definovany na stavovom priestore S a s priestorom roz-
hodnuti A, pripadne s priestorom moznych exogénnych informécii W. Funkciou prechodu
nazveme funkciu S™ : S x A x W — S, ktorej predpis jednozna¢ne uréuje prechod medzi
stavmi s; a s;11v zmysle

St+1 = SM(St,@t,Wt)-

Predstavme si teda znovu problém nasho obchodnika s diamantmi. Uz so znamym
znaCenim moézeme v jeho pripade ocakavat, ze stav s;, ktorym sme znacili mnozstvo dia-
mantov, ktoré mé momentéalne na sklade, sa bude vyvijat v zavislosti na tom, kolko
diamantov a; sa rozhodne nakipit, a aky dopyt R, buda aktudlne jeho zdkaznici mat.
Teda

sip1 = SM(sy, ar, Ry) = max{s; + a;, — R;,0}.

V pripade nového klenotnictva s nedeterministickym dopytom moézeme pisat
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Sty1 = SM(St, a, Gry1) = max{s; + a; — Gy41,0}

kde opét Gy je ndhodné velic¢ina.

1.3.6 Hodnotova funkcia a rovnice optimality

Cielom optimaliza¢nych tloh je spravidla maximalizovat ¢i minimalizovat istt funkciu.
V optimalizacnej tedrii tito funkciu vicsinou nazyvame tucelova funkcia. V dynamickom
programovani potom pojmom hodnotovéi funkcia myslime funkciu, ktora priradzuje jed-
notlivym prvkom stavového priestoru prave riesenie rovnic optimality (t.j. hodnoty ob-
jektivnej funkcie v bodoch optima). Pripomenime, Ze tlohou dynamického programovania
je najst optimalnu politiku, to jest funkciu, ktora jednotlivym stavom priradi optiméalne
rozhodnutia. Stale sme ale nedefinovali, ¢o presne pre nas znamena pojem optimality, ¢o
bude zamerom nasledujtcich par odstavcov.

Vyhodnost rozhodnutia je definovana, ako spominame pri uvadzani nazvoslovia, odme-
nou (pripadne ziskom /stratou) vyplyvajicou z daného rozhodnutia. T opisuje ziskova
funkcia, a tak hladanie optiméalnej politiky méZeme pre deterministické tlohy v obec-
nom tvare formulovat ako riesenie maximaliza¢nej tlohy pre sicet ziskov v jednotlivych
¢asovych tsekoch, t.j.

N N
max ( ”YtCt(St, at))) = nax (Z”tht(st, Pt(st))) (1.3.1)
lathizo \ {55 PP\

kde nazorne maximalizujeme podla moznych politik P € P. Konstanta v € (0,1] je
tzv. discount factor modelujuci fakt, ze vyska odmeny /zisky /straty vyplyvajuca z roz-
hodnuti méze byt zavisla na tom, v akom ¢asovom kroku (ako daleko v ¢ase) sa aktualne
nachiddzame. Dlzka ¢asového horizontu N je obecne z N U {oo}, a pritomnost discount
factoru je v prikladoch s nekoneénym horizontom doélezita pre konvergenciu sumy. Aj v
modeloch s koneénym horizontom si vSak discount factor najde vyuzitie: napriklad vo
finan¢énych aplikicidch, kde hodnotova funkcia casto vystihuje isty obnos prostriedkov
(napr. penazi), ktoré vdaka vykonaniu rozhodnutia obdrzime, je vhodné tuto skutoénost
zachytit tym, Ze hodnota istého obnosu prostriedkov nadobudnutych v budicom case je
pre nas z dne$ného pohladu nizsia, ako hodnota toho istého obnosu prostriedkov dnes.
Naopak v pripadoch, kedy k tomuto ,diskontovaniu” nedochadza, pouzijeme tvar s v = 1.

Preformulujme tlohu 1.3.1 na tvar, v ktorom bude podstata tlohy viac zrejma. Oproti
hladaniu optimalnej politiky ako celku (t.j. rieSeniu celej tulohy naraz) pre néas bude iste
jednoduchsie hl'adat optimalne rozhodnutia postupne v danych stavoch, ktoré v ¢asovych
tsekoch prechddzame. Ak sa nachadzame v stave s; € S a vykoname rozhodnutie a; € A,
podla funkcie prechodu sa dostaneme do stavu sy, = S™(s;, a;). Ak ozna¢ime hodnotu
v naSom stave V;(s;), hodnota v novom stave bude vV, i(s;41). Zéaroven po vykonani
rozhodnutia ziskavame ,odmenu” Cy(s;, a;). Ak teda v stave s; chceme vybrat optimalne
rozhodnutie, vyberame to, ktoré maximalizuje hodnotu YV, 1 (siy1) + Ci(st, ar).

Dostavame tak tvar, ktory vlastne hovori, ze kazdy dynamicky program je mozné
modelovat ako rekurziu, ktord dava do suvislosti hodnotu v danom stave s hodnotou v
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stave nasledujicom. Pri deterministickych modeloch, s uz uvadzanym znacenim mozeme
tuto rekurziu obecne pisat v tvare

Vi(si) = meaj( (Ot(3t7 az) + '7‘/15+1(3t+1)) = Cy(s1,a7) + Vi1 (5041) (1.3.2)
at t
kde sme oznacili s, = SM(s;,a}) uz pre vykonané optimalne rozhodnutie (ak exis-
tuje)

ag(s) = arg Hjax (Ct(stu ar) + ’YVtH(StH))-
at€Ag

Rovnica 1.3.2; s ktorou sa vo vacsine litertury stretavame pod nazvom Bellmanova rov-
nica, resp. rovnica optimality, je klic¢ovou myslienkou dynamického programovania.
Vyskytuje sa v roznych tvaroch, pre nase potreby uvedieme este par z nich.

Zorientujme sa v zapise, ktory sme zaviedli. Maximum je pocitané cez vSetky mozné
rozhodnutia a; pripustné v danom stave. Ealej vidime uZ zname znacenie Cj(s;,a;) pre
ziskovu funkciu. V kazdom prvku stavového priestoru podla vysgie uvedeného pocitame
hodnotu V;(s;), ¢im definujeme funkciu V' : S — R. Funkciu V nazyvame hodnotova
funkcia. Rozhodovaci proces sa tak riadi prave hodnotami tejto funkcie.

Implicitne vo vyssie uvedenych rovniciach sa skryva fakt, ze v kroku ¢ potrebujeme na
vypocet hodnotovej funkcie hodnotu V;, 1. V problémoch s koneé¢nym horizontom, ktorym
sa v nasledujucich odstavcoch budeme venovat, teda riesenie takéhoto dynamického prog-
ramu funguje rekurzivne odzadu. Uz na zaciatku tak potrebujeme nutne poznat hodnoty
na konci procesu, Viy(sy), a to pre vetky mozné stavy sy. Tieto hodnoty nazveme finalne
hodnoty (terminal values, resp. terminal valuation). Ich $pecifické tvary st, samozrejme,
v roznych problémoch diametralne odlisné. Charakter tohto postupu teda pracuje s pred-
pokladom, Ze tieto hodnoty dokéZzeme z charakteru tulohy vy¢itat, alebo ich ziskat inym
sposobom. Ak to nie je mozné, pouzivaju sa rozne odhady, pripadne sa volia Vy(sy) = 0,
¢im je taktiez zdoraznené, Ze tieto hodnoty nie st pre charakter rieSenia problému klucové.
Ulohou DP je totiz najst optimalnu politiku pre rozhodovanie v blizkej buducnosti, teda
taktiku, ako robit rozhodnutia ay, ..., a; v nejakych ¢asovych tsekoch t =0,...,T < N.

Spomenme este dalsie formulacie vyssie uvedenych rovnic. Problémy finan¢nej praxe
st zvycajne formulované stochasticky. Vyvoj dynamického systému ako je napriklad fi-
nan¢ny trh, je ovplyvneny velkym mnozstvom exogénnych faktorov, ktorych budici do-
pad pri robeni rozhodnuti v aktuélnom case nepozname. Tieto stochastické exogénne pre-
menné mozeme vsak podobne ako vyssie modelovat pomocou ich pravdepodobnostného
rozdelenia.

Predstavme si teda opéat raz nasho obchodnika, ktory obchoduje na burze s diamantmi.
Ako v predoslej sekcii, vzdy medzi ¢asovymi tsekmi nakipi isty pocet diamantov, aby
pokryl dopyt svojich odberatelov. Tentokrat pre ilustraciu predpokladajme, ze dodava
diamanty novym klenotnictvam, ktorych presny dopyt vopred nepozni. Oznac¢me tak
dopyt D ako ndhodnu veli¢inu, pre jednoduchost s diskrétnym oborom hodnét. V tomto
pripade bol ale obchodnik o nie¢o Sikovnejsi, a dobrym prieskumom trhu zistil aspon
priblizné pravdepodobnostné rozdelenie dopytov (P[D = d])4en. Ak oznacime s, mnozstvo
diamantov, ktoré aktualne skladuje a pripomenieme si funkciu prechodu v tvare z predosle;j
sekcie

si1 = SM(sy, ap, Diyy) = max{s, + a, — Dy11,0},
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vyuzitim pravdepodobnostného rozdelenia veli¢iny D resp. D;y; dokdZe obchodnik
spocitat aspon pravdepodobnost, Ze v nasledujicom tseku bude mat na sklade k dispozicii
isty pocet diamantov. Presnejsie vie najst pravdepodobnosti

PD=s+a—s] ak0<s<s+a
Plsisr = sl = >0ty 40, PID =d] aks=0
0 ak s > s, + ay

Posledna moznost zrejme objasiuje fakt, ze stav diamantov na sklade v dalSom ¢aso-
vom useku nemdze byt vyssi nez mnozstvo sucet starého stavu s; a nového nakupeného
mnozstva a; (dopyt je vzdy nezaporny).

Pripomienka 1. Viditelne, vyssie uvedené pravdepodobnosti su zavislé na s; aj a;, ¢o dava
intuiciu znaceniu
P[St-i-l = 3] = IED[St+1|5t7 at]

ako pravdepodobnosti, ze skon¢ime v stave s;,1, ak sa nachadzame v stave s; a vykoname
rozhodnutie a; € A;(s;). Toto znacenie budeme aj napriek jeho matematickej nekorekt-
nosti dalej pouzivat, k blizsej diskusii sa dostaneme v nasledujucich odstavcoch.

Pre diskrétne nahodné veli¢iny W mozeme teda modifikovat deterministicktt Bellma-
novu rovnicu 1.3.2 na nedeterministicky, tzv. standardny tvar

Vi(sy) = max (Cy(se, ar) + ZIP’[st+1 = s|s¢, | Viga(s)) (1.3.3)

at€AL e
S

ekvivalentne mozeme pisat

W(st) = gleaji (Ct(St, at) + ]E[VtH(StH(St, G, Wt+1))’3t> at}) (1-3-4)
= gleaji (Ct(sta az) + ]E[V;‘/+1(st+1>‘3t> at]) (1.3.5)

kde v druhom riadku znaéime uz implicitne ako funként hodnotu s; 1 = S (s;, as, Wii1).
V tomto tvare je vd'aka strednej hodnote stochasticka povaha problému viac zrejma, je ale
potrebné si matematicky ujasnit znadenie. Zapis s;y1 = SM (s, az, Wii1) klasicky vypoveda
o funké¢nej zavislosti, zatial ¢o stredna hodnota podmienena s; a a; znazoriuje zavislost
pravdepodobnostného rozdelenia nédhodnej veli¢iny s;,1(t.j. veli¢iny W;,1) na tychto
premennych. Rozhodnutie a; sice nie je ndhodnou veli¢inou, a teda podmieiiovanie nie je
matematicky korektné, tento zapis sa ale (nielen) v optimalizaénych kruhoch ujal, a tak
ho budeme pouzivat v tvare vyssie. Upozoriiujeme, Ze tento zapis chapeme v intuitivnom
zmysle podla Pripomienky 1.
Dalej je bezny aj zépis s nepodmienenou strednou hodnotou

Vi(s¢) = max (C’(st,at) +E[Vt+1(st+1(st,at, I/IQH))}) (1.3.6)

at€AL

V tomto pripade podotykame, Zze v tomto zépise sa implicitne skryva skuto¢nost, ze prav-
depodobnostné rozdelenie exogénnej premennej Wy, (a teda rozdelenie s;. 1) neza-
visi na stavovej premennej s; ani na rozhodnuti a;. Aj ked tento predpoklad je vo velkej
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skupine modelovych tloh DP splneny, nie je to vzdy tak. St k dispozicii priklady, kde roz-
delenie W, zavisi len na s;, len na a;, alebo na oboch. V tychto pripadoch je samozrejme
nutné pocitat strednti hodnotu podmienent tou spravnou premennou (pripadne obomi),
podla zapisu 1.3.4. V poslednom pripade by sme tak chéapali zapis strednej hodnoty v
1.3.4 ako podmienent stredni hodnotu veli¢iny W;.; za podmienky, Ze sa nachddzame v
stave s; a za predpokladu, ze vykondme rozhodnutie a;.

Teoria vylozena vysSie bola zatial plne obecna. Pripomenme ale, Ze algoritmy na
rieSenia sa spravidla fundamentélne lisia pre dynamické programy modelované v kone¢nom
Case (tzv. finite horizon problems), a tie modelované v ¢ase nekoneénom (infinite horizon).
Spomeiime obe triedy problémov v kratkych podkapitoléch.

1.4 Problémy s konecnym horizontom

Modelové tlohy tohoto typu sa daju spravidla zaradit do troch kategorii:

e problémy, v ktorych sa snazime riesit isty problém vo fixnom vopred ur¢enom ¢aso-
vom useku. Takto by sme modelovali napriklad pripad nasho obchodnika na trhu,
ktory obchoduje len isty vopred zndmy pocet pocet N € N ¢asovych tisekov.

e problémy, v ktorych je vopred znamy presne urceny ciel, ktory je nutné dosiahnut.
V aplikaciach tohto typu tak nemusi byt znamy kone¢ny ¢asovy tsek, v ktorom sa
vyvoj systému odohrava, ale je k dispozicii isty ciel, ktorého dosiahnutim v (dopredu
neznamom) koneénom ¢ase vyvoj systému skoné¢i. Tymto sposobom mozeme mode-
lovat napriklad problémy gamblingu, pri ktorych hrac¢ stavkuje peniaze az dovtedy,
kym vSetky neprehra.

e problémy nekonec¢ného horizontu modelované technikami kone¢ného horizontu. Pri
tychto problémoch sa sustredime sa na len hladanie optimélnej politiky pre rozho-
dovanie v terajSom okamihu, pripadne v blizkej budticnosti. Takto by sme dokézali
modelovat problém nésho obchodnika, ktory na trhu obchoduje Tubovolne dlho.
Jeho rozhodovanie pri nakupoch akcii ¢ surovin by tak bolo modelované vzdy len
vo fixnom obdobi dlzky T < oo, ktorého riesenim dostaneme optimalne rozhodnutia,
ktoré je potrebné robit dnes, zajtra, ¢i v inej blizkej buducnosti.

Princip rieSenia tychto problémov je vo svojej podstate jednoduchy. Ako sme uz v ka-
pitole 1.3 spominali, hodnotovéa funkcia sa pocita rekurzivne odzadu. Potrebujeme teda
predpokladat, Ze hodnoty v poslednom tseku méme na zaciatku rieSenia k dispozicii ako
data (terminal valuation). Obecny postup by tak mohol vyzerat nasledovne:
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Algoritmus 1.2 Obecny princip rieSenia spatného dynamického programu v kone¢nom
horizonte

1. Inicializujem hodnoty v poslednom kroku (terminal valuation):
Vsy € S ulozim Vi (sy);
ulozim pre zaciatok t = N — 1.

2. Pre vsetky mozné stavy s; € S rieSim rovnice optimality v prislusnom tvare (pre
nazornost vol'ba 1.3.2)

Vi(s;) = max (C’t(st,at) + V}+1(£t+1))

at €A (st)
a volim optimalne rozhodnutie ako argument maxima.

3. Ak t > 0, ulozim t <t — 1 a pokracujem krokom 2. Inak kon¢im.

1.5 Problémy s nekone¢nym horizontom

Ulohy modelujeme s nekoneénym horizontom prevazne vtedy, ak kltcové parametre
tlohy (napr. ziskova funkcia, funkcia prechodu, ¢ exogénne informécie) sa nevyvijaju v
casovych tsekoch. Mozeme tak predpokladat nezavislost parametrov systému na c¢asovych
krokoch, ¢im definujeme tzv. stacionarny proces. Ak oznac¢ime

V(s) = lim V(s;) = max (C(s,a) +~ Z[P’[s’|s, alV (s")) (1.5.1)

t—o00
s'eS

= C E[V (s
max (C(s, a) +1E[V(s)]),
kde predpokladame, Ze limita existuje (zariadit tento predpoklad v praxi nie je vzdy
jednoduché, technické detaily ale ponechédme), dostavame tzv. stacionarnu rovnicu
optimality. Je mozné ukazat, napr. [Powell], Kap. 3.10., ze takto definovana funkcia
rieSi uz ndm znamy optimaliza¢ny problém s nekone¢nym horizontom

| e )|

kde zna¢ime rozhodovaciu politiku P € P (priestor vSetkych moznych politik).

Na tejto formulécii stoja hned niekolké algoritmy rieSenia problémov s nekonecénym
horizontom. Za vSetky vymenujme aspon dva hojne pouzivané postupy: iterédciu hodnot
(value iteration) a iteraciu politik (policy iteration). Tieto algoritmy patria medzi najpou-
zivanejsie postupy dynamického programovania vobec. Pre analogiu s Algoritmom 1.2. pre
problémy s koneénym horizontom, opisme v kratkosti princip fungovanie iteracie hodnot.
Algoritmus je skuto¢ne velmi podobny spétnej rekurzii z Kap. 1.4., miesto parametrizacie
priestotu krokmi ¢ vSak vyuziva postupnu iteraciu pre n = 0, 1, ... az pokym nie je splnené
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isté kritérium konvergencie. Taktiez v pripade nekone¢ného horizontu zrejme nemdze byt
re¢ o terminal valuation, ako sme ju spominali v 1.3.6. Zhrnutie poskytne Algoritmus 1.3.:

Algoritmus 1.3 Obecny algoritmus iteracie hodnot

1. Pre vsetky s € S inicializujem pociato¢né hodnoty vy (s) = 0.

Zvolim parameter tolerancie ¢ > 0; ulozim n = 1.

2. Pre v8etky s € S pocitam rovnice optimality v tvare (1.5.1.), teda

vn(s) = max (C(s,a) +v Z P[s'|s, alu(s)) (1.5.2)

acA
s'es

3. Ak pre nejaké s € S plati |v,(s) — v,—1(s)| > ce, kde ¢ = ¢(y) je vhodne zvolena™
konstanta, kladiem n <— n + 1 a pokracujem krokom 2; inak ulozim do vysledne;j
politiky rozhodnutia a}, ktoré v danych stavoch riesia 1.5.2, a vypocet konc¢im.

*[Powell], str. 69, uvadza napiklad ¢ = 6(12;7)
Y

Nakol'ko je algoritmus iterativny a opiera sa o postupny vypocet hodnot pre rastice
n, je na mieste diskusia o existencii limity a teda konvergencii postupnych aproximécii
rieSenia (v, ),en. Tato diskusia vo svojej podstate nie je technicky naro¢né. Po ozrejmeni
faktu, ze operatory max(-) resp min(-) z 1.5.2 st na (diplnom) priestore hodnotovych
funkcii kontrahujice zobrazenia, sa jedné o aplikdciu Banachovej vety o pevnom bode,
ktora zarucuje konvergenciu a existenciu jednozna¢ného rieSenia. Nakolko v8ak cielom
prace nie je dokladny matematicky rozbor tychto metéd, ponechdvame technické detaily
k nahliadnutiu napriklad v [Powell|, Kap. 3.10.

1.6 Priblizné dynamické programovanie

V mnohych pripadoch, medzi ktoré spravidla patria aj finanéné problémy, nie je vzdy
mozné exaktne poc¢itat hodnotu funkciu pre vSetky mozné stavy a rozhodnutia. Uz spomi-
nané prekliatia dimenzionality, ktoré tomu bréania, sa obecne daju zaradit do troch skupin
tykajucich sa roznych parametrov tlohy.

1. Stavovy priestor. Samotna stavova premennéd mdze byt vypocetne netinosna. Pre
predstavu modelujme problém pomocou stavovej premennej s; = (841, . . ., Sin }, kde
kazda hodnota s;; méZze mat hodnoty z mnoziny M (predpokladajme spoéitatelnu).
Cely stavovy priestor tak bude rozmerov |[M |V, ¢o je velmi rychlo rastiica hodnota
(uz napr. 2% ~ 10% je vypoctovo netinosné ¢islo).

2. Nahodny vyvoj. Moznosti nahodnych exogénnych vplyvov st v dynamickom prog-
ramovani vSadepritomné. Nakolko ich priebeh vopred nepozname, v modelovani
beznymi postupmi DP je potrebné ratat so vSetkymi moznostami. Podobne ako v
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prvom pripade, obecne tieto vplyvy modelujeme vektormi W, = (W, ..., Wyp), kde
taktiez rozmer priestoru vsetkych moznosti exponencidlne rastie.

3. Priestor rozhodnuti. Analogicky k prvym dvom mozZnostiam, rozhodnutia si
obecne vektory a; = (ay, .. .,ay). Pri modelovani napr. priradzovania vodicov au-
tobusu k linkdm, by sme mohli rozhodnutia modelovat ako priradenie I vodi¢ov k
roznym linkam 1, ..., I. Priestor moznych rozhodnuti A = U;A; uz pri napr. [ =141
linkach v Prahe a radovo niekolko tisic vodi¢och DPP je nepredstavitelné ¢islo.

Pripomenme si situaciu DP pre diskrétny pripad, v ktorom sme riesili rekurzivne odzadu
rovnice optimality

Vi(s;) = max (Ct(é’ta ar) +E [W+1(5t+1)’3t})

at EAt

- o (Gl +9 S Plsl ] V(o))

at€AL e
S

pre vSetky mozné stavy s; € S. Tu vidime prvy problém s prekliatim dimenzionality -
tento postup nie je aplikovatelny na rozsiahle stavové priestory, kde vypocetné moznosti
nedovoluju prechadzat v kazdom kroku vsetky stavy. Nebudeme tak schopni presne vypo-
¢itat hodnoty V;(s;) pre vSetky stavy a pre robenie rozhodnuti si budeme musiet vystacit
s aproximaciou hodnotovej funkcie.

Postup je vo svojej podstate podobny uz uvedenym postupom klasického DP. Jedinou
zmenou je tentokrat fakt, Ze postupovat budeme odpredu - spatny postup by vzhladom
na charakter tdlohy (neriesitelnost Bellmanovej rovnice vo vyssie uvedenom tvare) po-
chopitelne nedéval zmysel. Hodnotovi funkciu budeme v jednotlivych stavoch iterativne
aproximovat hodnotami V; (s;), kde n € N znadi index iteracie (nezamienat s mocni-

nou). Na zac¢iatku ziadny odhad eSte neméame, a teda volime pociatoéné odhady V?(st)
podla nejakych informéacii z charakteru tulohy, pripadne ak nemame ni¢ k dispozicii, volime

Vo(st) = 0 pre vSetky stavy a ¢asové kroky.

Dalej postupujeme analogicky. V iteracii n mame k dispozicii odhady V , a to pre
vietky ¢ € T. Vyberme dalej Tubovolne pociatocny stav s (v case 0). Nakolko poznéme

odhady V?_l(s) pre vietky s, méZzeme ich vyuzit k najdeniu rozhodnutia

ag = arg max (C’o(so, +72P |50, a]V1(s ))

a€Ao sES

kde predpokladame, Ze jednokrokova matica prechodu Pj = (P[s|sk,a])se Saca je nam
vzdy v danom ¢ase k znama (alebo ju dokdZeme aproximovat).

Po vykonani rozhodnutia ay predpokladame prichod exogénnej informacie Wy, ktora
vopred nepozname. Ttuto ndhodnu veli¢inu budeme teda aproximovat. Je mnozstvo spo-
sobov, ktoré k tejto aproximéacii mozeme zvolit (napr. generovanie hodnét pri zndmom
rozdeleni, Monte Carlo sampling, atd.). Pre ADP je klucové, Ze tieto aproximéacie exo-
génnych informécii (tzv. sample paths) dokazeme v jednotlivych iterdciach resp. ¢asovych

krokoch spolahlivo generovat. Nakolko pri ADP neprechadzame vSetky mozné stavy, je
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potrebné zariadit, aby sa postupnym iterovanim modelovany systém dostal do ¢o naj-
viac z nich, aby bolo mozné aproximovat ich hodnoty. To je jednou z tloh sample paths.
Opéat existuje niekolko moznosti, ako dosiahnut ¢o najlepSie aproximécie optimalizaciou
postupov uz pri samotnom generovani ndhodnych informacii.

Pomocou uz spomenutého ndhodne generovaného pozorovania najdeme stav, do kto-
rého sa vykonanim optiméalneho rozhodnutia dostaneme. Klasickym znacenim teda dosta-
neme nasledujuici stav

S1 = SM(S(], ap, Wl)

Mame uz tak k dispozicii vSetky informécie na hladanie dalsieho rozhodnutia: v stave
s1 pomocou znamych hodnot Vo (s) z predosle;j iteracie (tie z predpokladu pozname Vt € T
a Vs € S) mozeme najst rozhodnutie

a; = arg max (C’l(sl, a)+7 ) Pis|si, am(s)> .

a€A; sES

Nasledne opét generujeme ndhodnu vzorku exogénnych informécii Ws, a pokracujeme
dalej.

Jednym chodom takéhoto algoritmu vyuzitim jednej vzorky nahodnych informaécii po-
chopitelne nedostaneme Ziadne rozumné vysledky. Preto je tento postup iterativny: opiera
sa 0 postupni aproximéaciu po velkom mnoZstve iteracii, vzdy s roznymi vzorkami nahod-
nych javov. Priblizné dynamické programovanie tak moézeme povazovat za isti kombinaciu
optimalizacie a nahodného samplingu (napr. metédou Monte Carlo). Mozné aplikicie s
teda vSade tam, kde mame moznost rozumne generovat vzorky ndhodnych informécii, a
zaroven charakter problému povoluje opis pomocou metodiky dynamického programova-
nia (aj ked presné rieSenie napr. spatnym iterovanim nie je vypoc¢tovo mozné). Obecne
postup zhrnie Algoritmus 1.4.

Algoritmus 1.4 Obecny dopredny ADP algoritmus

1. Inicializujem hodnoty V?(st) pre vietky s, € S, t € T (napriklad nulami). Zvolim
podiatotny stav sp; ulozim n = 1 (iteracny index).

2. Vygenerujem vzorku nahodnych informécii w”™ = (w},...,w}).

3. Pre v8etky t = 0, ...,T aproximujem hodnotu v prave dosiahnutom stave

T () = max (ct<s?, @) +7 S Blslsy, MJE@));

ac A}
seS

. L —n —n—1 , G ree . L
a v ostatnych stavoch ponechdvam V, =V, . Volim priblizné optimalne rozhod-
nutie ay ako argument maxima vyssie.
Pomocou zvolené¢ho rozhodnutia a vzorky néhodnej premennej ur¢im s, , =

S (s af ).

4. Ak n = N, vypocet kon¢im; inak pokrac¢ujem v iterovani krokom 2 pre n < n + 1.
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Vsimnime si, Ze v algoritme prechadzame stavy (a teda aproximujeme hodnoty v
nich) istym znadhodnenym spésobom pomocou generovania vzoriek zo znameho rozdelenia.
Tento fakt je pochopitelne pre ADP kltacovy, nakolko sa pouZiva na rieSenie problémov, v
ktorych nie je mozné prechadzat vsetky prvky stavového priestoru. Zaroven tento fakt ale
sposobuje, ze vopred nemame istotu, ze stavovy priestor prechadzame ,rozumnym sposo-
bom”. Bezne sa totiz moze stat, ze sa do velkého mnozstva (¢asto velmi vyhodnych) stavov
vobec nedostaneme a ich potencial tak algoritmus vobec nevyuzije. Taktiez stavy kvoli
aproximativnemu postupu moze algoritmus vyhodnotit ako neoptimélne, aj ked v skuto¢-
nosti st velmi vyhodné. Tento problém sa z podstaty postupov ADP neda vyriesit v plnej
obecnosti. Prvy krok k jeho eliminécii sa v praxi robi pouzitim tzv. exploration postupov
- napriklad e-greedy politiky, v ktorej v kazdom ¢asovom tseku s istou malou pravdepo-
dobnostou € systém prejde do ndhodne zvoleného stavu, namiesto stavu, do ktorého by ho
zaviedlo algoritmom zvolené optimalne rozhodnutie. Takto sa docieli postupné dosiahnu-
tie ¢o najvacsieho mnozstva stavov (v limite vSetkych stavov), aby sa minimalizoval vplyv
napriklad spominanych problémov, kedy sa hodnota potencialne velmi vyhodnych stavov
vobec neaktualizuje, pretoze systém sa do danych stavov nedostava. Rozsiahlu diskusiu o
tychto postupoch poskytuje [Powell] v Kap. 11 a 12.

Tymto oboznamenim sa so zakladnymi algoritmami ukonéime uvod do teorie (pribliz-
ného) dynamického programovania. Podotknime, Ze tento len velmi stru¢ny tuvod nie je
zdaleka vyGerpavajuci a Citatela usmeriujeme k literattre [Bellman, Powell, Puterman]|,
ale aj mnohym dal$im publikaciam tohto oboru, kde je moZzné sa o technikach dynamic-
kého programovania dozvediet mnohonasobne viac.

V dalsich kapitolach (A)DP aplikujeme na finanéné problémy.
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Kapitola 2

Rozhodovacie stratégie na trhu s 1
akciou

HTadanie optiméalnej politiky na finanénom trhu moze mat rézne podoby. V tejto kapi-
tole si predstavime a implementujeme niekol’ko investi¢nych stratégii na zjednoduSenom
modeli trhu a zanalyzujeme ich profitabilitu na vopred znamych historickych datach. V
prvych dvoch sekciach pre blizsiu ilustraciu principov vyuzijeme framework dynamického
programovania, ako bol opisany v Kapitole 1, na rieSenie dvoch toy prikladov na hlada-
nie optimalnej stratégie pre investovanie pri znamych resp. zndhodnenych cenéach akcie;
v tretej sekcii k obchodovaniu so znamymi cenami predstavime tri indikatory technickej
analyzy.

2.1 Obchodovanie s fixnymi cenami

Majme model trhu, na ktorom je mozné obchodovat fixny pocet N € N ¢asovych
usekov (napr. ticks na burze). Na tomto trhu je k dispozicii k ndkupu len 1 akcia, ktora
mozeme z trhu kupovat a predavat naspét na trh. Kazdy ¢asovy usek t € {1,..., N} je
mozné vykonat len 1 transakciu, t.j. nakup alebo predaj, pricom celkovo mame k dispozicii
fixny pocet T € N transakeif (redlna situacia; napr. obmedzenie pochadzajuce od brokera).
Dalej predpokladajme, ze 1 transakcia znamena nakup a nasledny predaj, teda pri nakupe
sa transakcia len ,otvori” a spotrebované je az pri naslednom predaji akcie (uzavreti
pozicie). Transakcie teda spotrebiva iba predaj akcie.

Problém. Predpokladajme, Zze ¢asovy rad cien akcie v jednotlivych tsekoch je vopred
znamy, ozn. cy,...,cy. Tento predpoklad je zrejme nerealny, priklad ale vyuzijeme na
ilustraciu uz predstavenych konceptov. Ulohou bude najst optimalnu stratégiu pre obcho-
dovanie.

RiesSenie. Neprekvapi, ze k rieSeniu pouzijeme spatny dynamicky program. Pripomenme,
ze optimélnou stratégiou rozumieme tu, ktora maximalizuje profit. Nez za¢neme, potre-
bujeme prelozit zadanie do re¢i dynamického programovania. Modelujme situaciu na trhu
nasledovnym spdsobom:
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1. Stavovy priestor. V kazdom ¢asovom tseku budem zrejme potrebovat informa-
ciu, ¢o prave mam na ucte. Inymi slovami: vlastnim akciu, alebo nie. To ale nie je
postacujuce; pre robenie rozhodnuti musim totiz vediet aj to, ¢ eSte mozem v dal-
sich tsekoch obchodovat, alebo nie. Ak totiz mam uz vycerpané transakcie, dalsie
obchodovanie nie je mozné. Stavova premenna tak musi obsahovat aj informéciu o
pocte vykonanych transakcii (pripadne o po¢te volnych - doposial nevyuzitych -
transakeii). Dostéavame tak stavovy priestor so stavovymi premennymi

S =1{0,1} x {0,...,T}

Vit € {]_, 7N} St = (mt,kt) es

kde hodnoty m; € {0,1} budu vyjadrovat pocet akcii, ktoré aktualne vlastnim, a
hodnoty k; € {0, ...,T} pocet uz vyuzitych (uzavretych) transakeii.

2. Rozhodnutia a priestor rozhodnuti. Rozhodnutia budu z podstaty problému
rieSiacou stratégiou. Budu zrejme oznacovat, ¢o v danom tiseku mam urobit - kupit
alebo predat akciu, pripadne nerobit ni¢. Je ale potrebné urcit priestory rozhodnuti,
nakol'ko o¢ividne nie vSetky rozhodnutia s pristupné v kazdom stave. Ak akciu
vlastnim, méZzem ju predat (a; = —1), ak naopak nevlastnim, moézem ju kupit
(a; = 1); v kazdom pripade v8ak mozem nerobit ni¢ (a; = 0). Oznac¢ime tak

a; € {1,—1,0} ... akciu kapim/akciu predam/nerobim ni¢

{071} mtzo&kt<T
At(8t> = {0, —1} my =1 & ke <T

3. Ziskova funkcia. Zisk resp. pripadna strata bude urcéena tym, aké rozhodnutie v
danom tseku vykonam. Podl'a toho bud zinkasujem cenu akcie, ktoru predam, alebo
zaplatim cenu akcie, ktora kupujem. Bude teda

Ct(St, at) = —aiC

v§imame si, ze v tomto pripade stavova premenna nie je explicitne nutna k vyjad-
reniu C;. Vidime ale implicitnt zéavislost v a; = a4(s;).

4. Funkcia prechodu. Pri prechode zrejme zavazi len to, aké rozhodnutie v danom
stave vykonam. Exogénne informécie totiz v probléme st pritomné len v podobe cien,
tie ale podl'a zadania pozname vopred a teda nemame nahodné prvky. Nezabtudajme
len na to, ze pri predaji sa stavova premenna musi aktualizovat o fakt, Zze sme
spotrebovali transakciu. Spolu teda méme

Se1(S, ) = (mt + ag, ky + H{at=71}>

kde pre zjednodusenie zapisu znac¢ime charakteristickt funkciu javu

- _J 1 ak logicky vyraz M plati
tw} = 0 inak '
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Jej tvar vystihuje fakt, Ze pri ndkupe sa transakcia nespotrebuje, zatial ¢o pri predaji
uz ano.

5. Hodnotova funkcia. Pri tomto probléme nam zrejme stacia deterministické rov-
nice optimality. Ich tvar 1.3.2 je nam znéamy, zamyslime sa teda len nad finalnym
hodnotenim. Tu si musime pripomentt, Zze hladame optimélnu stratégiu. Zrejme sa
v kone¢nom stave v iseku n modZzeme stretnut len s dvomi moznostami - bud na konci
akciu vlastnime, alebo nie. V prvom pripade nemoze byt optimalnym rozhodnutim
si ju nechat - akcia pre nas po skonc¢eni obchodovania uz nemé hodnotu, pretoze ju
uz viac nedokazeme predat. Optimalne teda musi byt tuto akciu predat v poslednom
kroku. Podobne v druhom pripade: ak akciu v poslednom kroku nevlastnime, nie je
racionalne ju kupovat - uz totiz nedostaneme prilezitost ju predat. Mame tak finalne
hodnotenie

0 my = 0

¢, my=1

VN(SN) = {

Fakt, Zze sme v tomto vypocte nikde nepouzili pocet volnych transakeii, moze vyzerat
podozrivo. Uvedomme si ale, Ze vyplyva z podstaty nasich predpokladov o tom, kedy
transakciu otvarame a uzatvarame: ak v poslednom dni akciu vlastnim (my = 1),
méam danu transakciu otvorent a teda ju stale moézem zatvorit (nutne tak ky < Ta
akciu mozem predat za cenu cy). Kazda transakeiu totiz povazujeme za vycerpant
az po predaji.

D4 sa povedat, ze tymto rozborom je problém vyrieSeny. Jeho rieSenie - optimalna politika,
to jest tabulka optimalnych rozhodnuti A = (at(st))Ste §» ktoré vykonévat v jednotlivych
¢asovych tisekoch - vyplynie rekurzivnym rieSenim rovnic optimality v spominanom tvare
1.3.2:

Vi(s¢) = max (Cy(se, ar) + Via(si41))

at€AL
resp.

a;(s;) = arg HA}aX (Cil(se, ar) + Viga(sir1)),
at€AL

kde uz vSetky objekty mame detailne definované vyssie, a tak mozeme dosadit do
finalnych tvarov

Vi(s1) = max ( — e+ Vip (<St + ag, ke + H{at——l}))>

at€AL

a;(st) = arg max ( —apcy + Vg ((St + ag, ky + ]I{at—l})))

at €A

Dosadenim hodnot cien cq, ..., cy tak mozeme ziskat numerické rieSenia explicitnych
pripadov. Tieto predvedieme v sekcii 2.4.

2.2 Obchodovanie so zndhodnenymi cenami

V prvom toy priklade sme si situaciu pouzitim vopred znamych cien skutoéne ulahéili.
Na obecnom trhu ceny samozrejme vopred nepozname, a pri modelovani, sledujic trh ako
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dynamicky proces ovplyviiovany mnozstvom exogénnych faktorov, vyvoj ceny akcii vo
vacsine pripadov povazujeme za ndhodny proces. Urobme prvy krok k modelovaniu trhu
pomocou znahodnenych cien so znamym pravdepodobnostnym rozdelenim. Ponechajme
si model trhu s jednou akciou a transakciami presne z predoslej sekcie, a pozmenime len
zadanie samotného problému.

Problém. Predpokladajme, Ze ceny nie st vopred zname. Pozname ale fixna pociatocnu
cenu ¢ a fakt, ze v kazdom kroku sa tato cena vyvinie istym sposobom - bude k nej so
znamou pravdepodobnostou pripo¢itana/odpocitana ista znama hodnota. Mézeme teda
v kazdom kroku modelovat cenu ako

Ciy1 = ¢ + Dy
kde D, je ndhodna veli¢ina so znamym rozdelenim
P[Dy1 = oo = /5 P[Dyyy = B = py -

Zopakujme, ze pre vsetky t € {1,...,n} st hodnoty oy, 5; zname konstanty, podobne ako
pravdepodobnosti p; , p; = 1—p; € (0,1). Tiez buda vzdy a; > 0, 8; < 0. Inymi slovami,
hovorime, Ze cena sa v kazdom kroku s istymi pravdepodobnostami posunie o istd znamu
hodnotu nahor alebo nadol.

Nasou ulohou je opét najst optiméalnu stratégiu pre obchodovanie.

Riesenie. Neprekvapi, Ze niektoré parametre tohto programu budu rovnaké ako v pre-
doslom priklade - stratégia pre obchodovanie bude stéale len vyber istych rozhodnuti, ktoré
predstavuju nakup a predaj. Uvedme parametre modelu:

1. Stavovy priestor. Nepochybne budeme potrebovat minimalne stavové premenné z
predoglého prikladu. Teraz ale vopred nepozname ceny akcie, a tak kvoli vypoctom
ziskovej funkcie bude potrebné si jednotlivé ceny postupne pamétat. K usporiadanej
dvojici (my, k) musime pridat aktudlnu cenu ¢, a teda mame stavovy priestor

S={0,1} x{0,....,T} x P

Vit St — (mt, k’t, Ct)

kde P je mnozina vSetkych moznych cien. Z obrazku 2.2.1 je viditelné, ze v kazdom
tseku pribudnt vzdy dve moznosti novej ceny. Stavovy priestor obsahujuci vsetky
moznosti musi obsiahnut Tubovolni kombinéaciu, takZze mnoZina P spominané vyssie
by mohla byt reprezentované napriklad tvarom

N
P=cy+ Z(ﬂ'@i + s;0;) kde r;, 5, € {0,1} pre i € {1,..., N},

=1

kde ceny v tsekoch ¢t < N ziskame volbou r; = s; = 0 Vi > t. Kardinalita takejto
mnoziny je pri neprekryvani cien (nie nutne realny pripad) rovna 2%V, kde N je pocet
¢asovych tisekov, v ktorych sa cena vyvija. V tomto pocte ¢asovych tsekov moézeme
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Obr. 2.2.1: Mozny vyvoj ceny akcie v prvych dvoch ¢asovych tsekoch

vidiet napriklad ticky pri vyvoji cien na burze, kde sa bezne stretdvame napriklad
s frekvenciou jedného ticku za 5-10 sekind. Ak by sme teda chceli modelovat 1
osemhodinovy pracovny denn obchodovania na burze, nasa P by bola kardinality mi-
nimalne 22889, To je samozrejme &islo nepredstavitelnej velkosti. Stretavame sa tak
prvykréat s praktickym prikladom Bellmanovho ,prekliatia dimenzionality” - takyto
stavovy priestor nikdy nedokazeme prejst cely. Uz teraz ale vidime, Ze implementécia
algoritmu si bude musiet s tymto problémom poradit. V tomto pripade to nevyzeréa
az na tak velky problém - pri vyvoji ceny mdzeme totiz v kazdom kroku zahadzo-
vat velké cGasti stavového priestoru - ak napriklad cena v prvom dni porastie, teda
spadne do vetvy s c¢g + aq, vetvu s ¢y + (1 uz nikdy nedosiahneme, a ziadne stavy
z nej tak vycislovat nebude potrebné. Takto dokdZeme stavovy priestor skresat na
tvar, ktory uz je implementacne zvladnutelny.

. Rozhodnutia a priestor rozhodnuti. Aj v tomto pripade budeme robit roz-
hodnutia pri nédkupe/predaji 1 akcie. Nedojde k ziadnej zmene oproti problému z
predoslej sekcie, a tak len spomenime finalne tvary:

{0,1} mt:O&kt<T
Vit a; € At<8t) = {O, —1} my = 1 & kt <T

. Ziskova funkcia. Ani tu neddjde k zmene. Zisk ¢i cena vyplyvajica z daného
rozhodnutia bude opét len cena akcie s prislusnym znamienkom. Pripomenme len,
7e prave tento vypocet je dévod, preco si potrebujeme pamétat cenu ako stavovi
premennd.

Ci(sy,ar) = —age, kde ¢, € P

. Funkcia prechodu. Prechod medzi stavmi bude tentokrat ndhodnou veli¢inou.
Zrejme uz nebude zavisly len na stave, v ktorom sa nachadzame a na rozhodnuti,
ktoré vykonadme, ale oproti problému z predoslej sekcie uz bude ovplyviiovany aj
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ndhodnymi faktormi (exogennymi informéciami) v podobe zmeny cien. Podla uz
znameho znacenia budeme mat

siv1 = SM (54, ap, D) = (mt + ap, ke + Lg=—1y, ¢ + Dt+1)

kde D,y je ndhodna veli¢ina s rozdelenim ako vyssie. Pre cenovu zlozku stavovej
premmenej modzeme ekvivalentne pisat aj

+

Pl Cc=cC oy
Pleyy =cle) = 3pr c=a+ 5
0 inak

Viditelne v tomto pripade nie je rozdelenie s;,; zavislé na rozhodnuti a;.

. Hodnotova funkcia. Zrejme budeme potrebovat uz stochasticka rovnicu optima-
lity. Spomenme predtym este findlne hodnotenie - to sa oproti predoslému prikladu
nezmeni. Uvedme teda len pre tplnost

0 mN:O

VN(SN) = {

¢, my =1
Spominany tvar rovnice optimality v tomto zndhodnenom tvare bude

Vi(s;) = max (C’t(st, ag) + E[%+1(St+1)}3t:|).

at€AL

V nasom pripade méme len dve moznosti, ako sa stav s,,1 moze vyvinit, a tak si
mozeme dovolit rozpisat a dosadit do tvaru 1.3.3

Vi(s¢) = max (C’t(st, ag) + ZIP’[st+1 = s|st]V}+1(s))

at€AL e
s

¢im ziskavame

Vi(si) = max ( — 4 + pt*VtH((mt + ag, ke + Lg=—1y, ¢ + Oét))
at t

+pt_Vt+1((mt + ag, kg + Lg=—1y, ¢ + 51:)))

Optimélne rozhodnutia v stavoch s; € S’ ur¢ime spéatnym rekurzivnym riesenim
rovnic

(I:(St) = arg rgax ( — a4 + p;_‘/H_l ((mt + ag, k’t + ]I{atzfl}, ¢ + &t))
at€At

+ pt_VtJrl((mt + ag, ks + Lg=—1y, ¢ + 5t)))7

kde S’ znac¢i uz ,,okresany” stavovy priestor obsahujtci len stavy pripustné v danych
trajektoriach. S tym musi pocitat aj nasledna implementécia.
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2.3 Stratégie technickej analyzy

Metody technickej analyzy, ktory otestujeme, budi jednoduché aplikicie zopar zaklad-
nych indikatorov. Este predtym, nez ich implementujeme, uvedme zékladné informacie o
tychto metodach.

Technicka analyza (TA) je sihrnny nazov pre mnozstvo heuristickych metod pouziva-
nych pre obchodovanie na finanénom trhu. Cieflom TA je pomocou historického vyvoja
trhu analyzou dat predpovedat budtci vyvoj - prevazne predpovede cien ¢ obchodovaného
objemu. Jej ucinnost sa spolieha na to, ze trhové trendy, a s nimi tzv. vzory (patterns) vo
vyvoji cien maja tendenciu sa opakovat, ¢asto v predpovedatelnych intervaloch. Aj ked
sa prevazne jedna o matematicky, finan¢ne ani ekonomicky nepodlozené techniky, TA je
vdaka svojej dostupnosti a jednoduchosti vel'mi vyuZivana a v spolupréaci s fundamental-
nou a kvantitativnou analyzou patri medzi najpouzivanejsie prostriedky malych dennych
traderov, dlhodobych investorov, ale aj velkych investi¢nych bank ¢ hedge fondov.

TA bola v minulosti a dodnes zostava vo vedeckych kruhoch kontroverznou témou.
M4 mnoZstvo podporovatelov a miniméalne tolko kritikov (mimo iného napr. hypotéza
eficientného trhu, podla ktorej by ceny na historickom trende vobec zéavisiet nemali), z
¢oho vzniknuté diskusia dala vznik taktieZ niekolkym vyskumnym projektom z oblasti
technickej analyzy. Za vSetky spomenme aspon ¢lanky [Caginalp-Balenovich, Park-Irwin,
Lo-Mamaysky-Wang, Lui-Chong| do ktorych autor pri tvorbe prace zahliadol. Po na-
hliadnuti do tychto ¢lankov je zrejmé, ze matematicky zrely rozbor technickej analyzy je
nepochybne velmi zaujimavy problém. Venovat sa mu na trovni porovnatelnej s tymito
referenciami ale nema byt cielom préace. Technické detaily a dalie zaujimavosti tak pone-
chavame k nahliadnutiu vo vysgie uvedenej literature, zatial ¢o sa budeme venovat zopar
praktickym ukazkam.

V nasledujtcich odstavcoch postavime a otestujeme jednoduché stratégie zalozené na
troch indikatoroch technickej analyzy - MACD (moving average convergence-divergence),
RSI (relative strength index) a EMV (ease of movement indicator). Len v kratkosti si
predstavme kazdy z nich, predtym ale pripomeiime u7 spominant terminologiu klzavych
priemerov, ktora bude v nasledujtcich sekcidch hojne pouzivana.

Definicia. Majme stbor (dalej ¢asovy rad cien) (pi)ief1,.n}. Jednoduchym klzavym k-
priemerom (d'alej aritmeticky k—dhovy priemer) v ¢asovom tseku n rozumieme nevazeny
aritmeticky priemer poslednych k£ hodnot stboru, t.j.

SMAk:% Z Di

i=n—k+1

Exponencialnym kizavym priemerom (dalej len exponencidlny priemer) rozumieme
SflbOI' (Et)te{l,...,n}

t=1
EMA, =P
ypi+ (1 =Y)Ey 1<t<n.

Parameter v € (0, 1) dalej budeme podl'a konstantnych ¢asovych tsekov dlzky T (T—diiovy

., . 0 ’ _ 2
exponencialny priemer) volit vztahom v = T
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2.3.1 Moving Average Convergence-Divergence

Indikator MACD (moving average convergence-divergence) je indikator spocivajuci v
predpovedani trendu pomocou vztahov medzi dvomi klzavymi priemermi ceny inStru-
mentu. Postup aj pouzitie je velmi jednoduché (detailnejsi opis je mozné najst napr. v

[ip-MACD)):

e Zaznamenaji sa exponencialne priemery ceny dvoch roéznych dlzok. Casové useky
sa prisposobuju dobe investovania, tradi¢ne sa v8ak vyuziva jeden kratsi (napr. 12-
dnovy) ,fast EMA” a jeden dlhsi (napr. 26-diiovy) ,slow EMA”. Nésledne sa vypocita
rozdiel, MACD = EM Ay, — EM Agio-

e Vytvori sa tzv. signalna Ciara sgn, ¢o je casovo kratsi exponencialny priemer siiboru
MACD. Pri vybere 12 — 26 M ACD sa zvycajne pouziva 9-diovy priemer.

e Porovnaju sa hodnoty signélnej ¢iary s M AC'D: signaly st generované priese¢nikmi
signalnej ¢iary s M AC'D. Ak dojde k priesec¢niku ,zhora”; t.j.

MACD; > sgny & MACD;, 1 < sgngiq

jedné sa o bearish signal (o¢akavany je pokles ceny; teda predavat akciu), a naopak
v priesecnikoch ,zdola”; t.j.

MACDt < sgny & MACDtJrl > SgNyy1

sa jedné o bullish signal (o¢akavany je rast ceny; teda nakupovat akciu). Je zauzi-
vané na signal (nakupovanie/predavanie) pockat aspon nejaky cas, aby nedoslo k
neodévodnenému predaju ¢ nakupu pri fluktuéciach. Predavat resp. nakupovat je
tak odporucané az po prichode dalsieho udaja do M ACD, ¢o je v naSom pripade v
nasledujuci burzovy den.

Nakolko v tejto kapitole stale obchodujeme na trhu s jedinou akciou, jednoduché stratégia
obchodujica podla tohto indikdtoru by mohla vypocitat M ACD a signalnu ¢aru a po-
mocou nich vygenerovat signaly (tzv. triggers), kedy nakupovat ¢ predavat ttuto 1 akciu.
Na priklade historickej ceny akcie spolo¢nosti Apple, Inc. (NASDAQ: AAPL) |Data src|
ilustrujme tento indikator. V Obrazku 2.3.1 by sme teda nakupovali resp. predéavali akciu
v nasledujtci den po priese¢nikoch dvoch grafov (podla typu priese¢nika).
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Obr. 2.3.1: Indikator 12-26 MACD a jeho 9-diova signélna Ciara.

2.3.2 Relative Strength Index

Indikator RSI (relative strength index) je pouZzivany na predpovede prepredaného
(oversold) a prekupeného (overbought) stavu trhu. Prepredany trh je stav, ku ktorému
dochadza v pripadoch, kedy cena inStrumentu poklesne - zvycajne z dévodu vysokého
mnozstva predajnych objednavok - a v najblizsej dobe sa tak ocakava sa jej korekcia
nahor (rast ceny). Analogicky, v pripade prekipeného stavu sa z dovodu prevladajucich
nakupnych objednavok o¢akéava korekcia nadol (pokles ceny).

Vypocet RSI je nasledovny (detailnejsie pozri [ip-RSI|):

1. Vypocita sa priemerny pokles a priemerny néarast ceny v istom ¢asovom tiseku (bezne
14 dnovy tusek). Ak napriklad v siedmich diioch cena za burzovy den (cena pri
otvoreni burzy v porovnani s cenou pri zatvarani burzy - close) narastla, z tychto 7
dni sa spocita priemerny percentualny narast avggain. Vo zvysnych siedmich dioch
cena za den poklesla, a z tychto dni sa opat vypocita priemerny percentualny pokles
avgloss.

2. Vypocita sa hodnota
100

avggain
1+ avgloss

RST =100 —

3. Podla hodnot RST sa odéita, ¢i je v danej situécii trh prepredany resp. prekipeny.
Signaly pre nakup su opét indukované podla tychto hodnot, typicky v tsekoch, kde
sa RST drzi pod 30, resp. signaly pre predaj nad 70%.
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Stratégia by tak mohla nakupovat akciu, ak RSI pretne a klesne pod hranicu 30. Naopak,
predajny signal analogicky pri hodnote nad 70%. Priklad RSI na rovnakom datasete AAPL
ilustruje obr. 2.3.2.
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Obr. 2.3.2: Indikator RSI s vyznac¢enymi hranicami 20,30,70 a 80 % pre buy/sell signaly.

2.3.3 Ease of Movement

Ease of movement indikator je jediny zo spominanych indikatorov, ktory sa okrem cien
venuje aj analyze obchodovaného mnoZstva (volume). Hodnoti tzv. ease of movement, a
pomocou neho pohyblivost (momentum) cien v sledovanom obdobi. Inymi slovami, snazi
sa odhadnut, ako Tahko resp. ako tazko sa cena pohybuje nahor /nadol medzi jednotlivymi
tsekmi. Vypocet je nasledovny (opat blizsie v [ip-EMV]):

1. Vypocitaju sa priemerné rozdiely v dennych cenovych miniméch a maximach za

posledny ¢asovy usek (tzv. distance moved)

D = 5 (m&xtoday + MiNioday — (maxyesterday + mznyesterday))

2. Vypocita sa tzv. box ratio

BR— scaled volume

MaTtoday — mintoday

kde scaled volume je hodnota obchodovaného objemu za posledny den vydelena
konstantou 10™; n € N je volené tak, aby vysledna hodnota EMV bolo éislo z
intervalu [—1, 1]. Tato normalizacia ale nie je nevyhnutna.
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3. Za kazdy casovy tusek sa ulozi hodnota tzv. 1-period EMV

D
EMV; = —
"7 BR
a vytvori sa EMV ako klzavy priemer tychto 1-period hodnét podla dizky ¢asového
useku, ktory sledujeme. Tradi¢ny vyber je 14-dhovy aritmeticky priemer, v nasej
ilustracii ale pouzijeme 14-dhovy exponencidlny.

EMYV sa potom spravidla pouziva ako oscilator, t.j. zakresli sa jeho priebeh a porovnava
sa s 0. Podla prieseénikov moze tak jednoducha stratégia generovat nakupné signaly
(nakupovat akciu), ak EMV pretne 0 zdola, analogicky naopak predajné signaly (predavat
akciu), ak EMV pretne nulu zhora. Ku generovaniu signalov je mozné pouzit EMV, ale aj
jeho signalnu ¢iaru (t.j. 9-diiovy exponenciélny priemer suboru EMV'), ktorej prechody
nulou su spravidla posunuté o casovy tsek vopred, ¢o je uz zo spominanych dévodov
vhodné na odliSenie falosnych signélov vyplyvajucich z fluktuécii. Ilustraciu uz na znamom
datasete poskytne obrazok 2.3.3.

0.15

I
—14-day EMA EMV
I ——9-day Signal

-0.15 ‘ ‘ ! ‘
Jan 2017 Apr 2017 Jul 2017 Oct 2017 Jan 2018 Apr 2018

Obr. 2.3.3: 14-dhovy indikator EMV s 9-diiovou signalnou ¢iarou

2.4 Implementacie

Sucastou prace si implementacie vSetkych vyssie uvedenych stratégii. Vyuzime tieto
implementacie a na historickych datach porovnajme stratégie metdd technickej analyzy, a
taktiez ilustrujme jeden z DP algoritmov. Vyuzijeme spominany dataset AAPL, na ktorom
aplikujeme simulacie Monte Carlo pre porovnanie profitability roznych stratégii. Nakolko
sa jedna o vopred dané ceny, budeme aplikovat stratégiu zo sekcie 2.1. s neobmedzenym
po¢tom moznych transakcii (pre nase ucely T = 450; ¢o vo vybranych tsekoch nejde
dosiahnut), zatial ¢o z technickej analyzy otestujeme vSetky 3 stratégie.

Postup bude teda nasledovny:
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e 7 dostupnych dat cien akcie (obdobie 02/2013 - 02/2018; pre jednoduchost volime v
jednotlivych dhoch closing ceny) sa vyberie ¢asovy usek, na ktorom buda porovna-
vané stratégie obchodovat. Pre nage testy volime tseky dlzky 60 - 520 burzovych dni
(t.j. cca 3 mesiace az cca 2 roky pracovnych dni), ktoré su generované ndhodne resp.
psuedondhodne v MATLABe funkciou randi (generovany je poéiato¢ny datum ob-
chodovania aj dizka intervalu). Vyber intervalov je zvoleny prihliadajic k tc¢innosti
pouzivanych metod technickej analyzy, ktoré st zalozené na sledovani trendu istej
dlzky.

e Prevedie sa N = 1000 takychto simulacii a pre kazdu stratégiu sa zaznamena priemer
zarobeného profitu spolu so standardnou chybou

V tabulke uvedme vysledky simulécii.

stratégia DP (zname ceny) | 12-26 MACD | RSI EMV
priemerny profit 174.0147 2.3414 9.1558 | 13.4514
Standardna chyba 2.6851 0.5388 0.3288 | 0.5565

Tabul'ka 2.1: Profitabilita testovanych stratégii zo sekcii 2.1 - 2.3

Priemernym profitom vysSie rozumieme priemer stuctov rozdielov predajnych a na-
kupnych cien, za ktoré stratégie obchodovali, pricom vsetky stratégie zacinaja s profitom
rovnym 0 (mozu, resp. na zac¢iatku musia nakupovat do minusu). Standardna chybu sme
definovali pre konecny stubor (N = 1000) pomocou vyberovej smerodajnej odchylky &y
ako

SN =

Q)
32

N
1 _
NI et
N N i=1

kde

2| =

1

o
I

je klasicky aritmeticky priemer profitov v jednotlivych iteraciach.

Mozeme teda v ramci nasho prikladu konstatovat, ze metody technickej analyzy sice st
na nasom datasete v priemere profitabilné, ale len velmi malo. Toto zistenie ilustruje fakt,
7e jednotlivé indikatory technickej analyzy nie st velmi u¢inné samostatne. V kazdej in-
vesticnej stratégii zaloZzenej na TA je potrebné indikatory v spravnom zloZzeni kombinovat,
a pre lepsiu funkcionalitu ich doplhat inymi metédami, ako st napriklad fundamentalna
analyza alebo metédy kvantitativnej analyzy.

Na mieste je tiez diskusia o samotnej simulacii: vykonavame sice ndhodny vyber tisekov
cien, vyberame ale vzdy z celého rovnakého suboru dat. Aj pri ndhodnom vybere tsekov je
tak mozné, ze isté tiseky alebo ich casti st volené ¢astejsie nez iné. Jednotlivé pozorovania
teda nie st nutne nezavislé.

Naopak v pripade algoritmu DP vidime, Ze je schopny dobre zarobit. To je o¢akavané,
nakol'ko ceny poznéa dopredu, ¢o je, ako uz uvadzame v 2.1., nerealisticky predpoklad
sluaziaci len pre priklad na ozrejmenie principov. Priame porovnanie tohto algoritmu s
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metoédami TA (ktoré ceny, pochopitelne, dopredu nepoznaji) tak nie je na mieste, a
tento vysledok slizi len pre ilustraciu. Porovnania samotné nechavame az na Kapitolu 3.

Jedno z miest, kde ale vidime moznosti na zlepSenie samotnej TA, je pozriet sa blizsie
na parametre pouzité pri vypoctoch. Porovnajme preto napriklad indikator MACD pre
rozne dlzky pouzitych klzavych priemerov:

parametre MACD (fast-slow-signal) | 12-26-9 | 21-44-18 | 18-38-14 | 35-62-28
priemerny profit 3.7451 | 8.5789 3.7221 9.0274
Standardna chyba 0.5496 | 0.6155 0.5520 0.5196

Tabulka 2.2: Stratégie MACD pre rozne parametre priemerov

V tomto priklade sme simulovali Monte Carlo (N = 1000) z ndhodnych vyberov dlzky
90 az 520 burzovych dni (4.5 mesiaca az 2 roky). Je vidiet, Ze vyber parametrov mé na
profitabilitu stratégie netrividlny vplyv. Kvantifikovat tento vplyv, ani opisat moznosti
jeho vyuzitia pre vytvaranie lepSich stratégii si v aktualnom momente netrufame, urcite
by ale mohlo byt zaujimavé skusit dany vplyv preskumat blizsie a zaoberat sa napri-
klad optimalizovanym vyberom tychto parametrov (na zaklade historického trendu, dlzky
obchodovaného tuseku, a podobne). Z charakteru ulohy by k tomu verime, mohol byt
pouzitelny prave framework (priblizného) dynamického programovania. Toto pojednanie
nechavame na pripadné preskiimanie v budtcnosti.
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Kapitola 3

Stratégie pre model
vysokofrekvenéného trhu

Praca vznika ako sucast projektu, ktory sa zaobera racionélnym rozhodovanim na
trhu s limitnymi objednavkami (M. Smid, 2021)*. Vysledkom tohto projektu je softwarova
implementacia simulatora finan¢ného trhu, na ktorom obchodujt umeli agenti pouzivajuci
rozne stratégie. Implementacia je volne dostupna k nahliadnutiu ako online repozitéar
[github]. V tejto kapitole sa budeme venovat pohladu vysokofrekvenéného obchodnika a
implementujeme dve stratégie, ktorych ziskovost na modelovom trhu porovname.

3.1 Model trhu a stratégie icastnikov

Na modelovom trhu st na zaciatku pridané stratégie obchodnikov, a nasledne je spus-
tena simulacia. Mimo prirodzenych parametrov kazdej jednotlivej stratégie méa prirodzené
parametre aj samotna simulacia: st to dlzka ¢asového tseku, v ktorom sa obchoduje; pri-
padne tiez pocet iteracii, ak chceme vysledky porovnavat ako priemery po niekolkych
chodoch simulécie.

Trh je formulovany ako zero-sum game. To znamend, Ze jednotlivi agenti na trhu
si vymienaju pomocou nakupu a predaja na trhu svoje zdroje tak, ze konecny celkovy
stucet zdrojov obchodnikov je zhodny so stic¢tom zdrojov obchodnikov na zaciatku. Inymi
slovami, zarobit sa da len tak, Ze pripravime o zdroje inych tcastnikov a analogicky prist
o zdroje je mozné len na tkor obohatenia ostatnych obchodnikov o to isté mnozstvo.
Profitabilita obchodovacich stratégii tak v tomto pripade bude zavisiet nielen na kvalite
stratégie ako takej (napriklad ako tomu bolo v Kapitole 2 na trhu s jedinym u¢astnikom),
ale bude ovplyvnené aj tym, ako obchoduju ostatni tcastnici.

V praxi je zoskupenie agentov na trhu, ako spominame, tvorca trhu (ktorého tlohou
je vytvarat na trhu likviditu; v praxi na zéklade dohody s organizatorom trhu, za ¢o je
aj nejakym spésobom odmenovany), prijemcovia likvidity (investori) a vysokofrekvenéni
obchodnici. Pre moZnosti simulécii je vopred (préaca skoliaceho pracoviska) implemento-
vanych zopar zakladnych stratégii. Spomenme dve, ktoré v tejto kapitole vyuzijeme.

blizgie na http://www.utia.cz/cs/projects/3154 (pristup 5.7.2021)
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e marketmaker: tlohou tejto stratégie je imitovat spravanie tvorcu trhu ako je ilus-
trované vyssie. Implementécia je inSpirovana ¢lankom [Stoll|, zatial heuristicka a
parametre pre tvorbu trhu nie s optimalizované (blizsie v sekeii 3.4.)

e liquidity taker: vydéava s uréenou frekvenciou objednavky nahodného typu (ndku-
p/predaj/nic).

Podotknime, Ze spominané stratégie vytvorené na Skoliacom pracovisku, ako aj cely si-
mulator marketsim, su zatial v §tadiu vyvoja.

Kazda stratégia ma svoje parametre, ktoré nejakym sposobom definuju ich spréavanie.
Okrem nézvu st to obecne obchodované mnozstvo (volume), na ktoré si vydavané objed-
navky, a tiez hodnotu ¢asového ,meskania”, s ktorym vydéava objednavky (pre priblizenie
realnej situacie, kde reakény ¢as obchodnikov predlzuji potrebné vypoéty, komunikécia,
atd.). NaSe stratégie budeme implementovat s reakénym casom 1 ¢asového ticku (se-
kundy), stratégia tvorcu trhu ale napriklad vydava objednavky bez omeskania (okamzite)
a stratégia liquidity taker zasa v nepravidelnych ndhodne vyberanych intervaloch.

Cely simulator trhu je obaleny do menného priestoru marketsim, pomocou ktorého
su dalej implementované dalsie siucasti. Samotné implementécie jednotlivych stratégii
st napisané v obecnej zakladnej triede marketsim: :tstrategy, z ktorej dalej dedia tri
triedy podla typu stratégii. Jednou z nich je trieda marketsim: : tsimplestrategy, ktora
vyuzijeme na implementéciu nasich dvoch stratégii.

3.2 Stratégia MACD

Indikator MACD sme uz spominali v Kapitole 2. Tam sme otestovali jeho u¢innost
na trhu, kde stratégia obchodovala samostatne na znamych cenach. Tentokrat implemen-
tujeme stratégiu a otestujeme jej profitabilitu na trhu s viacerymi agentmi. Algoritmus
pre vypocet MACD a generovanie triggerov uz bol opisany v sekcii 2.3.1, opiSme teda len
implementaciu.

Ako ilustrujeme vyssie, vietky stratégie st podtriedami triedy marketsim: : tstrategy.
Pre naSe potreby vyuzijeme zdedenu triedu marketsim: :tsimplestrategy a napiSeme
triedu marketsim: : ta_macd. Kostra implementécie je nasledovna:

class ta_macd : public tsimplestrategy
{
public:
ta_macd(const std::string& name, tvolume delta, ttime timeinterval,
const int s, const int f, const int _sgn)

: tsimplestrategy (name, timeinterval), fdelta(delta), s(_s), f(_f), sgn(_sgn)
{}
private:
virtual tsimpleorderprofile simpleevent(const tmarketinfo& mi, const ttradinghistory&);
tvolume fdelta;
const int f, s, sgn;

const double alpha f = 2.0 / (f + 1.0), beta f = 1 — alpha f,

alpha s = 2.0 / (s + 1.0), beta_s = 1 — alpha_s,

alpha sgn = 2.0 / (sgn + 1.0), beta sgn = 1 — alpha sgn;
std :: vector <double> ema_slow, ema fast, macd, signal;

b
Samotna stratégia je implementovand v metode ta_macd: :simpleevent, ktoré je volanéd
v jednotlivych ¢asovych tsekoch a rozhoduje o tom, akii objednavku nasa stratégia v
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danom tseku vyda na trh. Bude sa klasicky rozhodovat medzi ndkupom, predajom resp.
7iadnou objednéavkou, a to podla MACD triggerov ako st uvedené v sekcii 2.3.1.

V konstruktore triedy ta_macd vidime taktiez prirodzené parametre stratégie MACD.
Jedna sa o konstanty pouzité vo vypocte exponencidlnych priemerov EMA fast, EMA slow
a signalnej ciary, ktoré ukladame ako sikromné premenné triedy. Hodnoty priemerov st
dynamicky ukladané do poli s odpovedajicim nazvom, ktoré nésledne vyuziva metodda
simpleevent na vykonévanie objednavok.

Okrem spominanych prirodzenych parametrov stratégie poskytujeme konstruktoru aj
prirodzené parametre triedy tsimplestrategy: nazov stratégie, obchodovany objem a
dlzka ¢asového tseku, v ktorom je stratégia volana.

3.3 Stratégia ADP

Ako uz bolo v préaci prednesené, stratégie technickej analyzy vyuzivaji historicky vyvoj
dat (trend) na predpoved buducich cien. Na porovnanie s TA teda navrhneme stratégiu,
ktora taktiez bude vykonéavat rozhodnutia pomocou informacii o historickom trende, ten-
tokrat ale pomocou priblizného dynamického programovania (dalej ADP). Framework
ADP sme detailnejsie opisali v sekcii 1.6., ktor sme ukoncili kostrou jedného z mnohych
pouzivanych ADP algoritmov. Tento zndmy algoritmus 1.4. dalej pouzijeme k implemen-
tacii stratégie; najprv ale spominana stratégiu navrhnime. Prejdeme teda ku klasickému
znaceniu ADP.

Obchodovat budeme na trhu v casovych tusekoch t € {1,...,7}. Ozna¢me W; =
P + y¢ hodnotu actu v ¢ase t < T, kde p; je aktualna cena akcie, x; pocet vlastnenych
akcif a y; hotovost (t.j. nejaké volné prostriedky, ktoré mame na acte k dispozicii neviazané
v akciach). Nasim ciefom bude maximalizovat hodnotu aé¢tu na konci obchodovacieho
obdobia.

Rozhodnutia v jednotlivych tsekoch volme pre jednoduchost a; € A, = {0,—1,1},
t.j. v kazdom tuseku predavame alebo kupujeme len 1 akciu. Je to postacujuce, nakol'ko
pri pouziti v simulatore bude v pripade nasho algoritmu rozhodnutie urcovat trigger na
nakup resp. predaj vopred ur¢eného objemu. Nakol'ko pri prechode z t do t+ 1 ocakéavame
nejaki (vopred neznamu) zmenu ceny w1 = pyi1 — Pi, zmena prostriedkov na aéte po
vykonani rozhodnutia a; bude ndhodna veli¢ina v tvare

Wig1 = (2 + @) (e + Tog1) + v — prar = e + Yo + (0 + a) T = Wi + (2 + ag) mesq

Nasou tlohou je tak maximalizovat hodnotu

T-1
]E[WT] = E[Z(It + at)ﬁt+1:| s
i=0
kde inicialnu hodnotu Wy, ktora je vzdy rovnaka, uz v maximalizacii vynechavame.

Pre nés priklad budeme predpokladat, Zze matica prechodu veli¢iny 7, zavisi na
trende za poslednych m dni: teda na raste/poklese ceny v poslednych m ¢asovych use-
koch. Ozna¢me maticu prechodu P[r|h|, kde h € H = {—1,0,1}" vyjadruje pokles,/ne-
mennost /rast ceny v jednotlivych tsekoch. Tiez pre jednoduchost predpokladame, ze 7
moZe naberat celo¢iselné hodnoty {—q,...,0,...,q} pre pevne volené ¢ € N.
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Dostaneme tak rovnice optimality V¢ € {0, ..., T}

Vi(h, ) = maxE[(z + a)ms1 + Vigr (n(h, meg1), 2 + a) |h]

a€A:
T=q
= max [(z + a)m + Viga (n(h, 7), z + a) | Plmq = 7|h] (3.3.1)
T=—q

kde znac¢ime n(h, m;11) funkciu, ktora prevedie ,stara” historiu trendu h a posun ceny 7,1
na ,novia’ histériu trendu.

Pre zjednodusenie stavového priestoru zalozime tiez obmedzenie mnozstva akcii, ktoré
mozeme vlastnit, na pevné p € N. Stavovy priestor prikladu tak je celkovo

S=Hx{0,... .1} ={-1,0,1}"x {0,..., u}

Nakolko priklad pracuje s koneénym horizontom 7' < oo, je na mieste spomenat
terminal valuation. V poslednom tseku volime hodnoty Vir(s) =0 Vs € S.

Ako uvadzame uz v prvej kapitole pri opise Algoritmu 1.4., pre potreby vypoctu rov-
nic optimality tymto sposobom je nutné poznat jednokrokovi maticu prechodu Pr|h].
Tuato zrejme nepozname, a budeme musiet jej hodnoty aproximovat. To urobime pomocou
simulatora trhu, ktory pre dostato¢ny pocet iteracii spustime (zatial bez novej ADP stra-
tégie), a z vyvoja cien v zavislosti na historickom vyvoji odhadneme pravdepodobnosti
prechodu. Odhadovat tak potrebujeme rozdelenia (P[m = p|h])pe(—q....q} Pre vietky mozné
historie h € H. To je zrejme spolu 3™ rozdeleni, kde kazdé ma obor hodnot {—q, ..., q}.
Postup aproximécie upresni Algoritmus 3.1.

Algoritmus 3.1 Generovanie pravdepodobnosti prechodu v zavislosti na historii

1. Zvolim pozadovanii presnost (pocet iteracii) N € N, dlzku obchodovaného obdobia
T, dizku max. historického trendu m. Nulami inicializujem tabulku (P[r = p|h]),
pre p € {—q,...,q}, h = {0,...,3™ — 1} (index h uz prevedeny do desiatkovej
ststavy; povodna historia kodovana v trojkovej sustave napr. (—1,1,1) <» (0,2,2) <>
0-324+2-3'+2-3=28).

2. Pren=1,....N

e Spustim simulator trhu s danymi uc¢astnikmi
e Pret=0,..., T —m
— z historickych cien p;, ..., pirm_1 zaznamenam trend h (uréim, o aka his-
toriu sa jedna)
— podla ceny p;.,, inkrementujem v prislusnej tabulke P[r = p;,,,|h] hod-
notu na danom mieste o +1

3. Tabulku (P[r = p|h]), znormujem, aby v jednotlivych historiach zostali rozdelenia

pravdepodobnosti. T.j. aby Vh € H platilo >} Plr =p|h] =1
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S takto odhadnutou maticou prechodu uz dokazeme riesit rovnice optimality v tvare
3.3.1, a teda hladat optimélne rozhodnutia.

Navrhnuty ADP algoritmus, a teda hladanie optimélnej politiky v jednotlitych sta-
voch, implementujeme vo funkcii adp_getPolicy. Téato vyuzije uz vopred odhadnuti
maticu rozdeleni (P[r|h])pen a prirodzené parametre prikladu k najdeniu politiky ako
stiboru matic A = (A;(s;))i<r kde stavy s; = (hy, x;) st usporiadané dvojice indexov his-
torie hy (uz v desiatkovej sustave; blizsie algoritmus 3.1.) a po¢tu préave vlastnenych akcif
0 <z < p. Dalsim prirodzenym parametrom funkcie bude pocet iteracii, ktoré chceme
v ADP algoritme vyuzit. Navratova hodnota funkcie bude politika ako stubor poli obsa-
hujucich optiméalne rozhodnutia (—1/0/1) v danych stavoch a v jednotlivych casovych
usekoch.

TSpace _d adp getPolicy (const unsigned iter , const unsigned time,

const unsigned max_stocks, const unsigned max _ hist, TState P)

Takto ziskant rozhodovaciu politiku nésledne vyuzijeme pre obchodovanie na simula-
tore. Implementéacia prebehne zalozenim triedy marketsim: :adp_trend, vyuzitim ktorej
je stratégia voland pomocou metédy adp_trend::simpleevent. T4& si postupne sleduje
historiu trhu podla vyvoja cien a pocet vlastnenych akcii, a nasledne precita optimalne
rozhodnutie pre dany stav, pricom subor rozhodnuti v jednotlivych stavoch a ¢asovych
tsekoch je uz vopred vypocitany funkciou adp_getPolicy a predavany ako parameter
konstruktoru. Prirodzené parametre blizsie ilustruje kostra implementécie, ktora je podla
ocakavani analogicka k triede z 3.2..

class adp trend : public tsimplestrategy

{

public:
adp trend(const std::string& name, tvolume delta, ttime timeinterval,
const int max stocks, const int max hist, TSpace d P)
: tsimplestrategy (name, timeinterval), max stocks(_ max stocks),
max_hist (_max hist), fdelta(delta), P(_P)
{}

private:
virtual tsimpleorderprofile simpleevent (const tmarketinfo& mi, const ttradinghistory& th);
tvolume fdelta;
TSpace d P;
const int max hist, max_stocks;
i
Implementacia teda prebehla v troch krokoch, ktoré pre ozrejmenie zopakujme v nasle-
dujicom zhrnuti:

1. Pomocou iterovanej simulécie trhu bez ADP algoritmu (pre nas priklad sme vyuzili
ucastnikov so stratégiami marketmaker, liquidity taker a MACD ako ilustrovana v
3.2.) sa odhadne matica prechodu

heH
pe{—q,--,q}

P = (P[r = p|h])
2. Vyuzitim odhadnutej matice P je pomocou ADP (funkcia adp_getPolicy) vypoci-

tana rozhodovacia politika A, ktoréa obsahuje rozhodnutia v danych stavoch

3. Na simulator je pridana stratégia adp_trend, ktora sleduje vyvoj cien a pomocou
poskytnutej politiky A vykonéva rozhodnutia (vysiela objednavky na nakup /preda-

j/mnic).
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Samotné simulécie vyhodnotime v nasledujtcej sekcii.

3.4 Simulacie

Opakovanou simulaciou (N = 100) najprv otestujeme metédu technickej analyzy - in-
dikdtor MACD. Na trh pridame troch ucastnikov: tvorcu trhu, obchodnika so stratégiou
liquidity taker a obchodnika so stratégiou MACD. Pre nézornost kazdy z nich dostane
rovnaky inventar: hotovost vo vyske 100000 a 500 vlastnenych akcii na zaciatok. Obchodo-
vat sa bude 100 ¢asovych tickov (v nasom pripade sekind). Stratégii MACD poskytneme
parametre 26-12-9 ako v predoslej kapitole.

Vysledky simulacie poskytuje tabulka 3.1. ViditeIne teda MACD dokaze na trhu v

stratégia MACD | Market maker | Liquidity taker
priemerny profit | 8757.84 -20449 11691.1
St. chyba 2033.2 6581.16 6324.97

Tabulka 3.1: Vysledky simulécie 1

priemere zarobit. V kazdom pripade ale stratégia prehrava uz proti trivialnej stratégii
liquidity takera.

Pre iné parametre tvorcu trhu, a teda int stratégiu cenotvorby (zmena parametru « pre
exponencialny priemer aproximécie ,skuto¢nej” ceny z 0.1 na 0.01; bliz§ie dokumentécia
|github| a [Stoll]) uz v priemere MACD nezarobi takmer Ziadny profit, a opét prehrava aj
proti trividlnej stratégii liquidity takera.

stratégia MACD | Market maker | Liquidity taker
priemerny profit | 31.3571 -26846.7 26815.3
St. chyba 60.544 10760.6 10734.3

Tabulka 3.2: Vysledky simulacie 2

Tento vysledok je pravdepodobne ovplyvneny skutocnostou, ze metody technickej analyzy
historicky kalibrované na realne kapitalové trhy nie st az také c¢inné na simulovanom
trhu, ktorého spravanie nie je tplne realistické. Taktiez ale napoveda o fakte, ktory sme
uz spomenuli v kapitole 2 a ktory je kazdému investorovi na finanénom trhu velmi dobre
znamy: jednotlivé indikatory technickej analyzy nie st nutne spolahlivé len samé o sebe.
Preto sa v realnych stratégiach pre investovanie pouzivaji kombinacie réznych indikatorov
technickej analyzy, a vzdy v spolupréaci s dalsimi metédami (ani v tomto pripade ale,
samozrejme, Gspech nie je zaruceny).

f)alej otestujeme ADP algoritmus. Na trhu nechame obchodovat stratégie z predoslych
simulécii, a pre porovnanie k nim pridame stratégiu ADP, ktorej do zaciatku poskytneme
inventar s rovnakym mnozstvo hotovosti (100000) a 10 akciami (volime nizsie ¢islo kvoli
zniZeniu rozmerov stavového priestoru). Tato stratégia, ako opisujeme vyssie, bude vy-
sielat objednavky na nakup/predaj/ni¢ podla vopred vypocitanej rozhodovacej politiky.
Parametre pre vypodcet politiky buda N = 10000 iteracii pre ucenie sa, dlzka sledovaného
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trendu m = 4 (porovnajme s 26, 12 a 9 diiovymi priemermi v MACD), a maximalny pocet
akcii = 100. Opéat vyuzijeme 100 simulécii, kazda pre 100 ¢asovych tickov. Vysledky
poskytne Tabulka 3.3.

stratégia ADP | MACD | Market maker | Liquidity taker
priemerny profit | 120820 | 3161.01 -139221 15239.7
st. chyba 36964.1 | 891.022 41760.3 6837.08

Tabulka 3.3: Vysledky simuléacie 3

Je teda vidiet, ze ADP algoritmus je na simulovanom trhu profitabilny, a dokéaze spolahlivo
porazit trividlnu stratégiu liquidity takera aj indikdtor MACD.

Na zéaver uvedieme este dve simulacie, tentokrat ADP algoritmu sledujiiceho trendy
inych dlzok. Prva vyuziva trend dlzky 6 ¢asovych tickov.

stratégia ADP | MACD | Market maker | Liquidity taker
priemerny profit | 54851.3 | 1118.42 -64859.8 8890.12
st. chyba 22121 | 571.553 25314 3691.73

Tabulka 3.4: Vysledky simulécie 4

Vysledky nie st oproti simulacii 3 prekvapivé. ADP algoritmus je opét vysoko profitabilny,
a dokaze na trhu porazit ostatnych obchodnikov.

Posledné simulacia vyuziva trend dlzky 8 ¢asovych tickov. Charakter ADP algoritmu,
ale taktiez algoritmu pre aproximéciu matic prechodu (prave v tom totiz nastéava vypoc-
tovy bottleneck) prirodzene vyzaduje velké vypoctové kapacity. Téato simulacia je preto
z dovodov nasich obmedzenych vypoctovych kapacit na hranici toho, ¢o v ramci prace
dokazeme otestovat. Moze ale poslizit ako blizsie porovnanie stratégie ADP so stratégiou
MACD (ktora pre vysledné rozhodovanie vyuziva signalnu ¢iaru dizky 9 tickov). Ostatné
parametre vypoctu politiky aj simulacie zostant rovnakeé.

stratégia ADP | MACD | Market maker | Liquidity taker
priemerny profit | 113032 | 2356.66 -140483 25094.4
st. chyba 30949.9 | 918.133 38872.4 10586.6

Tabulka 3.5: Vysledky simulécie 5

Vysledky su opét analogické k predoslym simulaciam.

Kapitolu teda zakon¢ime konStatovanim, ze navrhnuty ADP algoritmus je schopny sa-
mostatného obchodovania na simulétore trhu, kde porazi stratégie ostatnych obchodnikov
a spolahlivo zarobi profit. Na simulovanom trhu si tak vie poradit nad nase ocakavania.
Zaraba prevazne na tukor tvorcu trhu, ktory je takmer vzdy v minuse. Tento fakt je do-
sledkom toho, ze stratégia tvorcu trhu implementovana skoliacim pracoviskom je stale v
ramci vyvoja (ostatne, ako aj cely simulétor), ale tiez charakterom ¢lanku [Stoll|, ktorym
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je implementécia inspirovana. Oc¢akavame, zZe stratégie (napr. tvorca trhu) sa buda v bu-
dicnosti vylepsovat a ich nasledné porovnanie s nasim ADP algoritmom tak bude o Cosi
zaujimavejsie.

Za spomenutie na zaver urcite stoji skutoc¢nost, Ze implementacia ADP algoritmu
(pozri [github]) ma stale priestor na zlepSenie. Prvky priblizného dynamického progra-
movania by bolo napriklad mozné obohatit o exploration metody, ktoré by dovolili lepSie
prechadzanie velmi velkého stavového priestoru. Pri prechode vécésicho mnoZstva stavov
by totiz, verime, doslo k vylepsSeniu rozhodovacej politiky, a teda k lepSej profitabilite.
Tento implementacny upgrade nechavame otvoreny napriklad pre budice skiimanie.
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Zaver

V préci sme sa snazili o otestovanie metéd dynamického programovania pre investo-
vanie na finan¢nom trhu a tiez o ich porovnanie so Standardnymi metédami technicke;j
analzyzy.

[lustraciou dynamického programovania na dvoch toy prikladoch obchodovania s jed-
nou akciou ukazujeme, ze framework dynamického programovania si dokaze néjst uplatne-
nie aj pri modelovani investi¢nych stratégii. Aj v jednoduchych modeloch ale nardzame na
problémy vyplyvajtuce z prekliati dimenzionality, ktoré sa v tomto formalizme vyskytuju.
Potrebu o ich prekonavanie vidime ako jedno z hlavnych obmedzeni tohto postupu.

balej sa venujeme trom indikatorom technickej analyzy (moving average convergence-
divergence, relative strength index a ease of movement), ktorych implementaciou v prog-
ramovacich prostrediach a simulovanym obchodovanim na realnych historickych datach
prichddzame k zéaveru, Ze samostatne pouzité nie si velmi profitabilné. Aj preto inves-
ticné stratégie vacsinou vyuzivaji kombinaciu viacerych indikdtorov, taktiez v spolupraci
s dalsimi metodami.

Dalsimi vysledkami prace st navrhy a implementécie dvoch stratégii pre pouzitie na
simulatore vysokofrekven¢ného finanéného trhu. Implementujeme stratégiu vyuzivajicu
indikdtor MACD a simuléciou zistujeme, Ze na modelovom trhu je, podobne ako pri testoch
na realnych datach, len mélo profitabilna. Zarobi dokonca menej nez trivialna stratégia,
ktora obchoduje ndhodne. Mimo dévodov uz spominanych pri testovani na redlnych datach
si to tentokrat vysvetlujeme tiez skutocénostou, ze simulovany trh nie je velmi vhodnym
prostredim pre testovanie metod technickej analyzy, ktoré su historicky kalibrované pre
redlne trhy.

Testovanim profitability navrhnutého ADP algoritmu zistujeme, Ze si dokaze na simu-
lovanom trhu poradit velmi dobre. Spol'ahlivo profituje ovela lep§ie nez trividlne stratégie
aj nez indikator MACD, a to najmaé na tkor stratégie tvorcu trhu, ktoré je ale stéle v ramci
vyvoja na Skoliacom pracovisku. Do buducnosti teda vidime moznosti skiimanie obohatit
o simulacie ADP stratégie na trhu s uz vylepSenymi stratégiami ostatnych ucastnikov,
pri ktorych by, verime, bolo porovnanie zaujimavejsie. Taktiez vidime priestor pre vy-
lepsovanie ADP stratégie, napriklad dodanim exploration metéd pre lepsie prechddzanie
stavového priestoru. V tejto Casti prace nardazame na potencialne obmedzenia - navhrnuté
algoritmy st implementacne aj vypoctovo velmi naro¢né, ¢o je potrebné brat do tvahy
pri ich pripadnom vylepSovani.
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