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Znaceni a terminy

R mnozina realnych cisel;

N mnozina pfirozenych ¢isel;

Ny mnozina pfirozenych ¢isel véetné nuly;

X diskrétni nahodné veli¢ina;

x € R realizace diskrétni nahodné velic¢iny X;

p(Y) diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veli¢iny Y

p(X,Y) sdruzené pravdépodobnostni rozdéleni nahodnych veli¢in X a Y
p(X|Y) podminéné pravdépodobnostni rozdéleni X za podminky Y

0 € ® parametr modelu;

t € T cas z diskrétni mnoziny T', kde T' C N;

a; € A akce v ¢ase t € T z diskrétni mnoziny akci A C Ny;

sy € 8 stav v ¢ase t € T z diskrétni mnoziny stavu S C Np;

|A| € N velikost diskrétni mnoziny akei A C Ny;

|S| € N velikost diskrétni mnoziny stavii S C Np;

7(si—1) € IT strategie volby akce a; € A ve stavu s;_1 € S

B borelovska o-algebra v R;

(8¢, ag, $¢—1) okamzitd odména pro stav s; € S, akci a; € A a stav s, 1 € S;
v € (0,1) diskontni faktor, reprezentujici preference agenta,

v (s;) hodnota stavu, pfi provedeni strategie m € 11

b € R cena jednoho zobrazeni reklamy;



Uvod

Co je RTB?

Reklamy jsou urceny k podpofeni zajmu potencidlniho zékaznika ke koupi jistého
produktu nebo sluzby. Diky tomu, ze v moderni dobé je internet nedilnou soucasti
kazdodenniho zivota se prirozené objevili i internetové reklamy. Velké spole¢nosti,
obvykle ty které vlastni webové prohlizece, neustéile zdokonaluji sbér informaci o
uzivatelich, aby jim mohli relevantné zobrazovat reklamu dle jejich zajmi. Tato
interakce mezi uzivatelem a inzerentem probiha v prostfedi online reklamni burzy
[1]. Jednim z nejrychleji rostoucich p¥istupi k problému je nédkup reklamy pomoci
online aukei v redlném ¢ase (Real time bidding, dale jen RTB) [2]. Jedné se o aukci o
jednotliva mista na plose prohlizece uzivatele, kterd probéhne v kazdém reklamnim
okné mezi jednotlivymi inzerenty nabizejicimi stejny produkt jesté pred tim, nez se
uzivateli stranka zobrazi. Vyhodou tohoto pfistupu pro inzerenty je moznost cilit
reklamu na uzivatele, ktefi maji zajem o dany produktu ¢i sluzbu. Vydavatelé téz
optimalizuji své zisky prodejem svych reklamnich ploch vice inzerentiim soucasné.

Cilem této prace bude navrhnout a implementovat algoritmus, ktery je schopen
prihazovat penézni ¢astku chytre, tedy maximalizovat pocet uzivatelu, kteri vidéli
nebo klikli na reklamu ¢ koupili produkt/sluzbu za co nejnizsi cenu nakupenych
reklamnich ploch.

L v b4 rd

Jiz existujici rfeSeni problematiky

Vétsina existujicich feSeni jsou zaloZzena na TeSeni problému optimalniho piihozu
jako statického optimaliza¢niho problému (Stochastického gradientniho posileni [3],
Stromovy log-normalni model [3|, linearni regrese [4]). Pfi obdrzeni novych dat se
provadi cely odhad vzdy znovu a zaroven se odhaduje pravdépodobnost vyherni
castky vlozené do aukce. Tato FeSeni vedou k lepsim ziskiim nez pfi volbé nahod-
ného prihozu. Nicméné, RTB trh je vysoce dynamické prostiedi. Rozdéleni vytvorené
na bazi statickych dat se v takovém ptipadé bude s nejvyssi pravdépodobnosti dia-
metralné lisit od skuteé¢ného rozdéleni. Tedy v readlném case je potieba brat v potaz
predeslou tspésnost a neustale modifikovat odhad predpovédi vysledku aukce.



V prvni kapitole zavedeme zakladni pojmy a potfebnou teorii k feseni problému od-
hadovéani a rozhodovani. V druhé kapitole definujeme problém online aukce reklam a
zformulujeme TeSeni. V treti kapitole popiSeme algoritmy potfebné pro odhadovani
a rozhodovani, déle popiSeme zpiisob generovani dat a simulaci pravdépodobnost-
niho modelu. Ve ¢tvrté kapitole provedeme experimenty na generovanych datech a
predstavime vysledky navrzeného feseni. V paté kapitole shrneme vysledky a pro-
diskutujeme budouci vyvoj.
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Kapitola 1

Prehled pouzité teorie

1.1 Zakladni definice a vlastnosti pravdépodobnosti

V této kapitole zavedeme operace s pravdépodobnostnimi rozdélenimi, které jsou
stézejni v nasledujicich kapitoléch.

Definice 1.1 (Néhodna veli¢ina)
Necht: (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, kde

e Q) je neprdazdnd diskrétni mnoZina vsech visledki ndhodného pokusu, neboli
prostor elementarnich jevi. Prvek w € €2 nazveme elementarni jev.

o A je mnoZinovy systém na Q, kteryj tvori o-algebru '. Prvek A € A nazveme
nahodny jev.

e P je pravdépodobnostni mira na méfitelném prostoru (2, A), P: A — (0,1).
Tuto miru budeme naddle oznacovat jako pravdépodobnost.

Pak nadhodnou veli¢inou nazveme kazdé A-mévitelné zobrazeni X : (2, A) —
(R, B), kde B, je borelovskd o — algebra, pravé tehdy kdyz (VB € B)(X'(B) € A).

Definice 1.2 (Realizace diskrétni ndhodné veliciny)
Necht X : (2, A) — (R, B) je diskrétni ndhodnd velicina (tj. kdyz je obor hodnot
nejuySe spocetnd mnozina) definovand na prostoru (2, A,P), pak X (w) = z, kde z,
znaci realizaci ndhodné veli¢iny.
Definice 1.3 (Diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni)
Necht X : (Q, A) — (R, B) je diskrétni ndhodnd veli¢ina definovand na (€2, A, P).
Necht x je realizace ndhodné veliciny X . Pak zobrazeni p(X) : B — (0, 1) definované
pro X jako

p(X) =PH{w e 2: X(w) = z}] (1.1)

pro niZ plati podminka

d p(X=z)=1 (1.2)

'Pro podrobné matematické zavedeni zavedeni viz. [5]
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nazyvame diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni.

V pripadé, ze ndhodnéa veli¢ina je spojita miize byt podobnym zptsobem zavedena
hustota pravdépodobnosti [5].

Definice 1.4 (Sdruzené pravdépodobnostni rozdéleni)
Necht X, Y : (2, A) — (R, B) jsou diskrétni ndhodné veliciny definované na prostoru
(2, A,P). Necht x a y jsou realizace ndhodngch velicin X a Y. Pak sdruzenym
pravdépodobnostnim rozdélenim nazveme funkci

p(X,)Y)=P{weQ: X(w) =2} N{weQ:Y(w) =y} (1.3)

Definice 1.5 (Marginalni pravdépodobnostni rozdéleni)

Necht X, Y : (2, A) — (R, B) jsou diskrétni nahodné veli¢iny definované na prostoru
(Q, A,P). Necht p(X,Y) je sdruzené pravdépodobnostni rozdéleni (1.3). Necht x a
y jsou realizace nahodngch velicin X a Y. Marginalnim pravdépodobnostnim
rozdélenim nazveme funkci

p(X) =Y p(X,Y =y). (1.4)

Definice 1.6 (Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti)

Necht X, Y : (2, A) — (R, B) jsou ndhodné veli¢iny definované na prostoru (€2, A, P)
a x, y jejich realizace. Méjme jisté, pevné dané, yo. Necht p(Y') je diskrétni pravdeé-
podobnostni rozdéleni nahodné veliciny Y (1.1). Necht p(X,Y) je sdruZené pravdeé-
podobnostni rozdéleni ndhodnych velicin X a Y (1.3). Necht p(yo) > 0, pak funkce

p( XY =yy) =P{lweQ: X(w) =z} {we Q:Y(w) =y}
_ P{we Q: X(w) =2},{weQ:Y(w) =y}
p({w € Q:Y(w) = yo}) (1.5)
_ (X, %)
(%)

je podminéné pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veliciny X za podminky,
zZe'Y =1yq, pro které plati

D p(X =zlY =yo) = 1,V (1.6)

12



V praxi budeme pouzivat dvé zakladni operace na pravdépodobnostnich rozdélenich:

e Retézové pravidlo umozije konstruovat sdruzené pravdépodobnostni roz-
déleni (1.3) pomoci podminéného pravdépodobnostniho rozdéleni (1.5) nésle-
dovné

p(X,Y) = p(X|Y)p(Y). (1.7)

e Marginalizace umoziuje konstruovat podminéné pravdépodobnosti s pomoci
marginalniho pravdépodobnostniho rozdéleni (1.4) néasledovné

p(XIY) = 3 op(Z = 2 X|Y). (1)

Véta 1.7 (Bayesova véta)
Necht XY : (2, A) = (R, B) jsou ndhodné velic¢iny definované na prostoru (2, A, P)
a x, y jejich realizace. Necht p(X),p(Y) : B — (0,1) jsou margindlni rozdéleni nd-
hodngjch velicin X a 'Y (1.4). Necht p(X|Y) je podminéné pravdépodobnostni rozdé-
leni (1.5). Pak plati

p(Y[X)p(X)

p(X[Y) = )

(1.9)

kde p(Y') > 0.

Diikaz. Vyjadiime sdruzené pravdépodobnosti rozdéleni z fetézového pravidla (1.7)
dvéma zpiisoby
p(X,Y) = p(X[Y)p(Y) = p(Y[|X)p(X). (1.10)

7, druhé rovnosti obdrzime vztah

pYIXp(X)

p(xpy) = B

(1.11)

O

Vyse uvedené bylo odvozeno pro diskrétni pripad. Vztahy (1.7) - (1.8) plati i pro
spojity piipad (pfi zdméné sumy za integral v (1.8)). Pro rigor6zni odvozeni viz. [5].

Pro zjednoduseni zapisu nebudeme déle rozlisovat mezi ndhodnou veli¢inou X a jeji
realizaci x. Z kontextu bude vzdy jasné o kterou variantu se jedna.

Pro jista odvozeni bude také potieba definovat Gamma funkci.

Definice 1.8 (Gamma funkce)
Necht n € N, pak Gamma funkct definujeme ndsledujicim integralem

+oo
['(n) :/ t"teldt.
0
Dale plati
VneN:T'(n+1) =nl(n). (1.12)
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1.2 Uzaviena smycka agent-systém

Predstavme si ptiklad. Méjme autonomni vozidlo, které jede po vozovce. V kazdém
¢asovém okamziku vozidlo sleduje ¢asti vnéjsiho prostiedi skrze své senzory. Snimé
napi.: pfitomnost chodce, vzdélenost od okolnich aut, typ a stav vozovky, dopravni
znaceni atd. Poté na zékladé predem definovanych cilii, napf.: dostat se bezpecné na
jisté misto za nejkratsi cas, vozidlo upravuje své chovani, napt.: zménu rychlosti ¢i
sméru jizdy. V kazdém casovém okamziku ¢t € T tedy vozidlo pozoruje ¢ast prostiedi
zvanou systém a na zakladé zpozorovaného stavu s;_; € S voli akci a; € A tak, aby
doséhlo svého (predem zadaného) cile. Dale se systém dostava do stavu s, € S a
tento proces se opakuje. Predchozi stav s;_1 € S a akce a; € A maji tedy vliv na
budouci stav s; € S. Viz. obrazek (1.1).

Nasim cilem je popsat systém za tcelem zlepSeni predpovédi budouciho stavu s; € S|
aby agent na zékladé této predpovédi provedl optimalni volbu akce a; € A.
Klicové k ptredpovédi budouciho stavu s; € S je znalost modelu systému, ktery
lze ziskat na zakladé fyzikalnich znalosti nebo z pfedem nasbiranych dat za predpo-
kladu fixni struktury modelu. V dalsi sekci se budeme zabyvat odhadovanim modelu
systému na zakladé dostupnych dat.

Agent

St a;

Systém

Obrazek 1.1: Rozhrani agent-systém

14



1.3 Bayesovské uceni

Bayesovsky pristup umoziuje aktualizovat své apriorni odhady skrze novi pozo-
rovani systému. Tedy vychézime z apriorni informace a postupné ji doplhujeme o
znalosti ziskdvané z nové napozorovanych dat. Vysledek se pouziva pro dalsi odha-
dovani.

Uvazujme, zZe mame k dispozici data ve formé posloupnosti stavi a akci do ¢asu
T €T, tedy (ar, Sr—1,a7-1, ..., 51, a1).

Definice 1.9
Ndhodné veliciny uvaZované v interakci agent-systém (viz. obrdzek 1.1) lze popsat
sdruzenou pravdépodobnosti

p(STaaTaST—lyaT—ly---aslaal)- (1-13)

Opakovanou aplikaci Tetézového pravidla (1.7) dostaneme

T
p(sT,ar, ST—1,a7-1, ...y $1,01) = HP(Sm arlSt—1, -1, oy S1,a@1)p(s1,a1). (1.14)
1=2

A naslednou aplikact Tetézového pravidla (1.7) na proni ¢len (1.14) dostaneme
p(sr,ar, sr—1,ar_1, ..., 51, 01)

T
= Hp(st‘ata St—1,A¢—15 -+, S1, al)p(atystfla ag—1..., 51, al)p(Sh al)a (115)
t=2
kde vyraz
p(slar, se-1, a1, ..., $1,a1) (1.16)

je model systému, kterij vyjadiuje predpovéd stavu s, € S v caset € T v zdvislosti
na predeslych datech.

Vyraz
plae|si—1, a1, 811, ..., 51, 01) (1.17)
je rozhodovaci pravidlo, které vyjadiuje jak volit akce a; € A v caset € T na

zdkladé predeslych dat.
A vyraz

p(s1,a1) (1.18)

vyjadruje pocdtecni podminky systému, které naddle nebudeme explicitnée vypi-
sovat a zahrneme je do produktu ndsledovné

T

p(sr,ar, st_1,ar-1, ..., s1,a1) = | [ (silar, sem1, aron, ooy 51, a0)plarsis, aroy.o. 51, a0).
t=1

(1.19)
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Model systému (1.16) urc¢uje zavislost stavu systému na predchozich datech. Muze
se v8ak stat, ze nemame k dispozici informace o vSech veli¢inach ovliviujici tento
stav.

Pro dalsi odvozeni polozime nasledujici predpoklad.

Predpoklad 1.10 (Markovsky)

Soucasny stav sy € S zdvisi pouze na predchozim stavu s,y € S a zvolené akci
a; € A.
Pro wice informact viz. [6].

Po aplikaci Predpokladu 1.10 na (1.16) - (1.19) se vztahy zjednodusi na

T
p(sT,ar, S7—1,ar-1, ..., $1,01) = HP(St|CLt, st—1)p(a]si-1), (1.20)
t=1
kde
p(selag, $i—1) (1.21)
je model systému a
plaglsi-1) (1.22)

je rozhodovaci pravidlo.

Tvrzeni 1.11
Predpokladejme, Ze zndme model systému (1.21) aZ na konecnou mnoZinu parametri
0 € O, tj. tzv. parametricky model systému

p(silat, si-1,0). (1.23)

Predpovéd stavu s; € S lze pak najit aplikaci fetézového pravidla (1.7) a spojité
verze marginaliza¢niho pravidla (1.8) na (1.20), tedy

p(ST, ar,Sr—1,a0r-1, ..., 51, a1)

T
= H / p(8t|at7 St—1, 0>p<at|8t—17 e)p(0|8t—17 At—1, -+ S1, al)d97 (]‘24)
t=17©
kde druhy ¢len neni zavisly na parametru # € © diky tzv. pfirozenym podminkdm
Tizent [7], které oduvodnéné predpokladaji podminénou nezavislost akei agenta na
parametrech systému. Po aplikaci této podminky na integral (1.24) ziskava tvar

p(ST7 ar, Sr—1,ar—1, .-y S1, al)

T
:H/P(St’amst179)p(at|3t1)p(9’5t1,at1,---,31,a1)d9, (1.25)
t=17©

kde p(s¢|as, si—1,0) je parametricky model systému (1.23), p(a|s;—1) je rozhodovaci
pravidlo (1.22) a
p(O]si—1, a1, ..., 51,a1) (1.26)
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je model parametru 6 € ©.

Resgenf ulohy predpovédi stavu vyzaduje nasledujici kroky

1. Volba struktury parametrického modelu systému (1.23).
2. Odhad parametru modelu § € © (1.26).

V praxi mohou nastat dveé situace

1. Pocet dostupnych dat je fixovany a lze jej zpracovat najednou, pak postaci
odhadnou parametr § € © jen jednou.

2. Pocet dat s Casem nartsta a je tfeba prubézné obnovovat znalost odhadu
parametru € © (1.26) na zakladé novych dat.

Véta 1.12 (Odhad parametru)
Pravdépodobnostni rozdéleni popisujici parametr systému 0 € © mad tvar

p(0|5t L1y s S1 al) — H]l;_:llp(slc’akask—lae)p<0) (127)
I fe HZ_:EP(Skaa3k—179)p<9)d97

kde p(0) reprezentuje apriorni rozdéleni parametru 6 € ©.

Diikaz. Aplikujeme-li na aposteriorni distribuci parametru § € © (1.26) Bayesovu
vétu (1.9) dostaneme

p(‘stfl; Ap—1-.5 S1, a1|0>p(6)

1.28
p(stflaatfl-“aslaal) ( )

p(9|st_1,at_1, ceey 81,a1> =

Dale aplikuji na jmenovatel (1.28) spojitou verzi marginalniho pravidla (1.8) a Feté-
zového pravidla (1.7)

p(St—1, a—1---, 51,a1|0)p(0)
0)si—1, a1, ... = .

Aplikujeme opakované fetézové pravidlo (1.7)

(1.29)

t—1
. p(Sk, ap|Sk—1, ax_1..., S1,a1,0)p(0
p(e‘St—lyat—l,---,Sl,al) _ le:ip< k k| k—1, Wk—1 1, &1 )p( ) ) (130)
f(.) Hk:1p<5k;ak|5k—1;ak—l---aslaala‘g)p(e)de

Vyuzijeme jesté jednou fetézové pravidlo (1.7), pfirozenych podminek Fizeni |7] a
Predpoklad 1.10, potom

p<9|5t L1,y S1 CL1> — HZ_:EP(SH%,Sk—he)p(@k\sk—l)]?(e) ) (131)
S f@ Hz;llp(sdak,Sk—179)p(ak|8k—1)p(9)d9

A po vykraceni ¢lenu p(ag|sg_1) dostavame kyZené tvrzeni.
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Znaceni 1.13

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme ndsledujici znacend.

Trojice (s,a,3S) znact, Ze stavs € S a akce a € A vede na stav s € S, tj. (a,5) — s.
Pak pravdépodobnost, Ze se uskuteéni prechod (a,3) — s dle modelu p(s|a,3s,0), ktery
volime jako nezndmy parametr, je

Os1as = p(8]a,5,0). (1.32)

V' diskrétnim pripadé parametr 6 € © popisuje veskeré mozné prechody (a,s) — s,

Vse S,ae A, s€ S.

Pravdépodobnost (1.32) je pravé veli¢ina kterou budeme odhadovat.

Uzitim znaceni (1.32) na model systému (1.23) pro ¢asovy prechod (sy_1,ax) — Sk
dostavame

p(sklar, sk-1,0) = O, jap 5, = H 9;3‘(;7’?)6(&’%)E(g’sk_l), (1.33)
s€S,acAseS

1, pokudi=j
, poxud =, je Kroneckerovo delta funkce.

kde 6(i, j) =
e 90, j) {0, pokud i # j.

Pro libovolnou trojici (s,a,3) muZeme zapsat statistiku popisujici ¢etnost jejich
vyskytu za ubéhlych ¢ — 1 € T ¢asovych kroki jako

t—1

Vici(s,a,5) =) 8(s, s,)0(a, ar)(5, sp1). (1.34)

k=1

Vztah (1.34) se da zapsat rekurzivné nasledujicim zpusobem
Vi(s,a,35) = (s, s:)d(a,ar)d(s, si—1) + Vi1(s, a,3), (1.35)

jimz po kazdém novém pozorovani (s, as, s;—1) aktualizujeme statistiku V;_; na V;.

Clen p(0) ve vztahu pro odhad parametru (1.27) popisuje apriorni predstavu o moz-
nych prechodech mezi jednotlivymi stavy s € S za podminky konkrétni akce a € A
a predchoziho stavu 5 € S. Pro nasi tlohu ho zvolime v néasledujicim tvaru

pO) o ] omee (1.36)

s€S,acAseS

kde Vi(s,a,s) > 0 je apriorni predpoklad po¢tu vyskytu trojic (s, a,s).

Nyni dosadime vztah pro relativni ¢etnosti vyskytu parametru 0,5 € © (1.34),
volbu parametrického rozdéleni (1.33) a volbu apriorniho rozdéleni parametru 6
(1.36) do pravdépodobnostniho rozdéleni parametru 6 (1.27) a dostaneme

H 6‘4‘71(570"?) Vo(s,(l’g)*l
s€S,acA3€8 “s|a,s sla,s

9‘/,5,1 (s,a,3) QVo(s,a,E)—lde :

(1.37)
f(-) HsES,aeA,EGS sla,s sla,s

p(Olai_1,8i-1, ..., a1, 81) =
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Vztah (1.37) upravime na

Vi1 (s,a,§)+V0 (S’azg) -1
HsGS,aEA,EES sla,s

p(Olai-1, 811, ..., a1, 51) = Vi1(5,0.5)+Vo(s,a.8)—1 15 (1.38)
f@ HsGS,aGA,EES s|ta,§1 ’ de
Pro zkraceni zapisu a prehlednost oznac¢ime
R 1(s,a,3) = Vi_1(s,a,35) + Vi(s,a,s), (1.39)

coz vyjadfuje Cetnost vyskytu trojic (s,a,3) do ¢asu t — 1 € T v¢etné apriorniho
predpokladu jejich vyskytu.

Uzitim znaceni (1.39) na pravdépodobnostni rozdéleni parametru § € © (1.38)
dostaneme

Ri—1(s,a,5)—1
HsES,aEA,EES s|(tz,§1

Rt—l(sza’g)il ’
f@) HsES,aEA,EGS 95|a,§ do

p(0lai—1,St-1,...,a1,81) = (1.40)

Nalezli jsme tedy vztah pro odhad parametru 6 € © a jedna se o Dirichletovu
distribuci [8].

Pted dalsimi upravami si pfipomeneme vztah pro interakci agent-systém (1.13) upra-
veného do tvaru s parametrem 6 (1.25) a tedy

p(ST, Qr,8T—1,AT—1, -+, S1, Cl1)

T
- H/ p<St|a/t7St—179)p<at|8t—17e)p(9|8t—17at—17"‘7817a1)d07 (141)
t=17©

ktery upravime do tvaru vyjadiujici pfirozené podminky fizeni [7]
p(ST7 ar, St—1,a7r—1, .-y S1, al)

T
:Hp(at\st1)/]9(5t\at,3t1,9)1?(9’&1,at1,~-,31,a1)d9- (1.42)
t=1 ©

A dale se soustifedime pouze na integral v (1.42), ktery reprezentuje model systému
(1.21), tedy

p(St’Gt, St71> = / p(st‘ata St—1, e)p(eystfla A1, -5 81, al)d9~ (143)
e
Véta 1.14 (Model systému)

Vztah (1.43) maizZe byt vycislen v ndsledujicim tvaru

Ry (s8¢, a4, 84—
seS - )y Tl—

kde Ry _1(s¢, as, s;-1) je znacend (1.39).
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Diikaz. Dosadime konkrétni volbu pravdépodobnostniho rozdéleni parametru 6 € ©

(1.40) do (1.43)

H s Ases eRt—l(Sya,E)—l

s€S,acA,sc s|a,s

p(silas, s1, Rit) = / psilas, 51, 6) ot dh. (145)
e f(-) HsES,aEA,EES 05|a,§ do

Dale dosadime zvoleny parametricky model systému (1.33) do (1.45), dostavame

p(st‘at’ S¢_1, Rtfl) = / H egfj:;t)ls(a,at)ls(g,st—l)
e

s€S,acA5eS
H Rt—l(svavg)_l
s€S,acA5€8 “s|a,s

X
Riy (S7a7§)71
f@ HsGS,aGA,@GS sla,s do

df. (1.46)

Nyni je tfeba si vSimnout, Ze se jedn& o stfedni hodnotu Dirichletovi distribuce,
ktera ma nasledujici tvar [8|

Ry 1(s¢, ap, 54—
E[est|at,st71|5t7at75t717Rtfl] :p(5t|at75t717Rt71) - ! 1( ! b 1) . (147)

B ZSGS Rt—1<57ata St—l)

]

1.4 Markovské rozhodovaci procesy

P1i interakci agenta se systémem ma agent urcity cil viuci systému. Necht agent
pozoruje stav s;_1; € S v jistém ¢ase t — 1 € T. Jeho rozhodnuti jsou omezena na
vybér akci a; € A v ¢ase t € T, kterymi je schopen ovliviiovat systém. Zaroven
predpokladejme, Ze mnozina vSech casovych okamzika T' je spocetna.

Kdyby mél agent k dispozici informaci o stavu s; € S, tj. nemél by potfebu provadét
odhad, pak by volba akce a; € A nebyla problém a agent by vzdy volil takovou,
ktera mu prinese nejveétsi okamzitou odménu.

Definice 1.15 (Okamzita odména)
Zobrazeni r : 8 x A x S — R, které je shora omezené a reprezentuje preference
agenta, oznacime jako

r(St, at, St—1), (1.48)

Vsy € S,a; € A, 841 € S a nazveme jej okamzZitou odmeénou.

Definice 1.16 (Strategie)
Zobrazeni m : 8§ — A, reprezentujici predpis pro volbu akce a € A pro kaZdy stav
s € 8 rozumime jako strategie a oznacime

7(s). (1.49)

MnoZinu vsech strategii w oznacime I1.
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Obecné je strategie tvorena ¢asovou posloupnosti (1.49). Jelikoz se v této praci
zabyvame stacionarnim piipadem, muzeme vyuzit tuto zjednodusujici definici.

Racionalni agent by mél vzdy volit akci a; € A, kterd mu pfinese maximélni odménu
(tzv. princip maximalizace uzitku [9]). OvSem diky neurcitosti se dozvime hodnotu
odmény az po provedeni akce a; € A. Proto vyuzijeme o¢ekédvanou odmeénu.

Definice 1.17 (Oc¢ekavana odména)
Zobrazenir : A x 8 — R, které reprezentuje ocekdvanou odmeénu ve stavu s; € S
definujeme jako

r(a, si-1) = ZT<5, a, si-1)p(slas, $i-1), (1.50)

seS

kde p(s|as, si—1) je model systému (1.21).

Cilem agenta je nyni najit strategii maximalizujici celkovou o¢ekavanou odménu.

Definice 1.18 (Hodnota stavu)

Funkce v, : S — R, kterd reprezentuje hodnotu stavu s € S pri provedeni strategie
m € Il a rovnd se souctu ocekdvané okamzité odmeny a budouci diskontni hodnotu
stavu

ve(s) = Zp(s|at, $t-1)(7(s, ar, si—1) + Yo (s)), (1.51)

seS
kde p(s|at, si—1) je pravdépodobnostni model (1.21), (s, as, s;—1) je okamZitd odmeéna
(1.48) a v € (0,1) je diskontni faktor, ktery reprezentuje preferenci agenta a
kde hodnoty blize k 0 reprezentuji preferenci kratkodobé odmeény a hodnoty bliZe k 1
reprezentuji preferenci dlouhodobé odmeny.

Rovnici (1.51) nazveme Bellmanova rovnice.

Vysledkem volby akce a, € A v case t € T je tedy:

1. Prechod do stavu s; € S, ktery je uréen modelem (1.21).
2. Agent obdrzi okamzitou odménu (1.48) tj. r(s¢, ag, S¢—1)-
Mnozinu objektt
{Ta S,A,p(Stlat,St_l),T,’Y} (152)
budeme nazyvat Markovsky rozhodovact proces, kde p(s;|a;, s;_1) je model (1.21).
Nasim cilem je najit optimalni akci a; € A, které prinese maximalni odménu.

Definice 1.19 (Optimélni akce)
Takovou akci a; € A pro kterou plati

a; = argnzaa; Zpt(s\at, Se-1)(r (s, ag, si-1) + Yux(s)), (1.53)
at€ seS

nazveme optimdlni akce, kde p(s|a;, s;—1) je model (1.21), r(s, as, $;—1) je okamZitd
odmena (1.48) a v.(s) je hodnota stavu (1.51).
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Hodnotu stavu pri optimalni akci a; € A ve stavu s;_; € S budeme nazyvat opti-
mdln? hodnota stavu a znacit

Vi(8i21) = maiivﬂ(st_l),VSt_l cS. (1.54)

at€

1.5 Dynamické programovani

Dynamické programovani je algoritmus, ktery hledé optimalni strategii = € II. Sté-
zejnim prvkem algoritmu bude Bellmanova rovnice optimality (1.51), pfesnéji feceno
jeji itera¢ni varianta. Cilem této sekce bude prevést tyto rovnice do iterativnich pra-
videl, které konverguji k jejich optimalni hodnoté.

Nejprve s uzitim vztahu (1.51) spocteme v, (s;—1) pro vSechna s, ; € S a libovolnou
strategii m € II. Ozna¢me |S| € Ny pocet prvkia mnoziny S. Jedna se tedy o |S|
rovnic o | S| neznamych. ReSeni takové soustavy je zaruceno a je jedinecné [10]. Vy-
uzijeme itera¢nich metod k nalezeni feSeni. Pfedpoklddejme tedy pocatecéni hodnoty
stavii pro v8echny stavy s;_; € S, kde vg(s;—1) € R. Postupnou iteraci pro kazdy
stav s;—1 € S budeme konvergovat ke skutetné hodnoté v, (s;—1) s uzitim (1.51) jako
iterativniho obnovovaciho pravidla

Vpr1(8e-1) = Zp(3|at, Se—1)(r(s, ar, se—1) + Yug(s)). (1.55)

seS

Lze prokazat, ze vy, konverguje k v* [10].
Kritérium konvergence je pak
e(l—r

L N (1.56)
kde € € R je maximalni dovolen& chyba odhadu hodnoty stavu.
Tento algoritmus se nazyva iterace hodnot. Potom, co najdeme optimélni hodnotu
stavii (1.51) pro v8echny stavy s;—; € S, najdeme pomoci (1.53) optimalni akci
a; € A.
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Kapitola 2

Formulace RTB jako rozhodovaci
tlohy

Predstavme si, ze si prohlizime stranky na internetu. Je dobra Sance, Ze narazime
na stranku, na které jsou vyhrazena mista pro reklamu. Pokazdé, kdyz probiha
nacitani takové stranky v nasem prohlizeci, probih& na kazdém z téchto reklamnich
mist aukce néasledujicim zptisobem.

Takzvany provozovatel aukce vybere tcastniky aukce (déle jen inzerenty) dle nasich
preferenci, které ma k dispozici z nasi historie surfovani na webu, tedy napft.: urdi,
7ze mame zajem o uvér od a vybere tedy do aukce rizné banky. Kazdy inzerent
nasledné ptrihazuje do aukce a soutézi o reklamni pozici. Vitéz obdrzi pravo zobrazit
svoji reklamu a ostatni inzerenti o vloZené penize prichézeji. Aukce se presouva
na dalsi reklamni pozici na strance a proces zacina znovu. Po nacteni stranky se
vam zobrazi reklamy jednotlivych vitézu. Tento proces je vyobrazen na Obrazku
2.1. Poskytovatel aukce vzdy vybira inzerenty stejného zaméreni. Naptiklad urci, na
zékladé nasich preferenci, Ze mame zajem o hypotéku, ptridéli do aukce o reklamni
pole na nami zobrazované strance pouze banky. Tento fakt dovoluje predpokladat,
ze uloha je dynamicka a aukce probihaji opakované s inzerenty, ktefi se snazi prodat
stejny produkt a u stejného poskytovatele a lze tedy tvrdit, ze z opakované tcasti
na aukci lze nacerpat zkuSenosti.
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Inzerent 2

‘ Inzerent 3 ’

Inzerent 4

[ Uzivatel ]—)[Webovjf prohliieé]—)[Poskytovatel aukce

Obrazek 2.1: Online aukce

V této préci se stavime do pozice inzerenta a naSim cilem je navrhnout chytrého
agenta, ktery bude optimalizovat prihazovani do aukce.

2.1 Aukce jako rozhodovani v uzaviené smycce

Postavme se nyni do pozice jednoho z inzerentii na Obréazku 2.1. Situaci budeme
modelovat jako uzavienou smycku agent-systém ze Sekce 1.2.

Obecné je cilem inzerenta ziskat co nejvice zobrazeni reklamy, nejvice prokliku re-
klamy a néasledného zakoupeni sluzby uzivatelem (dale jen konverze) v kazdém case
t € T [11]. Neboli, dale v fe¢i Sekce 1.2, dosdhnout co nejvétsi hodnoty stavu s, € S.
Inzerent, dale agent, voli v ¢ase t € T akci a; € A ve formé prihozeni do aukce,
ktera nasledné (typicky se zpozdénim minut, hodin nebo dni) vraci informaci o po¢tu
zobrazeni/prokliki/konverzi. Proces je vyobrazen na Obrazku 2.2.

Pocet »—)[ Inzerent ]—

zobrazeni/
proklika/

konverzi | Aukee I

Obrazek 2.2: Aukce jako uzaviena smycka agent-systém

Prihoz

Systém viz. obrazek 1.1 je tvoren aukci ktera se skladé z poskytovatele a ostatnich
inzerentui. Znaceni ze Sekce 1.2 tedy nabyva nésledujiciho tvaru

e Poskytovatel aukce a ostatni inzerenti - systém
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e NaS inzerent - agent

Casovy okamzik ¢t € T', mnozina ¢asovych okamzikia T

Piihoz do aukce v éase t € T - akce q; € A

Pocet zobrazeni v Case t € T - stav s, € S

Uloha optimalizace pithozu ma jisté problémy

e Data jsou tézko dostupna, jelikoz podléhaji firemnimu tajemstvi a proto nejsou
k dispozici z verejnych zdroju.

e Dat je velké mnozstvi a jsou k dispozici se zpozdénim. Data poctii zobraze-
ni/proklikii/konverzi jsou casto dostupnéa az na konci dne.

e Data jsou diskrétni v hodnotach stavu s; € S, spojita v hodnotach akei a; € A
acasuteT.

e Data jsou taktéz zavisld na externich parametrech napt.: Lepsi pocasi mé za
nésledek mensi navstévnost webovych stranek. Ro¢ni obdobi ma vliv na cas
uzivatele straveny na webu. Necekané udalosti mohou ovlivnit poptavku po
inzerovaném produktu atd.

2.2 Zjednodusujici predpoklady

Vzhledem k problémiim popsanym v Sekci 2.1 nyni provedeme jista zjednoduseni
pro nasi implementaci.

Predpoklad 2.1

o ('llem inzerenta je mazimalizovatl pouze pocet zobrazent reklamy jakozto jedno-
rozmérny stav s; € S.

e Informace o poctu zobrazeni je dostupnd s libovolngm zpoZdénim.

e Data jsou diskrétni v hodnotdch stavi s, € S, v hodnotdch akei ay € A i v
hodnotdach casut € T.

Poznamka 2.2

Zahrnuti poctu prokliki nebo konverzi sluzby do stavu s; € S nenit tézké. Stav maiiZe
byt zadefinovdn jako vektor ve formé (pocet zobrazent, pocet prokliki, pocet konverzi),
kde jednotlivé poloZky jsou pozorovatelné. Informace o prokliku na reklamu je lehce
pozorovatelnd, ale udaj o pripadné konverzi neni primo pozorovatelny, jelikoZ je pro
kazdého uZivatele pozorovdn jako kliknuti na jistou cédst reklamni stranky, napft.: tla-
citko "Koupit”, ale uZivatel si to na dalsi strance mizZe pred placenim rozmyslet.
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2.3 Agent pro optimalizaci piihozu
Navrzeny algoritmus se skladé z nékolika ¢asti.

1. Simulace chovani aukce
Zde byl vytvoren model chovani aukce (systém), ktery generuje pocet zobrazeni
(novy stav) na zakladé navrzeného piithozu (akce) a minulého stavu. Tento
model vyuzivame pro imitaci skutecné aukce.

2. Odhadovani modelu aukce, viz. Sekce 1.3
Zde byl navrzen algoritmus realizujici bayesovské odhadovani. Generovana
data na zakladé simulovaného modelu budou pouzita pro odhadovani aproxi-
movaného modelu systému (1.44), ktery néasledné vyuzijeme v metodé iterace
hodnot.

3. Navrh optimélni akce
Zde byl vytvoren algoritmus realizujici metodu iterace hodnot, viz. Sekce 1.5.
Spoc¢tena optimalni akce je aplikovana v simulaci pro vygenerovani nového
stavu.

Detaily implementace jsou popsané v Kapitole 3.
K nalezeni optimalni strategie, je tfeba pro rovnici (1.53) definovat tvar okamzité
odmeény (1.48), ktera vyjadiuje preference agenta.
Vzhledem k cili agenta (viz. Pfedpoklad 2.1) je okamzitd odména navrzena ve tvaru

T(St, Gy, St71> =5 -b—ay, (2-1)

kde b € RT je cena za jedno zobrazeni v CZK, s; € S je pocet zobrazeni a a; € A
je prihoz do aukce.
Obor hodnot této funkce reprezentuje ¢isty zisk v CZK.
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Kapitola 3

Implementace algoritmi

Pro realizaci FeSeni bylo zvoleno prostiedi Matlab [12].
Simulované data jsou stavy s; € S a akce a; € A, v jistych ¢asovych okamzicich
t € T, které ukladdme do piislusnych 1D poli.

3.1 Simulace

Model systému pro simulaci je vytvoren nasledujicim zptisobem.

Vygenerujeme 3D pole, rozméru S x A x S, pravdépodobnosti prechodu p(s¢|at, s¢—1)
pro vSechna s; € S, a; € A a 5,1 € S, tak aby nejvétsi pravdépodobnost lezela
na diagonale jednotlivych matic pfislusnych ke vSem s; ; € S a ostatni hodnoty
ve sloupci klesaly dle norméalniho rozdéleni. Pricemz pro kazdou matici prislusnou
k s; 1 € S plati, ze stavy s; € S a akce a; € A jsou usporadany od nejmensi po
nejvétsi. Tato volba vyplyva z predpokladu, Ze pti volbé akce a; € A prislusné k di-
agonalnimu ¢lenu a prislusného stavu s; € S, jehoz pozice vzhledem k jeho velikosti
viudi ostatnim stavim s, € S, je stejna jako pozice akce a; € A vzhledem k velikosti
ostatnich akci. Ma v tomto misté vyssi pravdépodobnost prechodu do stavu s, € S
nez u akce a; € A, ktera je velikostné mensi ¢i vetsi.

Priiklad 3.1

Méjme stavovy prostor S = [300,200,100] a prostor akci A = [30, 20, 10]. Pro volbu
akce a; = 20 dava smysl predpoklddat, Ze se uskutecni prechod do stavu s; = 20 s vétsi
pravdépodobnosti nez do stavu s; = 30 ¢i s, = 10. Stejné tak pro volbu akce a; = 30
ma smysl predpokladat, Ze prechod do stavu s, = 30 ma vétsi pravdépodobnost nez
prechod do stavu sy = 20 a do stavu s; = 10 jesté niZsi atd.

Nasledné aplikujeme na kazdou hodnotu pravdépodobnosti prechodu p(s;|as, s;—1)
ndhodny $um, tim se maximélni hodnota pravdépodobnosti na nékterych mistech
pohne z diagonély, coz se da interpretovat jako vliv externich nepozorovanych pro-
ménnych na model. Pro moznost opétovného vygenerovani stejnych vysledki je v
ndhodném generovani modelu, pfi aplikovani Sumu, vyuzivan seed. Toto TeSeni je
neimplementovano pro podobné velké velikosti prostoru stavi a akei tj. |S| =~ |A]|,
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kde S, A € Ny a je tfeba je takto volit, jinak neni zaruc¢eno ani pfiblizné dodrzeni
vzoru popsaného vyse. Pro ilustracni ucely tulohy je vSak postacujici.

3.2 Odhadovani

Alokujeme dvé 3D pole rozméru S x A x .S. Jedno pro sledovani poc¢tu vyskyti trojic
(1.39) 7 (s, ag, S¢—1), které naplnime jednickami a druhé pro sledovani po¢tu vyskyti
dvojic Y. g7 (s, as, 5¢-1), které naplnime hodnotou |S| € N reprezentujici velikost
stavového prostoru S C Nj. Nésledné vygenerujeme 3D pole stejnych rozméri,
reprezentujici pravdépodobnosti prechodu p(s¢|as, s;—1) a naplnime jej hodnotami
dle (1.44).

Po vygenerovani nového stavu s; € S v ¢ase t € T, zvysime pocet vyskytu trojic do
casu t € T (1.39) 7(s¢, as, 5¢-1) 0 1, taktéz zvysime vyskyt dvojic > o 7(s, az, 5¢-1)
o 1 a s pomoci (1.44) prepocteme model p(si|as, si—1). Cely proces je popsan v
Algoritmu 1.

Algorithm 1 Odhadovani modelu

1: Inicializace:

2: tabulka_trojic = 3D pole jednicek, tabulka dvojic = 3D pole hodnot |S| €
Ny, predikovany model = 3D pole hodnot podilu. ﬁ, kazdé pole je rozméru
SxAxS
for each t € T do

tabulka_trojic(si, ag, Si—1) < tabulka_trojic(sy, ar, s¢—1) + 1
tabulka_ dvojic(sy, ay, ;1) < tabulka_ dvojic(sy, ag, si—1) + 1

_ tabulka trojic(st,at,s¢—1)
p(St ’at’ St*l) " tabulka_ dvogic(st,at,st—1)
end for

Vystup: Odhadnuty model systému.
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3.3 Rozhodovani

Navrh optimalni akce a; € A v ¢ase t € T je provadén s vyuzitim iterativniho obno-
vovaciho pravidla (1.55), s parametrem v = 0. CoZ dle definice (1.18), reprezentuje
preferenci kratkodobé odmény. Jedna se o jednokrokovou optimalizaci.

Nejprve inicializujeme hodnoty vSech stavi (1.51) v kazdém ¢ase ¢ € T pro vSechna
s € S na v(s;) = 0. Okamzitou odménu (1.48) r(s,a,, s;_1) pro vechna s € S,
a; € A, s;_1 € S budeme pocitat dle predpisu v Sekci 2.3. JelikoZz neznidme model
systému (1.21), budeme v (1.55) vyuZzivat odhadnuty model (1.44), ktery aktualizu-
jeme v kazdém c¢asovém kroku na zakladé novych dat. Vysledky pro kazdy model
porovname v Kapitole 4.

V kazdém ¢asovém kroku ¢ € T' spoc¢teme maximélni hodnotu stavu (1.55) a odpo-
vidajici optimalni akci a; € A. Cely proces je popsan v algoritmu 2.

Algorithm 2 Névrh optimalni akce a; € A
: Inicializace:
2: v(s;) = 0 pro kazdé s, € S, t € T, okamzita odména r(s, a;, s;_1) pro vechna
seS,a, €A, 541, €8Say=0.
3: for each t € T do
v(8¢) ¢ MaXgeA Y eg P(S|ar, S1—1)7 (S, ay, 5i-1)

5: aj <= argmax ) g p(S|as, si—1)r(s, at, s¢-1)
at€A

—_

6: end for
7: Vystup: optimalni akce a; € A v ¢ase t € T'.

3.4 Generovani dat

Data jsou generovana dle modelu vytvoreného s pomoci procesu popsaného v Sekci
3.1. V kazdém casovém kroku t — 1 € T se nachazime ve stavu s;_; € S. Po vybéru
akce a; € A, popsaném v Sekci 3.3, nebo volbé nahodné akce, generujeme novy stav
sy € S nasledujicim zptisobem.

Vyberu z 3D pole popsaném v Sekci 3.1 diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni
p(St|as, si—1) prislusné ke dvojici (at, s;—1). Sestrojim distribuéni funkei pfislusnou
k tomuto rozdéleni. Nésledné vygenerujeme nédhodnou hodnotu z intervalu (0, 1)
z rovnhomeérného rozdéleni. K této hodnoté pak najdeme vzor s uzitim kvantilové
funkce [5] a vyslednou hodnotu pfifadim do stavu s; € S.

Tento proces se opakuje pro vSechny ¢asové kroky ¢ € T'. Pro moznost rekonstrukce
stejnych vysledki pii ndhodném generovani hodnoty z intervalu (0, 1) uzivame seed,
ktery je v kazdém ¢asovém okamziku ¢ € T automaticky ménén, pri¢itdnim jednicky
v kazdém casovém kroce t € T'.
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Kapitola 4

Experimentalni ovéreni

V nésledujici sekci predstavime vysledky navrzeného feseni, kde za hlavni indikator
uspésnosti povazujeme celkovou akumulovanou odménu, neboli soucet okamzitych
odmén (1.48) definovanych v Sekei 2.3, za uplynulou ¢asovou dobu ¢ € T.

Pro verifikaci porovname vysledky pro tii typy strategie:

e A - optimélni strategii, ktera pouziva presny model
e [ - optimalni strategii, ktera pouziva odhadnuty model

e (C - ndhodnou strategii
Varianta A imituje plnou znalost systému, zatimco varianta B je realisticky pripad
kde nemame plnou znalost systému. Akce a; € A nahodné strategie C v ¢aset € T

jsou generovany dle diskrétniho rovnomérného rozdéleni z mnoziny akei A C N.
Experimenty provedeme pro strategie A, B3, C .

4.1 Parametry simulace

Prostor stavi: |S| = 11,

S = [45000, 40000, 35000, 30000, 25000, 20000, 15000, 10000, 7000, 5000, 0]
(hodnoty reprezentuji pocty zobrazeni, 0 reprezentuje prohranou aukei).

Prostor akei: |A| = 11, A = [500, 400, 300, 200, 100, 70, 50, 30, 20, 10, 5]
(hodnoty reprezentuji ¢astku v korunach).

Cena jednoho zobrazeni = 0.03 CZK.

pocet aukei = 5000.

pocatecni hodnota seedu = 5.
Vysledky jsou zobrazené jako ¢asové priubéhy akumulované odmény pro porovnani
strategie A, B, C. Strategie A by méla byt prirozené nejlepsi, jelikoz operuje s

presnym modelem.
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4.2 Experiment 1

Cilem Experimentu 1 je porovnat tii strategie A, 3, C na 5000 ¢asovych krocich.
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Obrazek 4.1: Vysledky aukce pro strategie: A, B, C
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Z Obrazku 4.1 lze vidét, ze pfi uziti optimalni strategie s presnym modelem (A) je
vysledna akumulovand odména po 5000 aukcich: 2 946 850 CZK. P uziti optimalni
strategie s odhadnutym modelem (B) je vysledna akumulované odména 2 775 620
CZK. Coz dava smysl vzhledem k tomu, Zze agent uzivajici predikovany model ma
nedokonalé informace o systému a postupné jej prozkoumava. Akumulovania odména
po 5000 aukcich pro ndhodnou strategii (C) ¢ini 2 364 855 CZK, coZ je méné nez
pro piipad s uzitim optimélni strategie A ¢i

Déle z druhého grafu na Obréazku 4.1 lze vidét, Ze strategie B je nejdiive horsi nez
nahodné strategie C coz je opét zpusobeno nedokonalou informaci o systému. S
rostoucim poctem aukci se vSak zlepsuje i odhadovany model a z prvniho grafu na
Obrazku 4.1 lze vidét, Ze strategie 3 ¢asem pfekona strategii C.

Jak lze vidét z grafu okamzité odmeény (pro ilustraci je vykresleno pouze pro prv-
nich 100 kroki): v piipadé optimalnich strategii A a B, dochézi ¢astéji k vysokym
hodnotam okamzité odmeény nez pro strategii C. V pripadé optimalni strategie A lze
vidét, ze dosahuje castéji vyssich hodnot okamzité odmény nez optimalni strategie

-----

odhad modelu.
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Obrazek 4.2: éasovy prubéh volby akci a; € A pro strategie A, B3, C

Z grafu na Obréazku 4.2 lze pozorovat, ze pfi volbé optimalni strategie s odhadovanym
modelem (B) agent v pribéhu ¢asu t € T nejdiive voli nékteré akce, ale s tim jak
ziskava lepsi pfedstavu o systému tak si uvédomuje, ze tyto akce nejsou vyhodné.
Taktéz lze vidét, ze je agent opatrny, tedy Ze viici volbé optimalni strategie s presnym
Oproti tomu pii volbé optimélni strategie A lze vidét, Ze si je agent jisty svymi
volbami v priubéhu ¢asu t € T to je dano perfektni znalostni modelu.
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4.3 Experiment 2

V Experimentu 1 bylo vyuZito optimélni strategie s odhadovanym modelem (1),
pricemz odhadovani bézelo v kazdém casovém kroce t € T'. Apriorni rozdéleni para-
metru § € © (1.27) bylo voleno uniformni.

Nyni nastavime experiment stejné, jen prvnich 200 ¢asovych kroki budeme uzivat
nahodnou strategii (C) a dale opét optimalni strategii s odhadovanym modelem (13).
Toto provadime za cilem zisku lepsiho apriorniho odhadu pro parametr § € ©. Pou-
ziti strategie C "vybudi"systém, ¢imz rychleji ziskdme informace o moznych stavech.
Jedna se o tzv. prizkum (exploration) v prostoru stavii. Samoziejmeé za prizkum za-
platime v kratkém b&hu mensi akumulovanou odménou, ale v dlouhém béhu pfinese
lepsi vysledky.
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Obrazek 4.3: éésovy pribéh volby akei a; € A a stavi s, € S pro strategie A, B, C

7 Obrazku 4.3 1ze vidét, ze béhem prvnich 200 ¢asovych kroku jsou akce a stavy pro
optimalni strategie s odhadovanym modelem (1) a ndhodnou strategii (C) identické.
Po 200-stém ¢asovém kroku se zapoji volba akce dle strategie 3.
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Obrézek 4.4: Akumulovana odména pro strategie A, B, C

Celkova akumulovand odmeéna pro optimalni strategii s odhadovanym modelem B po
5000 aukcich ¢ini: 2 726 625 CZK. Pro optimélni strategii s generovanym modelem
(A) je tato hodnota diky uziti stejného seedu pro nahodnou generaci stejna jako v
Experimentu 1 (2 946 850 CZK). Pro ndhodnou strategii (C) je celkova akumulovana
odména po 5000 aukcich: 2 364 855 CZK, tady obé strategie A i B dosahuji lepsiho
zisku i za podminek tohoto experimentu.

Ve srovnani s Experimentem 1 (bez prizkumu) je hodnota celkové akumulované
odmény mensi nez u strategie 3 (z Experimentu 1: 2 775 620 CZK). Toto je dano
tim, Ze pro stavovy prostor S C Ny a prostor akci A C N o velikostech |S| = 11
a |A| = 11 je nutné pomérné velké mnozstvi aukei (cca 50 000) aby odhadovany
model zacal reflektovat simulovany model a tedy navrzeny priuzkum "nebudi"systém
dostatecné silné k tomu aby ztrata béhem priizkumu byla nasledné vyvazena lepsi
znalosti systému.
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Okamzita odména

4.4 Experiment 3

Pro tento experiment zachovame parametry stejné jako v ivodu sekce, jen v kazdém
¢asovém kroku t € T budeme nahodné generovat hodnotu ceny jednoho zobrazeni.
Nahodné hodnoty budeme ¢erpat z normalniho rozdéleni s parametry g = 0.035 a
o = 0.005. Tato volba reflektuje nasledujici skutecnost.

Cena jednoho zobrazeni miize kolisat v zavislosti na pozici reklamni plochy na
strance. VyS8i cena znamena Ze reklamni pole je v horni ¢asti webové stranky (a
pii nacteni stranky je zobrazena reklama piimo pred o¢ima uZivatele), niZsi cena
reklamniho pole znamena pozici v dolni ¢asti webové stranky jelikoz se muze stét,
ze se uzivatel do této sekce webové stranky rozhodne nedivat. Nasledné pro tuto

konfiguraci opét provedeme nejdiive Experiment 1 a Experiment 2.
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Obrézek 4.5: Vysledky pro proménnou cenu zhlédnuti pro strategie A, B, C
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Z Obrazku 4.5 lze vidét, ze pii uziti optimalni strategie s presnym modelem (A) je
vysledna akumulovand odmeéna po 5000 aukcich: 3 506 242 CZK. P uziti optimalni
strategie s odhadnutym modelem (B) je vysledna akumulované odména 3 266 003
CZK. Coz dava smysl vzhledem k tomu, Zze agent uzivajici predikovany model ma
nedokonalé informace o systému a postupné jej prozkoumava. Akumulovania odména
po 5000 aukcich pro ndhodnou (C) ¢ini 2 980 786 CZK.

Co se tyc¢e uspésnosti algoritmu, jsou vysledky podobné jako u Experimentu 1 (bez
proménné ceny jednoho zobrazeni).

Ve srovnani s experimentem 1 lze vidét, ze kiivka akumulované odmény vice kolisa.
To je dano zévislosti odmény na cené jednoho zobrazeni.

Dale z druhého grafu na Obrazku (4.1) je opét vidét, ze optiméalni strategie B je
nejdiive horsi nez strategie C, Casem ale strategie 3 prekoné strategii C diky uceni,
které v kazdém kroku zptesiuje model systému.
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Obrézek 4.6: Casovy pritbsh volby akef a; € A pro strategie A, BB, C pro proménnou
cenu jednoho zobrazeni

P1i srovnani obrazkt 4.2 a 4.6. Lze zpozorovat, Ze pri volbé strategie s presnym
modelem (A) model ma tendenci nékdy volit akci 200. V Experimentu 1, s konstantni
cenou jednoho zobrazeni, volil maximalné 100. Agent se tedy prizpusobil k nové
situaci.
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Nyni nastavime proménné jako v Experimentu 2, ale ponechame proménnou cenu
jednoho zobrazeni.
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Obrézek 4.7: Césovy pribeh volby akef a; € A a stavii s, € S pro strategie A, 13, C
s proménnou cenou jednoho zobrazeni

Z Obrazku 4.7 pro volbu optimalni strategie s odhadovanym modelem (B3) lze opét
vypozorovat prvotni prizkum systému a nésledné zapojeni strategie. Ve srovnani
s obrazkem 4.3 pro volbu strategie I3 je agent v tomto piipadé opatrnéjsi a voli
akce s nizsi ¢iselnou hodnotou. To je zplisobeno neurcitosti ceny jednoho zobrazeni.
Vysledek je podobny jako v Experimentu 2.
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Obréazek 4.8: Akumulovana odména pro strategie A, 3, C s proménou cenou jednoho
zobrazeni

Celkové akumulovana odména pro optimalni strategii s odhadovanym modelem (1)
po 5000 aukcich ¢ini 3 224 087 CZK. Pro optimalni strategii s presnym modelem
(A) je 3 503 469 CZK. Pro nahodnou strategii (C) je celkova akumulovana odména
po 5000 aukcich: 2 880 786 CZK, tady obé strategie A i B dosahuji lepsiho zisku i
za podminek experimentu 2 s proménnou cenou jednoho zobrazeni.

Vysledky jsou jinak podobné vysledktim z Experimentu 2.

Celkove je algoritmus robustni vici kolisani ceny jednoho zobrazeni i kdyz lze oce-
kavavat, ze velké zmény udélaji prubéh nestabilni. Tento experiment poslouzil jako
dobra imitace pfirozeného kolisani ceny v pribéhu aukei.
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Zaveér

V praci byl navrzen a experimentalné ovéren algoritmus optimélniho RTB s uzi-
tim odhadovani. Ziskané vysledky byli ovéfené simula¢né dle navrzeného modelu
pro simulaci dat. Hlavnim kritériem porovnani byla akumulovani odména. Ziskané
vysledky ukazuji, zZe navrzena optimalni strategie prithozu dava vétsi akumulovanou
odménu nez ndhodné strategie, pricemz je robustni vii¢i mensim zménam ceny jed-
noho zobrazeni. Uceni lze o néco urychlit pomoci vhodné zvolené doby prizkumu
(exploration), béhem kterého je akce vybirana dle ndhodné strategie.

Budouci vylepseni algoritmu zahrnuji napf.:

e Pouziti vicekrokového algoritmu volby optimélni akce (v této praci byl uzit
pouze jednokrokovy).

e Zohlednéni faktu, ze skuteény model je ¢asové proménny (napf. existuje za-
vislost na dni v tydnu, sezoné ¢i jinych externich vlivii).

e testovani na realnych datech.
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