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Abstrakt:

Tato bakalarska praca sa zaobera problematikou popisu zastavovania v tedrii rozhodovacich
procesov. Najprv su popisané diskrétne Markove rozhodovacie procesy a ich zobecnenie v podobe
plne pravdepodobnostného navrhu. Nasleduje detailné odvodenie vety pre ndjdenie optimalnej
politiky. Potom je diskutované rozsirenie plne pravdepodobnostného nédvrhu o popis zastavenia.
Formuluje sa nielen tvar zastavovacich pravidiel, ale aj novych idedlov zohladnujucich zastavenie.
V zavere prace je veta pre ndjdenie optimélnej politiky aplikovana na takto rozsireny popis. Téato
aplikdcia odhaluje nerieseny problém, ktory savisi s ndvrhom idedlov zohladnujtcich zastavenie.
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Abstract:

This bachelor project deals with the description of stopping in the theory of decision processes.
Firstly, discrete Markov decision processes and their generalization called the fully probabilistic
design are described. Then, a theorem used for finding the optimal policy is derived in detail.
Furthermore, a stopping extension of the fully probabilistic design is discussed, introducing not
only the form of stopping rules, but also new ideals with stopping. Finally, the theorem used
for finding the optimal policy is applied on the extended description. This application reveals
an unsolved problem related to the design of ideals with stopping.
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Prehlad pouzitého znacenia a
skratiek

Znacenie Vyznam
= Defini¢né priradenie
X ~ P* Nahodn4 veli¢ina X s rozdelenim P~
Ran X Obor hodnét X
f(x) Hustota pravdepodobnosti X
f(z2 | x1) | Hustota pravdepodobnosti X5 podmienend vztahom X} = x;
T,A,S,B Mnoziny
N Mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel
R Mnozina vSetkych realnych c¢isel
II Mnozina rozhodovacich pravidiel
{x'}m, Mnozina prvkov z!, 22, ... 2"
(z), Postupnost prvkov z1,xs,...,TH
mingeg f(z) Minimum funkcie f(x) na mnozine R
arg[] Hodnota argumentu
E[] Ocakavana hodnota
E[ | ] Podmienend oc¢akdvana hodnota
D(-||") Kullback-Leiblerova divergencia
Skratka Vyznam
KLD Kullback-Leiblerova divergencia
MRP Markov rozhodovaci proces
PPN Plne pravdepodobnostny navrh




Uvod

Kazdy z nas musi denne urobit stovky rozhodnuti. V pozicii rozhodovacieho agenta
vstupujeme do situdacii, v ktorych sa musime rozhodnit na zéklade zndmeho a pozorovaného
v danom systéme. Pozorujeme systém v istom stave a reagujeme jednou z moznych akcii. Akcia
spatne ovplyvni systém, ¢im je generovany novy stav a situdcia sa opakuje. Nasou motivaciou je
samozrejme dosiahnut vytuzeného ciela, resp. vyhnit sa nepriaznivému koncu.

Stbor pravidiel, na zdklade ktorych akcie vyberame, sa nazyva politika. Politika tvori so
systémom uzavretd slucku. Pre zdkladny matematicky popis celej uzavretej slucky sa pouzivaju
najmé Markove rozhodovacie procesy. Tie st detailnejsie popisané v [1] a v podkapitole tejto
prace. Na Markove rozhodovacie procesy budeme odkazovat skratkou MRP. K tvorbe politiky
agent uziva model systému a preferencie (svoje vlastné, aj dodané z okolia). Popis modelu
systému, ako aj popis preferencii st do uzavretej slucky na zaciatku externe vlozené.

Preferencie vstupuju do navrhu tzv. optiméalnej politiky, ktora popisuje optimélny scenar
k dosiahnutiu ciela. Je dolezité preferencie adekvatne kvantifikovat a zaistit ich konzistentnost
(viz [2]).

Model systému ziskavame napr. z odborovej znalosti. Obecne je mozné sa model systému aj
postupne ucit. Data v podobe postupnosti pozorovanych stavov a akcii sa daju vyuzit v procese
ucenia na opravu modelu a nasledné zlepsenie zvolenej politiky. Nezname parametre modelu
mozno bayesovsky odhadovat (viz [3]).

V praxi je ziskavanie viac¢sieho mnozstva informécii o systéme doprevadzané vynalozenim
prostriedkov. Je nutné investovat cas, peniaze, ¢i iné zdroje agenta. Za kazdé pozorovanie systému
s cielom ziskat novi informéaciu plati agent istd Ciastku. Tato ¢iastka mdze byt fixna, alebo sa
moze priebezne menif podla okolnosti. Naklady sa kazdopddne kumuluju.

7 vyssie uvedeného plynie kriticka otazka, ktorej kazdy agent celi. Ide o urcenie momentu,
kedy prestat zhromazdovat nové informécie. Tento moment mdze predchiadzat momentu
ukoncenia celého procesu, tzn. agent moéze len zastavif ucenie a v samotnom rozhodovacom
procese pokracovat dalej.
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OBR. 1: Uzavreta slucka pre proces rozhodovania.
Zeleny blok znazornuje Cast, ktorej sa tato praca priméarne venuje.

Spomenutd problematika zastavovania je velmi rozsiahla.

V histérii mozno najst mnoho optimaliza¢nych tloh, ktoré sa zaoberaji hladanim
konkrétneho zastavovacieho pravidla. Toto hladanie vychadza zo sekven¢nej analyzy popisanej
v . Vysledné zastavovacie pravidlo méze mat dokonca podobu kombinacie viacerych
zastavovacich pravidiel, medzi ktorymi agent operativne prepina. Takéto kombinovanie v ramci
tedrie vyberu zastavovacieho pravidla naznacuje podla [5] slubné vysledky.

Jednym zo zndmych prikladov skiimania zastavovacieho pravidla je tzv. problém sekretarky.
Ten dal vznikntt celej novej oblasti v ramci optimaliza¢nych tloh. Zatial ¢o @ popisuje historiu
tohto problému, jeho kompletné riesenie je podrobne rozpisané v . Napriek detailnému
preskiimaniu problému sekretarky podla |8] Gicastnici experimentu nie si vzdy schopni konat na
zéklade optiméalneho zastavovacieho pravidla.

Préaca [5b] diskutuje, Zze zanedbanie optimélnych zastavovacich pravidiel sa nevyskytuje len
u problému sekretarky, ale je beznym javom. Existujtice optimalizacie ¢asto nereflektuji reilne
chovanie agenta a nezohladnuji jeho pripadnu iracionalitu, ktord sposobuje, Ze niektoré casti
uzavretej slucky su pri rozhodovani zanedbané. Agent ma tendenciu zastavit zber dat prilis skoro,
alebo vykonat také rozhodnutie, pre ktoré ma nedostatoc¢ni evidenciu.

Ukazuje sa, ze optimalny model mozno aplikovat len vtedy, ked sa agent pohybuje
v tzv. malom svete (viz ﬂgﬂ) Maly svet je oznacenie pre taku dlohu, o ktorej mé agent plni
vedomost a vsetky premenné si mu zname.
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Vécsinou vsak uvazujeme pohyb agenta vo velkom svete, ktory je velmi nepredvidatelny
a dynamicky, s mnozstvom neznamych premennych. Z kazdodennej skisenosti vieme, ze nase
rozhodovanie ovplyvnuje aj nas aktudlny psychicky stav, ktory nie je matematicky dobre
uchopitelny. Pévod nedokonalosti a iracionalnosti agenta, ako aj naslednd naprava st jednym
z vyznamnych predmetov stcasného vyskumu v teédrii rozhodovania. O tejto problematike viac
pojednavaji napr. [10], [11] a [12]. Pripady, kedy teéria nepodporuje redlne rozhodovanie agenta,
obecne motivuju vznik tejto prace.

Jej cielom je obecny (abstraktny) popis optimalizacie zastavovacich pravidiel. Pre tento obecny
popis optimalizacie vyuzijeme teériu plne pravdepodobnostného navrhu, ktora je axiomaticky
zavedend v [13|. Plne pravdepodobnostny névrh, na ktory budeme odkazovat skratkou PPN,
umoznuje efektivne popisovat dynamické rozhodovanie a pracovat s nahodilostou v chovani
agenta. PPN vsSak nemd dostato¢ne rozpracovani problematiku rozhodovania so zastavovanim.
Hlavnou motiviciou tejto prace je snaha o napravu tohto stavu.

V prvej kapitole prace st uvedené klicové definicie a vety z tedrie pravdepodobnosti, o ktoré
sa v tejto praci opierame. Dalej je struéne popisané fungovanie MRP a zavedeny PPN, ktory
z MRP vychédza. Hlavnym rozdielom medzi MRP a PPN je sp6sob vyjadrenia strat, ktoré sa
utizené pocas rozhodovacieho procesu.

V druhej kapitole je predstaveny problém zastavovania. Praca diskutuje zatial nedostatocne
riesentl otazku popisu zastavovacich pravidiel v PPN. Zastavovacie pravidla st zavedené pomocou
akcie predizenia. T4 urcuje, ¢ mé dany proces pokracovat (byt prediéeny), alebo sa zastavit.
Pre jednoduchsie rozlisenie potom nazyvame akciu pévodnej tlohy ako norméalna akcia. Jadro
prace tvori snaha o zobecnenie vety o zastavovani z [10]. Toto zobecnenie by malo popisovat
navrh optimalizacie pre Tubovolné zastavovacie pravidlo pomocou rozsireného dynamického
programovania v PPN. V poslednej ¢asti kapitoly je uvedeny hlavny problém, na ktory sa pocas
snahy o toto zobecnenie narazilo.

Zaver sumarizuje najdolezitejsie vysledky tejto prace a diskutuje otvorené problémy pre dalsie
skimanie.
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Kapitola 1

Matematicka formulacia

1.1 Teéria pravdepodobnosti

V tejto kapitole uvadzame len vybrané definicie a vety, ktoré st relevantné pre zavedenie
Markovych rozhodovacich procesov a plne pravdepodobnostného nédvrhu. Teéria pravdepodobnosti
je rozsiahlo popisand napr. v [14] a [15], kde mozno néajst aj dokazy nizsie uvedenych viet.

V celej praci uvazujeme diskrétne ndhodné velic¢iny, ak nie je explicitne uvedené inak.

Definicia 1.1.1 (Diskrétna ndhodna veli¢ina)

Ozna¢me X ~ P¥ ndhodnu veli¢inu X s pravdepodobnostnym rozdelenim P .

Tato nahodnu veli¢inu nazveme diskrétna prave vtedy, ked jej obor hodnot Ran X je najviac
spocetny, tzn. Ran X = {z'}™, kde m € NU {+o0o}.

Definicia 1.1.2 (Hustota pravdepodobnosti)

Nech X ~ P¥ diskrétna ndhodn veli¢ina, Ran X = {2/} ,.

Zavedme pravdepodobnost p’ := P(X = x?).

Hustota pravdepodobnosti f(z) je definovand pre Vo € R vztahom

p'  ak x =2’ € Ran X,
f(@) = .
0 inak.

Nahodnu veli¢inu, ktorej prislusi dand hustota pravdepodobnosti, identifikujeme v tejto
praci vyhradne podla argumentu hustoty. Kedze pravdepodobnostné miera je z Kolmogorovych
axiémov nezapornd a normovand na jednotku, plati f(x) > 0, Z f(z)=1.

zeR
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1. MATEMATICKA FORMULACIA

Definicia 1.1.3 (Marginalna hustota pravdepodobnosti)

Nech X ~ P?% diskrétna n-rozmernd nahodna veli¢ina.

Pre Iubovolné j € {1,...,n} uvazujme (n — 1)-rozmernt ndhodnt veli¢inu &’ ~ P’ ktord
vznikd z X vynechanim j-tej zlozky.

Marginilna hustota pravdepodobnosti f(z') je definovand pre Vo' € R"~! vztahom

F@) =3 f@)

Obdobne mozno ziskat vyscitanim cez viaceré premenné marginalne hustoty pravdepodobnosti
pre ndhodné veli¢iny s mensim poctom zloziek. V tejto praci budeme najcastejsie uvazovat
trojrozmerné ndhodné veli¢iny X = (X3, Ao, X1) a margindlne hustoty pravdepodobnosti

fl@) =Y flzs, 2, 21).

T3,T2

Definicia 1.1.4 (Podmienend hustota pravdepodobnosti)

Nech X = (Xa, X1) ~ f(x2,x1) diskrétna ndhodnd velic¢ina.

Podmienena hustota pravdepodobnosti f(z2 | 1) za podmienky X; = z1 je definovand
pre Vo € Ran Xy a Va; € Ran X kde f(z1) # 0 vztahom

f(562,561)‘

floalod =25

Veta 1.1.1 (Retazové pravidlo)
Nech X = (Xy, X1) ~ f(x2,x1) diskrétna ndhodné veli¢ina.
7 definicie podmienenej hustoty pravdepodobnosti mame

f(x2, 1) = f(22 | 1) f(21) = f(21 | 22) f(2).

Obecne pre X = (X, X1, ..., X1) plati retazové pravidlo v tvare

f(.’I)) = f(l'n ‘ xn—l;-'-axl)f<xn—la- "7'7;1) -

= f(xn | Tn-1,- -, 21) f(Xn-1 | Tn—2,...,x1) ... f(xa | x1) f(21) = (L1)
= f(x1) H flag | xp—1,. .., x1).
k=2

Veta 1.1.2 (Bayesovo pravidlo)
Nech X = (Xo, X1) ~ f(x2,x1) diskrétna ndhodné veli¢ina.
Pre Vzg € Ran X3 a Vz; € Ran X kde f(x1) # 0 plati Bayesovo pravidlo v tvare

J(w1 | 22) f(22)
flx)

Menovatel mozno vyjadrit z definicie margindlnej a podmienenej hustoty pravdepodobnosti ako

flx1) =) flwa,a1) =) flar | w2) f(x2).

flza | 21) = (1.2)

13



1. MATEMATICKA FORMULACIA

1.2 Diskrétny Markov rozhodovaci proces

Zakladnym matematickym popisom pre sekvenciu udalosti je diskrétny Markov retazec.
Riadeny Markov refazec, do ktorého vstupuji aj akcie agenta, nazyvame Markov rozhodovaci
proces. V tejto praci ho oznac¢ujeme skratkou MRP.

Definicia 1.2.1 (Diskrétny Markov rozhodovaci proces)
Diskrétny Markov rozhodovaci proces je usporiadana pética (T,S, A, p,1).

o Mnozina ¢asov T ={1,...,H}, kde H € N je pevné.
Cislo H nazjvame koneény horizont.

e Mnozina stavov S = {s'};", kde m € N je pevné.
Tato mnozina vznika zjednotenim moznych stavov pre vsetky uvazované casy.
Jej prvky st pevne dané.

« Mnozina akcii A = {a'}!";, kde n € N je pevné.
Tato mnozina vznika zjednotenim dostupnych akcii pre vsetky uvazované cCasy.
Jej prvky si pevne dané. Pre cas t € T uvazujeme akciu a; = a € A, ktora uvedie systém
zo stavu s;—1 = s € S do stavu s; = s’ € S. D

o Prechodova funkcia p(s; | at, s¢—1)
Podmienena hustota pravdepodobnosti popisujiica prechod zo stavu s;_1 = s € S vykonanim
akcie a; = a € A préve do stavu s; = s € S. Pociatoény stav systému sg je zndmy a pevny.
Tento pociatoény stav je implicitnou sicastou vsetkych podmienok.

o Stratova funkcia [(s:, at, s¢—1)
Redlna funkcia popisujica stratu I(s; = ', a; = a, s;—1 = s) € R, ktorti agent obdrzi po
vykonani akcie a; = a € A, ktorou uvedie systém zo stavu s;—; = s € S prave do stavu
/
st =8 €8.

Definicia 1.2.2 (Rozhodovacie pravidlo)
Rozhodovacie pravidlo 7(a; | s;—1) je podmienend hustota pravdepodobnosti, ktord popisuje
vyber akcie a; = a € A pre stav s;_1 = s € S.

Definicia 1.2.3 (Politika)
Politika 7 je postupnost rozhodovacich pravidiel 7 := (m(at | s1-1))
Mnozinu vsetkych uvazovanych politik oznac¢ime ako II.

H
t=1"

V kazdom case agent pozoruje isty stav systému a uziva isté rozhodovacie pravidlo. Na
zéklade rozhodovacieho pravidla v danom stave agent vyberie akciu, ktord ma dva dosledky. Za
prvé, agent obdrzi okamzitd stratu popisand stratovou funkciou. Za druhé, systém prejde do
nového stavu s pravdepodobnostou popisanou pomocou prechodovej funkcie. Kazdy novy stav sa
vlastne chova ako (akciami ovplyvnend) realizdcia ndhodnej veli¢iny.

"Vyuzivame konvenciu, podla ktorej stotoziiujeme index akcie s indexom stavu do ktorého sa touto akciou
dostavame. Oneskorenie v rdmci uzavretej slucky tak pripisujeme agentovi (politike).
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1. MATEMATICKA FORMULACIA

V ramci tejto prace uvazujeme vyhradne uzavreté slucky, v ktorych systém aj politika
(rozhodovacie pravidld) maji Markovu vlastnost. Markova vlastnost znamend, ze podmienené
hustoty pravdepodobnosti, ktoré systém a politiku popisuji, zavisia bezprostredne na
predchadzajicom stave a nie na celej historii. Systém a politika s Markovou vlastnostou funguji
»len s paméatou 1¢.

Obecnym cielom rozhodovania st ¢o najmensie celkové straty

L= Zl(st,at,st,l). (1.3)

teT

Aby bola takito minimalizdcia mozné, potrebovali by sme poznat budice stavy. My o nich
ale znalost nemame. Preto v kazdom c¢ase minimalizujeme celkové ocakivané straty.

Definicia 1.2.4 (Ocakavané straty)
Ciastkové ocakavané straty su v kazdom case t € T definované ako

E™ (s, at, st-1)] = Z U(sgyap, st—1)p(st | agy sp—1)m(ay | sp—1)p(se—1)- (1.4)
St,5¢—1€S
at €A

Celkové ocakavané straty definujeme ako

ET[L]:=Y" Y (st ans0-1)p(se | ar, se-1)mw(as | se-1)p(si-1). (1.5)
tGT StySt—1 ES
at€EA
Uzivame dohody E[-] = E[- | so]. Hornym indexovanim podla 7 vyjadrujeme, ze ocakivané

straty st priamo zavislé na politike. V MRP politika vstupuje do oc¢akavanych strat linearne.

Ak je politika deterministické, jej aplikovanim sa stdva z Markovho rozhodovacieho procesu len
specificky Markov retazec. Na zdklade rozhodovacich pravidiel danych touto politikou vyberdme
v kazdom casovom okamihu pre s;_1 = s € S jednoznacne urc¢ent akciu a; = a(s;—1) € A. Tvar
ocakavanych strat sa potom pre deterministicki politiku zjednodusi na

Eﬂ[l(stvatast—l)] = Z Z(Staat(st—l)vst—l)p(st | at(St—l),St—l)p(St—1)7

5¢,5t—1€S

EW[L] = Z Z Z(Staat(st—l)vst—l)p<3t \ at(St—1)7St—1)p(3t—1).

teT s¢,8¢—1E€S

Dalej budeme uvazovat podmienené ¢iastkové o¢akavané straty pri deterministickej politike.
Pri predpoklade znameho s;—1 = s € S dostaneme

E™[I(st,a4,8¢-1) | st-1 = 8] = Z (s¢,ai(st-1), 5¢-1)p(s¢ | as(s¢-1), S¢-1)-
5¢€S

Pre minimalizaciu tohto vyrazu plati

min E™[I(s¢, at, st—1) | st—1 = s] = min E[l(s¢, ar(s1—1), st—1) | ar(si—1) = a, s¢—1 = s].
well achA
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Definicia 1.2.5 (Hodnotova funkcia)

Uvazujme MRP (T, S, A,p,1), cas t € T a politiku .

Hodnotova funkcia politiky 7 je funkcia 4™ : S — R vyjadrujica budicu kumulaciu
ocakavanych strat pri rozhodovani podla 7 za podmienky, ze vychadzame zo stavu s;_1 = s € S.
Je definovand ako

u"(s4—1) :=ET Z l(sryar,Sr—1) | sSt—1 = s| pre Vs € S. (1.6)

T€T
T>t

V ¢ase t = H je hodnotové funkcia dodefinovand nulou, u™(sg) := 0 pre Vs € S.

Definicia 1.2.6 (Optimdlna hodnotova funkcia)
Uvazujme MRP (T, S, A,p, 1), ¢ast € T a politiku .
Optimalna hodnotova funkcia je definovand ako hodnotova funkcia splnujica

uﬁ*(st—l) = ( (Ir|1in N E™T Z l(Sryar,Sr—1) | st—1 = s| pre Vs € S. (1.7)
m(ar|sr—
S
Pre ¢as t = 1 dostdvame u™ (s9) = mingey E7[L] = mingenu™(so), kde sg je znadmy

pociatocny stav. Optimalna hodnotova funkcia v tomto pripade splyva s minimalizaciou
celkovych ocakavanych strat cez vsetky politiky. Preto mozno hodnotovt funkciu vyuzif na
zmeranie kvality istej politiky, resp. na najdenie optimalnej politiky.

Definicia 1.2.7 (Optimélna politika)
Uvazujme MRP (T, S, A, p,1). Optimalnou politikou 7* rozumieme politiku minimalizujicu
celkové ocakavané straty. Pomocou hodnotovej funkcie ju mozno vyjadrit ako

* in ™ (s0). 1.8
™" € argmin u” (so) (1.8)

Optimalna politika nemusi byt jednoznac¢nd, preto ju uvazujeme ako prvok prislusnej mnoziny.

Pri hladani optimalnej politiky ¢elime problému, ze volba akcii musi byt uskuto¢nend bez
znalosti budtcich stavov. To robi z ndjdenia optimalnej politiky zlozitu tilohu. Sposob, akym
mozno optimélnu politiku néjst, sa nazyva dynamické programovanie (viz [16]). Pri dynamickom
programovani ur¢ime koncovy stav, do ktorého sa chceme dostat. Z tohto stavu spatnym chodom
optimalizujeme jednotlivé kroky.
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Veta 1.2.1 (Dynamické programovanie)
Uvazujme MRP (T, S, A, p,[). Potom optimalnu hodnotovi funkciu mozno vypocitat pre Vt € T
spatnou rekurziou zacinajicou v ¢ = H pomocou vztahu

U (si-1) = mi&E7T [l(st,at,st_l) +u”™ (s) | ar = a, 8,1 = s| . (1.9)
ac

V kazdom case vyberame za optiméalne také rozhodovacie pravidlo, ktoré generuje tu akciu
a; = a € A, pre ktort je minimum ((1.9) dosahované.

Dokaz. Je len Specidlnym pripadom vety dokézanej v kapitole O
Dynamické programovanie prakticky funguje podla nasledujicej schémy:
o Uvazujeme t = H a nas koncovy stav, do ktorého sa chceme dostat.

« KedZe pre Vsg = s' € S je u™ (sg) = 0, v prvom kroku pocitame pre Vsy_1 = s € S len
minimalizaciu ¢iastkovych ocakavanych strat.

e Pre kazdy stav s € S uré¢ime rozhodovacie pravidlo, ktoré vyberd minimalizujicu akciu

argmin E™[l(sg,ag, sg—1) | ag = a,sg—1 = s|.
acA

o KedZe A je neprizdna a kone¢nd, minimalizujica akcia vzdy existuje. Ak existuje taka akcia
prave jedna, pravidlo je zjavne deterministické. Ak je takych akcii viac, mozno ku kazdej
zostrojit deterministické pravidlo. Dalej potom mozno uvazovat len vybrané jedno z nich,
pretoze vsetky vedi na ekvivalentné politiky s rovnakymi vyslednymi stratami.

e Postupujeme spatnou rekurziou pre vsetky ostatné casy. Takto optimalizujeme rozhodovacie
pravidld pre kazdy stav. Optimalne rozhodovacie pravidlo 7*(a; | s¢—1) pripisuje jednotkovi
pravdepodobnost prave minimalizujticej akcii pre dany cas ¢t € T.

e V poslednom kroku pre c¢as t = 1 dostdvame optimélne rozhodovacie pravidld, na zaklade
ktorych zostavime optimélnu politiku 7* € arg miﬁl u"(s0)-
S

e [ ked optiméalne rozhodovacie pravidlo v MRP nemusi byt urcené jednoznacne, je vzdy
mozné volit ho ako deterministické. Preto je optiméalna politika v MRP vzdy deterministicka.
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1.3 Diskontovanie

Diskontovanie je proces, ktory nam umoznuje vyjadrit rozdielnu dolezitost blizkych
a vzdialenych krokov v rozhodovacom procese. Vzdialené désledky maju totiz spravidla pre
agenta nizsiu vahu.

Rozdielnu dolezitost pre blizke a vzdialené kroky v rozhodovacom procese kvantifikujeme
pomocou diskontného faktora 4, € [0,1]. Tento faktor je obvykle zdvisly na Case a s tymto
¢asom sa zmensuje. Tato Casova zavislost je najcastejsSie vyjadrend umocnovanim fixnej hodnoty
parametru, tzn. 7; := . Pomocou diskontného faktoru mozno rozsirit definiciu hodnotovej
funkcie na tvar

u"(s4—1) :=ET Z Ve U(SryaryS7—1) | $t—1 = s| pre Vs €S. (1.10)

TET
>t

Diskontovanie tizko stvisi so zastavovanim. Zastavenie je ekvivalentné skuto¢nosti, ze od
istého momentu maju pre nas dalsie straty nulovi vahu. Nastavenim hodnoty diskontného faktoru
od istého momentu na 0 umoznime zastavenie rozhodovacieho procesu.
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1.4 Plne pravdepodobnostny navrh

V tejto kapitole budeme uvazovat pre popis rozhodovacieho procesu rovnaki uzavreti slucku
a predpoklady ako u MRP. Zhrnme uz zadefinované pojmy.

Uvazujeme casy t € T, kde T ={1,..., H}, H < +00. Mame kone¢nii, neprazdnu mnozinu
stavov S a kone¢ni, neprazdnu mnozinu akcii A. Dany pociatocny stav sg podmienuje vsetky
ostatné stavy. V kazdom case agent voli akciu a; € A a postva tak systém zo stavu s;_1 € S
do stavu s; € S. Vyber akcie a; € A je dany politikou agenta . Politika 7 je postupnost
rozhodovacich pravidiel 7(a; | s¢—1).

Zmenou oproti MRP je v tejto kapitole spésob, akym hodnotime kvalitu politiky. Vyuzijeme
plne pravdepodobnostny navrh, na ktory budeme odkazovat skratkou PPN. Jeho axiomatické
zavedenie mozno najst v |[13]. Z tohto zavedenia taktiez vyplyva, ze PPN je rozsirenim MRP, ako
mozno dalej nahliadnut v [17].

V ramci MRP bolo kritériom pre optimalnu politiku minimalizovanie celkovych oc¢akavanych
strat. To sa da chapat aj ako snaha ovplyvnif hustotu pravdepodobnosti premennych uzavretej
slucky tak, aby sa o najviac priblizila pozadovanému idealu.

Definicia 1.4.1 (Chovanie uzavretej slucky)
Chovanie uzavretej slucky do horizontu H € N je chapané ako stbor

b= (sg,am, SH-1,...,51,a1) € B. (1.11)

Vdaka predpokladanym vlastnostiam mnozin S a A z definicie je aj mnozina B konecna.

Definicia 1.4.2 (Hustota pravdepodobnosti chovania uzavretej slucky)

Hustota pravdepodobnosti chovania uzavretej slucky c¢™(b) je 2H-rozmernad hustota
pravdepodobnosti, ktord plne popisuje vlastnosti chovania b € B.

Tito hustotu mozno faktorizovat ako [

" (b) = Hp(st | at, si—1)7m(as | si—1) := p(b)w(b). (1.12)
teT

Pri faktorizacii sme vyuzili retazové pravidlo . Tvar podmienok sa nam zjednodusil ako
dosledok Markovej vlastnosti predpokladanej u definicii a V névéznosti na MRP sme
pre Vt € T oznacili podmienené hustoty pravdepodobnosti premennej s; ako prechodové funkcie
a podmienené hustoty pravdepodobnosti premennej a; ako rozhodovacie pravidla. Faktorizacia je
korektné, kedze pociatoény stav sg je dany a je implicitnou stcastou vsetkych podmienok.

Prvy cinitel faktorizacie p(b) := [[;er (st | at, S¢—1) je tvoreny sticinom prechodovych funkcif
a popisuje znamy a pevny model systému.

Druhy cinitel faktorizacie m(b) := [[,er7(ar | si—1) je tvoreny stc¢inom rozhodovacich
pravidiel. KedZze je tento si¢in urceny politikou, budeme ho pre jednoduchost znacit rovnakym
pismenom ako samotni politiku, tzn. 7(b).

Vsetky MRP vedtce k rovnakej ¢™(b) st ekvivalentné aj napriek pripadnym odlisnostiam
v stratovych funkcidch (viz [19]).

2PPN zvidia vyuziva iného znadenia (viz [10], [13], [17], [18]). My sa v8ak v néviznosti na kapitolu o0 MRP
pridrzime uz pouzivaného.
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Veta 1.4.1 (O marginélnej hustote pravdepodobnosti ¢™(s;—1))
Uvazujme konec¢ny horizont H € T. Pre Vt € T plati, ze marginalna hustota pravdepodobnosti
c™(s¢t—1) je nezavisla na rozhodovacich pravidlach 7(a; | sr—1) pre 7 > t.

H-krét
—N—
Dékaz. Oznaéme kartézsky sucéin S# := Sx S x---xS. Jeho prvkami st stbory stavov
(Se,SH-1,-..,51). Obdobne zavidzame kartézsky sucin A ktorého prvkami si sibory akeif.

Marginédlna hustota ¢™(s;—1) sa dd potom rozpisat ako

(se-1) = Y | [I p(sr | ar,5:-1) w(ar | sr—1) [ p(s+ | ar,s7-1) w(ar | s7-1)

sH-1 \ reT T€T
AH T>t T<t

Podla definicie je v zatvorke sic¢in 2H podmienenych hustot pravdepodobnosti, ktoré popisuju
chovanie uzavretej slucky. Pre vypocet marginaly podla definicie [1.1.3] s¢itame cez vSetkych
2H — 1 premennych s vynimkou s;_1.

Zacnime scitavanie cez sy € S. Z celej zatvorky sa sy nachadza len v argumente
p(sm | am,sH—1), preto tieto pravdepodobnosti mozno vyscitat na 1.

Pokra¢ujme sc¢itavanim cez ay € A. Akcia ay podmienuje p(sy | am,sg—1), avSak tento
vyraz uz sa v sucine nenachédza, pretoze sme ho v predchadzajicom kroku vyséitali. Preto sa
ap nachddza vyhradne v argumente m(ay | sg—1), pricom tieto pravdepodobnosti mozno opét
vyséitat na 1. Takto pokrac¢ujeme vyscitavanim cez stavy a akcie s mensimi a mensimi indexami,
az dokym nevyscitame cez a; € A.

Kedze cez s;—1 € S nesc¢itame, ¢len p(s;_1 | a;—1, s—2) nevypadne. Z retazového pravidla (|1.1))
dostavame, ze ¢ (s;—1) je nezavisld na m(a, | sr—1) pre 7 > t a zavislost na m(a, | s;—1) pre 7 <t
sa zachova. ]

PPN zavadza hustotu pravdepodobnosti idedlneho chovania uzavretej slucky ¢ (b) ako

c'(b) = Hpi(st | ag, st-1)m" (ag | s—1) := p' (D)7 (D). (1.13)
teT

Hustota ¢’(b) popisuje preferencie agenta a nahradzuje vyjadrenie strat pomocou stratovej
funkcie v MRP. O konstrukcii ¢!(b) detailnejsie pojednava [20]. Obecne ¢ (b) priraduje vysoké
hodnoty pozadovanému a nizke hodnoty neziadicemu chovaniu uzavretej slucky. Cielom
optimalizacie je priblizenie hustoty idedlneho a redlneho chovania agenta. Priblizenie sa hodnoti
na zaklade Kullback-Leiblerovej divergencie (KLD), ktorej zavedenie mozno najst v |21].

Definicia 1.4.3 (Kullback-Leiblerova divergencia)
Uvazujme koneéni mnozinu B a hustoty pravdepodobnosti f(b), g(b), kde g(b) > 0. Blizkost
tychto hustét mozno urcéit pomocou Kullback-Leiblerovej divergencie (KLD) definovanej

ako
_ )
D(fllg) :== bEEBf(b)l o) (1.14)

KLD nadobuda len nezaporné hodnoty. Maximalne pribliZzenie nastava pre f = g, potom
D(fl||lg) = 0. Dokaz tychto vlastnosti mozno najst v |21].

Hladanie minima KLD v PPN je analégiou k hladaniu minima celkovych ocakavanych strat
v MRP. Optimalna politika je obdobne dana ako argument minimalizujici KLD.
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Definicia 1.4.4 (Optimélna politika v PPN)
Uvazujme chovanie uzavretej slucky b € B popisané hustotou pravdepodobnosti ¢™(b) a idedlne
chovanie popisané hustotou pravdepodobnosti ¢! (b). Optimélna politika 7* v PPN je dani ako

* : || A0
T Gargfrnell[[lD(c Hc) (1.15)

Kvoli zjednoduseniu zapisu v nasledujicom texte zavedieme analdgiu k stratovej funkcii
v MRP. Stratova funkcia v PPN vyjadruje straty v zmysle odchylenia sa od idealu. Oznacime

p(se | ag, s4-1)m(ae | st-1)
pi(st | ag,se—1)m(as | s¢-1)
Indexovanim podla 7 zdoraznujeme, ze v PPN politika vystupuje v definicii strat.
Ciastkové aj celkové straty st v PPN definované analogicky ako v MRP vztahmi a .
Opét uvazujeme ich ocakavané hodnoty. Do celkovych ocakivanych strat vstupuje politika
v désledku definicie {7 (sy, at, s¢—1) nelinedrne. To je kltcovy rozdiel oproti MRP.

I"(s¢,at,8¢—1) :=In (1.16)

Veta 1.4.2 (Suctovy tvar KLD)
KLD zdruzenych hustoét pravdepodobnosti ¢™(b) a ¢f(b) mozno vyuzitim marginalnej hustoty
pravdepodobnosti ¢™(s;—1) prepisat do tvaru

( ”HC) Z Z (st—1 Z p(st | agysi—1) m(ag | se—1) 1™ (s¢, ap, Sg—1). (1.17)

teT s;—1€S st€S
at cA

Dokaz. Dosadime do KLD z definicie hustot a dostaneme

D (1) = Yoty n S0 = 5 oy g el L e el o)

beB c'(b) beB [Lierp' (st | at, se—1)m"(ar | s1-1)

Vyuzijeme prepis logaritmu sic¢inu na sucet logaritmov. Vdaka konec¢nosti mnozin B a T
mozno zamenif poradie sim a dostat

(”HC) > (b Zl St’at’st ymla | si1) =YD (b (5¢, ap, 51-1).

beB teT “(st | g, se-1)m(ar | st-1) teT beB

Pre kazdé t € T je prislusny ¢len sumy zavisly len na premennych s;, ag, S¢—1. Z definicie
marginalnej hustoty pravdepodobnosti [1.1.3| mame

(WHC) Z Z " (8¢, ag, 5¢-1)1" (8¢, ag, St—1)-

teT s¢,8t—1E€S
at €A

Rozpiseme ¢™(s¢, at, s¢—1) retazovym pravidlom ([1.1)) na
c(s¢,at,86—1) = " (8¢ | ag, sp—1)c" (ag | sg—1)c" (5¢-1)-

Opét preznac¢ime podla zauzivaného zvyku podmienené hustoty pravdepodobnosti premennych
s¢ a a;. Vdaka koneCnosti mnozin S a A mozno zamenif poradie siim, ¢o spolu s nezavislostou
c(s¢—1) na s; a a; ddva celkovi rovnost v tvare

( 7r||C) SN T sim1) D plse | ag, se—1) w(ae | s—1)I™ (se, az, s¢-1).

teT sg—1ES St€S
at€A
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Vztah pre optimalnu hodnotovi funkciu v PPN splyva s ([1.7) z definicie v MRP. Pripomenieme
jej tvar

u (s1-1) = ( (rrllin )}E” > 1" (sr,ar,85.—1) | s1—1 = s| pre Vs €S,
B [

pricom dodefinujeme u™ (sg) := 0.

Pre optimalnu politiku 7* v PPN, pri ktorej je dosahované minimum hodnotovej funkcie pre
vVt € T plati
. T T\ T iy _ 7
glelﬁlD (c Hc) =D (c Hc) =u" (s0).
Podrobnejsi rozbor tohto tvrdenia mozno néjst v [22]. Optimdalna politika 7* v PPN je obecne
znahodnend, nie deterministicka.

Veta 1.4.3 (O optimalnej hodnotovej funkeii)
UvaZzujme optimalnu hodnotovd funkeciu u™ .
Potom pre Vt € T je u”*(st_l) > 0 a plati spatna funkénd rekurzia

*

u™ (s4—1) = min Z p(se | ag, se—1) m(a | si—1) (uﬂ*(st) + l”(st,at,st_l)) (1.18)
{m(at|st—1)} 425

at€A

Dékaz. Skutocnost, ze pre Vt € T je u™ (s;_1) > 0 plynie priamo z vlastnosti KLD. Rekurzivny
vztah dokdzeme matematickou indukciou.

Uvazujme t = H. V tomto pripade sa v definicii hodnotovej funkcie minimalizacia aj suma
cez Cas redukuju na jediny ¢len pre 7 = H,

u”* (SH—l) = min E™ [l”(sH,aH, SH_1) ’ SH—-1 = S] .
{m(amlsp-1)}

KedZe sgr—1 je dané, pri vyjadreni ocakavanej hodnoty sc¢itame len cez sy € S a ay € A. Tvrdenie
plati, pretoze

u”*(sH_l) = min E p(sy | amg,sg—1)m(am | sg-1) u“*(sH) +I"(sH,am, SH-1)
tranlsn 1) “2s —_—
ap €A 0

v . 7’ 7 . * 4
Uvazujme teraz t — 1 € T a pre dané s;—; hodnotova funkciu u™ (s;—1). Vo vyraze pre
hodnotovu funkciu vyclenime pre 7 = ¢ minimalizdciu aj prislusnii sumu. Dostadvame rovnost

u™ (s;_1) = min min Z () + Z Z (xx) | ,

(o) rtarlsr ) | 526 S, S
at€A >t gr€A

kde vyrazy v sumach maju tvar
(x) = p(st | at,50-1) m(az | sg-1) 1" (5¢, a4, 5¢-1),
(#x) = p(s7 | ar, 87-1, 5t-1) m(ar | s7-1,5t-1) P(s7—1 | $t-1) " (87,7, 5:-1) =

=p(sr | ar,57-1) m(ar | sr=1) p(s7=1 | $t=1) I" (7, ar, S7—1)-
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Vyraz (x) podla vety nie je ovplyvneny pravidlami 7(a, | s;—1) pre 7 > t. Preto mozno
zamenif minimalizaciu so sumou,

u™ (s;_1) = min Z (%) + min Z ()

{m(atlse—1)} 5t€S T€T {W(“;Efl)} S7,87—1€S

ar€A T>t ar€EA

Vyscitavanim od najvécsieho indexu 7 = H spétne az po 7 = t + 1 a uzitim indukéného
predpokladu dostavame

u™ (si-1) = min > p(se | ag se—1) w(ar | se—1)l" (se,ae, 50-1) + > p(se | se—1)u™ (s¢)
{maelse-1)} | S5 st€S
at€A
Dosadenim
p(se | si-1) = Z p(st | at, se—1)m(at | st-1)
at €A
ziskame konec¢nt podobu rekurzivneho vztahu z tvrdenia vety. O

K optimalnej politike sa teda vieme vzdy dostat vdaka spétnej funkénej rekurzii hodnotovej
funkcie ukazanej vo vete m, pricom rekurziu za¢iname z u™ (sg) = 0.

Predchadzajice vety nam umoznuji najst optimalnu politiku postupom analogickym
k dynamickému programovaniu.

Veta 1.4.4 (Hladanie optimdlnej politiky v PPN)
Uvazujme optimalnu hodnotovii funkeiu u™ (s;) = — Inw(sy).
Potom pre Vt € T plati w(s;) € (0,1] a w(s¢) < w(sg) = 1. Optimélne rozhodovacie pravidla

exp [ — n(at, s¢-1)]
w(si—1)

7 (ag | si—1) = 7 (ay | si-1) (1.19)

sa napocitaju pre Vt € T pomocou spéatnej funkcénej rekurzie zac¢inajicej v ¢ = H podla vztahov

P(St | at, St—l)

n(ag, sg—1) = stZGSp(St | at, s¢—1)In wls)p (1 | anse1)’ (1.20)
w(si—1) = Z 7 (ay | se—1) exp [ — nlag, si-1)]. (1.21)

at€A

Tieto rozhodovacie pravidla tvoria optimalnu politiku 7* v PPN, ktora splnuje

min D(c™ [¢') = —Inw(so) = u™ (s0).
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Doékaz. Obmedzenie hodndt funkcie w(s;) plynie z jej definicie pomocou optimélnej hodnotovej
funkcie. Uvazujme teraz pravi stranu rekurzivneho vzfahu ((1.18). Vnutorni zatvorku v tomto
vyraze mozno rozpisat pomocou definicii I™(sy, at, s¢—1) z (1.16]) a w(s¢) z (1.21) na

p(st \ atast—l)W(at \ St—l) -1 W(at \ St—1) 4+ In p(St | at>3t—1)
pi(st | Qg, St—1)7Ti(at | St—l) Wi(at \ 8t—1) w(St)pi(St ! at,St—l)'

—Inw(s) +In

Dosadenim tohto vyjadrenia prava strana ([1.18) prechddza na tvar

m(az | s¢-1) p(st | ag, si-1) )
- +1n - .
m(at | st-1) w(se)p'(st | at, st-1)

min st | ag, siD)m(a | si_1) (In
{m(at|st—1)} stZeSp( t ’ ts 5t-1) ( i ‘ t 1) (
ar€A

Roznasobime vyrazy v zatvorkach. Prvy logaritmus nezévisi na premennej s;, preto mozno
v tomto ¢lene vyséitat pravdepodobnosti p(s; | at, s¢—1) na 1 a dostat

min Z m(ar | st-1) (mw + Z p(st | as, se-1)In p(st | ag, 8¢-1) ) _

{m(aelse—1)} ;2 m(at | st-1) = w(s)p'(st | at, se-1)

Vyuzitim (1.20)) upravime celd rovnost (1.18) na

. W(Gt | St—l)
—Inw(si—1) = min m(ag | si—1)1In — .
(5e-1) {m(at|st—1)} a,tze:A (@ | st-1) mi(as | si—1) exp [ — n(a, si—1)]

Prevedenim In w(s;—1) na pravi stranu normalizujeme menovatel logaritmu,
m(at | st—1)

o | ) 22 resn)

0= min m(ay | si—1)In
{W(atstl)}atzeA < t’ K )

Dostavame KLD, ktora je najmensia (nulova) prave pre optimalne rozhodovacie pravidla

exp [ — n(at, 5t-1)]
w(si—1) ’

™ (ar | s¢-1) = 7' (az | s¢-1)
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Kapitola 2

Problematika zastavovania v PPN

2.1 Uvodné predpoklady

Tato kapitola predstavuje jadro prace, v ktorej rozsirujeme PPN o zastavovanie a diskutujeme
popis zastavovacich pravidiel. V zavere kapitoly uzijeme vetu na takto rozsireny popis,
nacrtneme riesenie optimalnej politiky v ramci PPN so zastavovanim a poukazeme na otvorené
problémy. Nasledujtce predpoklady st kltucové:

o Ak sa raz proces zastavi, toto zastavenie je trvalé.

o Zastavenie mé dvojiti povahu.
Za prvé, zastavenie ma podobu akcie. Tato akcia ovplyvnuje celé budice chovanie uzavretej
slucky. Za druhé, zastavenie je sicastou stavu v popise modelu systému.

e Dany pociato¢ny stav sg doplnime predpokladom, ze v Case t = 0 nezastavujeme.

Definicia 2.1.1 (Akcia predizenia)

Akcia predlzZenia je definovana pre Vt € T ako
- {1 pre pokraCovanie v generovani a,
as ‘—

0 pre zastavenie generovania a, pre V7 > t.

Mnozina akcii prediZenia je dvojprvkové, A = {0,1}.

Kvdli jednozna¢nému rozlisSeniu medzi dvoma typmi uvazovanych akcii budeme v dalSom
texte akciu a; € A nazyvat normélna akcia.

Zavedenim akcie prediZenia rozsirujeme normalnu akciu a; na dvojicu (a¢,d;). Dvojiti
povahu zastavenia rozli§ime v popise modelu systému tak, ze stav s; rozsirime na dvojicu (s¢, z¢).
Zlozka stavu z; € {0,1} popisuje, ¢i v danom case je proces zastaveny (z; = 0), alebo nie
(z¢ = 1). Podla ivodnych predpokladov dodefinujeme zy := 1.

Pre kazdy cas t € T sledujeme vyvoj a, az, S¢—1,2t—-1 — St, 2z¢. Chovanie uzavretej slucky sa
uvazovanim zastavenia rozsiruje na usporiadany subor 4H ¢lenov
b:= (sg,zH,am,aq,-..,81,21,01,a1) € B. (2.1)
Hustotu pravdepodobnosti pre chovanie uzavretej slucky mozno opét faktorizovat ako

c(b) = [ p(st, 2t | ar, e, se—1, 2e-1)m(ag, @ | s—1,2e-1) := p(b)m(b). (2.2)
teT
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2. PROBLEMATIKA ZASTAVOVANIA V PPN

2.2 Rozsirenie rozhodovacich pravidiel

Akcia prediéenia rozsiruje popis rozhodovacich pravidiel o zastavovacie pravidla. Uzitim
retazového pravidla (1.1) dostévamem

m(ae, @ | Se—1, 20—1) = m(ag | Qp, s4—1, 2e—1)7(ar | St—1, 2¢—1)- (2.3)

Prvy cinitel v (2.3) definujeme vztahom

m(ag | ag, Se—1,2e-1) := <7r(at | st1)>dt (ﬁ(at | st1)> 1_dt. (2.4)

Rozhodovacie pravidlo 7(a; | s;—1) je totiz dalej optimalizované prave vtedy, ked a; = 1. Ako
vyplynie z nasledujiceho textu, rozhodovacie pravidlo 7(a; | s¢—1) je nadbyto¢né, pretoze jeho
vplyv sa po zastaveni procesu redlne neprejavi. Mozno ho volit podla Tubovolnej politiky.

Diskutujme dalej druhy cinitel v . Pre zastavenie v stave s;_1 je akcia prediZenia a;—q = 0.
Normélna akcia a;—; sa negeneruje a z;—1; = 0. Pripominame, ze uvazujeme predpoklad, kedy
je zastavenie trvalé. Preto ak a;—1 = 0, je a = 0 pre V& > t s pravdepodobnostou 1. Pre
pokracovanie v stave s;_; je akcia predizenia ;1 = 1. Do tohto stavu prechiddzame norméalnou
akciou a;—1, pricom z;—; = 1. V tomto stave posidime, ¢i chceme nadalej pokracovat v procese.
Pre z_1 = 1 zavedieme pravdepodobnost predizenia q(si—1), ktord zavisi len na danom stave,
v ktorom dalsie pokracovanie v procese zvazujeme. Nase rozhodnutie sa premieta do akcie a;.
Druhy ¢initel v predstavujici zastavovacie pravidlo preto uvazujeme vyhradne v tvare

1 pre a; =0 ak z;_1 =0,

0 pre a; =1 ak z;_1 =0, (2.5)

7TC~L St—1,2t—1) ‘=
(t| t—1, <t ) ].—Q(Stfl) preat:Oakzt,lzlv

q(si—1) pre a; = 1 ak 21 = 1.

2.3 Rozsirenie prechodovych funkcii

Uzime retazové pravidlo (1.1]) na hustotu pravdepodobnosti p(s¢, z¢ | at, at, st—1, 2¢—1) z (2.2)).
Dostévame vyraz p(z; | ai,at, St—1, 2t—1), tzn. prechodovi funkciu pre zastavovaciu zlozku
stavu. Ta definujeme pomocou Kroneckerovho delta

1 ak dt = Zt,

p(Zt | atvdtvst—lazt—l) = 6dt7zt = {O inak.

Predpokladdme, ze akcie predlzenia nemenia pravdepodobnost prechodu medzi jednotlivymi
stavmi. Novy stav s; zavisi len na predchadzajicom stave s;—; a zvolenej normalnej akcii a.
Preto mozno zjednodusit tvar p(s; | z¢, ag, ar, S¢—1, 2¢—1) na p(se | ag, si—1) a celkovo dostavame

D(St, 2t | ae, e, St—1,20—1) = p(St | 2t, ae, ar, St—1, 2e—1)P(2¢ | ap, Ary St—1,2e—1) = p(St | at, St—1)0a,2 -

VW réamci rozhodovacich pravidiel podmiefiujeme normélne akcie as, v rémci zastavovacich pravidiel
podmienujeme akcie predlzenia a;.

26



2. PROBLEMATIKA ZASTAVOVANIA V PPN

2.4 Navrh novych idealov

Zostava nam diskutovat popis idealnej hustoty pravdepodobnosti chovania uzavretej slucky
so zastavenim.

Do momentu zastavenia musia byt idedlny model systému rovnako ako idedlna politika
identické s idealmi z popisu bez zastaveni, ktoré sme v oznacili ako pi(s; | ar,s¢-1)
ami(ag | si_1).

Od momentu zastavenia by sa nemala menif hodnota minima KLD. Formaélne je
najjednoduchsie vyuzit “prenechanie volby osudu” (viz [17]) a stotoznit idedly s p(s: | as, S¢—1)
resp. T(az | St—1)-

Idealne zastavovacie pravidla 7 (a; | s;_1,2_1) st uréené v zmysle vyuzitim idedlnej
pravdepodobnosti prediZenia q'(s¢—1). Z tychto tivah celkovo dostévame

at 1*54
P (58, 24 | @ty ity St-1, 20-1) = (p%strat,st_l)) (p<st|at,st_1>) Saes (26)

a 1—ay
7 ag, iy | $t_1,7-1) = (#(anstl)) <7~r<at|st1>) TG | s zt), (2.7

1 pre a; =0 ak z_1 = 0,
wi(& s ) = 0 pre a; =1 ak z_1 =0,
phemh A 1—q'(s;—1) prea;=0ak z 1 =1,

q(si-1) pre a; = 1 ak z;_1 = 1.
2.5 Hladanie optimalnej politiky v PPN so zastavovanim

Vo vete [1.4.4] sme odvodili rekurzivne vztahy

P(St | at, St—l)
(St)Pi(St | Clm&t—l)7

n(a, si—1) = Y p(st | az, si—1)In
St€S w

w(si—1) = Y w(a¢ | se—1) exp [ — nla, se-1)]-
at €A

Tieto rekurzivne vztahy urcuji optimalnu politiku dant optimalnymi rozhodovacimi pravidlami

exp [ — n(at,st_l)].

7 (ag | s¢—1) = 7 (az | sp_1
(at | st-1) (at | st-1) (1)

Pre rozsirené stavy a akcie potrebujeme n(a,as, si—1,21—1) a w(s¢—1,2t—1). Ako mozno
nahliadnut z ([2.3)), rozsirenim dostaneme optiméalne rozhodovacie pravidla ©*(as, a¢ | s¢—1, 2¢—1)
v tvare

(7| sH))at (#(ar sH))l_&twi(at et 71)

exp [ — n(ag, ag, se—1, z¢-1)]
w(st—1,2-1)

(2.9)

Cinitel 7¢(a; | s¢_1,2t-1) z 1} zarucuje, ze pre z;_1 = 0 je nulova pravdepodobnost, aby a; = 1.
Hodnota minimalizacie KLLD sa nemeni. Uvazujme preto dalej z;—; = 1. Budeme rozliSovat dva
pripady, zvlast pre zastavenie a; = 0 a predlzenie a; = 1.
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2. PROBLEMATIKA ZASTAVOVANIA V PPN

2.6 Pripad zastavenia, a; = 0

Pre pripad zastavenia dostavame

nag, @ = 0,811,201 =1) = = > _ p(s¢ | ar, se—1) Inw(sy, z = 0)

s5tE€S
= Z p(st | at, st_l)u”*(st, 2 =0)
StES
=0.
A% poslednom kroku vyuzivame, ze optimélna hodnotova funkcia
u™ (84,2 = 0) = — Inw(sy, z = 0) vyjadruje KLD hustét po zastaveni. Toto zastavenie je trvalé.

V tomto pripade ale prislusny faktor ¢?(b) splyva s ¢™ (b), ¢o odpoveda nulovej hodnote KLD.

Z nezapornosti KLD a z faktu, ze dosiahnutie horizontu vynucuje zastavenie dostavame
0 <w(st, 2z) <w(sg,zg =0) =1 pre Vt € T. Obecnejsie, w(s, z;) = 1 pre ¥Vt € T od momentu
zastavenia.

2.7 Pripad prediZenia, g, = 1

Pre pripad predizenia dostdvame

p(St ! atast—l)
(st,2e = 1)p*(se | ag, s1-1)

n(ag, = 1,801,201 = 1) = 3 p(si | ap, s0-1) In —
5¢t€S

Pri hladani optiméalnej politiky potrebujeme napocitat rekurziu

w(st_l,zt_l = 1) = Z Z Fi(at,&t | St—1,2t—1 — 1) exXp [ - n(at,&t,st_l,zt_l = 1)] = (*)
arcA at€A

Vyraz (x) mozno rozpisat do tvaru

(x) = Z (1 — qi(st_1)>7~r(at | si—1)exp [ — nlag, ar = 0,801, 2e-1 = 1)] +
at€A

+ > ' (se—1) T (ar | si—1) exp [ —nlag, = 1,801, 2-1 = 1)] =

at €A
= <1 - qi(Stl)) Z 7(as | s¢-1) +
at €A
+q'(st-1) Z T (ap | si—1) exp [ —nlag, dr = 1,501,201 =1)] =
at€A
=1—q'(se-1) + ¢'(s1-1) Y 7 (ar | si—1) exp [ —n(a, ar = 1,80-1, 201 = 1)].

at €A

Vyuzili sme, ze podla vztahov (2.7)) a (2.8])

T (ap,a =0 51,201 =1) = (1 - qi(sH))fr(at | st-1),

Fi(atadt =1 ’ St—1, 2t—1 = 1) = qi(St—l)Wi(at \ 3t—1)~
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2. PROBLEMATIKA ZASTAVOVANIA V PPN

2.8 Riesenie optimalnej politiky v PPN so zastavovanim

Aplikovanim vety na rozsireny popis PPN so zastavovanim dostdvame tvrdenie, ktoré
ma nasledujicu struktiru.

Lemma 2.8.1 (Hladanie optimdlnej politiky v PPN so zastavovanim)

Uvazujme optimalnu hodnotovii funkciu u™ (s¢, 2;) = — Inw(sy, 2).

Potom pre Vt € T plati w(s¢, z¢) € (0,1] a w(st, 2¢) < w(sy, zg = 0) = 1. Uvazujme navyse ¢as
zastavenia tyg € T a idedly prechodovych funkcii, rozhodovacich pravidiel a zastavovacich

pravidiel z , a .

Optimélne rozhodovacie pravidla pre Vt < tg v tvare

exp [ —n(ap, @ = 1,841, 21 = 1)]

(e = 1| se—1,20-1 = 1) = 7 (as | s¢-1)¢ (841 2.10
( ty Ut ‘ t y <t ) ( t ’ t ) ( t ) w(st—lazt—l — 1) ( )
sa napoc¢itaju pomocou spatnej funkcénej rekurzie zacinajicej v ty podla vztahov
~ PS¢t | at, St—1
n(ag,ar = 1,841,241 =1) = Z p(st | ar,s¢-1)In (s¢ | as ) , (2.11)

st€S w(sg, 2t = 1)p*(s¢ | ag, 5¢-1)

w(si—1, 201 =1) = 1= ¢ (st-1) + ¢'(s1=1) Y_ 7" (ar | s—1) exp [ —nlag, dr = 1, 8e-1, 21 = 1)].

at €A
(2.12)
Pre t = tg je w(syy, 21, = 0) = 1 a optiméalne rozhodovacie pravidlo sa meni na
‘(. n 1 —q'(st—1
7 (ag,ar = 0| $¢-1, 201 = 1) = w(ag | s¢—1) (51-1) (2.13)

w(si_1,20-1 =1)

Pre t > tg je w(st, z¢ = 0) = 1, pricom optimélne rozhodovacie pravidlo je volené Tubovolne.
Uvedené rozhodovacie pravidla tvoria optimdalnu politiku 7* v PPN so zastavovanim, ktora
splnuje

ml_}n D(c™||¢") = —Inw(sp, 20 = 1) = u™ (s, 20 = 1). (2.14)

KItcové rozsirenie vety spoéiva vo vztahoch (2.11)) a (2.12). Pre volbu ¢*(s;_1) = 1

dostavame popis bez zastavenia.

Problematickym bodom tvrdenia [2.8.1] je skuto¢nost, ze potrebujeme explicitne poznat ¢as
zastavenia ty. Avsak tento Cas by mal z rozsirenia tedrie sam vyplynut, tzn. na zdklade tedrie
by malo byt mozné porovnat rozne Casy zastavenia a vybrat ten najvhodnejsi (minimalizujici
stratu). Uvedend veta je preto pre rieSenie optimalizacnych tloh pomocou PPN so zastavovanim
prakticky nepouzitelna.

Klicovy nedostatok diskutovaného rozsirenia PPN o zastavovanie je pravdepodobne
v navrhu idedlu . Po aplikovani refazového pravidla na tento ideal dostaneme clen
p'(z | ag,a, St—1, 2t—1), ktory by zrejme nemal byt polozeny Kroneckerovmu delta, ako sme to
urobili v pripade p(z; | at, @, $¢—1, 2¢—1). Clen idedlu by mal mat sofistikovanejsi tvar. Ideal so
zastavovacou zlozkou by totiz mal vyjadrovat dosadenim do KLD dva typy strat. Za prvé, stratu
kumulovantu v doésledku toho, ze sme proces este nezastavili a robime dalSie pozorovania. Za
druhé, stratu v dosledku konecného zastavenia, tzn. preklopenia z; 1 — z; # 2z;_1. Tieto straty
budi v kazdom momente ovplyvnené povahou konkrétneho problému, budi teda obecne zavislé
na a; € A a s; € S. Konecna podoba tohto idedlu by mala byt predmetom dalsieho skimania.
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Z.aver

Téato bakalarska préca sa zaobera problematikou zastavovania v teérii rozhodovacich procesov.
Najprv su zavedené zakladné pojmy z tedrie pravdepodobnosti, ktoré su potrebné pre diskrétne
Markove rozhodovacie procesy (MRP) a ich rozsirenie v podobe plne pravdepodobnostného
navrhu (PPN). Rozsirenie v podobe PPN umoznuje riesit dynamické tlohy.

Prvym prinosom tejto prace je zozbieranie pomocnych tvrdeni potrebnych pre najdenie
optimalnej politiky v PPN, zjednotenie znacenia v nich a ich dokazanie. Takto je v jasnej
nadvaznosti na MRP od zakladu odvodend veta, ktord je analégiou dynamického programovania
pre PPN. Tato veta je hlavnym nastrojom tejto prace.

Dalsfm prinosom je zavedenie PPN so zastavovanim novou, systematickejSou cestou. Kvoli
dvojitej povahe zastavenia je zavedend akcia predizenia, aj zastavovacia zlozka stavu. Dalej je
diskutovany tvar zastavovacich pravidiel a tvar ¢lenov hustoty pravdepodobnosti, ktord popisuje
idedlne chovanie uzavretej slucky so zastavovanim. Tvary tychto ¢lenov sa prvykrat objavuja
v tejto praci, ¢im praca vyznamne prispieva k rozsireniu PPN. Veta, ktora je anal6giou
dynamického programovania pre PPN, je nasledne uzita na takto rozsireny popis. Aplikovanie
vety odhaluje problém, kedy takto rozsireny popis PPN so zastavovanim stédle nedava uspokojivi
odpoved pri hladani optimalneho casu zastavenia. Predpoklada sa, ze problém spociva
v nedostatocne kvalitnom navrhu idedlu pre model systému.

Stcastou prace bola tvorba programov pre osvojenie si rieSenia jednoduchych
optimaliza¢nych tloh pomocou MRP, bayesovského odhadovania a dynamického programovania
v PPN. Bol rozpracovany navrh experimentu, ktory sa zaobera odhadom nezndmeho parametru
vyuzitim bayesovského ucenia a PPN so zastavovanim. Vzhladom na narocnost teoretickej casti
sa nepodarilo dostato¢ne zapracovaf problematiku zastavovania do programov simulujicich PPN.
7 tychto dovodov experimentalna cast nie je sucastou tejto prace.

V nadvézujucej praci by bolo vhodné opéatovné diskutovanie idedlov v PPN so zastavovanim.
Po naslednej realizacii navrhnutého experimentu by bolo mozné porovnat vysledky s klasickym
pristupom pri odhadovani parametrov. Je tiez mozné navrhnif iné experimenty pre ilustrovanie
roznych foriem zastavovania. Tie by napr. mohli zohladnovat zastavenie len ¢asti rozhodovacieho
procesu (napr. zastavenie odhadu istého parametru v ramci ucenia sa modelu systému), ale
pokracovat v optimalizacii normélnych akcii. Otvorenym problémom v PPN je sivis medzi
zastavovanim a diskontovanim, ktory je naértnuty v kapitole [L.3]
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