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Abstrakt

Cilem ptedloZené prace je analyzovat vyhodnost poméru délek piedlokti a paze ve vztahu

k délce hodu a urcit, zda vyvoj ¢lovéka sméruje k upfednostnéni délky hodu.

Teoreticka ¢ast nas seznamuje S anatomii a Kinetikou jednotlivych komponent, které maji
spojitost s pohybem horni koncetiny pies hlavu v sagitalni roviné. Obsahem praktické
¢asti je vénovani se zejména metod¢ vypoctu pohybovych rovnic pro pohyb horni
koncetiny pomoci programu Python PyDy multibody dynamics a ovéfeni pomoci
Lagrangeovy rovnice druhého druhu. V zavéru prace analyzujeme a zhodnocujeme

vysledky, zaroven ovefujeme platnost nasi hypotézy.
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1 Uvod

Z biomechanického hlediska vime, jaky je zptsob pohybu dolni konéetiny, protoze se
jedna priméarné o chiizi a beh. Na toto téma bylo jiz publikovano velké mnozstvi studii.
Na rozdil od toho, primarni biomechanickou funkci horni koncetiny zatim nevime.
Zvyvoje se predpokladd, ze primarni funkci bylo pouzivani prfedméti (ndstroji).
Zaroven je horni koncetina vyuzivana i pro dal$i ¢innost, kterou je hazeni. Doposud vSak
nejsou zndmé zadné dalsi prace, které by se zabyvaly vztahem mezi hdzenim a

antropometrii horni koncetiny.



2 Mechanika hazeni

2.1 Anatomie horni koncetiny

2.1.1 Rameno (articulatio humeri)

Rameno spojuje horni koncetinu S trupem, pusobi ve spojeni s loktem a diky tomu
umoziiuje  prostorovou  efektivni  funkci. Skladd se  z glenohumeralniho,
akromioklavikularniho, sternoclavikularniho a scapulothorakalniho kloubu a dalSich
svalovych struktur, které na né¢ plisobi a diky tomu je ramenni kloub povazovan za
nejpohyblivéjsi a nejdynamictéjsi kloub v téle. Jelikoz nema zadné kostni omezenti,
umoznuje nam velmi §iroky rozsah v pohybu, ov§em na ukor stability, kterou ale zajist'uji

jiné svalové a vazivové struktury. [1]

vvvvvv

ramenniho komplexu, jsou zapotiebi Ctyfi artikulace s pfidruzenymi komponenty, diky

kterym jsme schopni vétsi mobility. [1]

Rozsah pohybu ramen se méfi z hlediska flexe, extenze (=pohyb kosti pazni smérem od
nebo k hrudniku v sagitalni rovin¢), abdukce (= pohyb v koronalni rovin¢) a tzv.
intermalné — externi rotace (= axialni rotace kosti pazni, tzv. humeru s pazi drzenou
v addukované poloze). Abdukce v koronarni rovin€ je omezena kostnatym nérazem veétsi

tuberosity na akromion. [1]
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Obrazek 1 — Flexe a extenze ramene [2]
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Obrazek 2 — Abdukce a addukce ramene [3]

Sternoclavikularni kloub se sklada ze zvétseného medialniho konce klavikuly a
superolaterdlniho aspektu manubria spojujiciho horni koncetinu pfimo s hrudnikem,
podiadné je pritomna i malé fazeta, ktera je spojena s prvnim zebrem. Povazujeme tento
kloub za skute¢ny synovialni, ktery ma sedlovity tvar a obsahuje fibrokartilagin6zni
artikularni disk nebo meniskus. Piedni a zadni sternoclavikularni vazy jsou umistény
v pfednich a zadnich translacich, zatimco kostoklavikularni vaz stoji vzhlru a je
povazovan za omezujici fakt u sternoclavikularniho pohybu. Meziklavikularni vaz
spojuje superomedialni aspekt klicni kosti a napoméaha snadn¢jSimu omezeni kloubu.
Zadni ¢ast meziklavikularniho vazu téZ pomaha s pfednim omezenim sternoklavilarniho

kloubu. Interklavikularni vaz je uvolnény pokud je paze zvednuta. [1]

Akromioclavikularni kloub lezi mezi laterdlnim koncem kli¢ni kosti a akromionem
lopatky. Tento kloub je vystaven velkému zatiZeni, které je pfenaSeno z hrudniho svalstva
na horni koncetiny. Je to také synovidlni kloub, ale mé planarni konfiguraci. Kloubni
povrch je pokryt fibrocartilagem. Kloub uzavira slaba vlaknité kapsle, ktera je posilena
akromioklavikularnim vazivem. Akromioklavikuldrni vaz pisobi tak, ze omezuje jak
osovou rotaci, tak zadni translaci kli¢ni kosti. Vétsinu vertikalni stability kloubu zajist'uji
tzv. koraklavikularni vazy, které zavésuji lopatku z klavikuly. Koraklavikularni vazy se
skladaji z posteromedidlniho koroidu a anterolaterdlné smérovanych lichob&znikovych

vazu. Diky odlisné struktuie ma rizné biomechanické funkce. [1]



Diilezitou soucasti pro celkovou funkci ramenniho komplexu je glenohumeralni kloub.
Humerélni hlava je sméfovdna dozadu. VéEtsi a menSi tuberosity lezi laterdlné od
kloubniho povrchu proximalniho humeru, ktery slouzi jako misto piipojeni svalstva.
Proximalni humerus se kloubi s glenoidni jamkou, kterda ma mirny sklon, diky tomu ma
vyznamny stupeil geometrické stability a diky tomu pomahé odolévat nizsi subluxaci
anebo dislokaci. Glenoidni fossa je mé¢lka a je schopna pojmout pouze pfiblizné jednu
tretinu praméru hlavice humeru. Kostnatd architektura je umocnéna chrupavcitym
povrchem, ktery je centralnéji slabsi, coz mirné zvySuje hloubku. Pohyb
Vv glenohumeralnim kloubu je tedy témét rotacni. Vzhledem k nedostatku kostniho
omezeni je stabilita zajiSténa kapsuldrnimi, vazivovymi a svalovymi strukturami, které
obklopuji glenohumeralni kloub. Glenohumeralni kloubni pouzdro mé vyznamny stupeni
inherentni laxity s povrchem, ktery je dvakrat vétsi nez u hlavice humeru. Umoziuje tedy
siroky rozsah pohybu. Kapsle se pfichytava pfimo, vyjimecné je pfipevnéna na zaklade
korakoidu. Kapsle ma stabiliza¢ni roli, zejména zadni pouzdro ma zasadni vyznam pro
udrzeni stability. Glenohumeralni a Coracohumeralni vazy (svrchni, prostfedni, spodni)

jsou rozhodujici pro stabilitu a funkci ramen. [1]

2.1.2 Loket (cubitus)
Loket je komplexni kloub, ktery funguje jako opora systému paky ptedlokti, ktery

odpovida za umisténi ruky v prostoru. [4]

Loketni kloub umoziuje dva typy pohybu. Prvnim je flexe — extenze a druhym je pronace
— supinace. Humerounar a humeroradial umoziiuje flexi a extenzi lokte. Proximalni a
radioulnarni artikulace umoziuje pronaci a supinaci predlokti a je klasifikovana jako
trochoidni kloub. Komplex loketniho kloubu, je-li povazovan za celek je
trochleoginglymoidni kloub. Trochlea ma tvar civky a sklada se ze stfednich a bocnich
pyskt. Kloubni povrch je pokryt hyalinni chrupavkou tvofici oblouk. Pfedni zkoseni
distalniho humeru (30 stupiil) pomaha zajistit stabilitu loketniho kloubu v plné extenzi.
Morrey (1986) poznamenal, Ze sklon ke vzniku zlomenin se v této oblasti vysvétluje tim,
7e &ast vétsiho sigmoidalniho zafezu neni podporovana silngjsi subchondralni kosti. Ctyii
petiny hlavy jsou pokryty hyalinni chrupavkou, pétin€é chybi kloubni chrupavka a silna
subchondralni kost, coz tedy vysvétluje zvySeny sklon ke vzniku zlomenin praveé v této

oblasti. [4]
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2.1.3 Zapésti (carpi) a ruka (manus)

Zapesti je soubor kosti a struktur mékkych tkani, které spojuji ruku s piedloktim. Tento
kloubni komplex je schopen podstatného pohybového oblouku, ktery posiluje funkci
rukou a prstl. Zapésti funguje kinematicky tim, Ze umoziluje zmény umisténi a orientace
ruky vzhledem k piedlokti a naopak. Ackoliv funkci vSech kloubti horni konéetiny je
polohovat ruku v prostoru tak, aby mohla vykonavat ¢innosti kazdodenniho zivota, zda
se tedy, ze zapésti je kliCem k funkci ruky. Stabilita zapésti je nezbytna pro spravnou
funkci digitalnich, flexorovych a extenzorovych svali a poloha zéapésti ovliviiuje

schopnost prstil maximalné se ohybat a béhem piedpéti i¢inné uchopit. [5]

Ruka je vysoce komplexni a mnohostranny mobilni pfizplisobivy organ, protoze
odpovida tvaru predméta, které maji byt uchopeny, zdiraziuje nebo dokonce gestikuluje
mysSlenku, kterd mé& byt vyjaddfena (Tubiana, 1984). Ruka je konecnym c¢lankem
mechanického fetézu, ktery zadina u ramene. Mobilita ramene, lokte a zapésti, vse
Vv riznych rovinach, umoznuje ruce pohybovat se v prostoru relativné snadno a dosadhnout
tak na vSechny ostatni ¢asti téla. Ruka je velmi funkéné pfizptisobiva diky strukturalnimu
zakladu, ktery obsahuje 19 kosti a 14 kloubl. Komplex zépéstniho kloubu se skada
Z vicenasobnych artikulaci, osmi karpalnich kosti s distdlnim polomérem a struktur
V ulnokarpalnim prostoru metakarpaly. Struktura m&kkych tkani obklopuji zapéstni kosti,
které zahrnuji Slachy, které prochazeji ptes zapésti nebo se k nim pfipojuji. Vazivova
struktura spojuje zapéstni kosti k sobé navzajem. Osm karpalnich kosti je rozdéleno na
proximalni a distalni fadu. Distéalni, karpalni fada tvoti relativné nepohyblivou pfi¢nou
jednotku, ktera se kloubi s metakarpaly za vzniku karpometakarpalnich kloubd. Vsechny
ctyfi kosti v distdlni fad€ té€sné priléhaji k sobé a jsou drzeny pohromadé silnymi
nitrosytnymi vazy. Pohyblivéjsi je proximalni fada, ktera se sklada z scaphoidu, lunatu a
triquistra. Osma karpalni kost, pisiform, je sesamoidni kost, ktera mechanicky vylepSuje
nejsilngjsi ,,motor* zapésti. Mezi proximalnimi a distdlnimi fadami karpalnich kosti je

midcarpalni kloub a mezi sousednimi kostmi téchto fad jsou interkarpalni klouby. [5]
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2.2 Mechanika hazeni

Schopnost hazet spociva ve vypusténi predmétu do letu pomoci jedné nebo obou pazi. V
této praci budou brany v tivahu pouze jednostranné hody, typu pies rameno. Na rozdil od
vice simultdnnich akci pazi v tlaku, vrhani zahrnuje sekvenéni plisobeni segmenta téla
postupujicich od vétsich, pomaleji se pohybujicich trupovych akei k rychlejsim, distalnim
akcim relativné mensich ramennich a ru¢nich segmentt. V zavislosti na naro¢nosti sportu
predstavuji cile hodu rychlost a piesnost v riznych kombinacich. Cilem vrhace je provést
sekvenci spole¢nych akci, které pfi uvolnéni vytvoii pozadovanou rychlost a smér ruky,
¢imz se tato rychlost a smér predd predmétu uvolnénému rukou. Pohybovy vzor
pouzivany pro vétSinu hazecich dovednosti obvykle trva méné nez jednu sekundu od
zacatku akce do uvolnéni predmétu. Ve skutecnosti ale analyza hodu pies pazi odhalila,
ze cely Svih ramene nahoru a dopfedu trvé pfed uvolnénim méné nez 400 ms a vysledna
rychlost mice s ohledem na konstantni prostorovou referenci se mize zvysit z méné nez
6 m/s pti 100 ms pied vypusténim na vice nez 34 m/s pfi uvolnéni. Casté opakovani takto

vysokorychlostniho hodu by mohlo zplisobit vaZzné napéti na zapojenych svalech, kostech

a kloubech. [1]

2.2.1 Kinetika ramene

Cetné svaly plisobi na riizné ¢asti ramenniho komplexu a zajistuji jak mobilitu, tak
stabilitu dynamiky. Dynamicka stabilizace probihd nékolika moznymi mechanismy,
vcetné pasivniho svalového napéti, nebo prostiednictvim bariérového ucinku stazeného
svalu a tlakové sily zpisobené svalovou kontrakei. Abychom porozuméli svalové funkci
a prenosu sil, je potieba vzit v uvahu velikost a aktivitu daného svalu. S ohledem na
mnohocetné artikulace pfitomné v ramennim komplexu mize jakykoliv dany sval
ovlivnit n€kolik riznych kloubil a v zavislosti na poloze horni koncetiny se jeho vztah
K jakémukoliv ¢lenu miize zménit, ¢imz se zméni i jeho G¢inek na tento kloub a vysledné

sily nebo pohyby vytvotené. [1]

Zevni vrstvu tvoii svaly deltového svalu a prsniho svalu. Tzv. deltoid tvoii normalni
zaobleny obrys ramene a trojihelnikovy tvar s pfednimi, stfednimi a zadnimi hlavami.
Pod vngjsi vrstvou leZi svalstvo rotatorové manZety: supraspinatus, infraspinatus,
Subscapularis a teres minor. Tyto Ctyfi svaly slouzi k abdukci a rotaci humeru a piisobi
jako dulezité glenohumeralni stabilizatory, jak pasivnim svalovym napétim, tak

dynamickou kontrakci. Supraspinatus pochazi ze supraspinatus fossa lopatky a vklada se
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do vétsi tuberosity proximalniho humeru. Infraspinatus a teres minor funguji jako vnéjsi
rotatory humeru. Subscapularis lezi na okraji lopatky a zasahuje do mensi tuberosity
proximalniho humeru, funguje jako dilezity vnitfni rotator humeru. Také spolu se
sttednimi a dolnimi glenohumeralnimi vazy ptsobi jako pifedni stabilizator
glenohumeralniho kloubu. Slacha dlouhé hlavy bicepsu leZi v glenohumeralnim kloubu.
Biceps funguje tak, ze ohyba piedlokti a zveda pazni kost. Dlouha hlava bicepsu také
hraje roli pfi udrzovéani glenohumeralni stability. Trapézovy sval se nachdzi v kréni

oblasti a slouzi ke zvedani, zatahovani a otaceni lopatky. [1]

Elektromyografie umoziuje kvantifikaci svalové aktivity za dynamickych podminek. To
umoziuje nahlédnout do urovné svalové aktivity, ale piimo neindikuje generované sily.
Uplné pochopeni vyzaduje znalost momentové paze (= méfeno jako vzdalenost mezi
okamzitym stfedem otaceni kloubu a vzdalenosti svalového tahu) a fyziologického
prafezu zapojeného svalu (= méfeno jako svalovy objem déleny jeho délkou).
V komplexu ramen je kazdy pohyb spojen s pohybem ve vice kloubech a neustale se
ménicimi  vztahy svall. Rameno vzhledem k nedostatku kostni stability
Vv glenohumeralnim kloubu (sila je generovana jednim svalem — primarnim agonistou)
vyzaduje aktivaci antagonistického svalu, takZe nedojde k disloka¢ni sile (Simon, 1994).
Antagonist obvykle tohoto procesu dosahuje excentrickou kontrakei, pii které se sval
prodlouZzi pfi aktivnim stahovéani nebo produkei neutralizacni sily stejné velikosti, ale
V opa¢ném sméru. Tento vztah je oznaCovan jako silovy par. Kolem glenohumeralniho
kloubu existuje par sil v koronalni roviné (= mezi deltoidem a dolni ¢asti rotatorové
manzety) a v pfi¢né rovin¢ mezi svalem sub-scapularis anteriorly a svalem zadni manzety
routatotu svalu infraspinatus a teres minor. Relativni pohyb je zplisoben nerovnovahou
mezi agonistou a antagonistou, kterd vytvari to¢ivy moment. Svaly ramenniho pletence
jsou seskupeny podle relativni diilezitosti pti nejzékladnéjSim pohybu komplexu ramene.
Prvni skupina zahrnuje deltoid, lichob&znik, supraspinattis a serratus anterior. Druha
skupina se sklada ze stfedni ¢asti lichobéZniku, infraspinatu a dlouhé hlavy bicepsu. Tteti
skupinu tvofi zadni hlava deltového svalu, klavikularni hlavice pectoralis a hlavni ¢ast
lichob&zniku. Ctvrtd a posledni skupina zahrnuje hrudni hlavu pectoralis major
latisssimus dorsi a dlouhou hlavu tricepsu. Elektromyografické studie ukdzaly, ze
supraspinatus i deltoid jsou aktivni v celém rozsahu. S rostouci abdukci se snizuje svalova

sila nebo svisla sila. Kdyz se porovna cistd abdukce s ¢istou ptedni elevaci, jsou stejné
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zakladni vztahy pozorovany u rotatorové manzety, kterd stabilizuje glenohumeralni

kloub, zatimco deltoid poskytuje potiebny to¢ivy moment. [1]

2.2.2 Kinetika lokte

Flexe a extenze lokte probiha v oblasti humeroradial a humeroulnar. Normalni rozsah
flexe-extenze je od 0 do 146 stupiiti s funkénim rozsahem 30 az 130 stupiit. Normalni
rozsah pronace-supinace predlokti je v priméru od 71 stupnd pronace do 81 stupni
supinace (Morrey, 1981). Vétsina aktivit se ovSem provadi ve funkénim rozsahu 50
stupniit pronace az 50 stupiii supinace. Osa rotace flexe-extenze se vyskytuje kolem
primarn¢ v humeroradidlnich kloubech s pfedloktim rotujicim kolem podélné osy
prochdzejici stfedem capitelu, radiové hlavy a distalni ulndrni kloubni plochou. Osa je
Sikma ve vztahu k anatomické ose poloméru a ulny. B€hem pronace a supinace se radialni
hlava ota¢i uvniti prstencového vazu a distalni polomér se otaci kolem distalni ulny
Vv oblouku. Carret a kol. (1976) studovali centrum rotace na proximalnich a distalnich,
radioulnarnich kloubech s ptedloktim v riiznych stupnich pronace a supinace. Zjistili, ze
proximalni okamzité centrum rotace se méni s rozdily v zaktiveni radialni hlavy mezi

jednotlivci. [4]

Valgusova poloha lokte v plném nataZzeni se bézn¢ oznacuje jako thel piendSeni. Nosny
uhel je definovén jako ihel mezi anatomickou osou loketni kosti a pazni kosti. Méteny je
dle orientace ulny s ohledem na humerus nebo naopak v plné extenzi. Tento thel je u déti
mensi nez u dospélych, stejné jako je vétsi u Zen nez u muzi. Pokud je thel noSeni
definovan jako thel abdukce-addukce ulny vi¢i humeru pomoci Eulerovych thli
K popisu pohybu paze, thel pfenaseni se zmensuje, kdyz se flexe kloubu méni v extrémni
flexi na varus. Valgusovym silam odolava piedev§im piedni pas komplexu medidlniho
kolateralniho ligamentu (MCL). Komplex MCL se sklada z ptedniho, zadniho, pfi¢ného
vazu. Pfedni vaz se napind v prodlouzeni, zatimco zadni vaz se napina ve flexi. K tomu
dochazi praveé proto, ze komplex MCL nevznika ve stfedu osy rotace lokte. Pfedni pas
MCL komplex pochazi z dolniho povrchu medialniho epikondylu distdlniho humeru a
vkladd se podél medialniho okraje olecranonu. S neporusenym piednim péasem
neposkytuje radidlni hlava vyznamnou dodate¢nou odolnost vii¢i valgusovému napéti.
S transponovanym nebo narusenym piednim pasem se vSak radiadlni hlava stava
primarnim omezenim valgusového napéti a zdlraziiuje jeho funkci sekundarniho

stabilizatoru v loktech sneporusenym MCL (Palmer, Glisson, Werner, 1982).
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Byla zaznamenana zvysena valgusova laxnost po radialni excizi hlavy (Coleman, Blair,
Shurr, 1987). Komplex LCL se sklada z radidlniho kolateralniho vazu, ktery pochdzi
Z lateralniho epikondylu a ptechazi povrchové na prstencovy vaz, ktery je napojeny na
supinatorovy hieben ulna a pfipojeny komplex LCL. Pocatek komplexu LCL lezi ve
stiedu osy rotace lokte, coz vysvétluje jeho konzistentni délku v celém oblouku extenze-
flexe. Struktury omezujici extenzi lokte zahrnuji oleubranovy proces a piedni pas
komplexu MCL. Pasivni odolnost vi¢i pronaci-supinaci je z velké casti poskytovana
antagonistickou svalovou skupinou, nikoliv vazivovymi strukturami (Braune, Flugel,
1842). Jin¢é studie také ukézaly, Ze kvadratovy vaz poskytuje omezeni rotace piedlokti
(Spinner, Kaplan, 1970). Podélnou stabilitu ptedlokti zajiStuje jak interossedlni

membrana, tak trojuhelnikova fibrocartilage (Lee, 1992). [4]

Primarni flexor lokte brachialis vznikd z pfedniho aspektu humeru a zasouva se do
ptedniho aspektu proximalni ulny. Biceps vznika prostfednictvim Slachy s dlouhou
hlavou ze supraglenoidniho tuberkulu a $lachy s kratkou hlavou z korakoidniho procesu
lopatky. Brachio — radialis, ktery pochazi z postrannich dvou tfetin distalniho humeru a
vklada se na distalni aspekt poloméru v blizkosti radidlniho styloidu, je aktivni pfi
rychlych flexnich pohybech lokte a pti zvedani vahy, pfi pomalé flexi. Primarni extensor
loktu, tricepsu je slozen ze tfi samostatnych hlavic. Dlouhd hlava pochézi
Z infraglenoidniho tuberkulu a medialni a lateralni hlavy ze zadniho aspektu humeru. Tii
hlavy se spojuji a vytvaiti se jedna S$lacha. Anconeus sval, ktery vznika
z posterolateralniho aspektu distal humerus je také akivni v prodlouzeni. Tento sval je
aktivni pfi zahajeni a udrZeni extenze, zatimco triceps ma nejvétsi pracovni silu ze vSech
loketnich extenzorid. Svaly zapojené do supinace predlokti zahrnuji supinétor, bicepsy a
lateralni epikondylarni extenzory zapésti a prsti. Primarnim svalem, zapojenym do
supinace je biceps brachii. Mezi svaly zapojené do pronace patii prona-tor quadratus a
pronator teres. Pronator quadratus je primarnim nositelem piedlokti bez ohledu na jeho

polohu. Muzi byli pfi testovani pevnosti lokte trvale o 40 % silnéj$i nez Zeny. [4]

Elektromyografie pomaha pii definovani muskulatury lokti béhem kazdodennich
¢innosti v Zivoté. Biceps brachii je pii flexi lokte aktivni pouze minimalnég, aktivita neni
ovlivnéna rotaci predlokti béhem flexe. Anconeus je aktivni ve vSech polohach a je

povazovan za dynamicky stabilizator kloubt. [4]
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Ewald a kol. (1977) urcili, ze tlakova sila loketniho kloubu byla osmkrat vétsi nez
hmotnost drzena natazenou rukou. An Morrey (1991) pfisel s tim, ze béhem namahavého
zvedani zavazi se vysledna sila v ulnohumeralnim kloubu pohybuje od jednoho do
trojnasobku télesné hmotnosti. Pfenos sily radialni hlavou je nejvyssi mezi 0 a 30 stupni
ohybu a je vétsi v pronaci nez v supinaci. Sila generovand v loketnim kloubu je nejvétsi,
kdyz je zahajena flexe. ZvySena sila flexe a snizené loketni sily jsou patrné u lokte pii 90
stupnii flexe. Zajimavé je, ze smér vektoru vysledné sily v lokti se méni o vice nez 180
stupniit v celém prodlouzeni flexe. Klinicky by tato zména ve vysledném vektoru méla
byt vzata v ivahu pfi zvazovani vnitini fixace zlomenin distdlniho humeru a také pii
zvazovani totalni nahrady kloubu. Sila generovana v lokti byla pfi urCitych aktivitdch
prokazéana az trojnasobkem télesné hmotnosti (An et al.,1981). Kontaktni oblasti lokte se

vyskytuji na ¢étyfech mistech, dva jsou umistény na olecranonu a dva na koronoidé. [4]

Pokud je loket ohnuty o 90 stupnd, dilezitymi svaly jsou brachialis a biceps a sila je
vytvafend Slachami téchto svali. Vzdalenost mezi sttedem otaceni loketniho kloubu a
Slach téchto svalt je cca 5 cm. Hmotnost predlokti (2 kg) vytvari gravitacni silu (W) 20
N. Sila svalt potfebna k udrzeni lokte v ohnuté poloze se vypocita z rovnovazné rovnice
pro okamziky. Malé zatizeni pasobici na ruku dramaticky zvysuje reakéni silu loketniho
kloubu. [4]

2.2.3 Kinetika zapésti a ruky

Zapésti je komplikovany kloubni komplex skladajici se z vice kloubii osmi karpalnich
kosti s distalnim polomérem, strukturami TFCC a metakarpalt. Karpalni kosti se obvykle
déli na proximalni a distalni fadu. Pohybu zapésti zahrnuji flexi — extenzi a radialné —
ulndrni odchylky. Stabilitu béhem radidlné — ulnarni odchylky zajistuje systém
dvojitého-V, tvofeny palmarnim vnitinim vazem a paprskovymi a ulnolunatnimi vazy.
Proximalni a distalni karpalni fady vytvareji bimuskularni, biarticularni fetézec, ktery se
pii stlaceni zhrouti. Stabilitu zajistuje presna opozice kloubnich povrchil a slozité vnitini
a vnéjsi vazivové vazby. Extensor carpi ulnaris, extensor pollicis longus pusobi jako
dynamicky kolateralni systém, ktery zajist'uje stabilitu zapésti pfi funkénich pohybech
rukou. Poloha zapésti ovliviiuje schopnost prstli maximaln€ se ohnout a natahnout a

efektivné uchopit. [5]
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TFCC hraje vyznamnou roli pii tlumeni tlakovych zatiZzeni napti¢ zapestnim kloubem.
Flexor carpi ulnaris je nejsilngjsi motor zapésti a ma tendenci umistit zapésti do polohy
flexe a ulnérni odchylky. Prstové paprsky ruky jsou uspoiadany do tfi obloukt, jeden
podélny a dva pfi¢ny. Porucha nebo zhrouceni obloukového systému v diisledku poranéni
kosti, revmatického onemocnéni nebo ochrnuti vnitinich svalli ruky muaze prispét

k vaznému postizeni a deformaci. [5]

Ruka je hlavnim nastrojem dotyku. Kombinace citlivosti a motorické funkce davaji ruce
jeji velky vyznam. Lichobéznikovy, kapita¢ni a druhy a tfeti metakarpal svymi tésné
ptiléhajicimi artikulacemi tvoii nehybnou jednotku ruky. Ctvrtému a patému metakarpu
je povoleno mirné mnozstvi palmarniho posunu, coz je pohyb nezbytny pro uchopeni.
palcem smérem ke Spic¢ce malicku. Paprsky prstd jsou ovlddany koordinovanym
ptsobenim vng&j$iho a vnitiniho svalového systému. Cinnost kazdého paprsku neni zcela
nezavisla na sousednim paprsku. Klouby MCP jsou stabilizovany pfedev§im radialnimi
a ulndrnimi kolaterdlnimi vazy a také pfi€nym intermetakarpalnim vazem, ktery
navzajem spojuje dlanové dlahy. Digitalni kladkovy systém opérky $lachy digitalniho
ohybace je nezbytny pro udrZeni relativné konstantniho momentového ramene pro
ohybace prstli a pro minimalizaci zvySeni napéti mezi $lachou a pochvou. Druhd a ¢tvrta
prstencova kladka hraji v tomto ohledu obzvlasté dilezitou roli. Slacha flexor
superficialis mé celkove vétsi odchylku nezZ flexor profundus. Exkurze flexora je vétsi
nez extenzory. Exkurze §lachy vnéj$iho svalu je obecné vétsi nez exkurze vnitinich Slach.
V kazdém kloubu v diisledku naruseni systému kladky je vyZadovana zvlastni odchylka,
coz vede k nedostatecnému vychyleni a nasledné slabosti distalnéjSich kloubt. Sila
flexord prsti je vice nez dvakrat vétsi nez extenzory. Dulezita je také relativni délka

metakarpaldi a falangli a paprskl prstii jako celku. Poloha palce a vztah mezi rukou a

vvvvvv

[5]

2.2.4 Biomechanika hazeni pres rameno

Ptehoz pies rameno je pojmenovan podle polohy ruky vii¢i pazi a ramendm pii uvolnéni
predmétu. VSe bude uvadéno pro pravorukého vrhace. V biomechanické literature se
k analyze mechaniky hazeni pfistupovalo téméf vyhradné z kinematiky, nikoliv
z kinetického hlediska. Ackoliv techniky dynamické analyzy a matematického

modelovani nebyly obecné pouzity pfi studiu rychlych, komplexnich, vicerozmérnych
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pohybli hodu pfes pazi, tyto techniky mohou poskytnout cenné informace v blizké
budoucnosti. Mezitim byla kinematografie a elektromyografie hlavnimi technikami
ziskanymi popisnou analyzou tohoto vzoru hazeni. Metoda, se kterou se Casto setkavame
pii urovani ucinnosti pohybl hazeni, zahrnuje méfeni pocatecni rychlosti a sméru
promitan¢ho predmétu pfi jeho uvolnéni. Méfeni rychlosti pfedmétu pii uvolnéni lze
ziskat pomoci technik filmové analyzy (Cooper a Glassow, 1976) nebo pomoci stopek
(Safrit a Pavis, 1968), velocimetru (Roberts, 1972) nebo upraveného radaru (Sanders,
1978). [6]

Usili o identifikaci p¥i¢in poranéni vrhaci paZi je stile na hypotetické urovni, pokraduje
hledani jesté¢ konkrétnéjSich vztahli mezi zranénimi a kloubnimi pohyby, ke kterym
dochazi pti hazeni. Kinetické analyzy vysokorychlostnich, komplexnich, trojrozmérnych
vrhacich akci dosud neposkytly dostate¢né udaje o kloubnich momentech sily nebo
to¢ivych momentd zpisobujicich zranéni, aby bylo mozné vysvétlit konkrétni zranéni.
Tato oblast studia vSak nabizi pfislib. Mezitim by dal§i kinematické analyzy
(prostfednictvim kinematografie a elektromyografie) ve spojeni s klinickou studii vzora
hazeni u mladych vrhact a u dospélych mohly zaplnit mezery v naSich soucasnych
znalostech hazeni. Pokud jde o otazku, zda mize byt typ zkusenosti Malé ligy, ¢i nikoli,
vyhodny pro pazi mladého vrhace, zatim neni k dispozici kone¢na odpovéd’. Dikazy na
jedné strané¢ jasn€ spojuji mnoho konkrétnich zranéni s opakujicimi se
vysokorychlostnimi hézenimi, jiné sportovni a rekreacni aktivity vSak také zahrnuji
schopnost hazet. MoZna je jednim z feSeni prevence zranéni tzv. umirnéni, to znamena,

7e nadmérné hazeni mimo herni situace by mélo byt omezeno. [7]
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3 Cil prace

Cilem této prace je vyvratit nebo potvrdit hypotézu, zda se struktura horni koncetiny

vyviji tak, aby bylo mozné maximalizovat vzdalenost hodu.
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4 Metodika vypoctu

4.1 Model hodu bez loketniho kloubu

Obrazek 4 — Horni koncetina bez lokte v obecné poloze

Budeme vychazet z momentové rovnice paze, kde suma momentt sil plisobici na téleso

se musi rovnat setrvac¢nosti.

I-¢p=M-—=G;-ly-cosep —Gy-1l-cosgp 1)

, kde ¢ je thel natoceni [°]

@ je thlové zrychleni » ¢ = %- ¢ [°.s72]

I je setrvacnost télesa —» [ = %mllz +m,l? [kg.m?]

G, je tiha paze, pFicemz my je hmotnost paze > G =mq g [N]

G, je ttha hozeného predmétu, pricemz m, je hmotnost predmétu - G, = m, - g [N]

M je moment sily generovany v rameni [N.m]

Ly je vzddlenost tézisté od ramene [m]

l je délka paze [m]

Po dosazeni za tthlové zrychleni ziskdme tvar, u které¢ho I1ze jednoduse provést integraci.

I-¢-dp=(M—G;-lr-cosp —G,-l-cosp)-do 2
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Integraci provedeme v mezich od 0 do ¢y (thel paze pii vypusténi predmétu).

PH PH
f I-¢-do = (M—Gy-ly-cosp—Gy,-l-cose)-do 3)
0

0

A dostaneme vysledny tvar rovnice.

1, .
EI"PH =My — (myly + myl) - g-singy 4

Nyni uz vime, jak se paze chova v zdvislosti velikosti sily na thlu natoceni. My ale
pottebujeme veédét vzdalenost dohozu. Proto si vypocitdme vzdalenost dohozu
Vv zavislosti na uhlu a rychlosti vyhozu. Dostdvame nésledujici rovnici, kterou vyuzijeme

1 pro vypocty délek hodu v nasledujicich kapitolach.

D= vg - sin(2- (90 — ¢p))
g

Q)

, kde D je vzdalenost dohozu [m]

@y je Ghel vyhozu [°]

v, je pocateéni rychlost mi¢ku pii vypusténi [8]

Po dosazeni do pfedchozi rovnice dostdvame vysledny tvar.

_2-sin(2- (90 = 9p))

g (3m+m)

[M - oy — (myly + myl) - g - singy] (6)

Pro nazorné piedvedeni dané rovnice, pouZijeme vykresleni do X, y a z soufadnicového
systému, kde za osu X dosadime vzdalenost hodu D [m], za y uhel paze pii vyhozeni

@y [°] @ za z moment pusobici v rameni M [N.m].
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4.2 PyDy multibody dynamics

V ramci nasi studie, jsme pohyb horni koncetiny omezili do 2D rozméru v sagitalni
roving¢. Uvazovali jsme tfi stupné volnosti: pohyb v (ramennim kloubu) articulatio
humeri, (loketnim kloubu) articulatio cubiti a v (zapé&sti) articulatio radiocarpalis. Sily,
které vytvari jednotlivé svaly, jsme nahradili pomoci momentl, které pisobi mezi
jednotlivymi segmenty téla. Nasledujici obrazek zndzoriiuje model a jednotlivé

segmenty.

Obrazek 3 — Soufadnicovy systém horni koncetiny pro PyDy

V referennim soufadnicovém systému jsou dulezité ¢tyfi soutadnicové systémy a tii
body. Oranzova vztazna soustava paze A je v articulatio humeri S spojena ¢epovym
kloubem s inercialni vztaznou soustavou zakladny a otaci se relativné vici vertikalni
pomocné piimce o thel 8;. Modra vztazna soustava piedlokti F je ptes ¢epovy kloub E
pfipevnéna k pazi a ota¢i se vici ni o uhel 6,. Zelena vztazna soustava zapésti H je
spojena ¢epovym kloubem k distalni ¢asti pfedlokti a rotuje relativné o thel 85 vzhledem
k ose predlokti. Dulezité je, ze vSechny rotace jsou kolem 0sy z a jsou relativni k orientaci

predchoziho télesa.

Délky paze a predlokti jsou definovany proménnymi I a lp. Déle jsou dilezité tii body
Ay, Fy a Hy, které se nachéazeji na spojnici distdlniho a proximalniho kloubu kazdého
segmentu ve vzdalenostech d4, dr a dy. Gravitace je smérovana v zdporném smeéru na
ose y a na kazdy hmotny stied plisobi silou o velikosti myg, mrpg a myg. Sily pusobici

ve svalech pfi kontrakcich jsou nahrazeny tfemi adekvatnimi momenty sily: v rameni T,
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v lokti T, a v zapésti Ty,. Momenty puisobici mezi jednotlivymi segmenty vyvolavaji akei,
ale 1 stejn¢ velkou, opacné orientovanou reakci na segment spjaty s proximalnim

kloubem.

Nejprve jsme naimportovali potiebné funkce ze SymPy, coZ nam umoziiuje sestrojit

casoveé proménné vektory ve tiech vztaznych soustavach.

from  future  import print function, division

from sympy import symbols, simplify

from sympy.physics.mechanics import dynamicsymbols, ReferenceFrame,
Point

SymPy ma obsahlou knihovnu styli pro vypisovani rovnic. Vyuzili jsme tedy funkci

init_vprinting pro zapis matematickych rovnic v klasickém tvaru.
from sympy.physics.vector import init vprinting

init vprinting(pretty print=True)

K importu nékterych obrazku byl pro znazornéni pouzit IPython.

from IPython.display import Image

Dalsim dulezitym krokem je definovat tii vztazné soustavy pro pazi, predlokti a ruku.
Tyto vztazné soustavy obsahuji informace, jak je kazdy segment spjaty se sousednim.
K popisu vzajemnych orientaci jsme pouzili relativni thly, uhlové rychlosti a tihlova

zrychleni. Posledni vztaZnou soustavou je inercidlni soustava ramu.

inertial frame = ReferenceFrame('I"')
arm_ frame = ReferenceFrame ('A'")
forearm frame = ReferenceFrame ('F'")

hand frame = ReferenceFrame ('H')

Nasledné jsme pottebovali védet, jak jsou vztazné soustavy vici sobé orientované. Proto
jsme definovali tfi zobecnéné soutadnice 6, (t), 6,(t) a 85(t) pro uhly paze, piedlokti a

zapésti, které jsou proménné v Case.

thetal, theta2, theta3 = dynamicsymbols ('thetal, theta2, theta3')
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Jako prvni jsme nastavili orientaci paze vzhledem k inercidlni vztazné soustavé ramu.
Chceme, aby se paze otacela o hel 8; relativné viici rdmu. Je vhodné pouzit metodu
ReferenceFrame.orient() a jako prvni zadat zakladni ram, typ orientace Axis a n-tici
obsahujici uhel rotace a vektor kolem kterého dochazi k rotaci, v naSem piipadé vektor

inercialniho vztazného systému Z.

arm frame.orient (inertial frame, 'Axis', (thetal, inertial frame.z))

Nyni pouZijeme tihel 8, pro definovani vzajemného pohybu paze a piedlokti. Uhel 65

pak pro ptedlokti a ruku.
forearm frame.orient (arm frame, 'Axis', (theta2, arm frame.z))
hand frame.orient (forearm frame, 'Axis', (theta3, forearm frame.z))

Nasledné jsme zapsali matici smérovych kosini, ktera se vztahuje k vztazné soustavé

zapésti a zjednodusime jeji zapis pomoci simplify()

simplify (hand frame.dcm(inertial frame))

K odvozeni pohybovych rovnic systému nadefinujeme rychlosti hmotnych stfedi

kazdého tuhého télesa. Urcili jsme si body, ve kterych probiha rotace: rameno, loket a

2%

Rameno je zakladnim kloubem a ostatni body budou definovany vzhledem k nému.

shoulder = Point('S")

Loket E je vzhledem k rameni definovan vektorem v distalnim sméru, ktery ma délku 1.

arm length = symbols ('l A'")
elbow = Point ('E'")

Referen¢ni bod a vektor zapiSeme funkci Point.set_pos()

elbow.set pos(shoulder, arm length * arm frame.y)

Vsechny ostatni pozice pak pomoci Point.pos_from()

elbow.pos from(shoulder)
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Pokud chceme znat pozici ramena Vv prostoru vici inercidlni vztazné soustave, existuje

pro to funkce:

elbow.pos from(shoulder) .express (inertial frame) .simplify ()

Podobnym zpusobem jsme udélali zapis pro zapésti vzhledem k lokti.

forearm length = symbols('l_F')
wrist = Point ('W'")
wrist.set pos(elbow, forearm length * forearm frame.y)

wrist.pos from(shoulder) .express (inertial frame) .simplify ()

Dale musime definovat relativni vzdalenosti dy, dy a dy stfedi hmotnosti A,, Fy a H, od

distalnich konct segmentt.

arm _com length = symbols('d A'")
arm mass_center = Point('A_o')
arm mass_center.set pos(shoulder, arm com length * arm frame.y)

forearm com length = symbols('d F'")

forearm mass center = Point('F_o'")

forearm mass center.set pos(elbow, forearm com length *
forearm frame.y)

hand com length = symbols('d H'")

hand mass center = Point('H_;')
hand mass center.set pos(wrist, hand com length * hand frame.y)

Dulezitym bodem je vyjadieni rovnic kinematiky. Mame tfi thly 6, (t), 0,(t) a 65(t), se
kterymi musime provazat odpovidajici zobecnéné thlové rychlosti w4 (t), w,(t) a ws(t)
pres derivace 6;(t) = w,(t), 6,(t) = w,(t) a 03(t) = w;(t). Toto je dilezité, aby
vysledné pohybové rovnice byly odvozeny ve formé diferencialnich rovnic prvniho fadu.

Po odecteni levych stran vzniknou tyto rovnice w, (t)—6,(t) =0
omegal, omega2, omega3 = dynamicsymbols ('omegal, omega2, omega3')
kinematical differential equations = [omegal - thetal.diff(),

omega?2 - theta2.diff(),
omega3 - theta3.diff ()]
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Nyni uz mizeme zapsat zobecnéné rychlosti pro popis thlovych rychlosti vztaznych

soustav vucéi inercidlni vztazné soustave.

arm_frame.set ang vel (inertial frame,omegal*inertial frame.z)
forearm frame.set ang vel (arm frame,omegaZ*inertial frame.z)
hand frame.set ang vel (forearm frame,omega3*inertial frame.z)

Nakonec jsou zapotiebi linearni rychlosti tézist' kazdého ze segmentu, po€inaje ramenem,

které ma rychlost rovnu 0.

shoulder.set vel (inertial frame, 0)

Point.v2pt_theory() je zplsob jak vypocitat rychlost jakéhokoliv bodu ve vztazné
soustaveé dokonale tuhych téles, pokud je zndma linearni rychlost jiného bodu a thlova
rychlost soustavy. Tuto skute¢nost vyuzijeme pii vypoctu pocatecni rychlosti kriketového

baldnku pfi vypusténi.

arm mass_center.v2pt theory(shoulder, inertial frame, arm frame)
arm mass_center.vel (inertial frame) .express(inertial frame) .simplify ()

elbow.v2pt theory(shoulder, inertial frame, arm frame)

forearm mass center.v2pt theory(elbow, inertial frame, forearm frame)
forearm mass center.vel (inertial frame) .express(inertial frame) .simpli
fy )

wrist.v2pt theory(elbow, inertial frame, forearm frame)

hand mass center.v2pt theory(wrist, inertial frame, hand frame)
hand mass center.vel (inertial frame).express(inertial frame) .simplify ()

Dalsim velkym krokem je potieba poskytnout programu informace o hmotnostech a
setrvacnostech ptislusnych téles. Kazdé z tuhych téles ma svou hmotnost, kterd ptisobi

proti linearnim zrychlenim a setrva¢nost, ktera pisobi proti rotacnim zrychlenim.

Nejprve naimportujeme vysledky z piedchoziho kodu.

from future  import print function, division

Budeme téZ pottebovat funkci pro generovani veli¢in setrvacnosti a RigidBody pro zapis

nezbytnych informaci o kazdém tuhém télese.

from sympy.physics.mechanics import inertia, RigidBody
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Nyni pfejdeme od importovani knihoven k informacim o hmotnostech. Kazdé t€leso bude

mit v naSem piipad¢ konstantni hmotnost, takze pro kazdé téleso vytvorime symbol.

arm mass, forearm mass, hand mass = symbols('m A, m F, m H')

Vychazime z ptedpokladu, Ze se horni koncetina pohybuje ve 2D, rotuje tedy pouze
kolem osy Z a Ze vSechny segmenty jsou symetrické vici rovinam XZ a YZ. Takze

pottebujeme pouze jednu proménnou pro kazdé téleso.
arm inertia, forearm inertia, hand inertia = symbols('I_Az, I Fz,

I Hz')

Funkce inertia() je prakticka pro vytvaieni setrvaénych Dyadik (tenzory zavislé na bazi).
V nasem pftipadé, kdyz vime, Ze rotace kolem os X a Y je rovna nule, tak budeme mit

pouze jednu vstupni proménnou pro setrvac¢nost kolem osy Z.

arm_inertia dyadic = inertia(arm frame, 0, 0, arm inertia)

Setrvacnost obecné ukladame v podob& Dyadik. Pokud chceme vidét jak je setrvacnost

vyjadiena, pouzijeme metodu to_matrix().

arm_inertia dyadic.to matrix(arm frame)

Také budeme potiebovat védet k jakému bodu je setrvacnost definovana. V naSem
pfipad¢ definujeme vSechny setrvacnosti v okoli t&€zisté a zapiSeme pomoci PyDy do

n-tice setrvacnosti Dyadik a Point.

arm_central inertia = (arm inertia dyadic, arm mass_center)

Setrvacnost pro predlokti a ruku zapiSeme obdobné.

forearm inertia dyadic = inertia(forearm frame, 0, O, forearm inertia)
forearm central inertia = (forearm inertia dyadic,
forearm mass center)

hand inertia dyadic = inertia(hand frame, 0, 0, hand inertia)
hand central inertia = (hand inertia dyadic, hand mass_center)
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Pro kompletni specifikaci tuhého télesa je potieba urcit polohu tézisté, vztaznou soustavu,

a setrvac¢nost.

arm = RigidBody ('Arm', arm mass_center, arm frame,
arm mass, arm central inertia)

forearm = RigidBody ('Forearm', forearm mass center, forearm frame,
forearm mass, forearm central inertia)

hand = RigidBody('Hand', hand mass center, hand frame,
hand mass, hand central inertia)

Nyni je potieba zahrnout do vypoctu vSechna zatizeni. V naSem piipad¢ uvazujeme tti
tihové sily pisobici na kazdy segment a mezi segmenty pak momenty sil, které zpiisobuji
rotaci. Budeme tedy specifikovat vektory pro kazdé zatizeni a body, potazmo vztaznou

soustavu, na které ptisobi.

Nejprve potiebujeme gravitaéni konstantu g.

g = symbols('g"')

Sily jsou véazané vektory (puisobi na urcity bod). Potiebujeme silu o velikosti mg

V zaporném sméru osy Y inercidlni vztazné soustavy.

arm _grav_force vector = arm mass * g * (-inertial frame.y)

Vytvotime n-tici, ktera bude reprezentovat vazany vektor piisobici na t&€zisté paze.

arm grav_force = (arm mass center, arm grav_force vector)

Stejné tak aplikujeme 1 na predlokti a ruku.

forearm grav_force vector = forearm mass * g * (-inertial frame.y)
forearm grav_force = (forearm mass center, forearm grav_force vector)
hand grav force vector = hand mass * g * (-inertial frame.y)

hand grav_force = (hand mass center, hand grav force vector)

Kroutici momenty pouZijeme pro zjednoduSeni ucinku pisobeni svali na pohyb
segmentll vii¢i sobé. Musime zadat tfi vektory krouticich momentt, které predstavuji
celkovy moment sily plsobici na kazdé tuhé téleso. Nejprve ale musime zadat tii

proménné, které budou reprezentovat velikost spoleénych momentt: T, T, a T,,,.

shoulder torque, elbow torque, wrist torque = dynamicsymbols('T_s,
Te, Tw')

28



Podobné jako u vektor vdzanych sil musime urcit vztaznou soustavu a vektor vSech
momentl pisobici na dané tuhé téleso. Vné&jsi kroutici momenty piisobici na pazi
znazornit jako vektor kombinujici moment v rameni a v lokti (nesmime zapomenout na

3. Newtonuv pohybovy zakon).

arm_torque vector = shoulder torque * inertial frame.z - elbow torque
* inertial frame.z

Pro pozdéjsi pouziti si mizeme ulozit n-tici vztazné soustavy a vektoru tocivého

momentu paze.

arm torque = (arm frame, arm torque vector)

Podobné¢ aplikujeme na predlokti a ruku.

forearm torque vector = elbow torque * inertial frame.z - wrist torque
* inertial frame.z
forearm torque = (forearm frame, forearm torque vector)

hand torque vector = wrist torque * inertial frame.z
hand torque = (hand frame, hand torque vector)

Nyni mame nadefinované vsSechny potfebné komponenty pro odvozeni pohybovych

rovnic pomoci Kaneovy metody.

e Linearni rychlost kazdého téziste.
e Uhlova rychlost kazdého tuhého télesa.

e Vsechny vnéjsi sily plsobici na mechanismus.

Pouzijeme funkci KanesMethod, ktera poskytuje vypocet obyc¢ejnych diferencialnich

rovnic prvniho fadu s ohledem na vySe uvedené veliCiny.

Pro ziskani kompaktniho vysledku bude zapotiebi naimportovat funkce KanesMethod a

trigsimp z knihovny SymPy.

from sympy import trigsimp
from sympy.physics.mechanics import KanesMethod
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Kaneova metoda potiebuje védeét nasledujici: zobecnéné thly a tihlové rychlosti, rovnice

kinematiky, zatizeni, segmenty a vztazné soustavy.

Nejprve si vytvoiime seznam zobecnénych uhla a tthlovych rychlosti.

coordinates = [thetal, theta2, theta3]
speeds = [omegal, omega2, omega3]

Pomoci inercialni vztazné soustavy, soufadnic, rychlosti a rovnic kinematiky mizeme

vytvorit funkci KanesMethod.

kane = KanesMethod(inertial frame, coordinates, speeds,
kinematical differential equations)

Uvedeme Sestici sil a tii segmenty soustavy.

loads = [arm _grav_ force,
forearm grav_force,
hand grav_force,
arm_ torque,
forearm torque,
hand torque]

bodies = [arm, forearm, hand]

Pohybové rovnice jiz mizeme vypocitat pomoci funkce kanes_equations, ktera ma na
vstupu Sestici sil a trojici segmentl, pfi¢emz na vystupu vraci obycejné diferencidlni

rovnice prvniho fadu v Kaneov¢ formeé:
E+E =0

coz odpovida zédkladnim Newton-Eulerovym rovnicim:

F =ma
T =I«
fr, frstar = kane.kanes equations (bodies, loads)

trigsimp (fr + frstar)

Hlavnim cilem je mit pohybové rovnice prvniho fadu:

x=g(x1t)
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Pohybové rovnice jsou linearni, pokud jde o derivace zobecnénych rychlosti.
KanesMethod automaticky pievadi rovnice do uzitecné&jsi formy pro dalsi krok numerické

simulace.

M(y,t)x = f(x,t)

Poznamka:

g=M"1(x,t)f (1)

numericky fesi¢. Jednoduse si vygenerujeme matice M a f pro pozdé&jsi vyuziti.

K matici hmotnosti M mtizeme pfistupovat pomoci metody mass_matrix a zahrnout do

ni také rovnice kinematiky. Toto zvladneme pomérné jednoduse funkci trigsimp.

mass matrix = trigsimp(kane.mass matrix full)

Prava strana, je vektorova funkce f v§ech neinercialnich sil (gyroskopickych, vné&jsich

coriolisovych atd.):

forcing vector = trigsimp (kane.forcing full)

KdyZ mame vyfeSené rovnice symbolicky, tak je potfebujeme transformovat do funkci
Pythonu, které lze pouzit pro numerickou integraci. Numerickd integrace je nutna
k vyfeSeni problému s obyCejnou pocatecni hodnotou a umozni nam sledovat vyvoj

proménnych v ase.

K nastaveni ¢iselnych hodnot a integraci budeme potiebovat ne¢které funkce od NumPy,
ze SciPy pro zménu funkci pro numerickou integraci ODE (Ordinary differential
equation). Pro transformaci rovnic ze symbolického tvaru do numerického, pouzijeme
z knihovny PyDy ODE generator funkci. V neposledni fadé naimportujeme funkce pro

vykreslovani grafi z matplotlib.

from numpy import deg2rad, rad2deg, array, zeros, linspace

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

from pydy.codegen.ode function generators import generate ode function
from matplotlib import pyplot as plt
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Nasledujicim krokem je shromazdéni vSech proménnych v pohybovych rovnicich do

seznamu. Budeme potiebovat konstanty, soufadnice, rychlosti a zadané vstupy.

constants = [arm length,
arm com_length,
arm mass,
arm_inertia,
forearm length,
forearm com length,
forearm mass,
forearm inertia,
hand com length,
hand mass,
hand inertia,
gl

Integratory ODE jako scipy.integrate.odeint, potfebuji funkci, ktera numericky vyhodnoti
pravou stranu ODE prvniho fadu. Mame k dispozici symbolickou matici hmotnosti a
vektor sil. Funkce generate_ode_function generuje funkci ze symbolickych vyrazu

potiebnou pro odeint. Pro vytvoteni funkce vlozime pravou stranu.

right hand side = generate ode function(forcing vector, coordinates,
speeds, constants,
mass matrix=mass matrix,
specifieds=specified)

Pocatecni hodnoty rychlosti nastavime na nulu.

x0 = zeros (6)

Nasledné nastavime poc¢atecni hodnoty thla.

x0[0] = deg2rad(-90)
x0[1] deg2rad(-180)
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Funkce pravé strany potiebuje doplnit hodnoty vSech konstant a hodnoty momentt sil.

numerical constants = array([0.4,
0.2,
5.0,
0.1,
0.3,
0.15,
3.0,
0.05,
0.1,
1.0,
0.01,
9.81],

[m/s"2])

arm length [m]

arm com length [m]

arm mass [kg]

arm inertia [kg*m"2]
forearm length [m]

# forearm com length

# forearm mass [kg]

# forearm inertia [kg*m"2]
# hand com length [m]

# hand mass [kg]

# hand inertia [kg*m"Z2]

# acceleration due to gravity

HH FHR R R R

Miuzeme vykreslit prvni tfi sloupce y a t, abychom vid¢li, jak se méni tihly Vv Case.

plt.plot(t, rad2deg(yl:, :31))
plt.xlabel ('Time [s]')
plt.ylabel ('Angle [deg]')

plt.legend (["${}$".format (c) for c in coordinates])

plt.show ()

Pro zobrazeni vizualizace musime naimportovat funkce z knihoven PyDy, které nam daji

tvary aj.

from pydy.viz.shapes import Cylinder, Sphere

import pydy.viz

from pydy.viz.visualization frame import VisualizationFrame

from pydy.viz.scene import Scene
from IPython.display import Image

Nejprve musime vytvofit tvary, které se spoji s tuhym télesem. ZaCneme vytvorenim

koule, ktera bude reprezentovat kloubovy spoj.

shoulder shape = Sphere(color='black', radius=0.1)

elbow_shape = Sphere(color='black',
wrist shape Sphere (color='black',

radius=0.1)
radius=0.1)
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Nyni vytvofime vizualiza¢ni soustavu pro kazdy segment. Objekt VisualizationFrame

dava vztazné soustavé a bodu tvar, protoze nezalezi, zda se koule otaceji, miizeme je

jednoduse pfipojit k inercialni vztazné soustave.

shoulder viz frame = VisualizationFrame (inertial frame, shoulder,
shoulder shape)

elbow viz frame = VisualizationFrame (inertial frame, elbow,
elbow_shape)

wrist viz frame = VisualizationFrame (inertial frame, wrist,

wrist shape)

Nékolik bodli budeme potiebovat pro geometrické stiedy kazdého ze segmentu.

zjednoduseni pfifadime kazdé vztazné soustavé tvar valce.

arm center = Point('a_c')
forearm center = Point('f c')
hand center = Point('h_c'")

arm_center.set pos(shoulder, arm length / 2 * arm frame.y)
forearm center.set pos(elbow, forearm length / 2 * forearm frame.y)
hand center.set pos(wrist, hand com length * hand frame.y)

Bude uZitecné mit snadny pfistup ke konstantdm pro urceni délek valct.

constants dict = dict(zip(constants, numerical constants))

Vazbou ptipojime n€kolik valct ke tfem tuhym télestm.

arm_shape = Cylinder (radius=0.08, length=constants dict[arm length],
color="'blue')

arm viz frame = VisualizationFrame ('Arm', arm frame, arm center,
arm_shape)

forearm shape = Cylinder (radius=0.08,
length=constants dict[forearm length], color='green')
forearm viz frame = VisualizationFrame ('Forearm', forearm frame,

forearm center, forearm shape)

hand shape = Cylinder(radius=0.08, length=2 *

constants dict[hand com length], color='red')

hand viz frame = VisualizationFrame ('Hand', hand frame, hand center,
hand shape)

Pro

Vytvotfime podminky, kde vztazna soustava je inercialni vztaznou soustavou a zdkladem

je rameno.

scene = Scene(inertial frame, shoulder)
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Nyni pfiddme soustavy, které chceme zobrazit béhem vizualizace jako seznam.

scene.visualization frames = [shoulder viz frame,
elbow _viz frame,
wrist viz frame,
arm viz frame,
forearm viz frame,
hand viz frame]

Poskytneme vizualizaci seznam symbolti, konstant a jejich ¢iselné hodnoty.

scene.states symbols = coordinates + speeds
scene.constants = constants dict
scene.states trajectories =y

Nakonec zobrazime vizualizaci nésledujicim zpisobem:

scene.display ()
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4.3 Model hodu s loketnim kloubem LR 2. druhu

Pro odvozeni pohybovych rovnic horni koncetiny jsme se rozhodli vyuzit Lagrangeovy
rovnice 2. druhu se zavedenim relativnich soufadnic ¢4 (t) a ¢3(t), které jsou proménné
v Case. Zobrazeni horni kondetiny v relativnich soufadnicich ¢4 (t) a @3(t) v obecné
poloze s tthami G, G,, a G3, které ptsobi na pazi, predlokti a ruku s mickem. Do pohybu
uvadi koncetinu moment sily M1, ktery pisobi mezi trupem a pazi, M2, ktery ptisobi mezi
pazi a predloktim na ptedlokti, a M2r, ktery je reakci od momentu M2 a plisobi mezi pazi
a predloktim na pazi. Rozméry koncetiny jsou L1 a L2 coz jsou velikosti paze a predlokti,
dale pak L1*T1 a L2*T2 definuji vzdalenost ptsobisté tihové sily na pazi a predlokti,

pfi¢emz T1 a T2 je bezrozmérné ¢islo mezi 0 a 1.

Obrazek 9 — Horni koncetina v obecné poloze pro LR 2. druhu

Zakladnim postulatem pro vyuziti Lagrangeovy rovnice 2. druhu je postupné dosazeni a

vypocet vSech ¢lent, které nasledujici rovnice obsahuje.

d (aEk) 0E,
dt

£l _aqu_Qj (7)
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Za Ej, dosadime kinetickou energii systému, za q relativni soutadnici a za Q
zobecnénou silu. Za ob¢ strany rovnice dosadime V libovolném potadi a ddme do
rovnosti, pficemz s dvéma stupni volnosti budeme ocekavat dvé parcialni diferencialni

rovnice 2. fadu. Nejdiive si vyjadiime kinetickou energii systému Ej.

1 .2 ) 1 .2 1 + 2 > 2 1 H2
E, = Eml(xl +y7) +§11s1fp1 +Em2(x2 +53) +51252<p3

(8)

1 . .
+ EmS(XP% +y3)

Nasledné musime zapsat rovnice kinematiky a dosadit do pfedchozi rovnice

xy = =1, T; cos(¢,)
x1 = LTy sin(@q) @1
y1 = LTy sin(gq)
y1 = 1Ty cos(py) ¢4
x; = —ly cos(@y) + [T, cos(¢3)
x; = by sin(@q) @1 — LTy sin(e; + @3) (@1 + @3)
y2 = lysin(@,) — [T, sin(¢;)
Y2 = ly cos(@1) 91 — LT, cos(@q + @3) (1 + ¢3)
x3 = —l; cos(¢1) + I3 cos(¢y)
x3 = by sin(@y) @1 — Lz sin(@y + @3) (@1 + @3)
y3 = ly sin(gq) — I, sin(e,)
y3 =l cos(@1) 91 — I cos(@y + ¢3) (@1 + ¢3)

©)

L., 2m2 2 NPT . .2
E, = 5 Pi (Iis1 + myUITY + myli + m3l7) + 5(901 +2¢193 + ¢3)
(252 + mzlgTz2 + m3l§) — il - (myT, + m3) (10)

- cos @3+ (91 + @193)

Nasledné vypocty budou probihat v zavislosti pro ktery segment sestavujeme pohybovou
rovnici. Proto mizeme ptejit k pravé stran€ rovnice a vyjadfit si zobecnény silovy ucinek

napiiklad pomoci metody virtualnich praci.

Qd¢; = M09, — G10y; + Mydps — Mydp, — G0y, — Gzdys  (11)
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Nyni jiz mame obecny postup, spolecny pro ob¢ soufadnice, hotovy a miizeme piejit

k sestavovani konkrétnich rovnic pro proménné ¢4 (t) a @5(t).

Nejprve provedeme derivaci kinetické energie podle derivace obou proménnych a

nasledné podle ¢asu tim dostaneme prvni ¢len do Lagrangeovy rovnice.

0E
B_(j)li = @111 + M BTE + mylf 4+ msl})
+ (1 + ¢3) sz + mzlgTz2 + m3l§) — Ll
- (M, T, + m3) cos o3 (291 + ¢3)
d (0Ey .
E(a_%) = ¢1(I151 + myIfTE + myl3 + mgli)
+ (@1 + §3) a5y + MpI5TF + m3l3) — 11,
- (myT, + m3)[cos @3 (291 + @3)
— sin @z (2¢1¢3 + ¢32)]
0Ej . . 272 2
a_% = (@1 + @3)Uzsy + MpI5TS + m3l3) — L1,
- (M, T, + m3) cos @3 ¢4
d (0Ey .
a(a_%) = (1 + P3) sz + mpI5TF + m3l3) — 111,

- (M T, + m3) (@1 cos @3 — P13 Sin @3)

Druhy €len rovnice je derivaci kinetické energie podle kazdé proménné.

LA
09,

OE; . o
30, = Ll - (MyT, + m3) - sings - (@7 + @193)
3

(12a)

(12b)

(13a)

(13b)

(14)

(15)

Timto je leva strana rovnice vyfesena. Mizeme tak ptejit na rozepsani silovych G¢inkt

pomoci rovnic Kinetiky, aby na levé strané byly vSechny ¢leny zavislé na proménnych.

Qdpj = M 0@, + My09p3; — M0, — mygli Ty cos(¢p1) 09,

—myg[l; cos(@1) 9y

— 1T, cos(p1 + ¢3) (01 + 093)]
—mzg[l; cos(@1) 99,

— 1 cos(p1 + ¢3) (091 + 0¢3)]

(16)
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Vysledny tvar pravé strany pro kazdou proménnou ziskame tim, Ze z piedeslé rovnice

vytkneme elementy pozadované proménné a element druhé proménné budeme povazovat
rovny nule.

Q= M; — M; —my gl T; cos(g,)

—myglly cos(py) — 1T, cos(pq + @3)] (17)
—mgzgll; cos(py) — I, cos(g1 + @3)]
Q3 = My — mygl,T, cos(@y + @3) — m3zgl, cos(e, + @3) (18)

Levou a k ni nalezitou pravou stranu dame do rovnosti a vznikne nam vysledny tvar

pohybové rovnice pro horni koncetinu.

d (aEk) J0E, s (19)

dt\ag,)  dg,
@1 (Iis1 + myIETE + myl3 + mglf)
+ (@1 + §3) (a2 + MI3TF + mgl3) — L1,
- (myT, + m3)[(2¢, + @3) cos @3
— (2¢193 + @3) sin @3]
=M; — M, — (myTy +m; + m3)gly cos(ey)

(20)

+ (m,T, + m3)gl, cos(eq + @3)
d <6Ek) 0E,
dt\0¢,) d¢p;

(@1 + §3)(zsy + METS + m3l3) — L1,

Qs (21)

- (myT, + m3) (@4 cos o3 + @ sinp3) (22)
= M, — gl,(m,T, + m3) cos(@; + ¢3)

Nasledné dveé rovnice druhého fadu pfevedeme na Ctyfi rovnice prvniho fadu. Pro

prevod musime provést substituci proménnych nasledujicim zptisobem.

Q1 =01, P1 = Ay; P1 = Q)

Q3 = A3; P3 = Ay; P3 = Ay (23)
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A vyjadiime rovnice.

a = a, (24)
a3 = ay (25)
do(Isy + M BT + mylf + mglf)
+ (dy + ay)(Losy + Ml5T3 +msl) — i1,

- (szz + mg)[(zaz + af4_) COS CZ3

(26)
— Raya, + a2) sin as]
=M, — M, — (myT; + m, + m3)gl; cos(ay)
+ (m,T, + m3)gl, cos(a; + a3)
(dy + a4)(yso + MyETE + mgl3) — L1,
- (m,T, + m3)(d, cos az — a3 sinas) (27)

=M, — gl,(m,T, + m3) cos(a; + a3)

Nyni je zapotiebi prevést rovnice do tvaru, ktery dokazeme vypocitat. Python obsahuje
knihovnu SciPy, ktera je ur¢ena pro numerické vypocty. My budeme potiebovat nastroj
pro numerickou integraci, napfiiklad scipy.integrate.solve ivp, ten ovSem vyzaduje

zadani rovnic v piesné stanoveném tvaru: [9]

dy
£ =fo0 (28)

S poc¢étecnimi podminkami

¥(0) =y, (29)

Vysledny tvar pro numerickou integraci viz ptiloha 1

Pro symbolické odvozeni Lagrangeovych rovnic druhého druhu a ptevod do tvaru pro
vypocet jsme pouzili vypocetni program Python a jeho knihovnu SymPy, pro nasledny

vypocet rovnic knihovnu SciPy.
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4.4 Inercialni vlastnosti lidského téla

Vahy segmentti horni koncetiny uréime z nasledujicich rovnic:

m, = 0,0312 x M — 0,0027 * H + 0,25 (30a)
m, = 0,01445 x M — 0,00114 x H + 0,3185 (30b)
ms = 0,0036 * M + 0,00175 * H — 0,1165 + 0,15 (30c)

Délky koncetin jsou dlouhé v priméru L; = 0,35m a L, = 0,3m pro ¢loveka vysokého

180cm. [10] [11]

2%

tudiz budeme brat v potaz téz nasledujici momenty setrvacnosti:

Iis; = Emﬂ% (31a)

1
Irsp = ﬁmzlg (31b)
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5 Vysledky
5.1 Model hodu bez loketniho kloubu

Pro nazorné predvedeni dané rovnice, pouzijeme vykresleni do X, y a z soufadnicového
systému, kde za osu X dosadime vzdalenost hodu D [m], za y uhel paze pii vyhozeni

@y [°] a za z moment pasobici v rameni M [N.m].

Z graft je patrné, Ze nezalezi pouze na thlu paze pti vyhozeni ale zdroveii na momentu,
ktery ¢im déle piisobi, tim vétsi thlovou rychlost, potazmo vyslednou poc¢atecni rychlost
hozeného  piedmétu, generuje. Maximum  kiivky, kde y(¢@y) =52° -

Uhel vyhozeni 38°, je linearni zavislosti momentu M na vzdalenosti hodu D.

2
<, \ £
3 &

M [N m)

Obrazek 5 — Pohled na 3D graf hodu horni koncetiny bez lokte
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150

150 100 50
M [N.m]

Obrazek 6 — Pohled na osu vzdalenosti hodu a momentu ptisobici v rameni

150

e 225 45 67,5
angle [deg]

Obrazek 7 - Pohled na osu vzdalenosti hodu a uhlu paze pti vyhozeni
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-

225 45 675
angle [deg]

Obrazek 8 — Pohled na osu momentu a ahlu paze pii vyhozeni
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5.2 PyDy multibody dynamics

Zakladni nastaveni pro ur¢eni momentt nejbliz§ich skute¢nosti, jsme urcovali v zavislosti
na svétovém rekordu zapsaném v Guinessove knize rekordi v hodu kriketovym mickem
(150 g), ktery ¢ini 128,6m a byl vytvofen Robertem Percivalem. V naSem piipadé, kdyz
neuvazujeme rotaci trupu a hod v prostoru, tak bude realny dohoz nizsi. Cil dohodu

V naSem piipad¢ bude 70 m. [12]

Vahy segmentt horni koncetiny uréime z nasledujicich rovnic:

m, = 0,0312 * M — 0,0027 * H + 0,25 (31a)
m, = 0,01445 = M — 0,00114 = H + 0,3185 (31b)
ms = 0,0036 x M + 0,00175 = H — 0,1165 + 0,15 (31c)

, kde m; jsou hmotnosti jednotlivych segmenti a micku
M je hmotnost ¢loveka
H je vyska ¢lovéka. [13]
Pro nazornost uréim ¢loveéka vysokého 180 cm a tézkého 80 kg.
my = 2,26 kg
m, = 1,26929 kg
ms = 0,63649 kg

Délky koncetin jsou v praméru L; = 0,35m a L, = 0,3m pro ¢lovéka vysokého 180cm.
[10] [11]

Tabulka 5.1 — 1 — Zakladni vstupni parametry

L1[m] L2 [m] M1 [N.m] M2 [N.m] M3 [N.m]
0,35 0,3 130 30 10
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V case 78 ms doslo k vypusténi, vzdalenost dohozu ¢inila 68,02m. Na nasledujicich

obrazkach mtizeme vidét prubeh thlt a model pohybu paze v ¢ase pii hodu.

—— thetallf) /
100 1 theta2(t)
—— theta3(f)
50 1
= 01
L]
=
a
2 —50 -
=T
=100 -
=150 -

T T T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
Time [s]

Obrazek 10 - Grafické znazornéni prubéhu thlu v Case.

Obrazek 11 — Pozice ruky v ¢ase 25 ms

Obrazek 12 — Pozice ruky v ¢ase 50 ms
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Obrazek 13 — Pozice ruky v ¢ase 75 ms

Obrazek 14 — Pozice ruky v ¢ase 100 ms

Tyto hodnoty budeme brat za skutecné, ke kterym dochazi pti hodu a budeme uvazovat,
Ze upony svall a jejich sila je neménnd, tedy momenty jsou konstantni a budeme ménit

pouze délky jednotlivych segmentil.

Pro nasledny vypocet vyuzijeme delsi krok zvétSovani velikosti jednotlivych segmentd,

kvili Gspote vypocetniho Casu.:
L, €(0,1;1) [m]

L, €(0,1;1) [m]

Casovy krok 0.001 s

Casovy interval (0; 1) [s]

Maximalni vzdalenost hodu v ¢ase vypusténi t = 87 ms byla 143,48 mpro L; = 0,4 m
a Lz = 0,4 m
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Orientacné tedy vime, Ze idedlni velikosti jsou L; = 0,4 ma L, = 0,4 m, tudiz pomér 1:1
Pro zptesnéni nastavime mensi velikostni krok pro vypocet, ale zaroven mensi interval

jednotlivych velikosti, kviili iispofe vypocetniho ¢asu.
L, €(0,1;0,5) [m]

L, €0,1;0,5) [m]

Casovy krok 0.001 s

Krok zvétsovani paze = 0,05 m

Casovy interval (0; 0,2) [s]

Maximalni vzdalenost hodu 146,79 m byla v ¢ase vypusténi t = 89 msproL; = 0,4 m
a L2 = 0,4‘5 m
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5.3 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Vysledky, zda zména poméru délek ruky vedla ke zlepSeni dohozu ovéfime pomoci

pohybovych rovnic odvozenych z Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

Pro ovéteni dosadime do rovnic generalizované parametry z PyDy modelu, tedy:
L1=0,35m

L2 =0,3m

M1 =130 N.m

M2 =30 N.m

Vzdalenost dohozu ¢inila 37,97 m v ¢ase 95 ms. Priib¢hy thli v ¢ase mizeme vidét na

obrazku 15.

300 4 — alfal
alfaz

250

100

50 4

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
time

Obrazek 15 — Vyvoj uhli paze a predlokti pro LR 2. druhu, zakladni nastaveni
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Nyni nastavime parametry optimalizovanych délek segmentii koncetiny.
Ll = 0,4 m
L, =045m

Pricemz délka hodu se skute¢né prodlouzila a to na 40.98 m v ¢ase 128 ms od pocatku

pohybu ruky.
— alfal
250 - alfa3
200 -

150 4

degrees

100

50 4

T T T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
time

Obrazek 16 — Vyvoj uhli paZe a predlokti pro LR 2. druhu, ovéteni optimalizace

Graf zavislosti uhlu na Case pro alfal a alfa3
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6 Diskuse

Chtéli jsme dokézat, zda je lidska horni koncetina optimalizovéna k hazeni. Z naseho
zjednoduSeného modelu nam vyslo, Ze idealni délka je 40 cm pro pazi a 45 cm pro
predlokti, z toho je patrné ze idealni pomér délek paze ku predlokti je 1:1,125. Pficemz
publikace od Dr. Ozlem UZUN a kol., jejimz cilem bylo identifikace pohlavi podle
parametrti horni koncetiny, tvrdi Ze u 400 vysokoskolskych studenti a studentek ve véku
18 az 25, u kterych probéhlo méteni, byla primérnd délka pravé muzské paze
38,6+2,9 cm a piedlokti plus polovina ruky 38,155+2,715. Primérna délka pravé Zenské
paze pak 34,89+2,29 cm a predlokti plus polovina ruky 34,16+2,98 cm. Poméry délek
pravé paze ku piedlokti vychazi pro muze 1:0,99 a pro zeny 1:0,98. [14] [15] [16]

Oproti realnému hodu, na§ model vychazel pouze z fixniho momentu, pfi¢emz skute¢nost
je takova, zZe Vv piipadé kontrakce svalli se méni i svalova sila, ktera generuje moment.
ramene, trupu, boki aj., ktery maji velky podil pfi hodu, zejména kvili generovani dalsi

rotace a Svihové sily, ktera se téz ve vzdalenosti hodu projevi.

Tato prace je pilotni studii, ktera ukazuje, ze ¢loveék svym vyvojem je blizko idedlniho
poméru pro maximalizaci délky hodu, ale pro dokon¢eni bychom potiebovali zlepsit nase
chdpani ruky a téla jako komplexniho mechanismu, nebo porovnat délky koncetiny v
pribéhu vyvoje ¢lovéka. Pomoci videoanalyzy bychom mohli ziskat realny pribéh
pohybu a momentt Sil, mj. je hazeni spojeno s rotaci trupu, coz by se projevilo na

antropometrii patete u kosternich pozistatku. [17]
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r A4
[ Zavér
Cilem prace bylo prokazat, ze lidska horni koncetina je optimalizovana pro hazeni. Pro
tento ucel byla vytvorena série matematickych modelt, které v jednoduchém ptipadée bylo
mozné fesit analyticky, nebo nasledn¢ numericky. V pfipadé prvniho modelu pomoci

programového balicku PyDy, v piipadé druhého modelu pak formulaci Lagrangeovych

rovnic pomoci symbolického balicku SymPy a nasledny vypocet pomoci NumPy.

Nase vysledky ukazuji, Ze optimalni délky hodu je mozné dosahnout v ptipadé délky paze
a predlokti v pomé&ru 1:1,125. Tyto rozméry jsou v souladu s rozmérem paze a piedlokti,

které pozorujeme u ¢lovéka moderniho typu.

Nase vysledky poukazuji na to, ze délky jednotlivych ¢asti jsou optimalizovany praveé

k hodu.
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Prilohy

1 Rovnice pro numerickou integraci
alfal_dot = alfa2

alfa2_dot = (12s2*M1 - 12s2*M2 - 12s2*T1*g*11*m1*np.cos(alfal) +
12s2*T2*g*I2*m2*np.cos(alfal + alfa3) -
2*12s2*T2*11*12*m2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 -
12s2*T2*11*12*m2*np.sin(alfa3)*alfad**2 - 12s2*g*11*m2*np.cos(alfal) -
12s2*g*11*m3*np.cos(alfal) + 12s2*g*12*m3*np.cos(alfal + alfa3) -
2*12s2*11*12*m3*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 - 12s2*11*12*m3*np.sin(alfa3)*alfad**2 +
ML*T2**¥2*12%*2*m2 + M1*[2**2*m3 - 2*M2*T2**2*[2**2*m2 +
M2*T2*[1*12*m2*np.cos(alfald) + M2*11*12*m3*np.cos(alfa3) - 2*M2*|12**2*m3 -
T1*T2**2*g*I1*12**2*m1*m2*np.cos(alfal) - T1*g*11*I2**2*m1*m3*np.cos(alfal) -
T2**3*|1*[2**3*m2**2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 -
2*T2**3*|1*|2**3*m2**2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 -
T2**3*|1*12**3*m2**2*np.sin(alfa3)*alfad**2 +
T2**2*g*11*12**2*m2**2*np.cos(alfal + 2*alfa3)/2 -
T2**2*g*11*12**2*m2**2*np.cos(alfal)/2 - T2**2*g*|1*12**2*m2*m3*np.cos(alfal)
+ T2**2*| 1 *¥*2%|2%*2*m2**2*np.sin(2*alfa3)*alfa2**2/2 -
T2**2*[1*[2**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 -
2*T2**2*[1*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 -
T2**2*[1*[2**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfad**2 +
T2*g*|1*12**2*m2*m3*np.cos(alfal + 2*alfa3) +
T2*g*|1*12**2*m2*m3*np.cos(alfal) +
T2*11**2*12**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3)*alfa2**2 -
T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 -
2*T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 —
T2*[1*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfad**2 - g*11*12**2*m2*m3*np.cos(alfal) +
g*11*12**2*m3**2*np.cos(alfal + 2*alfa3)/2 - g*11*12**2*m3**2*np.cos(alfal)/2 +
[1**2*[2**2*m3**2*np.sin(2*alfa3)*alfa2**2/2 -
[1*12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 -
2*|1*12**3*m3**2*np.sin(alfad)*alfa2*alfa4 -



[1*[2**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfad**2)/(11s1*12s2 + 11S1*T2**2*|2**2*m2 +
11s1*12**2*m3 + 1252*T1**2*|1**2*m1 + 1252*T2**2*|2**2*m2 -
2*12s2*T2*11*12*m2*np.cos(alfa3) + 12s2*11**2*m2 + 12s2*11**2*m3 -
2*12s2*11*12*m3*np.cos(alfa3) + 12s2*12**2*m3 +
TLFFQ*T2H*2%[1**2*12**2*m1*m2 + T1**2*[1**2*[2**2*m1*m3 +

T2**2%| 1 *¥*2*[2%*2*m2**2*np.sin(alfa3)**2 + T2**2*|1**2*|2**2*m2*m3 +
2*XT2*11**2*12**2*m2*m3*np.sin(alfal)**2 - 2*T2*|1**2*[2**2*m2*m3 +
[1**2*[2**2*m2*m3 + |1**2*[2**2*m3**2*np.sin(alfa3)**2)

alfa3_dot = alfa4

alfad_dot = (I11s1*M2 + 11s1*T2*g*12*m2*np.cos(alfal + alfa3) +
11s1*T2*[1*[2*m2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 + 11s1*g*I2*m3*np.cos(alfal + alfa3) +
11s1*11*12*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 - M1*T2**2*12**2*m2 +
M1*T2*11*12*m2*np.cos(alfa3) + M1*11*I2*m3*np.cos(alfa3) - M1*12**2*m3 +
M2*T1**2*|1*¥*2*m1 + 2*M2*T2**2*[2**2*m2 - 3*M2*T2*I1*12*m2*np.cos(alfa3)
+ M2*11*¥*2*m2 + M2*11**2*m3 - 3*M2*|1*12*m3*np.cos(alfa3) + 2*M2*|2**2*m3
+ T1**2*T2*g*|1**2*12*m1*m2*np.cos(alfal + alfa3) +
T1**2*T2*11**3*12*m1*m2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 +
T1**2*g*[1**2*12*m1*m3*np.cos(alfal + alfa3) +
T1**2*[1**3*12*m1*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 +
T1*T2**2*g*|1*12**2*m1*m2*np.cos(alfal) -
T1*T2*g*I11**2*12*m1*m2*np.cos(alfal - alfa3)/2 -
T1*T2*g*|11**2*[2*m1*m2*np.cos(alfal + alfa3)/2 -
T1*g*I11**2*[2*m1*m3*np.cos(alfal - alfa3)/2 - T1*g*11**2*|12*m1*m3*np.cos(alfal
+ alfal3)/2 + T1*g*I1*12**2*m1*m3*np.cos(alfal) +
T2**3*|1*[2**3*m2**2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 +
2*¥T2**3*[1*|12**3*m2**2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 +
T2**3*|1*12**3*m2**2*np.sin(alfa3)*alfad**2 -
T2**2*g*|1*12**2*m2**2*np.cos(alfal + 2*alfa3)/2 +
T2**2*g*11*|12**2*m2**2*np.cos(alfal)/2 +
T2**2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos(alfal) -
T2**2*|1**2*[2**2*m2**2*np.sin(2*alfa3)*alfa2**2 -



T2x*2*[1**2*12**2*m2**2*np.sin(2*alfa3)*alfa2*alfa4 -
T2x*2*[1**2*12**2*m2**2*np.sin(2*alfa3)*alfad**2/2 +
T2**2*[1*[2**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 +
2*T2**2*|1*|12**3*m2*m3*np.sin(alfad)*alfa2*alfad +
T2**2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfad**2 - T2*g*|1**2*12*m2**2*np.cos(alfal
- alfal3)/2 + T2*g*11**2*12*m2**2*np.cos(alfal + alfa3)/2 -
T2*g*|11**2*[2*m2*m3*np.cos(alfal - alfa3)/2 + T2*g*11**2*12*m2*m3*np.cos(alfal
+ alfal3)/2 - T2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos(alfal + 2*alfa3) -
T2*g*I11*12**2*m2*m3*np.cos(alfal) + T2*I1**3*12*m2**2*np.sin(alfa3)*alfa2**2
+ T2*|11**3*[2*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 -
2*T2*11**2*12**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3)*alfa2**2 -
2*¥T2*|1**2*|2**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3)*alfa2*alfa4 -
T2*11**2*[2**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3)*alfad**2 +
T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 +
2*T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 +
T2*|11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfad**2 - g*11**2*12*m2*m3*np.cos(alfal -
alfa3)/2 + g*I1**2*12*m2*m3*np.cos(alfal + alfa3)/2 -
g*11**2*12*m3**2*np.cos(alfal - alfa3)/2 + g*I1**2*12*m3**2*np.cos(alfal +
alfa3)/2 + g*I1*12**2*m2*m3*np.cos(alfal) - g*I1*I12**2*m3**2*np.cos(alfal +
2*alfald)/2 + g*I1*12**2*m3**2*np.cos(alfal)/2 +
[1**3*12*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfa2**2 + |1**3*12*m3**2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 -
[1**2*|2**2*m3**2*np.sin(2*alfa3)*alfa2**2 -
[1**2*12**2*m3**2*np.sin(2*alfa3)*alfa2*alfas -
[1**2*[2**2*m3**2*np.sin(2*alfa3)*alfad**2/2 +
[1*[2**3*m3**2*np.sin(alfad)*alfa2**2 +
2*11*12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfa4 +
[1*12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfad**2)/(11s1*12s2 + 11s1*T2**2*[2**2*m2 +
[1S1*12**2*m3 + 12s2*T1**2*11**2*m1 + 1252*T2**2*12**2*m2 -
2*1252*T2*11*12*m2*np.cos(alfa3) + 12s2*11**2*m2 + 12s2*[1**2*m3 -
2*12s2*11*12*m3*np.cos(alfa3) + 12s2*12**2*m3 +
TAF*2*T2**2*|1**2%|2**2*m1*m2 + T1**2*|1**2*[2**2*m1*m3 +
T2**2*|1**2*[2**2*m2**2*np.sin(alfa3)**2 + T2**2*|1**2*[2**2*m2*m3 +
2*T2*11**2*12**2*m2*m3*np.sin(alfad)**2 - 2*T2*|1**2*[2**2*m2*m3 +
[1**2*|2*%*2*m2*m3 + |1**2*|2**2*m3**2*np.sin(alfa3)**2)



2 PyDy multibody dynamics

from future  import print function, division

from sympy import symbols, simplify

from sympy.physics.mechanics import dynamicsymbols, ReferenceFrame,
Point

from sympy.physics.vector import init vprinting

from sympy.physics.mechanics import inertia, RigidBody

from sympy import trigsimp

from sympy.physics.mechanics import KanesMethod

from numpy import deg2rad, rad2deg, array, zeros, linspace

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

from pydy.codegen.ode function generators import generate ode function
from matplotlib import pyplot as plt

from pydy.viz.shapes import Cylinder, Sphere

import pydy.viz

from pydy.viz.visualization frame import VisualizationFrame

from pydy.viz.scene import Scene

from IPython.display import Image

import math

from sympy.utilities.lambdify import lambdify, implemented function
Image ('figures/human balance diagram.png')

init vprinting(pretty print=True)

inertial frame = ReferenceFrame('I"')
arm frame = ReferenceFrame ('A'")
forearm frame = ReferenceFrame ('F'")

hand frame = ReferenceFrame ('H')

thetal, theta2, theta3 = dynamicsymbols('thetal, theta2, theta3')

arm_ frame.orient (inertial frame, 'Axis', (thetal, inertial frame.z))
forearm frame.orient (arm frame, 'Axis', (theta2, arm frame.z))
hand frame.orient (forearm frame, 'Axis', (theta3, forearm frame.z))

simplify (hand frame.dcm(inertial frame))
shoulder = Point ('S")

arm length = symbols ('l _A")
elbow = Point ('E'")
elbow.set pos(shoulder, arm length * arm frame.y)

elbow.pos from(shoulder)
elbow.pos from(shoulder) .express (inertial frame) .simplify ()

forearm length = symbols ('l _F')
wrist = Point ('W'")
wrist.set pos(elbow, forearm length * forearm frame.y)

wrist.pos from(shoulder) .express (inertial frame) .simplify ()

arm com length = symbols('d A')
arm mass center = Point('A o')
arm mass_center.set pos(shoulder, arm com length * arm frame.y)

forearm com length = symbols('d F')
forearm mass center = Point ('F_o')
forearm mass center.set pos(elbow, forearm com length *



forearm frame.y)

hand com length = symbols('d H'")
hand mass center = Point('H_o')
hand mass center.set pos(wrist, hand com length * hand frame.y)

omegal, omega2, omega3 = dynamicsymbols ('omegal, omega2, omega3')

kinematical differential equations = [omegal - thetal.diff(),
omega?2 - thetaz2.diff (),
omega3 - theta3.diff ()]

arm_frame.set ang vel(inertial frame,omegal*inertial frame.z)
forearm frame.set ang vel (arm frame,omegaZ2*inertial frame.z)
hand frame.set ang vel (forearm frame,omega3*inertial frame.z)

shoulder.set vel (inertial frame, O0)

arm mass_center.v2pt theory(shoulder, inertial frame, arm frame)
arm mass_center.vel (inertial frame) .express(inertial frame) .simplify ()

elbow.v2pt theory(shoulder, inertial frame, arm frame)

forearm mass center.v2pt theory(elbow, inertial frame, forearm frame)
forearm mass center.vel (inertial frame) .express(inertial frame) .simpli
fy O

wrist.v2pt theory(elbow, inertial frame, forearm frame)
hand mass center.v2pt theory(wrist, inertial frame, hand frame)

hand mass center.vel (inertial frame) .express(inertial frame) .simplify (

)

arm mass, forearm mass, hand mass = symbols('m A, m F, m H')

arm inertia, forearm inertia, hand inertia = symbols('I_Az, I Fz,
I Hz'")

arm inertia dyadic = inertia(arm frame, 0, 0, arm inertia)

arm inertia dyadic.to matrix(arm frame)

arm_central inertia = (arm inertia dyadic, arm mass_ center)
forearm inertia dyadic = inertia(forearm frame, 0, O, forearm inertia)
forearm central inertia = (forearm inertia dyadic,

forearm mass center)

hand inertia dyadic = inertia(hand frame, 0, 0, hand inertia)
hand central inertia = (hand inertia dyadic, hand mass_ center)
arm = RigidBody ('Arm', arm mass_ center, arm frame,

arm mass, arm_central inertia)

forearm = RigidBody ('Forearm', forearm mass center, forearm frame,
forearm mass, forearm central inertia)

hand = RigidBody('Hand', hand mass center, hand frame,
hand mass, hand central inertia)

g = symbols('g')

arm grav_force vector = arm mass * g * (-inertial frame.y)
arm _grav_force = (arm mass_center, arm grav_force vector)



forearm grav force vector = forearm mass * g * (-inertial frame.y)

forearm grav_force = (forearm mass center, forearm grav_force vector)
hand grav_ force vector = hand mass * g * (-inertial frame.y)
hand grav_force = (hand mass center, hand grav force vector)

shoulder torque, elbow torque, wrist torque = dynamicsymbols('T_s,
Te, T w')

arm_torque vector = shoulder torque * inertial frame.z - elbow torque
* inertial frame.z

arm_torque = (arm frame, arm torque vector)

forearm torque vector = elbow _torque * inertial frame.z - wrist torque
* inertial frame.z

forearm torque = (forearm frame, forearm torque vector)

hand torque vector = wrist torque * inertial frame.z

hand torque = (hand frame, hand torque vector)

coordinates = [thetal, theta2, theta3]

speeds = [omegal, omega2, omegal]

kane = KanesMethod(inertial frame, coordinates, speeds,

kinematical differential equations)

loads = [arm grav_force,
forearm grav_force,
hand grav_force,
arm_torque,
forearm torque,
hand torque]

bodies = [arm, forearm, hand]
fr, frstar = kane.kanes equations (bodies, loads)

trigsimp (fr + frstar)

mass matrix = trigsimp (kane.mass matrix full)
forcing vector = trigsimp (kane.forcing full)
constants = [arm length,

arm_com_length,

arm mass,

arm inertia,
forearm length,
forearm com length,
forearm mass,
forearm inertia,
hand com length,
hand mass,

hand inertia,

gl
specified = [shoulder torque, elbow torque, wrist torque]
right hand side = generate ode function (forcing vector, coordinates,

speeds, constants,
mass matrix=mass matrix,



specifieds=specified)

wrist.v2pt theory(elbow, inertial frame,
forearm frame) .express(inertial frame)

x0 = zeros (6)
#x0[:3] = deg2rad(2.0)
x0[0] = deg2rad(-45)
x0[1] = deg2rad(-180)
m = 80
print ("hmotnost ¢élovéka = ', m)
h = 180
print ('vyska ¢élovéka = ', h)
ml = 0.0312*m-0.0027*h+0.25
print ("hmotnost paze = ", ml)
m2 = 0.01445*m-0.00114*h+0.3185
print ("hmotnost pfedlokti = ', m2)
m3 = 0.15+0.0036*m+0.00175*h-0.1165
print ("hmotnost ruky + micku = ', m3)
13 = 0.1
frames per sec = 1000
final time = 0.2
L max = 10
L min =1
L step =0.25
L size = (L max-L min)/L step+l
A = np.zeros((10, 10, int(final time * frames per sec)))
g = 9.81
for 11f in range(L min, L max +1, 1):
#[7]
11 = 11£/20

for 12f in range(L min, L max + 1, 1):
#[9]
12 = 12£f/20
numerical constants = array([1l1, # arm length [m]
0.458*11, # arm com length [m]
ml, # arm mass [kg]
1/ 12 * ml *x 11 **x 2, #
arm inertia [kg*m"2]
12, # forearm length [m]
0.434*12, # forearm com length
m2, # forearm mass [kg]
1/ 12 * m2 * 12 **x 2, #
forearm inertia [kg*m"2]
13, # hand com length [m]
m3, # hand mass [kg]
1/12*m3*13**2, # hand inertia
[kg*m*2]
9.81], # acceleration due to
gravity [m/s"2]
)

t = linspace(0.0, final time, int(final time *
frames per sec))

numerical specified = [np.ones(t.size), 10 * np.ones(t.size),
0 * np.ones(t.size)]
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args = {'constants': numerical constants,
'specified': numerical specified}

def torquesInTime(x, t):
if x[0] < np.pi / 2:
return [130, 30, 2]
else:
return [0, 0, 0]

y = odeint (right hand side, x0, t, args=
numerical constants))

for z in rang
thl = yI[
th2 i
th3 = yI[
thldot =
th2dot =
th3dot =

zZ
zZ
Z

(0,
[0]
[1]
[2]
[z]
[z]
[z]

MK ———0

[]
if thl > math.pi/2:

D1=0
else:

if th2 > math.pi:

D2=0
else:
D2=1
y3dot = -11 * thldot * np.sin(thl) -
np.cos (th2) + np.sin(th2) * np.cos(thl)) *
x3dot = -11 * thldot * np.cos(thl) -
*

np.sin(th2) + np.cos(thl) * np.cos(th2))

if y3dot < 0 or x3dot > O:
D3 =0
else:
D3 =1
v _02 = (x3dot ** 2 + y3dot ** 2) *x*
fi h 1 = math.atan(abs(y3dot) / abs(

if fi h 1 > le-10:
fi h = math.atan(abs(y3dot) / ab
else:
fi h =0

D=D1*D2*D3*v 02 * 2 *np.sin(2 * fi_h) /g

T T

A[11f-1, 12f-1, z] =D

#print (11f-1, 12f-1, '
12 ="', 12, 'm ', "D =', D, 'm'")

#thl, th2, th3, y3dot, x3dot, fi h,

t ="', z, 'ms

print (A)

ind = np.unravel index(np.argmax (A, axis=None),
print (A[ind])

print (ind)

plt.plot(t, rad2deg(yl:, :31))
plt.xlabel ('Time [s]')

(torquesInTime,

int (final time * frames per sec)):

12 * (np.sin(thl)
(thldot + th2dot)
12 * (-np.sin(thl)
(thldot + th2dot)

(0.5)
x3dot))

s (x3dot))

L, 11 ="', 11,
v 02

A.shape)

*

T
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plt.ylabel ('Angle [deg]')
plt.legend (["${}$".format (c) for c in coordinates])
plt.show ()

shoulder shape = Sphere(color='black', radius=0.1)
elbow_shape = Sphere(color='black', radius=0.1)
wrist shape = Sphere(color='black', radius=0.1)

shoulder viz frame = VisualizationFrame (inertial frame, shoulder,
shoulder shape)

elbow viz frame = VisualizationFrame (inertial frame, elbow,
elbow_ shape)
wrist viz frame = VisualizationFrame (inertial frame, wrist,

wrist shape)

arm center = Point('a_c')
forearm center = Point('f c')
hand center = Point('h_c"')

arm_center.set pos(shoulder, arm length / 2 * arm frame.y)
forearm center.set pos(elbow, forearm length / 2 * forearm frame.y)
hand center.set pos(wrist, hand com length * hand frame.y)

constants _dict = dict(zip(constants, numerical constants))

arm_shape = Cylinder (radius=0.08, length=constants dict[arm length],
color="'blue')

arm viz frame = VisualizationFrame('Arm', arm frame, arm center,
arm_shape)

forearm shape = Cylinder (radius=0.08,

length=constants dict[forearm length], color='green')
forearm viz frame = VisualizationFrame ('Forearm', forearm frame,

forearm center, forearm shape)

hand shape = Cylinder(radius=0.08, length=2 *
constants_dict[hand com length], color='red')

hand viz frame = VisualizationFrame ('Hand', hand frame, hand center,
hand shape)

scene = Scene(inertial frame, shoulder)

scene.visualization frames = [shoulder viz frame,
elbow viz frame,
wrist viz frame,
arm viz frame,
forearm viz frame,
hand viz frame]

scene.states symbols = coordinates + speeds
scene.constants = constants dict

scene.states trajectories =y

scene.display ()



3 SymPy odvozeni Lagrangeovych rovnic 2.

druhu

from sympy import *
11, 12, 13, T1, T2, ml, m2, m3, Ilsl,

fil = Function('£il') (t)
fi3 = Function('£i3'") (t)

egn = fil
fildot=eqn.diff (t)

egn = fi3
fi3dot=eqn.diff (t)

egn = fil
fildot2=egn.diff(t, t)
eqn = fi3
fi3dot2=eqgn.diff(t, t)
egqn = -11*Tl*cos (fil)

xldot=eqn.diff (t)

eqn = 11*T1l*sin(£fil)
yldot=eqn.diff (t)

#print ('yldot =', yldot)

egqn = -1l*cos(fil)+12*T2*cos (fil+£1i3)
x2dot=eqn.diff (t)

eqn = 11*sin(fil)-12*T2*sin(£fil1+£1i3)
y2dot=eqn.diff (t)

#print ('y2dot ="', y2dot)

eqn = -11*cos (fil)+12*cos (fil+£fi3)
x3dot=eqn.diff (t)

eqn = 11*sin(fil)-12*sin(£f1i1+£i3)
y3dot=eqn.diff (t)

#print ('y3dot =', y3dot)

#print ('x3dot = ', x3dot)
#print ('y3dot = ', y3dot)

xldotyldot = xldot**2+yldot**2
x2doty2dot x2dot**2+y2dot**2
x3doty3dot = x3dot**2+y3dot**2

v_02 = x3doty3dot** (0.5)
#print ('v_02 =', v _02)

fi h = 1/tan(y3dot/x3dot)
#print ('fi_h =', fi_h)
D=v_02*sin(2* (pi/2-fi h))/g
#print ('D =', D)

Ek =

I12s2, g, M1, M2, v 02,
symbols('1ll 12 13 Tl T2 ml m2 m3 Ilsl I2s2 g M1 M2 v_02 fi h t')

t =

(x1ldotyldot*ml) /2+ (Ilsl*fildot**2) /2+ (m2*x2doty2dot) /2+ (I2s2*fi3dot**2

) /2+ (m3*x3doty3dot) /2

eqgqn = Ek
Ekfildot=egn.diff (fildot)
eqn = Ek

Ekfi3dot=egn.diff (fi3dot)
egn = Ekfildot
Ekfildotdt=eqn.diff (t)
egn = Ekfi3dot
Ekfi3dotdt=eqn.diff (t)
eqn = Ek
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Ekfil=eqgn.diff (£i1)

eqn = Ek

Ekfi3=egn.diff (£fi3)

QlL=Ekfildotdt-Ekfil

Q3L=Ekfi3dotdt-Ekfi3
Q1P=M1-M2-ml*g*11*Tl*cos (fil)-m2*g* (1ll*cos (fil)-T2*12*cos (£i1+£i3)) -
m3*g* (11l*cos (fil)-12*cos (fi1+£13))

Q3P=M2+m2*g*12*T2*cos (fil+fi3)+m3*g*12*cos (fil+fi3)

rovnicel=Q1L-Q1P

rovnice2=Q3L-Q3P

fildot22=solve (rovnicel, fildot2)

fi3dot22=solve (rovnice2, fi3dot2)

#print ('fildot22 ="', fildot22)

#print ('fi3dot22 =', fi3dot22)

fildot22 = (M1 - M2 - Tl*g*1ll*ml*cos(fil) - T2**2*12**2*m2*fi3dot2 +
T2*g*12*m2*cos (fil1 + f£i3) - 2*T2*11*12*m2*sin (fi3) *fildot*fi3dot -
T2*11*12*m2*sin (£i3) *fi3dot**2 + T2*11*12*m2*cos (£fi3)*fi3dot2 -
g*ll*m2*cos (fil) - g*11*m3*cos (fil) + g*12*m3*cos(fil + £fi3) -
2*11*12*m3*sin (£fi3) *fildot*fi3dot - 11*12*m3*sin (f£i3)*fi3dot**2 +
11*12*m3*cos (£13) *fi3dot2 - 12**2*m3*fi3dot2)/(Ilsl + T1**2*11**2*ml +
T2**2*12**2*m2 — 2*T2*11*12*m2*cos (£13) + 11**2*m2 + 11**2*m3 -
2*11*12*m3*cos (£i3) + 12**2*m3)

fildot22 = fildot22.subs (fi3dot2, (M2 - T2**2*12**2*m2*fildot2 +
T2*g*12*m2*cos (£fil + £i3) + T2*11*12*m2*sin(fi3)*fildot**2 +
T2*11*12*m2*cos (fi3) *fildot2 + g*12*m3*cos(fil + £i3) +
11*%12*m3*sin (fi3) *fildot**2 4+ 11*12*m3*cos (fi3)*fildot2 -
12**2*m3*fildot2)/ (I2s2 + T2**2*12**2*m2 + 12**2*m3))

fildot222 = fildot22-fildot2

fildot2T = solve(fildot222, fildot2)

print ('£fildot2T =', fildot2T)

fi3dot22 = (M2 - T2**2*12**2*m2*fildot2 + T2*g*12*m2*cos (fil + £i3) +
T2*11*12*m2*sin (£i3) *fildot**2 + T2*11*12*m2*cos (fi3)*fildot2 +
g*l2*m3*cos (£fil + £i3) + 11*12*m3*sin(fi3)*fildot**2 +
11*12*m3*cos (£f13) *fildot2 - 12**2*m3*fildot2)/ (I2s2 + T2**2*12**2*m2 +
12*%*2*m3)

fi3dot22 = fi3dot22.subs(fildot2, (M1 - M2 - Tl*g*1ll*ml*cos(fil) -
T2**2*12**2*m2*fi3dot2 + T2*g*12*m2*cos (fil + £fi3) -
2*T2*11*12*m2*sin (£i3) *fildot*fi3dot - T2*11*12*m2*sin (fi3)*fi3dot**2
+ T2*11*12*m2*cos (fi3)*fi3dot2 - g*1ll1*m2*cos(fil) - g*ll*m3*cos(fil) +
g*l2*m3*cos (fil + f£i3) - 2*11*12*m3*sin(fi3)*fildot*fi3dot -
11*%12*m3*sin (fi3) *fi3dot**2 4+ 11*12*m3*cos (fi3)*fi3dot2 -
12**2*m3*fi3dot2)/ (I1lsl + TI1**2*x11**2*ml 4+ T2**2*]12*x*x2%m2 -
2*T2*11*12*m2*cos (£13) + 11**2*m2 + 11**2*m3 - 2*11*12*m3*cos (f£1i3) +
12**2*m3))

fi3dot222 = fi3dot22-fi3dot2

fi3dot2T = solve (fi3dot222, fi3dot2)

print ('£i3dot2T =', fi3dot2T)
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4 SymPy integrace diferencialnich rovnic

import math

from scipy import integrate
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

m = 80

print ('hmotnost ¢lovéka = ', m)

h = 180

print ('vyska &élovéka = ', h)

ml = 0.0312*m-0.0027*h+0.25
#0.0312*m-0.0027*h+0.25

print ("hmotnost paze = ", ml)

m2 = 0.01445*m-0.00114*h+0.3185
#0.01445*m-0.00114*h+0.3185

print ('hmotnost pf¥edlokti = ', m2)
m3 = 0.15+0.0036*m+0.00175*h-0.1165
#0.15+0.0036*m+0.00175*h-0.1165

print ('hmotnost ruky + micku = ', m3)
11 = 0.35

12 = 0.3

Tl = 0.458

T2 = 0.434

g = 9.81

Ilsl = ml*11*11/12

print (Ilsl)

I2s2 = m2*12*12/12

print (I2s2)

poll = I1lsl + ml*11*T1*T1 + m2*11*11 + m3*11*11

pol2 = I2s2 + m2*12*12*T2*T2 + m3*12*12

pol3 = 11*12* (m2*T2+m3)
pold = g*12* (m2*T2 + m3)
pol5 = (m1*T1+m2+m3) *g*11

t start =0
t stop = 0.3
t step = 301
MINmL = le-1
MI1NmH 201
M2NmL 200
M2NmH = 251
M step = le-1

A = np.zeros((51, 31, int(t_stop * 1000)))

for M1 in range (100, 151, 1):
#[0.2/1000, 0.3/1000]
for M2 in range (20, 51, 1):
#[0.2/1000, 0.3/1000]
def f(t, r):
alfal, alfa?2, alfa3, alfad4d = r
alfal dot = alfa2
alfa2 dot = (I2s2*M1 - I2s2*M2 -
I2s2*Tl*g*ll*ml*np.cos(alfal) + I2s2*T2*g*1l2*m2*np.cos(alfal + alfa3)
- 2*I2s2*T2*11*12*m2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfad -
I12s2*T2*11*12*m2*np.sin(alfa3) *alfad**2 - I2s2*g*ll*m2*np.cos(alfal) -
I2s2*g*1l1*m3*np.cos(alfal) + I2s2*g*12*m3*np.cos(alfal + alfa3) -
2*12s2*11*12*m3*np.sin(alfa3) *alfa2*alfad -
I2s2*11*12*m3*np.sin(alfal3d) *alfad**2 + ML*T2**2%12**2*m2 + M1*12**2*m3
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= 2FM2*AT2**2%12%*2*m2 + M2*T2*11*12*m2*np.cos (alfa3) +
M2*11*12*m3*np.cos (alfa3d) - 2*M2*12**2*m3 -
T1*T2**2*xg*11*12**2*ml*m2*np.cos (alfal) -
Tl*g*11*12**2*ml*m3*np.cos (alfal) -
T2**3*11*12**3*m2**2*np.sin(alfa3) *alfa2**2 -
2*XT2**3*%11*x12**3*m2**2*np.sin(alfa3) *alfa2*alfad -
T2**3*%11*12**3*m2**2*np.sin(alfa3) *alfad**2 +
T2**2*g*11*12**2*m2**2*np.cos (alfal + 2*alfa3)/2 -
T2**2*g*11*12**2*m2**2*np.cos (alfal) /2 -
T2**2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos (alfal) +
T2**2*11**2*]12**2*m2**2*np.sin (2*alfal3)*alfa2**2/2 -
T2**2*%11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2**2 -
2*XT2**2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2*alfad -
T2**2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfad**2 +
T2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos (alfal + 2*alfa3) +
T2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos (alfal) +
T2*11**2*x12**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3) *alfaz2**2 -
T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfal3) *alfa2**2 -
2*T2*%11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfaz2*alfad -
T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfad**2 -
g*ll*12**2*m2*m3*np.cos (alfal) + g*xll*x12**2*m3**2*np.cos(alfal +
2*alfal3) /2 - g*l1*12**2*m3**2*np.cos(alfal)/2 +
11**2*%12**2*m3**2*np.sin (2*alfal3) *alfa2**2/2 -
11*12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfaz**2 -
2*%11*12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfad -
11*12**3*m3**2*np.sin(alfa3) *alfad4**2)/(I1lsl*I2s2 +
IT1s1*T2**2*12**2*m2 + I1sl*12**2*m3 + I282*T1**2*11**2*ml +
I282*T2**2*x12**2*m2 — 2*I2s2*T2*11*12*m2*np.cos (alfa3) + I2s2*11**2*m2
+ I2s2*11%*2*m3 - 2*I2s2*11*12*m3*np.cos(alfa3d) + I2s2*12**2*m3 +
TI**2*T2**2* ] ] **2* ] 2%*2*m]*m2 + T1**2*11**2*]12**2*m]1*m3 +
T2** 2% 11 *x*2*%12**2*m2**2*np.sin(alfal3) **2 + T2**2*11**2*12%*2*m2*m3 +
2¥T2*11**2%12*%*2*m2*m3*np.sin(alfal3) **2 — 2*T2*11**2*12%*2*m2*m3 +
11**2%12%%2+m2*m3 + 11**2*x12**2*m3**2*np.sin(alfa3) **2)

alfa3 dot = alfa4

alfad dot = (Ilsl*M2 + Ilsl*T2*g*1l2*m2*np.cos(alfal +
alfa3) + Ilsl*T2*11*12*m2*np.sin(alfa3)*alfa2**2 +
Ilsl*g*12*m3*np.cos(alfal + alfa3) +
Ilsl*11*12*m3*np.sin(alfal3d) *alfa2**2 - MI*T2**2*12**2*m2 +
M1*T2*11*12*m2*np.cos (alfa3) + M1*11*12*m3*np.cos(alfa3) - M1*12**2*m3
+ M2*TLI**2*x11**2*ml + 2FMRAT2**2*x]12**2*m2 —
3*M2*T2*11*12*m2*np.cos (alfald) + M2*11**2*m2 + M2*11**2*m3 -
3*M2*11*12*m3*np.cos (alfald) + 2*M2*12**2*m3 +
T1**2*T2*g*11**2*12*ml*m2*np.cos (alfal + alfa3) +
T1**2*T2*11**3*12*ml*m2*np.sin (alfa3)*alfaz2**2 +
T1**2*g*11**2*12*ml*m3*np.cos (alfal + alfa3) +
T1**#2*11**3*12*ml*m3*np.sin(alfa3) *alfa2**2 +
T1*T2**2*g*11*12**2*ml*m2*np.cos (alfal) -
T1*T2*g*11**2*12*ml*m2*np.cos (alfal - alfa3)/2 -
T1*T2*g*11**2*12*ml*m2*np.cos (alfal + alfa3)/2 -
Tlxg*11**2*12*ml*m3*np.cos(alfal - alfa3d)/2 -
Tl*g*11**2*12*ml*m3*np.cos(alfal + alfa3)/2 +
Tl*g*11*12**2*ml*m3*np.cos (alfal) +
T2**3*%11*12**3*m2**2*np.sin(alfa3) *alfa2**2 +
2*T2**3*%11*12**3*m2**2*np.sin(alfa3) *alfa2*alfad +
T2**3*%11*12**3*m2**2*np.sin(alfa3) *alfad**2 -
T2**2*g*11*12**2*m2**2*np.cos (alfal + 2*alfa3)/2 +
T2**2*g*11*12**2*m2**2*np.cos (alfal) /2 +
T2**2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos (alfal) -
T2**2*%11*x*2*%12**2*m2**2*np.sin (2*alfa3) *alfa2**2 -
T2**2%11*x*2*%12**2*m2**2*np.sin (2*alfa3) *alfa2*alfad -
T2**¥2*11**2*]12**x2*m2**2*np.sin (2*alfal3)*alfad**2/2 +
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T2**%2*%11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2**2 +
2*T2**2*%11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2*alfad +
T2**2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfad**2 -
T2*g*11**2*12*m2**2*np.cos (alfal - alfa3)/2 +
T2*g*11**2*12*m2**2*np.cos (alfal + alfa3)/2 -
T2*g*11**2*12*m2*m3*np.cos (alfal - alfa3)/2 +
T2*g*11**2*12*m2*m3*np.cos (alfal + alfa3d)/2 -
T2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos (alfal + 2*alfa3) -
T2*g*11*12**2*m2*m3*np.cos (alfal) +
T2*11**3*12*m2**2*np.sin(alfa3) *alfa2**2 +
T2*11**3*12*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2**2 -
2*XT2*11**2*x12**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3) *alfaz2**2 -
2XT2*11**2*12**2*m2*m3*np.sin(2*alfa3)*alfaz*alfad -
T2*11**2*12**2*m2*m3*np.sin(2*alfal3) *alfad**2 +
T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2**2 +
2*T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfa2*alfad +
T2*11*12**3*m2*m3*np.sin(alfa3) *alfad**2 -
g*l1**2*12*m2*m3*np.cos (alfal - alfa3)/2 +
g*1l1**2*12*m2*m3*np.cos (alfal + alfa3)/2 -
g*1l1**2*12*m3**2*np.cos (alfal - alfal3)/2 +
g*1l1**2*12*m3**2*np.cos (alfal + alfa3)/2 +
g*ll*12**2*m2*m3*np.cos (alfal) - g*ll*x12**2*m3**2*np.cos(alfal +
2*alfa3) /2 + g*1l1*12**2*m3**2*np.cos(alfal)/2 +
11**3*12*m2*m3*np.sin(alfa3)*alfaz**2 +
11**3*%12*m3**2*np.sin(alfa3)*alfaz**2 -
11**2*%12**2*m3**2*np.sin (2*alfa3) *alfa2**2 -
11**2*%12**2*m3**2*np.sin(2*alfa3) *alfa2*alfad -
11**2*12**2*m3**2*np.sin (2*alfal3) *alfad**2/2 +
11*%12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfaz**2 +
2*%11*12**3*m3**2*np.sin(alfa3)*alfa2*alfad +
11*12**3*m3**2*np.sin(alfa3) *alfad4**2)/(I1lsl*I2s2 +
I1s1*T2**2*12**2*m2 + I1sl*12**2*m3 + I282*T1**2*11**2*ml +
I282*T2**2*x12**2*m2 — 2*I2s2*T2*11*12*m2*np.cos (alfal3) + I2s2*11**2*m2
+ I2s2*%11%*2*m3 - 2*I2s2*11*12*m3*np.cos(alfal3d) + I2s2*12**2*m3 +
TL1**2*T2* %K% 1**2*]12%*2+m1*m2 4+ T1**2*x11**2*12**2*ml*m3 +
T2** 2% 11 **2*%12**2*m2**2*np.sin(alfal3) **2 + T2**2*11**2*12%*2*m2*m3 +
2FT2*11**2%12*%*2*m2*m3*np.sin(alfal3) **2 — 2*T2*11**2*12**2*m2*m3 +
11**2%12**x2*m2*m3 + 11**2*%12*%*2*m3**2*np.sin (alfal3) **2)
return [alfal dot, alfa2 dot, alfa3 dot, alfa4 dot]
sol = integrate.solve ivp(f, (t_start, t stop), (math.pi/4, O,
0, 0), t eval=np.linspace(t start, t stop, t step))
A =sol.y
for x in range (0, t_ step):
[alfal, alfa2, alfa3, alfad] = A[:, x]
x3dot = (11 * np.sin(alfal) * alfa2 - 12 * (alfa2 + alfa4)
* np.sin(alfal + alfa3))
y3dot = (11 * np.cos(alfal) * alfa2 - 12 * (alfa2 + alfai4)
* np.cos(alfal + alfa3))
if x3dot<O0:
v_02 = - ((x3dot**2+y3dot**2)**(0.5))
else:
v _02 = ((x3dot**2+y3dot**2)**(0.5))
if alfal>math.pi:
D1=20
else:
D1=1
fi h = math.degrees (math.atan (abs (y3dot) / abs(x3dot)))
D=D1®*v 02**2 * np.sin(math.radians (2 * fi h)) / g

— e~~~

A[M1-100, M2-20, x] = D
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#print ('alfal =', math.degrees(alfal) , 'alfaz =',
math.degrees (alfa?2), 'alfa3 =', math.degrees(alfa3), 'alfa4 =',
math.degrees (alfa4))

#print('M1 =', M1, 'M2 =', M2, 't =', x, 'x3dot =',

x3dot)
#print('M1 =', M1, 'M2 =', M2, 't =', x, 'y3dot =', y3dot)
#print('M1 =', M1, 'M2 =', M2, 't =', x, 'v. 02 =', v 02)
#print('M1 =', M1, 'M2 =', M2, 't =', x, 'fi h =', fi h)
#print ('M1 =', M1, 'M2 =', M2, 't =', x, 'D =', D)

print (A)

ind = np.unravel index(np.argmax (A, axis=None), A.shape)
print (A[ind]*2)
print (ind)
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