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veličin v řešič́ıch soustav lineárńıch rovnic
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Abstrakt

Tato práce má za prozkoumat vlastnosti řešeńı soustav lineárńıch rovnic s ne-
přesnou pravou stranou reprezentovanou pomoćı náhodných veličin. Následně
je porovnává s výsledky, které dává intervalová aritmetika. Výpočet je prováděn
pomoćı Gaussovy eliminačńı metody. Ćılem práce je zjistit, zdali je možno
za určitých předpoklad̊u zpřesnit výsledky intervalové aritmetiky. Ukazuje se
však, že ač v těchto netradičńıch př́ıstupech docháźı ke zlepšeńı přesnosti, toto
je vykoupeno v praxi naprosto zničuj́ıćım nár̊ustem výpočetńı složitosti.

Kĺıčová slova intervalová aritmetika, náhodné veličiny, numerická inte-
grace, soustavy lineárńıch rovnic, pivotace

Abstract

This thesis aims to explore solving systems of linear equations with imprecise
right hand sides. Those imprecisions are represented by random variables and
the results are compared with the results obtained by using interval arithmetic.
The solutions are obtained by using the Gaussian elimination method. The
goal of this thesis is to determine whether the results obtained using interval
arithmetic can be refined. However, while that is true in the end, it transpires
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that any increase in precision leads to a damning increase in computational
complexity.

Keywords interval arthmetic, random variables, numeric integration, linerar
equation systems, pivotation
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matice A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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5.1 Srovnáńı s Approx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

xiii





Úvod

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic je úloha, se kterou je možno se setkat v mnoha
aplikaćıch. V praxi ovšem při měřeńı nezř́ıdka vznikaj́ı chyby a nepřesnosti.
Př́ıpadně nepřesnost do výpočtu mohou zavést numerické výpočty. Je potřeba
tyto nepřesnosti brát v potaz a doj́ıt i přes toto zt́ıžeńı ke správnému výsledku
či alespoň jeho dobré aproximaci s předem danou pravděpodobnost́ı omylu1.
V této práci pravé strany rovnic a výsledné neznámé reprezentuji dvěma
r̊uznými zp̊usoby:

• jako interval, v němž se skutečná hodnota nacháźı

• jako náhodnou veličinu s předem známým rozděleńım.

Úkolem této bakalářské práce je porovnat výpočetńı vlastnosti těchto dvou
reprezentaćı, zdali reprezentace pravé strany jako náhodné veličiny nepřinese
zaj́ımavé a potenciálně přesněǰśı výsledky a jaký efekt na velikost interval̊u či
rozděleńı má vliv pivotace sloupc̊u a řádk̊u matice. Tato práce se snaž́ı rozš́ı̌rit
a navázat na práce [1] a [2].
Z d̊uvodu obrovské výpočetńı náročnosti zde za nepřesnou považuji pouze
pravou stranu. Koeficienty u neznámých na levých stranách rovnic jsou vždy
přesně dané.

Během práce jsem k tomuto porovnáńı ještě několik daľśıch. Hlavńı mo-
tivaćı k hledáńı jiných postup̊u byla obrovská náročnost korektńıch výpočt̊u
s náhodnými veličinami. Dı́ky tomu přibyly daľśı dvě kapitoly. Jedna z nich
má za ćıl prozkoumat nutnost předpoklad̊u ve větách, které mohou výrazně
zjednodušit práci. Druhá mı́sto přesných reprezentaćı náhodných veličin pou-
ž́ıvá aproximaci pomoćı náhodného výběru.

Práce je tedy rozdělena do šesti hlavńıch kapitol. V prvńı zavád́ım většinu
pojmů, se kterými budu následně pracovat a které budou využ́ıvány v celém

1Jedná se o tzv hladinu statistického testu. Taktéž je možno se potkat s názvy
pravděpodobnost chyby prvého druhu či P-hodnota. Vı́ce informaćı např́ıklad v [4]
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Úvod

zbytku práce. Následuj́ıćı čtyři kapitoly popisuj́ı čtyři r̊uzné př́ıstupy k řešeńı
této úlohy a jsou, pokud to u dané kapitoly dává smysl, rozděleny na následuj́ıćı
sekce:

• Teoretická část, ve které zavád́ım potřebné pojmy a představuji myšlenky
za t́ım postupem.

• Implementace, kde popisuji reprezentaci těch myšlenek v řeš́ıćım pro-
gramu a proč jsem zvolil zrovna takové postupy.

• Interpretace, kde rozeb́ırám výsledky a popisuji, co se z naměřených
dat dá a nedá usoudit. Zároveň srovnávám výsledky daného postupu
s výsledky z předešlých kapitol.

V posledńı kapitole od̊uvodňuji, proč se objevily některé zaj́ımavé a na prvńı
pohled překvapivé zaj́ımavé výsledky.
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Kapitola 1
Základy lineárńı algebry

V této kapitole budu zavádět pojmy, které většina čtenář̊u pravděpodobně
zná. Jedná se o matice a operace s nimi. Jelikož se celá tato práce zabývá
řešeńım soustav lineárńıch rovnic a jejich vlastnostmi, matice jsou nezbytnou
pomůckou. Dı́ky korespondenci jedna ku jedné mezi matićı a danou soustavou
rovnic je možné použ́ıt tento zkrácený zápis a mnoho daľśıch zjǐstěńı z oblasti
lineárńı algebry. Př́ıkladem budiž Gaussova eliminačńı metoda (GEM), kterou
použ́ıvám v celé práci jako základńı algoritmus řešeńı soustav.

1.1 Matice a výpočty s nimi

Následuj́ıćı trojice definic je převzata z [3] a neměla by nikoho překvapit.
Jedinou změnou je značeńı jednotkové matice I proti E. Důvodem je to, že
později budu použ́ıvat pětici reprezentačńıch matic značených A až E

Definice 1 (Matice). Necht’ m,n ∈ N. Uspořádaný soubor mn č́ısel zapsaný
do tabulky o m řádćıch a n sloupćıch nazýváme matice typu m x n. Matice
obvykle znač́ıme takto:

A =


A11 A12 · · · A1n
A21 A22

... . . . ...
Am1 Am2 · · · Amn


Definice 2 (Násobeńı matic). Budte m,n, p ∈ N,A ∈ Rm,n matice s prvky
Aij a B ∈ Rn,p matice s prvky bij . Soucinem matic A a B je matice D ∈ Rm,p
s prvky dij , pro kterou plat́ı

dij =
n∑
k=1

Aikbkj ,

Znač́ıme D = AB

3



1. Základy lineárńı algebry

Definice 3 (Maticový zápis soustavy lineárńıch rovnic). Necht’ m,n ∈ N,
A ∈ Rm,n, b ∈ Rm. Rovnici

Ax = b

nazýváme soustavou m lineárńıch rovnic pro n neznámých x1, x2, ..., xn.
Sloupcový vektor x = (x1, x2, ..., xn)T nazýváme vektorem neznámých.
b = (b1, b2, ..., bm)T nazýváme vektorem pravých stran.

Definice 4 (Horńı stupňovitý tvar). O matici D ∈ Rm,n řekneme, že je
v horńım stupňovitém tvaru, jestliže všechny řádky jsou nulové, nebo exis-
tuje k ∈ {1, ...,m} tak, že rádky 1 až k matice D jsou nenulové a rádky k + 1
až m jsou nulové a jestliže plat́ı následuj́ıćı: Označme pro každé i ∈ {1, 2..., k}
index nejlevěǰśıho nenulového prvku v i-tém řádku jako ji, tj.

ji = min{l ∈ {1, ..., n}|Dil 6= 0}.
Potom plat́ı 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk.

Definice 5 (Diagonálńı matice). Reálnou diagonálńı matici n-tého řádu na-
zveme libovolnou čtvercovou matici A ∈ Rn,n splňuj́ıćı

i 6= j → Ai,j = 0
Definice 6 (Jednotková matice). Čtvercovou matici A ∈ Rn,n splňuj́ıćı

i 6= j → Ai,j = 0
i = j → Ai,j = 1

Nazveme jednotkovou matićı. Znač́ıme I.

Definice 7 (Regulárńı matice). Bud’ A ∈ Rn,n. Existuje-li matice B ∈ Rn,n
taková, že

AB = AB = I,
nazveme matici A regulárńı. V opačném př́ıpadě ji nazveme singulárńı.

Regularita matice je zde d̊uležitý předpoklad, který zaručuje jednoznačnost
řešeńı. Všechny matice, které dále uvažuji, jsou regulárńı.

Definice 8 (Podmı́něnost matice). Necht’ A ∈ Rn,n je regulárńı matice.
Pak č́ıslo κ(A) = ‖A‖‖A−1‖, kde ‖.‖ je libovolná maticová norma, nazvu
podmı́něnost́ı (č́ıslem podmı́něnosti) matice A vzhledem k dané normě.

Podmı́něnost matice ukazuje, jak moc je daná matice bĺızko singulárńı.
Pro špatně podmı́něnou matici (tj. takovou, kde podmı́něnost je veliká) plat́ı,
že malá změna v neznámé může vyvolat téměř libovolně velikou změnu pravé
strany.

A nakonec ještě konkrétńı normu, kterou použ́ıvám pro určeńı podmı́něnosti
v této práci:

Definice 9 (Eukleidovská norma). Necht’ A ∈ Rm,n je matice. Pak č́ıslo
‖A‖2 =

√∑n
i=1

∑m
j=1 A2

i,j nazvu eukleidovskou (L2) normou matice A.

4



1.2. Gaussova eliminačńı metoda

1.2 Gaussova eliminačńı metoda

Mým ćılem je naj́ıt řešeńı soustav lineárńıch rovnic se speciálńımi pravými
stranami. Ty jsou nejprve reprezentovány pomoćı interval̊u a později pomoćı
náhodných veličin. K tomu použ́ıvám Gaussovu eliminačńı metodu. Zde je
dobré si uvědomit, že během operaćı GEM se bud’ členy na pravé straně sč́ıtaj́ı
mezi sebou nebo násob́ı reálným č́ıslem. Tyto operace jsou jak pro intervaly,
tak pro náhodné veličiny dobře definované a problémy při výpočtech nám
to nezp̊usob́ı. Tyto zvláštńı struktury nikdy neovlivńı levou stranu. A nyńı
k zavedeńı samotné Gaussovy eliminačńı metody:

Definice 10 (Gaussova eliminačńı metoda bez pivotace). Mějme regulárńı
matici A ∈ Rn,n a vektor pravých stran b. Algoritmus Gaussovy eliminačńı
metody (GEM) bez pivotace se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

• Ke všem řádk̊um v pořad́ı i ∈ {2, ..., n}, a to včetně pravých stran,
přičtu prvńı řádek vynásobený č́ıslem (−Ai,1/A1,1) a vytvoř́ım tak na
pozici Ai,1 nulu.

• Postup opakuji na matici bez prvńıho řádku a prvńıho sloupce, přičemž
tyto dále nechám beze změny.

Algoritmus skonč́ım ve chv́ıli, kdy mi zbude k výpočtu matice o jednom řádku
a dvou sloupćıch, z čehož jeden sloupec je posledńı pravá strana.

Ekvivalentńı postup zapsaný pseudokódem je uveden jako algoritmus 1.

Jelikož v x-tém opakováńı vzniknou na všech pozićıch Ax+1,x · · ·An,x nuly,
výsledná matice bude, pominu-li vektor pravých stran, v horńım trojúhel-
ńıkovém tvaru. Tento postup ovšem záviśı na tom, že na diagonále nikde
během výpočtu nevznikne nula. V opačném př́ıpadě by koeficient (−Ai,1/A1,1)
nebyl definovaný. Tento problém a některé daľśı, jak později ukáže např́ıklad
tabulka 2.1, odstraňuje pivotace. Alespoň v př́ıpadě regulárńıch matic. Ovšem
pokud řeš́ım soustavu rovnic se singulárńı matićı, vznikaj́ı úplně jiné problémy.
Singulárńı matice zde neuvažuji.

Definice 11 (Sloupcová a řádková pivotace). Necht’A ∈ Rn,n je reálná čtver-
cová matice. Necht’ p je index prvku takového, že plat́ı:

|A1,p| = max
j∈{1,··· ,n}

|A1,j |

Tento prvek nazveme (sloupcovým) pivotem. O matici B řeknu, že vznikla
sloupcovou pivotaćı z matice A, pokud vznikne prohozeńım prvńıho sloupce
a sloupce s pivotem.
Obdobně definuji řádkovou pivotaci.
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1. Základy lineárńı algebry

Definice 12 (Celková pivotace). Necht’A ∈ Rn,n je reálná čtvercová matice.
Necht’ p, q jsou indexy prvku takového, že plat́ı:

|Ap,q| = max
i,j∈{1,··· ,n}

|Ai,j |

Tento prvek Ap,q nazveme (celkovým) pivotem. O matici B řeknu, že vznikla
(celkovou) pivotaćı z matice A, pokud vznikne pomoćı následuj́ıćıch dvou ope-
raćı v libovolném pořad́ı:

• prohozeńım prvńıho sloupce a sloupce s pivotem

• prohozeńım prvńıho řádku a řádku s pivotem

Důležitým faktem je, že při sloupcové pivotaci prohazujeme sloupce od-
pov́ıdaj́ıćı jednotlivým neznámým. Pokud během výpočtu prohod́ıme i-tý a j-
tý sloupec, kde i < j, a následně soustavu vyřeš́ıme, nedostaneme řešeńı ve
tvaru (x1, · · · , xn), ale (x1, · · · , xi−1, xj , xi+1, · · · , xj−1, xi, xj+1, · · · , xn). Nyńı
již mohu GEM rozš́ı̌rit o pivotaci. Pseudokód pro GEM s řádkovou pivotaćı je
uveden jako algoritmus 2. Varianty pro sloupcovou a celkovou pivotaci jsou ob-
dobné. Pomoćı pivotace dostanu do levé horńı pozice v GEM prvek s největš́ı
absolutńı hodnotou a zaruč́ım tak, že pod́ıl pro následné výpočty bude dobře
definovaný. Zároveň, jak ukážu v následuj́ıćı kapitole, má pivotace př́ıznivý
efekt na kvalitu výpočt̊u v intervalové aritmetice.

Nyńı mám algoritmy pro převedeńı libovolné regulárńı matice do horńıho
stupňovitého tvaru. To je ovšem pouze polovina řešeńı. Aby byly jednoznačně
vidět výsledky, je potřeba z horńıho stupňovitého tvaru udělat diagonálńı.
K tomu slouž́ı tzv. zpětný chod:

Definice 13 (Zpětný chod GEM). Necht’ A ∈ Rn,n je čtvercová reálná matice
ve stupňovitém tvaru a b je jej́ı pravá strana. Zpětný chod Gaussovy eliminace
se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

• Ke všem řádk̊um i ∈ {1, · · · , n − 1}, a to včetně pravých stran, přičtu
(−An,i/An,n) násobek n-tého řádku.

• Postup opakuji na matici bez n-tého řádku a sloupce, přičemž tyto dále
nechávám beze změny.

• Nakonec všechny řádky nyńı již diagonálńı matice s pravou stranou
vyděĺım posledńım zbývaj́ıćım členem na diagonále, Ax,x.

Pseudokódem je tento postup zapsán jako algoritmus 3. Jeho výsledkem
je diagonálńı jednotková matice s pravou stranou, která reprezentuje nale-
zené neznámé. Pokud byla povolena sloupcová pivotace, tyto nebudou obecně
v p̊uvodńım pořad́ı. Proto je potřeba si během sloupcové pivotace pamatovat,
která neznámá je umı́stěna na které pozici ve vektoru neznámých.
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1.2. Gaussova eliminačńı metoda

Algoritmus 1 GEM bez pivotace
Procedura GEM(A, b):
for x ∈ {1, · · · , n− 1} do

for y ∈ {x+ 1, · · · , n− 1} do
Quot← −Ay,x/Ax,x
for j ∈ {x, · · · , n} do
Aj,y ← Aj,y +Quot× Aj,x

end for
by ← by +Quot× bx

end for
end for

Algoritmus 2 GEM s řádkovou pivotaćı
Procedura GEM-RowPivot(A, b):
for x ∈ {1, · · · , n− 1} do

for y ∈ {x+ 1, · · · , n− 1} do
MaxX ← index(maxi∈{x,··· ,n}(abs(Ai,y)))
for k ∈ {1, · · · , n} do
Swap(AMaxX,k,Ax,k)

end for
Swap(bMaxX , bx)
Quot← −Ay,x/Ax,x
for k ∈ {x, · · · , n} do
Ak,y ← Ak,y +Quot× Ak,x

end for
by ← by +Quot× bx

end for
end for

Algoritmus 3 Zpětný chod Gaussovy eliminace
Procedura ReverseGEM(A, b):
for x ∈ {n, n− 1, · · · , 2} do

for y ∈ {x− 1, x− 2, · · · , 1} do
Quot← −Ay,x/Ax,x
Ax,y ← Ax,y +Quot× Ax,x
by ← by +Quot× bx

end for
end for
for x ∈ {1, · · · , n} do
bx ← bx/Ax,x
Ax,x ← 1

end for
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Kapitola 2
Intervalová aritmetika

V intervalové aritmetice poč́ıtáme s intervaly, které jsou určeny svými mezemi.
Pohybujeme se zde na reálné ose a tedy mezemi interval̊u jsou dvojice reálných
č́ısel. To, že neznámou reprezentuji intervalem, znamená, že jej́ı skutečná hod-
nota je někde v tomto intervalu, ale nemám žádnou informaci, kde přesně.

Intervalová aritmetika je dobře prozkoumaný zp̊usob výpočt̊u, které zo-
hledňuj́ı možné nepřesnosti. V této práci slouž́ı jako kontrolńı vzorek, se kterým
jsou všechny ostatńı výsledky porovnávány, nikoliv jako hlavńı předmět zkou-
máńı.

2.1 Teoretická část

Definice 14 (Interval). Uzavřeným intervalem I s dolńı meźı a ∈ R a horńı
meźı b ∈ R rozumı́me množinu reálných č́ısel definovanou vztahem:

I = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}

Dále definuji š́ı̌rku intervalu jako wid(I) = b− a.

Definice 15 (Operace v intervalové aritmetice). Binárńı operace v intervalové
aritmetice je definována následovně. Necht’ I1, I2 jsou intervaly a ◦ je binárńı
operátor. Potom

I1 ◦ I2 = {x1 ◦ x2 | x1 ∈ I1, x2 ∈ I2}

Je dobré si povšimnout, že výsledek nemuśı být interval. Ovšem tato vlast-
nost je zaručena pro základńı operátory +,−, ., / (s výjimkou děleńı nulou)
a jiné operace v této práci použ́ıvat nebudu. Pro tyto konkrétńı operátory je
možné použ́ıt i jednodušeji poč́ıtatelné vyjádřeńı:

[a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d]

[a, b]− [c, d] = [a− d, b− c]
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2. Intervalová aritmetika

[a, b].[c, d] = [min(ac, ad, bc, bd),max(ac, ad, bc, bd)]

0 /∈ [c, d]→ [a, b]
[c, d] = [min(a

c
,
a

d
,
b

c
,
b

d
),max(a

c
,
a

d
,
b

c
,
b

d
)]

Je potřeba poznamenat, že děleńı intervalem, který obsahuje nulu, z̊ustává
nedefinováno. Existuj́ı rozš́ı̌reńı intervalové aritmetiky, které tento nedostatek
odstraňuj́ı, stejně tak rozš́ı̌reńı na komplexńı č́ısla. Jejich př́ıklady lze nalézt
např́ıklad v [6] a [7]. V této práci ovšem budu intervaly dělit pouze nenulovou
konstantou (tj. uzavřeným intervalem [a, a]; a 6= 0) a složitěǰśı konstrukty
potřeba nebudou.

Pozorováńı 1. Operace s intervaly výsledné intervaly rozšǐruj́ı. Pokud bych
měl dvě nepřesně neznámé reprezentované intervaly I1, I2, pro které plat́ı
wid(I1) 6= 0, wid(I2) 6= 0, a pokoušel se vyhodnotit výraz (I1+I2)−I2 př́ıpadně
(I1 · I2)/I2, zjist́ım, že š́ı̌rka výsledného intervalu bude větš́ı než š́ı̌rka I1.

Je potřeba tedy pokud možno omezit počet operaćı s pravou stranou, abych
neztratil veškerou informaci v intervalu obsaženou. Š́ı̌rka výsledného intervalu
je d̊uležitý ukazatel jeho použitelnosti. Interval (−∞,∞) je sice naprosto ko-
rektńı, ale z praktického hlediska nenese naprosto žádnou informaci. K tomuto
intervalu se nav́ıc mohu velice snadno přibĺıžit, pokud bych během výpočtu
např́ıklad dělil č́ıslem bĺızkým nule.
Tento problém by mohla zmı́rnit pivotace a/nebo použit́ı náhodných veličin
mı́sto interval̊u, jak předvedu v následuj́ıćıch kapitolách.

2.2 Implementace

Knihoven pro práci s intervaly existuje několik. Z těch, které v práci ne-
využ́ıvám, mohu jmenovat např́ıklad MPFI (Multiple Precision Floating-Point
Interval Library)[11] nebo GAOL (Not Just Another Interval Library)[10].
Všechny uvažované knihovny jsem převzal z [1].

Pro reprezentaci interval̊u jsem využil C++ knihovnu Boost a jej́ı ho-
tovou tř́ıdu numeric::interval lib::interval. Důvodem k tomu byla hlavně po-
hodlnost při programováńı. Alternativně jsem uvažoval o použit́ı knihovny
PROFIL/BIAS, kterou můj předch̊udce v [1] označuje za výkonněǰśı. Boost
lze ovšem mnohem snadněji připojit do projektu ve Visual Studiu pod Win-
dows a, jak uvid́ıme brzo, i bez optimalizaćı bude výpočet pomoćı interval̊u
násobně rychleǰśı.

Při výpočtu jsem nejprve určil postup, kterým zadanou matici převedu na
jednotkovou matici, a až poté výsledný postup aplikoval na pravou stranu.
Hlavńı výhoda tohoto př́ıstupu je v tom, že Gaussovu eliminaci je na matici
na levé straně potřeba provést jen jednou nehledě na pravou stranu a ušetř́ım
si tak později mnoho výpočt̊u.

Kolik výpočt̊u bude potřeba provést? Hledáńı postupu výše je ekvivalentńı
hledáńı inverzńı matice pomoćı GEM. Složitost tohoto algoritmu je známá:
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2.2. Implementace

Pro matici o n řádćıch a sloupćıch je o(n3). Jeho aplikace na pravou stranu
poté má složitost už pouze o(n2). Fakt, že se jedná o intervalovou a nikoliv
č́ıselnou pravou stranu, se zde projev́ı pouze jako, multiplikativńı konstanta

”krát dva“.
Jelikož přesnost jakýchkoliv numerických výpočt̊u danou matićı je výrazně

ovlivněna jej́ı podmı́něnost́ı, viz [8],[9], rozhodl jsem se výpočty provádět na
pěti r̊uzných matićıch s postupně se zhoršuj́ıćı podmı́něnost́ı. Rozměr 4x4 byl
zvolen jako nejvyšš́ı upočitatelný. V následuj́ıćı kapitole, konkrétně v sekci
3.2, bude jasně vidět, proč cokoliv větš́ıho bez výrazné optimalizace nemá
smysl poč́ıtat. Jako krajńı př́ıpady jsem zvolil matice s výraznou diagonálou
jako př́ıklad dobře podmı́něné matice a čtyřrozměrnou Hilbertovu matici, kte-
rou jsem pro snadněǰśı zápis přenásobil 420, jako př́ıklad extrémně špatně
podmı́něné. Matice s č́ısly podmı́něnosti mezi těmito extrémy jsem si nechal
vygenerovat náhodně pomoćı Pythonu. Každá následuj́ıćı má č́ıslo podmı́ně-
nosti přibližně o řád větš́ı. Celá č́ısla jako koeficienty jsem zvolil pouze pro
lepš́ı čitelnost. Jako pětici reprezentačńıch matic mám v pořad́ı od nejlépe
podmı́něné po nejh̊uře podmı́něnou:

A =


5 1 0 0
1 5 1 0
0 1 5 1
0 0 1 5

 ,B =


−56 49 −96 −88
−93 −70 −11 −5
14 6 −19 31
75 72 −52 61

 ,

C =


93 69 −32 −15
54 15 −11 28
62 16 −17 26
97 13 −61 21

 ,D =


31 −52 −11 −95
27 73 −79 −4
−5 −3 8 −6
20 −76 49 36

 ,

E =


420 210 140 105
210 140 105 84
140 105 84 70
105 84 70 60


Jejich č́ısla podmı́něnosti poč́ıtaná L2 normou jsou v tomto pořad́ı:

κ(A) = 1.95, κ(B) = 54.12, κ(C) = 190.6, κ(D) = 3018.02, κ(E) = 15513.73

Ovšem sṕı̌s než přesné hodnoty č́ısel podmı́něnosti je d̊uležitý fakt, že každá
následuj́ıćı matice je pro poč́ıtač horš́ı na zpracováńı. Jakékoliv nepřesnosti,
at’ už v naměřeńı pravé strany nebo zaokrouhlovaćı chyby při výpočtu, maj́ı
u pozděǰśıch matic větš́ı dopady, než u těch dř́ıvěǰśıch.
Pravé strany př́ısluš́ıćı matićım jsem zvolil tak, aby prostředek interval̊u vedl
na snadno kontrolovatelný vektor řešeńı x = (1, 2, 3, 4) a kraje interval̊u jsem
zvolil s podmı́nkou, aby nepřesnosti na pravých stranách byly v řádu jednotek
procent.

11



2. Intervalová aritmetika

Vektory pravých stran (RHS, right hand side) př́ıslušné těmto matićım
jsou:

RHS(A) =


[6.5, 7.5]
[13, 15]
[19, 23]
[21, 25]

 , RHS(B) =


[−628,−568]
[−306,−266]

[88, 98]
[297, 317]

RHS(C) =


[70, 80]

[153, 173]
[137, 157]
[19, 29]

 ,

RHS(D) =


[254, 294]
[−85,−75]
[−13,−19]
[149, 169]

 , RHS(E) =


[1600, 1760]
[1081, 1201]
[832, 932]
[673, 773]


2.3 Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Př́ımo v této práci uvád́ım pouze vybrané výsledky, na kterých ukazuj́ı obecný
trend. Různých kombinaćı rozděleńı, druh̊u pivotace, podmı́něnost́ı matice
a určované neznámé, je na vyplněńı 120 stránek pouze obrázky. Zde pro jed-
noduchost uvád́ım pouze výsledky pro prvńı neznámou x1. Data pro ostatńı
neznámé vypadaj́ı obdobně a všechna je možné naj́ıt v př́ıloze ve formátu
CSV, př́ıpadně XLSX.

Mám zaručeno, že výsledné intervaly muśı pokrývat skutečnou hodnotu
neznámé. Důležitá je tedy š́ı̌re výsledného intervalu a plat́ı, že větš́ı interval
znamená horš́ı výsledek. Jak je vidět z tabulky 2.1, vliv pivotace na účinnost
výpočt̊u v intervalové aritmetice je značný. Jedinou výjimku tvoř́ı Hilbertova
matice, kde se š́ı̌re intervalu se zavedeńım jednoho ze dvou druh̊u pivotace
mı́rně zvětšila. U všech ostatńıch pokus̊u plat́ı:

• Pokud je pivotace zakázána úplně, š́ı̌re interval̊u je maximálńı.

• Povoleńı pouze řádkové či pouze sloupcové pivotace obvykle vede ke
zlepšeńı, ale neńı možné ř́ıci s jistotou, která z nich dá lepš́ı výsledek či
jestli ke zlepšeńı v̊ubec dojde.

• Pokud je povolena jak řádková, tak sloupcová pivotace, š́ı̌re interval̊u je
minimálńı.
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2.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Bez pivotace Řádková piv. Sloupcová piv. Celková piv.
Matice A 0,339381 0,339381 0,339381 0,339381
Matice B 69,5448 11,3333 14,49698 9,52774
Matice C 60,512 22,6192 28,7774 20,59621
Matice D 812,27 725,672 69,5718 35,0184
Matice E 11179,42 11331,8 11320,76 3559,42

Tabulka 2.1: Š́ı̌rka výsledných interval̊u pro x1
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Kapitola 3
Náhodné veličiny

Hlavńı výhoda použit́ı náhodných veličin proti intervalové aritmetice spoč́ıvá
v možnosti nastavit pravděpodobnost výskytu skutečné hodnoty neznámé
v zadaném intervalu. Pokud výzkumńık experimentálně naměř́ı hodnotu na
pravé straně s nějakou přesnost́ı, je rozumný předpoklad, že jeho měřeńı
se bude pohybovat někde pobĺıž skutečné hodnoty s větš́ı pravděpodobnost́ı
než někde dále od ńı. Toto můžeme reprezentovat právě výběrem rozděleńı.
Zároveň použit́ı náhodných veličin nám může dát lepš́ı představu o tom, jak
moc informace ztráćıme při intervalové aritmetice.

3.1 Teoretická část

Definice 16 (Rovnoměrné rozděleńı). Mějme reálný interval [a, b]. O spojité
náhodné veličině X řeknu, že má rovnoměrné rozděleńı, pokud jej́ı hustota
pravděpodobnosti je:

f(x) = 1
b− a

;x ∈ [a, b]

f(x) = 0; jinak.

Definice 17 (Normálńı rozděleńı). O spojité náhodné veličině X řeknu, že má
náhodné rozděleńı se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, pokud jej́ı hustota
pravděpodobnosti je:

f(x) = 1
σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2 ;x ∈ R

Definice 18 (Nosič rozděleńı). Necht’ X je diskrétńı náhodná veličina. Potom
o množině N řeknu, že je nosičem rozděleńı X právě tehdy, když P (X ∈ N) = 1
a pro libovolnou neprázdnou množinu A ⊂ N plat́ı P (X ∈ A) > 0.

Necht’ X je spojitá náhodná veličina. Potom o intervalu N řeknu, že je
nosičem rozděleńı X právě tehdy, když P (X ∈ N) = 1 a pro libovolný interval
I takový, že wid(I) > 0, I ⊂ N plat́ı P (X ∈ I) > 0.
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3. Náhodné veličiny

V obou př́ıpadech tak jde v určitém ohledu o nejmenš́ı množinu, na které
náhodná veličina nabývá svých hodnot. Nosič jde samozřejmě zavést i obecně,
ale zde si vystač́ım s takto omezenou definićı.

Definice 19 (Trojúhelńıkové rozděleńı). Mějme reálný interval [a, b]. O spo-
jité náhodné veličině X řeknu, že má trojúhelńıkové rozděleńı, pokud jej́ı hus-
tota pravděpodobnosti je:

f(x) = 4x− 4a
(b− a)2 ;x ∈ [a, b+ a

2 ]

f(x) = 4b− 4x
(b− a)2 ;x ∈ [b+ a

2 , b]

f(x) = 0; jinak.

Zde se jedná o speciálńı př́ıpad. Obecně je trojúhelńıkové rozděleńı možné
definovat i nesymetricky. Zde předpokládám, že chyby nepřesnosti oběma
směry jsou stejně pravděpodobné.

Tvrzeńı 1 (Výpočty s náhodnými veličinami). Mějme dvě náhodné veličiny
X,Y se známými rozděleńımi a funkci dvou neznámých f definovanou alespoň
na kartézském součinu obor̊u hodnot X a Y . Potom Z = f(X,Y ) je náhodná
veličina a pro jej́ı distribučńı funkci plat́ı

FZ(x) = P (Z < x) = P (f(X,Y ) < x)

Pro d̊ukaz a obecněǰśı tvrzeńı, jehož je tvrzeńı výše triviálńım d̊usledkem viz
[4] kapitola 3.2

3.2 Implementace

V programu samotném aproximuji spojité náhodné veličiny v tvrzeńı 1 pomoćı
podobně rozdělených diskrétńıch. V jejich př́ıpadě plat́ı i verze s rovnost́ı. Tj:
P (Z = x) = P (f(X,Y ) = x) a to mi dává možnost velice přesně poč́ıtat
rozděleńı výsledku integraćı přes celý pravděpodobnostńı prostor.

Numerické integraci pravých stran se věnuje asi největš́ı část přiloženého
programu. Předpokládejme, že pro každou náhodnou veličinu Xi na pravé
straně existuje interval Ii = [Ai, bi] takový, že P (Xi ∈ Ii) = 1. Potom si
tento interval můžu rozsekat na menš́ı intervaly a diskrétńı hodnoty v něm
použ́ıvat jako reprezentanty. mı́sto P (Xi ∈ [xj , xj+1]) pak pro malé kroky
mezi xj a xj+1 mohu použ́ıt P (Xi = xj) Pomoćı těchto diskrétńıch veličin,
jejich přesnost je volitelná a pro zmenšuj́ıćı se krok děleńı intervalu konverguj́ı
k p̊uvodńım spojitým, mohu generovat r̊uzné pravé strany.

16



3.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Jelikož nemůžeme předpokládat žádné nezávislosti mezi neznámými, je
potřeba všechny možné tvary pravé strany řešit nezávisle na sobě. Předpoklá-
dejme, že náhodnou veličinu kubu reprezentovat pomoćı k malých interval̊u.
Vznikne tak kn r̊uzných pravých stran. Dále jednu takovou pravou stranu
budu nazývat instanćı a dává tedy smysl mluvit o pravděpodobnosti nějaké
konkrétńı instance. Nyńı je potřeba určit, jak přesné děleńı si můžu dovolit
upoč́ıtat a tady naráž́ım na velký problém s výkonem.

Složitost tohoto př́ıstupu nespoč́ıvá v samotné GEM. Stále zde plat́ı, že
nalezeńı postupu, jak určit z pravé strany neznámé, má složitost O(n3) a apli-
kace tohoto postupu O(n2). Problém je v tom, že tuto aplikaci je potřeba
provádět opakovaně pro každou instanci zvlášt’ a instanćı je obecně mnoho.
Pokud uvažuji, stejně jako výše, děleńı na k interval̊u, potom aplikaćı po-
stupu na pravou stranu muśım provést kn a celková složistost algoritmu je
O(kn · n2). Toto je také hlavńı d̊uvod předpokladu v úvodu, že na levé straně
jsou č́ısla přesná. Na jakkoliv větš́ı úlohu je tento př́ıstup nepoužitelný, pokud
se výsledku chci dož́ıt.

Dále budu použ́ıvat poměrně konzervativńı děleńı na 50 malých interval̊u
pro jednu náhodnou veličinu. V tomto př́ıpadě mám pro matici 4x4 celkem
504=6,25 milionu instanćı. Tuto kombinaci konstant jsem zvolil, protože dává
stále ještě výsledky, ze kterých se dá něco vyč́ıst, a celý výpočet pro v́ıcero
matic a pivotaćı doběhne na osobńım poč́ıtači v řádu hodin.

Jak tvorba instanćı, tak jejich zpracováńı na vektory výsledných neznámých
se dá masivně paralelizovat. Původńı idea byla, že pokud bych měl dosta-
tek výpočetńıho výkonu, mohl bych d́ıky pravděpodobnostem jednotlivých in-
stanćı źıskat přesněǰśı výsledky, než při použit́ı intervalové aritmetiky. Bohužel
se ukazuje, že toho výpočetńıho výkonu a paměti je potřeba neúměrně mnoho
nanepř́ılǐs výrazné zpřesněńı.

3.3 Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Necht’ I je interval pro libovolnou neznámou pravé strany libovolné matice uve-
dený v předchoźı kapitole. Nahrazuji jej postupně třemi r̊uznými náhodným
veličinami:

• rovnoměrné rozděleńı na I

• normálńı rozděleńı takové, že I = [EX − σ(X), EX + σ(X)]

• trojúhelńıkové rozděleńı na I

A sleduji, jak se změńı rozděleńı výsledných neznámých s závislosti na tom,
zdali povoĺım pivotaci řádk̊u a/nebo sloupc̊u, a na rozděleńı pravých stran.
Zaj́ımavé je, jak můžeme vidět na grafech 3.1, 3.2 a 3.3, že tvar výsledného
rozděleńı na rozděleńı pravých stran až tak nezáviśı a vždy připomı́ná Gaus-
sovu křivku. Pokud bychom nepoč́ıtali s maticemi 4x4, ale větš́ımi, tento efekt
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3. Náhodné veličiny

by byl ještě markantněǰśı.2 Lǐśı se rozptyl, ale to je pravděpodobně d̊usledkem
toho, že vybraná rozděleńı nebyla vybrána, aby měla stejný rozptyl, ale po-
dobné intervaly spolehlivosti na vysokých hladinách.

Obrázek 3.1: Rozděleńı x1 pro normálńı rozděleńı pravých stran, matice A

Obrázek 3.2: Rozděleńı x1 pro trojúhelńıkové rozděleńı pravých stran, matice
A

2Jelikož výsledná náhodná veličina je stále lineárńı kombinaćı čtyř vstupńıch náhodných
veličin, je možno tento toto pozorováńı podložit CLV, konkrétně Ljapunovovou variantou.[5]
To je ovšem nad rámec této práce.
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3.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Obrázek 3.3: Rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých stran, matice A

3.3.1 Časová náročnost

Výpočty v intervalové aritmetice se sestávaj́ı z vyřešeńı levé strany a apli-
kováńı té samé transformace na pravou stranu tvořenou intervaly. Výpočty
zahrnuj́ıćı náhodné veličiny s rozumnou přesnost́ı se sestávaj́ı z vyřešeńı levé
strany a aplikace tohoto postupu na mnoho milion̊u pravých stran. To má za
následek fakt, že pokud nemáme poč́ıtač s mnoha miliony procesorových jader,
což by také s sebou neslo mnoho problémů při implementaci, mı́sto čekáńı na
výsledek řádově milisekundy čekáme na řešeńı jedné soustavy rovnic jednotky
až deśıtky minut. Takové zvýšeńı výpočetńı složitosti bohužel tento postup na
dobro vyřazuje z jakéhokoliv praktického použit́ı.

3.3.2 Pivotace

Překvapivým výsledkem pro mě byl fakt, že na výsledné rozděleńı nemá pi-
votace téměř žádný vliv. Nehledě na to, zdali byla zapnuta pouze řádková,
pouze sloupcová, celková či žádná pivotace, výsledné rozděleńı bylo na prvńı
pohled vždy stejné. Tento zvláštńı výsledek se dá ovšem od̊uvodnit poměrně
snadno: V každé instanci řeš́ım soustavu rovnic s pevně danou reálnou pravou
stranou. Chyby ve zpracováńı interval̊u se zde neprojev́ı a chyby na úrovni
strojové přesnosti se při zhruba 20 operaćıch budou pohybovat na hranici
měřitelnosti. Skutečně, při pohledu do zdrojových dat na výsledky u velice
špatně podmı́něné matice E vid́ım mezi pivotacemi odchylky v řádu deseti-
tiśıcin procent.
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3. Náhodné veličiny

3.3.3 Srovnáńı s intervalovou aritmetikou

Pokud porovnám výsledná rozděleńı náhodných veličin pro rovnoměrné roz-
děleńı pravých stran s t́ım, co mi dala intervalová aritmetika v tabulce 2.1, je
vidět zlepšeńı. Bohužel pokud pominu extrémně špatně podmı́něnou Hilber-
tovu matici, zlepšeńı je minimálńı a je otázka, zdali stoj́ı za mnohonásobně
horš́ı výpočetńı náročnost. V tabulce 3.1 je srovnáńı š́ı̌rky nosiče rozděleńı (tj.
takové množiny M, že P (x ∈ M) = 1) s výsledky intervalové aritmetiky se
zapnutou pivotaćı a na grafech 3.3,3.4 a 3.5 jsou vidět př́ımo rozděleńı pro
matice A,C, a E

Nosič rozděleńı Intervalová Aritmetika
Matice A 0,332594 0,339381
Matice B 5,43597 9,52774
Matice C 14,47929 20,59621
Matice D 31,2881 35,0184
Matice E 141,064 3559,42

Tabulka 3.1: Srovnáńı š́ı̌rek nosiče rozděleńı x1 s výsledky intervalové aritme-
tiky

Obrázek 3.4: Rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých stran, matice C
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3.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Obrázek 3.5: Rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých stran, matice E
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Kapitola 4
Zmenšeńı výpočetńı náročnosti

Jelikož přesné výpočty v předchoźı kapitole trvaj́ı nepřijatelně dlouho, daľśı
úvahy směřuj́ı ke zmı́rněńı výpočetńı náročnosti. Vyzkoušel jsem postupně
dva zp̊usoby, jakými by mohlo doj́ıt ke znatelnému zrychleńı. Prvńı z nich je
založen vlastnostech součtu normálně rozdělených veličin. Bohužel tato vlast-
nost funguje pouze pro nezávislé náhodné veličiny a rozhodně neńı zaručena
v př́ıpadě, že výsledky dále zpracovávám a kombinuji mezi sebou. V této ka-
pitole zjǐst’uji, jak velkých chyb se v př́ıpadě, že tento fakt opominu, mohu
dopustit.

4.1 Teoretická část

Vycháźım z následuj́ıćı vlastnosti, kterou je možno naj́ıt i s d̊ukazem v [4]
Základech matematické statistiky:

Tvrzeńı 2. Necht’ X1, X2 jsou nezávislé normálně rozdělené náhodné veličiny
se středńımi hodnotami µ1, µ2 a rozptyly σ2

1, σ
2
2 a a, b ∈ R jsou reálná čásla.

Potom aX1 +bX2 je normálně rozdělená náhodná veličina se středńı hodnotou
aµ1 + bµ2 a rozptylem a2σ2

1 + b2σ2
2.

Vypadá to tedy, že pokud budeme sč́ıtat normálně rozdělené náhodné
veličiny, vyjdou nám opět normálně rozdělené náhodné veličiny. A d́ıky cent-
rálńı limitńı větě se s dostatkem operaćı bude výsledek stále v́ıce a v́ıce po-
dobat normálńımu rozděleńı nehledě na to, jak vypadaj́ı rozděleńı vstupńıch
veličin. V tomto postupu je ale zásadńı chyba: Jak věta výše, tak CLV stoj́ı
na předpokladu nezávislosti vstupńıch náhodných veličin a během vykonáváńı
GEM se mezi sebou náhodné veličiny na pravé straně kombinuj́ı a mı́chaj́ı tak,
že už po prvńı iteraci je předpoklad nezávislosti naprosto nemyslitelný. Otázka
je, jak moc to znehodnot́ı výsledky.
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4. Zmenšeńı výpočetńı náročnosti

4.2 Implementace

Dı́ky předchoźı kapitole máme zaručeně správné a velice přesné výsledky. Nyńı
rozděleńı na pravých stranách nebudu sč́ıtat pomoćı numerické integrace, ale
pouze aritmetikou se středńımi hodnotami a rozptyly podle tvrzeńı výše. Za-
nedbám při tom požadavky na nezávislost a na konci porovnám výsledky
tohoto nekorektńıho postupu s výsledky v předchoźı kapitole.

Normálńı rozděleńı je plně určeno dvěma parametry: Středńı hodnotou
a rozptylem. Stačilo si tedy pamatovat dvě č́ısla v plovoućı desetinné čárce
a implementovat metody na sč́ıtáńı a násobeńı normálńıch rozděleńı podle
věty výše.

Složitost́ı se tam dostávám opět na úroveň toho, co potřebuje intervalová
aritmetika. Nejprve o(n3) na nalezeńı postupu a následně o(n2) při aplokaci
na pravou stranu. Oproti č́ıselné pravé straně je zde sč́ıtáńı/násobeńı para-
metr̊u normálńıho rozděleńı složitěǰśı. Každá operace zahrnuje jedno sč́ıtáńı
a jedno násobeńı jak pro středńı hodnotu, tak pro rozptyl. Rozptyl je potřeba
násobit ještě jednou. Opět se jedná o malou multiplikativńı konstantu, která
je v porovnáńı s obrovskými počty instanćı v jiných postupech naprosto za-
nedbatelná.

4.3 Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Bohužel se ukazuje že tento postup, ač rychlý, je fundamentálně špatně a na-
prosto nepoužitelný, jak poměrně jasně ukazuj́ı grafy 4.1 až 4.5,. Jedná se
o grafy ze sekce 3.3 doplněné o hodnoty naměřené t́ımto postupem. Na gra-
fech je jasně vidět, že použitelnost velice záviśı na podmı́něnosti matice. Po-
kud je matice špatně podmı́něná, dostáváme výsledky rozprostřené po mno-
honásobně větš́ı ploše, než nám dává i jinak velice opatrná intervalová aritme-
tika. V tom př́ıpadě efektivně nev́ım nic. A pokud je matice dobře podmı́něná,
tento postup zase tvrd́ı, že má mnohem přesněǰśı výsledek, než má ve skuteč-
nosti. V tomto př́ıpadě jsem na tom ještě h̊uř. Mysĺım si, jak mám nádherně
přesný výsledek, ale přitom je naprosto špatně. Tudy cesta ke zjednodušeńı
rozhodně nevede a předpoklad nezávislosti je tady naprosto zásadńı.
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4.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Obrázek 4.1: Rozděleńı x1 pro normálńı rozděleńı pravých stran, matice A

Obrázek 4.2: Rozděleńı x1 pro trojúhelńıkové rozděleńı pravých stran, matice
A
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4. Zmenšeńı výpočetńı náročnosti

Obrázek 4.3: Rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých stran, matice A

Obrázek 4.4: Rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých stran, matice C
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4.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Obrázek 4.5: Rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých stran, matice E
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Kapitola 5
Výpočty s náhodným výběrem

Daľśım zp̊usobem, jak si práci usnadnit, může být nějaká aproximace rozděleńı
na pravé straně. Efektivně něco podobného, ač systematicky a ne náhodně,
dělám už v kapitole 3. Možná ovšem nepotřebujeme kombinovat ”každý s kaž-
dým“ a můžeme si práci usnadnit třeba pomoćı řádově menš́ıho náhodného
výběru z mnohorozměrného rozděleńı na pravé straně.

5.1 Teorie

Teorie k této sekci je stejná jako u předchoźı kapitoly a neńı pořeba zavádět
nové pojmy.

5.2 Implementace

Jelikož 6,25 milionu instanćı už je na hraně upočitatelnosti, jak jsem ro-
zeb́ıral dř́ıve, zavrhl jsem náhodný výběr o velikosti řádově milion̊u pozorováńı.
Stejně tak jsem zavrhl řády desetitiśıc̊u či méně. Aproximace čtyřrozměrného
rozděleńı tak malým počtem pozorováńı mi přǐsla už př́ılǐs nepřesná. Zvo-
lil jsem tedy pro své výpočty č́ıslo 105 jako jakýsi kompromis mezi rychlost́ı
a přesnosti.

Prováděńı náhodného výběru jsem implementoval dost př́ımočaře. V kaž-
dém cyklu jsem si bez jakýchkoliv složitost́ı ze všech čtyř rozděleńı vyžádal
jedno pozorováńı a tuto čtveřici zkombinoval do stejné struktury, jako jsem
použ́ıval v kapitole 3. Kv̊uli cca 60x nižš́ımu počtu pozorováńı celý výpočet
trval nikoliv dvě hodiny, ale necelé dvě minuty. Otázka je, o jak velkou přesnost
jsem se t́ımto postupem připravil.

Složitost tohoto postupu je identická jako v předchoźı kapitole. Pouze
máme kontrolu nad množstv́ım instanćı.
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5. Výpočty s náhodným výběrem

5.3 Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Aproximace Nosič rozděleńı Intervalová Aritmetika
Matice A 0,257739 0,332594 0,339381
Matice B 3,505016 5,43597 9,52774
Matice C 12,28321 14,47929 20,59621
Matice D 24,00484 31,2881 35,0184
Matice E 79,0006 141,064 3559,42

Tabulka 5.1: Srovnáńı š́ı̌rek nosiče rozděleńı x1 s jeho aproximaćı a výsledky
intervalové aritmetiky

Obrázek 5.1: Aproximace rozděleńı x1 pro normálńı rozděleńı pravých stran,
matice A

Zde nejsou výsledky až tak pr̊ukazné. U normálně či trojúhelńıkově roz-
dělené pravé strany je vidět,5.1,5.2 přibližně normálńı rozděleńı výsledk̊u ne-
hledě na podmı́něnost matice. Zároveň u rovnoměrně rozdělené pravé strany
se sice výsledky částečně koncentruj́ı u prostředńıch hodnot, viz grafy 5.3
a 5.4. Tato měřeńı jsou naprosto konsistentńı s hypotézou, že dostaneme ob-
dobné, ale méně ”hladké“ výsledky jako u přesných výpočt̊u. Zároveň je nutno
podotknout, že jak grafy, tak výsledky v tabulce 5.1 jsou pouze přibližné
a náhodné. Při jiném spuštěńı programu se mohou výrazně lǐsit oběma směry.
Ovšem nikdy by neměly vyj́ıt větš́ı, než jsou přesné výsledky. Přesné výpočty
jistě pokryj́ı krajńı př́ıpady, zat́ımco náhodný výběr skoro jistě nikoliv. To je
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5.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Obrázek 5.2: Aproximace rozděleńı x1 pro normálńı rozděleńı pravých stran,
matice E

ovšem velice špatná vlastnost. Tento postup také dává výsledky, o kterých
tvrd́ı, že jsou přesněǰśı, ne ve skutečnosti jsou. Tento efekt neńı tak markantńı
jako při předchoźım pokusu, ale stále zvyšuje pravděpodobnost, že udělám
špatný závěr či neplatný interval spolehlivosti. Konkrétńı př́ıklad: Intervaly,
které aproximace označila jako celé nosiče a jejichž š́ı̌rky jsou v tabulce 5.1
v prvńım sloupci, maj́ı ve většině př́ıpad̊u š́ı̌rku mezi 85% a 90% intervalem
spolehlivosti určeným z přesných výpočt̊u.

Efekt pivotace jsem na těchto datech neměřil, neb pro každé řešeńı jsem
v programu generoval jiný náhodný výběr. Pokud mezi zp̊usoby pivotace při
řešeńı existuj́ı rozd́ıly, jsou dost malé na to, aby je překryla náhodnost těchto
výběr̊u. Odhaduji, že efekt pivotace by byl opět nulový či naprosto zanedba-
telný, ale s jistotou to zat́ım tvrdit nemohu.
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5. Výpočty s náhodným výběrem

Obrázek 5.3: Aproximace rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých
stran, matice A

Obrázek 5.4: Aproximace rozděleńı x1 pro rovnoměrné rozděleńı pravých
stran, matice C
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5.3. Interpretace a srovnáńı výsledk̊u

Obrázek 5.5: Aproximace rozděleńı x1 pro trojúhelńıkové rozděleńı pravých
stran, matice A

Obrázek 5.6: Aproximace rozděleńı x1 pro trojúhelńıkové rozděleńı pravých
stran, matice E
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Kapitola 6
Nové hypotézy

Během výpočt̊u se objevily zaj́ımavé vlastnosti některých použitých postup̊u,
o kterých věř́ım, že jsou univerzálńı a dokázatelné. Jedná se však pouze
o domněnky a matematický d̊ukaz pro ani jedno z tvrzeńı se mi naj́ıt ne-
podařilo.

Pozorováńı 2. Pokud hledáme řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s pravou
stranou reprezentovanou náhodnými veličinami pomoćı numerické integrace
na malých matićıch, pivotace při výpočtu výsledky ovlivńı minimálně, pokud
v̊ubec. Změny jsou pozorovatelné pouze u velice špatně podmı́něných matic
levých stran.

Podle mě toto pozorováńı ukazuje, jak moc informace ztráćım při práci
s intervalovou aritmetikou. Mějme nějakou regulárńı matici A. Nosič rozděleńı
pravých stran je n-rozměrný kvádr. Nosič neznámých je potom n-rozměrný
rovnoměžńık složený z vlastńıch vektor̊u inverzńıho zobrazeńı A−1. Při výpoč-
tech efektivně kresĺım śıt’ pokrývaj́ıćı tento rovnoběžńık a hledám jednotlivé
body na něm. Kv̊uli vlastnostem poč́ıtačové aritmetiky se nějaké nepřesnosti
objev́ı, ale operaćı s pravou stranou dělám poměrně málo, zhruba n2. V
č́ısle s plovoućı desetinnou čárkou s dvojitou přesnost́ı podle IEEE 754 mám
uloženou přesnost na 53 binárńıch mı́st. Při sč́ıtáńı přijdu maximálně o jedno,
při násobeńı o dvojkový logaritmus činitele. Pokud tedy nejsem nucen opa-
kovaně násobit velkými č́ısly, což mě právě při výpočtu nut́ı dělat špatně
podmı́něná matice, strojová přesnost se u takto malých matic sotva projev́ı.
Tedy výsledky budou podobné nezávisle na pivotaci.

Pozorováńı 3. Pokud spojitou náhodnou veličinu na pravé straně rovnice
při výpočtu nahrad́ıme náhodným výběrem, intervaly spolehlivosti a nosič
náhodné veličiny reprezentuj́ıćı hledané neznámé se s velkou pravděpodobnost́ı
hranič́ıćı s jistotou zmenš́ı.

Při numerické integraci provád́ım úplně stejné výpočty jako při náhodném
výběru. Jde tedy o pravděpodobnost, že najdu takovou kombinaci pravých
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6. Nové hypotézy

stran, že pro sledovanou proměnnou dostanu extrémńı výsledky. Protože zob-
razeńı mezi pravou stranou a vektorem neznámých je lineárńı, tak tyto extrémy
budou na krajńıch bodech interval̊u. Pokud celý pravděpodobnostńı prostor
systematicky procháźım s pevně danou velikost́ı kroku, od těchto extrémů
se nutně vzdáĺım maximálně o velikost kroku. Toto při náhodném výběru
zaručené nemám. Abych dosáhl stejně širokého nosiče, musel bych se při
náhodném výběru trefit zároveň do obou extrémů lépe než při systematickém
procházeńı. A mám na to při náhodném výběru řádově méně pokus̊u, než při
procházeńı. Tedy pravděpodobnost, že se takto dobře tref́ım, bude malá.
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Závěr

Prozkoumal jsem čtyři r̊uzné př́ıstupy ke zpracováńı nepřesnosti ve výpočtech.
Intervalovou aritmetiku, numerickou integraci náhodných veličin, použit́ı CLV
ke zjednodušeńı výpočt̊u a náhodný výběr. S výjimkou třet́ıho zmı́něného po-
stupu (CLV bez předpokladu nezávislosti) měl každý své výhody a nevýhody.
Jejich shrnut́ı je následuj́ıćı:

• Intervalová aritmetika je rychlá a spolehlivá, avšak výsledné intervaly
jsou př́ılǐs široké a tedy s malou výpovědńı hodnotou. Tento problém je
možné univerzálně potlačit pomoćı pivotace řádk̊u a sloupc̊u.

• Numerická integrace náhodných veličin dává libovolně přesné a korektńı
výsledky. Jej́ı nevýhodou je skutečně obrovská výpočetńı a pamět’ová
náročnost. Pivotace má ve většině př́ıpad̊u naprosto zanedbatelný efekt.

• Předpokládat nezávislost náhodných veličin při GEM je extrémně špatný
a nespolehlivý postup, který neńı možné doporučit v žádném př́ıpadě
a využit́ı. V závislosti na vstupńı matici může vrátit naprosto špatný či
naprosto nicneř́ıkaj́ıćı výsledek.

• Využit́ı náhodného výběru k reprezentaci spojité náhodné veličiny je
možné a dává rozumné výsledky. Je ale nutno vźıt v potaz, že spoleh-
livost jakýchkoliv závěr̊u dělaných z těchto výpočt̊u může být výrazně
nadsazená.
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek

GEM Gaussova eliminačńı metoda (Gauss’ elimination mehod)

RHS Vektor pravých stran rovnic (Right hand side.)

CLV Centrálńı limitńı věta
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Př́ıloha B
Obsah p̌riloženého média
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B. Obsah přiloženého média

Resitel.cpp......................................zdrojový kód řešitele
Resitel.exe...................................spustitelná forma téhož
README.txt ................................... Návod k použ́ıt́ı řešitele
Export

Results X#.csv....................výsledky pro proměnnou č́ıslo #
Results X#.xlsx....totéž, ale upravené do XLSX pro snadněǰśı čteńı

ExportApprox . stejně uspořádané výsledky z výpočt̊u pomoćı náhodných
výběr̊u
Matrix# ....................složka s informacemi o matici č́ıslo # (0-4)

IntRHS.txt..........zápis pravých stran pro intervalovou aritmetiku
Matice.txt...................................zápis samotné matice
NormalRHS.txt......Středńı hodnota a rozptyl normálně rozdělených
pravých stran
RealRHS.txt.....Pouze prostředky intervalu. Pro kontrolu správnosti
výpočt̊u
UniformRHS.txt........Zápis rovnoměrně rozdělených pravých stran
Notes.txt......Poznámky pro jednodušš́ı odlǐseńı jednotlivých matic
RESULTS FF.txt ......... Výsledky vypočtené řešitelem. Bez pivotace
RESULTS FT.txt ... Výsledky vypočtené řešitelem. Sloupcová pivotace
RESULTS TF.txt.....Výsledky vypočtené řešitelem. Řádková pivotace
RESULTS TT.txt ..... Výsledky vypočtené řešitelem. Celková pivotace

thesis.pdf................................ text práce ve formátu PDF
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