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Abstrakt

Tato prace ma za prozkoumat vlastnosti feseni soustav linedrnich rovnic s ne-
presnou pravou stranou reprezentovanou pomoci ndhodnych veli¢in. Nasledné
je porovnava s vysledky, které dava intervalova aritmetika. Vypocet je provadén
pomoci Gaussovy eliminacni metody. Cilem prace je zjistit, zdali je mozno
za urcitych predpokladt zptesnit vysledky intervalové aritmetiky. Ukazuje se
v8ak, ze a¢ v téchto netradi¢nich pristupech dochézi ke zlepSeni presnosti, toto
je vykoupeno v praxi naprosto znic¢ujicim narastem vypocetni slozitosti.

Klicova slova intervalova aritmetika, ndhodné veli¢iny, numerickd inte-
grace, soustavy linedrnich rovnic, pivotace

Abstract

This thesis aims to explore solving systems of linear equations with imprecise
right hand sides. Those imprecisions are represented by random variables and
the results are compared with the results obtained by using interval arithmetic.
The solutions are obtained by using the Gaussian elimination method. The
goal of this thesis is to determine whether the results obtained using interval
arithmetic can be refined. However, while that is true in the end, it transpires
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that any increase in precision leads to a damning increase in computational
complexity.

Keywords interval arthmetic, random variables, numeric integration, linerar
equation systems, pivotation
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Uvod

Regeni soustav linearnich rovnic je uloha, se kterou je mozno se setkat v mnoha
aplikacich. V praxi ovSsem pii méreni neziidka vznikaji chyby a nepresnosti.
Pripadné nepresnost do vypoctu mohou zavést numerické vypocty. Je potieba
tyto nepfesnosti brat v potaz a dojit i pres toto ztizeni ke spravnému vysledku
¢i alespon jeho dobré aproximaci s predem danou pravdépodobnosti omyhﬂ
V této praci pravé strany rovnic a vysledné nezndmé reprezentuji dvéma
ruznymi zpusoby:

e jako interval, v némz se skute¢nd hodnota nachazi
¢ jako ndhodnou veli¢inu s prfedem znamym rozdélenim.

Ukolem této bakalarské prace je porovnat vypocetni vlastnosti téchto dvou
reprezentaci, zdali reprezentace pravé strany jako nahodné veli¢iny nepfinese
zajimavé a potencialné presnéjsi vysledky a jaky efekt na velikost intervala ¢i
rozdéleni mé vliv pivotace sloupct a radka matice. Tato prace se snazi rozsirit
a navazat na prace [1] a [2].

Z duavodu obrovské vypocetni naroc¢nosti zde za nepresnou povazuji pouze
pravou stranu. Koeficienty u neznamych na levych stranach rovnic jsou vzdy
presné dané.

Béhem préce jsem k tomuto porovnani jesté nékolik dalsich. Hlavni mo-
tivaci k hledani jinych postupt byla obrovska narocnost korektnich vypoctu
s nahodnymi veli¢inami. Diky tomu pfibyly dalsi dvé kapitoly. Jedna z nich
ma za cil prozkoumat nutnost predpokladi ve vétach, které mohou vyrazné
zjednodusit praci. Druhd misto presnych reprezentaci nadhodnych veli¢in pou-
ziva aproximaci pomoci ndhodného vybéru.

Prace je tedy rozdélena do Sesti hlavnich kapitol. V prvni zavadim vétsinu
pojmi, se kterymi budu nasledné pracovat a které budou vyuzivany v celém

!Jednd se o tzv hladinu statistického testu. TaktéZ je mozno se potkat s nizvy
pravdépodobnost chyby prvého druhu ¢i P-hodnota. Vice informaci naptiklad v [4]



Uvob

zbytku préace. Nasledujici ¢tyri kapitoly popisuji ¢tyfi rtizné pristupy k reseni
této tlohy a jsou, pokud to u dané kapitoly dava smysl, rozdéleny na nasledujici
sekce:

o Teoreticka ¢ast, ve které zavadim potrebné pojmy a predstavuji myslenky
za tim postupem.

e Implementace, kde popisuji reprezentaci téch myslenek v fesicim pro-
gramu a pro¢ jsem zvolil zrovna takové postupy.

o Interpretace, kde rozebiram vysledky a popisuji, co se z namérenych
dat da a nedad usoudit. Zaroven srovnavam vysledky daného postupu
s vysledky z predeslych kapitol.

V posledni kapitole odiivodnuji, proc¢ se objevily nékteré zajimavé a na prvni
pohled prekvapivé zajimavé vysledky.



KAPITOLA 1

Zaklady linearni algebry

V této kapitole budu zavadét pojmy, které vétSina ¢tenaru pravdépodobné
znéd. Jedna se o matice a operace s nimi. Jelikoz se celd tato prace zabyva
feSenim soustav linearnich rovnic a jejich vlastnostmi, matice jsou nezbytnou
pomickou. Diky korespondenci jedna ku jedné mezi matici a danou soustavou
rovnic je mozné pouzit tento zkraceny zapis a mnoho dalsich zjisténi z oblasti
linedrni algebry. Prikladem budiz Gaussova elimina¢ni metoda (GEM), kterou
pouzivam v celé praci jako zakladni algoritmus reseni soustav.

1.1 Matice a vypocty s nimi

Nésledujici trojice definic je prevzata z [3] a neméla by nikoho prekvapit.
Jedinou zménou je znaceni jednotkové matice Z proti E. Divodem je to, ze
pozdéji budu pouzivat pétici reprezentacnich matic znacenych A az E

Definice 1 (Matice). Necht m,n € N. Uspotradany soubor mn ¢isel zapsany
do tabulky o m Tadcich a n sloupcich nazyvame matice typu m x n. Matice
obvykle znac¢ime takto:

A A - Ay,
Agr A

A=
Aml Am? Amn

Definice 2 (Nésobeni matic). Budte m,n,p € N, A € R™" matice s prvky
A;; a B € R™P matice s prvky b;;. Soucinem matic A a B je matice D € R"™?
s prvky d;; , pro kterou plati

dij = > Airbej,
k=1

Znacime D = AB



1. ZAKLADY LINEARNI ALGEBRY

Definice 3 (Maticovy zapis soustavy linedrnich rovnic). Necht m,n € N,
A e R™™ b e R™. Rovnici

Az =19
nazyvame soustavou m linearnich rovnic pro n nezndmych xq, xs, ..., Tn.
Sloupcovy vektor x = (21,2, ..., z,)T nazyvame vektorem neznamych.
b= (b1, b, ...,b,)T nazyvame vektorem pravych stran.

Definice 4 (Horni stupiiovity tvar). O matici D € R™" fekneme, ze je
v hornim stupnovitém tvaru, jestlize vSechny radky jsou nulové, nebo exis-
tuje k € {1,...,m} tak, ze rddky 1 az k matice D jsou nenulové a rddky k + 1
az m jsou nulové a jestlize plati nsledujici: Ozna¢me pro kazdé i € {1,2...,k}
index nejlevéjsiho nenulového prvku v i-tém radku jako j;, tj.
gi = min{l € {1,...,n}|Dy # 0}.

Potom plati 1 < j1 < j2 < -+ < jg.
Definice 5 (Diagonalni matice). Redlnou diagondlni matici n-tého fadu na-
zveme libovolnou ¢tvercovou matici A € R™" splnujici

) 75 j — Ai’j =0
Definice 6 (Jednotkovéa matice). Ctvercovou matici A € R™" spliujici

7 75 ] — Aﬁj =0

1= _7 — Aﬁj =1
Nazveme jednotkovou matici. Znacime 7.
Definice 7 (Reguldrni matice). Bud A € R™". Existuje-li matice B € R™"
takova, ze

AB=AB =17,
nazveme matici A regularni. V opacném pripadeé ji nazveme singuldrni.

Regularita matice je zde dilezity predpoklad, ktery zarucuje jednoznac¢nost
reseni. VSechny matice, které dale uvazuji, jsou regularni.

Definice 8 (Podminénost matice). Necht A € R™" je regularn{ matice.
Pak ¢&islo x(A) = ||A]|[[AY|, kde |.]] je libovolnd maticovd norma, nazvu
podminénosti (¢islem podminénosti) matice A vzhledem k dané normeé.

Podminénost matice ukazuje, jak moc je dand matice blizko singulérni.
Pro $patné podminénou matici (tj. takovou, kde podminénost je velikd) plati,
ze mald zména v neznamé muze vyvolat témér libovolné velikou zménu pravé
strany.

A nakonec jesté konkrétni normu, kterou pouzivam pro urceni podminénosti
v této praci:

Definice 9 (Eukleidovskd norma). Necht A € R™" je matice. Pak &islo
|A]l2 = \/ Soit1 Xty A7 nazvu eukleidovskou (Lz) normou matice A.

4



1.2. Gaussova elimina¢ni metoda

1.2 Gaussova elimina¢ni metoda

Mym cilem je najit feSeni soustav linedrnich rovnic se specialnimi pravymi
stranami. Ty jsou nejprve reprezentovany pomoci intervali a pozdéji pomoci
ndhodnych veli¢in. K tomu pouzivim Gaussovu eliminacni metodu. Zde je
dobré si uvédomit, Ze béhem operaci GEM se bud ¢leny na pravé strané s¢itaji
mezi sebou nebo néasobi redlnym c¢islem. Tyto operace jsou jak pro intervaly,
tak pro ndhodné veli¢iny dobre definované a problémy pfi vypoc¢tech nam
to nezpusobi. Tyto zvlastni struktury nikdy neovlivni levou stranu. A nyni
k zavedeni samotné Gaussovy elimina¢ni metody:

Definice 10 (Gaussova elimina¢ni metoda bez pivotace). Mé&me regularni
matici A € R™" a vektor pravych stran b. Algoritmus Gaussovy eliminac¢ni
metody (GEM) bez pivotace se skladd z nasledujicich kroku:

o Ke vSem faddktum v poradi ¢ € {2,...,n}, a to vCetné pravych stran,
pfictu prvni fddek vynasobeny ¢islem (—A;1/Aq1) a vytvorim tak na
pozici A; 1 nulu.

e Postup opakuji na matici bez prvniho fadku a prvniho sloupce, pricemz
tyto ddle nechdm beze zmény.

Algoritmus skoné¢im ve chvili, kdy mi zbude k vypoc¢tu matice o jednom radku
a dvou sloupcich, z ¢ehoz jeden sloupec je posledni prava strana.

Ekvivalentni postup zapsany pseudokédem je uveden jako algoritmus

Jelikoz v z-tém opakovani vzniknou na vSech pozicich Ay 1, --- A, ; nuly,
vysledna matice bude, pominu-li vektor pravych stran, v hornim trojihel-
nikovém tvaru. Tento postup ovSem zavisi na tom, ze na diagondale nikde
béhem vypoctu nevznikne nula. V opa¢ném pripadé by koeficient (—A; 1 /A1 1)
nebyl definovany. Tento problém a nékteré dalsi, jak pozdéji ukaze napriklad
tabulka 2.1} odstrariuje pivotace. Alespon v piipadé reguldrnich matic. OvSem
pokud fesim soustavu rovnic se singularni matici, vznikaji iplné jiné problémy.
Singularni matice zde neuvazuji.

Definice 11 (Sloupcové a fadkova pivotace). NechtA € R™" je redlnd ¢tver-
cova matice. Necht p je index prvku takového, Ze plati:

A = max |Ay;
gl = _max [y

) )

Tento prvek nazveme (sloupcovym) pivotem. O matici B feknu, ze vznikla
sloupcovou pivotaci z matice A, pokud vznikne prohozenim prvniho sloupce
a sloupce s pivotem.

Obdobné definuji rfadkovou pivotaci.
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Definice 12 (Celkovd pivotace). NechtA € R™" je realnd ¢tvercovd matice.
Necht p, g jsou indexy prvku takového, Ze plati:

Aol = max |A;
gl = x|
Tento prvek A, , nazveme (celkovym) pivotem. O matici B feknu, ze vznikla
(celkovou) pivotaci z matice A, pokud vznikne pomoci nésledujicich dvou ope-
raci v libovolném poradi:

e prohozenim prvniho sloupce a sloupce s pivotem
e prohozenim prvniho radku a radku s pivotem

Dulezitym faktem je, ze pri sloupcové pivotaci prohazujeme sloupce od-
povidajici jednotlivym neznamym. Pokud béhem vypocétu prohodime i-ty a j-
ty sloupec, kde ¢ < j, a nasledné soustavu vyTesime, nedostaneme feseni ve
tvaru (z1,- -+ ,xp),ale (1, , Ti—1, Tj, Tig1, -+, Tj—1, T, Lj41,° - ,Tp). Nyni
jiz mohu GEM rozsirit o pivotaci. Pseudokéd pro GEM s fadkovou pivotaci je
uveden jako algoritmus[2l Varianty pro sloupcovou a celkovou pivotaci jsou ob-
dobné. Pomoci pivotace dostanu do levé horni pozice v GEM prvek s nejvétsi
absolutni hodnotou a zaruc¢im tak, ze podil pro nasledné vypocty bude dobie
definovany. Zaroven, jak ukazu v néasledujici kapitole, ma pivotace priznivy
efekt na kvalitu vypocti v intervalové aritmetice.

Nyni mam algoritmy pro prevedeni libovolné regularni matice do horniho
stupnovitého tvaru. To je ovSsem pouze polovina feseni. Aby byly jednoznacéné
vidét vysledky, je potfeba z horniho stupnovitého tvaru udélat diagonalni.
K tomu slouzi tzv. zpétny chod:

Definice 13 (Zpétny chod GEM). Necht A € R™" je &tvercovd realna matice
ve stupnovitém tvaru a b je jeji prava strana. Zpétny chod Gaussovy eliminace
se skladé z nasledujicich krokt:

o Ke vsem radkiam i € {1,--- ,n — 1}, a to véetné pravych stran, prictu
(—Ayi /Ay ) nasobek n-tého radku.

o Postup opakuji na matici bez n-tého radku a sloupce, pricemz tyto déle
nechdvam beze zmény.

e Nakonec vsechny radky nyni jiz diagonalni matice s pravou stranou
vydélim poslednim zbyvajicim clenem na diagonale, A, ;.

Pseudokdédem je tento postup zapsan jako algoritmus |3 Jeho vysledkem
je diagonalni jednotkova matice s pravou stranou, kterd reprezentuje nale-
zené neznamé. Pokud byla povolena sloupcova pivotace, tyto nebudou obecné
v puvodnim poradi. Proto je potfeba si béhem sloupcové pivotace pamatovat,
ktera neznamad je umisténa na které pozici ve vektoru neznamych.



1.2. Gaussova elimina¢ni metoda

Algoritmus 1 GEM bez pivotace

Procedura GEM(A, b):
forx € {1,---,n—1} do
forye{z+1,---,n—1} do
Quot < —Ay /Ay,
for j e {z,--- ,n} do
Aj@ — Aj,y + Quot X Aj,m
end for
by < by + Quot x b,
end for
end for

Algoritmus 2 GEM s fadkovou pivotaci

Procedura GEM-RowPivot(A, b):
forx € {1,---,n—1} do
forye{z+1,---,n—1} do

MaxrX « index(max;c(,. ... n(abs(Aiy)))

for k€ {1,--- ,n} do
Swap(AMaa:X,ka Az,k)

end for

Swap(b]wasz bx)

Quot «— —Ay /Ay,

for k € {z,--- ,n} do
Ak,y — Ak:,y + Quot X Ak@

end for

by < by + Quot x b,

end for
end for

Algoritmus 3 Zpétny chod Gaussovy eliminace

Procedura ReverseGEM(A, b):
forx € {n,n—1,---,2} do
forye{z—1,z—2,---,1} do
Quot < —Ay /Ay,
Apy < Ay y + Quot X Ay,
by < by + Quot x b,
end for
end for
for x € {1,--- ,n} do
by < by /Ay
Ay, 1
end for







KAPITOLA 2

Intervalova aritmetika

V intervalové aritmetice pocitame s intervaly, které jsou urceny svymi mezemi.
Pohybujeme se zde na realné ose a tedy mezemi intervali jsou dvojice redlnych
¢isel. To, ze neznamou reprezentuji intervalem, znamena, ze jeji skutecna hod-
nota je nékde v tomto intervalu, ale nemam zadnou informaci, kde presné.

Intervalova aritmetika je dobfe prozkoumany zpusob vypoctu, které zo-
hlediiuji mozné nepfesnosti. V této praci slouzi jako kontrolni vzorek, se kterym
jsou vsechny ostatni vysledky porovnavany, nikoliv jako hlavni predmeét zkou-
mani.

2.1 Teoreticka cast

Definice 14 (Interval). Uzavienym intervalem I s dolni mezi a € R a horni
mezi b € R rozumime mnozinu redlnych ¢isel definovanou vztahem:

I={zeRja<z<b}
Daéle definuji $itku intervalu jako wid(I) = b — a.

Definice 15 (Operace v intervalové aritmetice). Bindrni operace v intervalové
aritmetice je definovdna nasledovné. Necht I, I jsou intervaly a o je bindrni
operator. Potom

110]2:{.%101'2’1'1 61171'2612}

Je dobré si povsimnout, ze vysledek nemusi byt interval. Ovsem tato vlast-
nost je zarucena pro zdkladni operdtory +,—,.,/ (s vyjimkou déleni nulou)
a jiné operace v této praci pouzivat nebudu. Pro tyto konkrétni operatory je
mozné pouzit i jednoduseji pocitatelné vyjadreni:

[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d]
[a,b] — [c,d] = [a—d,b— (]

9



2. INTERVALOVA ARITMETIKA

[a, bl.[c,d] = [min(ac,ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]

9999) (3999)]
cded Mo ed

0¢ [e,d] — Eg — [min(

Je potfeba poznamenat, ze déleni intervalem, ktery obsahuje nulu, zlstava
nedefinovano. Existuji rozsifeni intervalové aritmetiky, které tento nedostatek
odstranuji, stejné tak rozsiteni na komplexni ¢isla. Jejich ptiklady lze nalézt
napiiklad v [6] a [7]. V této préci ovSem budu intervaly délit pouze nenulovou

vvvvv

vvvvv

mél dvé nepresné neznamé reprezentované intervaly I, Io, pro které plati
wid(I1) # 0, wid(I2) # 0, a pokousel se vyhodnotit vyraz (I;+12)—I2 pfipadné
(11 - I) /Iy, zjistim, ze Sitka vysledného intervalu bude vétsi nez sitka I;.

Je potreba tedy pokud mozno omezit pocet operaci s pravou stranou, abych
neztratil vegkerou informaci v intervalu obsaZenou. Sitka vysledného intervalu
je dulezity ukazatel jeho pouzitelnosti. Interval (—oo, 00) je sice naprosto ko-
rektni, ale z praktického hlediska nenese naprosto zadnou informaci. K tomuto
intervalu se navic mohu velice snadno priblizit, pokud bych béhem vypoctu
napriklad délil ¢islem blizkym nule.

Tento problém by mohla zmirnit pivotace a/nebo pouziti ndhodnych veli¢in
misto intervali, jak predvedu v nésledujicich kapitolach.

2.2 Implementace

Knihoven pro praci s intervaly existuje nékolik. Z téch, které v praci ne-
vyuzivdm, mohu jmenovat napiiklad MPFI (Multiple Precision Floating-Point
Interval Library)[I1] nebo GAOL (Not Just Another Interval Library)[10].
Vsechny uvazované knihovny jsem prevzal z [I].

Pro reprezentaci intervali jsem vyuzil C++ knihovnu Boost a jeji ho-
tovou tridu numeric::interval_lib::interval. Divodem k tomu byla hlavné po-
hodlnost pfi programovéani. Alternativné jsem uvazoval o pouziti knihovny
PROFIL/BIAS, kterou miuj predchidce v [I] oznacuje za vykonnéjsi. Boost
lze ovsem mnohem snadnéji pripojit do projektu ve Visual Studiu pod Win-
dows a, jak uvidime brzo, i bez optimalizaci bude vypocet pomoci intervali
nasobné rychlejsi.

P1i vypoctu jsem nejprve urcil postup, kterym zadanou matici prevedu na
jednotkovou matici, a az poté vysledny postup aplikoval na pravou stranu.
Hlavni vyhoda tohoto pristupu je v tom, ze Gaussovu eliminaci je na matici
na levé strané potieba provést jen jednou nehledé na pravou stranu a usetfim
si tak pozdéji mnoho vypoctu.

Kolik vypocta bude potreba provést? Hledani postupu vyse je ekvivalentni
hledani inverzni matice pomoci GEM. Slozitost tohoto algoritmu je znama:

10



2.2. Implementace

Pro matici o n fadcich a sloupcich je o(n?). Jeho aplikace na pravou stranu
poté mé slozitost uz pouze o(n?). Fakt, ze se jedna o intervalovou a nikoliv
¢iselnou pravou stranu, se zde projevi pouze jako, multiplikativni konstanta
,krat dva“.

Jelikoz presnost jakychkoliv numerickych vypoc¢ti danou matici je vyrazné
ovlivnéna jeji podminénosti, viz [8],[9], rozhodl jsem se vypocty provadét na
péti riznych maticich s postupné se zhorsujici podminénosti. Rozmér 4x4 byl
zvolen jako nejvyssi upocitatelny. V néasledujici kapitole, konkrétné v sekci
bude jasné vidét, pro¢ cokoliv vétstho bez vyrazné optimalizace nema
smysl pocitat. Jako krajni pripady jsem zvolil matice s vyraznou diagonalou
jako priklad dobfe podminéné matice a Ctyirozmérnou Hilbertovu matici, kte-
rou jsem pro snadnéjsi zapis prenasobil 420, jako priklad extrémné Spatné
podminéné. Matice s ¢isly podminénosti mezi témito extrémy jsem si nechal
vygenerovat ndhodné pomoci Pythonu. Kazda nasledujici méa ¢islo podminé-
nosti priblizné o rad vétsi. Cela cisla jako koeficienty jsem zvolil pouze pro
lepsi citelnost. Jako pétici reprezentacnich matic mam v poradi od nejlépe
podminéné po nejhtre podminénou:

5 1 00 —56 49 —-96 -—88
1 510 -93 -70 -11 -5
A= 015 1 B = 14 6 —-19 31 |’
0 015 o 72 =52 61
93 69 —-32 -15 31 =52 —-11 —-95
C— 54 15 —-11 28 D= 2t 13 =19 —4 ’

62 16 —17 26 -5 -3 8 —6
97 13 —-61 21 20 -6 49 36

420 210 140 105
210 140 105 &4
140 105 84 70
105 84 70 60

Jejich ¢isla podminénosti pocitand Ly normou jsou v tomto poradi:
k(A) = 1.95 k(B) = 54.12, k(C) = 190.6, k(D) = 3018.02, k(E) = 15513.73

Ovsem spiS nez presné hodnoty ¢isel podminénosti je dulezity fakt, ze kazda
nésledujici matice je pro pocita¢ horsi na zpracovani. Jakékoliv nepresnosti,
at uz v naméfeni pravé strany nebo zaokrouhlovaci chyby pii vypoctu, maji
u pozdéjsich matic vétsi dopady, nez u téch diivejsich.

Pravé strany prislusici maticim jsem zvolil tak, aby prostfedek intervalt vedl
na snadno kontrolovatelny vektor feSeni = = (1,2, 3,4) a kraje intervala jsem
zvolil s podminkou, aby nepfesnosti na pravych stranich byly v radu jednotek
procent.

11



2. INTERVALOVA ARITMETIKA

Vektory pravych stran (RHS, right hand side) prislusné témto maticim
jsou:

6.5,7.5] [—628, —568] 170, 80]
| 13,15] | 1306, —266] | 153, 173)
RHS(A) = | 119 o3 | BHSEB) = | * rgg'gq | FES(C) = | 137 157]
[21.25] 1207, 317] 119, 29]
254, 294] 1600, 1760]
=85, -75] | 1081, 1201]
RHSMD) = |1 y3"_jq) [ BHSE) = | 1559 59
149, 169) (673, 773]

2.3 Interpretace a srovnani vysledkt

Primo v této praci uvadim pouze vybrané vysledky, na kterych ukazuji obecny
trend. Riznych kombinaci rozdéleni, druht pivotace, podminénosti matice
a urcované neznamé, je na vyplnéni 120 stranek pouze obrazky. Zde pro jed-
noduchost uvadim pouze vysledky pro prvni neznamou x1. Data pro ostatni
neznamé vypadaji obdobné a vSechna je mozné najit v priloze ve forméatu
CSV, pripadné XLSX.

Méam zaruceno, ze vysledné intervaly musi pokryvat skute¢nou hodnotu
neznamé. Dilezitd je tedy sife vysledného intervalu a plati, ze vétsi interval
znamend horsi vysledek. Jak je vidét z tabulky vliv pivotace na ic¢innost
vypoctl v intervalové aritmetice je zna¢ny. Jedinou vyjimku tvoii Hilbertova
matice, kde se Sife intervalu se zavedenim jednoho ze dvou druhu pivotace
mirné zvétsila. U vSech ostatnich pokusu plati:

e Pokud je pivotace zakdzana tplné, site intervali je maximéalni.

e Povoleni pouze radkové ¢i pouze sloupcové pivotace obvykle vede ke
zlepseni, ale neni mozné Tici s jistotou, kterd z nich da lepsi vysledek ¢i
jestli ke zlepseni viibec dojde.

e Pokud je povolena jak radkova, tak sloupcova pivotace, Sife intervali je
minimalni.

12
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2.3. Interpretace a srovnani vysledkt

Bez pivotace

Radkova piv.

Sloupcova piv.

Celkova piv.

Matice A 0,339381 0,339381 0,339381 0,339381
Matice B 69,5448 11,3333 14,49698 9,52774
Matice C 60,512 22,6192 28,7774 20,59621
Matice D 812,27 725,672 69,5718 35,0184
Matice E 11179,42 11331,8 11320,76 3559,42

Tabulka 2.1: Sitka vyslednych intervalt pro z;
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KAPITOLA 3

Nahodné velicCiny

Hlavni vyhoda pouziti ndhodnych veli¢in proti intervalové aritmetice spociva
v moznosti nastavit pravdépodobnost vyskytu skuteéné hodnoty neznamé
v zadaném intervalu. Pokud vyzkumnik experimentalné naméii hodnotu na
pravé strané s néjakou presnosti, je rozumny pfedpoklad, ze jeho méreni
se bude pohybovat nékde pobliz skutecné hodnoty s vétsi pravdépodobnosti
nez nékde dale od ni. Toto miZzeme reprezentovat pravé vybérem rozdéleni.
Zaroven pouziti ndhodnych veli¢in ndm muze dat lepsi predstavu o tom, jak
moc informace ztracime pri intervalové aritmetice.

3.1 Teoreticka c¢ast

Definice 16 (Rovnomérné rozdéleni). Méjme realny interval [a, b]. O spojité
nédhodné veliciné X teknu, ze ma rovnomérné rozdéleni, pokud jeji hustota
pravdépodobnosti je:
1
f(x) = 0; jinak.

Definice 17 (Normélni rozdéleni). O spojité ndhodné veli¢iné X feknu, ze ma
néhodné rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o2, pokud jeji hustota
pravdépodobnosti je:

1

flz)=—7 el /2 g e R
g ™

Definice 18 (Nosi¢ rozdélen{). Necht X je diskrétni ndhodn4 veli¢ina. Potom
o mnoziné N feknu, Ze je nosi¢em rozdéleni X praveé tehdy, kdyz P(X € N) =1
a pro libovolnou neprazdnou mnozinu A C N plati P(X € A) > 0.

Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina. Potom o intervalu N feknu, Ze je
nosi¢em rozdéleni X pravé tehdy, kdyz P(X € N) =1 a pro libovolny interval
I takovy, ze wid(I) > 0,1 C N plati P(X € I) > 0.
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3. NAHODNE VELICINY

V obou pripadech tak jde v ur¢itém ohledu o nejmensi mnozinu, na které
nédhodné veli¢ina nabyva svych hodnot. Nosi¢ jde samoziejmé zavést i obecné,
ale zde si vystacim s takto omezenou definici.

Definice 19 (Trojuhelnikové rozdéleni). Méjme redlny interval [a,b]. O spo-
jité ndhodné veliciné X reknu, ze ma trojihelnikové rozdéleni, pokud jeji hus-
tota pravdépodobnosti je:

dr — 4 b+
f) = e € lo =5
f(x):4b_4$ b—l—a,b}

b-ap t €1
f(z) = 0; jinak.

Zde se jedna o specialni pripad. Obecné je trojiuhelnikové rozdéleni mozné
definovat i nesymetricky. Zde predpokladdm, Ze chyby nepfesnosti obéma
sméry jsou stejné pravdépodobné.

Tvrzeni 1 (Vypocty s ndhodnymi veli¢inami). Mé&jme dvé ndhodné velic¢iny
X, Y se zndmymi rozdélenimi a funkci dvou nezndmych f definovanou alespon
na kartézském souc¢inu obort hodnot X a Y. Potom Z = f(X,Y’) je ndhodnda
veli¢ina a pro jeji distribu¢ni funkci plati

Fy(z)=P(Z <z)=P(f(X,Y) <x)

Pro dikaz a obecnéjsi tvrzeni, jehoz je tvrzeni vyse trividlnim dusledkem viz
[4] kapitola 3.2

3.2 Implementace

V programu samotném aproximuji spojité ndhodné veli¢iny v tvrzeni|l| pomoci
podobné rozdélenych diskrétnich. V jejich pripadé plati i verze s rovnosti. Tj:
P(Z =z) = P(f(X,Y) = z) a to mi divd moznost velice presné pocitat
rozdéleni vysledku integraci pies cely pravdépodobnostni prostor.

Numerické integraci pravych stran se vénuje asi nejvétsi ¢ast prilozeného
programu. Predpoklddejme, ze pro kazdou ndhodnou velicinu X; na pravé
strané existuje interval I; = [A;,b;] takovy, ze P(X; € I;) = 1. Potom si
tento interval mutzu rozsekat na mensi intervaly a diskrétni hodnoty v ném
pouzivat jako reprezentanty. misto P(X; € [z;,2;41]) pak pro malé kroky
mezi ; a ;41 mohu pouzit P(X; = x;) Pomoci téchto diskrétnich veli¢in,
jejich presnost je volitelnd a pro zmensujici se krok déleni intervalu konverguji
k pivodnim spojitym, mohu generovat ruzné pravé strany.
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3.3. Interpretace a srovnéani vysledkii

Jelikoz nemtzeme predpoklddat zadné nezavislosti mezi neznamymi, je
potfeba vsechny mozné tvary pravé strany fesit nezavisle na sobé. Pfredpokla-
dejme, ze ndhodnou veli¢inu kubu reprezentovat pomoci k£ malych intervali.
Vznikne tak k™ raznych pravych stran. Déle jednu takovou pravou stranu
budu nazyvat instanci a dava tedy smysl mluvit o pravdépodobnosti néjaké
konkrétni instance. Nyni je potfeba urcit, jak presné déleni si mizu dovolit
upocitat a tady nardzim na velky problém s vykonem.

Slozitost tohoto pristupu nespociva v samotné GEM. Stale zde plati, ze
nalezeni postupu, jak ur¢it z pravé strany neznamé, ma slozitost O(n?) a apli-
kace tohoto postupu O(n?). Problém je v tom, Ze tuto aplikaci je potieba
provadét opakované pro kazdou instanci zvlast a instanci je obecné mnoho.
Pokud uvazuji, stejné jako vyse, déleni na k intervali, potom aplikaci po-
stupu na pravou stranu musim provést k™ a celkova slozistost algoritmu je
O(k™ - n?). Toto je také hlavni diivod predpokladu v tivodu, Ze na levé strand
jsou cisla presnd. Na jakkoliv vétsi tlohu je tento pristup nepouzitelny, pokud
se vysledku chci dozit.

Daéle budu pouzivat pomérné konzervativni déleni na 50 malych intervalu
pro jednu ndhodnou veli¢inu. V tomto piipadé mam pro matici 4x4 celkem
50=6,25 milionu instanci. Tuto kombinaci konstant jsem zvolil, protoze dava
stale jesté vysledky, ze kterych se d4 néco vycist, a cely vypocet pro vicero
matic a pivotaci dobéhne na osobnim pocitaci v fddu hodin.

Jak tvorba instanci, tak jejich zpracovani na vektory vyslednych nezndmych
se da masivné paralelizovat. Pivodni idea byla, ze pokud bych mél dosta-
tek vypocetniho vykonu, mohl bych diky pravdépodobnostem jednotlivych in-
stanci ziskat presnéjsi vysledky, nez pri pouziti intervalové aritmetiky. Bohuzel
se ukazuje, ze toho vypocetniho vykonu a paméti je potfeba neimérné mnoho
nanepiilis vyrazné zpresnéni.

3.3 Interpretace a srovnani vysledki

Necht I je interval pro libovolnou nezndmou pravé strany libovolné matice uve-
deny v predchozi kapitole. Nahrazuji jej postupné tremi riznymi ndhodnym
veli¢inami:

e rovnomérné rozdéleni na [
 normalni rozdéleni takové, ze I = [EX — o(X), EX + o(X)]
e trojuhelnikové rozdéleni na [

A sleduji, jak se zméni rozdéleni vyslednych neznamych s zdvislosti na tom,
zdali povolim pivotaci fadku a/nebo sloupct, a na rozdéleni pravych stran.
Zajimavé je, jak muzeme vidét na grafech a ze tvar vysledného
rozdéleni na rozdéleni pravych stran az tak nezavisi a vzdy pripomina Gaus-
sovu kiivku. Pokud bychom nepocitali s maticemi 4x4, ale vétsimi, tento efekt
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3. NAHODNE VELICINY

by byl jesté markantnéjéiEl Lisi se rozptyl, ale to je pravdépodobné dusledkem
toho, Ze vybrana rozdéleni nebyla vybrana, aby méla stejny rozptyl, ale po-
dobné intervaly spolehlivosti na vysokych hladinach.

Matice A, Normalni rozdéleni, nezavisle na pivotaci

0.3
0.25
02
0.15
0.1
0.05
‘ - i _
4© o e o

N\

S oot o )
e} el Ak b
& o, & q i o el <
. Qr_S‘f K N O N N

Fravdépodobnost

e

@ "l
& & o7
(R QR >

by v o )

Horni mez intervalu

Obrazek 3.1: Rozdéleni x1 pro normalni rozdéleni pravych stran, matice A

Matice A, Trojuhelnikové rozdéleni, nezavisle na pivotaci
0.3

0.25

02
0.1
0.05 I I
0 _ =
", ~
o

Horni mez intervalu

Pravdépodobnost
=
i
]

Obrazek 3.2: Rozdéleni x; pro trojihelnikové rozdéleni pravych stran, matice
A

2Jelikoz vysledn ndhodné veli¢ina je stale linedrni kombinaci &yt vstupnich ndhodnych
veli¢in, je mozno tento toto pozorovani podlozit CLV, konkrétné Ljapunovovou variantou. [5]
To je ovSéem nad ramec této prace.
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3.3. Interpretace a srovnéani vysledkii

Matice A, Rovnomérné rozdéleni, nezavisle na pivotaci

Pravdépodobnost
R e o
= = =] 1= 2 I =
s B B &8 B & B OB

Horni mez intervalu

Obréazek 3.3: Rozdéleni z1 pro rovnomérné rozdéleni pravych stran, matice A

3.3.1 Casova narocnost

Vypocty v intervalové aritmetice se sestavaji z vyreseni levé strany a apli-
kovani té samé transformace na pravou stranu tvorenou intervaly. Vypocty
zahrnujici ndhodné veli¢iny s rozumnou presnosti se sestavaji z vytreseni levé
strany a aplikace tohoto postupu na mnoho miliont pravych stran. To mé za
nasledek fakt, ze pokud neméme pocita¢ s mnoha miliony procesorovych jader,
coz by také s sebou neslo mnoho problémiui pii implementaci, misto ¢ekani na
vysledek fddové milisekundy ¢ekdme na feseni jedné soustavy rovnic jednotky
az desitky minut. Takové zvysSeni vypocetni slozitosti bohuzel tento postup na
dobro vytazuje z jakéhokoliv praktického pouziti.

3.3.2 Pivotace

Prekvapivym vysledkem pro mé byl fakt, ze na vysledné rozdéleni neméa pi-
votace témér zadny vliv. Nehledé na to, zdali byla zapnuta pouze radkova,
pouze sloupcova, celkova ¢i zadnd pivotace, vysledné rozdéleni bylo na prvni
pohled vzdy stejné. Tento zvlastni vysledek se dd ovSem oduvodnit pomérné
snadno: V kazdé instanci fesim soustavu rovnic s pevné danou redlnou pravou
stranou. Chyby ve zpracovani intervali se zde neprojevi a chyby na trovni
strojové presnosti se pri zhruba 20 operacich budou pohybovat na hranici
méfitelnosti. Skutecné, pri pohledu do zdrojovych dat na vysledky u velice
spatné podminéné matice E vidim mezi pivotacemi odchylky v rfadu deseti-
tisicin procent.
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3. NAHODNE VELICINY

3.3.3 Srovnani s intervalovou aritmetikou

Pokud porovnadm vyslednd rozdéleni nahodnych veli¢in pro rovnomeérné roz-
déleni pravych stran s tim, co mi dala intervalova aritmetika v tabulce je
vidét zlepseni. Bohuzel pokud pominu extrémné Spatné podminénou Hilber-
tovu matici, zlepSeni je minimalni a je otédzka, zdali stoji za mnohonasobné
horsi vypocetni narocnost. V tabulce je srovnani $ifky nosice rozdéleni (tj.
takové mnoziny M, ze P(x € M) = 1) s vysledky intervalové aritmetiky se
zapnutou pivotaci a na grafech a jsou vidét priimo rozdéleni pro

matice A,C, a E

‘ ‘ Nosi¢ rozdéleni ‘ Intervalova Aritmetika ‘

Matice A 0,332594 0,339381
Matice B 5,43597 9,52774
Matice C 14,47929 20,59621
Matice D 31,2881 35,0184
Matice E 141,064 3559,42

Tabulka 3.1: Srovnani sifek nosice rozdéleni x; s vysledky intervalové aritme-

tiky

Matice C, Rovnomérné rozdéleni, Ob
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3.3. Interpretace a srovnéani vysledkii

Pravdépodobnost

Matice E, Rovnomérné rozdéleni, Obé pivotace
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Obréazek 3.5: Rozdéleni z; pro rovnomérné rozdéleni pravych stran, matice E
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KAPITOLA 4

Zmenseni vypocetni narocnosti

Jelikoz pfesné vypocty v predchozi kapitole trvaji neprijatelné dlouho, dalsi
uvahy sméruji ke zmirnéni vypocetni naroc¢nosti. Vyzkousel jsem postupné
dva zptsoby, jakymi by mohlo dojit ke znatelnému zrychleni. Prvni z nich je
zalozen vlastnostech souc¢tu normalné rozdélenych veli¢in. Bohuzel tato vlast-
nost funguje pouze pro nezavislé ndhodné veli¢iny a rozhodné neni zarucena
v piipadé, ze vysledky dale zpracovavam a kombinuji mezi sebou. V této ka-
pitole zjistuji, jak velkych chyb se v piipadé, Ze tento fakt opominu, mohu
dopustit.

4.1 Teoreticka Cast

Vychézim z nasledujici vlastnosti, kterou je mozno najit i s dikazem v [4]
Zéakladech matematické statistiky:

Tvrzeni 2. Necht X7, X, jsou nezdvislé normalné rozdélené ndhodné veliciny
se stfednimi hodnotami p1, s a rozptyly 02,03 a a,b € R jsou realna ¢asla.
Potom a X7 +bX5 je normélné rozdélend ndhodna velic¢ina se stfedni hodnotou
apy + bus a rozptylem a?0? + b%03.

Vypada to tedy, ze pokud budeme scitat normalné rozdélené nahodné
veli¢iny, vyjdou nam opét normalné rozdélené nahodné veli¢iny. A diky cent-
ralni limitni vété se s dostatkem operaci bude vysledek stale vice a vice po-
dobat norméalnimu rozdéleni nehledé na to, jak vypadaji rozdéleni vstupnich
veli¢in. V tomto postupu je ale zdsadni chyba: Jak véta vyse, tak CLV stoji
na predpokladu nezavislosti vstupnich nadhodnych veli¢in a béhem vykonavani
GEM se mezi sebou ndhodné veli¢iny na pravé strané kombinuji a michaji tak,
ze uz po prvni iteraci je predpoklad nezavislosti naprosto nemyslitelny. Otazka
je, jak moc to znehodnoti vysledky.
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4. 7ZMENSENI VYPOCETNI NAROCNOSTI

4.2 Implementace

Diky predchozi kapitole mame zarucené spravné a velice presné vysledky. Nyni
rozdéleni na pravych stranidch nebudu séitat pomoci numerické integrace, ale
pouze aritmetikou se stfednimi hodnotami a rozptyly podle tvrzeni vyse. Za-
nedbam pii tom pozadavky na nezavislost a na konci porovnam vysledky
tohoto nekorektniho postupu s vysledky v predchozi kapitole.

Normalni rozdéleni je plné urceno dvéma parametry: Stiedni hodnotou
a rozptylem. Stacilo si tedy pamatovat dvé ¢isla v plovouci desetinné Carce
a implementovat metody na s¢itdni a nasobeni normaélnich rozdéleni podle
véty vyse.

Slozitosti se tam dostavam opét na troven toho, co potiebuje intervalova
aritmetika. Nejprve o(n?) na nalezeni postupu a nasledné o(n?) pii aplokaci
na pravou stranu. Oproti Ciselné pravé strané je zde s¢itdni/nasobeni para-
a jedno nasobeni jak pro stfedni hodnotu, tak pro rozptyl. Rozptyl je potieba
nasobit jesté jednou. Opét se jednd o malou multiplikativni konstantu, kterd
je v porovnani s obrovskymi pocty instanci v jinych postupech naprosto za-
nedbatelna.

4.3 Interpretace a srovnani vysledki

Bohuzel se ukazuje ze tento postup, a¢ rychly, je fundamentdlné spatné a na-
prosto nepouzitelny, jak pomérné jasné ukazuji grafy 1] az [£.5]. Jednd se
o grafy ze sekce doplnéné o hodnoty nameérené timto postupem. Na gra-
fech je jasné vidét, ze pouzitelnost velice zavisi na podminénosti matice. Po-
kud je matice Spatné podminéna, dostavame vysledky rozprostfené po mno-
honasobné vétsi plose, nez ndm dava i jinak velice opatrna intervalova aritme-
tika. V tom pripadé efektivné nevim nic. A pokud je matice dobfe podminén4,
tento postup zase tvrdi, ze mad mnohem presnéjsi vysledek, nez ma ve skutec-
nosti. V tomto piipadé jsem na tom jesté hif. Myslim si, jak mam nadherné
presny vysledek, ale ptfitom je naprosto Spatné. Tudy cesta ke zjednoduseni
rozhodné nevede a predpoklad nezavislosti je tady naprosto zasadni.
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4.3. Interpretace a srovnani vysledku

Matice A, Normalni rozdéleni, Nezavisle na pivotaci
0.70

0.60
0.50
0.40
0.

0.

PRavdépodobnost

0.

0.00

[P
L= IR = R =

.

I
|
I
]

2 W

2 &
o A o & i A
§° & F o oé* <>°* RN
Horni mez intervalu

mPiesne m Nepiesne

Obrézek 4.1: Rozdéleni z1 pro norméalni rozdéleni pravych stran, matice A
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4. 7ZMENSENI VYPOCETNI NAROCNOSTI

Matice A, Rovnomérné rozdéleni, Nezavisle na pivotaci
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4.3. Interpretace a srovnani vysledku

Matice E, Rovnomérné rozdéleni, Obé pivotace
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KAPITOLA 5

Vypocty s nahodnym vybérem

Dalsim zpusobem, jak si praci usnadnit, muze byt néjakd aproximace rozdéleni
na pravé strané. Efektivné néco podobného, a¢ systematicky a ne ndhodné,
déldm uz v kapitole |3l Mozna ovSsem nepotfebujeme kombinovat ,, kazdy s kaz-
dym“ a muzeme si praci usnadnit tfeba pomoci rddové mensiho ndhodného
vybéru z mnohorozmérného rozdéleni na pravé strané.

5.1 Teorie

Teorie k této sekci je stejnd jako u predchozi kapitoly a neni poreba zavadét
nové pojmy.

5.2 Implementace

Jelikoz 6,25 milionu instanci uz je na hrané upocitatelnosti, jak jsem ro-
zebiral diive, zavrhl jsem nahodny vybér o velikosti fadoveé milionti pozorovani.
rozdéleni tak malym poctem pozorovani mi prisla uz prilis nepresna. Zvo-
lil jsem tedy pro své vypocty ¢islo 10° jako jakysi kompromis mezi rychlosti
a presnosti.

Provadéni ndhodného vybéru jsem implementoval dost primocatre. V kaz-
dém cyklu jsem si bez jakychkoliv slozitosti ze vSech Ctyr rozdéleni vyzadal
jedno pozorovani a tuto Ctverici zkombinoval do stejné struktury, jako jsem
pouzival v kapitole [3| Kvili cca 60x nizSimu poctu pozorovani cely vypocet
trval nikoliv dvé hodiny, ale necelé dvé minuty. Otazka je, o jak velkou presnost
jsem se timto postupem pripravil.

Slozitost tohoto postupu je identickd jako v predchozi kapitole. Pouze
méame kontrolu nad mnozstvim instanci.
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5. VYPOCTY S NAHODNYM VYBEREM

5.3 Interpretace a srovnani vysledkt

] ‘ Aproximace | Nosi¢ rozdéleni ‘ Intervalova Aritmetika

Matice A 0,257739 0,332594 0,339381
Matice B 3,505016 9,43597 9,52774
Matice C 12,28321 14,47929 20,59621
Matice D 24,00484 31,2881 35,0184
Matice E 79,0006 141,064 3559,42

Tabulka 5.1: Srovnani Sirek nosice rozdéleni z; s jeho aproximaci a vysledky
intervalové aritmetiky

Matice A, Normalni rozdé&leni, aproximace

= = =
=1 = = = P
=] o = i P L

Obréazek 5.1: Aproximace rozdéleni x1 pro normalni rozdéleni pravych stran,
matice A

Zde nejsou vysledky az tak prikazné. U normélné ¢i trojuhelnikové roz-
délené pravé strany je vidét[5.IJ[5.2] pfiblizné normaln{ rozdéleni vysledki ne-
hledé na podminénost matice. Zaroven u rovnomeérné rozdélené pravé strany
se sice vysledky Cdstecné koncentruji u prostfednich hodnot, viz grafy [5.3|
a Tato mérfeni jsou naprosto konsistentni s hypotézou, ze dostaneme ob-
dobné, ale méné , hladké* vysledky jako u presnych vypocta. Zaroven je nutno
podotknout, ze jak grafy, tak vysledky v tabulce jsou pouze priblizné
a nadhodné. P1i jiném spusténi programu se mohou vyrazné lisit obéma smeéry.
Ovsem nikdy by nemély vyjit vétsi, nez jsou presné vysledky. Presné vypocty
jisté pokryji krajni ptripady, zatimco ndhodny vybér skoro jisté nikoliv. To je
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5.3. Interpretace a srovnani vysledkii

Matice E, normalnirozdéleni, aproximace
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Obréazek 5.2: Aproximace rozdéleni x1 pro normélni rozdéleni pravych stran,
matice E

ovsem velice Spatnéd vlastnost. Tento postup také dava vysledky, o kterych
tvrdi, Ze jsou presnéjsi, ne ve skutecnosti jsou. Tento efekt neni tak markantni
jako pri predchozim pokusu, ale stile zvysuje pravdépodobnost, ze udélam
Spatny zaveér ¢i neplatny interval spolehlivosti. Konkrétni piiklad: Intervaly,
které aproximace oznacila jako celé nosice a jejichz sirky jsou v tabulce
v prvnim sloupci, maji ve vétsiné piipadu Siftku mezi 85% a 90% intervalem
spolehlivosti ur¢enym z presnych vypocti.

Efekt pivotace jsem na téchto datech neméril, neb pro kazdé reseni jsem
v programu generoval jiny ndhodny vybér. Pokud mezi zplisoby pivotace pri
feSeni existuji rozdily, jsou dost malé na to, aby je prekryla ndhodnost téchto
vybéri. Odhaduji, ze efekt pivotace by byl opét nulovy ¢i naprosto zanedba-
telny, ale s jistotou to zatim tvrdit nemohu.
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5. VYPOCTY S NAHODNYM VYBEREM

Matice A, Rovnomérné rozdéleni, aproximace
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Obrazek 5.3: Aproximace rozdéleni x; pro rovnomérné rozdéleni pravych
stran, matice A

Matice C, rovnomérné rozdéleni, aproximace
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Obréazek 5.4: Aproximace rozdéleni x1 pro rovnomérné rozdéleni pravych
stran, matice C
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5.3. Interpretace a srovnani vysledki

Matice A, trojuhelnikové rozdéleni, aproximace

0.2

Obrazek 5.5: Aproximace rozdéleni x; pro trojihelnikové rozdéleni pravych
stran, matice A
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Obrazek 5.6: Aproximace rozdéleni x1 pro trojihelnikové rozdéleni pravych
stran, matice [£
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KAPITOLA 6

Nové hypotézy

Béhem vypoctu se objevily zajimavé vlastnosti nékterych pouzitych postupi,
o kterych vérim, ze jsou univerzalni a dokédzatelné. Jednd se vSak pouze
o domnénky a matematicky dikaz pro ani jedno z tvrzeni se mi najit ne-
podarilo.

Pozorovani 2. Pokud hleddme feSeni soustavy linearnich rovnic s pravou
stranou reprezentovanou nahodnymi veli¢cinami pomoci numerické integrace
na malych maticich, pivotace pti vypoctu vysledky ovlivni minimélné, pokud
vibec. Zmény jsou pozorovatelné pouze u velice Spatné podminénych matic
levych stran.

Podle mé toto pozorovani ukazuje, jak moc informace ztracim pii praci
s intervalovou aritmetikou. Méjme néjakou regularni matici A. Nosi¢ rozdéleni
pravych stran je n-rozmérny kvadr. Nosi¢ nezndmych je potom n-rozmérny
rovnoméznik slozeny z vlastnich vektori inverzniho zobrazeni A~!. P¥i v{poé-
tech efektivné kreslim sit pokryvajici tento rovnobéznik a hleddm jednotlivé
body na ném. Kvili vlastnostem pocitacové aritmetiky se néjaké nepresnosti
objevi, ale operaci s pravou stranou délam pomérné malo, zhruba n?. V
¢isle s plovouci desetinnou ¢arkou s dvojitou presnosti podle IEEE 754 mam
ulozenou presnost na 53 binarnich mist. Pti s¢itani prijdu maximalné o jedno,
pri nasobeni o dvojkovy logaritmus ¢initele. Pokud tedy nejsem nucen opa-
kované nasobit velkymi Cisly, coz mé pravé pri vypoctu nuti délat Spatné
podminénd matice, strojovd presnost se u takto malych matic sotva projevi.
Tedy vysledky budou podobné nezavisle na pivotaci.

Pozorovani 3. Pokud spojitou ndhodnou veli¢inu na pravé strané rovnice
pri vypoctu nahradime ndhodnym vybérem, intervaly spolehlivosti a nosi¢
nadhodné veli¢iny reprezentujici hledané nezndmé se s velkou pravdépodobnosti
hranicici s jistotou zmensi.

Pri numerické integraci provadim uplné stejné vypocty jako pii ndhodném
vybéru. Jde tedy o pravdépodobnost, ze najdu takovou kombinaci pravych
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6. NOVE HYPOTEZY

stran, ze pro sledovanou proménnou dostanu extrémni vysledky. Protoze zob-
razeni mezi pravou stranou a vektorem neznamgych je linedrni, tak tyto extrémy
budou na krajnich bodech intervali. Pokud cely pravdépodobnostni prostor
systematicky prochdzim s pevné danou velikosti kroku, od téchto extrému
se nutné vzdalim maximélné o velikost kroku. Toto prfi ndhodném vybéru
zarucené nemam. Abych dosahl stejné Sirokého nosice, musel bych se pfi
nahodném vybéru trefit zaroven do obou extrémiu lépe nez pii systematickém
prochazeni. A mam na to pii ndhodném vybéru fddové méné pokusti, nez pti
prochazeni. Tedy pravdépodobnost, ze se takto dobre trefim, bude mala.
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Zaver

Prozkoumal jsem ¢tyti rtizné pristupy ke zpracovani nepiesnosti ve vypoctech.
Intervalovou aritmetiku, numerickou integraci ndhodnych veli¢in, pouziti CLV
ke zjednoduseni vypoctt a ndhodny vybér. S vyjimkou tretiho zminéného po-
stupu (CLV bez predpokladu nezavislosti) mél kazdy své vyhody a nevyhody.
Jejich shrnuti je nésledujici:

o Intervalova aritmetika je rychla a spolehliva, avSsak vysledné intervaly
jsou prilis siroké a tedy s malou vypovédni hodnotou. Tento problém je
mozné univerzalné potlacit pomoci pivotace radka a sloupct.

e Numericka integrace nahodnych veli¢in dava libovolné presné a korektni
vysledky. Jeji nevyhodou je skuteéné obrovskd vypocetni a paméfova
naroc¢nost. Pivotace ma ve vétsiné pripad naprosto zanedbatelny efekt.

o Predpokladat nezavislost nahodnych veli¢in pti GEM je extrémné Spatny
a nespolehlivy postup, ktery neni mozné doporucit v zddném piipadé
a vyuziti. V zavislosti na vstupni matici mtize vratit naprosto Spatny ¢i
naprosto nicnetikajici vysledek.

e Vyuziti ndhodného vybéru k reprezentaci spojité nahodné veli¢iny je
mozné a dava rozumné vysledky. Je ale nutno vzit v potaz, ze spoleh-
livost jakychkoliv zavéru délanych z téchto vypocéti muze byt vyrazné
nadsazena.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

GEM Gaussova elimina¢ni metoda (Gauss’ elimination mehod)
RHS Vektor pravych stran rovnic (Right hand side.)

CLV Centralni limitni véta
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PRILOHA B

Obsah prilozeného média
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B. OBSAH PRILOZENEHO MEDIA

Resitel.cpp....ovviiiiiiiiiiiiiiiii i zdrojovy kod fesitele
| Resitel.eXe.....coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii spustitelnd forma téhoz
N3 29.10) U1 00 v v Navod k pouziti resitele
|  Export

Results X#.CSV..vvvrnnnnnnnnnnn.. vysledky pro proménnou ¢islo #
Results_X#.x1sx....totéz, ale upravené do XLSX pro snadné&jsi ¢teni

| ExportApprox . stejné usporadané vysledky z vypocti pomoci ndhodnych
vybéra

| Matrix# ... slozka s informacemi o matici ¢islo # (0-4)
IntRHS.txt.......... zapis pravych stran pro intervalovou aritmetiku
MatiCe . tXb e e iiee ittt et zapis samotné matice
NormalRHS.txt...... Stredni hodnota a rozptyl norméalné rozdélenych
pravych stran
RealRHS.txt..... Pouze prostredky intervalu. Pro kontrolu spravnosti
vypocta
UniformRHS.txt........ Zapis rovnomeérné rozdélenych pravych stran
Notes.txt...... Poznamky pro jednodussi odliseni jednotlivych matic
RESULTS FF.txt ......... Vysledky vypoctené tesitelem. Bez pivotace

RESULTS_FT.txt ... Vysledky vypoctené fesitelem. Sloupcova pivotace
RESULTS_TF.txt..... Vysledky vypoctené tesitelem. Radkova pivotace
RESULTS_TT.txt ..... Vysledky vypoctené fesitelem. Celkova pivotace
| thesis.pdf........... ..o i, text prace ve formatu PDF
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