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Abstract

Abstrakt:

Tato disertacni prace pojednava o integralni polynomialni transformaci zalozené
na rozkladu funkce do baze Legenderovych polynomu. Na tomto zakladé je pak
zavedena aproximace redlné funkce. Uvedeny jsou piiklady konkrétnich aplikaci
téchto konstrukei. Jsou zde také analyzovany Zolotarevovy polynomy z hlediska
jejich algebraickych vlastnosti.

Klicova slova:

analyza funkce, aproximace, filtr, funkéni operator, Legenderuv polynom, po-
lynom, polynomialni transformace, stejnomérné zvlnény polynom, Zolotarevuv
polynom

Abstract:

This doctoral thesis deals with integral polynomial transform based on decom-
position of function to the base of Legendre polynomials. On these foundations is
then implemented the approximation of real function. There are given examples
of concrete applications of these constructions. Also Zolotarev polynomial are
analysed there with respect to their algebraic properties.

Keywords:
approximation, equiripple polynomial, filter, function analysis, functional ope-

rator, Legendre polynomial, polynomial, polynomial transform, Zolotarev poly-
nomial






Seznam symbolu

*
|

I
()
a;

o
arccosh
arcdn
arcsn
C

con

cos
cosh
coth
D[]
dim {}
dn

Erry

konvoluce

absolutni hodnota

norma

linedrni obal, uzavieny interval

¢iselny koeficient

skalarni nasobek

arkus hyperbolického kosinu

arkus Jacobiho deltaaplitudy

arkus eliptického sinu

mnozina komplexnich cisel

elipticky kosinus

kosinus

hyperbolicky kosinus

kotangens

mnozina definicniho oboru

dimenze prostoru

Jacobiho deltaaplituda

Eulerovo ¢islo

chybova funkce k funkci f

realnd funkce

neuplny Legenderuv obraz funkce f stupné N
Legenderova rada funkce f

uplny Legenderuv obraz funkce f stupné N
funkce komplexniho argumentu

Abelova grupa polynomu stupné nejvyse n
Legenderova goniometrika radu NV
Jacobiho eta funkce

Heavisideova funkce

imaginarni cast

index, imaginarni jednotka

implicitni baze prostoru P,

index, imaginarni jednotka

index, pfirozend proménna, redlny parametr
uplny elipticky integral

komplementarni tplny elipticky integral
Legenderova transformace stupné N - neiplny obraz



LN Legenderova transformace stupné N - tplny obraz

L{V Legenderova aproximace funkce f radu N
In prirozeni logaritmus

mazx maximum

min minimum

N mnozina prirozenych ¢isel

n index, pfirozena proménna

n! faktorial c¢isla n

P komplexni proménna

P zobrazeni P,, — C*H!

P, linedrni prostor polynomu stupné nejvyse n
7 Ludolfovo ¢islo

II operator sou¢inu

q elipticky nome

Q mnozina iracionédlnich ¢isel

q komplementarni elipticky nome

R{} realnd cast

R mnozina realnych cisel

by operator sumy, realna ¢ast normovaného komplexniho kmitoctu
s sinus

sinh hyperbolicky sinus

sn elipticky sinus

t proménna ¢asu

TN (m,n) posunuty reverzibilni Kroneckeriv tenzor
‘Zé(]\f ) zobecnény posunuty reverzibilni Kroneckeruv tenzor
T9 Tayloruv rozvoj funkce g tadu n

tg tangens

0 Jacobiho theta funkce

U komplexni proménna

w realny parametr, redlna proménna

T realnd proménna

! kontravariantni soufadnice

T kovariantni soufadnice

Y realnd proménna

Y/ mnozina celych cisel

z komplexni proménna

Zpaq Zolotarevuv polynom s koeficienty p a ¢



Kapitola 1

Uvod

Prakticky ve vSech oborech aplikovanych technickych véd se setkavame s potifebou
nahradit funkci, ¢i jeji ¢ast, takovou konstrukei, ktera umoznuje provedeni vypoc-
tu s témito funkcemi s mensimi vypocetnimi naroky. Diky svym analytickym
vlastnostem ptredstavuje casto takovou konstrukci pravé polynom. Nalezeni dalsich
polynomialnich aproximacnich metod je proto vysoce perspektivnim smérem vyz-
kumu. Zejména pak v partiich teorie obvodu, pii feSeni aproximacnich tloh,
naptiklad v navrhu elektrickych filtru, figuruji v algoritmech navrhovych metod
predevsim polynomy se stejnomérnym zvlnénim.

Tato prace se proto vénuje studiu tiidy polynomu a rozvoji znalosti vypoctu
s témito funkcemi. Prace nejprve rozvadi zékladni definice polynomialni algebry.
Soucasné zde studuje moznosti rozsiteni téchto definic o algebraické konstrukce
umoznujici aplikace zejména v ¢islicovém zpracovani.

Déle je zavedena Legenderova transformace. Jedna se integralni polynomialni
transformaci siroké ttidy redlnych funkeci. Tato transformace umoznuje vyjadreni
funkce ve tvaru polynomu, diky cemuz je napiiklad mozno aplikovat zejména
integrodiferencialni operatory na tuto funkci. Vzhledem k tomu, ze obrazem této
transformace je pravé polynom, poskytuje tento aparat vyrazné zjednodusSeni,
nebo dokonce, v nékterych ptipadech, jednu z vyhradnich moznosti, jak tyto
operace uskutecnit.

Na zakladé ziskanych poznatkt je pak zavedena Legenderova aproximace. Jsou
zde uvedeny vychozi matematické souvislosti s Legenderovou transformaci, na niz
je tato aproximace zalozena.

7 prehledu obsahu soucasné literatury tykajici se tématu je zfejmé, ze své misto
nalezla, v ramci této problematiky, feseni zalozena na osvédcenych postupech.
Nicméné, jiz z podstaty aproximacnich tloh plyne, ze aplikace takového postu-
pu prinasi vzdy nutnost volby mezi kvalitou vysledku a kvantitou pozadavku na
ziskané teseni. Pravé rozdily mezi témito aspekty se jednotlivé tlohy lisi. Pro-
to je vhodné, a z hlediska rozvoje této problematiky perspektivni, zabyvat se
moznostmi rozsiteni dosavadnich znalosti o nové matematické konstrukce tohoto
druhu a studovat jejich vlastnosti.






Kapitola 2

Soucasny stav reSené
problematiky

V soucasné dobé predstavuji nejuzivanéjsi navrhové postupy, vedouci ve svém
vysledku na izoextremalni polynomy, pfedevsim algoritmy zalozené na konzerva-
tivnich aproximacnich tlohéch. Mezi tato Tfeseni patii zejména Butterworthova,
Cebysevova nebo Cauerova aproximace, které jsou detailné popsany v nejriznéj-
sich literarnich zdrojich. Z domaécich jsou to napiiklad publikace [16], [42] ne-
bo [41].

Zajisté se s uplatnénim téchto metod setkame i v jejich automatizovanych apli-
kacich. I v zakladni vybavé tolik uzivaného systému, jako je jazyk MATLAB,
nalezneme funkce zalozené na, v podstaté mechanické, aplikaci téchto analy-
tickych fesenich. O takovychto moznostech vyuziti prostiredi MATLAB pojednava
napiiklad publikace [40]. Zatimco je zde obecné kladen duraz na analyticky pristup
k problému, a to predevsim z duvodu determinismu vysledku takového postu-
pu, piistup numerickych navrhovych metod neni v takovychto aplikacich prilis
akcentovan, nebot jeho implementace nardzi na konkrétni problémy. Témi jsou
predevsim:

e Vypocetni narocnost reseni
e Problematika vypoctu s velkymi ¢isly v desetinné ¢arce

e Problematika determinismu vysledku feseni

nebot konzervativni postupy pfedstavuji moznost stanoveni klicovych parametri
aplikovaného teseni jako vstupniho parametru vlastniho procesu.

Metodika numerickych aproximacnich algoritmu se majoritné zakldada spise na
aplikaci intuitivnich matematickych konstrukci. Naptiklad navrh hifebenovych fil-
tru nebo filtra zalozeny na Pascalové aproximaci predstavuje uziti mechanicky
vytvarenych pirenosovych funkei k odvozeni zapojeni vysledného obvodu. Princi-
py, na kterych jsou tyto algoritmy zalozeny popisuje napiiklad publikace [7].
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Na podobnych principech se vSak zakladaji také metody principialné vy-
chazejici z feseni analytickych, jako je napriklad algoritmus Linkwitz-Riley, o kte-
rém pojednava clanek [23].

2.1 Zakladni analytické aproximac¢ni metody

Za zakladni metody, jejichz vysledkem je aproximace predmétu tohoto procesu
polynomem, lze vzit bez pochyby v tdvahu Butterworthovu, Cebysevovu nebo
Cauerovu aproximaci.

Tyto metody jsou osvédéenou soucasti standardnich navrhovych postupu prak-
ticky od dob svého vzniku. Duvodem jejich dominantniho postaveni mezi ostatni-
mi, predevsim konstrukénimi, metodami je fada vyhod, které predstavuji pti je-
jich aplikaci zna¢na pozitiva, a to jak pro jejich uzivatele, tak pro vysledek sa-
motny.

Mezi zakladni vlastnosti téchto postupu patii:

1. Analytika
Postup teseni 1loh a jejich vysledek maji obecné transcendentni matema-
ticka vyjadreni. Lze je tedy beze zbytku formulovat konecnymi vyrazy.
Diky tomu tyto metody nalezly své uplatnéni davno pred moznosti vyuziti
vypocetnich technologii, predevsim bez potieby jejich numerické algoritmi-
zace.

2. Determinismus
Vstupnimi parametry téchto algoritmu jsou klicové hodnoty jejich vysledku
a jsou znamy vztahy mezi témito velicinami. Diky tomu je znam postup
a narocnost jeho teseni pro konkrétni vstupni parametry pred uskuteénénim
vypoctu.

3. Schematismus
Vzhledem k tomu, ze formalismus souvisejicich vypoctu v je aplikacich
téchto aproximacnich metod definovan pro obecnou mnozinu vstupnich pa-
rametru unitarné, je postup feseni pro ruzné vstupy v jisté trovni zobecnéni
stejny. V praxi to znamend, ze zdkladni vypocetni tikony pii feseni kon-
krétnich aproximacnich tloh predstavuji dosazovani do empirickych vztah.

Nésledujici prehled shrnuje zakladni vlastnosti nejuzivanéjsich analytickych
aproximacnich metod.

2.1.1 Butterworthova aproximace

Butterworthova aproximace je metodou vedouci, ve svém vysledku, na maximalné
plochou charakteristiku modulu prenosové funkce obvodu. Tato vlastnost je dana
zpusobem, kterym je aproximujici polynom konstruovan. Vychozim vypocetnim
postupem je Tayloruv rozvoj, pricemz pro dany stupen aproximacniho polynomu

8
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plati, ze, kromé koeficientu néalezejici nejvyssi mocniné zakladni proménné, jsou
vSechny ostatni koeficienty nulové. Tento fakt ma nasledujici dusledky:

e Vysledna charakteristicka funkce je rovna celo¢iselné mocniné zakladni pro-
ménné

e PoOly prenosové funkce jsou rozlozeny ekvidistantné po kruznici v komplexni
roviné se stiredem v pocatku

e Modul pfenosové funkce nevykazuje v celém intervalu argumentu extrémy
mimo hrani¢ni body

e Pienosovou funkci tvoti reciproky polynom

Motivaci k zavedeni tohoto aproximacniho postupu bylo historicky nalezeni
tzv. minimaxu aproximované funkce. Tato aproximaéni metoda ma vsak tu nevy-
hodu, ze spad modulu prenosové funkce je ze vSech konvencnich analytickych
metod nejmensi. V dusledku je tedy mira rozdilu mezi prenosem na hranicich
propustného a nepropustného pasma normované dolni propusti konstruované na

s/

Tato metoda je podrobné vylozena napiiklad v publikacich [16] nebo [37].
Originalni praci autora této metody S. Butterwortha pojednéavajici o tomto
tématu lze nalézt v ¢lanku [3].

2.1.2 Cebysevova aproximace

Cebysevova aproximace je zalozena na konstrukei Cebysevovych polynomi. Tyto
polynomy zaujimaji v algebie diferencidlnfho kalkulu dilezité misto, nebot tvoii
bazi teseni Cebysevovy aproximacni diferencidlni rovnice.

Cebysevovy polynomy jsou definovany na otevieném intervalu (—1;1), pficemz
vykazuji izoextremalitu na intervalu (—1;1) oboru hodnot. Této vlastnosti je
pak vyuZito pii konstrukei vysledné charakteristické funkce, nebot tato pak vy-
kazuje izoextremdlni prubéh jejtho modulu v propustném pasmu. V pdsmu ne-
propustném pak vykazuje tato charakteristika pady charakter, podobné jako
v piipadé charakteristiky zalozené na aproximaci Butterworthove.

D4 se dokézat, ze Cebysevovy polynomy jsou v geometrické interpretaci goni-
ometrické harmoniky obalené na varieté plasté valce v prostoru a axonometricky
promitnuté na plochu teénou na tento plast.

Poly prenosové funkce jsou rozlozeny na elipse lezici v komplexni roviné polozené
symetricky vuéi pocatku, pricemz prenosovou funkei obecné tvoii racionélné lo-
mend funkce.

Vyhodou této aproximacni metody je relativné strmy spad modulu prenosové
funkce v prechodovém pasmu mezi intervalem propustného a nepropustného pasma.

9



2.2. NEANALYTICKE METODY KAPITOLA 2. SOUCASNY STAV

Principy a metodiku této aproximacni tlohy predstavuje napiiklad publika-
ce [44].

O zivoté a dile autora této aproximaéni metody P. Cebyseva pojednévé napfi-
klad ¢ldnek [31].

2.1.3 Inverzni CebysSevova aproximace

Tato metoda vychézi z Cebysevovy aproximacni metody, pFicemz vyuzivé komple-
mentarnosti dolni a horni normované propusti. Timto prechodem je pak dosazeno
izoextremality modulu pfenosové funkce v nepropustném pasmu, a analogicky,
padé charakteristiky v pasmu propustném.

Vyhodou této aproximaéni metody je, obdobné jako v piipadé pifmé Cebysevovy
metody, relativné strmy spad modulu pfenosové funkce v prechodovém pasmu
mezi intervalem propustného a nepropustného pasma.

Vysledkem této aproximacni tlohy je téz racionalné lomend funkce.
Detailni popis této metody lze nalézt napiiklad v literatufe [44].

2.1.4 Cauerova stejnomérna aproximace

Cauerova aproximace je metoda zalozena na konstrukci prenosové funkce, jejiz
modul vykazuje izoextremdlni prubéh jak v propustném, tak v nepropustném
pasmu.

Charakteristickd funkce je pak racionalné lomenou funkci, ktera sestava z jed-
notlivych eliptickych frakci, jejichz konstrukce vychazi z feSeni nelinedarni diferen-
ciadlni rovnice. Toto Teseni pak predstavuje kalkulaci Jacobiho eliptickych inte-
gralu. Tyto jsou vsak vyssimi transcendentnimi funkcemi, proto jejich analytické
reSeni nelze vyjadrit v podobé koneéné formule. Z tohoto duvodu se k jejich
feSeni uziva vyhradné metod numerickych. Témito feSenimi a jejich aplikacemi
se v dalsim zabyva také tato prace.

Vykladem tématiky k této aproximaéni uloze se nabyva napiiklad publikace [6].

2.2 Zakladni neanalytické aproximacni metody

Jako neanalytické aproximaéni metody lze oznacit ty navrhové postupy, které
jsou zalozeny na mechanickém pristupu ke konstrukei jejich vysledku, pricemz se
nemusi vzdy jednat pfimo o metody ryze numerické.

Zékladem téchto metod je obvykle vytyceni konkrétnich bodu definiéniho obo-
ru prenosové funkce v tolerancnim schematu a nasledné ptimé dosazeni téchto
hodnot do jednotlivych frakci prenosové funkce, poptipadé funkce charakteris-
tické.

Vysledkem téchto metod je obecné anizoextremalni racionalné lomend prenosova
funkce, popripadé reciproky polynom s timto charakterem.
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Mezi vyhody takového postupu patii rychlost a jednoduchost vypocétu, zatimco
mezi nevyhody patii zejména vyssi mira lability vysledného systému a predevsim
nedeterminovany priubéh prenosové funkce, zvlasté jejtho modulu.

Jako konkrétni piiklady téchto algoritmu lze uvést Pascalovu aproximaci nebo
konstrukci hiebenovych filtru. Témito tématy se podrobné zabyvaji naptiklad
publikace [7] nebo [9]. Tyto metody se lisi pfedevsim tim, Ze zatimco v piipadé
Pascalovy aproximace je tato metoda zalozena na volbé parametru charakteris-
tické funkce, v ptripadé hiebenovych filtru se jednd o volbu parametru funkce
prenosoveé.

2.2.1 Pascalova aproximace

Pascalova aproximace je intuitivni mechanickd metoda zalozena na konstrukci
charakteristické funkce z korenovych ¢initelu. Tyto jeji korenové ¢initele jsou vole-
ny na realné ose, pticemz jsou na této mnoziné rozlozeny s konstantni vzdéalenosti
mezi nimi. Vysledkem je pak polynom, ktery, jak je z postupu navrhu ziejmé,
prochéazi nulami pravé v téchto zvolenych bodech. Avsak, tento polynom je zasad-
né anizoextremalni, neboli jeho zvInéni je znac¢né nestabilni.

Mezi vyhody takového postupu patii jednoduchost a rychlost feseni. Mezi nevy-
hody pak obecné nepredikovatelné chovani pfenosové funkce, nebot to nésledné
vyplyne az z vlastniho vysledku tohoto postupu.

Podrobny popis této metody lze nalézt napiiklad v publikacich [22] a [7].

2.2.2 Hriebenové filtry

Princip konstrukce hiebenovych filtru spoc¢iva v nalezeni prenosové funkce ta-
kovym zpusobem, Ze jeji kofenové cCinitele jsou ztotoznény s body v komplexni
roving, jejichz poloha odpovidd poloze normovanych frekvenci, které maji byt
filtrem potlaceny. Poloha téchto bodu je obvykle volena tak, aby tyto korenové
¢initele byly rovnomérné rozmistény na kruznici v komplexni roviné se stredem
v pocatku. Takto volené rozmisténi predstavuje tu vyhodu, ze utlum prenosové
funkce je nejvyssi na celociselnych nésobcich zakladni uhlové frekvence. Tim
padem jsou vyslednym systémem filtrovany také vyssi harmonické slozky vstupni-
ho signalu.

Typickou aplikaci je pak filtrovani harmonického ruseni z uzitecného signalu.
Zdrojem takového ruseni je obvykle siftové napéti na vstupu napéjeni obvodu ne-
bo elektromagnetické parazitni vazby s ostatnimi spotiebic¢i v jeho bezprostredni
blizkosti.

Pri konstrukei téchto filtru je vSak nutné vzit v ivahu stabilitu vysledného filtru
a volit cinitele prenosové funkce s ohledem na tuto nutnost.

Mezi vyhody takového navrhového postupu patii izoextremalita vysledné pirenoso-
vé funkce, ovSem, pri dodrzeni rovnomérného rozmisténi korenovych c¢initelu na
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kruznici v komplexni roviné se sttedem v pocatku.
Nevyhodou je pak zfejma jednoucelovost takového feSeni a tedy nizka varia-
bilita ve volbé konkrétniho toleranéniho schematu.

Podrobnym vykladem této metody se zabyva napiiklad publikace [9].
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Kapitola 3

Cile disertacni prace

Tato disertacni prace si klade za cil zavést integralni polynomidlni transformaci
na zakladé dosavadnich poznatku z partii aplikované matematiky uzité v teorii
obvodu a podrobit tento aparat podrobnému zkouméni. Vysledkem pak bude
jeji vyuziti v konkrétni uloze, ktera zaujima v teorii obvodu eminentni posta-
veni, a to v aproximaci redlné funkce polynomem, zejména pak polynomem se
stejnosmérnym zvlnénim na vlastni podmnoziné jeho definicniho oboru.

Prace déle navaze na préci [39], kdy doplni problematiku Zolotarevovych po-

lynomu o nové poznatky. Predevsim zde budou zkoumana nova analyticka reseni
jejich podstatnych parametru. Pii hledani téchto feseni bude aplikovana zave-
dené Legenderova transformace.

Za zakladni cile si tato disertaéni prace klade zejména vycet néasledujicich ukol:

1.

Rozbor polynomialnich funkci

Tento cil predstavuje rozbor obecnych polynomtu, zejména z hlediska alge-
braickych vlastnosti t¥idy polynomialnich funkeci. Tento kol znamena prede-
vsim zavedeni prostoru polynomu a dale zobrazeni mezi timto prostorem a arit-
metickym komplexnim prostorem. Na tomto zakladé budou dale studovany
moznosti uziti nabytych poznatki, zejména pti feSeni vypoctu algebraickych
operaci mezi polynomy.

. Zavedeni Legenderovy transformace

Pro zavedeni Legenderovy transformace je v prvé fadé nezbytné uskutecnit
rozbor vlastnosti Legenderovych polynomu a moznosti jejich analytickych
vyjadrenich. Na tomto zakladé je pak mozno definovat Legenderovu transfor-
maci jakozto integralni polynomialni operdator nad mnozinou obecné realnych
funkci a vysettit jeji vlastnosti.

. Aplikace Legenderovy transformace

Predstavit moznosti zavedené Legenderovy transformace jeji aplikaci na nékte-
ré zakladni funkce, které figuruji zejména v teorii obvodu, zvlasté pak v par-
tiich elektrickych filtru. Konfrontovat vysledky téchto aplikaci s konvenénimi
postupy v feseni podobnych tloh.

13
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4. Zavedeni Legenderovy aproximace
Definovat Legenderovu aproximaci na zakladé zavedené Legederové transfor-
maci a studovat jeji vlastnosti.

5. Aplikace Legenderovy aproximace
Aplikovat Legenderovu aproximaci pro konstrukci polynomt s izoextremalnim
prubéhem a pro ziskani stejnomérné zvlnéné funkce pro uziti v aproximaénich
ulohéach v teorii obvodu.

6. Rozbor Zolotarevovych polynomu
Rozbor zékladnich algebraickych vlastnosti Zolotarevovych polynomu analy-
tickymi metodami, konkrétné nalezeni analytického vyjadreni jejich nulovych
bodu a polohy extrému.
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Kapitola 4

Polynomy

Prakticky ve vsech partiich analyzy a syntézy obvodu se nevyhnutelné setkdvame
s algebraickymi operacemi s polynomy. Jak v analyze, tak v syntéze, patii s¢itani
anasobeni polynomi k zadkladnim pocetnim operacim. Je proto nanejvyse vhodné,
a z hlediska rozvoje uzitec¢nych znalosti perspektivni, prohlubovat néstroje toho-
to pocetniho aparatu, ktery umozni tyto operace agregovat a definovat je tak,
abychom v jejich pouzitich nalezli zjednoduseni téchto vypoctu, a zaroven, aby
tento apardat umoznil analyzu vlastnosti vysledku jeho aplikaci.

Vyhoda takového piistupu se taktéz nasledné projevi, zejména v oblasti po-
lynomialnich transformaci, jak bude ukazéno v dalsim.

4.1 Zakladni definice

Polynomem budeme rozumét funkci definovanou v souladu s obecnou konvenci:
Definice 1. Polynom f : C — C stupné n proménné x je funkce:
:Zaixi;azec,nENﬁ{O},aiGC, a, #0 (4.1)
i=0

, kde konstanty a; nazyvame koeficienty polynomu. Polynom stupné n pro-
ménné  znacime p, ().

Polynom tedy chapeme jako soucet soucinu konstant a obecné mocniny pro-
ménné.
Sou¢tem dvou polynomu rozumime:

Definice 2. Necht n,m € NN 0, n > m Soucet polynomu p, (z) a ¢, (z) je
polynom:

Ty () = Pn (@) + @ (2 Zaz—l—b zt + Z a;z’; p, (x) =
=0 jm+1 (42)
= ;") Gm ( bei
i=0
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Soucet dvou polynomu je tedy soucet souc¢inu souctu jejich koeficientu
u prislusnych mocnin proménné s témito mocninami proménné. Paklize je stupen
jednoho polynomu vyssi nez stupen polynomu druhého, pak zbyvajici ¢leny, které
nemaji v polynomu druhém koeficienty k souctu, jsou k vysledku souctu pricteny
beze zmény. Stupen souc¢tu dvou polynomt je pak roven stupni vyssimu ze stupnu
sCitancu. Potud je soucet polynomu redukovan na aplikaci algebraického souctu
nasobkt jednotlivych mocnin nasobenych konstantami koeficientii.

Déle definujme nasobek polynomu konstantou:

Definice 3. Necht o € C je ¢islo a p, (z) je polynom. Pak ndsobkem polynomu
p Cislem « je:

a-py () = Z aa;r’ (4.3)

Tato definice plyne z distributivity nasobeni na komplexnim ¢iselném oboru.

Koneéné souc¢inem polynomu definujeme:

Definice 4. Sou¢in polynomu p, (x) a g, (x) je polynom:

n+m k
Tndm (ZL‘) = Dn (l‘) *Qm (37) = Z Z aibk—ixk;
. k=0 =0 - (44)
pn(x) = Z a;x", G (1) = Z bix'
1=0 =0

Podrobme nyni tuto definici sou¢inu polynomu dukladnému rozboru. Je ziejmé,
Ze sou¢in dvou polynomt je polynom, jehoz stupen je roven souc¢tu stupnu séitancu.
Avsak, pro koeficienty soucinu plati vztah, ktery je na prvni pohled nepiilis
ziejmy. Jeho vyznam vyplyne ve chvili, kdy sou¢in polynomu rozepiSeme na sou¢in
mnohoclenu. Pro dva polynomy p, (z) a g, (x) pisme:

o (2) = apr® + arz’ + -+ a2, @ () = bor® + byt + -+ bpa™ (4.5)
A pro jejich soucin ry (z), kde k = m + n muzeme psat:

Tk (2) =pn (2) - g () =

= (apz’ + a1z’ + - 4+ anz™) - (boz° + bzt + -+ bpz™) =

—apz’ (boxo +bt 4+ bmmm) + azt (boxo +bxt o+ bmxm) 4.
1 (bomo +bt 4+ bmxm) =

=(aghoz" " 4 agby2®tt + - - 4 agby ™) 4 - -
vt (arbor 0+ agbi T 4 bt
oo (apboz™ 0 F anbiz™ T -+ apb, ™)

(4.6)
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, kde kumulaci koeficientu u odpovidajicich mocnin proménné ziskavame:

T (%) =pp (%) - g (2) =
= (agho) 2° + (aghy + aiby) x* + (agby + aiby + asby) 2+
+ (aghs + arby + azby + agbg) 2° + - - -
oo (Ap1by + Anby) 2T (anbyy,) 2T

(4.7)

Podstatnym faktem je to, ze souc¢et hodnot indexu u koeficientu jednotlivych
soucinitelu se rovnd mocniné, u které se v souc¢inu akumuluji. Jinymi slovy koe-
ficient soucinu je roven souctu soucinu vsech téch koeficientu soucinitelu, jejichz
soucet indexu je roven pravé mocniné soucinu, které piisluseji. Souc¢in dvou po-
lynomu muzeme tedy prepsat takto:

n+m

i () = pn (1) g (2) = D e’y = Y axby
1=0 kE{O,l,...,n}
he{0,1,...,m}
kt-h=i

(4.8)

Pro nézornost jesté rozepisme vztahy pro jednotlivé koeficienty soucinu.
Vezméme naptiklad dva polynomy dany nasledovneé:

Necht jsou ddny polynomy pg (z) a g4 (x) takto:

6 5 4 3 2 1 0
pe () =apx” + asz’ + asx” + agx”® + ax” + a1x” + apr

4.9
qu (z) =by* + bga® + box® + by’ + boa” (4.9)

Pro soucin téchto polynomu aplikaci vztahu 4.8 ziskavame:
10 (2) = ps () - g4 () = 11020 + 192" + - - + 2t + rpa® (4.10)
, kde pro koeficienty souc¢inu aplikaci vztahu 4.7 ziskavame:

o =agbg

r1 =agby + a1by

r9 =agbs + a101 + agby

T3 =aobz + aiby + azby + asby

r4 =agby + a1b3 + asby + asby + asby

r5 =a1by + asbs + azby + asby + asby (4.11)
re =asby + aszbs + asby + asby + agby

r7 =agby + asbs + asbs + agby

rg =a4by + asbs + aghs

rg =asby + agbs

710 =agby
Vyse uvedené souvislosti vedou k myslence, ze zavedenim vhodné algebraické
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konstrukce by bylo mozno soucin dvou polynomu definovat takovym zpusobem,
aby tato operace byla nejenom zjednodusena, ale aby také poskytovala moznost
jejiho rozsiteni uzitelného pii analyze a syntéze obvodu.

Vyjdéme z predpokladu, ze polynom reprezentuji plné jeho koeficienty. Vskut-
ku, klademe-li si otazku, zda polynom je zcela urcen svymi koeficienty, dojdeme
nevyhnutelné k néasledujici ivaze, kterou muzeme uspotradat do formy korektniho
tvrzeni:

Véta 1. Polynom p, (x) stupné n je ddn svymi koeficienty jednoznacné, neboli,
mmnozina jeho koeficienti urcuje funkci polynomu unikdiné.

Diikaz. Predpokladejme dva polynomy s ruznymi koeficienty stupné n, a to p,, (x)
a ¢ (x), které jsou dény:

po (@) =) aa’ (4.12)

qM@=§:m¥ (4.13)

{CL(), al,...,an} 7& {b(), bl,...,bn} (414)

, pricemz tyto zadavaji stejnou funkci. Pak jejich rozdil je dén :

ru (@) = po () + (=1) g (2) = po () = o (2) = Y 1’ =Y (a5 = by)a’
-7 (4.15)
, kde pro jednotlivé koeficienty rozdilu tedy plati:
r,=a; —b (4.16)

Pokud maji oba polynomy zadavat stejnou funkci, musi platit, ze vysledek
jejich rozdilu 4.15 je nulovy, tedy, ze pro vSechny koeficienty rozdilu plati:

Vi: ;=0 (4.17)

To je ovsem pravda pouze v piipadé, ze vsechny koeficienty mensence i mensite-
le jsou si rovny. To je vSak spor s predpokladem, Ze jejich koeficienty jsou ruzné.

Dva polynomy jsou si tedy rovny pouze tehdy, jsou-li si rovny vSechny jejich
koeficienty.
O
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4.2 Prostor polynomu

V tuto chvili muzeme zavést vektorovy prostor polynomu. Pro korektnost takové
definice je nutné nejprve dokazat, ze jistd mnozina polynomu skuteéné zavadi
vektorovy prostor.

Lemma 1. MnoZina vsech polynomi G,, stupné nejuijse n tvori s operaci souctu
dle definice 2 Abelovu grupu.

Dikaz.

1. Uzavrenost grupy
Soucet dvou polynomu dle definice 2 je vzdy polynom stupné nejvyse stupné
vyssiho z obou séitanci.

2. Asociativita
Asociativita souctu polynomu plyne z asociativity mnoziny komplexnich
Cisel.

3. Neutral grupy
Neutrdlem p, = 0 mnoziny polynomu stupné nejvyse n je polynom nulovy,
neboli polynom stupné nejvyse n, jehoz vSechny koeficienty jsou rovny nu-
le. Soucet jakéhokoliv polynomu s polynomem nulovym jej nezméni, nebot
polynom je svymi koeficienty urcen jednoznacné (véta 1) a koeficienty po-
lynomu secteny s nulou (definice 2) jsou identické s puvodnimi.

4. Inverzni prvek
Ke kazdému polynomu stupné m danym:

P (z) = @’y m <n (4.18)
=0

existuje na mnoziné vsech polynomu stupné nejvyse n polynom dany:

G (2) = bz’ (4.19)
i=0
, pro jehoz koeficienty plati:
Vi € {0, 1, ..,m} . bl = —Q; (420)

Soucet téchto dvou polynomu pak dava:

a; v’ + Z bir' = Z (a; + b))z =
=0 i=0 (4.21)

™

Pe = Pm (T) + qm () =

7

(a; —a;)x" =0

I

I
o
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5. Komutativita
Komutativita sou¢tu polynomu stupné nejvyse n dle definice 2 plyne z ko-
mutativity souctu komplexnich ¢éisel.

]

Veéta 2. Abelova grupa G,, polynomu stupné nejvyse n dle definice 2 se skaldrnim
nasobkem dle definice 3 tvori vektorovy prostor P, nad télesem komplexnich ¢isel.

Diikaz. Necht a, b€ C; P, P, € P,;

1. Asociativita skalaru
a(b-Py)=(ab)- P, (4.22)
Plyne z definice 3 a distributivity komplexnich ¢&isel.
2. Distributivita skalaru
a(Py+ Py) =aP, +bP; (4.23)

Plyne z definice 2 a definice 3 a distributivity komplexnich ¢isel.
3. Distributivita vektoru
(a+b)-Pr=(a-P+0b-P) (4.24)
Plyne z definice 2 a definice 3 a distributivity komplexnich ¢isel.
4. Invariance jednicky
1-P =P (4.25)
Plyne z definice 3.
O
7 prave dokazanych tvrzeni plyne, ze mnozina polynomu stupné nejvyse n sku-
tecné zadava vektorovy prostor P,. Nyni vySetteme jeho dimenzi. Definujme béazi
prostoru P, takto:

Definice 5. Mnozinu polynomu zadanou:
Vie{l,.,n+1}: I;={ai"'}; 2€C (4.26)
nazveme implicitni bdzi prostoru P,

Veéta 3. Implicitni baze dle definice 5 je bazi prostoru IP,, a jeho dimenze je rovna
dim{P,} =n+1.
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Diikaz. Linearni obal implicitni baze dle definice muzeme zapsat:
(L) = (a2}, ..., a0 ™) = aly, =Py Va; € C, Vi€ {0,1,..,n}  (4.27)
i=0

, tedy linedrni obal implicitni baze je roven mnoziné P,,. Lineadrni nezavislost
vektoru implicitni baze ovérime polozenim:

Z ;T =pe =0 (4.28)
i=0
Je zfejmé, ze jedinou kombinaci souradnic, které zadava nulovy polynom, je
vektor nulovych souradnic, pficemz pocet bazovych vektoru implicitni béaze je ro-
ven n + 1.
Implicitni baze dle definice 5 je tedy bazi prostoru P, a jeho dimenze je rov-

na dim{P,} =n+1.
[

Vzhledem k pravé dokazanym souvislostem muzeme zavést izomorfismus, ktery
umozni pocetni operace s polynomy redukovat a podstatné zjednodusit. Defi-
nujme izomorfismus mezi prostorem P, a aritmetickym prostorem nad télesem
komplexnich ¢éisel takto:

Definice 6. Zobrazeni P : P, — C"*! je ddno: Necht P € P, je vektor, jehoz
soutadnice vuci implicitni bazi jsou:

<p07 b1, >pn)(1n) (429)

, a tedy plati:
P=> pal,, (4.30)
i=0
Pak pro obraz A tohoto vektoru plati:
A=P(P)=(aiaz,...,a541)g); Ym € {1,2,....n4+1}: Gy =pm-1 (4.31)
, kde S je kanonick4 baze prostoru C**1.

Véta 4. Zobrazeni P zavedené definici 6 je izomorfismus.

Diikaz. Necht {Py, P, ..., Pn} € Py; {ai,a9,...,a,,} €C, m €N

21



4.2. PROSTOR POLYNOMU KAPITOLA 4. POLYNOMY

1. Linearita

P(arPr+asPy + -+ + apPp) =

=P <a1 Zpuiﬂﬁﬂ +as Zpi?l‘;:_}_l totan Zpim$§+1> =

=0 =0 =0
=P (Z alpi1x§+1 + Z a2pz’2£€§+1 + o+ Z ampim;z:iH) =
i=0 i=0 i=0
=P (Z (alpil + QoPi2 + -+ + ampim)mi) —
i=0 (4.32)

= (@1p11 + agpi2 + - - 4 AmPim, @1P21 + A2P22 + - -+ AmPom, - - -
ey Q1Pp1 + QoPp2 At A Pam) =

= (a1p11, a1P21, - - -, @1Pn1) + (A2P12, G2P22, - - -, G2PR2) + -+
A (AmP1ms GmDoms - -« - > GmPrm) =

= a1 (11,021, - - - s Pn1) + @2 (D12, D22, - - - s Dn2) + -+ -
dhiie 7 (p1m7p2m7 . 7pnm) =

= alP(Pl) + (IQP(PZ) + -+ ClmP(Pm)

2. Injektivita
Vzhledem k tomu, ze dle véty 1 mnozina koeficientu urc¢uje polynom, coby
vektor prostoru P, jednoznacné, je vzhledem k definici zobrazeni P injek-
tivni eo ipso.

3. Surjektivita

Vzhledem k definici polynomu 1 a definici 7 je zobrazeni P surjektivni
€0 1pso.

Zobrazeni P dle definice 7 je izomorfismus.

Definujme jesté zobrazeni inverzni k izomorfismu P. Tato definice je spiSe formalni,
nebot inverzni zobrazeni vyplyva implicitné pravé z jeho izomorfismu.

Definice 7. Inverzni zobrazeni P~! k zobrazeni P dané definici 7 je izomorfismus
a pro jeho obraz plati: Necht C; € C**! a P, € P,,. Pak plati:

(Cl)(s) = (c1, ¢, . .. 7Cn+1>(s) (4.33)

Pl — 7)71 (Cl) = ZPJZHu Vm € {]-7 27 L + ]-} © Pm—1 = Cm (434)

1=0
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4.3 Tenzor soucinu
Nyni mame dostatecny podklad pro zavedeni konstrukei umoznujici operace s po-
lynomy s vyuzitim poznatku zejména multilinearni algebry. Diky definici izomor-

fismu P, kterym jednoznacné zobrazime polynom na aritmeticky vektor, muzeme
pocetni operace vyrazné zjednodusit.

Zacénéme nasledujici ivahou:

Rozpisem 4.7 koeficientt soucinu dvou polynomu aplikaci vztahu 4.31 ziskavame
nazorné schéma, které motivuje zavedeni nasledujici konstrukee:

Méjme dva polynomy p, g € P, a jejich obrazy A = P(p) a B = P(q). Pro sourad-
nice téchto obrazu plati:

(A>(S) = (al, as, . .. ,an+1)(s) (435)

(B)(s) = (b1, bg, ..., bn+1)(s) (4.36)
Zavedme matici ¢;; € CFD:("+1) kde pro jednotlivé jeji prvky pisme:
Cij :aib]’ ; Yi,5 € {1,2,,n+1} (437)

V maticovém zapisu muzeme tento vztah znazornit nasledovneé:

aby a1 by a1bs o arbp
asb; asby G2b3 te azbn+1
cij=| asbr  asby  asbs oo asbniy (4.38)
Apg1br  Appiby ppibs o or Appibng

Vénujme nyni pozornost hodnotam indexu. Ze vztahu 4.7 jsme vyvodili zaveér,
ze pro koeficienty soucinu polynomu je podstatnd hodnota odpovidajici indexem
souctu indexu koeficientu jeho soucinitelu. Zndzornéme soucet indexu v mati-
ci 4.38 matici tak, aby hodnoty na jejich pozicich odpovidali hodnotam souctu
indext koeficientu jejich obrazu:

i=-1)+({G-1)=

0 1 9 3 4 5 6 n

1 2 3 4 5 6 7 o+l
2 3 4 5 6 7 8 .o m42
3 4 5 6 7 8 9 o n43

_ |4 5 6 7 8 9 10 - n-+4 (4.39)

56 78 9 10 11 - n45
6 7 8 9 10 11 12 - ni6
n n+l n+2 n+3 n+4 n+5 n+6 --- n+n
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Jednotlivé koeficienty souc¢inu dvou polynomu p a ¢ jsou dany souctem téch
¢lenu matice 4.38, jejichz souradnice v matici 4.38 se rovnaji tém souradnicim
v matici 4.39, pro které plati, ze index koeficientu souc¢inu je roven hodnotam
matice 4.39 na pozicich témito souradnicemi danych.

Z matice 4.39 je tedy zfejmé, ze koeficienty soucinu polynomu p a ¢ jsou
dany souc¢tem prvku na diagonélnich pozicich matice 4.39. Takova poloha prvku
matice vSak neni piilis vyhodna pro algebraické operace. Definovat napiiklad ta-
kovou operaci nad touto matici, jejimz vysledkem by byl vybér praveé téch prvku,
jejichz soucet odpovida konkrétnim koeficientim soucinu polynomu, nebo aby
vysledkem této operace byl piimo tento soucet, by bylo zbyteé¢né komplikované.
Tato situace se ale zasadné zméni ve chvili, kdy vyjdeme opét ze schematismu
daného matici 4.39 a provedeme jeho tpravu nésledovné:

U ’ ’ . .
Zaved' me nyni, pro nazornost, matici:

0 1 2 3 n—1 n — — — — _ _
- 1 2 3 n—1 n n+1 — — _ _ _
- - 2 3 n—1 n n4+1 n+2 — — — _
din=1— — — 3 n—1 n n+1l n+2 n+3 _ _ _
- - — — - n—1 n n+1 n+2 n+3 n+4 --- n+(n-—1) —
- = = = - — n n+1l n+2 n+3 n+4 --- n+(n—1) n+n

(4.40)
Prvky této matice bez hodnoty symbolizuji prazdnou mnozinu. Pro takto
definovanou matici jiz lépe nalezneme operaci nad touto matici, jejiz aplikaci
ziskame koeficienty souc¢inu polynomu, pokud spravné zavedeme matici soucinu
koeficientu soucinitelu ve stejné souvislosti, jako v pripadé matic 4.38 a 4.39.
Prepisme proto matici 4.38, pro zatim mechanicky, po vzoru matice 4.40
v tom smyslu, aby indexy prvku této matice odpovidaly indexim prvku ma-
tice 4.40 tak, aby hodnoty matice 4.38 na pozici dané témito indexy odpovidaly
pozicim scitancu davajici koeficienty souc¢inu polynomu p a ¢, kdy index téchto
koeficientu je roven hodnoté matice 4.40, tedy:

arby  arby aibs arbs -+ aib,  aibpg — — — _ . _ _
—  agby asby azbz -+ asb,_1  axb,  azbnpy - - - B - -
- — asbi aszby -+ aszbp—2 azb,—1  asb,  asbpi1 - - e - -
dgn = | — - —  agby -+ agbp3 asbp2 asbp1 ash,  asbpia — . _ _
— — — — e anbl (lan anbg anb4 anb5 anbg e anbn+1 —
- - - - - ant1b1 any1by apy1bs anp1bs antibs -0 anpibn angibngn

(4.41)

Z takto zavedeného formalismu je zfejmé, ze koeficienty soucinu polynomu
p a ¢ jsou dany souc¢tem prvku ve sloupcich matice 4.41, pticemz index koefi-
cientu tohoto souc¢inu je dan hodnotou h — 1 sloupcového indexu této matice
zmenseného o jednicku, neboli hodnotou matice 4.40 na odpovidajicich pozicich
v téchto sloupcich.

Toto je nyni jiz tvar matice, ktery umoznuje, ovSem po jejim korektnim zave-
denim, aplikaci zakladni algebraické maticové operace vypocet koeficientu soucinu
polynomu. Pied definovanim této operace se jesté zastavme pied definici mati-
ce 4.41 jako takové. Zatimco v pripadé takto mechanicky konstruovaného objektu
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se jednd pouze o nazornou pomucku, pro nasledujici korektni definici je nutné vy-
poradat se s otazkou prazdnych prvkiu matice 4.41. Je ziejmé, ze v souc¢tu pusobi
neutralné nulovy prvek matice. Je proto nutné najit takovy predpis, ktery umozni
zadat matici 4.41 korektné v souladu s timto pozadavkem. Pro tyto tucely pok-
racujme s nazornou pomuckou, kterou ndm poskytuje matice 4.41 a doplnme ji
nasledovné:

Sledujme vyvoj indexu jednotlivych ¢lenti v okoli prazdnych prvku matice 4.41
a doplnme indexy a jim odpovidajici cleny ¢isté symbolicky. V nasledujicim
prepisu matice 4.42 nemaji doplnéné znaky vyznam indexu a prvku matice,
ale maji pouze pomocny symbolicky vyznam:

arby ayhy arbs aby o aby ibapr bnyz atbups aibnis abnis 0 abain  Abninn
azbg a2b1 azbg (lgbg e agbn,1 agbn, GQb,,,H azanrg azbn+3 azbn+4 e azanrn,l azanrn
agb,I 33b0 ngb] (131)2 e dgbn,*) agbn,,l (l;;bn (l3b7z+1 a3bn+2 a3bn+3 s a3bn+n,2 asbn+n,1
erh = agh_o agb_; azbo ashy o agbney agbpog aghy aqb, agbny1 agbpiz - agbnin-z agbpin-2
anb—n+2 anb—n+3 anb—n+4 anb—n+5 e an,bl aan ap bd an,b4 aan anbﬁ e ananrl anbn+2
ani1b ni1 anpiboni2 aniibonps aniibonpa 0 @npabo anpiby anpiby anpabs anpabs anpbs 0 Gupibn Anpabn
(4.42)

Takto symbolicky doplnéna matice bude korektnim zapisem v ptipadé, ze ne-
kladné indexy doplnime na kladné a hodnotu, jez indexuji, polozime rovnu nule.
V tom pripadé bude platit, bez podminky existence prazdnych prvku matice,
ze koeficienty sou¢inu polynomu budou rovny, v piislusném poradi, souc¢tu prvku
ve sloupcich takto definované matice.

K zavedeni souvislého algebraického popisu takové konstrukce vyjdéme z vyse
uvedené myslenkové konstrukce a definujme matici:

by by by by -+ by by O O 0 0 0 0
0 by by by -+ bpy by bpr O 0 0 0 0
0 0 by by - by boy by by 0 0 0 0
fkh: 0 0 O b1 bn,3 bn,Q bn,1 bn bn+1 0 0 0
0o 0 0 -+ b bo b3 by bs bg -+ by O

o o0 0 -+ 0 by by b3 by bs --- b, by

(4.43)

Neforméalni konstrukce takové matice je nasnadé, nebot se jednd o matici, jejiz
fadky jsou tvotfeny vektorem B, jakozto obrazem transformace P polynomu g,
tak, ze prvni fadek je tvoren poporadé jeho souradnicemi, a kazdy dalsi fadek pak
tymz vektorem posunutym o jednu pozici ve sloupci matice oproti predchozimu.
Zbyvajici volné prvky matice jsou nulové.

Soucet sloupcu matice 4.41 dostaneme nasobenim matice 4.43 sloupcovym

vektorem A, jakozto obrazem P transformace polynomu p, zleva:
R=ATf,, =

S (4.44)

= (albl, a1b2 + (lgbl, a1b3 + CLQbQ —+ agbl, e ,anbn+1 + an+1bn, an+1bn+1)

Tento vektor je pak obrazem soucinu vzoru obrazu vektoru A a B, neboli
sou¢inu polynomi p a ¢. Zavedme nyni formalni zapis této operace. Vyjdéme
z nasleduji konstrukce:
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Vezméme vektor B, sledujme vyznam sloupctu matice 4.43 a konfrontujme
je. Vidime, ze jeji sloupce jsou tvoreny vektorem B tak, Ze prvni prvek prvniho
sloupce je roven prvnimu prvku vektoru B, pticemz kazdy dalsi sloupec zacinéd
dalsim prvkem vektoru B od predeslého a sloupec je pak tvoren vSemi predchozimi
souradnicemi vektoru B sestupné vuci jejich poradi. Vysledek 4.18 pak ddva ma-
ticovy soucin zleva sloupcovym vektorem AT

Pro pfedpis tohoto vztahu zavedme translaci reverzibilniho Kroneckerova ten-
zoru nasledovné:

Definice 8. Necht §;, je dvakrat kovariantni Kroneckertv tenzor. Pak posu-
nutym reverzibilnim Kroneckerovym tenzorem s parametry N, ¢ a j definujeme
tenzor:

1;: r=s
0; r#s
NeN; khe{l,2,...,N}; i,jeN: |i—j|<N

I

Ten (1:3) = SN 11-k4i) (hts) = Okt —hti) © Ors =
i (5.7) = O 1-kti) (ht) = Okg) (N+1-Rti) { (4.45)

Smysl takovéto definice vyplyva z podstaty vztahu 4.44, konkrétné z definice
matice 4.43. Prostrednictvi definice 8 muzeme formalné zapsat vztah pro operaci,
ktera prakticky umozni ,,posouvani“ souradnic vektoru o urcity pocet pozic. Tato
operace, napiiklad ve zpracovani signalu mé své misto, nebot se v jeji aplikaci
jedna vlastné o klouzavé okno. Ukazme, co vlastné tenzor 4.45 predstavuje:

Uvazujme maticovy zépis tenzoru 4.45 a identifikujme ¢tvercovou matici ¢;; €
Cm™ takto:

tin =0 t21 =0 --- 0 0 0 0
tio =0 tog =0 --- 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
tiy = Ti (a,b) = 0 0 0 0 0 Lt tatym =1 [1a>b
0 0 0 0 o e yme1 =1 0
0 0 0 to 1 2i(aty) =1 -+ 0 0
0 0 o tmataty =1 0 0 0

(4.46)

Jedna se tedy o Ctvercovou matici, ktera ma na vedlejsi diagonédle, ktera je
posunuta o a — b pozic smérem k pravému dolnimu rohu, jednicky. Na jinych
pozicich potom nuly. Pro piipad b > a je situace analogickd, nicméné diagonala
je pak posunuta o b — a pozic smérem k levému hornimu rohu.

Napriklad pro 7236 (a,b) plati nasledujici vycet:

(4.47)

S

~~

=

ot

~—

|
S OO OO -
OO OO oo
OO oo o
OO oo o
S OO o oo
OO o oo
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|
|
|
|
|

000100
001000
010000
1 00 000
000000
000000

|
|
|
|
|

(4.48)

i (3,9)

000 01O

000100

(4.49)

001 00O
010000
100 0 0O

000 O0O0O

i (47 5)

000 O0O0T1

000010

(4.50)

000100
001000

i (Ov O)

010000

1 00 000

000O0O0O0
000O0O0T1

(4.51)

00 00 1O
00 01T 00

ij (67 5) =

001000
010000

00 0O0O00O0
00 0O0O00O0

000O0©O0T1

(4.52)

000010

i (77 5)

000 10O

001000

|

000O0O0O
000O0O0O
000O0O0TO
00 0O0O0O0
000O0O0O0

000O0O0T1

|

(4.53)

i (107 5)

27



4.3. TENZOR SOUCINU KAPITOLA 4. POLYNOMY

Sledujme nyni vysledek nésobeni téchto matic sloupcovym vektorem zprava:

Méjme napiiklad vektor v € C°, jehoZ kontravariantni souradnice vzhledem
ke kanonické bazi S jsou:

(U)(S) = (U17U27U37U47U57U6)(S) = Ui (454)

Tyto jsou rovny jejich kovariantnim souradnicim v; = v® k bazi S. Pak souciny
s maticemi 4.47 az 4.53 davaji:

7.2(0,5) - v" = (4.55)

O O O O oo
O O O O oo
o O O O oo
O O OO oo
OO OO oo

(=2 I 1 B S O B N R
I
cocoocoof
N— —

SO O OO -

(4.56)

O O = O OO
O OO = OO
SO OO =O
OO O OO -
SO OO oo
OO OO OO

O = OO OO
SO M= O OO
S OO = OO
O OO OO
S OO OO -

(4.58)

- O O o o
O = O O O O
SO = O OO
S O O = OO
SO OO -=O

(4.59)

~_ " ~__ ~___ - ~___ - "
I

z;‘ (4.57)
161

S OO oo o
-0 O O O O
O = OO OO
O O = O OO
S OO = OO
S OO O M=o
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00000 0\ /o 0
00000 O0]|][e 0
;i 1000 0 0 1 A I O
g (T =1Lo 0001 ofet]™ Vs (4.60)
000100/ v
001000 v V3
00000 0\ /o 0
00000 0]/ 0
. loooooof] 0
7.2(10,5) - v" = 00000 0 A1 =10 (4.61)
00000O0]|] 0
00000 1/ \e° e

Vidime tedy, ze tenzor dle definice 4.45 skutecné splnuje funkci operatoru,
ktery posouva souradnice vektoru vuéi svym pozicim v zavislosti na svych pa-
rametrech. Je zrejmé, ze, po usporadani téchto vysledku pro takové parametry
tenzoru 4.45, pro které vysledek soucinu s vektorem projdou jeho soutradnice
vSechny pozice, do sloupcu matice sekvenéné, vyjde analog s matici 4.43:

fr=TS(k—1,5) v =

ij

= (755 (0,5) - o7 T5(1,5) - %5 T5(2,5) -5 -+ T3 (10,5) - o) =

V1 Vg U3 Uy Vs Vg 0 0 0 O

0 v1 v w3 vg v5 v¢ 0 0 0 O (462)
. 0 0 V1 V2 V3 Vg4 Vs Vg 0 0 0
10 0 0 vy vy wg vy vs vg 0O O

0 0 0 0 v vy w3 vy v5 vg O

0 0 0 0 0 vy v w3 vy v5 wg

Pro ziskani konecného tvaru obrazu souc¢inu polynomu dle predlohy 4.44 vezméme
napiiklad vektor w € C8, jehoz kontravariantni souradnice vzhledem ke kanonické
bazi S jsou:

(U))(S) = (w17w27w37w47w5aw6)(s) = wi (463)

Koneény tvar obrazu soucinu polynomu, jejichz obrazy P transformace jsou
vektory v a w, ziskdme standardnim skalarnim sou¢inem obrazu w se sloupci
matice 4.62, tedy tenzorovym souc¢inem:

Te = fik - w' =
= (wlvl, WUy + WaU1, W1V3 + Wovy + W3V, ..., Ws5Vg + WeUs, w61)6) = (464)
=1 OFP =P
Soutadnice vektoru r? jsou soufadnice obrazu soucinu polynomt, jejichz ob-
razy jsou vektory v a w. Nyni provedme inverzni P transformaci tohoto vektoru
v jeho obecném vyjadreni a ziskejme tak vztah pro souc¢in dvou polynomu v piimé

formé. Pro tento icel zaved'me jesté zobecnény posunuty reverzibilni Kroneckeriv
tenzor:
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Definice 9. Zobecnénym posunutym reverzibilnim Kroneckerovym tenzorem je
dvakrat kovariantni a jednou kontravariatni tenzor s parametrem /N:

T(N)=TY(k—1L,N-1); NeN; ke{1,2,...,2N -1} (4.65)

, kde T (m,n) je tenzor dle definice 8.
Pro vektor R plati:

rk = TZ(6)wivj (4.66)
Pro vzor vektoru P transformace plati:
s(z)y=P" (v’) cpl (wz) =v(z) - w(x) =P " (rk) =rhI, = zk:rkmk (4.67)
i=0
, neboli, s uvazenim vztahu 4.66:
s(z) = Zkzrkxk =T 6wyl o e I (4.68)
i=0

Ziskané poznatky muzeme vyuzit ke konecné definici sou¢inu polynomu s uzitim
ziskaného algebraického aparatu nasledovné:

Definice 10. Necht jsou ddny dva polynomy p,, ¢, : C — C:
Pn () = Zai+1xi7 Gm () = Zbi+1xi§ n=m (4.69)
i=0 i=0

, kde n a m jsou jejich stupné, a. a® = a; a b® = b; jsou vektory jejich koeficienti.
Pak sou¢inem polynomu p, a ¢,, je polynom s: C — C stupné r = n + m:

s (x) = Z " =p, (2) g (2) = ‘ij (m)a't'zi™ ot el ot ="
=0
Vektor:
= ‘ij (n)a't’ (4.71)

pak tvori koeficienty tohoto soucinu.

4.3.1 Diskrétni konvoluce

Sledujme jesté vztah mezi matici 4.62 a vektorem w. Paklize dva vektory v a w
ztotoznime s posloupnostmi jejich souradnic nésledovneé:

v:{1,2,...,n+1} = C; v(i) =" (4.72)

w:{1,2,....m+1} = C; w(i)=w" (4.73)

, pak zfejmé vztah 4.71 vede na jejich diskrétni konvoluci. Definujme tedy
diskrétni konvoluci dvou posloupnosti:
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Definice 11. Necht jsou ddny posloupnosti:

i:{1,2,...,N} = C (4.74)
h:{1,2,...,M} = C (4.75)
j:{1,2,.... N+ M} = C (4.76)
N>M (4.77)
, a jsou dany vektory:
reCY heCM yeC"M. o=, W =hlj], v =7k (4.78)

Pak diskrétni konvoluce posloupnosti = a h je dana:

y* =T (N) &'h (4.79)
jg==ixh (4.80)

Neni bez zajimavosti, ze vztah 4.79 je shodny se vztahem pro koeficienty souc¢inu
dvou polynomt, nebot z vyse uvedeného ziejmé plati, Ze:

Posloupnost koeficienti soucinu dvou polynomi je rovna konvoluci
posloupnosti koeficientti jeho soucinitelii.

4.3.2 Binomicka véta

Stejné jako diskrétni konvoluci lze zapsat vyuzitim tenzoru 4.65, lze podobné
zapsat vztah znamy jako binomicka véta:

(z+y)" = En% (727’) iy (4.81)

Tento vztah dava do souvislosti taktéz kladnou celo¢iselnou mocninu soué¢tu
proménné x € C a cisla y € C a polynom stupné pravé rovného této mocnineé.
Jeho koeficienty jsou rovny kombina¢nim ¢islum:

<Z) - k;(+ik); (4.82)
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Sledujme nyni vztah 4.81, ktery zle zfejmé prepsat nasledovné:

n - n n—i, i n n n n— n n—
bty :Z@w y:(O)lﬁ +(1)x 1‘“(2)96 K
=0
. n 2, n—2 n n—1 n no__
+<n—2>x‘y +(n—1) " +(n)y (4.83)

n! n n! 1, n!
= x x —
ol TUm—n" YT o m 21
n! 9 n_o n! n n!

m—212" Y Ty

n—2, 2

S uvazenim toho, ze tento vyraz zadava vlastné standardni skaldrni soucin
dvou vektoru, muzeme psat:

Necht jsou ddny obecné vektory a,b € C"! a é&fsla x,y € C. Pak pro kontra-
variantni souradnice vektoru a a b plati:

i+1

(ai)(S) =T (4.84)
i i+1
(b )(S) =y (4.85)
Pak, s uvazenim vztahu 4.83, piSme v maticovém nésobeni:
% ()' e 0 0 prtl
0 foor 0 0 b
(x+y)" =a- | ; S 3 R (4.86)
n!
0 0 B (O DYFY 0 bi
0 0 e 0 nff_(')' b

Vidime, 7e souiadnice vektoru b7 jsou zapsany reverzné. S vyuzitim definice 11
muzeme vztah 4.86 zapsat nasledovneé:

0 0 0 nl b
al a2 antl 0 0 nl 0 1
(ZE_’_y)n: (_|7_|7 ) n' > : =
' ' 0 nl 0 0 ]
n! 0 0 O pnt!
n!
b (4.87)
0 0 01 or
b2
al a? a1 0 0 10 i
—nl - : :
=n ( ' 9 1' ). bl n' ) . .
1 00 (nb_ o]
1 00 bt
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Vzhledem k identitam 4.84 a 4.85 plati:

00 --- 01 ﬁ

) 0 o 00 --- 10 Y
01 --- 0 -

(n—1)!

10 0 y

, kde vysledkem je standardni skalarni soucin:

1.0 93'1 :L,nfl " yn ynfl yl yO
n_ o - - ).l <L . Z
(@+y) ”‘(m’u““wn—nan (m%n—nr“"u’m)(4%)

Pokud zavedeme vektory:

%9 € Crl (4.90)

k—1 0 1 n—1 n

Tk x 2 x x x
- —(Zz T 491
(#)s) (k—1) (m’u’ %n—mVnJ (4.91)

k—1 0 1 n—1 n

" y y° y y y
_ (v Yy y 4.92
(@) s) (k—1)! (m’u’ %n—nrnJ (4.92)

, pak lze binomickou vétu prepsat do tvaru:

(z+y)" =nl-T (n) &' (4.93)
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Kapitola 5

Zolotarevovy polynomy

Zolotarevovy polynomy lze zavést nékolika zpusoby lisicimi se pristupem k jejich
analytickym a algebraickym vlastnostem. Na kazdy z téchto zpusobu vedou ruzné
motivace, nicméné, v piipadé aplikaci v uzitych partii teorie obvodi, je vyhodny
zpusob vedouci z vychozi implicitni analytické definice. Tento zpusob zavedeni
Zolotarevovych polynomu predstavuje tato kapitola. Vzhledem k tomu, ze veskeré
potfebné souvislosti byly vypracovany v mé praci [39], je tato kapitola jejim
vynatkem. Veskerd tvrzeni a vztahy v ni uzité se nachézi v préci [39], jsou zde
dokazany a nachazi se zde také postupy k jejich odvozeni, véetné metodik jejich
vypoctu a grafickych interpretaci.

5.1 Definice Zolotarevovych polynomi

Zolotarevovy polynomy v pojeti, jez bude pfedmétem zajmu, predstavuji para-
metrické realné funkce realné proménné. Ackoliv, jak bude podrobné vysvétleno
dale, jedna se o realné funkce komplexni proménné, kdy argument Zolotarevo-
va polynomu zavadime jako redlny parametr komplexni kiivky 5.4. Zolotarevuv
polynom stupné n, s parametry p, g a k definujeme:

(=1)"

. o H(u—%K(k)’k) " H(u+§K(k:)(k> ! .
= i ecw [9) T\ ewm]e)) |
n=p+q (5.2)

p,q €N, ke (0,1), ueC (5.3)

s (u | k) - en® (2K (k) ( k) +en? (u | k) - sn? (2K (k) ] k)

€ (-1,1) (5.4)

w =

sn2 (u | k) — sn2 (gK(k) ] k)
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, kde

H je Jacobiho eta funkce

K  Jacobiho uplny ¢tvrtperiody elipticky integral prvniho druhu
sn elipticky sinus

cn  elipticky kosinus

k  elipticky modul

Definiéni obor polynomu je v komplexni roviné zadédn implicitné, a to rov-
nici 5.4. Tato zobrazuje komplexni kiivky definicntho oboru na realny interval.
Problematika definicniho oboru bude podrobné rozebrana v dalsim.

Zolotarevuv polynom stupné n, s parametry p, g a k lze téz zavést prostrednictvim
Cebysevova polynomu stupné n identitou:

) H(u+%K(k)
CILR L Prosran

RA

N—
+

/N

IS

|

3|

—~

Dy

S~—

ol

SN—— | ——

I

———
=
=

5.1.1 Rozbor dil¢ich funkci
5.1.1.1 K Uplny elipticky integral

Upln}'f ¢tvrtperiody Jacobiho elipticky integral prvniho druhu je definovan:

ke(0,1), =zeR (5.6)

3 dx
K= "=,
0 1 — k2 - sin“z

kde ¢islo k je elipticky modul. Obvykle je tplny elipticky integrél zaveden
parametrem m, kdy mezi timto parametrem a modulem k plati:

m = k? (5.7)

Upln)’f elipticky integral je pak definovan:

m e (0,1), (5.8)

3 dx
K(m)Z/ 5 )
0 vV1—m-sin“z

Netplny elipticky integral prvniho druhu je definovan:

ke (0,1), (5.9)

Fk )_/‘p dz
hd 0 \/1—k2~sin2:c’

a nebo, podobné jako v piipadé uplného integralu, s parametrem m:

m e (0,1), (5.10)

® dzx
F(m,g&) :/0 \/1—m-sin2x7

kde mezi parametrem m a modulem k plati vztah 5.7.
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Prekazku ve vypoctu téchto integralu predsavuje fakt, ze je nelze vyjadrit ko-
necnym poctem elementdrnich funkei, nebot jsou vy$$imi transcendentnimi funk-
cemi (podobné jako napiiklad integralsinus, integralexponenciela a podobné).
To vylucuje jejich cisté analytické feseni a je proto nutné nalézt takovy zpusob
feSeni, ktery umozni vypocet s chybou zanedbatelnou ¢i akceptovatelnou. Jednim
z téchto zpusobu, kromé striktné numerickych, jako napiiklad integrace Simpso-
novou metodou, je uziti rozvoje funkce Taylorovou fadou a vét o integraci fady.

Zékladnim problémem pfi rozvoji funkei fadami je uréeni mnoziny definiéniho
oboru fady, na némz rfada konverguje, tedy v ramci mocninnych rad ekvivalentneé,
urceni poloméru konvergence rady. Existuje mnoho vét vyjadiujicich vztahy me-
zi koeficienty mocninnych fad a mnozinou, resp. polomérem konvergence, jako
napiiklad Cauchyovo kritérium konvergence, D’Alambertovo kritérium konver-
gence apod. Jak bude v nasledujicim ukézano, existuji i jiné moznosti urceni
poloméru konvergence mocninné fady, v tomto piipadé Taylorovy, jez mohou byt
v mnohych piipadech vypocetné méné narocné, a které budou pouzity i pti reseni
eliptickych integralu.

5.1.1.2 K’ Komplementarni tiplny elipticky integral

Komplementarni Jacobiho elipticky integréal prvniho druhu lze definovat prostied-
nictvim dplného integralu prvniho druhu:

K' (k) =K (K) (5.11)
, kde k je komplementarni parametr. Mezi timto a parametrem k plati vztah:

K=vV1-k, ke(0,1) (5.12)

5.1.1.3 q Elipticky nome

Parametr, s nimz jsou c¢asto eliptické funkce definovany, se nazyva elipticky
nome. Vyznam zavadéni ruznych parametru pro stejné eliptické funkce spociva
v ruznorodosti definiéniho oboru pro ruzné tyto parametry. Napiiklad funce theta
jsou definovany pro nome:

geC:lgl <1 (5.13)

Jeho defini¢nim oborem je tedy interiér jednotkového kruhu se stiedem v po-
catku komplexni roviny. V definicich theta funkci se pak zavadi transformace mezi
eliptickym nome a parametrem 7 vztahem:

T:—%m@y geC:lq <1 (5.14)

Definiénim oborem funkce 5.14 je pak mnozina 7 € C : J{r} > 0, ¢ili horni
polorovina komplexni roviny bez redlné osy. Vztah 5.14 reprezentuje konformni
zobrazeni mezi otevienym jednotkovym kruhem v komplexni roviné a otevienou
polorovinou komplexni roviny. Inverzni vztah je pak dan:

q=¢"", qeC:lgl<1 (5.15)
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Casto jsou pak theta funkce zavedeny pro realny parametr k € (0,1). Vztah
mezi parametrem k a eliptickym nome je dan:

q=¢ "K® ke (0,1) (5.16)
Ziejme téz plati:
K' (k)
= ke (0,1 1

5.1.1.4 q’° Komplementarni elipticky nome

Komplementarni elipticky nome souvisi s definici komplementarniho tplného ¢tvrt-
periodého eliptického integralu prvniho druhu, tedy se vztahem 5.11. Elipticky
nome, jakozto funkce parametru k, je, jak bylo uvedeno v 5.16, dan:

K'(k)

g(k)=¢"x® ke (0,1) (5.18)
, pak komplementem parametru k lze zavést komplementarni elipticky nome:

K'(k') K (k)

K(K) — e—WK/(k)7 k’ c (O7 1) (519)

5.1.1.5 H Jacobiho eta funkce

Jacobiho eta funkce je definovéana prostiednictvim Jacobiho theta funkce, a sice
transla¢nim prechodem argumentu funkce a transformaci parametru. Jacobiho
theta funkce je obecné definovana napiiklad radou:

Pem =S Lee >0
nez

Déle je definovana takzvana Jacobiho theta funkce s raciondlnimi charakteristi-
kami:
Vap (2,7) = elmiar+2mia(=+b)] 9 (z+ar+b,71) =
_ Z 6[7ri(aJrn)2-1-+27ri(a+n)(erb)]7 = C, ]m{T} >0, a, b e @ (

nez

5.21)

Pro definici Jacobiho eta funkce je pak vyznamny zvlastni pripad Jacobiho theta
funkce, a sice:

(Z,T) _ 19%1% (72’7_) _ Z e[Tri(%+n)27+2ﬂ'i(%+n)(z“r%)]’ 2cC (522)

ne”Z

191 (Z7T) = -7

11
272

Jacobiho theta funkce je téz zavedena transformaci parametru 7 na elipticky
nome ¢ vztahem:

q=e"" (5.23)
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, nebo také transformaci mezi eliptickym nome a parametrem k vztahem:

q= eiﬂ K (k) (524)

Jacobiho eta funkce je pak definovéna:

Hul k) =19 (2| kp(%) _ (2]7(”(‘1{;)‘/@) u,z€C, ke (0,1) (5.25)

Tuto lze pak rozvinou napiiklad fadou:

s e (20t 1)
=92 4K(k) K (k) 3 1 .
H(ul| k)=2e Z{ sln[ 2K (8) u]},ue@,kze((), ) (5.26)

5.1.1.6 Eliptické funkce

Tyto komplexni funkce komplexni proménné vykazuji zvlastni formu periodici-
ty, a to jak vuci realné, tak vuci imagindrni ose. V komplexni roving, jakozto
definiénim oboru, vytvéafeji jistou pravidelnou ,sit“ tvofici obdelnikové podm-
noziny, na kterych jsou ¢asti téchto funkei, coby parcialni funkce definované prave
na téchto obdelnicich, hodnotami identické. Pro elipticky sinus jsou témito ob-
delniky vSechny prvky mnoziny dg,:

e = {(AmK (k) ,4(m + 1) K (k) x i (2nK’ (k),2(n+ 1)K’ (k) | myn € Z}  (5.27)

, z ¢ehoz piimo plyne, ze obecné je elipticky sinus hodnotami identicky vuéi
vSem prvkum mnoziny D,:

Dan{ (A4mK (k) + a,4 (m + s) K (k) + a) x

i (20K’ (k) +b,2 (n+ ) K' (k) +b) | ™ E% stEN abe R} (5.28)

, a plati tedy:
n(ulk)=sn(u+4mK (k) +i2nK' (k) | k), ue C, m,n € Z, k€ (0,1) (5.29)

Elipticky kosinus vykazuje podobnou formu periodicity, avsak podmnoziny je-
ho deﬁniém’ho oboru vuci kterym jsou parciaﬂnl’ funkce v hodnotéch identické

vvvvvv

eliptického sinu. Jsou jimi jisté hchobeznlky opét pravidelné pokryvajici rovinu
komplexnich ¢isel. Vlastnosti periodicity vyjadiuje obdoba identity 5.29 pro elip-
ticky kosinus:

en(u| k) =cn(u+4mK (k) +2n (K (k) + iK' (k)) | k), ue C, m,n€ Z, k€ (0,1) (5.30)

Definice eliptickych funkci spociva ve slozeni zakladnich goniometrickych funkei
a eliptické amplitudy. Elipticka amplituda je jisté interni zobrazeni k netdplnému
Jacobiho eliptickému integralu prvniho druhu. Je-li netplny Jacobiho elipticky
integral definovan:

v d
U(solk‘)z/ __de Lecc ke (531)
0 1 — k2sin’«
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, pak elipticka amplituda je definovana:
p(ul k)=am(u|k)=uy(p]|k) (5.32)

Elipticky sinus a kosinus je pak dén slozenim sinu a kosinu a eliptické amplitudy,
tedy:

sn(u| k)=sin(z)oep(u| k) =sin(am(u| k)), z,u e C, k€ (0,1) (5.33)

en(ul k)=cos(z)op(u| k)=cos(am(ul| k)), z,ue C, ke (0,1) (5.34)

Vzhledem k tomu, ze elipticka amplituda a tedy i eliptické funkce jsou vyssimi
transcendentnimi funkcemi, je k jejich vypoctum nutno uzit nékterych aditivnich
nebo multiplikativnich identit. Pro elipticky sinus plati identita:

2rn K/’ (k) annK' (k)

2 HE oy 12 o () 4 R
sn(ul| k)= Jh sin (QK (k)) H x(@n DK/ (k) " w(dn_2)K/(k) 5.35
k n=11— 2e K (k) cos (%) +e K (k) ( . )

,ueC, ke(0,1)

, pro elipticky kosinus pak:

K’ (k) s’

_ 2nnK’(k)
2/k'e” FK) ( T ) — 1+2e K® COS(K(k)
cos H

T(2n—1) K’ (k) _ m(4n—2)K'(k)
vk n=11— 92" ) COS( Tu ) T (5.36)

K (k)
,ueC, ke(0,1)

te K (k)

) _4nnK' (k)
en(u| k) =

Tyto identity lze pak implementovat v jazyce MATLAB s vyhodou, nebot
sou¢iny v nich figurujici konverguji ,velmi rychle“ a néroky na pamét i cas
potfebné k vypoctu se tim snizuji. Kod funkce pro vypocet eliptického sinu je
uveden v kédu 5.1, a eliptického kosinu v kodu 5.2.

Pozndmka 1. Pro tucely studia Zolotarevovych polynomu byly eliptické funkce
definovény pouze pro redlny parametr v intervalu k& € (0,1), ackoliv tyto jsou
obecné definovany pro $irsi mnozinu parametru.

5.2 ReSeni vypocétu funkei a jeho aplikace v ja-
zyce MATLAB

S jazykem MATLAB dodava vyrobce velké mnozstvi matematickych funkei im-
plementovanych a optimalizovanych pro pouziti v uzivatelskych vypoctech, a to
jak v podobé funkcnich bloku pracujicich s maticemi ¢isel ve smyslu vstupnich ne-
bo vystupnich hodnot a nebo funkei pro symbolické vypocty knihovny symbolic.
V obou téchto ptipadech se setkdvame, zejména v souvislosti s vypocty Zolotare-
vovych polynomu, s vaznymi nedostatky znemoznujicimi jejich pouziti. Témito
nedostatky ve vétsiné pripadu jsou:

40



KAPITOLA 5. ZOLOTAREVOVY POLYNOMY  5.2. RESENI VYPOCTU

U > W N+~

10
11
12
13
14
15
16

18
19

U > W N+~

10
11
12
13
14
15
16

18
19

function [sn_]=sn(u, k)
pr=20;

nome=q (k) ;

K_k=K (k) ;

sn_t=1;

for n=1l:pr

t_=(1-(2* (nome” (2*n) ) *xcos ((pixu)/(K_k)))+...
(nome” (4xn))) ./ (1- (2% (nome”™ ((2*n)—-1) ) *...
cos ((pixu)/ (K_k)))+ (nome” ((4%n)-2)));
if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
sn_t=sn_t.xt_;
else
continue
end
end
sn_=sn_t.x(((2x (nome” (1/4)))/ (k" (1/2)))*...

sin((pi*u)/ (2*«K_k)));

Koéd 5.1: Elipticky sinus

function [cn_]=cn(u, k)
pr=20;

nome=q (k) ;

K_k=K (k) ;

cn_t=1;

for n=l:pr
t_=(1+(2* (nome” (2+n) ) xcos ((pi*u) /(K _k)))+.
(nome” (4xn))) ./ (1-(2*x (nome”™ ((2*n)-1))
cos ((pixu)/(K_k)))+ (nome” ((4*n)-2)));
if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
cn_t=cn_t.xt_;
else

*

continue
end
end

cn_=cn_t.* (((2* (nome” (1/4))* (k_comp (k) “(1/2)))/...
(k™ (1/2))) xcos ((pixu)/ (2%xK_k)));

Kod 5.2: Elipticky kosinus

e Definice funkce pro nedostateé¢nou mnozinu definiéniho oboru, jako naptiklad
v pripadeé eliptickych funkei, kde tyto jsou implementovany pouze pro realny
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defini¢ni obor, coz je pro vypocty Zolotarevovych polynomu nedostacujici.

° Uplné absence funkce, jako napiiklad v ptripadé Jacobiho eta funkce, in-
verznich eliptickych integralt apod.

7 téchto duvodu je nutno vyse zminéné nedostatky fesit dodateé¢nym progra-
movanim funkei potiebnym k vypoétum. Na tyto funkce jsou kladeny mmnohé
naroky, a to jak z hlediska casové efektivity, piesnosti vypoctu, pamétovych
naroku a pod. Z tohoto duvodu je nutno sledovat zminéna kritéria v zdvislosti
na uziti konkrétnich programovych konstrukei a volbé vhodnych matematickych
formulaci jednotlivych problému.

5.2.1 Metody vypocta

V pripadé implementace matematické funkce jakozto zobrazeni mezi Ciselnymi
mnozinami patii mezi zasadni otdzky pri jejich feSeni existence analytického
feSeni vypoctu. V piipadé, ze problém umoznuje analytické feSeni, nabizi se
k posouzeni moznost vyuziti symbolické knihovny a jejich mnohych vyhod oproti
vypoctum striktné numerickym. Témi jsou napiiklad implementace elementarnich
funkci, integrace, derivace, limity, implementace Heavisideovy funkce nebo Di-
rackovy delta funkce atd. V pripadé, ze analytické feseni neexistuje nebo neni
objektivné vyhodné, je nutno uzit numerickych metod vypoctu, jako je tomu
napiiklad v pripadé vycislovani vyssich transcendentnich funkci. I k témto ucelum
je v vhodné uziti nastroju symbolickych vypoctu, kdy symbolicka knihovna dis-
ponuje napiiklad funkci pro vypocet Taylorovych nebo Fourierovych fad a pod.

5.2.2 Reseni pro funkéni fady

Nejcastéjsim problémem, se kterym se setkdva teseni funkci pro vypocty Zolo-
tarevovych polynomu je vycislovani vyssich transcendentnich funkei, jako jsou
eliptické integraly a jejich inverzni funkce. Zaroven vsak integrandy Jacobiho
eliptickych integralu jsou slozenymi algebraickymi nebo transcendentnimi mero-
morfnimi funkcemi. Tyto pak lze fesSit napiiklad integraci Taylorova rozvoje ne-
bo uzitim evaluace ¢astec¢nych rozvoju aditivnich nebo multiplikativnich identit.
U téchto je vSak nutno vénovat pozornost mnozinam defini¢niho oboru, konkrétné
pak oboru konvergence tad.

5.2.3 Reseni pro jednotlivé funkce
5.2.3.1 K Uplny elipticky integral

Vénujme rozboru feseni vypoctu hodnot této funkce Sirsi prostor. Zavéry k tohoto
podrobného zkouméni nabudou na vyznamu v dalsich kapitoléch.

Uplny Jacobiho elipticky integral prvniho druhu je definovan vztahem 6.38. Jedna
se v podstaté o kiivkovy integral v komplexni roviné, ovsem vzhledem k tomu,
Ze meze integralu jsou, stejné jako integrand, ryze redlnymi, jedna se o integral
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urcity. To, ze se v piipadé Jacobiho eliptickych integralu jedna o kfivkové in-
tegraly v komplexni roviné je ziejmé v pripadé, ze naptiklad Jacobiho elipticky
integral druhého druhu definujeme meromorfnim rozsifenim integrandu jakozto
komplexni funkce komplexni proménné, pricemz horni mez integralu je téz kom-
plexnim cislem.

Pro teSeni Jacobiho eliptickych integralu se jako optimélni z hlediska im-
plementacniho jevi uziti mocninnych rozvoju. Klicovymi otazkami jsou v téchto
pripadech vzdy volba stredu fady rozvoje a uréeni poloméru konvergence rady.

Vypocet integralu bude tedy proveden integraci mocninného rozvoje integran-
du. Vzhledem k metodé vysettovani poloméru konvergence, ktera bude definovana
a aplikovana nize, zavedeme nejprve, nyni pouze zdanlivé bezucelné, Jacobiho
elipticky integral, jak bylo zminéno vyse, jako kiivkovy integral v komplexni ro-
viné meromorfnim rozsitenim integrandu takto:

K (k) :/2 = pe@1), zeC (537
0 V1—k?-sin’z

Rozvoj integrandu do Laurentovy fady je vhodné provést tak, aby fada vykazo-

vala nulovou hlavni ¢ast, tedy tak, aby byla pouze mocninnou fadou s kladnymi

mocninami. To predpoklada volbu stfedu mimo pél integrandu nebo podstatnou

singularitu.

1
f(z) = , ke(01), z€C 5.38
V1 — k2. sin’z (5.38)
VysSetteme nyni singularity funkce
Poly funkce jsou body mnoziny komplexnich ¢isel spliujici rovnici

V1 — k2. sin?z =0, ke (0,1), zeC (5.39)

1—k? -sin’2=0 (5.40)

Zz=1 (5.41)

k? - sin

z=x+ 1y, r,y € R

sin z = sinz - coshy + tcosx - sinh y (5-42)
k-sinz =k -sinz - coshy + ik - cosx - sinhy = £1 (5.43)
: . : 1
sinx - coshy +icosx - sinhy = :I:E (5.44)
: 1 :
sinz - coshy = iE A cosx-sinhy =0 (5.45)
Resen{ pro pravou stranu vyroku 5.45 je déno fesenfm pro vyrok
cost =0 V sinhy =0 (5.46)
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tedy

xe{ﬂ(%—l—m)'mEZ}\/y:O (5.47)

Reseni pro levou stranu vyroku 5.45 je pak dédno fesenim rovnice

1
sinz - coshy = j:E (5.48)

Z teseni pro vyrok 5.46 ziskavame pro feseni rovnice 5.39 vyrok

(xe{w (%er) ‘ mEZ}\/y:O>/\(sinx-coshy :i%) (5.49)

Aplikaci zakonu Booleovy algebry dostavame vyrok
(x € {w (% +m> ’ me Z} Asinz - coshy = i%) v (y =0Asinz - coshy = j:%) (5.50)
Pro pravou stranu vyroku ziskavame
sinx = j:% € (—o0,—1)U(1,00) (5.51)

Pro pravou stranu vyroku 5.50 tedy feSeni pro realné ¢asti pélu neexistuje. Z levé
strany vyroku 5.50 dostdavame reSeni

me{w (%er) ’mez} (5.52)

1 1
+coshy = i% =y = j:arccoshz (5.53)
Poly funkce 5.38 jsou pak dany
: 1 . 1
Zp=x+iy =" <§ + m) ==} arccashE, meZ, ke (0,1) (5.54)

Poly funkce 5.38 jsou tedy rozmistény symetricky vuci realné ose komplexni roviny
vzdalené od ni o hodnotu rovnou absolutni hodnoté vyrazu 5.53. Tato vzdalenost
je zavisla na parametru k. Absolutni hodnota imaginarni ¢asti pélu je pro kon-
krétni parametr k konstantni. Pély jsou ve sméru realné osy od sebe vzdaleny
o Ludolfovo cislo a jejich redlné ¢asti jsou konstantni nezavisle na parametru k,
a jsou tedy rovny celociselnym nasobkum Ludolfova ¢isla s afinitou jeho poloviny
od imaginarni osy komplexni roviny. Zavislost imaginarnich ¢asti pélu na para-

metru k je vynesena v grafu 5.1.
Aplikaci Cauchy-Riemannovych podminek na integrand 5.38 ziskdvame rov-
nosti:

f(z)Z\/ﬁ:Iz:x-i—i% x,yeR|=f(m+iy)=\/1_k2.slin2($+iy) (5.55)
o 1 _ k*cos (z + y) sin (z + iy) (5.56)
Or | \/1 - k?-sin® (z + iy) 1 — k2sin? (z + iy)] ? '
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Obrazek 5.1: Zavislost absolutni hodnoty imagindrni ¢asti polu funkce 5.38 na pa-
rametru k

2
I (=)

Obréazek 5.2: Norma funkce 5.38

"{f(=)}

10
-2 10 8 6 " [v] 2 %{z}

Obrézek 5.3: Redlné ¢ést funkece 5.38
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Obréazek 5.5: Imaginarni ¢ast funkce 5.38
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R{z},{z} =0

Obrazek 5.6: Restrikce normy funkce 5.38 podle redalné osy

I£ (=)

. A 2 2 N

0.6
038

1 8

-8 -6 -4 2 ) 2 4 6
R{z},S{z} =0

Obréazek 5.7: Zavislost normy funkce 5.38 podle redlné osy v zavislosti na para-
metru k
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g, 1 k2 cos (x + iy) sin (z + 1y)
9u —— — | =1 ) 3 (5.57)
Y[ V1= k2 sin® (2 +iy) [1 — k2sin® (z + dy)] 2
of of

Z Cauchy-Riemannovych podminek plyne, ze funkce 5.38 je holomorfni v celé
komplexni roviné vyjma bodu odpovidajicim pélum 5.54.

Funkci 5.38 muzeme rozvinout do Laurentovy fady s nulovou hlavni ¢asti,
a tedy do fady o stfedu mimo pol. Restrikci rozvoje integrandu podle realné osy
je tedy pak hledanou aproximaci pro vypocet integralu 6.38.

Rozvoj funkce holomorfni v okoli U(z,7),0 < r < oo mimo singularitu je
déan:

f(2) :Zan (z—20), 2€ U (20,7) CC, 20€C (5.59)
n=0

, kde

J" (z0) (5.60)

Ap = |
n:

Tato tada konverguje na otevieném kruhu o stfedu zp a poloméru rovnému
nejmensi vzdalenosti stredu fady od pélu funkce, je tedy

r=min |z = %l (5.61)

Restrikce rozvoje 5.59 holomorfniho rozsiteni realné funkce podle realné osy je
rovna Taylorové tadé této funkce. Bude-li stfed tady 5.59 redlnym cislem, lze
na zakladé vlastnosti konvergence Laurentovych tad vyvodit dusledek o konver-
genci Taylorovych tad redlnych funkci:

Véta 5. Necht I C R, f(z) : I = R,z € R a existuje Tayloriv rozvoj funkce f
o stredu xo € R na jistém intervalu J C I. Existuje-li

F(z) : G = C,z € (I € G C C) jako holomorfni rozsiteni funkce f, tedy je
F(z2) = f(z) o z, pak polomér konvergence r rady Taylorova rozvoje funkce f je
roven poloméru nejvétsiho kruhu v definicnim oboru funkce F o stredu v bodé xg,
na kterém je funkce F' holomorfni.

Dukaz. Véta je primim dusledkem vlastnosti konvergence Laurentovych rad apli-
kovanych na tady s nulovou hlavni ¢asti. O]

Smysl holomorfniho rozsiteni funkce 5.38 jakozto integrandu v definici funkce 6.38
vyplyva pravé pri hledani polomeéru konvergence mocninného rozvoje této funkce.
Aplikaci véty 5 ziskavame, ze pro polomér konvergence r Taylorovy fady funk-
ce 5.38 o stfedu xg je roven:

1 ? 1
r= vg}égp |zp — xo| = Q}é% { \/|:7T <2 + m) — xo} + arccosh? <k> } (5.62)
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Zp = {7? (l + m) +1 arccosh1

2 k

Ze vztahu 5.62 plyne hned nékolik zavéru platnych pro polomér konvergence

Taylorovy tady funkce 5.38. Predné, polomér konvergence zavisi z hlediska cha-

rakteristik funkce pouze na parametru k, tedy na hodnoté eliptického modulu.

Dale je pak jeho hodnota stejna pro vSechny stredy fady je stejnou vzdalenosti
od dolnich nebo hornich krajnich bodu vsech intervalu déleni 2:

m € Z} (5.63)

D ={(mm,m(m+1))| meZ} (5.64)

Konecné, nevétstho poloméru konvergence rada nabyva pii stfedech rovnych
¢islim z mnoziny Ryy:

Ry ={mm | meZ} (5.65)

, neboli celo¢iselnym nasobkum Ludolfova ¢isla. Tento nejveétsi polomeér je pak

roven:
T'maz = 7T—2 + arccosh® = >z (5.66)
max 4 k‘ 2

Naopak nejmensiho poloméru konvergence fady bude dosazeno pti volbé stiedu
fady rovnému ¢islu z mnoziny Ry

R = {gm ‘ m € Z} (5.67)

, neboli celoc¢iselnym nasobkum poloviny Ludolfova ¢isla. Tento nejmensi po-
lomér je pak roven:

1
Poin, = arccoshE >0 (5.68)

Sledujme nyni graficky vliv na kvalitu aproximace funkce 5.38 ¢astecnym roz-
vojem do Taylorovy fady v zavislosti na jejim stiedu. V grafech 5.16 az 5.27 jsou
¢ervené vykresleny prubéhy realné funkce coby restrikce funkce 5.38 podle realné
osy pro ruzné parametry k. Modrfe jsou pak vykresleny ¢asteéné mocninné rozvoje
pro fady rozvoju rovnym 10, 20 a 26 a pro stiedy fad rovnym 0 a 7. Tyto moc-
ninné rozvoje jsou podle vySe zminéného restrikcemi ¢astecnych Laurentovych
fad funkce 5.38 v totoznych stiedech. Tyto ¢astecné Laurentovy rozvoje jsou pro
normu funkce 5.38 o parametru k = 0.7 z duvodu ilustrativnich pro ruzné stupné
rozvoje a sttedy rovny 0, T a § vykresleny v grafech 5.8 az 5.15.

Pfi porovnani grafi 5.16 a 5.27 je ziejmé, ze ve sledovaném intervalu (0, 7)
danému mezemi integrace integralu 6.38 se grafy aproximacnich polynomu v bliz-
kosti hrani¢nich bodu sledovaného intervalu lépe primykaji ke grafum aproximo-
vanych funkef pfi stfedu rovnému cislu § néz v pripadé stfedu rovnému ¢islu 0.
Chyby aproximaci jsou patrny zejména v blizkosti hrani¢nim bodum sledovaného
intervalu. Déle je dle ocekavani kvalita aproximace lepsi pii vysSim stupni rozvo-
je. Sledujme konecné chybu aproximace ve sledovaném intervalu. Pro jednotlivé

48



KAPITOLA 5.

ZOLOTAREVOVY POLYNOMY  5.2. RESENI VYPOCTU

i

o

i

s
=

e

)
i

=

Obrazek 5.8: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Cerveneé)
a jejtho c¢astecného Laurentova rozvoje stupné n = 8 o stiedu v bodé zg = 0
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)

Obrazek 5.9: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Cerveneé)
a jejiho castecného Laurentova rozvoje stupné n = 20 o stiedu v bodé zp = 0
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)
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Obrazek 5.10: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Cervené)
a jejiho ¢astecného Laurentova rozvoje stupné n = 120 o stiedu v bodé z; = 0
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)

Obrézek 5.11: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (¢ervené)
a jejiho cdstecné¢ho Laurentova rozvoje stupné n = 8 o stfedu v bodé 2o = 7
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)
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-3

Obréazek 5.12: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Cerveneé)
a jejiho castecného Laurentova rozvoje stupné n = 20 o stiedu v bodé zy =
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)

us
4

Obrazek 5.13: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Cerveneé)
a jejiho c¢astecného Laurentova rozvoje stupné n = 80 o stiedu v bodé zy =
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)

s
4
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Obrazek 5.14: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Cervené)
a jejiho cdstecné¢ho Laurentova rozvoje stupné n = 8 o stredu v bodé 2p = 7
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)

-2

Obrézek 5.15: Graf normy funkce 5.38 a jeji restrikce podle redlné osy (Gervené)
a jejtho castecného Laurentova rozvoje stupné n = 80 o stiedu v bodé 2 = 7
a jeho restrikce podle redlné osy (modie)
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Obréazek 5.16: Rozvoj stupné n = 10 o stiedu zg = 0 pro k od 0.05 do 0.35
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Obrézek 5.17: Rozvoj stupné n = 26 o stiedu zy = 0 pro k od 0.05 do 0.35
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Obrazek 5.18: Rozvoj stupné n = 10 o stfedu zg = 0 pro k£ od 0.4 do 0.7
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Obrazek 5.19: Rozvoj stupné n = 26 o stiedu zg = 0 pro k£ od 0.4 do 0.7
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Obrazek 5.20: Rozvoj stupné n = 10 o stiedu zg = 0 pro k od 0.8 do 0.95
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Obréazek 5.21: Rozvoj stupné n = 26 o stiedu zg = 0 pro k od 0.8 do 0.95
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Obrézek 5.22: Rozvoj stupné n = 10 o stfedu 29 = 7 pro k£ od 0.05 do 0.35

1.1

Y [y
1.05 - - t\é k=025 }__/ \:
(x) e AN k=020 29 —
1 e i N m——
= i — y ~
k=0.15",_q 1 /

. U ikedos i
T opi -pi/2 0 pif2 pi

Obrézek 5.23: Rozvoj stupné n = 20 o stfedu 29 = 7 pro k£ od 0.05 do 0.35
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Obrézek 5.24: Rozvoj stupné n = 10 o stfedu 29 = § pro k od 0.4 do 0.7
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Obrézek 5.25: Rozvoj stupné n = 20 o stfedu 29 = § pro k od 0.4 do 0.7
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Obrézek 5.26: Rozvoj stupné n = 10 o stiedu 29 = § pro £ od 0.8 do 0.95
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Obrézek 5.27: Rozvoj stupné n = 20 o stiedu 29 = § pro k£ od 0.8 do 0.95

Obrazek 5.28: Chyba aproximace pro n = 16, zp = 7 a k od 0.05 do 0.45
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Obrézek 5.29: Chyba aproximace pro n = 16, 29 = 7 a k od 0.5 do 0.95

parametry k jsou prubéhy chyby aproximace pro fad rozvoje rovny 16 a stfed rady
rovny 4 vyneseny v grafech 5.28 a 5.29. Chyba aproximace je ddna vztahem:

R0 (g
E(x)=f(z)= ) fn—(!)(x —z9)", z €U (xo,7) CR (5.69)

, kde xq je stted Tady a r polomér konvergence tady.

Vysetieni chyby urcitého integralu 6.38 vypocteného integraci rady bude pro-
vedeno hornimi a dolnimi integralnimi soucty chybové funkce 5.69. Integralni
soucty budou provedeny pro intervalové rozdéleni:

D:{<g(n71)«1076,gn~1076> ‘ n:{1,2,3,...,106}} -

(5.70)
_ T in—6 T .n—6 —6 —6 oM 11—6 T 1 _10-6y T
7{<0,210 >,<210 710 >,<7710 3510 ><2 (1-10 )72>}
Dolni integralni soucet je pak dan:
106
s(D)=Az) E(x;) (5.71)
i=1
, a horni integralni soucet:
1061
S(D)=Az Y E(x) (5.72)
i=0
, kde
T | . 6
ni={5i]ie {012 1000} (5.73)
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| k] s(D) S(D) | ASg
0.05 || —1.115438922050781 - 1073 | —1.115432036998366 - 1013 6.885052415065026 - 10~ 1°
0.10 || —1.326338889916690 - 10712 | —1.326294275195584 - 1012 4.461472110546046 - 10~
0.15 3.791312954792049 - 1012 3.791775591250215 - 10712 4.626364581661073 - 10716
0.20 1.023185018322552 - 1010 1.023202829904319 - 10~ 1€ 1.781158176760201 - 10~1°
0.25 6.942436592131878 - 10~ 1° 6.942433438436060 - 1071° | —3.153695817718032 - 1016
0.30 2.841411383854962 - 10~° 2.841371022338712-107° | —4.036151625006582 - 10~ 14
0.35 7.630656395497742 - 10~° 7.630401615062989 - 10~° | —2.547804347533788 - 10712
0.40 9.790264218961657 - 10~° 9.789295481294693 - 10™° | —9.687376669639856 - 1013
0.45 —2.738641076835532 - 10~% | —2.738878657856735 - 10~% | —2.375810212030684 - 10~ 2
0.50 —2.347133516746285 - 10~7 | —2.347153599136557 - 1077 | —2.008239027196819 - 1012
0.55 —9.039021043023888 - 10~7 | —9.038875606364549 - 10~7 1.454366593394184 - 10711
0.60 —2.186509672986831 - 107° | —2.186417847522377 - 10~° 9.182546445410427 - 10~ 1
0.65 —1.880584998369962 - 107°% | —1.880301314266362 - 10~° 2.836841036007284 - 1010
0.70 1.197395173615674 - 10~° 1.197425723366962 - 10~° 3.054975128748014 - 10~1°
0.75 6.756927540990074 - 10~° 6.756741359438765 - 107° | —1.861815513093607 - 10~°
0.80 1.211385744512799 - 10~* 1.211283108238104 - 10™* | —1.026362746947226 - 108
0.85 —4.574798247859691 - 10™* | —4.574810486448278 - 10™* | —1.223858858711863 - 10~°
0.90 —2.140045243191482 - 1072 | —2.139887427980916 - 103 1.578152105659141 - 10~7
0.95 1.385950568642374 - 1072 1.385883399639387 - 1072 | —6.716900298742168 - 10"

Tabulka 5.1: Horni a dolni integralni soucty a jejich rozdil pro k£ od 0.05 do 0.95

jsou hrani¢ni body intervali rozdéleni D, a

je diference téchto hrani¢nich bodu. V tabulce 9.2 jsou pro ruzné hodnoty para-
metru k, pro fdd rozvoje rovny 16 a stied roven 7 vypsany hodnoty integralnich
souctu 5.71 a 5.72 chybové funkce 5.69 a jejich rozdil ASg = S(D) — s(D):

Na tomto misté by bylo jiz mozno definovat konkrétni aparat pro vysetfovani
vlivu aproximace koneé¢nymi polynomialnimi rozvoji na chyby vypoctu a moznosti
implementace. Z tabulky 9.2 je zfejmé, ze se vzrustajici hodnotou parametru k
chyba aproximace roste. Pti nejvyssi hodnoté parametru k v tabulce 9.2 rovnému
hodnoté 0.95 je chyba dokonce v fadu 1072, Z tendence ristu chyby v zavislosti
na hodnoté parametru lze usoudit, ze bude-li se parametr k blizit k hrani¢ni hod-
noté rovné ¢islu 1, bude chyba aproximace rust jesté intenzivnéji. To je konecné
dusledkem toho, ze polomér konvergence se vzrustajici hodnotou parametru k
klesd, a to tak, ze ¢im blize se parametr blizi hranicnimu bodu 1, tim kleséa rych-
leji. Duvod je zfejmy z grafu 5.1 a rovnice 5.62. V blizkosti hrani¢cnimu bodu
1 parametru k je zavislost poloméru konvergence konkavni a klesajici. Z téchto
duvodu je tedy za tcelem nizsi chyby aproximace, zejména pii vyssich hodnotach
parametru k, ucelné zavést takovy zpusob polynomidlni aproximace, ktery bude
vykazovat nizsi chybovost. Chyba aproximace ¢astecnym Taylorovym rozvojem
je dusledkem odchylky funkce a jeji aproximace zvysujici se se vzdalenosti od
bodu odpovidajicimu stfedu fady. Naopak, v okoli stfedu rady je chyba mensi
blize sttedu. V bodé stiedu je pak aproximacni polynom identicky s aproximova-
nou funkei. Tyto vlastnosti jsou dany samou podstatou Taylorova rozvoje funkce,
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ktera spociva v definici Taylorova polynomu jakozto funkce majici s rozvijenou
funkei styk urcitého radu, ktery je dan stupném polynomu. Z téchto vlastnosti
Taylorovych fad plyne, Ze chybu aproximace lze snizit vhodnou volbou stredu
fady za predpokladu stanoveného stupné aproximace. Dalsiho snizeni chyby lze
pak dosdhnout pouze zvysenim stupné rozvoje. Jinou variantu feSeni podava
rozdéleni definicniho oboru aproximované funkce na diléi podmnoziny a aproxi-
movat parcialni funkce vzniklé timto rozdélenim.

5.2.3.2 H Jacobiho eta funkce

Pro implementaci Jacobiho eta funkce lze s vyhodou uzit rozvoje prvni theta
funkce v radu:

0 (z,q) = 2¢3 Z{ """ sin[(2n 4+ 1) 2]}, J¢] <1, z€ C (5.75)

V rozvoji 5.75 figuruje, jakozto parametr funkce, elipticky nome. Mezi nim a pa-
rametrem k plati vztah 5.24. Jacobiho eta funkce je pak dana translaci proménné
theta funkce dle vztahu 5.25. Dostavame tak fadu pro eta funkci ve tvaru:

n(n+1)K (k) U
u | k) 4K(’€> B KF  sin |[(2n+ 1
H (] Z { {( )oK (k)} } (5.76)
, k€ (0, 1) ,ueC

Implementace funkce pro vypocet Jacobiho eta funkce v jazyce MATLAB je pak
syntaktickym vyjadienim tady 5.76 v hyearchii funkci pro Jacobiho prvni theta
funkeci a elipticky nome:

1| function [Th]l=theta_1(z,q)

3 |pr=30;

4| [r,s]=size(z);

5|Th_t (r,s)=0;

7|for n=0:1:pr

8 Th_t_n=(((-1) "n)*x(g" (n*x(n+l)))*sin(((2xn)+1) *z));
9 if (sum(sum(isnan(Th_t_n)))==0)
10 Th_t=Th_t+Th_t_n;

11 else

12 continue

13 end

14 |end

16 |[Th=Th_t«*2* (g~ (1/4));

Kéd 5.3: Prvni theta funkce
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1| function nome=q (k)

3 [nome=exp (- ((pi*K_(k)) ./K(k)));

Kéd 5.4: Elipticky nome z parametru k

1 |function [eta]=H(u, k)

3leta=theta_1 (((u*xpi)/ (2xK(k))),q(k));

Kod 5.5: Jacobiho eta funkce

Konstrukce kédu 5.5 ziejmé odpovidéd vyjadieni rady 5.76, nicméné podstat-
nou otazkou v pripadé aditivnich a multiplikativnich rozvoju je jejich rad apliko-
vany na konkrétni iilohu. Hodnota fadu konecného rozvoje je vzdy otazkou volby
mezi presnosti vypoctu a vypocetnich nérokiu. Vzhledem k tomu, ze tada 5.75
konverguje ,velmi rychle” s rostoucim radem rozvoje, postacuje, vzhledem pre-
ciznosti vyjadieni desetinnych mist v jazyce MATLAB, pro plné vyjadreni theta
funkce v rozsahu definicniho podoboru plné postacujicim pro potieby vypoctu
a v celém intervalu pro parametr k fad rozvoje urcéeny pritazenim v fadku 3.
kédu 5.3.

5.3 Reseni Zolotarevovych polynomi

5.3.1 Defini¢ni obor Zolotarevovych polynomi

Definiénim oborem Zolotarevovych polynomu je dle vztahu 5.1 mnozina kom-
plexnich ¢isel. Avsak predmétem zajmu je pouze urcita funkce vznikla slozenim
Zolotarevova polynomu a kiivky zadané rovnici 5.4. Vzhledem k tomu, ze kfivka je
zadana rovnici 5.4 implicitné, nelze vyjadrit Zolotareviv polynom jakozto funkei
proménné w. Kiivka je touto rovnici zaddna prave tak, ze parametr w figurujici
v rovnici 5.4 je redlny a zaroveii z intervalu (—1,1). Ze rovnice 5.4 spolu s tou-
to podminkou pro parametr w zadava skutecné kiivku bude dokézano v dalsim
spolu s rozborem vlastnosti tohoto parametru a jeho souvislosti s vlastnostmi
polynomu.

Bez naroku na matematickou korektnost lze problém slozeni Zolotarevova po-
lynomu a kfivky 5.4 vyjadrit ilustrativne takto:

Nechdme-li parametr w probihat v redlném intervalu (—1,1), bude kazdému
¢islu wy z tohoto intervalu odpovidat uréité komplexni éislo (¢isla) ug z definiéniho
oboru funkce 5.4. Je to pravée to ¢islo, které vyhovuje rovnici 5.4 a konkrétnimu
wo, tedy po dosazeni ug do rovnice 5.4 ziskavame pravé wg. A pravé toto ¢islo
up prislusné konkrétnimu wy je treba dosadit do rovnice 5.1. Dosadime-li tak-
to vSechna cisla ug do rovnice 5.1 a vytvorime-li funkei prirazujici kazdému wy
funkéni hodnotu vzniklou dosazenim ug piislusejicimu wqy podle rovnice kiivky 5.4
do rovnice 5.1, ziskame tak funkci, jez je predmétem zdjmu, tedy Zolotarevuv po-
lynom.

99



5.3. RESENI POLYNOMU KAPITOLA 5. ZOLOTAREVOVY POLYNOMY

5.3.2 Rozbor defini¢ni krivky

Za tcelem rozboru rovnice kiivky 5.4 definujme funkci:
sn? (u | k) - en? (%K (k) ‘ k) +cn? (u| k) - sn? (%K (k) ‘ /-c)

sn2 (u | k) — sn? (%K(k) ‘ k) (5.77)
,ueC, ke(0,1)

Wy (u| k) =

n=p+gq (5.78)

Ptedpis funkce 5.77 je stejny, jako predpis rovnice 5.4. Jednd se vSak o komplexni
funkci komplexni proménné s realnym parametrem. Hledand kiivka je vlastné
parcialni funkci funkce 5.77. Je to pravé ta podmnozina zobrazeni 5.77, pro kterou
plati, ze pravé na ni nabyva funkce 5.77 hodnot z intervalu (—1, 1), a tedy jeji
imaginarni cast je rovna nule.

Zolotarevuv polynom stupné n = p + ¢ s parametry p,q a k pak, na zékladé
zaveru v [39], definujeme:

TL(%K(k} k)
H %K(k)-‘-ja'rcsn | /. % e |k
cn(%}((k) k
(—=1)? cosh{ n-In Cwed
sn(%K(k) k)
H| -2 K(k)+jarcsn | / % i
cn(%K(k) k
25n2<%f(<k> k)+w71
H | arcsn k +%K(k)+jK’(k) k
k25n2<%K<k) k) (w41)
- —1)Pcosh{n-in e
Zpg(w| k)= ( ) 7
2sn2 %K(k) k| 4w—1
H | arcsn —%K(k)-ij’(k) X
kZan? (%K(m k) (w+1)
2sn2<%K(k) k)+w—1
H| K(k)+ 5 K (k)+jarcdn o ||
S"2<%K(k‘) k) (w+1)
(=1)Pcosh ¢ n-In Cwec
2on2 | B K (K) fc>+wﬂ
H K(k)*%K(k)ijarcdn o |k
sn2 (%K(k) k) (w+1)
(5.79)
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ANBNC =10 (5.80)

AUBUC = (-1,1) (5.81)

, nebo, Zolotarevuv polynom stupné n = p + ¢ s parametry p,q a k je také
roven identite:

i (—1)"*"cos (2noma (w | k)), weA i
H(arcsn[ 25"2)‘(;7/”@ k>+w_1 k]+ﬁx(k)+ﬂ</(k) k]
Zpq(w] k)= (=1)Pcosh{n-in - <Ek(k) ’“)“”*1) , wEB
H[arcsn( 2S7L2<%K(k) k>+w71 kJZK(k)HK’(k) k]
k2Zsn? (%K(k) k) (w+1)
© (=DPcos 2npny (w| k), weC i
(5.82)
A= <—1,cn2 (gK(k) ‘ k:> —sn? <§K(k:) ) k))
en? (BK (k) | k) —sn® (2K (k) | k)&
B= <cn (%K(k) ) k) —sn? (%K(k) ‘ k) : ( dLQ 221((1@)(‘ k) ‘ ) )

, kde funkce ¢, (w | k) je definovéna rovnici 5.83 a funkce ¢p, (w | k) 5.84.
Jedna se o kompaktni tvar rovnice 5.79.

Yra (w| k) =arg {H (iK(k) + jarcsn ( E

P 2sn2 (%K(k)‘ k)+w—1
YH~y (W] k) =args H | K (k) + EK(IC) + jarcdn .
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Kapitola 6

Legenderova transformace

K zavedeni této transformace mé vedla potieba najit takové zobrazeni na mnoziné
realnych funkci, které umozni vyjadrit vzor funkce 6.24 v jejim polynomidlnim
tvaru, tz. ve formé funkce dle vztahu 4.1. Predpokladem pro takovou konstruk-
ci byl fakt, ze tento predpis funkce je trascendentnim vyjadienim polynomu
obecného stupné, jak plyne z jeji definice. Vyjadfeni funkce polynomialni identi-
tou na zékladé jejitho obecného tvaru predstavuje vyhodu a prakticky, v obecném
piipadé, jedinou moznost, jak provadét nad témito funkcemi analytické trans-
formace, zejména aplikace integralnich a diferencidlnich funkcionalu a funkénich
operatoru, tedy operace tolik nezbytné pro aplikace v kalkulu syntézy a analyzy
systému pro zpracovani signala.

Legenderova transformace predstavuje zejména moznost vhodného uplatnéni
numerickych metod. To predevsim proto, ze numerické vypocty s polynomy jsou
dnes standardné hojné zastoupeny jak v hardwarové vybavé aritmetickych ja-
der signalovych procesoru, tak v zakladnich knihovnach programovacich jazyku
a dalsich navrhovych néstroju. Vypocty, na kterych je transformace zalozena, je
proto mozné optimalizovat stejné tak pro feseni v redlném case, jako pro nastroje
s vypocty uzivané v syntéze a analyze obvodu. Napiiklad v syntéze filtru aplikuje-
me algoritmy pro vypocty s funkcemi ve tvaru polynomu a racionalnich lomenych
funkci koneénych stupnu, jakozto vysledku aproximaci obecnych funkei. Forma
téchto aproximaci ma pak klicovy vyznam pro vysledek syntézy a vlastnosti kon-
strukce zapojeni obvodu.

6.1 Princip Legenderovy transformace

Legenderova transformace je zalozena na rozkladu funkce do ortogonélni polyno-
mialni baze, kde bazovymi funkcemi jsou Legenderovy polynomy. Legenderovy
polynomy vykazuji zasadni vyhodu, a sice ortogonalitu na stejné mnoziné defi-
ni¢ntho oboru identickym s definiénim oborem polynomu Zolotarevovych. Stejné
jako v pifpadé Cebysevovy nebo Butterwothovy aproximace lze vhodnymi sub-
stitucemi a normovanim dosdhnout rozvoje i mimo tento defini¢ni interval.
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6.1.1 Legenderovy polynomy

Definice Legenderovych polynomu je motivovana fesenim Legenderovy diferen-
cialni rovnice ve tvaru:

(2 —1) dix(x? —1)" =2nz(2* - 1)" (6.1)

Zde nachazime v motivaci k jejich zavedeni jistou analogii. Podobné jako
v piipadé polynomiu CebySevovych, primérni definiéni vztah determinuje atri-
buty jisté mnoziny funkei a vztahu mezi nimi. Ackoliv je jejich podstatou feseni
konkrétni diferencialni rovnice, umoznuji jejich specifické vlastnosti uziti v dalsich
ulohach obecnéjsiho charakteru.

Legenderovy polynomy jsou definovany, mimo jiné, vztahy:

P, (z) = Zinz < Z ) (z—1)" Fz+1)" (6.2)

S [ [CO N

Pn(a:)=2"-zn:a:k(2)<%ﬂ> (6.4)

k=0

V piipadé sudého stupné je polynom funkci sudou, jelikoz koeficienty Legen-
derova polynomu stupné n ve tvaru:

Py (z)=> pulk+1]a* (6.5)
k=0

, kde p,, je posloupnost téchto koeficientu, se u lichych mocnin zakladni pro-
ménné rovnaji nule. V piipadé lichého stupné polynomu se koeficienty u sudych
mocnin proménné rovnaji nule, proto jsou vysledné polynomy funkcemi lichymi.
Grafy a koeficienty Legenderovych polynomu stupnu od 0 do 30 uvedeny
v Priloze 1.

6.1.1.1 Ortogonalita Legenderovych polynomi

Legenderovy polynomy jsou vzajemné ortogonalni funkce v intervalu (—1;1). To
je zasadni vlastnost pro jejich uziti jako bazovych funkci v integralni transfor-
maci, nebot tato implikuje absenci vdhové funkce a tudiz zdsadni zjednoduseni
souvisejicich vypoctu.

Definujeme-li standardni skalarni sou¢in realnych funkei:

S = /Afl (x) fo (x) dx (6.6)
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, kde A je uzavieny interval integrace, pak pro Legenderovy polynomy plati:

/_ Pu (@) P, (@) do = ﬁamn (6.7)

, kde 0,,, je Kroneckeruv tenzor.

Z vlastnosti symetrie pak plyne, Ze pro stupen Legenderova polynomu vétsi nez 0
plati:

/1Pn(a:)da::0; neN (6.9)

6.1.2 Proces transformace

Podstata Legenderovy transformace spociva v rozkladu funkce f(x) na soucet
vahovanych polynomialnich bézi:

fx) =2 arPi() (6.9)

, kde ¢islo N € N nazyvame stupném transformace. Vahy Legenderovy polynomu
jsou pak déany:

2n

+1 [t
an =2 /_lf(:c)Pn(x)dx (6.10)

, kde P,(z) je Legenderuv polynom stupné n.

Funkce f(z) je pak déna jejim rozkladem na intervalu (—1;1) vztahem 6.10.
Legenderovu transformaci pak muzeme zavést nasledovneé:

Definice 12. Legenderova transformace: Necht je ddna funkce f(z) € R ;
x € (—1;1) takova, ze:

1
| I @lde < oc (6.11)
-1
Pak Legenderiv obraz stupné N je funkce:
N
F(x):ZakPk(x) ;o xelD(-1;1), ICR (6.12)
k=0

, kde ¢islo ap nazyvame k-tym koeficientem transformace. Tyto koeficienty
jsou pak dény:

2n

+1 [
= — /1 f(x) P, (x)dx (6.13)

Interval (—1; 1) nazyvame intervalem transformace.
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Plati-li identita f(x) = F(x) pro dany stupen N transformace, pak funkci F(z)
nazyvame uplngm Legenderovgm obrazem funkce f(x) stupné N. Znacme tento
uplny obraz funkce f(z):

Ex(f)=In (6.14)

Neplati-li identita f(z) = F(x) pro dany stupen N transformace, pak funkci
F(x) nazyvame neuplngm Legenderovym obrazem funkce f(x) stupné N. Znacme
tento neiplny obraz funkce f(z):

v (f) = fn (6.15)

Paklize ¢islo N ve vyrazu 6.12 je nevlastni, tj. N = oo, pak vyraz 6.12
nazyvame Legenderovou radou.

Véta 6. Obraz Legenderovy transformace funkce f(x) € R; x € R integrabilni
na intervalu transformace je urcéen jednoznacné.

Diikaz. Ze vztahu 6.7 plyne ortogonalita Legenderovych polynomiu. Tim padem
je mozno funkei f (x) zapsat ve tvaru fady:

fla) =Y aPi(); e (-l (6.16)

Jednd se o linedrni kombinaci ortogondlni baze {P; (z)}; = € (—1;1). Pro
souradnice {a;} € R vuci této bazi lze zapsat skaldrni soucin:

/_llf(l’) Py (v)dr = /_11 |:Pk (37)2%5 (x)]dx:

oo ) (6.17)
- oaiU— P, (z) Py (a:)da:] = a

i= 1

Z toho plyne, ze:

2k +1
2

ap =

/1 f(x) Py (z) dx (6.18)

6.1.3 Vlastnosti transformace

Legenderova transformace je zalozena na rozkladu vzoru do ortogonalni baze. Je
vsak tfeba dokéazat, ze mnozina Legenderovych polynomu zkutecné tvoii bézi:

Véta 7. Mnozina Legenderovych polynomu P = {P; (x)}!, dle definice v kapitole
6.1.1 tvori bazi prostoru P, vSech polynomau stupné nejuyse n dle definice 2.
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Dikaz. Prostor funkei integrabilnich na intervalu Legenderovy transformace tvoii
s operaci nasobeni realnym cislem a skalarnim souc¢inem dle vztahu 6.6 linearni
prostor se skalarnim sou¢inem. Jeho podprostorem je pak prostor PP, vSech poly-
nomu stupné nejvyse n dle definice 2. Tento prostor mé dle véty 3 dimenzi rovnu
n—+ 1.

Béaze prostoru P,, proto sestava z n + 1 linearné nezavislych funkci z tohoto
prostoru.

Linearn{ nezéavislost Legenderovych polynomu mnoziny P zajistuje jejich orto-
gonalita dle vztahu 6.7, a protoze jejich pocet je dle predpokladu n+ 1, a vSechny
nalezi prostoru PP,, tvori tato mmnozina bazi prostoru vsech polynomu stupné
nejvyse n.

O

Obecné je obrazem Legenderovy transformace polynom nevlastniho stupné.
Avsak v pripadé, ze vzorem je funkce identickd s polynomem konecného stupne,
byt vyjaddfend v obecné analytické formé, je tiplny Legendertv obraz této funkce
polynom stupné téhoz. Tento zavér plyne z vlastnosti izomorfismu Legenderovy
transformace, pficemz stupen transformace je pak dan dimenzi podprostoru gene-
rovaného bazi vsech téch Legenderovych polynomu, pro néz koeficienty transfor-
mace jsou nenulové. Nasledujici véta shrnuje tyto souvislosti v kompaktni formé:

Véta 8. Uplng Legenderiv obraz Sy (f) funkee f(x); = € (—1;1), identické

s polynomem Py (z) = f (x) konecného stupné N, je polynom fxn stupné téhoz.

Dikaz. Definicni suma 6.12 ve tvaru:
N N
fr (@)= apPy (z) (6.19)
k=0

je linedrni kombinaci ortogonalni baze Legenderovych polynomu a koeficientu
transformace. Dle defini¢niho vztahu 6.5 je Legenderiv polynom linedrni kombi-
naci implicitni baze dle definice 5. Protoze je tedy vyraz 6.19 linedrni kombinaci
linearnich kombinaci implicitni béze, pak dle véty 2 tento vyraz udava téz linearni
kombinaci implicitni baze, jejiz souradnice jsou dany dle definice 2. Pak vzhle-
dem k tomu, ze dle véty 1 je obecné polynom dan jednoznacné svymi koeficienty,
a v souladu s predpokladem, ze vzor f (z) je identicky s polynomem Py (z), je
polynom fN dan jednoznacné a tim i jeho stuperl, jez je roven stupni polynomu

Py (x), nebot dle definice 6.14 plati fy (z) = f (z).
0

Otazkou ovsem zustava, zdali skuteéné vzor Legenderovy transformace je
svym obrazem popsan unikatné, a to bez ohledu na to, jestli nechame tento vzor
algoritmem Legenderovy transformace projit i "déle”, nez do stupné polynomu
identickému se vzorem. Jinymi slovy, méli bychom si byt jisti, ze pokud je vzor
identicky s polynomem kone¢ného stupné, jsou vSechny koeficienty v definiéni
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sumé 6.12, jejichz index je vyssi nez je stupen polynomu identickému vzoru, rov-
ny nule.

Véta 9. Necht f(x); x € (=1;1) je vzor Legenderovy transformace a plati
Ps(x) = f(x), kde Pf(x) je polynom stupné N. Pak koeficienty Legenderovy
rady foo (x) dle definice 12 Legenderovijch polynomi stupné vyssiho nez N jsou
rovny nule, neboli plati fr (z) = fy ().

Diikaz. Diky vété 8 vime, ze pro vzor f(x) existuje uplny Legenderuv obraz
fn (z). Budeme-li hledat koeficienty Legenderovy fady dle vztahu 6.13 v definici
12, pak pro tyto dostavame:

a, = 2n+1/_ f(x) P, (z)dx =

2 1
m+1 1]~ o0
= 9 / fN($)+ Z OPk(ZE) Pn(x)dx:
-1 L k=N+1
on+1 ! R >
=— ZakPk(x)—i- Z 0Py (z)| P,(x)de =
1 Lk=0 k=N+1
m+1 1[I o0
i / Zakpk(x)Pn(l")+ Z 0Py (z) P, (2)| doe =
1 Lk=0 k=N+1
N o0
=225 [0 L P@) P @) de] + 2250 [0- 1) P(a) Pa (@) da] =
k=0 k=N+1
N
2n+1 2 2n +1 2
"0k = 0; kA£n| T M

(6.20)

Koeficienty Legenderovy fady jsou pro Legenderovy polynomy stupné vyssiho,
nez je stupen polynomu identického se vzorem, nulové a Legenderova fada je proto
rovna Uplnému Legenderové obrazu fy (z) stupné N funkce Py (z) = f ().

O

Véta 9 vlastné ddva smysl definici Legenderovy transformace, nebot ndm za-
rucuje, ze jeji obraz bude "slozen” pouze z téch vahovanych Legenderovych po-
lynom1, které jsou "potiebné” pro vysledek transformace. Jinymi slovy, apliku-
jeme-li na funkci Legenderovu transformaci, bude jeji obraz vzdy stejny, i kdyz
budeme ve vypoctech koeficientu pokracovat i pro bazové Legenderovy polynomy
stupnu vyssich, nez je stupen polynomu identického se vzorem.

Pozndmka 2. Vysvétleme jesté princip Legenderovy transformace myslenkovym
konstruktem:
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Véty 8 a 9 ndm zarucuji, Ze vzor Legenderovy transformace je polynom, byt
nevlastniho stupné, dany linearni kombinaci navzajem ortonormélnich Legende-
rovych polynomu. Integral 6.13 zadava vlastné skalarni sou¢in vzoru s bazovymi
vektory prostoru funkei, jehoz prvkem je pravé vzor transformace. Vysledkem
tohoto skaldrniho souc¢inu je pak, po soucinu s prevracenou hodnotou normy
bazové funkce, souradnice vzoru vuéi této bazi. Pokud si predstavime vzor ja-
ko sumu 6.12, pak s ohledem na distributivitu skaldrniho souc¢inu, bude nenulovy
pouze ten skalarni soucin s identickou bazi nasobené pravé svou souradnici. Tato
souvztaznost plati pravé diky ortogonalité Legenderovych polynomu.

6.2 Aplikace Legenderovy transformace

V nasledujicim budeme aplikovat Legenderovu transformaci v riuznych tlohach,
a to jak v pripadé dplného, tak netplného Legenderova obrazu, v zavislosti na
charakteru vzoru transformace.

6.2.1 Legenderova transformace Zolotarevova polynomu

Jak bylo popsano v kapitole 5, Zolotarevuv polynom je obecné definovan analy-
tickym vyrazem. Implicitni, jistym zpusobem vychozi, forma takového vyjadreni
je nasledujici:

(—1)”
Zoo (W] k) =

n=p+gq
p,q €N, ke (0,1), ueC

(6.21)
, kde definiécnim oborem je komplexni kiivka zadana:
sn2 (u | k) - en? (gK (k) \ k:) +en?(u| k) - sn? (gK (k) ‘ k:>
sn?(u | k) — sn? (%K (k) ‘ k;)
(6.22)

. a stejné tak lze piejit k vyjadieni prostiednictvim argumentu Cebysevova
polynomu nasledovné:

Zpq (0| k) = (=1)'T,
(6.23)

Pro vypocty v aplikacich je vSak vyhodnéjsi takovy tvar Zolotarevova polynomu,
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kde funkce je vyjadiena explicitné a jeji argument je proménnou na realném defi-
nicnim oboru vychoziho parametru implicitni kiivky 6.22. Takovym vyjadienim
je napiiklad vyraz prostfednictvim argumentu hyperbolometrické funkce:

n<P K (k) k)
H pK(k )+jarcsn
)"
(—1)? cosh{ n-in , weA
sn(%K(h‘) k)
H| -2 K(k)+jarcsn 11”: K ||k
cn(%K(k) k)
LK (k) k>+w—l
H | arcsn ( k[+E2K(k)+iK' (k)| k
k2sn2 (HK(I«) k,) (w41)
—1)? cos .
Zyy(w] k) = (=1)Pcosh¢ n-In ) , weB
PK(K)| k| +w—1
H | arcsn k| -2K(k)+jK' (k)| k
k2s 2(%1(@) k)(w+l)
(% (k) k>+w—1
H | K(k)+2K(k)+jarcdn ||k
(ﬂx(k) k) (w+1)
(—=1)Pcosh{ n-In , weCl
(E (k) k>+w—1
H | K(k)—2K(k)+jarcdn K|k
(%K(}c) Ic) (w+1)
(6.24)
A= <—1,cn2 (BK(k) ‘ k) —sn? <£K(k) ‘ k>)
n n
(ZK(k) >—sn2<5K(k) k> K2
B = { cn? (%K(lﬂ) ‘ k) —sn? (pK(k) ‘ k) :
dn? %K(k) k)

o en? (K (k )k)_sn (2K 1) | £) 4 |
el

, nebo také prostirednictvim funkce goniometrické:

(=1)P"cos (2nppa (w | k), weA

2sn2 (%K(k) k) +w

k2sn2 (%K(k) k) (w+1)
Zpq(w| k)=1< (=1)’cosh{n-in , weB

2sn2 (%K(k) k>+w 1

k2sn2 (%K(A,) k> (w+1)

(—1)Pcos (2npmy (w | k), wel

e
-

H | arcsn

+2K(k)+jK' (k)

ol
ol

H | arcsn

—EK(k)+iK' (k)

(6.25)
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Odvozeni a dikazy téchto vztahu lze nalézt v [39]. Vysledkem Legenderovy
transformace Zolotarevova polynomu je pak jeho vyjadreni v pifimé polynomidlni
formeé, kterou ziskdme vyjadreni ve tvaru:

)
=HE

Zpg W[ k) = amPr (w) = ¢ > ( 7; ) (w—1)""w+1)* (6.26)

m=0 k=0

, nebo 1épe pak:

S

Zpq (w] k) :iampm(w):i—miw’f(?)(%m) (6.27)

m=0 m=0 k=0

[\)

Prostrednictvim ekvivalentnich algebraickych uprav muzeme prejit do zaklad-
nich forem polynomu, napt. formy souctu zakladnich ¢lenu:

n

Zypg (W] k) =) apuw” (6.28)

k=0

, nebo formy souc¢inu korenovych ¢initelu:

Zpg (w| k) = AT (w—b) (6.29)

Tato forma ovsem v obecném pifpadé pfedpokldadd numerické feseni, nebot
jejl algebraické teSeni je pro stupen polynomu vyssiho nez 4 nemozné nalézt. V
ptipadé Zolotarevych polynomiu lze vsak tuto formu vyjadrit, nebot jeji analy-
tické Teseni existuje a je vypracovano v nasledujici kapitole.

Podrobme nyni Zolotareviv polynom Legenderové transformaci:

Uvazujme Zolotarevuv polynom stupné n v piimé explicitni formeé 6.24. Legen-
derovou transformaci ziskdavame Zolotarevuv polynom Z, ,(w |k) ve formé 6.30,
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kde jeji koeficienty jsou dany a,,:

2
[ sn(ﬂK(k)
H | 2K (k) + jarcsn (7

cn %K(k‘) k> -
-cosh < n-In dw+
sn<%K(k) k)
H | =LK (k) + jarcsn | ———= /1322 | K | | k
cn(%K(k) k)

en?(R K (k)k)—sn? (2 K (k)k)k'>

+/ 2 (ERKIK) (_2;),, i ( ZL >2<w — )™ R w4+ 1)

cn2<nK(k) ) (PK(k) ) 0

2sn2 <%
H | arcsn

+w—1
) k| + 2K (k) + K (k) | K
k25n2<% k>

2sn2 <%K(k k)
k2sn? (%K( k>

1 m
m—k k
+ [712(21((,‘;)]‘) (pK(k)k)k/z 2m Z < ) ) (U} + 1) .

dn?2 (pK(k)k)

-cosh{ n-lIln

dw—+

H | arcsn

ol

—EK (k) +JjK' (k) | k

w+1
+w—1
w+1

2sn? <%K(k) lc) +w—1
H | K (k)4 2K (k) + jarcdn K|k
an(%K(k) k) (w+1)
.cosh< n-iIn dw
2sn? <%K(k) k:) +w—1
H | K (k) = 2K (k) + jarcdn K|k
sn? (%K(lc) k> (w+1)

(6.30)

Pro vztah 6.30 povede analyticky ptistup k vypoctu na znaéné komplikované
feSeni. Avsak, diky vyjadieni funkce 6.21 v ptimé formé 6.24 o argumentu w lze
vypocet Tesit snadno numericky. Pro numerické feseni 1ze zvolit naptiklad ptistup
typicky pro strojové teseni, kde je obecné integral:

s = /b fi(z) fo (z)dx (6.31)

nahrazen souc¢tem soucinu diferenci a funkénich hodnot integrandu v jich
krajni mezi danych délenim intervalu definiéniho oboru:

~
—_

S() = ’ (zi — 1) f1 (23) f2 (1) (6.32)

@
Il
o
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I = {(a;b) (6.33)

r=at 2% (6:34)

Nyni muzeme vyjadrit Zolotarevuv polynom ve formeé:
Zpg(w| k) Z 2, Py (w (6.35)

Kolektivizaci tohoto vyrazu dostavame Zolotarevuv polynom v zakladnim
piimém tvaru polynomu, tedy ve tvaru sumy vahovanych mocnin zakladni pro-
ménné:

N

Zyg(w| k) =) 5t (6.36)

k=0

Metodu numerického vypoctu implementuje algoritmus 6.1 v jazyce MATLAB.
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w

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

21

23

25
26
27
28

30

32
33
34
35
36

38
39
40
41
42

44

function [koefs, zeros, exts]=koeficienty(p,q_I,k,del)

syms x legender_I_poly legender_I_poly_n
n=p+q_1I;

[a]l=koefs_I(p,g _I,k,del);
legender_I_poly=0;

for 1ii=0:n
legender_I_poly_n=0;
for i=0:11i
legender_I_poly_n=legender_I_poly_n+...
(((comb_TI(1i,1) " 2)*(((x-1)"(1i-1))*...
((x+1)71))));
end
legender_I_poly=legender_I_poly+(((1/(271ii))*...
a(ii+l))+legender_I_poly_n);
end

legender_I_koefs_TI =sym2poly(collect (legender_I_poly));
Z_poly=legender_I_koefs_ I_x[x. " (n:-1:0)1.'

koeficienty_=vpa (sym2poly (collect (Z_poly)).’,20);

nuly=sort (vpa (roots (sym2poly (collect (Z_poly))),20));

extremy=sort (vpa (roots (sym2poly (collect (diff...
(Z_poly)))),20));

function [a]=koefs_I(pl,qg TI1,k1l, del)

nl=pl+q I1;
K_Tk1=K_1I(k1l);

K_IK I1=K I_ 1I(kl);
k_1l=k_comp_TI (k1);
u_01=u0_TI(pl,g _TI1,k1);

snOl=sn_nas_I(u_01,k1l);
cnOl=cn_nas_I(u_01,k1l);

dnO0l=dn_nas (u_01,k1);

A B x=(cn01°2)—-(sn01"2);
B_C_x=((cn01°2)-((sn01lxk_1)"2))/(dn01"°2);
A _x=-1:(1/del) :A_B_x;

Koéd 6.1: Numericky algoritmus v jazyce MATLAB, ¢ast 1.
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45
46

48
49
20
51
o2
23
o4
95

57
o8
29
60
61
62
63
64

66
67
68
69
70
71
72
73
74

76
78
79
80
81
33
85
87

38
89

B_x=A_B_x:(1/del) :B_C_x;
C_x=B_C_x:(1/del):1;

arg_A_N_x=u_01+ (j*arcsn_I((sn01/cn01l) ...

sgrt ((1+A_x) ./ (1-A_x)),k_1));
arg_A_D_x=-u_01+ (Jj*arcsn_TI ((sn01/cn0l)*...

sgrt ((1+A_x) ./ (1-A_x)),k_1));
x,k1)./H_I(arg_A_D_x,kl);

arg_Z_H_ T x=H_T(arg_A_N_

Z_x(l:length(A_x))=((-1) "pl)*xcos(nlx*...
acos (0.5« (arg_Z_H TI_x+...
(arg_Z_H_TI_x."(=1)))));

arg_B_N_x=u_01+ (J*K_IK_TI1)+arcsn_I(sgrt(((2*...
(sn0172))+B_x-1) ./ (((klxsn01) "2)x (B_x+1))),k1);
arg_B_D_x=-u_01+ (j*K_IK_TI1)+arcsn_I(sqrt (((2*...
(sn017°2))+B_x-1)./(((kl*sn01l)"2)*(B_x+1))),kl);
arg_7_H_TI_x=H_TI(arg_B_N_x,k1l)./H_I(arg_B_D_x,k1l);
Z_x((length(A_x)+1): (length(A_x)+length(B_x)))=...
((=1) "pl) xcos (nl*xacos (0.5« (arg_Z_H_TI_x+...
(arg_Z_H_I_x."(=1)))));

arg_C_N_x=K_Tkl+u_01+ (j*arcdn_I(sgrt (((2*...
(sn0172))+C_x-1)./(((sn01) "2)*(C_x+1))),k_1));
arg_C_D_x=K_Tkl-u_0l+(jxarcdn_I(sgrt (((2*...
(sn0172))+C_x-1)./(((sn01) " 2)x(C_x+1))),k_1));
arg_7_H_T_x=H_T(arg C_N_x,k1)./H_TI(arg_C_D_x,k1l);
Z_x((length(A_x)+length(B_x)+1) : (length (A_x)+...
length (B_x)+length (C_x)))=((-1) "pl) x...
cos(nl*xacos (0.5« (arg_Z_H_TI_x+...
(arg_Z2_H_T_x."(=1)))));

x=[A_x, B_x, C_x];

for i=0:nl
a(i+l)=inteqg I (x,real (Z_X) .*...

(legender_I(x,1)/(2/((2x1)+1))));

end

A=(a);

pol_tmp=0;

for 1=0:nl

pol_tmp=pol_tmp+(a(it+tl)+*legender_TI(x,1i));
end

Kéd 6.2: Numericky algoritmus v jazyce MATLAB, c¢ést 2.
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91

93
94
95
96

98

100

102
103
104
105
106

108
109
110
111

113
114
115
116
117
118

120
121

123
125
127
128
129

131

function [arcsn_I_J]=arcsn_I(fi, k)

for i=l:length (fi)

arcsn_I_ (i)=F_I(asin(fi(i)),k);
end
arcsn_I_=arcsn_I__ ;

function [arcdn_I_J]=arcdn_I(fi, k)
arcdn_I_=arcsn_I (sqgrt ((1-(fi.72))/(k"2)),k);

function [cn_]=cn_nas_TI(u, k)
prec=20;

nome=qg_1I (k) ;

K I Tk=K_ I(k);

cn_t=1;

for n=l:prec
t_=(1+ (2% (nome” (2*n) ) xcos ((pixu)/(K_TI__Tk)))+...

(nome” (4%n))) ./ (1- (2% (nome”™ ((2*n)—1)) *...
cos ((pi*u)/(K_I__TIk)))+(nome” ((4*n)-2)));
if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
cn_t=cn_t.xt_;
else
continue

end
end

cn_=cn_t.* (((2x (nome” (1/4))* (k_comp_TI (k)" (1/2)))/...
(k" (1/2)))*cos ((pixu)/ (2«K_I__Tk)));

function [F_I_int]l=F_TI (fi, k)

$F_I_int=GAM_F_TI(fi,k);%sin

for i=1l:length (fi)
F_I_int_(i)=ellipticF((fi(i)),k"2);

end

F I int=F_I_int_;

Koéd 6.3: Numericky algoritmus v jazyce MATLAB, ¢ast 3.
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133
135
137
139
140
141
143

145
146

148
150
152
154
156
157
158
159
161
162
163
164
165
166
168
170
172
174

175
176

function [eta]l=H_I (u,k)

eta=theta_1_TI(((u*xpi)/ (2+xK_I(k))),qg I(k));

function [int_komplet_comp]=K_TI_ T (k)
if T ((k>0) & (k<1))

error (' Chyba: k musi ndlezZet (0;1)
end

int_komplet_comp=K_1I (k_comp_1I(k));

function k_=k_comp_T (k)
k_=sqgrt (1-(k."2));

function [int_komplet]=K_TI (k)

int_komplet=GAM_K_ T (k);

function [GAM_K I T]=GAM _K_T (k)

prec=1000;

a_k=1+k;

b_k=1-k;

a_temp=0;

b_temp=0;

for i=l:prec
a_temp=(a_k+b_k) /2;
b_temp=sqgrt (a_k.xb_k);
a_k=a_temp;
b_k=b_temp;

end

GAM_K_I_ I=pi./(2xa_k);

function [u0_I_]=u0_I(p,q9_1I,k)

u0_I_=(p/(p+g_I))*K_I(k);

function [sn_]=sn_nas_1I (u, k)

prec=20;
nome=qg_1TI (k) ;

)

Kéd 6.4: Numericky algoritmus v jazyce MATLAB,
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177
178

180
181
182
183

185
186
187
188
189
190

192
193

195

197

199
200
201
202
203

205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215

217

219
220
221
222

K I TIk=K_I(k);
sn_t=1;

for n=l:prec

t_=(1-(2% (nome” (2%n) ) xcos ((pixu)/(K_TI__Tk)))+
(nome” (4*n))) ./ (1- (2% (nome”™ ((2*n)—-1)) ...
cos ((pi*u)/(K_I__TIk)))+(nome” ((4*n)-2)));
if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
sn_t=sn_t.xt_;
else
continue
end
end
sn_=sn_t.x(((2x(nome” (1/4)))/ (k" (1/2)))*

sin((pi*u)/(2«K_I__Tk)));

function nome=qg_ T (k)

nome=exp (= ( (pi*K_TI__ T (k))./K_TI(k)));
function [dn_]=dn_nas (u, k)

prec=20;

nome=qg_1T (k) ;

K T Tk=K_T(k);
dn_t=1;

for n=l:prec

t_=(1+ (2% (nome” ((2*n)—-1)) *cos ((pixu)/...
(K_I_ Tk)))+(nome” ((4xn)-2)))./...
(1- (2% (nome” ((2+n)—-1)) *cos ((pixu) /...
(K_I__Tk)))+(nome” ((4*n)=2)));
if (sum(sum(isnan (t_)))==0)
dn_t=dn_t.xt_;
else
continue
end
end
dn_=dn_t.*sqgrt (k_comp_TI (k));

function [Thl=theta_1_TI(z,q_I)
pr=30;

[r,s]=size(z);

Th_t (r,s)=0;

Kéd 6.5: Numericky algoritmus v jazyce MATLAB, ¢ast 5.
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224 |for n=0:1:pr

225 Th_t_n=(((-1) "n)*x(g_I " (n*x (n+1)))*sin(((2+n)+1)*z));
226 if ((sum(sum(isnan(Th_t_n)))==0)&...

227 (sum(sum(isinf (Th_t_n)))==0))

228 Th_t=Th_t+Th_t_n;

229 else

230 continue

231 end

232 |end

234 | Th=Th_t*2+x(g_I"(1/4));

236 | function [comb_I_J]=comb_1I (n,k)

238 |comb_I =factorial (n)/ (factorial (n-k)*factorial (k));
240 |function [legender_TI_Jl=legender_TI (x,n)

242 |legender_I_tmp=0;

244 | for k=0:n

245 legender_I_tmp=legender_I_tmp+ (comb_TI (n,k) "2)x*
246 (((x=1) .7 (n=k)) .+ ((x+1).7k));
247 |end

249 |legender_I_=(1/(2"n)) *legender_I_tmp;
251 [function [integ_ TI_J]=integ_TI(x,YVy)

253 |if (length (x) "=length(y))

254 disp (' Lengths of input parameters must be equal !’)
255 integ_I_=NaN;

256 return

257 |end

259 |integ I_=((x(2:end)-x(l:end-1))* ([ (y(l:end-1)+...

260 ((y(2:end)-y(l:end-1))/2))1"));

Kéd 6.6: Numericky algoritmus v jazyce MATLAB, c¢ést 6.
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6.2.2 Legenderova transformace - uplny obraz

Uzijme nyni Legenderovu transformaci na konkrétni Zolotareviv polynom pro-
strednictvim algoritmu 6.1. Koeficienty obrazu transformace vychézeji nasledovné:

N

Zr

—0.95835883383
4.6530257073
131.17819492
—197.1973604
—2945.286543
2167.4538335
24754.706344
—9423.082278
—99339.821501
20353.015406
213155.43045
—23401.04493
—251463.07451
13749.651786
153929.12856
—3253.4064319
16 —38222.2586

OO0 N[O =W~ O

—_
)

—_
—_

—_
[\

—_
w

—_
S

—_
(@3

Tabulka 6.1: Hodnoty koeficientu Zs 11 (w (0.7) dle vztahu 6.36
Sledujme nyni vyvoj obrazu transformace prostfednictvim zobrazeni castec-
nych souctu sumy 6.35. Definujme castecny Zolotareviv polynom vztahem:

M

ot (w| k) =" anbp(w) =Y ;—gz ( 7: ) (w—1)""(w+1)" (6.37)

m=0
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a, Py (w)
1 T | T T

-1 | | I | | | | I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1
Zp—sq—11(wlk =0.7), 2p_5 411 (w|k = 0.7)
6 T T T T T T T T
4 — —
2 — —
o -
° AVA\/A\/ \/ \/ \/J
-2 | | I | | | | I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obrazek 6.1: Nahore: Soucin Legenderova polynomu stupné 1 a koeficientu a;.
Dole: Céstecény Zolotareviiv polynom z; ,, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w0.7) (Cervené)

o Py (w)
0.05 T T T

-0.05

-0.1 | | | I I | | I |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 ¢ 1
Ly 2
Zp=sg=11(wlk =0.7), 2, 5 1 (wlk = 0.7)
6 T T T T T T T
4_ —
2_ -
‘/_\ PR
0 /‘\\//'\\//‘\\/ \/ \/ \ ”
2 | | | I I | | I |
=1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obrazek 6.2: Nahote: Souc¢in Legenderova polynomu stupné 2 a koeficientu as.
Dole: Céstetny Zolotarevuv polynom 22, (w|0.7) (modie) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w|0.7) (Cervené)
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az Py (w)
2 T T T T T
1 _
0 vf\
-1k
-2 I I I I I I I I I
=1 -0.8 -0.6 0.4 =0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 v 1
lr 3
Zpsg=n(wlk =0.7), 2, 5 1 (w|k = 0.7)
6 T T T T T T T T
4 — —
2 — —
0 W\/ W
-2 I I I I I I I I I
=1 =0.8 0.6 =0.4 =0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 .y 1

Obréazek 6.3: Nahore: Sou¢in Legenderova polynomu stupné 3 a koeficientu as.
Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom z2,, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w0.7) (Gervené)

ay Py (w)
1 T T T T T

-1

-2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 08 0.6 04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

—

2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 v 1

Obrazek 6.4: Nahote: Souc¢in Legenderova polynomu stupné 4 a koeficientu ay.

Dole: Céstecny Zolotarevitv polynom 22 1, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviiv poly-
nom Zs11(w|0.7) (Cervené)
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as Py (w)

0.2 T T T T T T T

_0-2 | | | | | | | | |

=1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 4 1
4,_,@ LL(HJHC—DT) p_,q_u(w|k—ﬂ7)

6 T T T T T
4_ —
2 -

2 | | I | I I
-1 -0.8 -us -uq -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 v 1

Obrazek 6.5: Nahotre: Soucin Legenderova polynomu stupné 5 a koeficientu as.
Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom z2,, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w0.7) (Cervené)

ag P (w)

2 T T T T T T
1
ok _
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 w 1
] | szp_,q H(w|k—ﬁ7) p_,q H(w|k—ﬁ7)l |

2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obrazek 6.6: Nahote: Souc¢in Legenderova polynomu stupné 6 a koeficientu ag.

Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom 28 |, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviiv poly-
nom Zs11(w(0.7) (Cervené)

83



6.2. APLIKACE KAPITOLA 6. LEGENDEROVA TRANSFORMACE

a7 P (w)
2 T T T T T T

n
—
i
o
o
i
(=]
o
i
(=]
Y
i
o
%]
o
o
%]
o
Y
o
o
=
o
-
=
—

Zys =11 (wk = D.T),z;;:ﬁ‘_q:H{uﬂk =0.7)
T T T

.2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obréazek 6.7: Nahore: Souc¢in Legenderova polynomu stupné 7 a koeficientu as.
Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom z7,, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w0.7) (Gervené)

ag Py (w)
1 T T T T T T T
0.5
n_ —
-0.5 I I | | | I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 p 1
lr ]
Zpsg=n1(wlk =0.7), 25 5 1y (w|k = 0.7)
6 T T T T T T T T T
4_ —
2_ -
NIVA NN
\/ \/
2 I I | | | I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 p 1

Obrazek 6.8: Nahote: Souc¢in Legenderova polynomu stupné 8 a koeficientu as.
Dole: Céstecny Zolotarevuv polynom 2§, (w | 0.7) (modie) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w|0.7) (Cervené)
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ag Py (w)
2 T T T T T T

_2 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

—

Zysg—11(wk = D.T),z;':ﬁ‘_q:H(wm =0.7)
T T T

.2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obrazek 6.9: Nahore: Soucin Legenderova polynomu stupné 9 a koeficientu ag.
Dole: Céstecény Zolotareviiv polynom zJ,, (w| 0.7) (modfe) a Zolotareviv poly-
nom Zs11(w0.7) (Cervené)

a9 Pro(w)
1 T T T T T T

-1

.2 I | I I I | I | I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

-1 -0.8 -0.6 =0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 4 1

Obrazek 6.10: Nahofe: Soucin Legenderova polynomu stupné 10 a koeficientu
ayo. Dole: Céstecny Zolotarevuv polynom z34, (w|]0.7) (modfe) a Zolotarevav
polynom Zs 11(w [0.7) (Cervené)
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ay Pry(w)
1 T T T T T T T T

-1 | | | | | | | | |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 o 1

Zpsg=1(wlk =0.7), 2055 ) (w|k = 0.7)
T T T T T

2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 =0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 v 1

Obréazek 6.11: Nahote: Soucin Legenderova polynomu stupné 11 a koeficientu
ai1. Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom zih, (w]0.7) (modfe) a Zolotareviv
polynom Zs 11 (w [0.7) (Cervené)

a1 Pra(w)
2 T T T T T T
1 - -
o WWV
-1 i i i | i | i | |
=1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢y 1

-1 -0.8 -0.6 =0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obrazek 6.12: Nahofe: Soucin Legenderova polynomu stupné 12 a koeficientu
a12. Dole: Céstecny Zolotarevuv polynom z33, (w|0.7) (modfe) a Zolotareviv
polynom Zs 11(w [0.7) (Cervené)
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a3 Pr3(w)
2 T T T T T T
1L _
0 {\/\/\/\/\/\}
At 4
_2 | | | | | | | | |
=1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 p 1
] zfp_,q H{HJH.:—DT) p_,q_u(iu|k—ﬂ7)
T T T T T

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

-2 1 | 1 1 1 | 1 |

Obrazek 6.13: Nahofe: Soucin Legenderova polynomu stupné 13 a koeficientu
ai3. Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom 2%, (w|]0.7) (modfe) a Zolotareviv
polynom Zs 11 (w [0.7) (Cervené)

a4 P 4(w)

4 T T T T T T
oL _
o M\/\/\/\—/\/\j
-2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 w 1
] | szp_r,q_u(uJ|k—ﬂ7)I 2 e H(w|k:l—ﬂ7)| |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1

Obrazek 6.14: Nahofe: Soucin Legenderova polynomu stupné 14 a koeficientu
a14. Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom 2%, (w|]0.7) (modfe) a Zolotareviv
polynom Zs 11(w [0.7) (Cervené)
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a5 Prs(w)
1 T T T T T T T
05 -
0 V\/\_/\/‘—\/\/\A
0.5} !
_1 i i | | | i i i i
=1 0.8 0.6 0.4 =0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 . 1
I . 15 .
. Zy—s g=11 (w|k = 0.7), zp;.,‘_q:u(uﬂk = 0.7)
T T T T T T

2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obréazek 6.15: Nahote: Soucin Legenderova polynomu stupné 15 a koeficientu
ai5. Dole: Céstecny Zolotareviiv polynom 217, (w|0.7) (modfe) a Zolotareviv
polynom Zs1;(w [0.7) (Cervené)

a6 Prg(w)

5 T T T T T
0 [\/\/\_/\/\/\/\/‘
.5 I I I | I | I | |
=1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 v 1
T T T T T T

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ¢ 1
Obrazek 6.16: Nahote: Soucin Legenderova polynomu stupné 16 a koeficientu

ay6. Dole: Casteény Zolotareviv polynom 239, (w1 0.7), tj. jiz Gplny Zolotarevav
polynom (modfe - v zakrytu) a Zolotarevuv polynom Zs1;(w [0.7) (Cervené)
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6.2.3 Legenderova transformace - netplny obraz

Aplikujme nyni Legenderovu trasformaci tplny Jakobiho elipticky integral:

K (k) = / 2 ke(01), :ecC (6.38)

Definici a vlastnostmi této funkce jsme se zabyvali v kapitole 5.1.1.1. Avsak,
v kapitole 5.2.3.1 jsme se obsahle vénovali zpusobu vypoc¢tu hodnot této funkce.
Zéakladni metodikou pro tuto ulohu byl zvolen Tayloruv rozvoj integrandu funk-
ce 6.38 a naslednd integrace tohoto rozvoje. Jednim z dulezitych zavéru tohoto
rozboru byl fakt, ze Tayloruv rozvoj konverguje vzdy pouze na ur¢itém interva-
lu definiéniho oboru funkce 6.38. Jak bylo podrobné rozebrano, duvodem toho
faktu je skutecnost, ze integrand funkce 6.38 vykazuje pély rozmisténé v kom-
plexni roviné takovym zpusobem, ze lze vzdy nalézt jeho Tayloruv rozvoj pouze
na mnoziné ne vétsi nez jedné periody integrandu funkce 6.38. Pro uziti v kalku-
lacich se Zolotarevovymi polynomy byla aproximace Taylorovym rozvojem dosta-
tecna. Aproximovat ale tuto funkci Taylorovym rozvojem, naptiklad na intervalu
dvou celych period, tedy neni mozné, a to ani celou Taylorovou nebo Laurento-
vou fadou, duvody objasnuje kapilola 5.2.3.1. Podmnozinou Laurentova rozvoje
je praveé rozvoj Tayloruv.

Jak znamo z poznatku komplexni analyzy, takové funkce, jejichz Laurentu rozvoj
konverguje pouze na urcitych mezikruzich vymezenych jejich izolovanymi singula-
ritami - poly, jsou v aplikovanych partiich matematicky bohaté zastoupeny. Prave,
nevyhodou diferencidlniho principu aproximace je, ze rozvoj je kvalitativné rozvo-
jem lokalnim, nebot vychdzi z analyzy funkce v jediném jejim bodé - stfedu roz-
voje. Oproti tomu Legenderova integralni transformace analyzuje funkci obecné
na vlastni podmnoziné jejtho defini¢niho oboru.

Ukolem je tedy nalézt neiplny Legenderuv obraz funkce 5.38, tedy:
1
f(z)= ; ke(0,1), z€C (6.39)

1 — k2 -sin’z

na SirSim intervalu, napiiklad za ucelem aplikace integrodiferencidlnich ope-
raci, 1ze aplikovat na tuto funkci Legenderovu aproximaci a nalézt jeji neuplny
Legenderuv obraz. Vysledkem tedy bude polynom, kterym lze, s jistou chybou,
funkci nahradit a operovat dale s timto nelplnym obrazem. Definujme funkci
odvozenou od 6.39 nasledovneé:

F(z|k) pre(=L1), ke(01) (6.40)

\/1—k281n 4.5% )

Funkce 6.40 se od 6.39 lisi translaci v argumentu, a to tak, Zze na interval
transformace (—1;1) zobrazuje nékolik period funkce 6.39, pricemz v krajnich
bodech definiéniho oboru funkce prechazi co nejstrméji.
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Zavedme nyni neiplny Legendertiv obraz funkce 6.40 stupné N = 18, napiiklad
pro k= 0.7, dle 6.15:

Soucasné urceme chybu transformace:

errp=F (x| k=07) - Fy (x| k=0.7); v € (-1;1) (6.42)

Vysledky jsou uvedeny v grafech 6.17 a 6.18. V grafu 6.17 je soucasné zobrazen
Tayloruv polynom stejného stupné rozvoje funkce 6.40 o sttedu v bodé = = 0.

2 ; ; F T [N S o F :
e o o m—F (k= 0) =
; ; [ T R W [ TE (2, k =0.7) - .

N

1.6 f f -

1.4

1

0.4

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 r 15

Obréazek 6.17: Grafy funkei 6.40, 6.41 a Taylorova rozvoje funkce 6.40 stupné
N =28 o stfedu 2y = 0

Jak lze vidét, dle ocekavani se polynom Taylorova rozvoje ”zastavi” na hranicich
jistého intervalu, protoze Taylorova fada konverguje na komplexnim rozsitenim
funkce pouze na kruhu vymezeném nejblizsim pélem (viz. kapitola 5.2.3.1).

6.2.4 Legenderova transformace funkce sinc

Vypoéitejme nyni neiplny Legenderuv obraz funkce sinc definované:

sinc(x) =4 ¢ 7€ R\{0} (6.43)
1; z=0
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%1072

15—

aahh

05—

12 1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 « 12
Obrazek 6.18: Graf chybové funkce 6.42

Tato funkce zastava, zejména v teorii obvodu, vyznamnou roli, avsak jeji
zékladni charakteristikou je, Ze neni mozné vyjadrit jeji integral analyticky, nebot
ten je vyssi transcendentni funkei.

Aplikace Legenderovy transformace nabizi moznost vypoctu integralu funkce
sinc na uzavieném intervalu. To je mozné zejména proto, ze integrand ve vztahu
6.13 je soucinem s polynomem, proto se proménna v Citateli funkce 6.43 vykrati
s jednotlivymi cleny Legendrovych polynomu. Problém nastava u konstantnich
¢lenu, avsak, vzhledem k tomu, ze funkce 6.13 je integral urcity, lze k analy-
tickému vypoctu téchto ¢lenu vyuzit naptiklad rozvoje funkce 6.43 ve funkéni
radu:

‘ o . x2n
sinc(x) = %( 1) N (6.44)

, ktera tim prechazi v fadu ciselnou. Pro numericka feseni odpadd i tento

problém.

Pro 1ucel Legenderovy transformace definujme jeji restrikci na interval transfor-
mace (—1;1), a to tak, aby se na tomto intervalu translaci argumentu projevilo
nékolik pruchodu funkce nulou, tedy:

smlrs) - pe (=151)\ {0}

sinc (4rx) = { Az (6.45)

1; =0

K aproximaci funkce 6.45 uzijme netplny Legenderuv obraz Sincy (x) stupné
N = 20. Zaroven definujme chybovou funkci:

erT o (L) = sinc (drx) — Sincg (x) (6.46)
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Tyto funkce jsou vyneseny v grafech 6.19 a 6.20. Soucasné je zde zobrazen
i graf Taylorova rozvoje T (x) funkce 6.45 stejného stupné N = 20 .

2

—sil'rm(élrra:) o .
sime () |

15

0.5] :

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 T 15

Obrazek 6.19: Grafy funkei 6.45, s/z'\ano (x) a Taylorova rozvoje funkce 6.45 stupné
N =20 o stfedu 2o = 0

10

*x107°

_10 - H F— H I F— I F F— H I T T T I T i I H i H i
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 T 12

Obrazek 6.20: Graf chybové funkce 6.46
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Jak lze z téchto vysledku vidét, je aproximace funkce 6.45 na intervalu transfor-
mace velmi kvalitni a oproti Taylorové rozvoji je aproximace kvalitni rovnomérné
stejné po celém intervalu transformace.
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Kapitola 7

Extrémy a nuly Zolotarevovych
polynomu

Klicové analytické vlastnosti Zolotarevovych polynomu byly zkoumény v kapito-
le 5. Zaveéry plynouci z téchto ziskanych poznatku lze aplikovat na dalsi rozbor
vlastnosti téchto funkci, zejména nyni, na vysetfeni polohy jejich lokédlnich ex-
trému a nulovych bodu. Ackoliv jsou Zolotarevovy polynomy z definice polynomy
obecného stupné, je mozné diky jejich transcendentnimu explicitnimu vyjadieni
nalézt analytické algebraické teSeni této tlohy. K analytickému piistupu k to-
muto problému lze s vyhodou vyuzit vyjadieni Zolotarevova polynomu ve formeé
polynomu Cebysevova.

Pro strojové teseni je mozné uzit numerickych metod. K tomuto ucelu muze
slouzit napiiklad vyjadieni Zolotarevova polynomu, prostiednictvim Legendero-
vy transformace, v polynomidlnim tvaru a nasledna aplikace standardnich nume-
rickych algoritmu na tento vysledek pro nalezeni jeho kotenu.

7.1 Analytické resSeni

Predmétem zajmu je nyni mnozina poloh lokalnich extrém a nul Zolotarevovych
polynomu v jejich krajnich ¢astech znacenych o and . Vychozi formou vyjadieni
bude vztah 7.1, kde Zolotareviuv polynom je vyjadien prostfednictvim defino-
vaného argumentu Cebysevova polynomu:

Zpq (W] k) = (=1)"T,

n=p+gq
paqua k6(071)7 ueC
(7.1)
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sn?(u| k) - cn? (%K (k) ‘ k) +cn®(u| k) - sn? (%K (k) ’ k:)

sn? (u‘ k)—sn2 (%K(k) ‘ k) c <—1,1>

w =

(7.2)

-0.5

Obrazek 7.1: Priklad Zolotarevova polynomu pro hodnoty p =7, =4 a k= 0.7

Vyjadreni tohoto vztahu v goniomerickém tvaru dostavame:

k) H(uo2K®)| 5
‘k) (u+pKk"k)

) #(o-tw] o

)|
(k) H (ut 2K (0| K)
(7.3)
Z této formy vyjadreni plyne, Ze pro extrémy a nuly CebySevova polynomu
plati pro argument kosinu:

L [ H (w 2K (R)
Zpq (W | k)= (=1)"T, 2 ( —pK )
(
(k)

<u+p k

H
H(u—% k)

H
= (—1)" cos ¢ n - arccos -
H

N —
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Pro extrémy v casti a:

H<u+§K(k) k> H<u—§K(k) k>
n - arccos % + =mmyme{l,...,q—1}
H<u—§K(k) k> H<u+§K(k) k>
(7.4)
H<u+gK(k) k:) H<u—§K(k) k)
n - arccos % + =mime{l,... q}
H<u_gK(k) k> H<u+pK(k:) k)
(7.5)
H<u—|—ZK(k) k:> H<u—zK(k) k)
n - arccosy 1 + =Imle{l,...,.p—1}
H<’LL—ZK([€) k:> H<u+ZK(k) k)
(7.6)
H(quzK(k) k) H(uZK(k‘) k)
n - arccos % + =15:0e{l,...,p}
H(u—fLK(k) k:) H<u+§K(k) k:)
(7.7)

Pro ¢ast a ziskdvame resSent:

Pro extrémy v casti a ziskavame feSeni rovnice:
. H<u+§K(k))k) H(u—g (k)
7 - arccos § = +
2 H(u—gK(k)’k;) H(u+§K(k)

o o
N— [ N———
|
N—_——

Il
3
—~
~J
NS

= %cos <WT> (7.10)
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H(u+§K(k;) ‘ k) +H<u—§K(k) ‘ k) )
H(u—gK(k;) ( k) H(u+§K(k) ‘ k:>
RS (u+§K(k) ‘ I<:>+H2 (u—gK(kz) ( k) )

N H (u+ 2K (k) ‘ B) H (u— LK (k) ‘ k)

u:jx,xeR:H(u—gK(k))k):—H(qu%K(k))k)‘:

H? (u+§K(k;) ‘ k:) + [—H(qu%K(k:) ‘ k)T

H (u+ 2K (k) ‘ B)H (u+ 2K (k) ( k)
= |Vz € C: 2z = ||2?|

2
H? <u—|— LR (k) ‘ k:) + [—H <u—|— LR (k) ‘ k;)]
|H (u+ 2K (k)| k) |
(17 (e B 1) k)2 20 (ot BRIV (7 (e 21 o)) e st a1 )
[H (ut 2K (k)| k)2

||H (u+ 2K (k)| k)| (ﬂ g{H(u+%K<k>|k)}+€—jzarg{H(u+%K<k>\k)}> .

IH (u+ 2K (k)| k) |*
:ej2arg{H( ut 2K (k \k)}+e j2arg{ H(u+ZK(k)|k)} _

o (e o+ 0 1)) s o o 2 01 )))
:

)|k
+cos (—2arg {H (u+§K(k’)| )}) +jsin(—2arg {H (u+ 2K (k)| k)}) =
k

R)k)})+

k
:cos(Qarg{ <u+§ )} —i—jsin(Qarg{H(u—i—%K(
jsin(Zarg{H<u+§K(k |k>}> =

(k)| k
K(k)|k;)

)
+cos<2arg{H u—i—% })—
= 2cos (2 arg {H (u + %K (k)| k) }) = 2c0s (W%)
(7.11)
arg {H(u+%K(k)]k:>} - g% (7.12)

Implementace funkce 7.12 jakozto argumentu (funkce faze) funkce
H (u+ EK (k)| k), s ohledem na charakter jeji monotonie, uvazujeme pouze re-
strikci definiéniho oboru casti a:

o (u| k) = arg {H <u+ %K(k) | k:)} we{u=jr:xe (0K (k) (7.13)
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ziskdvame pro extrémy v ¢asti a prostfednictvim inverzni funkce k funk-
ci 7.13:

uff (m) = e, (50

S ) € fmla e (K (k) me {1 g =1} (7.19)

Pro nulové body v ¢asti a ziskdvame rovnici podobné rovnici 7.8:

| 1 H<u+§K(k:)‘k>+H<u—£K(k))kz> T o
2 H(u—%K(k)‘k) H(u+§K(k)’k) ~T2

arccos 1 H<u+%K(k)‘k>+H<U_£K(k))k> _mr (7.16)
2 H(u—%K(k)‘k) H(u+§K(k)’k)  n?2 :
- <u + ol ‘ k> + " <U - ) k> = 2cos <TE> (7.17)
n 2

H (u— 2K () ‘ B) H (u+ 2K () ‘ k)

Resen{ této rovnice prechodem k argumentu funkce
H (u + 2K (k)| k) je analogické k feseni rovnice 7.8, a stejné tak pro nulové body
v ¢asti o piSeme:

p _rm
arg {H (u + LK k)| k:)} == (7.18)
Pro nulové body plati rovnice:
N — o+ Tm ] - K’ .
a (m) =gt (32) e Gzl o e (K ()} sme {1l oa} (119)

, kde figuruje opét inverni funkce k funkci 7.13.

Extrémy a nuly v ¢asti v jsou dany feSenim podobné rovnice, jako v ptipadé
¢asti a. Avsak rozdil spociva v odlisném chovén{ funkel H (u + 2K (k)| k)

aH (u— 2K (k)| k), coz zohlediiuje rovnice 7.23. Tento rozdil spociva ve znamén-
ku pred operdatorem komplexniho sdruzeni.

. H(u+§K(k) ( k:) H(u—BK(k;)

I
n - arccos | o H(u—gK(k;)‘k>+H<u—|—£K(k)’k> =Ir  (7.20)
arccos 1 H(U‘i‘%K(/{?)’k)_i_H(U_%K(k)‘k) :wi (7.21)
’ H(U—ﬁK(k))k) H<U+§K(k)‘k> n '
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H<u+§K(k’) ‘ k)

H(u—gk(k) ( k)

H? <u+§K(k;) ‘ k:)+H2 (u—BK(k) ( k;)

- H(u+§K(k) ‘ k)H(u—gK(k;) ‘ k:)

u:K(k)+j$,x€R:H<u—§K(k:)‘k):H<u+§K(k)‘k>‘:

H? <u+§-;K(k) ‘ k;>+ [H(qugK(k:) ‘ k)]Q

H(u+§K(k) ‘ k)H(u+gK(k) ) k:)
= |Vz € C: 2z = ||2?|

H? (u+ 2K (k) ’ £) + {H (u+ 2K (k) ‘ k)]Q
1H (u+ 2K (k)| k) |2

(|\H(u+gK(k)|k>||ej arg{H (u+ 5 K (k)| k)})2_,’_(HH(u+%K(k)Ik>”e—j arg{ H(u+Z K (k)| k)})2
B |1H (u+ 2K (k)| k)2
HH( ( ) ‘ k') H (€]2arg{H(u+%K(k)|k)} + e—j?arg{H(u—i—%K(k)\k)})

IH (u+ 2K (k)| k)|
:eanrg{H( u+2 K(k\k)}+ —j2arg{ H(u+ZK(k)|k)} _

— cos (2arg {H (u+ LK (k >}>—|—jsm<2arg{ (wt 2R ) 1K) }) +

)
—|—cos( Zarg{H( —|—pK )})—l—]sm( 2arg{H( —|—ZK(/¢| )}):
:cos<2arg{ <u+ ~—K (k ) 4+ jsin (2a { <u+§K k)|k>}>+

{#

)| &
) <
o (e 1 (o E10010)]) - (e (o B 1)) -
)

:2cos<2al"g{ <u+ K (k) )Z < )
(7.23)
mi

arg{H(u+gK(k)|k>}:§

rg
g

(7.24)

P! (u] k) = arg {H <u+ %K(k) | k:)} ue{u=jo:xe (0K (k) (7.25)
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W0 =t (5 ) € UK (4ol € K BT (o= 1)

2
(7.26)
Pro nulové body v ¢asti v dostavame:
n - arccos L " (U el ® ‘ k> + " (U o ‘ k> =15 (7.27)
2 H(u— LK (k) ‘ k) H<u+§K(k) ‘ k)
. H(u+gK(k) ‘ k:) H(u—%K(k) ‘ k;) RE
arccos 4 5 o <u TrR ) ) k) + o <u+ PR () ‘ k) . (7.28)

) E RGIL I () e

arg {H (u + %K (k) | k:)} =T (7.30)

0=t (35) KW +isloe 0K (DYite Lph (730

Nalezeni prislusnych hodnot parametru w odpovidajicich vSem lokalnim ex-
trémum a nuldm ziskdme piimym feSenim rovnice 7.2 pro tyto body. Konecny
tvar rovnic pro hodnoty parametru w odpovidajici lokalnim extrémum a nuldm
Zolotarevovych polynomu dostavame v nasledujicim tvaru:

Pro lokalni extrémy plati:

o (k)_{an (et s (52) | 1) -en® (B (R) ) +on (ol (52) | ) -on® (EK (R) | B)
e sn? ((pg+,1 (22 | k‘) —sn? (EK (k)| k)
o (el (8| R) oo (B (1) K) e (o, (52)1 ) on (2 () 1)
sn? <99£I+ 1 (g%) | k) — sn? ( K (k)| k‘)
me{l,...,q—1},le{1,....,p—1} }
(7.32)
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Pro nulové body plati:

wN (k) = {3"2 (Pl (G2) | k) - en® (BK (k)| k) +en? (ol (5%) | k) - sn® (BK (k) | k)

p,q H U
sn? (cp{ﬁl (%%) | k) — sn? (%K (k)| k)
o gl (A1) oo (R B) oo (gt (4) 1K) - (2K ()] 1)
sn? (Gl (F1) | k) = sn? (EK (k) | K)
me{l,....,q},l€{l,...,p} }
(7.33)

7.2 Numerické teseni pomoci Legenderovy
transformace

Piiklad numerické metody vypoctu nulovych bodu a polohy lokalnich extrému
Zolotarevovych polynomu uvadi algoritmus 6.1 v jazyce MATLAB. Principem
jeho funkce je implementace nasledujicich kroku:

1. Vy¢isleni Zolotarevova polynomu dle hodnot vstupnich parametru
2. Vyé¢isleni Legenderovych polynomu dle parametru
3. Vypocet Legenderova obrazu Zolotarevova polynomu

4. Vypocet Zolotarevova polynomu ve tvaru 4.1 kolektivizaci Legenderova ob-
razu

5. Vypocet nulovych bodu z tohoto tvaru
6. Vypocet numerické derivace (diference)

7. Vypocet polohy lokélnich extrému

Vysledky jsou pro Zolotarevav polynom Zs11(w [0.7) zobrazeny v tabulkdch
nize. Polohy nulovych bodu jsou uvedeny v tabulce 7.1, polohy lokalnich extrému
pak v tabulce 7.2.
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~.

w =n;

—0.99524135324

—0.95748626227

—0.88342728048

—0.7759513786

—0.63925851505

—0.47872347704

—0.30074096185

—0.11261328567

O 0N | U =W N+~

0.077306554383

—
=]

0.25809971216

—_
—_

0.40366454728

—
[\

0.68608603885

—_
w

0.78984302307

—_
N

0.88845153976

—_
(S

0.95911630549

16

0.99575668269

Tabulka 7.1: Poloha nulovych bodu funkce Z5 11 (w [0.7) v proménné w

w:ej

|

—0.98102459667

—0.9248441734

—0.83363172138

—0.710945808

—0.56159302282

—0.39147711876

—0.20745340474

—0.017296108604

ol || u sl o] =,

0.16976003352

—_
S

0.3388219115

—_
—

0.55293617122

—_
N}

0.73520912245

—_
w

0.84197083784

—_
=~

0.92782181918

15

0.98194783006

Tabulka 7.2: Poloha lokélnich extrému funkce Z5 11 (w |0.7) v proménné w
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Kapitola 8

Legenderova aproximace

V teorii obvodu, zejména v syntéze elektrickych filtri, se setkavame s tlohou
nalézt takovy tvar urcité obvodové funkce, ktery umozni jeji aplikaci v ndvrhu
struktury zapojeni vysledného systému. Vzhledem k charakteru prvku, které
mame pro konstrukci elektrickych obvodu k dispozici, pracujeme v syntéze li-
nearni obvodu s jejich idealizovanymi nahradami, jejichz matematické mode-
ly indukuji obvodové funkce ve formé obecné funkci racionalné lomenych. Li-
nearita matematickych obrazu obvodovych prvku tedy zarucuje, ze za jistych
predpokladu Ize z dané obvodové funkce syntetizovat obvod tak, aby tento vyka-
zoval své obvodové charakteristiky v souladu s timto vychozim predpokladem.

Konkrétni obvodové charakteristiky predstavujici vstupni informaci o funk-
ci obvodu. Pro syntézu linedrnich systému realizovatelnych koneénym poctem
prvku jsou tedy témito charakteristikami funkce ve tvaru polynomu, popiipadé
jejich podilu. Také proto je teorie polynomialnich funkei tolik dulezitym aparatem
a prohlubovani jeho znalosti a jejich rozsitovani je zdsadnim tkolem pro rozvoj
teorie elektrickych obvodu jako takové.

Podstatna ¢ast postupu syntézy linearnich elektrickych filtru je zaloZzena na
aproximaci teoretické idealni charakteristiky obvodu polynomem, potazmo raci-
onalni lomenou funkei, a nasledné realizaci obvodu vykazujici tuto charakteris-
tiku. Polynomialni aproximace jsou proto eminentné dulezitym matematickym
aparatem.

Lagenderova aproximace piredstavuje dalsi moznost feseni tlohy nalézt takovy
polynom, ktery, vuéi aproximované funkci, vykazuje urcité vlastnosti urcujici je-
ho kvalitativni parametry.

8.1 Motivace k Legenderové aproximaci

Princip Legenderovy aproximace funkce je zalozen na Legenderové transformaci
popsané v kapitole 6. Jak bylo vysvétleno, paklize vzorem Legenderovy transfor-
mace je funkce identickd s polynomem, existuje konecny stupen tuplného obrazu
této transformace (viz. definice 12). Avsak, obecné jsme také definovali nedplny
obraz transformace definici 12. Je tedy mozno ziskat obraz funkce, ktery apro-
ximuje vzorovou funkeci polynomem, ovsem obecné, jak je pro polynomialni cha-
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rakteristické, s urcitou chybou.

Pozndmka 3. Taylorovym rozvojem funkce g (x) fadu n o stiedu xy nazyvame,
v souladu s definici 5.59 v kapitole 5.2.3.1, fadu:

g B = f(k)(%) k.
Tn(a})—ZT(x—xo), 0w€ER, 2z€R, neN (8.1)
k=0 ’

Paklize budeme hovorit o fadu n Taylorova rozvoje, myslime tim obecné poly-
nom fadu n dle definice 8.1. Stejné tak, hovorime-li o fadu Legenderovy transfor-
mace /N, myslime tim obecné polynom fadu /N dle definice 6.12. V obou pripadech
jsou tedy vysledkem aproximace urcitého radu polynomy fadu téhoz.

Jesté piedtim, nez Legenderovu aproximaci zavedeme korektné, pojd me nyni ten-
to aparat motivovat myslenkové. Pro tento 1ucel studujme nésledujici tlohu:

Aproximujme jistou funkci jejim netplnym Legenderovym obrazem:

Vezméme napiiklad zakladni goniometrickou funkei:
f(x) =cos(4dbmx) ; ze(-1;1) (8.2)

Tuto funkci nyni na intervalu definicniho oboru aproximujme jejim netplnym
Legenderovym obrazem flg stupné N = 18. Vysledek je graficky znazornén v gra-
fu 8.1.

Soucasné je zde, pro porovnani kvality aproximace, graf Taylorova rozvoje
T/ (z) stejného stupné N = 18 o stiedu z = 0.

Jak lze vidét, funkce f (x) je aproximovana na celém interval definicniho oboru
kvalitnéji. Puvodem tohoto faktu je skutecnost, ze Tayloruv rozvoj je principidlné
zalozen na analyze lokalniho chovani funkce, a sice v bodé stfedu rozvoje. Naopak
Legenderova transformace je operatorem integralnim zalozeném na funkcionalu
analyzujicim obraz transformace na celém jejim definicnim oboru.

Vypoctéme nyni chybu aproximace a znazornéme ji graficky. Pro tento tcel defi-
nujme funkci:

erry=f(z)— fis(x) ; z€(-11) (83)

Tato funkce nam poskytuje kvantitativni chybu aproximace. Graf této chybové
funkce je zobrazen v grafu 8.2.

Jak lze z téchto vysledku vidét, je aproximace funkce 8.2 v jejim defini¢nim obo-
ru, oproti Taylorové rozvoji, zasadné kvalitnéjsi.

Podrobme nyni stejné analyze funkci:
™

g (x) = cos (590) ;o xe(—1;1) (8.4)
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AVALVAY

7 EN S S S FA S N FA S S A I S R
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 x 1.5

Obrazek 8.1: Grafy funkci 8.2, flg a Taylorova rozvoje funkce 8.2 stupné N = 18
o stiredu x¢g =0

*x1072

T +errf ()|

Obrazek 8.2: Graf chybové funkce 8.3

Jedna se tedy o “horni kladnou pulvinu“ kosinu. Aproximace této funkce je
v okoli pocatku jejiho definicniho oboru ¢asto uzivana také ve fyzikalnich tlohéach,
kdy naptiklad goniometrickd funkce figuruje v argumentu diferencidlni rovnice,
avSak jeji Teseni je hleddano pouze na jistém omezeném intervalu. Pak nahrada
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této funkce polynomem predstavuje zdasadni zjednoduseni vypoctu.

Tuto funkci nyni aproximujme opét na intervalu definicnitho oboru aproxi-
mujme jejim netdplnym Legenderovym obrazem g, stupné N = 4. Soucasné opét
zndzornéme i graf Taylorova rozvoje T (x) stejného stupné N = 4 o stiedu
xo = 0. Vysledek je graficky znazornén v grafu 8.3.

15 .
ot e
L : Gu ()
Lo T{ ()
1 :

05

0 :

0.5 =

/;

-1

QPP 5550 5 5 0 0 000 0 00 0 00 0 S 0 0 000 0 0
15 1 05 0 0.5 1 r 15

Obrazek 8.3: Grafy funkci 8.4, g4, a Taylorova rozvoje funkce 8.4 stupné N = 4
o stredu 29 = 0

A soucasné téz znazornéme chybovou funkei:
errg =g (x)—gs(x) ; ze(-11) (8.5)
, a zaroven chybovou funkci:
errry =g (x) —T§ () ; z € (=1;1) (8.6)
, kterd vyjadiuje tutéz chybu pro Tayloruv rozvoj Ty (z).

Tyto funkce jsou zobrazeny v grafu 8.4.

Opét 1ze z téchto vysledku vidét, ze Legenderova aproximace je na intervalu
defini¢niho oboru kvalitné;jsi.

Doposud byl predmétem zajmu vysledek Lagenderovy aproximace v defi-
nicnim oboru jejtho vzoru. Zkoumejme nyni tento vysledek i mimo néj.

Zobrazme nyni funkci flg, ktera je neuplnym Legenderovym obrazem funkce
8.2 v Sirsim intervalu v grafu 8.5.

Jak lze z grafu 8.5 vidét, funkce fis mimo interval definiénfho oboru 8.2 ”pad4”
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x1072

—_—rrry ()
errrs (x) |

15

ot 0 e o 0 o O S O 5 S

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 x 1.2

Obrazek 8.4: Grafy chybovych funkci 8.5 a 8.6

o e A

fm(ﬂ?)-

A0f

A5

B0

-35 |

A5

() N L Y U S S S " ) S s S
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 x 2

Obrazek 8.5: Grafy funkci 8.2 a flg

velice strmé.

Vezméme nyni v tivahu jinou funkei, tentokrat takovou, kterd jiz muze predstavo-
vat charakteristiku dolni propusti. Takovou funkci muzeme definovat napiiklad
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takto:
h(z)=Hy(r+1)—Hy(x—1); z€R (8.7)

, kde Hj jsou Heavisideovi funkce definované:

0; =<0
Hy=<qk; =0 ; =z, keR (8.8)
1; >0

Zobrazme nyni netplny Legenderiv obraz hjo na intervalu (—1;1) funkce 8.7
stupné 10 i mimo interval transformace. Spolu s funkei 8.7 jsou tyto grafy zobra-
zeny v grafu 8.6.

1.5

e b (2)

0.5 : : — : : : — : : : :

05—

-1.5 -1 -0.5 0 0.5

Obrazek 8.6: Grafy funkci 8.7 a h1o

Chybova funkce:

~

erry = h(x) —hyo(x) ; ze(-11) (8.9)

je zobrazena v grafu 8.7

Jak lze vidét z grafu 8.6 a 8.7, aproximace spliiuje uréitou predstavu o jejim
ucelu. Provedme jesté stejnou analyzu pro funkci 8.8 pro stupen transformace
N = 18. Vysledky jsou uvedeny v grafech 8.8 a 8.9.

Zkusme nyni zvysit stupen stejné tlohy na N = 40. V grafech 8.10 a 8.11 jsou
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%1072

R 1 s e

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 T 12

Obrazek 8.7: Graf chybové funkce 8.9

1.5
[ —()
— hig (@)

0.5

-0.5

_1.5 I H H I I I I I H H I H I I I I H I H H H I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 T 15

Obrazek 8.8: Grafy funkci 8.8 a ﬁlg

zobrazeny vysledky této aproximace.

Jak lze videt, graf funkce obraz ;L40, aproximujici polynom se vice ”ptrimyka”
k aproximované funkci 8.7 a "padd” strméji. Avsak, "dani” za tuto kvalitu jsou
vyssi hodnoty chybové funkce 8.9, zejména v okoli bodu skoku funkce 8.7. Puvodem
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x1072

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 T 12

Obrazek 8.9: Graf chybové funkce pro funkci his

1.5 :
hug () .

0.5 —+—— : —

15 -1 05 0 0.5 1 T 15

Obrazek 8.10: Grafy funkci 8.8 a hao

tohoto chovani je Rungeovuv jev, jistym zpusobem analogicky k jevu Gibbsovu.
Teto jev se naptiklad projevi tim vice, ¢im ”ostiejsi” prechody funkce vykazuje.

Zde opét nachdzime dalsi vyhodu integralniho charakteru Legenderovy trans-
formace. Diky jeji definici totiz muze byt obrazem Legenderovy transformace
jakékoliv funkce, pro kterou je definicni integrél definovan. Chapeme-li funkcional
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15 107

| e €7, () |-
10 §
5 :
0 | A A A~ : [P . [ : A~ NS\ A#
I B i I I i L L L L [ N L
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Obrézek 8.11: Graf chybové funkce pro funkei Ay

6.13 jako integral v Newtonové pojeti, pak lze konstatovat, ze obrazem Legen-
derovy trasformace muze byt jakakoliv funkce slozend z jednotlivych fragmentu
definovanych na ruznych vlastnich restrikcich intervalu integrace.

Aplikujme nyni tuto myslenku na funkce 8.4 a 8.8 v nasledujicim smyslu:
Vyjadreno myslenkovym konstruktem: Paklize ”otupime” ostré skoky funkce

8.8 tak, ze jeji "hrany” predefinujeme ”okraji” funkce 8.2, neboli ”¢évrtvinami”
kosinu. Korektné tedy definujme tuto funkci nasledovné:

cos (4.5mx); x € <—1;—i
4.5
4 4
4
cos (4.5mx) ; re | —;l1
|05 (4:572) 45 >

Hrani¢ni body —ﬁ a ﬁ jsou body ”vrcholu” krajnich ”¢tvrtvin” funkce 8.2.
Funkce je tedy spojita na intervalu (—1;1). Provedme nyn{ Legenderovu trans-
formaci funkce 8.10 stupné N = 18 a podrobme vysledky stejnému zkoumani jako
v ptredchozich ptipadech. Tyto jsou uvedeny v grafech 8.12 a 8.13.

Jak 1ze z grafu 8.12 vidét, aproximacni polynom se mimo interval transformace,
oproti predchozim ptipadum, ”zdvyha”, neboli nabyva kladnych hodnot.

Aproximacni tloha v navrhu filtri, jak bude korektné specifikovano déle, spociva
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Obrazek 8.12: Grafy funkef 8.10 a $;5 ()
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Obrazek 8.13: Graf chybové funkce pro funkci 8.10

predevsim v kvalité aproximace v intervalech propustného pasma, na tomto misté
je to interval transformace, a v kvantité v intervalech pasma nepropustného.
Vzhledem k tomu, jakou roli zaujima aproximacni funkce v charakteristikach
obvodu, neni na tomto misté podstatné, ze funkce $;5 (x) nabyva mimo interval
transformace kladnych hodnot. Proto nyni provedeme porovnéani s predchozimi
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vysledky na normach téchto funkei.

Porovnejme vysledky stejné transformace o stejném stupni N = 18 pro funkce
8.7 a 8.10, které jsme ziskali v pfedchozim rozboru, avsak ve tvaru jejich norem.
Vysledek uvadi grafy 8.14 a 8.15.

] : : : : : : : : : [

g B : H T o o H - H : - B o 5(:13) o

4 2 2 : :

2| W

|
L

15 - 05 0 05 P 15

Obrézek 8.14: Grafy funkef 8.10, |45 (2)]] a ’ s (z) ‘

Jak lze vidét z grafu 8.14 a 8.15, dle predpokladu funkce 8.10 spliuje pozadavky
aproximac¢ni tlohy 1épe v tom smyslu, Ze mimo interval transformace, tedy v pred-
pokladaném nepropustném pasmu, ”stoupd” rychleji nez funkce 8.7. Tuto sku-
tecnost vykazuje pravé diky pozvolnému (”hladkému”) prechodu funkce 8.10
v krajich intervalu transformace oproti funkci 8.7, kde je tento prechod skokovy.

Vratme se jesté k aproximaci funkce 8.2 a zaméime se na rozbor chovani
jejtho aproximujictho netuplného Legenderova obrazu mimo interval transformace
(—1;1). Definujme nyni funkei:

q(x) = —cos(4rx) ; z € (—1;1) (8.11)

Funkce 8.11 se od funkce 8.2 1isi v translaci argumentu. Zatimco na hranicich
intervalu defini¢niho oboru funkce 8.2 vykazuje nejvétsi spad v tom smyslu, ze jeji
jednostranné derivace zde nabyvaji lokalniho maxima, pak v ptipadé funkce 8.11
je tomu naopak, tedy jeji jednostranné derivace zde nabyvaji lokalniho minima,
konkrétné zde jsou rovny:

¢y (=1)=0, ¢ (1)=0 (8.12)
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Obrézek 8.15: Grafy chybovych funkef pro funkee 85 () a hys (2)

Porovnejme nyni neiplné Legenderovy obrazy stupné N = 28 funkei 8.2 a 8.11
a jejich chybovych funkei:

errsg = f(z) — fis(z) 3 we(-1;1) (8.13)

errg = f(x) —Gos (z) ; =€ (—1;1) (8.14)

Vysledky jsou zobrazeny v grafech 8.16 a grafech 8.17.

Jak lze z téchto vysledku vidét, je v intervalu transformace (—1; 1) aproxima-
ce kvalitnéjsi pro funkci 8.2. To vyplyva z hodnot chybovych funkei 8.13 a 8.13.
Nicméne, zamétime-li se na hodnoty netiplnych Legenderovych obrazu funkef 8.2
a 8.11 mimo interval transformace, pak zjistujeme, Ze netiplny Legendertv obraz
funkce 8.11 vykazuje vétsi spad, neboli, v jazyku aproximaé¢ni tlohy v navrhu
filtru, lepsi selektivitu v nepropustném pasmu.

Nyni je na tadé ptat se o puvodu tohoto chovani. Jak plyne z definiéni sumy
6.12 Legenderova obrazu, jeho podstata spoc¢ivd v souc¢tu jednotlivych Legen-
derovych polynomu vahovanych koeficienty transformace. Vzhledem k tomu, ze
vSechny nuly Legenderovych polynomu jsou realné, a lezi v intervalu transforma-
ce, rostou Legenderovy polynomy mimo interval transformace tim rychleji, ¢im
vyssi je jejich stupen. Tim je dano, ze ke strméjsimu spadu netplného Legende-
rova obrazu prispivaji ¢leny definiéni sumy 6.12 tim vice, ¢im vyssi je jejich tad.
Proto mimo interval transformace vykazuje vétsi strmost ten Legenderuv obraz,
jehoz koeficienty transformace nabyvaji vyssich hodnot pro jejich vyssi indexy.
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Obrézek 8.16: Grafy funkef 8.2, 8.11, fos () a Gag ()
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Obrazek 8.17: Grafy chybovych funkei pro funkce 8.2 a 8.11

Shrime nyni tyto motiva¢ni poznatky ziskané ptedchozimi pokusy, na jejichz
zékladé muzeme déle zavést aparat metody aproximace zalozené na Legenderové
transformaci korektné:

1. Netplny Legenderuv obraz urcitych funkeci vede na polynom, ktery s jistou
kvalitou aproximuje vzor transformace na intervalu této transformace. Mi-
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mo tento interval vykazuje polynom netplného obrazu velmi strmy spad.
Puvod tohoto chovani polynomu nalezneme jako ptimy dusledek vlastnosti
holomorfnich funkei, pokud si uvédomime, ze polynom realné proménné je
restrikci jeho komplexniho originalu.

2. Kvalita aproximace funkce, coby vzoru pro neuplny Legendertv obraz,
zavisi jednak na tfadu Legenderovy transformace, ale také na charakteru
(,tvaru®) vzoru samotného.

3. Na stupni netuplného Legenderova obrazu a charakteru vzoru zavisi téz mira
spadu neuplného obrazu mimo interval transformace.

4. Mira spadu neuplného Legenderova obrazu mimo interval transformace zavi-
si také na charakteru funkce k okoli hrani¢nich bodu intervalu transformace.

8.2 Definice Legenderovy aproximace

V predchozi kapitole jsme se zabyvali pokusy, jejichz vysledky ukazuji, ze Legen-
derovu transformaci lze vyuzit v ilohach aproximace funkci na intervalu trans-
formace, zejména v aplikaci netiplného Legenderova obrazu. Je ziejmé, Ze interval
transformace lze vhodnou translaci prizpusobit napiiklad normovanim intervalu
definicniho oboru obrazu transformace, jako napiiklad v ptripadé funkce 8.2.

Pro aproximaci v navrhu filtru je vsak podstatné chovani funkce mimo inter-
val defini¢niho oboru Legenderova obrazu. Tuto mnozinu obvykle ztotoznujeme
s nepropustnym pasmem dolni propusti, ktera predstavuje vychozi vzor aproxi-
mace.

Definice 13. Legenderova aproximace: Necht je ddna funkce
f(x) eR; x e (—1;1).

Pak polynom: L (z) = fy; z € R, N € N\ {oo} nazyvame Legenderovou
aprozimaci funkce f radu N.

Definice 13 zavadi polynom L jako funkci definovanou na mnoziné redlnych
¢isel, zatimco Legenderovy obrazy predpokladaji jejich definiéni obor v intervalu
transformace. Vysledkem Legenderovy aproximace je polynom kone¢ného iadu,
a proto je zarucen jeho defini¢ni obor na celém redlném kontinuu. V pripadé Le-
genderovy fady, kdy obecné fad transformace neni konecny, neni zarucena kon-
vergence mimo interval transformace.

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze Legenderova aproximace vede na vysledek, ktery
zavadi urcitou kvalitu pro aproximaci funkce v intervalu defini¢ni transformace,
a zaroven, v jisté souvislosti, kvantitu mimo tento interval. Kapitola 8.1 byla
vénovana zkoumani netiplnych Legenderovych obrazu ruznych funkci. Zaroven
zde byl kladen duraz na souvislost mezi vzorem transformace funkce a chovani
jejitho vzoru mimo interval transformace. Jak bylo ukazano, na toto chovani ma
vliv predevsim tvar funkce v okoli hrani¢nich bodu intervalu transformace.

Smysl zavedeni definice 13 spoc¢iva pravé v tom, ze, na rozdil od Legenderovy
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transformace, kde predmétem zajmu je pravé kvalita ndhrady funkce jejim obra-
zem na intervalu transformace, v ptipadé Legenderovy aproximace je predmétem
zajmu chovani obrazu na celém jeho definiénim oboru, tj. na celé mnoziné realnych
cisel.

8.2.1 Analytické vlastnosti a definice hlavni funkce

Definice 14. Necht je déna funkce f(z) € R; xz € (—1;1) a jeji Legenderova
aproximace L (z) stupné N.

Pak funkci f nazyvame hlavni funkci Legenderovy aproximace. Jeji defini¢ni
obor, tj. interval (—1; 1), nazyvame hlavnim intervalem Legenderovy aproximace.
Mnozinu definiéniho oboru funkce L{V (x) mimo hlavni interval, tj. mnozinu
R\ (—1;1), nazyvame vedlejsi mnozinou Legenderovy aproximace.

Interval (—oo; —1) nazyvame levim vedlejsim intervalem, a interval (1; 00) pravym
vedlejsim intervalem Legenderovy aproximace.

Jak bylo ukézano v kapitole 8.1, na prubéh funkce L{V (z) mimo interval trans-
formace zavisi pravé na hlavni funkci a stupni aproximace.

Definujme nyni pozadavky na prubéh funkce L{V (z) mimo hlavni interval. V sou-
ladu s pozadavky na aproximaci v navrhu filtru pozadujme, aby funkce L{V (x)
vykazovala na vedlejsim intervalu néasledujici parametry:

1. Funkce je monoténni na vedlejsich intervalech. Tim je zaruceno, ze funkce
na vedlejsich intervalech nevykazuje zadné lokalni extrémy.

2. Rust nebo spad funkce na vedlejsich intervalech je taktéz monotdénni, ne-
boli funkce je na vedlejsich intervalech konvexni, nebo konkavni. Tim je
zaruceno, ze funkce je na vedlejsich intervalech klesd nebo roste ”stéle
strmé;ji”.

Vyse definované pozadavky lze shrnout nasledujicimi vztahy:

(£ @) > 0) v (£4 (@) < 0)| A [ (& (@) > 0) v (= Lh (@) < 0)]
x € (—o0;—1), x€(l;00)
(8.15)

Pokud si uvédomime, ze funkce L{V (x) je vzdy polynom, je derivace obecného
radu polynomem taktéz. Vztah lze ekvivalentné vyjadrit nésledovné:

d

(s2h @) #0) A (ST () £0) w€ (o Utioo) (816
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Z tohoto vztahu plyne, Ze polynomy %L{v (x) a j—;L{V (x) na vedlejsi mnoziné
nevykazuji zadné realné nuly, neboli:

d d?
ho € (~o0~1) U (Li00) : =1L (1) =0, 51

Na feSeni téchto souvztaznosti vedou dvé obecna tvrzeni. Prvnim je Gausso-
va-Lucasova véta. Ta nam tika, ze nuly derivaci obecného polynomu lezi v oblasti
komplexni roviny dané vnéjsi opsanou konvexni mnozinou vymezenou jeho nu-
lami. V pripadé, ze vSechny nuly polynomu lezi na realné ose, ziskdme realnou
restrikei tohoto teorému analogické tvrzeni, v némz figuruje na misté komplexni
konvexni mnoziny realny interval. Nuly derivace takového polynomu tedy lezi
uvnitt intervalu vymezeném nulami originélu.

Druhy tvrzenim je véta, jejiz podstata je ponékud slozitéjsi a lze ji nalézt
napiiklad v [45] na str. 556. Ta tikd, ze nuly linedrni kombinace ortogonalnich
polynomu splnujicich jistou podminku lezi v konkrétné definované mnoziné kom-
plexnich ¢isel. Touto podminkou je, aby nuly ortogonalnich polynomu nélezeli
intervalu (—1;1). Tuto vétu lze definovat korektné takto:

() =0 (8.17)

Véta 10. Necht {p; (2)}, je mnoZina polynomaii stupné i takovijch, Ze viechny
jgejich nuly lezi v intervalu (—1;1), a zdroven se vSechny tyto nuly navzdjem lisi.

Potom plati, Ze nuly polynomu danému linedrni kombinaci mnoziny p;, tedy
polynomu:

N
P(z) = Z a;p; (2) (8.18)
i=0
lezi v interieru elipsy:

2 2

- + Y _ L z=x+jy : z,yeR (8.19)
(R+R-Y)  (R+R1Y? 4’ oy -

, kde R = max{2 4 /3; p}, pricemz p je ryze kladny koren rovnice:

N-1

—lan|tY + ) fai| ' =0 (8.20)

1=0

Dukaz.

Dukaz lze nalézt v publikaci [45] na str. 557.
0

Z definice 13 je zfejmé, ze Legenderova aproximace podléhd tvrzeni véty 10.

8.2.2 Legenderova goniometrika

Pro ticely aproximace v ndvrhu filtrit zaved me na zdkladé piedchozich poznatki
aproximacni algoritmus zalozend na Legenderové aproximaci. Na vysledek apro-
ximace kladme ndsledujici, v aproximac¢nich tlohdch v navrhu filtrii obligdtni,
pozadavky:
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1. Aproximaé¢ni funkce vykazuje v hlavnim intervalu izoextremalni prubéh.

2. Aproximaéni funkce nabyva v hlavnim intervalu hodnot v intervalu (—1; 1),
resp. hodnoty jeji normy v hlavnim intervalu neptestoupi ve svych lokalnich
extrémech hodnotu 1.

Rozhodujicim v této tloze je definice hlavni funkce.

S ohledem na vyse vznesené pozadavky definujme nyni Legenderovu aproximaci
s goniometrickou hlavni funkci nasledovneé:

Definice 15. Necht ¢g[N](z), = € (—1;1) je funkce definovana:

5 slzelz

. N _ Ni2 . N2
T EN n==3: 7= €N

—1: %—1€N,n:¥— : %—16&1

e(-1;1), NeN

cos (nmz); n
n

g[N](x)Z{

sin (nmx);

(8.21)

Pak polynom Gy = L%N] stupné N nazveme Legenderovou goniometrikou
N-tého rddu.

Definujme chybovou funkci nasledovné:
errgy () = g[N] (z) — Gy (2) (8.22)

Prubéhy Legenderovych goniometrik fadu N = {8,9,16,17,26,27,36,37}
vcetné jejich chybovych funkei jsou vyneseny v grafech 8.2.2 az 8.2.2.
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(a) Legenderova goniometrika Gg (b) Chybové funkce errgs

Obréazek 8.18: Legenderova goniometrika fadu 8 a jeji chybova funkce
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Obrazek 8.19: Legenderova goniometrika fadu 9 a jeji chybova funkce
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Obréazek 8.20: Legenderova goniometrika fadu 16 a jeji chybova funkce
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Obréazek 8.21: Legenderova goniometrika fadu 17 a jeji chybova funkce
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Obrazek 8.22: Legenderova goniometrika fadu 26 a jeji chybova funkce
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Obrazek 8.23: Legenderova goniometrika radu 27 a jeji chybova funkce
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Obréazek 8.24: Legenderova goniometrika fadu 36 a jeji chybova funkce
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Obréazek 8.25: Legenderova goniometrika fadu 37 a jeji chybova funkce
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Kapitola 9
Zaver

Cilem této prace bylo podrobné zkouméani moznosti v zavedeni integralni poly-
nomialni transformace zalozené na poznatcich zejména linearni algebry, matema-
tické analyzy a vlastnosti Legenderovych polynomu. Déle byly zkoumany dalsi
vlastnosti Zolotarevovych polynomu, zejména analytické feSeni pro jejich nuly
a polohu extrému.

Vysledky pak byly aplikovany v dil¢ich tlohach.

Déle byla zavedena Legenderova transformace a z ni vychéazejici Legenderova
aproximace. Z dosazenych vysledku je zfejmé, ze tento aparat predstavuje moznos-
ti aplikovatelné v uzitych partiich matematiky, zejména v teorii obvodu. Ovsem,
diky obecnému charakteru téchto konstrukci, je bezpochyby mozné nalézt jejich
uplatnéni i v ostatnich oblastech technickych véd, nebot v kazdém jejich oboru se
nevyhnutelné setkdvame k vypocty, jejichz analytické feseni je ve své primé po-
dobé znacéné komplikované, ¢i je dokonce nemozné takové reseni nalézt. Prikladem
takovych pocetnich tloh je feSeni integralnich a diferencialnich rovnic jedné nebo
vice proménnych.

Byly také studovany dalsi analytické vlastnosti Zolotarevovych polynom,
také uzitim vysledku ziskanych zavedenim Legenderovy transformace. Tento roz-
bor navazoval na mou préci [39].

9.1 Naplnéni cila disertac¢ni prace

Cile této disertacni prace byly vytyceny v kapitole 3. Zhodnoceni naplnéni téchto
cilt je nésledujict:

1. Rozbor polynomialnich funkci
Tento cil predstavuje rozbor obecnijch polynomai, zejména z hlediska algebraic-
kych vlastnosti tridy polynomaidlnich funkci. Tento kol znamend predevsim
zavedeni prostoru polynomi a ddle zobrazeni mezi timto prostorem a aritme-
tickym komplexnim prostorem. Na tomto zdkladé budou ddle studovdny moznos-
ti uziti nabytych poznatki, zejména pri Teseni vypoctu algebraickych operact
mezi polynomy.

Definici a rozborem polynomialnich funkei se zabyva kapitola 4. Jsou zde de-
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finovany zakladni algebraické operace nad témito funkcemi. Dale je v c¢ésti
4.2 definovan linearni prostor polynomu a linearni zobrazeni mezi timto pro-
storem a komplexnim aritmetickym prostorem. V ¢asti 4.3 je pak definovan
tenzor soucinu, prostrednictvim jehoz je zaveden sou¢in polynomu, diskrétni
konvoluce a binomicka véta.

2. Zavedeni Legenderovy transformace
Pro zavedeni Legenderovy transformace je v prvé radé nezbytné uskutecnit roz-
bor vlastnosti Legenderovych polynoma a moznosti jejich analytickych vyjdadre-
nich. Na tomto zdkladé je pak mozno definovat Legenderovu transformaci ja-
kozto integrdlni polynomidlni operdtor nad mnoZinou obecné redlnich funkci
a vySetrit jeji vlastnosti.

Legenderova transformace je zavedena v kapitole 6. V ¢asti 6.1 jsou vysvétleny
zékladni principy, na nichz je Legenderova transformace zalozena. Konkrétné
jsou pak v podéésti 6.1.1 definovany Legenderovy polynomy. Déle je v pod¢as-
tech 6.1.2 a 6.1.3 vylozen proces Legenderovy transformace a jeji vlastnosti.

3. Aplikace Legenderovy transformace
Predstavit moznosti zavedené Legenderovy transformace jeji aplikaci na nékteré
zakladni funkce, které figuruji zejména v teorii obvodu, zvldsté pak v partiich
elektrickych filtru. Konfrontovat vysledky téchto aplikaci s konvencnimi postu-
py v Tesent podobnijch tloh.

Legenderova transformace je aplikovana v ¢asti 6.2, kdy v podéasti 6.2.1 je
provedena Legenderova transformace Zolotarevova polynomu a je tak nalezen
jeho ptimy polynomialni tvar, jeho nulové body a poloha extrému. V ¢astech
6.2.2 a 6.2.3 je aplikovana Legenderova transformace na Zolotareviv polynom
na uplny Jacobiho elipticky integral, pricemz je predstavena aplikace tiplného
a neuplného Legenderova obrazu. V podcasti 6.2.4 je pak podrobena Legen-
derové transformaci funkce sinc. Vysledky téchto aplikaci jsou pak pro uplny
Jacobiho elipticky integral a funkci sinc konfrontovany s vysledky Taylorova
rozvoje pro tyto funkce.

V ¢asti 7.2 je potom predstavena metodika numerického feseni nalezeni nu-
lovych bodu a polohy extrému Zolotarevovych polynomu prostiednictvim Le-
genderovy transformace.

V ¢asti 8.1 je v motiva¢nich tlohach aplikovana Legenderova transformace na
realné funkce a tyto vysledky jsou opét konfrontovany s vysledky Taylorova
rozvoje téchto funkci.

4. Zavedeni Legenderovy aproximace
Definovat Legenderovu aproximaci na zdkladé zavedené Legederove transfor-
maci a studovat jeji vlastnosti.

Legenderova aproximace byla definovana v ¢asti 8.2. Dale byly v podcasti 8.2.1
zkoumany jeji zakladni analytické vlastnosti a byla zde definovana hlavni funk-
ce Legenderovy aproximace.
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5. Aplikace Legenderovy aproximace
Aplikovat Legenderovu aproximaci pro konstrukci polynomi s izoextremdlnim
prubéhem a pro ziskani stejnomérné zvinéné funkce pro uziti v aproximacnich
ulohdch v teorii obvodil.

Jako aplikace Legenderovy aproximace byla v podéasti 8.2.2 definovéana Le-
genderova goniometrika a byly zde predstaveny piiklady zakladnich Legende-
rovych goniometrik.

6. Rozbor Zolotarevovych polynomi
Rozbor zdkladnich algebraickych vlastnosti Zolotarevovych polynomi analy-
tickymi metodamsi, konkrétné nalezeni analytického vyjadreni jejich nulovych
bodu a polohy extrémal.

V navaznosti na mou préci [39] byly dalsi vlastnosti Zolotarevovych polynomu
studovany v kapitole 7, zejména pak analytické feSeni nalezeni nulovych bodu
a polohy extrému téchto polynomu.

Po zhodnoceni téchto vysledku lze konstatovat, ze cile disertacni prace byly na-
plnény.

9.2 Moznosti pro dalsi vyzkum

Témata a zavery v této praci dosazené predstavuji Siroké moznosti pro dalsi
vyzkum.

V pripadé Legenderovy transformace je mozné napiiklad studovat moznosti jejiho
rozvoje pro transformaci komplexnich funkei komplexni proménné a pro transfor-
mace funkci vice proménnych. Soucasné je vhodné zabyvat se zpuisoby automati-
zovanych vypoc¢tu v podobé univerzalnich funkei pro uziti napiiklad v knihovnam
pro vyvoj se signdlovymi procesory, nebot tyto jsou standardné vybaveny proce-
sory umoznujici rychlé vypocty v desetinné carce.

Déle je vhodné smétovat vyzkum ke studiu analytického vyjadieni kvantita-
tivnich mér chybovych charakteristik této transformace.

Legenderova aproximace pak poskytuje moznosti rozboru jejiho rozsiteni, zej-
ména pak v ptripadé obecnych definic jejich hlavnich funkci a vlastnosti z téchto
definic plynoucich. V aplikacich pak predstavuje moznost dalstho rozvoje zna-
losti studium metodik navrhu obvodu zalozenych na této aproximaci a souvisejici
navrhovych postupu.

Analyza a rozbor Zolotarevovych polynomu nabizi rozsiteni jejich vyjadreni pro

defini¢ni obor vice proménnych. Uziti takovych konstrukei lze pak nalézt napiiklad
ve zpracovani vicerozmérnych signalu.
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Obrazek 9.1: Grafy Legenderovych polynomu pro stupné od 1 do 5
([ Po|P | P | Py | P | P | Ps | Pr | B |
ag 1 0| —-0.5 0] 0.375 0| —0.3125 0] 0.27344
ay — 1 0| —1.5 0| 1.875 0| —2.1875 0
as — — 1.5 0| —3.75 0 6.5625 0| —9.8438
as — — — 2.5 0| —8.75 0 19.688 0
aq — — — — | 4.375 0| —19.688 0 54.141
as — — — — — | 7.875 0| —43.313 0
ag — — — — — — 14.438 0] —93.844
a7 — - — - - - - 26.813 0
as - - — - - - - - 50.273

Tabulka 9.1: Tabulka koeficientu a; dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupné od 0 do 8

129



lan || Py Pyo Pyq Py2 Pyg Py Py5
ao 0 | —0.24609 0| 0.22559 0 | —0.20947 0
ay 2.4609 0| —2.707 0 2.9326 0| —3.1421
as 0 13.535 0| —17.596 0 21.995 0
as —36.094 0 58.652 0| —87.979 0 124.64
a4 0 —117.3 0 219.95 0| —373.91 0
as 140.77 0] —351.91 0 747.82 0| —1420.9
ag 0 351.91 0| —997.09 0 2368.1 0
ar —201.09 0 854.65 0| —2706.4 0 7104.3
as 0| —427.32 0 2029.8 0| —7104.3 0
ag 94.961 0| —902.13 0 4736.2 0| —18155
aio — 180.43 0| —1894.5 0 10893 0
ar — — 344.45 0| —3961.2 0 24757
a2 — — — 660.19 0| —82524 0
ais — — — — 1269.6 0| —17140
aiq4 — — — — — 2448.5 0
as — — — — — — 4733.8

Tabulka 9.2: Tabulka koeficientu a; dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupné od 9 do 15
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Obrazek 9.2: Grafy Legenderovych polynomu pro stupné od 6 do 10
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’ an H Py Pi7 Pig Pig Pso
ao 0.19638 0 —0.18547 0 0.1762
al 0 3.3385 0 —3.5239 0
as || —26.708 0 31.715 0 —37.001
as 0 —169.15 0 222.01 0
a4 592.02 0 —888.03 0 1276.5
as 0 2486.5 0 —4085 0
ag —4973 0 9531.6 0 —17021
ar 0 —16340 0 34041 0
as 20425 0 —51062 0 1.1489 - 10°
ay 0 56735 0| —1.5319-10° 0
aio || —45388 0 1.5319 - 10° 0| —4.4424 -10°
an 0| —1.1141-10° 0| 4.0385-10° 0
aio 55704 0| —2.6924 - 10° 0| 1.0433-10°
a3 0| 1.2426-10° 0| —6.4202 - 10° 0
ais || —35504 0| 2.7515-10° 0| —1.5133-10°
ars 0 —73374 0| 6.0534-10° 0
aie 9171.8 0| —1.5133-10° 0| 1.3242-10°
ary — 17804 0| —3.1157-10° 0
aig — — 34619 0| —6.4045 - 10°
alg — — — 67416 0
aso — — — — 1.3146 - 10°

Tabulka 9.3: Tabulka koeficientu a; dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupné od 16 do 20
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’ an H Py Py2 Pa3 Pay Pys
ao 0 —0.16819 0 0.16118 0
ap 3.7001 0 —3.8683 0 4.0295
as 0 42.552 0 —48.354 0
as —283.68 0 354.6 0 —435.19
as 0 —1773 0 2393.5 0
as 6382.7 0 —9574.1 0 13882
ag 0 28722 0 —46275 0
ar —65651 0 1.1899 - 10° 0| —2.0493-10°
as 0| —2.3798 - 10° 0 4.611-10° 0
ag 3.702 - 10° 0| —8.1973-10° 0 1.6907 - 106
aio 0 1.1476 - 106 0 | —2.7051 - 108 0
ayp || —1.2519 - 106 0| 3.4428-10° 0| —8.6071 - 10°
a2 0 | —3.4428 - 105 0 1.0042 - 107 0
ais 2.6483 - 106 0| —9.2692 - 106 0 2.858 - 107
a4 0| 6.6209-10° 0| —2.4497-107 0
ais || —3.5311 - 106 0| 1.6331-107 0| —6.3693 - 107
a6 0| —8.1657 - 106 0| 3.9808- 107 0
arr 2.882 - 109 0| —1.8733-107 0| 9.6007-107
ais 0| 6.2444-10° 0| —4.267-107 0
ayg || —1.3146 - 106 0| 1.3475-107 0| —9.6569 - 107
a0 0| —2.6949 - 106 0| 2.8971-107 0
asi 2.5666 - 10° 0| —5.5182 - 106 0 6.208 - 107
as — 5.0166 - 10° 0| —1.1287-107 0
as3 — — 9.815 - 10° 0 | —2.3065 - 107
a4 — — — 1.9221 - 106 0
ass - - - — 3.7673 - 106

Tabulka 9.4: Tabulka koeficientu ay dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy

stupné od 21 do 25

132




L an || Pse Py Pys Pyg Psg
ao —0.15498 0 0.14945 0 —0.14446
al 0 —4.1845 0 4.3339 0
as 54.398 0 —60.675 0 67.176
as 0 525.85 0 —626.98 0
as —3155.1 0 4075.3 0 —5172.5
as 0 —19562 0 26897 0
ag 71726 0| —1.0759 - 10° 0 1.569 - 10°
ar 0| 3.3814-10° 0| —5.3795-10° 0
ag || —8.4534-10° 0| 1.4793-10° 0| —2.488-10°
ag 0| —3.2874-106 0| 6.0818-10° 0
aio 5.9174 - 105 0| —1.2164 - 107 0| 2.3719-107
an 0| 1.9904-107 0| —4.3125- 107 0
as || —2.6539 - 107 0| 6.4688-107 0| —1.4734-108
ais 0| —7.9616 - 107 0| 2.0402-10% 0
a4 7.9616 - 107 0| —2.3316 - 10® 0| 6.2662-108
ars 0| 21762108 0| —6.6839 - 103 0
ag || —1.6321 - 108 0| 5.8485-10% 0| —1.8799 - 10°
ary 0| —4.1283 - 108 0| 1.5481-10° 0
as 2.2935 - 108 0| —1.0321-10° 0| 4.0423-10°
aig 0 5.432 - 108 0| —2.553-10° 0
as || —2.1728 - 108 0| 1.2765-10° 0| —6.2549 - 10°
as 0| —4.8629 - 108 0| 2.9785-10° 0
as 1.3263 - 108 0| —1.0831-10° 0| 6.9048-10°
as3 0| 2.8255-10% 0| —2.4017 - 10° 0
asy || —4.7092 - 107 0| 6.0042-10% 0| —5.3037 - 10°
ass 0 | —9.6067 - 107 0 1.2729 - 10 0
asg 7.3898 - 106 0| —1.9583-10% 0| 2.6926-10°
asy — | 1.4506 - 107 0| —3.9891 - 108 0
asg — — | 2.8494-107 0| —8.1207 - 108
a9 — — — | 5.6005 - 107 0
aso — — — — 1.1014 - 108

Tabulka 9.5: Tabulka koeficienti ay dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy

stupné od 26 do 30
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Obrazek 9.3: Grafy Legenderovych polynomu pro stupné od 11 do 15

-1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 9.4: Grafy Legenderovych polynomu pro stupné od 16 do 20
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Obrazek 9.6: Grafy Legenderovych polynomu pro stupné od 26 do 30
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