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2.2.2 Hřebenové filtry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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5.2.1 Metody výpočt̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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6.2.2 Legenderova transformace - úplný obraz . . . . . . . . . . . . . . 80
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8.2.2 Legenderova goniometrika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

9 Závěr 125
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Abstract

Abstrakt:

Tato disertačńı práce pojednává o integrálńı polynomiálńı transformaci založené
na rozkladu funkce do báze Legenderových polynomů. Na tomto základě je pak
zavedena aproximace reálné funkce. Uvedeny jsou př́ıklady konkrétńıch aplikaćı
těchto konstrukćı. Jsou zde také analyzovány Zolotarevovy polynomy z hlediska
jejich algebraických vlastnost́ı.

Kĺıčová slova:

analýza funkce, aproximace, filtr, funkčńı operátor, Legender̊uv polynom, po-
lynom, polynomiálńı transformace, stejnoměrně zvlněný polynom, Zolotarev̊uv
polynom

Abstract:

This doctoral thesis deals with integral polynomial transform based on decom-
position of function to the base of Legendre polynomials. On these foundations is
then implemented the approximation of real function. There are given examples
of concrete applications of these constructions. Also Zolotarev polynomial are
analysed there with respect to their algebraic properties.

Keywords:

approximation, equiripple polynomial, filter, function analysis, functional ope-
rator, Legendre polynomial, polynomial, polynomial transform, Zolotarev poly-
nomial
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Seznam symbol̊u

∗ konvoluce
|.| absolutńı hodnota
‖.‖ norma
〈.〉 lineárńı obal, uzavřený interval
ai č́ıselný koeficient
α skalárńı násobek
arccosh arkus hyperbolického kosinu
arcdn arkus Jacobiho deltaaplitudy
arcsn arkus eliptického sinu
C množina komplexńıch č́ısel
cn eliptický kosinus
cos kosinus
cosh hyperbolický kosinus
coth kotangens
D [ ] množina definičńıho oboru
dim {} dimenze prostoru
dn Jacobiho deltaaplituda
e Eulerovo č́ıslo
errf chybová funkce k funkci f
f reálná funkce

f̂N neúplný Legender̊uv obraz funkce f stupně N

f̃∞ (x) Legenderova řada funkce f

f̃N úplný Legender̊uv obraz funkce f stupně N
ϕ funkce komplexńıho argumentu
Gn Abelova grupa polynomů stupně nejvýše n
GN Legenderova goniometrika řádu N
H Jacobiho eta funkce
Hk Heavisideova funkce
I {} imaginárńı část
i index, imaginárńı jednotka
I i implicitńı báze prostoru Pn
j index, imaginárńı jednotka
k index, přirozená proměnná, reálný parametr
K úplný eliptický integrál
K ′ komplementárńı úplný eliptický integrál

L̂N Legenderova transformace stupně N - neúplný obraz
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LN Legenderova transformace stupně N - úplný obraz

LfN Legenderova aproximace funkce f řádu N
ln přirozeńı logaritmus
max maximum
min minimum
N množina přirozených č́ısel
n index, přirozená proměnná
n! faktoriál č́ısla n
p komplexńı proměnná
P zobrazeńı Pn → Cn+1

Pn lineárńı prostor polynomů stupně nejvýše n
π Ludolfovo č́ıslo
Π operátor součinu
q eliptický nome
Q množina iracionálńıch č́ısel
q′ komplementárńı eliptický nome
R {} reálná část
R množina reálných č́ısel
Σ operátor sumy, reálná část normovaného komplexńıho kmitočtu
sin sinus
sinh hyperbolický sinus
sn eliptický sinus
t proměnná času
T Nij (m,n) posunutý reverzibilńı Kronecker̊uv tenzor
Tkij(N) zobecněný posunutý reverzibilńı Kronecker̊uv tenzor
T gn Taylor̊uv rozvoj funkce g řádu n
tg tangens
ϑ Jacobiho theta funkce
u komplexńı proměnná
w reálný parametr, reálná proměnná
x reálná proměnná
xi kontravariantńı souřadnice
xi kovariantńı souřadnice
y reálná proměnná
Z množina celých č́ısel
z komplexńı proměnná
Zp,q Zolotarev̊uv polynom s koeficienty p a q
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Kapitola 1

Úvod

Prakticky ve všech oborech aplikovaných technických věd se setkáváme s potřebou
nahradit funkci, či jej́ı část, takovou konstrukćı, která umožňuje provedeńı výpoč-
t̊u s těmito funkcemi s menš́ımi výpočetńımi nároky. Dı́ky svým analytickým
vlastnostem představuje často takovou konstrukci právě polynom. Nalezeńı daľśıch
polynomiálńıch aproximačńıch metod je proto vysoce perspektivńım směrem výz-
kumu. Zejména pak v partíıch teorie obvod̊u, při řešeńı aproximačńıch úloh,
např́ıklad v návrhu elektrických filtr̊u, figuruj́ı v algoritmech návrhových metod
předevš́ım polynomy se stejnoměrným zvlněńım.

Tato práce se proto věnuje studiu tř́ıdy polynomů a rozvoji znalost́ı výpočt̊u
s těmito funkcemi. Práce nejprve rozvád́ı základńı definice polynomiálńı algebry.
Současně zde studuje možnosti rozš́ı̌reńı těchto definic o algebraické konstrukce
umožňuj́ıćı aplikace zejména v č́ıslicovém zpracováńı.

Dále je zavedena Legenderova transformace. Jedná se integrálńı polynomiálńı
transformaci široké tř́ıdy reálných funkćı. Tato transformace umožňuje vyjádřeńı
funkce ve tvaru polynomu, d́ıky čemuž je např́ıklad možno aplikovat zejména
integrodiferenciálńı operátory na tuto funkci. Vzhledem k tomu, že obrazem této
transformace je právě polynom, poskytuje tento aparát výrazné zjednodušeńı,
nebo dokonce, v některých př́ıpadech, jednu z výhradńıch možnost́ı, jak tyto
operace uskutečnit.

Na základě źıskaných poznatk̊u je pak zavedena Legenderova aproximace. Jsou
zde uvedeny výchoźı matematické souvislosti s Legenderovou transformaćı, na ńıž
je tato aproximace založena.

Z přehledu obsahu současné literatury týkaj́ıćı se tématu je zřejmé, že své mı́sto
nalezla, v rámci této problematiky, řešeńı založená na osvědčených postupech.
Nicméně, již z podstaty aproximačńıch úloh plyne, že aplikace takového postu-
pu přináš́ı vždy nutnost volby mezi kvalitou výsledku a kvantitou požadavk̊u na
źıskané řešeńı. Právě rozd́ıly mezi těmito aspekty se jednotlivé úlohy lǐśı. Pro-
to je vhodné, a z hlediska rozvoje této problematiky perspektivńı, zabývat se
možnostmi rozš́ı̌reńı dosavadńıch znalost́ı o nové matematické konstrukce tohoto
druhu a studovat jejich vlastnosti.
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Kapitola 2

Současný stav řešené
problematiky

V současné době představuj́ı nejuž́ıvaněǰśı návrhové postupy, vedoućı ve svém
výsledku na izoextremálńı polynomy, předevš́ım algoritmy založené na konzerva-
tivńıch aproximačńıch úlohách. Mezi tato řešeńı patř́ı zejména Butterworthova,
Čebyševova nebo Cauerova aproximace, které jsou detailně popsány v nejr̊uzněj-
š́ıch literárńıch zdroj́ıch. Z domáćıch jsou to např́ıklad publikace [16], [42] ne-
bo [41].

Zajisté se s uplatněńım těchto metod setkáme i v jejich automatizovaných apli-
kaćıch. I v základńı výbavě tolik už́ıvaného systému, jako je jazyk MATLAB,
nalezneme funkce založené na, v podstatě mechanické, aplikaci těchto analy-
tických řešeńıch. O takovýchto možnostech využit́ı prostřed́ı MATLAB pojednává
např́ıklad publikace [40]. Zat́ımco je zde obecně kladen d̊uraz na analytický př́ıstup
k problému, a to předevš́ım z d̊uvodu determinismu výsledk̊u takového postu-
pu, př́ıstup numerických návrhových metod neńı v takovýchto aplikaćıch př́ılǐs
akcentován, nebot’ jeho implementace naráž́ı na konkrétńı problémy. Těmi jsou
předevš́ım:

� Výpočetńı náročnost řešeńı

� Problematika výpočt̊u s velkými č́ısly v desetinné čárce

� Problematika determinismu výsledku řešeńı

Ze zmı́něných aspekt̊u je však nejd̊uležitěǰśı právě determinismus výsledku,
nebot’ konzervativńı postupy představuj́ı možnost stanoveńı kĺıčových parametr̊u
aplikovaného řešeńı jako vstupńıho parametru vlastńıho procesu.

Metodika numerických aproximačńıch algoritmů se majoritně zakládá sṕı̌se na
aplikaci intuitivńıch matematických konstrukćı. Např́ıklad návrh hřebenových fil-
tr̊u nebo filtr̊u založený na Pascalově aproximaci představuje užit́ı mechanicky
vytvářených přenosových funkćı k odvozeńı zapojeńı výsledného obvodu. Princi-
py, na kterých jsou tyto algoritmy založeny popisuje např́ıklad publikace [7].
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2.1. ANALYTICKÉ METODY KAPITOLA 2. SOUČASNÝ STAV

Na podobných principech se však zakládaj́ı také metody principiálně vy-
cházej́ıćı z řešeńı analytických, jako je např́ıklad algoritmus Linkwitz-Riley, o kte-
rém pojednává článek [23].

2.1 Základńı analytické aproximačńı metody

Za základńı metody, jejichž výsledkem je aproximace předmětu tohoto procesu
polynomem, lze vźıt bez pochyby v úvahu Butterworthovu, Čebyševovu nebo
Cauerovu aproximaci.

Tyto metody jsou osvědčenou součást́ı standardńıch návrhových postup̊u prak-
ticky od dob svého vzniku. Důvodem jejich dominantńıho postaveńı mezi ostatńı-
mi, předevš́ım konstrukčńımi, metodami je řada výhod, které představuj́ı při je-
jich aplikaci značná pozitiva, a to jak pro jejich uživatele, tak pro výsledek sa-
motný.

Mezi základńı vlastnosti těchto postup̊u patř́ı:

1. Analytika
Postup řešeńı úloh a jejich výsledek maj́ı obecně transcendentńı matema-
tická vyjádřeńı. Lze je tedy beze zbytku formulovat konečnými výrazy.
Dı́ky tomu tyto metody nalezly své uplatněńı dávno před možnost́ı využit́ı
výpočetńıch technologíı, předevš́ım bez potřeby jejich numerické algoritmi-
zace.

2. Determinismus
Vstupńımi parametry těchto algoritmů jsou kĺıčové hodnoty jejich výsledk̊u
a jsou známy vztahy mezi těmito veličinami. Dı́ky tomu je znám postup
a náročnost jeho řešeńı pro konkrétńı vstupńı parametry před uskutečněńım
výpočtu.

3. Schematismus
Vzhledem k tomu, že formalismus souvisej́ıćıch výpočt̊u v je aplikaćıch
těchto aproximačńıch metod definován pro obecnou množinu vstupńıch pa-
rametr̊u unitárně, je postup řešeńı pro r̊uzné vstupy v jisté úrovni zobecněńı
stejný. V praxi to znamená, že základńı výpočetńı úkony při řešeńı kon-
krétńıch aproximačńıch úloh představuj́ı dosazováńı do empirických vztah̊u.

Následuj́ıćı přehled shrnuje základńı vlastnosti nejuž́ıvaněǰśıch analytických
aproximačńıch metod.

2.1.1 Butterworthova aproximace

Butterworthova aproximace je metodou vedoućı, ve svém výsledku, na maximálně
plochou charakteristiku modulu přenosové funkce obvodu. Tato vlastnost je dána
zp̊usobem, kterým je aproximuj́ıćı polynom konstruován. Výchoźım výpočetńım
postupem je Taylor̊uv rozvoj, přičemž pro daný stupeň aproximačńıho polynomu
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plat́ı, že, kromě koeficientu náležej́ıćı nejvyšš́ı mocnině základńı proměnné, jsou
všechny ostatńı koeficienty nulové. Tento fakt má následuj́ıćı d̊usledky:

� Výsledná charakteristická funkce je rovna celoč́ıselné mocnině základńı pro-
měnné

� Póly přenosové funkce jsou rozloženy ekvidistantně po kružnici v komplexńı
rovině se středem v počátku

� Modul přenosové funkce nevykazuje v celém intervalu argumentu extrémy
mimo hraničńı body

� Přenosovou funkci tvoř́ı reciproký polynom

Motivaćı k zavedeńı tohoto aproximačńıho postupu bylo historicky nalezeńı
tzv. minimaxu aproximované funkce. Tato aproximačńı metoda má však tu nevý-
hodu, že spád modulu přenosové funkce je ze všech konvenčńıch analytických
metod nejmenš́ı. V d̊usledku je tedy mı́ra rozd́ılu mezi přenosem na hranićıch
propustného a nepropustného pásma normované dolńı propusti konstruované na
základě této metody nejnižš́ı.

Tato metoda je podrobně vyložena např́ıklad v publikaćıch [16] nebo [37].
Originálńı práci autora této metody S. Butterwortha pojednávaj́ıćı o tomto

tématu lze nalézt v článku [3].

2.1.2 Čebyševova aproximace

Čebyševova aproximace je založena na konstrukci Čebyševových polynomů. Tyto
polynomy zauj́ımaj́ı v algebře diferenciálńıho kalkulu d̊uležité mı́sto, nebot’ tvoř́ı
bázi řešeńı Čebyševovy aproximačńı diferenciálńı rovnice.

Čebyševovy polynomy jsou definovány na otevřeném intervalu (−1; 1), přičemž
vykazuj́ı izoextremalitu na intervalu 〈−1; 1〉 oboru hodnot. Této vlastnosti je
pak využito při konstrukci výsledné charakteristické funkce, nebot’ tato pak vy-
kazuje izoextremálńı pr̊uběh jej́ıho modulu v propustném pásmu. V pásmu ne-
propustném pak vykazuje tato charakteristika padý charakter, podobně jako
v př́ıpadě charakteristiky založené na aproximaci Butterworthově.

Dá se dokázat, že Čebyševovy polynomy jsou v geometrické interpretaci goni-
ometrické harmoniky obalené na varietě pláště válce v prostoru a axonometricky
promı́tnuté na plochu tečnou na tento plášt’.

Póly přenosové funkce jsou rozloženy na elipse lež́ıćı v komplexńı rovině položené
symetricky v̊uči počátku, přičemž přenosovou funkci obecně tvoř́ı racionálně lo-
mená funkce.

Výhodou této aproximačńı metody je relativně strmý spád modulu přenosové
funkce v přechodovém pásmu mezi intervalem propustného a nepropustného pásma.
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Principy a metodiku této aproximačńı úlohy představuje např́ıklad publika-
ce [44].

O životě a d́ıle autora této aproximačńı metody P. Čebyševa pojednává např́ı-
klad článek [31].

2.1.3 Inverzńı Čebyševova aproximace

Tato metoda vycháźı z Čebyševovy aproximačńı metody, přičemž využ́ıvá komple-
mentárnosti dolńı a horńı normované propusti. T́ımto přechodem je pak dosaženo
izoextremality modulu přenosové funkce v nepropustném pásmu, a analogicky,
padé charakteristiky v pásmu propustném.

Výhodou této aproximačńı metody je, obdobně jako v př́ıpadě př́ımé Čebyševovy
metody, relativně strmý spád modulu přenosové funkce v přechodovém pásmu
mezi intervalem propustného a nepropustného pásma.

Výsledkem této aproximačńı úlohy je též racionálně lomená funkce.
Detailńı popis této metody lze nalézt např́ıklad v literatuře [44].

2.1.4 Cauerova stejnoměrná aproximace

Cauerova aproximace je metoda založená na konstrukci přenosové funkce, jej́ıž
modul vykazuje izoextremálńı pr̊uběh jak v propustném, tak v nepropustném
pásmu.

Charakteristická funkce je pak racionálně lomenou funkćı, která sestává z jed-
notlivých eliptických frakćı, jejichž konstrukce vycháźı z řešeńı nelineárńı diferen-
ciálńı rovnice. Toto řešeńı pak představuje kalkulaci Jacobiho eliptických inte-
grál̊u. Tyto jsou však vyšš́ımi transcendentńımi funkcemi, proto jejich analytické
řešeńı nelze vyjádřit v podobě konečné formule. Z tohoto d̊uvodu se k jejich
řešeńı už́ıvá výhradně metod numerických. Těmito řešeńımi a jejich aplikacemi
se v daľśım zabývá také tato práce.

Výkladem tématiky k této aproximačńı úloze se nabývá např́ıklad publikace [6].

2.2 Základńı neanalytické aproximačńı metody

Jako neanalytické aproximačńı metody lze označit ty návrhové postupy, které
jsou založeny na mechanickém př́ıstupu ke konstrukci jejich výsledk̊u, přičemž se
nemuśı vždy jednat př́ımo o metody ryze numerické.

Základem těchto metod je obvykle vytyčeńı konkrétńıch bod̊u definičńıho obo-
ru přenosové funkce v tolerančńım schematu a následné př́ımé dosazeńı těchto
hodnot do jednotlivých frakćı přenosové funkce, popř́ıpadě funkce charakteris-
tické.

Výsledkem těchto metod je obecně anizoextremálńı racionálně lomená přenosová
funkce, popř́ıpadě reciproký polynom s t́ımto charakterem.
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Mezi výhody takového postupu patř́ı rychlost a jednoduchost výpočtu, zat́ımco
mezi nevýhody patř́ı zejména vyšš́ı mı́ra lability výsledného systému a předevš́ım
nedeterminovaný pr̊uběh přenosové funkce, zvláště jej́ıho modulu.

Jako konkrétńı př́ıklady těchto algoritmů lze uvést Pascalovu aproximaci nebo
konstrukci hřebenových filtr̊u. Těmito tématy se podrobně zabývaj́ı např́ıklad
publikace [7] nebo [9]. Tyto metody se lǐśı předevš́ım t́ım, že zat́ımco v př́ıpadě
Pascalovy aproximace je tato metoda založena na volbě parametr̊u charakteris-
tické funkce, v př́ıpadě hřebenových filtr̊u se jedná o volbu parametr̊u funkce
přenosové.

2.2.1 Pascalova aproximace

Pascalova aproximace je intuitivńı mechanická metoda založená na konstrukci
charakteristické funkce z kořenových činitel̊u. Tyto jej́ı kořenové činitele jsou vole-
ny na reálné ose, přičemž jsou na této množině rozloženy s konstantńı vzdálenost́ı
mezi nimi. Výsledkem je pak polynom, který, jak je z postupu návrhu zřejmé,
procháźı nulami právě v těchto zvolených bodech. Avšak, tento polynom je zásad-
ně anizoextremálńı, neboli jeho zvlněńı je značně nestabilńı.

Mezi výhody takového postupu patř́ı jednoduchost a rychlost řešeńı. Mezi nevý-
hody pak obecně nepredikovatelné chováńı přenosové funkce, nebot’ to následně
vyplyne až z vlastńıho výsledku tohoto postupu.

Podrobný popis této metody lze nalézt např́ıklad v publikaćıch [22] a [7].

2.2.2 Hřebenové filtry

Princip konstrukce hřebenových filtr̊u spoč́ıvá v nalezeńı přenosové funkce ta-
kovým zp̊usobem, že jej́ı kořenové činitele jsou ztotožněny s body v komplexńı
rovině, jejichž poloha odpov́ıdá poloze normovaných frekvenćı, které maj́ı být
filtrem potlačeny. Poloha těchto bod̊u je obvykle volena tak, aby tyto kořenové
činitele byly rovnoměrně rozmı́stěny na kružnici v komplexńı rovině se středem
v počátku. Takto volené rozmı́stěńı představuje tu výhodu, že útlum přenosové
funkce je nejvyšš́ı na celoč́ıselných násobćıch základńı úhlové frekvence. T́ım
pádem jsou výsledným systémem filtrovány také vyšš́ı harmonické složky vstupńı-
ho signálu.

Typickou aplikaćı je pak filtrováńı harmonického rušeńı z užitečného signálu.
Zdrojem takového rušeńı je obvykle śıt’ové napět́ı na vstupu napájeńı obvodu ne-
bo elektromagnetické parazitńı vazby s ostatńımi spotřebiči v jeho bezprostředńı
bĺızkosti.

Při konstrukci těchto filtr̊u je však nutné vźıt v úvahu stabilitu výsledného filtru
a volit činitele přenosové funkce s ohledem na tuto nutnost.

Mezi výhody takového návrhového postupu patř́ı izoextremalita výsledné přenoso-
vé funkce, ovšem, při dodržeńı rovnoměrného rozmı́stěńı kořenových činitel̊u na
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kružnici v komplexńı rovině se středem v počátku.
Nevýhodou je pak zřejmá jednoúčelovost takového řešeńı a tedy ńızká varia-

bilita ve volbě konkrétńıho tolerančńıho schematu.

Podrobným výkladem této metody se zabývá např́ıklad publikace [9].
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Kapitola 3

Ćıle disertačńı práce

Tato disertačńı práce si klade za ćıl zavést integrálńı polynomiálńı transformaci
na základě dosavadńıch poznatk̊u z partíı aplikované matematiky užité v teorii
obvod̊u a podrobit tento aparát podrobnému zkoumáńı. Výsledkem pak bude
jej́ı využit́ı v konkrétńı úloze, která zauj́ımá v teorii obvod̊u eminentńı posta-
veńı, a to v aproximaci reálné funkce polynomem, zejména pak polynomem se
stejnosměrným zvlněńım na vlastńı podmnožině jeho definičńıho oboru.

Práce dále naváže na práci [39], kdy doplńı problematiku Zolotarevových po-
lynomů o nové poznatky. Předevš́ım zde budou zkoumána nová analytická řešeńı
jejich podstatných parametr̊u. Při hledáńı těchto řešeńı bude aplikována zave-
dená Legenderova transformace.

Za základńı ćıle si tato disertačńı práce klade zejména výčet následuj́ıćıch úkol̊u:

1. Rozbor polynomiálńıch funkćı
Tento ćıl představuje rozbor obecných polynomů, zejména z hlediska alge-
braických vlastnost́ı tř́ıdy polynomiálńıch funkćı. Tento úkol znamená přede-
vš́ım zavedeńı prostoru polynomů a dále zobrazeńı mezi t́ımto prostorem a arit-
metickým komplexńım prostorem. Na tomto základě budou dále studovány
možnosti užit́ı nabytých poznatk̊u, zejména při řešeńı výpočt̊u algebraických
operaćı mezi polynomy.

2. Zavedeńı Legenderovy transformace
Pro zavedeńı Legenderovy transformace je v prvé řadě nezbytné uskutečnit
rozbor vlastnost́ı Legenderových polynomů a možnost́ı jejich analytických
vyjádřeńıch. Na tomto základě je pak možno definovat Legenderovu transfor-
maci jakožto integrálńı polynomiálńı operátor nad množinou obecně reálných
funkćı a vyšetřit jej́ı vlastnosti.

3. Aplikace Legenderovy transformace
Představit možnosti zavedené Legenderovy transformace jej́ı aplikaćı na někte-
ré základńı funkce, které figuruj́ı zejména v teorii obvod̊u, zvláště pak v par-
tíıch elektrických filtr̊u. Konfrontovat výsledky těchto aplikaćı s konvenčńımi
postupy v řešeńı podobných úloh.
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4. Zavedeńı Legenderovy aproximace
Definovat Legenderovu aproximaci na základě zavedené Legederově transfor-
maci a studovat jej́ı vlastnosti.

5. Aplikace Legenderovy aproximace
Aplikovat Legenderovu aproximaci pro konstrukci polynomů s izoextremálńım
pr̊uběhem a pro źıskáńı stejnoměrně zvlněné funkce pro užit́ı v aproximačńıch
úlohách v teorii obvod̊u.

6. Rozbor Zolotarevových polynomů
Rozbor základńıch algebraických vlastnost́ı Zolotarevových polynomů analy-
tickými metodami, konkrétně nalezeńı analytického vyjádřeńı jejich nulových
bod̊u a polohy extrémů.
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Kapitola 4

Polynomy

Prakticky ve všech partíıch analýzy a syntézy obvod̊u se nevyhnutelně setkáváme
s algebraickými operacemi s polynomy. Jak v analýze, tak v syntéze, patř́ı sč́ıtáńı
a násobeńı polynomů k základńım početńım operaćım. Je proto nanejvýše vhodné,
a z hlediska rozvoje užitečných znalost́ı perspektivńı, prohlubovat nástroje toho-
to početńıho aparátu, který umožńı tyto operace agregovat a definovat je tak,
abychom v jejich použit́ıch nalezli zjednodušeńı těchto výpočt̊u, a zároveň, aby
tento aparát umožnil analýzu vlastnost́ı výsledk̊u jeho aplikaćı.

Výhoda takového př́ıstupu se taktéž následně projev́ı, zejména v oblasti po-
lynomiálńıch transformaćı, jak bude ukázáno v daľśım.

4.1 Základńı definice

Polynomem budeme rozumět funkci definovanou v souladu s obecnou konvenćı:

Definice 1. Polynom f : C→ C stupně n proměnné x je funkce:

f (x) =
n∑
i=0

aix
i; x ∈ C, n ∈ N ∩ {0} , ai ∈ C, an 6= 0 (4.1)

, kde konstanty ai nazýváme koeficienty polynomu. Polynom stupně n pro-
měnné x znač́ıme pn (x).

Polynom tedy chápeme jako součet součin̊u konstant a obecně mocniny pro-
měnné.

Součtem dvou polynomů rozumı́me:

Definice 2. Necht’ n,m ∈ N ∩ 0, n ≥ m Součet polynomů pn (x) a qm (x) je
polynom:

rn (x) = pn (x) + qm (x) =
m∑
i=0

(ai + bi)x
i +

n∑
j=m+1

ajx
j; pn (x) =

=
n∑
i=0

aix
i, qm (x) =

m∑
i=0

bix
i

(4.2)
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Součet dvou polynomů je tedy součet součin̊u součt̊u jejich koeficient̊u
u př́ıslušných mocnin proměnné s těmito mocninami proměnné. Pakliže je stupeň
jednoho polynomu vyšš́ı než stupeň polynomu druhého, pak zbývaj́ıćı členy, které
nemaj́ı v polynomu druhém koeficienty k součtu, jsou k výsledku součtu přičteny
beze změny. Stupeň součtu dvou polynomů je pak roven stupni vyšš́ımu ze stupň̊u
sč́ıtanc̊u. Potud je součet polynomů redukován na aplikaci algebraického součtu
násobk̊u jednotlivých mocnin násobených konstantami koeficient̊u.

Dále definujme násobek polynomu konstantou:

Definice 3. Necht’ α ∈ C je č́ıslo a pn (x) je polynom. Pak násobkem polynomu
p č́ıslem α je:

α · pn (x) =
n∑
i=0

αaix
i (4.3)

Tato definice plyne z distributivity násobeńı na komplexńım č́ıselném oboru.

Konečně součinem polynomů definujeme:

Definice 4. Součin polynomů pn (x) a qm (x) je polynom:

rn+m (x) = pn (x) · qm (x) =
n+m∑
k=0

k∑
i=0

aibk−ix
k;

pn (x) =
n∑
i=0

aix
i, qm (x) =

m∑
i=0

bix
i

(4.4)

Podrobme nyńı tuto definici součinu polynomů d̊ukladnému rozboru. Je zřejmé,
že součin dvou polynomů je polynom, jehož stupeň je roven součtu stupň̊u sč́ıtanc̊u.
Avšak, pro koeficienty součinu plat́ı vztah, který je na prvńı pohled nepř́ılǐs
zřejmý. Jeho význam vyplyne ve chv́ıli, kdy součin polynomů rozeṕı̌seme na součin
mnohočlen̊u. Pro dva polynomy pn (x) a qm (x) pǐsme:

pn (x) = a0x
0 + a1x

1 + · · ·+ anx
n, qm (x) = b0x

0 + b1x
1 + · · ·+ bmx

m (4.5)

A pro jejich součin rk (x), kde k = m+ n můžeme psát:

rk (x) =pn (x) · qm (x) =

=
(
a0x

0 + a1x
1 + · · ·+ anx

n
)
·
(
b0x

0 + b1x
1 + · · ·+ bmx

m
)

=

=a0x
0
(
b0x

0 + b1x
1 + · · ·+ bmx

m
)

+ a1x
1
(
b0x

0 + b1x
1 + · · ·+ bmx

m
)

+ · · ·
· · ·+ anx

n
(
b0x

0 + b1x
1 + · · ·+ bmx

m
)

=

=(a0b0x
0+0 + a0b1x

0+1 + · · ·+ a0bmx
0+m) + · · ·

· · ·+ (a1b0x
1+0 + a1b1x

1+1 + · · ·+ a1bmx
1+m) + · · ·

· · ·+ (anb0x
n+0 + anb1x

n+1 + · · ·+ anbmx
n+m)

(4.6)
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, kde kumulaćı koeficient̊u u odpov́ıdaj́ıćıch mocnin proměnné źıskáváme:

rk (x) =pn (x) · qm (x) =

= (a0b0)x
0 + (a0b1 + a1b0)x

1 + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2+

+ (a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)x
3 + · · ·

· · ·+ (an−1bm + anbm−1)x
n+m−1 + (anbm)xn+m

(4.7)

Podstatným faktem je to, že součet hodnot index̊u u koeficient̊u jednotlivých
součinitel̊u se rovná mocnině, u které se v součinu akumuluj́ı. Jinými slovy koe-
ficient součinu je roven součtu součin̊u všech těch koeficient̊u součinitel̊u, jejichž
součet index̊u je roven právě mocnině součinu, které př́ıslušej́ı. Součin dvou po-
lynomů můžeme tedy přepsat takto:

rk (x) = pn (x) · qm (x) =
n+m∑
i=0

cix
i; ci =

∑
k∈{0,1,...,n}
h∈{0,1,...,m}

k+h=i

akbh
(4.8)

Pro názornost ještě rozepǐsme vztahy pro jednotlivé koeficienty součinu.

Vezměme např́ıklad dva polynomy dány následovně:

Necht’ jsou dány polynomy p6 (x) a q4 (x) takto:

p6 (x) =a6x
6 + a5x

5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x

1 + a0x
0

q4 (x) =b4x
4 + b3x

3 + b2x
2 + b1x

1 + b0x
0 (4.9)

Pro součin těchto polynomů aplikaćı vztahu 4.8 źıskáváme:

r10 (x) = p6 (x) · q4 (x) = r10x
10 + r9x

9 + · · ·+ r1x
1 + r0x

0 (4.10)

, kde pro koeficienty součinu aplikaćı vztahu 4.7 źıskáváme:

r0 =a0b0

r1 =a0b1 + a1b0

r2 =a0b2 + a1b1 + a2b0

r3 =a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0

r4 =a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4b0

r5 =a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1 + a5b0

r6 =a2b4 + a3b3 + a4b2 + a5b1 + a6b0

r7 =a3b4 + a4b3 + a5b2 + a6b1

r8 =a4b4 + a5b3 + a6b2

r9 =a5b4 + a6b3

r10 =a6b4

(4.11)

Výše uvedené souvislosti vedou k myšlence, že zavedeńım vhodné algebraické
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konstrukce by bylo možno součin dvou polynomů definovat takovým zp̊usobem,
aby tato operace byla nejenom zjednodušena, ale aby také poskytovala možnost
jej́ıho rozš́ı̌reńı užitelného při analýze a syntéze obvod̊u.

Vyjděme z předpokladu, že polynom reprezentuj́ı plně jeho koeficienty. Vskut-
ku, klademe-li si otázku, zda polynom je zcela určen svými koeficienty, dojdeme
nevyhnutelně k následuj́ıćı úvaze, kterou můžeme uspořádat do formy korektńıho
tvrzeńı:

Věta 1. Polynom pn (x) stupně n je dán svými koeficienty jednoznačně, neboli,
množina jeho koeficient̊u určuje funkci polynomu unikátně.

D̊ukaz. Předpokládejme dva polynomy s r̊uznými koeficienty stupně n, a to pn (x)
a qn (x), které jsou dány:

pn (x) =
n∑
i=0

aix
i (4.12)

qn (x) =
n∑
i=0

bix
i (4.13)

{a0, a1, . . . , an} 6= {b0, b1, . . . , bn} (4.14)

, přičemž tyto zadávaj́ı stejnou funkci. Pak jejich rozd́ıl je dán :

rn (x) = pn (x) + (−1) qn (x) = pn (x)− qn (x) =
n∑
i=0

rix
i =

n∑
i=0

(ai − bi)xi

(4.15)

, kde pro jednotlivé koeficienty rozd́ılu tedy plat́ı:

ri = ai − bi (4.16)

Pokud maj́ı oba polynomy zadávat stejnou funkci, muśı platit, že výsledek
jejich rozd́ılu 4.15 je nulový, tedy, že pro všechny koeficienty rozd́ılu plat́ı:

∀i : ri = 0 (4.17)

To je ovšem pravda pouze v př́ıpadě, že všechny koeficienty menšence i menšite-
le jsou si rovny. To je však spor s předpokladem, že jejich koeficienty jsou r̊uzné.

Dva polynomy jsou si tedy rovny pouze tehdy, jsou-li si rovny všechny jejich
koeficienty.
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4.2 Prostor polynomů

V tuto chv́ıli můžeme zavést vektorový prostor polynomů. Pro korektnost takové
definice je nutné nejprve dokázat, že jistá množina polynomů skutečně zavád́ı
vektorový prostor.

Lemma 1. Množina všech polynom̊u Gn stupně nejvýše n tvoř́ı s operaćı součtu
dle definice 2 Abelovu grupu.

D̊ukaz.

1. Uzavřenost grupy
Součet dvou polynomů dle definice 2 je vždy polynom stupně nejvýše stupně
vyšš́ıho z obou sč́ıtanc̊u.

2. Asociativita
Asociativita součtu polynomů plyne z asociativity množiny komplexńıch
č́ısel.

3. Neutrál grupy
Neutrálem pe = 0 množiny polynomů stupně nejvýše n je polynom nulový,
neboli polynom stupně nejvýše n, jehož všechny koeficienty jsou rovny nu-
le. Součet jakéhokoliv polynomu s polynomem nulovým jej nezměńı, nebot’

polynom je svými koeficienty určen jednoznačně (věta 1) a koeficienty po-
lynomu sečteny s nulou (definice 2) jsou identické s p̊uvodńımi.

4. Inverzńı prvek
Ke každému polynomu stupně m daným:

pm (x) =
m∑
i=0

aix
i; m ≤ n (4.18)

existuje na množině všech polynomů stupně nejvýše n polynom daný:

qm (x) =
m∑
i=0

bix
i (4.19)

, pro jehož koeficienty plat́ı:

∀i ∈ {0, 1, ..,m} : bi = −ai (4.20)

Součet těchto dvou polynomů pak dává:

pe = pm (x) + qm (x) =
m∑
i=0

aix
i +

m∑
i=0

bix
i =

m∑
i=0

(ai + bi)x
i =

=
m∑
i=0

(ai − ai)xi = 0

(4.21)
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5. Komutativita
Komutativita součtu polynomů stupně nejvýše n dle definice 2 plyne z ko-
mutativity součtu komplexńıch č́ısel.

Věta 2. Abelova grupa Gn polynom̊u stupně nejvýše n dle definice 2 se skalárńım
násobkem dle definice 3 tvoř́ı vektorový prostor Pn nad tělesem komplexńıch č́ısel.

D̊ukaz. Necht’ a, b ∈ C; P1, P2 ∈ Pn;

1. Asociativita skaláru

a (b · P1) = (ab) · P1 (4.22)

Plyne z definice 3 a distributivity komplexńıch č́ısel.

2. Distributivita skaláru

a (P1 + P2) = aP1 + bP2 (4.23)

Plyne z definice 2 a definice 3 a distributivity komplexńıch č́ısel.

3. Distributivita vektoru

(a+ b) · P1 = (a · P1 + b · P1) (4.24)

Plyne z definice 2 a definice 3 a distributivity komplexńıch č́ısel.

4. Invariance jedničky

1 · P1 = P1 (4.25)

Plyne z definice 3.

Z právě dokázaných tvrzeńı plyne, že množina polynomů stupně nejvýše n sku-
tečně zadává vektorový prostor Pn. Nyńı vyšetřeme jeho dimenzi. Definujme bázi
prostoru Pn takto:

Definice 5. Množinu polynomů zadanou:

∀i ∈ {1, .., n+ 1} : I i =
{
xi−1i

}
; x ∈ C (4.26)

nazveme implicitńı báźı prostoru Pn

Věta 3. Implicitńı báze dle definice 5 je báźı prostoru Pn a jeho dimenze je rovna
dim {Pn} = n+ 1.
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D̊ukaz. Lineárńı obal implicitńı báze dle definice můžeme zapsat:

〈I i〉 = 〈x01, x12, . . . , xn+1
n 〉 =

n∑
i=0

aix
i
i+1 = Pn; ∀ai ∈ C, ∀i ∈ {0, 1, .., n} (4.27)

, tedy lineárńı obal implicitńı báze je roven množině Pn. Lineárńı nezávislost
vektor̊u implicitńı báze ověř́ıme položeńım:

n∑
i=0

aix
i
i+1 = pe ≡ 0 (4.28)

Je zřejmé, že jedinou kombinaćı souřadnic, které zadává nulový polynom, je
vektor nulových souřadnic, přičemž počet bázových vektor̊u implicitńı báze je ro-
ven n+ 1.

Implicitńı báze dle definice 5 je tedy báźı prostoru Pn a jeho dimenze je rov-
na dim {Pn} = n+ 1.

Vzhledem k právě dokázaným souvislostem můžeme zavést izomorfismus, který
umožńı početńı operace s polynomy redukovat a podstatně zjednodušit. Defi-
nujme izomorfismus mezi prostorem Pn a aritmetickým prostorem nad tělesem
komplexńıch č́ısel takto:

Definice 6. Zobrazeńı P : Pn → Cn+1 je dáno: Necht’ P ∈ Pn je vektor, jehož
souřadnice v̊uči implicitńı bázi jsou:

(p0, p1, . . . , pn)(In) (4.29)

, a tedy plat́ı:

P =
n∑
i=0

pix
i
i+1 (4.30)

Pak pro obraz A tohoto vektoru plat́ı:

A = P (P ) = ( a1, a2, . . . , an+1)(S); ∀m ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} : am = pm−1 (4.31)

, kde S je kanonická báze prostoru Cn+1.

Věta 4. Zobrazeńı P zavedené definićı 6 je izomorfismus.

D̊ukaz. Necht’ {P1, P2, . . . , Pm} ∈ Pn; {a1, a2, . . . , am} ∈ C, m ∈ N
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1. Linearita

P (a1P1 + a2P2 + · · ·+ amPm) =

= P

(
a1

n∑
i=0

pi1x
i
i+1 + a2

n∑
i=0

pi2x
i
i+1 + · · ·+ am

n∑
i=0

pimx
i
i+1

)
=

= P

(
n∑
i=0

a1pi1x
i
i+1 +

n∑
i=0

a2pi2x
i
i+1 + · · ·+

n∑
i=0

ampimx
i
i+1

)
=

= P

(
n∑
i=0

(a1pi1 + a2pi2 + · · ·+ ampim)xi

)
=

= (a1p11 + a2p12 + · · ·+ amp1m, a1p21 + a2p22 + · · ·+ amp2m, . . .

. . . , a1pn1 + a2pn2 + · · ·+ ampnm) =

= (a1p11, a1p21, . . . , a1pn1) + (a2p12, a2p22, . . . , a2pn2) + · · ·
· · ·+ (amp1m, amp2m, . . . , ampnm) =

= a1 (p11, p21, . . . , pn1) + a2 (p12, p22, . . . , pn2) + · · ·
· · ·+ am (p1m, p2m, . . . , pnm) =

= a1P(P1) + a2P(P2) + · · ·+ amP(Pm)

(4.32)

2. Injektivita
Vzhledem k tomu, že dle věty 1 množina koeficient̊u určuje polynom, coby
vektor prostoru Pn jednoznačně, je vzhledem k definici zobrazeńı P injek-
tivńı eo ipso.

3. Surjektivita
Vzhledem k definici polynomu 1 a definici 7 je zobrazeńı P surjektivńı
eo ipso.

Zobrazeńı P dle definice 7 je izomorfismus.

Definujme ještě zobrazeńı inverzńı k izomorfismu P . Tato definice je sṕı̌se formálńı,
nebot’ inverzńı zobrazeńı vyplývá implicitně právě z jeho izomorfismu.

Definice 7. Inverzńı zobrazeńı P−1 k zobrazeńı P dané definićı 7 je izomorfismus
a pro jeho obraz plat́ı: Necht’ C1 ∈ Cn+1 a P1 ∈ Pn. Pak plat́ı:

(C1)(S) = (c1, c2, . . . , cn+1)(S) (4.33)

P1 = P−1 (C1) =
n∑
i=0

pix
i
i+1; ∀m ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} : pm−1 = cm (4.34)
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4.3 Tenzor součinu

Nyńı máme dostatečný podklad pro zavedeńı konstrukćı umožňuj́ıćı operace s po-
lynomy s využit́ım poznatk̊u zejména multilineárńı algebry. Dı́ky definici izomor-
fismu P , kterým jednoznačně zobraźıme polynom na aritmetický vektor, můžeme
početńı operace výrazně zjednodušit.

Začněme následuj́ıćı úvahou:

Rozpisem 4.7 koeficient̊u součinu dvou polynomů aplikaćı vztahu 4.31 źıskáváme
názorné schéma, které motivuje zavedeńı následuj́ıćı konstrukce:

Mějme dva polynomy p, q ∈ Pn a jejich obrazy A = P(p) a B = P(q). Pro souřad-
nice těchto obraz̊u plat́ı:

(A)(S) = (a1, a2, . . . , an+1)(S) (4.35)

(B)(S) = (b1, b2, . . . , bn+1)(S) (4.36)

Zaved’me matici cij ∈ C(n+1),(n+1), kde pro jednotlivé jej́ı prvky pǐsme:

cij = aibj ; ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} (4.37)

V maticovém zápisu můžeme tento vztah znázornit následovně:

cij =


a1b1 a1b2 a1b3 · · · a1bn+1

a2b1 a2b2 a2b3 · · · a2bn+1

a3b1 a3b2 a3b3 · · · a3bn+1
...

...
...

. . .
...

an+1b1 an+1b2 an+1b3 · · · an+1bn+1

 (4.38)

Věnujme nyńı pozornost hodnotám index̊u. Ze vztahu 4.7 jsme vyvodili závěr,
že pro koeficienty součinu polynomů je podstatná hodnota odpov́ıdaj́ıćı indexem
součtu index̊u koeficient̊u jeho součinitel̊u. Znázorněme součet index̊u v mati-
ci 4.38 matićı tak, aby hodnoty na jej́ıch pozićıch odpov́ıdali hodnotám součt̊u
index̊u koeficient̊u jejich obraz̊u:

c̃ij = (i− 1) + (j − 1) =

=



0 1 2 3 4 5 6 · · · n
1 2 3 4 5 6 7 · · · n+ 1
2 3 4 5 6 7 8 · · · n+ 2
3 4 5 6 7 8 9 · · · n+ 3
4 5 6 7 8 9 10 · · · n+ 4
5 6 7 8 9 10 11 · · · n+ 5
6 7 8 9 10 11 12 · · · n+ 6
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

n n+ 1 n+ 2 n+ 3 n+ 4 n+ 5 n+ 6 · · · n+ n


(4.39)

23
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Jednotlivé koeficienty součinu dvou polynomů p a q jsou dány součtem těch
člen̊u matice 4.38, jejichž souřadnice v matici 4.38 se rovnaj́ı těm souřadnićım
v matici 4.39, pro které plat́ı, že index koeficientu součinu je roven hodnotám
matice 4.39 na pozićıch těmito souřadnicemi daných.

Z matice 4.39 je tedy zřejmé, že koeficienty součinu polynomů p a q jsou
dány součtem prvk̊u na diagonálńıch pozićıch matice 4.39. Taková poloha prvk̊u
matice však neńı př́ılǐs výhodná pro algebraické operace. Definovat např́ıklad ta-
kovou operaci nad touto matićı, jej́ımž výsledkem by byl výběr právě těch prvk̊u,
jejichž součet odpov́ıdá konkrétńım koeficient̊um součinu polynomů, nebo aby
výsledkem této operace byl př́ımo tento součet, by bylo zbytečně komplikované.
Tato situace se ale zásadně změńı ve chv́ıli, kdy vyjdeme opět ze schematismu
daného matićı 4.39 a provedeme jeho úpravu následovně:

Zaved’me nyńı, pro názornost, matici:

d̃kh =



0 1 2 3 · · · n− 1 n − − − − · · · − −
− 1 2 3 · · · n− 1 n n+ 1 − − − · · · − −
− − 2 3 · · · n− 1 n n+ 1 n+ 2 − − · · · − −
− − − 3 · · · n− 1 n n+ 1 n+ 2 n+ 3 − · · · − −
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...

− − − − · · · n− 1 n n+ 1 n+ 2 n+ 3 n+ 4 · · · n+ (n− 1) −
− − − − · · · − n n+ 1 n+ 2 n+ 3 n+ 4 · · · n+ (n− 1) n+ n


(4.40)

Prvky této matice bez hodnoty symbolizuj́ı prázdnou množinu. Pro takto
definovanou matici již lépe nalezneme operaci nad touto matićı, jej́ıž aplikaćı
źıskáme koeficienty součinu polynomů, pokud správně zavedeme matici součinu
koeficient̊u součinitel̊u ve stejné souvislosti, jako v př́ıpadě matic 4.38 a 4.39.

Přepǐsme proto matici 4.38, pro zat́ım mechanicky, po vzoru matice 4.40
v tom smyslu, aby indexy prvk̊u této matice odpov́ıdaly index̊um prvk̊u ma-
tice 4.40 tak, aby hodnoty matice 4.38 na pozici dané těmito indexy odpov́ıdaly
pozićım sč́ıtanc̊u dávaj́ıćı koeficienty součinu polynomů p a q, kdy index těchto
koeficient̊u je roven hodnotě matice 4.40, tedy:

dkh =



a1b1 a1b2 a1b3 a1b4 · · · a1bn a1bn+1 − − − − · · · − −
− a2b1 a2b2 a2b3 · · · a2bn−1 a2bn a2bn+1 − − − · · · − −
− − a3b1 a3b2 · · · a3bn−2 a3bn−1 a3bn a3bn+1 − − · · · − −
− − − a4b1 · · · a4bn−3 a4bn−2 a4bn−1 a4bn a4bn+1 − · · · − −
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...

− − − − · · · anb1 anb2 anb3 anb4 anb5 anb6 · · · anbn+1 −
− − − − · · · − an+1b1 an+1b2 an+1b3 an+1b4 an+1b5 · · · an+1bn an+1bn+1


(4.41)

Z takto zavedeného formalismu je zřejmé, že koeficienty součinu polynomů
p a q jsou dány součtem prvk̊u ve sloupćıch matice 4.41, přičemž index koefi-
cientu tohoto součinu je dán hodnotou h − 1 sloupcového indexu této matice
zmenšeného o jedničku, neboli hodnotou matice 4.40 na odpov́ıdaj́ıćıch pozićıch
v těchto sloupćıch.

Toto je nyńı již tvar matice, který umožňuje, ovšem po jej́ım korektńım zave-
deńım, aplikaćı základńı algebraické maticové operace výpočet koeficient̊u součinu
polynomů. Před definováńım této operace se ještě zastavme před definićı mati-
ce 4.41 jako takové. Zat́ımco v př́ıpadě takto mechanicky konstruovaného objektu
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se jedná pouze o názornou pomůcku, pro následuj́ıćı korektńı definici je nutné vy-
pořádat se s otázkou prázdných prvk̊u matice 4.41. Je zřejmé, že v součtu p̊usob́ı
neutrálně nulový prvek matice. Je proto nutné naj́ıt takový předpis, který umožńı
zadat matici 4.41 korektně v souladu s t́ımto požadavkem. Pro tyto účely pok-
račujme s názornou pomůckou, kterou nám poskytuje matice 4.41 a doplňme ji
následovně:

Sledujme vývoj index̊u jednotlivých člen̊u v okoĺı prázdných prvk̊u matice 4.41
a doplňme indexy a jim odpov́ıdaj́ıćı členy čistě symbolicky. V následuj́ıćım
přepisu matice 4.42 nemaj́ı doplněné znaky význam index̊u a prvk̊u matice,
ale maj́ı pouze pomocný symbolický význam:

ekh =



a1b1 a1b2 a1b3 a1b4 · · · a1bn a1bn+1 a1bn+2 a1bn+3 a1bn+4 a1bn+5 · · · a1bn+n a1bn+n+1

a2b0 a2b1 a2b2 a2b3 · · · a2bn−1 a2bn a2bn+1 a2bn+2 a2bn+3 a2bn+4 · · · a2bn+n−1 a2bn+n

a3b−1 a3b0 a3b1 a3b2 · · · a3bn−2 a3bn−1 a3bn a3bn+1 a3bn+2 a3bn+3 · · · a3bn+n−2 a3bn+n−1

a4b−2 a4b−1 a4b0 a4b1 · · · a4bn−3 a4bn−2 a4bn−1 a4bn a4bn+1 a4bn+2 · · · a4bn+n−3 a4bn+n−2
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...

anb−n+2 anb−n+3 anb−n+4 anb−n+5 · · · anb1 anb2 anb3 anb4 anb5 anb6 · · · anbn+1 anbn+2

an+1b−n+1 an+1b−n+2 an+1b−n+3 an+1b−n+4 · · · an+1b0 an+1b1 an+1b2 an+1b3 an+1b4 an+1b5 · · · an+1bn an+1bn+1


(4.42)

Takto symbolicky doplněná matice bude korektńım zápisem v př́ıpadě, že ne-
kladné indexy doplńıme na kladné a hodnotu, jež indexuj́ı, polož́ıme rovnu nule.
V tom př́ıpadě bude platit, bez podmı́nky existence prázdných prvk̊u matice,
že koeficienty součinu polynomů budou rovny, v př́ıslušném pořad́ı, součtu prvk̊u
ve sloupćıch takto definované matice.

K zavedeńı souvislého algebraického popisu takové konstrukce vyjděme z výše
uvedené myšlenkové konstrukce a definujme matici:

fkh =



b1 b2 b3 b4 · · · bn bn+1 0 0 0 0 · · · 0 0
0 b1 b2 b3 · · · bn−1 bn bn+1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 b1 b2 · · · bn−2 bn−1 bn bn+1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 b1 · · · bn−3 bn−2 bn−1 bn bn+1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 · · · b1 b2 b3 b4 b5 b6 · · · bn+1 0
0 0 0 0 · · · 0 b1 b2 b3 b4 b5 · · · bn bn+1


(4.43)

Neformálńı konstrukce takové matice je nasnadě, nebot’ se jedná o matici, jej́ıž
řádky jsou tvořeny vektorem B, jakožto obrazem transformace P polynomu q,
tak, že prvńı řádek je tvořen popořadě jeho souřadnicemi, a každý daľśı řádek pak
týmž vektorem posunutým o jednu pozici ve sloupci matice oproti předchoźımu.
Zbývaj́ıćı volné prvky matice jsou nulové.

Součet sloupc̊u matice 4.41 dostaneme násobeńım matice 4.43 sloupcovým
vektorem A, jakožto obrazem P transformace polynomu p, zleva:

R = ATfkh =

= (a1b1, a1b2 + a2b1, a1b3 + a2b2 + a3b1, . . . , anbn+1 + an+1bn, an+1bn+1)
(4.44)

Tento vektor je pak obrazem součinu vzor̊u obraz̊u vektor̊u A a B, neboli
součinu polynomů p a q. Zaved’me nyńı formálńı zápis této operace. Vyjděme
z následuj́ı konstrukce:
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Vezměme vektor B, sledujme význam sloupc̊u matice 4.43 a konfrontujme
je. Vid́ıme, že jej́ı sloupce jsou tvořeny vektorem B tak, že prvńı prvek prvńıho
sloupce je roven prvńımu prvku vektoru B, přičemž každý daľśı sloupec zač́ıná
daľśım prvkem vektoruB od předešlého a sloupec je pak tvořen všemi předchoźımi
souřadnicemi vektoru B sestupně v̊uči jejich pořad́ı. Výsledek 4.18 pak dává ma-
ticový součin zleva sloupcovým vektorem AT .

Pro předpis tohoto vztahu zaved’me translaci reverzibilńıho Kroneckerova ten-
zoru následovně:

Definice 8. Necht’ δkh je dvakrát kovariantńı Kronecker̊uv tenzor. Pak posu-
nutým reverzibilńım Kroneckerovým tenzorem s parametry N , i a j definujeme
tenzor:

T Nkh (i, j) = δ(N+1−k+i) (h+j) = δ(k+j) (N+1−h+i) : δrs =

{
1; r = s

0; r 6= s
;

N ∈ N; k, h ∈ {1, 2, . . . , N} ; i, j ∈ N : |i− j| < N

(4.45)

Smysl takovéto definice vyplývá z podstaty vztahu 4.44, konkrétně z definice
matice 4.43. Prostřednictv́ı definice 8 můžeme formálně zapsat vztah pro operaci,
která prakticky umožńı

”
posouváńı“ souřadnic vektoru o určitý počet pozic. Tato

operace, např́ıklad ve zpracováńı signálu má své mı́sto, nebot’ se v jej́ı aplikaci
jedná vlastně o klouzavé okno. Ukažme, co vlastně tenzor 4.45 představuje:

Uvažujme maticový zápis tenzoru 4.45 a identifikujme čtvercovou matici tij ∈
Cm,m takto:

tij = T mij (a, b) =



t11 = 0 t21 = 0 · · · 0 0 · · · 0 0

t12 = 0 t22 = 0 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0 t(1+(a−b)),m = 1

0 0 · · · 0 0 · · · t(2+(a−b)),m−1 = 1 0
...

... · · ·
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 tm−1,(2+(a−b)) = 1 · · · 0 0

0 0 · · · tm,(1+(a−b)) = 1 0 · · · 0 0



; a > b

(4.46)

Jedná se tedy o čtvercovou matici, která má na vedleǰśı diagonále, která je
posunuta o a − b pozic směrem k pravému dolńımu rohu, jedničky. Na jiných
pozićıch potom nuly. Pro př́ıpad b > a je situace analogická, nicméně diagonála
je pak posunuta o b− a pozic směrem k levému horńımu rohu.

Např́ıklad pro T 6
ij (a, b) plat́ı následuj́ıćı výčet:

T 6
ij (0, 5) =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (4.47)
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T 6
ij (3, 5) =


0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (4.48)

T 6
ij (4, 5) =


0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (4.49)

T 6
ij (0, 0) =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 (4.50)

T 6
ij (6, 5) =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

 (4.51)

T 6
ij (7, 5) =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0

 (4.52)

T 6
ij (10, 5) =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 (4.53)
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Sledujme nyńı výsledek násobeńı těchto matic sloupcovým vektorem zprava:

Mějme např́ıklad vektor v ∈ C6, jehož kontravariantńı souřadnice vzhledem
ke kanonické bázi S jsou:

(v)(S) =
(
v1, v2, v3, v4, v5, v6

)
(S)

= vi (4.54)

Tyto jsou rovny jejich kovariantńım souřadnićım vi = vi k bázi S. Pak součiny
s maticemi 4.47 až 4.53 dávaj́ı:

T 6
ij (0, 5) · vi =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


v1
0
0
0
0
0

 (4.55)

T 6
ij (3, 5) · vi =


0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


v4
v3
v2
v1
0
0

 (4.56)

T 6
ij (4, 5) · vi =


0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


v5
v4
v3
v2
v1
0

 (4.57)

T 6
ij (5, 5) · vi =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


v6
v5
v4
v3
v2
v1

 (4.58)

T 6
ij (6, 5) · vi =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


0
v6
v5
v4
v3
v2

 (4.59)
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T 6
ij (7, 5) · vi =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


0
0
v6
v5
v4
v3

 (4.60)

T 6
ij (10, 5) · vi =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1




v1

v2

v3

v4

v5

v6

 =


0
0
0
0
0
v6

 (4.61)

Vid́ıme tedy, že tenzor dle definice 4.45 skutečně splňuje funkci operátoru,
který posouvá souřadnice vektoru v̊uči svým pozićım v závislosti na svých pa-
rametrech. Je zřejmé, že, po uspořádáńı těchto výsledk̊u pro takové parametry
tenzoru 4.45, pro které výsledek součinu s vektorem projdou jeho souřadnice
všechny pozice, do sloupc̊u matice sekvenčně, vyjde analog s matićı 4.43:

f̂ik = T 6
ij (k − 1, 5) · vj =

=
(
T 6
ij (0, 5) · vj; T 6

ij (1, 5) · vj; T 6
ij (2, 5) · vj; · · · ; T 6

ij (10, 5) · vj
)

=

=


v1 v2 v3 v4 v5 v6 0 0 0 0 0
0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 0 0 0 0
0 0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 0 0 0
0 0 0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 0 0
0 0 0 0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 0
0 0 0 0 0 v1 v2 v3 v4 v5 v6


(4.62)

Pro źıskáńı konečného tvaru obrazu součinu polynomů dle předlohy 4.44 vezměme
např́ıklad vektor w ∈ C6, jehož kontravariantńı souřadnice vzhledem ke kanonické
bázi S jsou:

(w)(S) =
(
w1, w2, w3, w4, w5, w6

)
(S)

= wi (4.63)

Konečný tvar obrazu součinu polynomů, jejichž obrazy P transformace jsou
vektory v a w, źıskáme standardńım skalárńım součinem obrazu w se sloupci
matice 4.62, tedy tenzorovým součinem:

rk = f̂ik · wi =

= (w1v1, w1v2 + w2v1, w1v3 + w2v2 + w3v1, . . . , w5v6 + w6v5, w6v6) =

= rk · δkp = rp
(4.64)

Souřadnice vektoru rp jsou souřadnice obrazu součinu polynomů, jejichž ob-
razy jsou vektory v a w. Nyńı proved’me inverzńı P transformaci tohoto vektoru
v jeho obecném vyjádřeńı a źıskejme tak vztah pro součin dvou polynomů v př́ımé
formě. Pro tento účel zaved’me ještě zobecněný posunutý reverzibilńı Kronecker̊uv
tenzor:
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Definice 9. Zobecněným posunutým reverzibilńım Kroneckerovým tenzorem je
dvakrát kovariantńı a jednou kontravariatńı tenzor s parametrem N :

Tkij(N) = T Nij (k − 1, N − 1) ; N ∈ N; k ∈ {1, 2, . . . , 2N − 1} (4.65)

, kde T Nij (m,n) je tenzor dle definice 8.
Pro vektor R plat́ı:

rk = Tkij(6)wivj (4.66)

Pro vzor vektoru P transformace plat́ı:

s (x) = P−1
(
vi
)
· P−1

(
wi
)

= v(x) · w(x) = P−1
(
rk
)

= rkIk =
k∑
i=0

rkxk (4.67)

, neboli, s uvážeńım vztahu 4.66:

s (x) =
k∑
i=0

rkxk = Tkij(6)wivjxk−1k ; xk−1k ∈ I (4.68)

Źıskané poznatky můžeme využ́ıt ke konečné definici součinu polynomů s užit́ım
źıskaného algebraického aparátu následovně:

Definice 10. Necht’ jsou dány dva polynomy pn, qm : C→ C:

pn (x) =
n∑
i=0

ai+1x
i, qm (x) =

m∑
i=0

bi+1x
i; n ≥ m (4.69)

, kde n a m jsou jejich stupně, a ai = ai a bi = bi jsou vektory jejich koeficient̊u.
Pak součinem polynomů pn a qm je polynom s : C→ C stupně r = n+m:

sr (x) =
r∑
i=0

cr+1xr = pn (x) · qm (x) = Tkij (m) aibjxk−1k ; xk−1k ∈ I : xk−1k = xk−1

(4.70)

Vektor:

ck = Tkij (n) aibj (4.71)

pak tvoř́ı koeficienty tohoto součinu.

4.3.1 Diskrétńı konvoluce

Sledujme ještě vztah mezi matićı 4.62 a vektorem w. Pakliže dva vektory v a w
ztotožńıme s posloupnostmi jejich souřadnic následovně:

ṽ : {1, 2, . . . , n+ 1} → C; ṽ (i) = vi (4.72)

w̃ : {1, 2, . . . ,m+ 1} → C; w̃ (i) = wi (4.73)

, pak zřejmě vztah 4.71 vede na jejich diskrétńı konvoluci. Definujme tedy
diskrétńı konvoluci dvou posloupnost́ı:
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Definice 11. Necht’ jsou dány posloupnosti:

x̂ : {1, 2, . . . , N} → C (4.74)

ĥ : {1, 2, . . . ,M} → C (4.75)

ŷ : {1, 2, . . . , N +M} → C (4.76)

N ≥M (4.77)

, a jsou dány vektory:

x ∈ CN , h ∈ CM , y ∈ CN+M : xi = x̂ [i] , hj = ĥ [j] , yk = ŷ [k] (4.78)

Pak diskrétńı konvoluce posloupnost́ı x a h je dána:

yk = Tkij (N)xihj (4.79)

ŷ = x̂ ∗ ĥ (4.80)

Neńı bez zaj́ımavosti, že vztah 4.79 je shodný se vztahem pro koeficienty součinu
dvou polynomů, nebot’ z výše uvedeného zřejmě plat́ı, že:

Posloupnost koeficient̊u součinu dvou polynomů je rovna konvoluci
posloupnost́ı koeficient̊u jeho součinitel̊u.

4.3.2 Binomická věta

Stejně jako diskrétńı konvoluci lze zapsat využit́ım tenzoru 4.65, lze podobně
zapsat vztah známý jako binomická věta:

(x+ y)n =
n∑
i=0

(
n
i

)
xiyn−i (4.81)

Tento vztah dává do souvislosti taktéž kladnou celoč́ıselnou mocninu součtu
proměnné x ∈ C a č́ısla y ∈ C a polynom stupně právě rovného této mocnině.
Jeho koeficienty jsou rovny kombinačńım č́ısl̊um:(

n
k

)
=

n!

k! (n− k) !
(4.82)
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Sledujme nyńı vztah 4.81, který zle zřejmě přepsat následovně:

(x+ y)n =
n∑
i=0

(
n
i

)
xn−iyi =

(
n
0

)
xn +

(
n
1

)
xn−1y +

(
n
2

)
xn−2y2 + · · ·

· · ·+
(

n
n− 2

)
x2yn−2 +

(
n

n− 1

)
xyn−1 +

(
n
n

)
yn =

=
n!

0!n!
xn +

n!

1! (n− 1) !
xn−1y +

n!

2! (n− 2) !
xn−2y2 + · · ·

· · ·+ n!

(n− 2) ! 2!
x2yn−2 +

n!

(n− 1) ! 1!
xyn−1 +

n!

n! 0!
yn

(4.83)

S uvážeńım toho, že tento výraz zadává vlastně standardńı skalárńı součin
dvou vektor̊u, můžeme psát:

Necht’ jsou dány obecně vektory a, b ∈ Cn+1 a č́ısla x, y ∈ C. Pak pro kontra-
variantńı souřadnice vektor̊u a a b plat́ı:(

ai
)
(S)

= xi+1
(4.84)

(
bi
)
(S)

= yi+1
(4.85)

Pak, s uvážeńım vztahu 4.83, pǐsme v maticovém násobeńı:

(x+ y)n = a ·


n!
0!n!

0 · · · 0 0
0 n!

1!(n−1)! · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · n!
(n−1)!1! 0

0 0 · · · 0 n!
n!0!

 ·

bn+1

bn

...
b2

b1

 (4.86)

Vid́ıme, že souřadnice vektoru bT jsou zapsány reverzně. S využit́ım definice 11
můžeme vztah 4.86 zapsat následovně:

(x+ y)n =

(
a1

0!
,
a2

1!
, . . . ,

an+1

n!

)
·


0 0 · · · 0 n!
0 0 · · · n! 0
...

...
. . .

...
...

0 n! · · · 0 0
n! 0 · · · 0 0

 ·


b1

0!
b2

1!
...
bn

(n−1)!
bn+1

n!

 =

= n! ·
(
a1

0!
,
a2

1!
, . . . ,

an+1

n!

)
·


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

 ·


b1

0!
b2

1!
...
bn

(n−1)!
bn+1

n!



(4.87)
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Vzhledem k identitám 4.84 a 4.85 plat́ı:

(x+ y)n = n! ·
(
x0

0!
,
x1

1!
, . . . ,

xn

n!

)
·


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

 ·


y0

0!
y1

1!
...

yn−1

(n−1)!
yn

n!

 (4.88)

, kde výsledkem je standardńı skalárńı součin:

(x+ y)n = n! ·
(
x0

0!
,
x1

1!
, . . . ,

xn−1

(n− 1) !
,
xn

n!

)
·
(
yn

n!
,

yn−1

(n− 1) !
, . . . ,

y1

1!
,
y0

0!

)
(4.89)

Pokud zavedeme vektory:

x̂, ŷ ∈ Cn+1 (4.90)

(
x̂k
)
(S)

=
xk−1

(k − 1)!
=

(
x0

0!
,
x1

1!
, . . . ,

xn−1

(n− 1) !
,
xn

n!

)
(4.91)

(
ŷk
)
(S)

=
yk−1

(k − 1)!
=

(
y0

0!
,
y1

1!
, . . . ,

yn−1

(n− 1) !
,
yn

n!

)
(4.92)

, pak lze binomickou větu přepsat do tvaru:

(x+ y)n = n! ·Tnij (n) x̂iŷj (4.93)
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Kapitola 5

Zolotarevovy polynomy

Zolotarevovy polynomy lze zavést několika zp̊usoby lǐśıćımi se př́ıstupem k jejich
analytickým a algebraickým vlastnostem. Na každý z těchto zp̊usob̊u vedou r̊uzné
motivace, nicméně, v př́ıpadě aplikaćı v užitých partíı teorie obvod̊u, je výhodný
zp̊usob vedoućı z výchoźı implicitńı analytické definice. Tento zp̊usob zavedeńı
Zolotarevových polynomů představuje tato kapitola. Vzhledem k tomu, že veškeré
potřebné souvislosti byly vypracovány v mé práci [39], je tato kapitola jej́ım
výňatkem. Veškerá tvrzeńı a vztahy v ńı užité se nacháźı v práci [39], jsou zde
dokázány a nacháźı se zde také postupy k jejich odvozeńı, včetně metodik jejich
výpočt̊u a grafických interpretaćı.

5.1 Definice Zolotarevových polynomů

Zolotarevovy polynomy v pojet́ı, jež bude předmětem zájmu, představuj́ı para-
metrické reálné funkce reálné proměnné. Ačkoliv, jak bude podrobně vysvětleno
dále, jedná se o reálné funkce komplexńı proměnné, kdy argument Zolotarevo-
va polynomu zavád́ıme jako reálný parametr komplexńı křivky 5.4. Zolotarev̊uv
polynom stupně n, s parametry p, q a k definujeme:

Zp,q (w | k) =
(−1)p

2

H
(
u− p

nK (k)
∣∣∣ k)

H
(
u+ p

nK (k)
∣∣∣ k)

n

+

H
(
u+ p

nK (k)
∣∣∣ k)

H
(
u− p

nK (k)
∣∣∣ k)

n (5.1)

n = p+ q (5.2)

p, q ∈ N, k ∈ (0, 1) , u ∈ C (5.3)

w =
sn2 (u | k) · cn2

(
p
nK (k)

∣∣∣ k)+ cn2 (u | k) · sn2
(
p
nK (k)

∣∣∣ k)
sn2 (u | k)− sn2

(
p
nK (k)

∣∣∣ k) ∈ 〈−1, 1〉 (5.4)
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, kde

H je Jacobiho eta funkce
K Jacobiho úplný čtvrtperiodý eliptický integrál prvńıho druhu
sn eliptický sinus
cn eliptický kosinus
k eliptický modul

Definičńı obor polynomu je v komplexńı rovině zadán implicitně, a to rov-
nićı 5.4. Tato zobrazuje komplexńı křivky definičńıho oboru na reálný interval.
Problematika definičńıho oboru bude podrobně rozebrána v daľśım.

Zolotarev̊uv polynom stupně n, s parametry p, q a k lze též zavést prostřednictv́ım
Čebyševova polynomu stupně n identitou:

Zp,q (w | k) = (−1)pTn

1

2

H
(
u+ p

nK (k)
∣∣∣ k)

H
(
u− p

nK (k)
∣∣∣ k) +

H
(
u− p

nK (k)
∣∣∣ k)

H
(
u+ p

nK (k)
∣∣∣ k)

 (5.5)

5.1.1 Rozbor d́ılč́ıch funkćı

5.1.1.1 K Úplný eliptický integrál

Úplný čtvrtperiodý Jacobiho eliptický integrál prvńıho druhu je definován:

K (k) =

∫ π
2

0

dx√
1− k2 · sin2x

, k ∈ (0, 1) , x ∈ R (5.6)

kde č́ıslo k je eliptický modul. Obvykle je úplný eliptický integrál zaveden
parametrem m, kdy mezi t́ımto parametrem a modulem k plat́ı:

m = k2 (5.7)

Úplný eliptický integrál je pak definován:

K (m) =

∫ π
2

0

dx√
1−m · sin2x

, m ∈ (0, 1) , (5.8)

Neúplný eliptický integrál prvńıho druhu je definován:

F (k, ϕ) =

∫ ϕ

0

dx√
1− k2 · sin2x

, k ∈ (0, 1) , (5.9)

a nebo, podobně jako v př́ıpadě úplného integrálu, s parametrem m:

F (m,ϕ) =

∫ ϕ

0

dx√
1−m · sin2x

, m ∈ (0, 1) , (5.10)

kde mezi parametrem m a modulem k plat́ı vztah 5.7.
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Překážku ve výpočtu těchto integrál̊u předsavuje fakt, že je nelze vyjádřit ko-
nečným počtem elementárńıch funkćı, nebot’ jsou vyšš́ımi transcendentńımi funk-
cemi (podobně jako např́ıklad integrálsinus, integrálexponenciela a podobně).
To vylučuje jejich čistě analytické řešeńı a je proto nutné nalézt takový zp̊usob
řešeńı, který umožńı výpočet s chybou zanedbatelnou či akceptovatelnou. Jedńım
z těchto zp̊usob̊u, kromě striktně numerických, jako např́ıklad integrace Simpso-
novou metodou, je užit́ı rozvoje funkce Taylorovou řadou a vět o integraci řady.

Základńım problémem při rozvoji funkćı řadami je určeńı množiny definičńıho
oboru řady, na němž řada konverguje, tedy v rámci mocninných řad ekvivalentně,
určeńı poloměru konvergence řady. Existuje mnoho vět vyjadřuj́ıćıch vztahy me-
zi koeficienty mocninných řad a množinou, resp. poloměrem konvergence, jako
např́ıklad Cauchyovo kritérium konvergence, D’Alambertovo kritérium konver-
gence apod. Jak bude v následuj́ıćım ukázáno, existuj́ı i jiné možnosti určeńı
poloměru konvergence mocninné řady, v tomto př́ıpadě Taylorovy, jež mohou být
v mnohých př́ıpadech výpočetně méně náročné, a které budou použity i při řešeńı
eliptických integrál̊u.

5.1.1.2 K’ Komplementárńı úplný eliptický integrál

Komplementárńı Jacobiho eliptický integrál prvńıho druhu lze definovat prostřed-
nictv́ım úplného integrálu prvńıho druhu:

K ′ (k) = K (k′) (5.11)

, kde k je komplementárńı parametr. Mezi t́ımto a parametrem k plat́ı vztah:

k′ =
√

1− k2, k ∈ (0, 1) (5.12)

5.1.1.3 q Eliptický nome

Parametr, s ńımž jsou často eliptické funkce definovány, se nazývá eliptický
nome. Význam zaváděńı r̊uzných parametr̊u pro stejné eliptické funkce spoč́ıvá
v r̊uznorodosti definičńıho oboru pro r̊uzné tyto parametry. Např́ıklad funce theta
jsou definovány pro nome:

q ∈ C : |q| < 1 (5.13)

Jeho definičńım oborem je tedy interiér jednotkového kruhu se středem v po-
čátku komplexńı roviny. V definićıch theta funkćı se pak zavád́ı transformace mezi
eliptickým nome a parametrem τ vztahem:

τ = − j
π
ln(q), q ∈ C : |q| < 1 (5.14)

Definičńım oborem funkce 5.14 je pak množina τ ∈ C : I {τ} > 0, čili horńı
polorovina komplexńı roviny bez reálné osy. Vztah 5.14 reprezentuje konformńı
zobrazeńı mezi otevřeným jednotkovým kruhem v komplexńı rovině a otevřenou
polorovinou komplexńı roviny. Inverzńı vztah je pak dán:

q = eiπτ , q ∈ C : |q| < 1 (5.15)
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Často jsou pak theta funkce zavedeny pro reálný parametr k ∈ (0, 1). Vztah
mezi parametrem k a eliptickým nome je dán:

q = e−π
K′(k)
K(k) , k ∈ (0, 1) (5.16)

Zřejmě též plat́ı:

τ = j
K ′ (k)

K (k)
, k ∈ (0, 1) (5.17)

5.1.1.4 q’ Komplementárńı eliptický nome

Komplementárńı eliptický nome souviśı s definićı komplementárńıho úplného čtvrt-
periodého eliptického integrálu prvńıho druhu, tedy se vztahem 5.11. Eliptický
nome, jakožto funkce parametru k, je, jak bylo uvedeno v 5.16, dán:

q(k) = e−π
K′(k)
K(k) , k ∈ (0, 1) (5.18)

, pak komplementem parametru k lze zavést komplementárńı eliptický nome:

q′(k) = q(k′) = e
−πK

′(k′)
K(k′) = e

−π K(k)

K′(k) , k ∈ (0, 1) (5.19)

5.1.1.5 H Jacobiho eta funkce

Jacobiho eta funkce je definována prostřednictv́ım Jacobiho theta funkce, a sice
translačńım přechodem argumentu funkce a transformaćı parametru. Jacobiho
theta funkce je obecně definována např́ıklad řadou:

ϑ (z, τ) =
∑
n∈Z

e[πin
2τ+2πinz], z ∈ C, Im{τ} > 0 (5.20)

Dále je definována takzvaná Jacobiho theta funkce s racionálńımi charakteristi-
kami:

ϑa,b (z, τ) = e[πia
2τ+2πia(z+b)]ϑ (z + aτ + b, τ) =

=
∑
n∈Z

e[πi(a+n)
2τ+2πi(a+n)(z+b)], z ∈ C, Im{τ} > 0, a, b ∈ Q (5.21)

Pro definici Jacobiho eta funkce je pak významný zvláštńı př́ıpad Jacobiho theta
funkce, a sice:

ϑ1 (z, τ) = −ϑ 1
2 ,

1
2

(z, τ) = ϑ 1
2 ,

1
2

(−z, τ) = −
∑
n∈Z

e

[
πi( 1

2+n)
2
τ+2πi( 1

2+n)(z+ 1
2 )
]
, z ∈ C (5.22)

Jacobiho theta funkce je též zavedena transformaćı parametru τ na eliptický
nome q vztahem:

q = eiπτ (5.23)
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, nebo také transformaćı mezi eliptickým nome a parametrem k vztahem:

q = e−π
K′(k)
K(k) (5.24)

Jacobiho eta funkce je pak definována:

H (u | k) = ϑ1 (z | k) ◦
(

πu

2K (k)

)
= ϑ1

(
πu

2K (k)

∣∣∣∣ k) , u, z ∈ C, k ∈ (0, 1) (5.25)

Tuto lze pak rozvinou např́ıklad řadou:

H (u | k) = 2e−π
K′(k)
4K(k)

∞∑
n=0

{
(−1)

n
e−π

n(n+1)K′(k)
K(k) sin

[
π (2n+ 1)

2K (k)
u

]}
, u ∈ C, k ∈ (0, 1) (5.26)

5.1.1.6 Eliptické funkce

Tyto komplexńı funkce komplexńı proměnné vykazuj́ı zvláštńı formu periodici-
ty, a to jak v̊uči reálné, tak v̊uči imaginárńı ose. V komplexńı rovině, jakožto
definičńım oboru, vytvářej́ı jistou pravidelnou

”
śıt’“ tvoř́ıćı obdelńıkové podm-

nožiny, na kterých jsou části těchto funkćı, coby parciálńı funkce definované právě
na těchto obdelńıćıch, hodnotami identické. Pro eliptický sinus jsou těmito ob-
delńıky všechny prvky množiny dsn:

dsn = {〈4mK (k) , 4 (m+ 1)K (k)〉 × i 〈2nK ′ (k) , 2 (n+ 1)K ′ (k)〉 | m,n ∈ Z} (5.27)

, z čehož př́ımo plyne, že obecně je eliptický sinus hodnotami identický v̊uči
všem prvk̊um množiny Dsn:

Dsn =

{
〈4mK (k) + a, 4 (m+ s)K (k) + a〉×
×i 〈2nK ′ (k) + b, 2 (n+ t)K ′ (k) + b〉

∣∣∣∣ m,n ∈ Z, s, t ∈ N, a, b ∈ R
}

(5.28)

, a plat́ı tedy:

sn (u | k) = sn
(
u+ 4mK (k) + i2nK ′ (k)

∣∣ k) , u ∈ C, m, n ∈ Z, k ∈ (0, 1) (5.29)

Eliptický kosinus vykazuje podobnou formu periodicity, avšak podmnožiny je-
ho definičńıho oboru, v̊uči kterým jsou parciálńı funkce v hodnotách identické,
jsou množinami poněkud složitěǰśımi, než jsou obdelńıkové množiny v př́ıpadě
eliptického sinu. Jsou jimi jisté lichoběžńıky opět pravidelně pokrývaj́ıćı rovinu
komplexńıch č́ısel. Vlastnosti periodicity vyjadřuje obdoba identity 5.29 pro elip-
tický kosinus:

cn (u | k) = cn (u+ 4mK (k) + 2n (K (k) + iK ′ (k)) | k) , u ∈ C, m, n ∈ Z, k ∈ (0, 1) (5.30)

Definice eliptických funkćı spoč́ıvá ve složeńı základńıch goniometrických funkćı
a eliptické amplitudy. Eliptická amplituda je jisté interńı zobrazeńı k neúplnému
Jacobiho eliptickému integrálu prvńıho druhu. Je-li neúplný Jacobiho eliptický
integrál definován:

u (ϕ | k) =

∫ ϕ

0

dα√
1− k2sin2α

, ϕ ∈ C, k ∈ (0, 1) (5.31)
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, pak eliptická amplituda je definována:

ϕ (u | k) = am (u | k) = u−1 (ϕ | k) (5.32)

Eliptický sinus a kosinus je pak dán složeńım sinu a kosinu a eliptické amplitudy,
tedy:

sn (u | k) = sin (z) ◦ ϕ (u | k) = sin (am (u | k)) , z, u ∈ C, k ∈ (0, 1) (5.33)

cn (u | k) = cos (z) ◦ ϕ (u | k) = cos (am (u | k)) , z, u ∈ C, k ∈ (0, 1) (5.34)

Vzhledem k tomu, že eliptická amplituda a tedy i eliptické funkce jsou vyšš́ımi
transcendentńımi funkcemi, je k jejich výpočt̊um nutno už́ıt některých aditivńıch
nebo multiplikativńıch identit. Pro eliptický sinus plat́ı identita:

sn (u | k) =2e
−πK

′(k)
4K(k)

√
k

sin

(
πu

2K (k)

) ∞∏
n=1

1− 2e
− 2πnK′(k)

K(k) cos
(

πu
K(k)

)
+ e
− 4πnK′(k)

K(k)

1− 2e
−π(2n−1)K′(k)

K(k) cos
(

πu
K(k)

)
+ e
−π(4n−2)K′(k)

K(k)

, u ∈ C, k ∈ (0, 1)

(5.35)

, pro eliptický kosinus pak:

cn (u | k) =2
√
k′e
−πK

′(k)
4K(k)

√
k

cos

(
πu

2K (k)

) ∞∏
n=1

1 + 2e
− 2πnK′(k)

K(k) cos
(

πu
K(k)

)
+ e
− 4πnK′(k)

K(k)

1− 2e
−π(2n−1)K′(k)

K(k) cos
(

πu
K(k)

)
+ e
−π(4n−2)K′(k)

K(k)

, u ∈ C, k ∈ (0, 1)

(5.36)

Tyto identity lze pak implementovat v jazyce MATLAB s výhodou, nebot’

součiny v nich figuruj́ıćı konverguj́ı
”
velmi rychle“ a nároky na pamět’ i čas

potřebné k výpočtu se t́ım snižuj́ı. Kód funkce pro výpočet eliptického sinu je
uveden v kódu 5.1, a eliptického kosinu v kódu 5.2.

Poznámka 1. Pro účely studia Zolotarevových polynomů byly eliptické funkce
definovány pouze pro reálný parametr v intervalu k ∈ (0, 1), ačkoliv tyto jsou
obecně definovány pro širš́ı množinu parametr̊u.

5.2 Řešeńı výpočtu funkćı a jeho aplikace v ja-

zyce MATLAB

S jazykem MATLAB dodává výrobce velké množstv́ı matematických funkćı im-
plementovaných a optimalizovaných pro použit́ı v uživatelských výpočtech, a to
jak v podobě funkčńıch blok̊u pracuj́ıćıch s maticemi č́ısel ve smyslu vstupńıch ne-
bo výstupńıch hodnot a nebo funkćı pro symbolické výpočty knihovny symbolic.
V obou těchto př́ıpadech se setkáváme, zejména v souvislosti s výpočty Zolotare-
vových polynomů, s vážnými nedostatky znemožňuj́ıćımi jejich použit́ı. Těmito
nedostatky ve většině př́ıpad̊u jsou:
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1 function [sn_]=sn(u,k)
2 pr=20;
3 nome=q(k);
4 K_k=K(k);
5 sn_t=1;

7 for n=1:pr
8 t_=(1-(2*(nomeˆ(2*n))*cos((pi*u)/(K_k)))+...
9 (nomeˆ(4*n)))./(1-(2*(nomeˆ((2*n)-1))*...

10 cos((pi*u)/(K_k)))+(nomeˆ((4*n)-2)));
11 if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
12 sn_t=sn_t.*t_;
13 else
14 continue
15 end
16 end

18 sn_=sn_t.*(((2*(nomeˆ(1/4)))/(kˆ(1/2)))*...
19 sin((pi*u)/(2*K_k)));

Kód 5.1: Eliptický sinus

1 function [cn_]=cn(u,k)
2 pr=20;
3 nome=q(k);
4 K_k=K(k);
5 cn_t=1;

7 for n=1:pr
8 t_=(1+(2*(nomeˆ(2*n))*cos((pi*u)/(K_k)))+...
9 (nomeˆ(4*n)))./(1-(2*(nomeˆ((2*n)-1))*...

10 cos((pi*u)/(K_k)))+(nomeˆ((4*n)-2)));
11 if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
12 cn_t=cn_t.*t_;
13 else
14 continue
15 end
16 end

18 cn_=cn_t.*(((2*(nomeˆ(1/4))*(k_comp(k)ˆ(1/2)))/...
19 (kˆ(1/2)))*cos((pi*u)/(2*K_k)));

Kód 5.2: Eliptický kosinus

� Definice funkce pro nedostatečnou množinu definičńıho oboru, jako např́ıklad
v př́ıpadě eliptických funkćı, kde tyto jsou implementovány pouze pro reálný
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definičńı obor, což je pro výpočty Zolotarevových polynomů nedostačuj́ıćı.

� Úplná absence funkce, jako např́ıklad v př́ıpadě Jacobiho eta funkce, in-
verzńıch eliptických integrál̊u apod.

Z těchto d̊uvod̊u je nutno výše zmı́něné nedostatky řešit dodatečným progra-
mováńım funkćı potřebným k výpočt̊um. Na tyto funkce jsou kladeny mnohé
nároky, a to jak z hlediska časové efektivity, přesnosti výpočtu, pamět’ových
nárok̊u a pod. Z tohoto d̊uvodu je nutno sledovat zmı́něná kritéria v závislosti
na užit́ı konkrétńıch programových konstrukćı a volbě vhodných matematických
formulaćı jednotlivých problémů.

5.2.1 Metody výpočt̊u

V př́ıpadě implementace matematické funkce jakožto zobrazeńı mezi č́ıselnými
množinami patř́ı mezi zásadńı otázky při jejich řešeńı existence analytického
řešeńı výpočtu. V př́ıpadě, že problém umožňuje analytické řešeńı, nab́ıźı se
k posouzeńı možnost využit́ı symbolické knihovny a jej́ıch mnohých výhod oproti
výpočt̊um striktně numerickým. Těmi jsou např́ıklad implementace elementárńıch
funkćı, integrace, derivace, limity, implementace Heavisideovy funkce nebo Di-
rackovy delta funkce atd. V př́ıpadě, že analytické řešeńı neexistuje nebo neńı
objektivně výhodné, je nutno už́ıt numerických metod výpočt̊u, jako je tomu
např́ıklad v př́ıpadě vyč́ıslováńı vyšš́ıch transcendentńıch funkćı. I k těmto účel̊um
je v vhodné užit́ı nástroj̊u symbolických výpočt̊u, kdy symbolická knihovna dis-
ponuje např́ıklad funkćı pro výpočet Taylorových nebo Fourierových řad a pod.

5.2.2 Řešeńı pro funkčńı řady

Nejčastěǰśım problémem, se kterým se setkává řešeńı funkćı pro výpočty Zolo-
tarevových polynomů je vyč́ıslováńı vyšš́ıch transcendentńıch funkćı, jako jsou
eliptické integrály a jejich inverzńı funkce. Zároveň však integrandy Jacobiho
eliptických integrál̊u jsou složenými algebraickými nebo transcendentńımi mero-
morfńımi funkcemi. Tyto pak lze řešit např́ıklad integraćı Taylorova rozvoje ne-
bo užit́ım evaluace částečných rozvoj̊u aditivńıch nebo multiplikativńıch identit.
U těchto je však nutno věnovat pozornost množinám definičńıho oboru, konkrétně
pak oboru konvergence řad.

5.2.3 Řešeńı pro jednotlivé funkce

5.2.3.1 K Úplný eliptický integrál

Věnujme rozboru řešeńı výpočt̊u hodnot této funkce širš́ı prostor. Závěry k tohoto
podrobného zkoumáńı nabudou na významu v daľśıch kapitolách.

Úplný Jacobiho eliptický integrál prvńıho druhu je definován vztahem 6.38. Jedná
se v podstatě o křivkový integrál v komplexńı rovině, ovšem vzhledem k tomu,
že meze integrálu jsou, stejně jako integrand, ryze reálnými, jedná se o integrál

42



KAPITOLA 5. ZOLOTAREVOVY POLYNOMY 5.2. ŘEŠENÍ VÝPOČTU

určitý. To, že se v př́ıpadě Jacobiho eliptických integrál̊u jedná o křivkové in-
tegrály v komplexńı rovině je zřejmé v př́ıpadě, že např́ıklad Jacobiho eliptický
integrál druhého druhu definujeme meromorfńım rozš́ı̌reńım integrandu jakožto
komplexńı funkce komplexńı proměnné, přičemž horńı mez integrálu je též kom-
plexńım č́ıslem.

Pro řešeńı Jacobiho eliptických integrál̊u se jako optimálńı z hlediska im-
plementačńıho jev́ı užit́ı mocninných rozvoj̊u. Kĺıčovými otázkami jsou v těchto
př́ıpadech vždy volba středu řady rozvoje a určeńı poloměru konvergence řady.

Výpočet integrálu bude tedy proveden integraćı mocninného rozvoje integran-
du. Vzhledem k metodě vyšetřováńı poloměru konvergence, která bude definována
a aplikována ńıže, zavedeme nejprve, nyńı pouze zdánlivě bezúčelně, Jacobiho
eliptický integrál, jak bylo zmı́něno výše, jako křivkový integrál v komplexńı ro-
vině meromorfńım rozš́ı̌reńım integrandu takto:

K (k) =

∫ π
2

0

dz√
1− k2 · sin2z

, k ∈ (0, 1), z ∈ C (5.37)

Rozvoj integrandu do Laurentovy řady je vhodné provést tak, aby řada vykazo-
vala nulovou hlavńı část, tedy tak, aby byla pouze mocninnou řadou s kladnými
mocninami. To předpokládá volbu středu mimo pól integrandu nebo podstatnou
singularitu.

f (z) =
1√

1− k2 · sin2z
, k ∈ (0, 1) , z ∈ C (5.38)

Vyšetřeme nyńı singularity funkce
Póly funkce jsou body množiny komplexńıch č́ısel splňuj́ıćı rovnici√

1− k2 · sin2z = 0, k ∈ (0, 1) , z ∈ C (5.39)

1− k2 · sin2z = 0 (5.40)

k2 · sin2z = 1 (5.41)

z = x+ iy, x, y ∈ R
sin z = sinx · cosh y + icosx · sinh y

(5.42)

k · sin z = k · sinx · cosh y + ik · cosx · sinh y = ±1 (5.43)

sinx · cosh y + icosx · sinh y = ±1

k
(5.44)

sinx · cosh y = ±1

k
∧ cosx · sinh y = 0 (5.45)

Řešeńı pro pravou stranu výroku 5.45 je dáno řešeńım pro výrok

cosx = 0 ∨ sinh y = 0 (5.46)
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tedy

x ∈
{
π

(
1

2
+m

) ∣∣∣∣ m ∈ Z
}
∨ y = 0 (5.47)

Řešeńı pro levou stranu výroku 5.45 je pak dáno řešeńım rovnice

sinx · cosh y = ±1

k
(5.48)

Z řešeńı pro výrok 5.46 źıskáváme pro řešeńı rovnice 5.39 výrok(
x ∈

{
π

(
1

2
+m

) ∣∣∣∣ m ∈ Z
}
∨ y = 0

)
∧
(

sinx · cosh y = ±1

k

)
(5.49)

Aplikaćı zákon̊u Booleovy algebry dostáváme výrok(
x ∈

{
π

(
1

2
+m

) ∣∣∣∣ m ∈ Z
}
∧ sinx · cosh y = ± 1

k

)
∨
(
y = 0 ∧ sinx · cosh y = ± 1

k

)
(5.50)

Pro pravou stranu výroku źıskáváme

sinx = ±1

k
∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) (5.51)

Pro pravou stranu výroku 5.50 tedy řešeńı pro reálné části pól̊u neexistuje. Z levé
strany výroku 5.50 dostáváme řešeńı

x ∈
{
π

(
1

2
+m

) ∣∣∣∣ m ∈ Z
}

(5.52)

±cosh y = ±1

k
⇒ y = ±arccosh1

k
(5.53)

Póly funkce 5.38 jsou pak dány

zp = x+ iy = π

(
1

2
+m

)
± i arccosh1

k
, m ∈ Z, k ∈ (0, 1) (5.54)

Póly funkce 5.38 jsou tedy rozmı́stěny symetricky v̊uči reálné ose komplexńı roviny
vzdálené od ńı o hodnotu rovnou absolutńı hodnotě výrazu 5.53. Tato vzdálenost
je závislá na parametru k. Absolutńı hodnota imaginárńı části pól̊u je pro kon-
krétńı parametr k konstantńı. Póly jsou ve směru reálné osy od sebe vzdáleny
o Ludolfovo č́ıslo a jejich reálné části jsou konstantńı nezávisle na parametru k,
a jsou tedy rovny celoč́ıselným násobk̊um Ludolfova č́ısla s afinitou jeho poloviny
od imaginárńı osy komplexńı roviny. Závislost imaginárńıch část́ı pól̊u na para-
metru k je vynesena v grafu 5.1.

Aplikaćı Cauchy-Riemannových podmı́nek na integrand 5.38 źıskáváme rov-
nosti:

f (z) =
1√

1− k2 · sin2z
= |z = x+ iy, x, y ∈ R| = f (x+ iy) =

1√
1− k2 · sin2 (x+ iy)

(5.55)

∂

∂x

[
1√

1− k2 · sin2 (x+ iy)

]
=
k2 cos (x+ iy) sin (x+ iy)[

1− k2sin2 (x+ iy)
] 3

2

(5.56)
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Obrázek 5.1: Závislost absolutńı hodnoty imaginárńı části pól̊u funkce 5.38 na pa-
rametru k

Obrázek 5.2: Norma funkce 5.38

Obrázek 5.3: Reálná část funkce 5.38
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Obrázek 5.4: Imaginárńı část funkce 5.38

Obrázek 5.5: Imaginárńı část funkce 5.38

Obrázek 5.6: Restrikce normy funkce 5.38 podle reálné osy

Obrázek 5.7: Závislost normy funkce 5.38 podle reálné osy v závislosti na para-
metru k
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∂

∂y

[
1√

1− k2 · sin2 (x+ iy)

]
= i

k2 cos (x+ iy) sin (x+ iy)[
1− k2sin2 (x+ iy)

] 3
2

(5.57)

i
∂f

∂x
=
∂f

∂y (5.58)

Z Cauchy-Riemannových podmı́nek plyne, že funkce 5.38 je holomorfńı v celé
komplexńı rovině vyjma bod̊u odpov́ıdaj́ıćım pól̊um 5.54.

Funkci 5.38 můžeme rozvinout do Laurentovy řady s nulovou hlavńı část́ı,
a tedy do řady o středu mimo pól. Restrikćı rozvoje integrandu podle reálné osy
je tedy pak hledanou aproximaćı pro výpočet integrálu 6.38.

Rozvoj funkce holomorfńı v okoĺı U(z0, r), 0 < r ≤ ∞ mimo singularitu je
dán:

f (z) =
∞∑
n=0

an (z − z0), z ∈ U (z0, r) ⊆ C, z0 ∈ C (5.59)

, kde

an =
f (n) (z0)

n!
(5.60)

Tato řada konverguje na otevřeném kruhu o středu z0 a poloměru rovnému
nejmenš́ı vzdálenosti středu řady od pól̊u funkce, je tedy

r = min
∀zp
|zp − z0| (5.61)

Restrikce rozvoje 5.59 holomorfńıho rozš́ı̌reńı reálné funkce podle reálné osy je
rovna Taylorově řadě této funkce. Bude-li střed řady 5.59 reálným č́ıslem, lze
na základě vlastnost́ı konvergence Laurentových řad vyvodit d̊usledek o konver-
genci Taylorových řad reálných funkćı:

Věta 5. Necht’ I ⊆ R, f(x) : I → R, x ∈ R a existuje Taylor̊uv rozvoj funkce f
o středu x0 ∈ R na jistém intervalu J ⊆ I. Existuje-li
F (z) : G → C, z ∈ (I ⊂ G ⊆ C) jako holomorfńı rozš́ıřeńı funkce f , tedy je
F (z) = f(x) ◦ z, pak poloměr konvergence r řady Taylorova rozvoje funkce f je
roven poloměru nejvěťśıho kruhu v definičńım oboru funkce F o středu v bodě x0,
na kterém je funkce F holomorfńı.

D̊ukaz. Věta je př́ımı́m d̊usledkem vlastnost́ı konvergence Laurentových řad apli-
kovaných na řady s nulovou hlavńı část́ı.

Smysl holomorfńıho rozš́ı̌reńı funkce 5.38 jakožto integrandu v definici funkce 6.38
vyplývá právě při hledáńı poloměru konvergence mocninného rozvoje této funkce.
Aplikaćı věty 5 źıskáváme, že pro poloměr konvergence r Taylorovy řady funk-
ce 5.38 o středu x0 je roven:

r = min
∀zp∈ZP

|zp − x0| = min
m∈Z


√[

π

(
1

2
+m

)
− x0

]2
+ arccosh2

(
1

k

)  (5.62)
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ZP =

{
π

(
1

2
+m

)
± i arccosh1

k

∣∣∣∣ m ∈ Z
}

(5.63)

Ze vztahu 5.62 plyne hned několik závěr̊u platných pro poloměr konvergence
Taylorovy řady funkce 5.38. Předně, poloměr konvergence záviśı z hlediska cha-
rakteristik funkce pouze na parametru k, tedy na hodnotě eliptického modulu.
Dále je pak jeho hodnota stejná pro všechny středy řady je stejnou vzdálenost́ı
od dolńıch nebo horńıch krajńıch bod̊u všech interval̊u děleńı D:

D = {〈πm, π (m+ 1)〉 | m ∈ Z} (5.64)

Konečně, nevětš́ıho poloměru konvergence řada nabývá při středech rovných
č́ısl̊um z množiny RM :

RM = {πm | m ∈ Z} (5.65)

, neboli celoč́ıselným násobk̊um Ludolfova č́ısla. Tento největš́ı poloměr je pak
roven:

rmax =

√
π2

4
+ arccosh2

(
1

k

)
>
π

2
(5.66)

Naopak nejmenš́ıho poloměru konvergence řady bude dosaženo při volbě středu
řady rovnému č́ıslu z množiny RM :

Rm =
{π

2
m
∣∣∣ m ∈ Z

}
(5.67)

, neboli celoč́ıselným násobk̊um poloviny Ludolfova č́ısla. Tento nejmenš́ı po-
loměr je pak roven:

rmin = arccosh
1

k
> 0 (5.68)

Sledujme nyńı graficky vliv na kvalitu aproximace funkce 5.38 částečným roz-
vojem do Taylorovy řady v závislosti na jej́ım středu. V grafech 5.16 až 5.27 jsou
červeně vykresleny pr̊uběhy reálné funkce coby restrikce funkce 5.38 podle reálné
osy pro r̊uzné parametry k. Modře jsou pak vykresleny částečné mocninné rozvoje
pro řády rozvoj̊u rovným 10, 20 a 26 a pro středy řad rovným 0 a π

4
. Tyto moc-

ninné rozvoje jsou podle výše zmı́něného restrikcemi částečných Laurentových
řad funkce 5.38 v totožných středech. Tyto částečné Laurentovy rozvoje jsou pro
normu funkce 5.38 o parametru k = 0.7 z d̊uvod̊u ilustrativńıch pro r̊uzné stupně
rozvoje a středy rovny 0, π

4
a π

2
vykresleny v grafech 5.8 až 5.15.

Při porovnáńı graf̊u 5.16 a 5.27 je zřejmé, že ve sledovaném intervalu 〈0, π
2
〉

danému mezemi integrace integrálu 6.38 se grafy aproximačńıch polynomů v bĺız-
kosti hraničńıch bod̊u sledovaného intervalu lépe přimykaj́ı ke graf̊um aproximo-
vaných funkćı při středu rovnému č́ıslu π

4
něž v př́ıpadě středu rovnému č́ıslu 0.

Chyby aproximaćı jsou patrny zejména v bĺızkosti hraničńım bod̊um sledovaného
intervalu. Dále je dle očekáváńı kvalita aproximace lepš́ı při vyšš́ım stupni rozvo-
je. Sledujme konečně chybu aproximace ve sledovaném intervalu. Pro jednotlivé
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Obrázek 5.8: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 8 o středu v bodě z0 = 0
a jeho restrikce podle reálné osy (modře)

Obrázek 5.9: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 20 o středu v bodě z0 = 0
a jeho restrikce podle reálné osy (modře)
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Obrázek 5.10: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 120 o středu v bodě z0 = 0
a jeho restrikce podle reálné osy (modře)

Obrázek 5.11: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 8 o středu v bodě z0 = π

4

a jeho restrikce podle reálné osy (modře)

50



KAPITOLA 5. ZOLOTAREVOVY POLYNOMY 5.2. ŘEŠENÍ VÝPOČTU

Obrázek 5.12: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 20 o středu v bodě z0 = π

4

a jeho restrikce podle reálné osy (modře)

Obrázek 5.13: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 80 o středu v bodě z0 = π

4

a jeho restrikce podle reálné osy (modře)
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Obrázek 5.14: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 8 o středu v bodě z0 = π

2

a jeho restrikce podle reálné osy (modře)

Obrázek 5.15: Graf normy funkce 5.38 a jej́ı restrikce podle reálné osy (červeně)
a jej́ıho částečného Laurentova rozvoje stupně n = 80 o středu v bodě z0 = π

2

a jeho restrikce podle reálné osy (modře)

52



KAPITOLA 5. ZOLOTAREVOVY POLYNOMY 5.2. ŘEŠENÍ VÝPOČTU

Obrázek 5.16: Rozvoj stupně n = 10 o středu z0 = 0 pro k od 0.05 do 0.35

Obrázek 5.17: Rozvoj stupně n = 26 o středu z0 = 0 pro k od 0.05 do 0.35

Obrázek 5.18: Rozvoj stupně n = 10 o středu z0 = 0 pro k od 0.4 do 0.7

Obrázek 5.19: Rozvoj stupně n = 26 o středu z0 = 0 pro k od 0.4 do 0.7

Obrázek 5.20: Rozvoj stupně n = 10 o středu z0 = 0 pro k od 0.8 do 0.95
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Obrázek 5.21: Rozvoj stupně n = 26 o středu z0 = 0 pro k od 0.8 do 0.95

Obrázek 5.22: Rozvoj stupně n = 10 o středu z0 = π
4

pro k od 0.05 do 0.35

Obrázek 5.23: Rozvoj stupně n = 20 o středu z0 = π
4

pro k od 0.05 do 0.35

Obrázek 5.24: Rozvoj stupně n = 10 o středu z0 = π
4

pro k od 0.4 do 0.7

Obrázek 5.25: Rozvoj stupně n = 20 o středu z0 = π
4

pro k od 0.4 do 0.7
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Obrázek 5.26: Rozvoj stupně n = 10 o středu z0 = π
4

pro k od 0.8 do 0.95

Obrázek 5.27: Rozvoj stupně n = 20 o středu z0 = π
4

pro k od 0.8 do 0.95

Obrázek 5.28: Chyba aproximace pro n = 16, z0 = π
4

a k od 0.05 do 0.45
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Obrázek 5.29: Chyba aproximace pro n = 16, z0 = π
4

a k od 0.5 do 0.95

parametry k jsou pr̊uběhy chyby aproximace pro řád rozvoje rovný 16 a střed řady
rovný π

4
vyneseny v grafech 5.28 a 5.29. Chyba aproximace je dána vztahem:

E (x) = f (x)−
R∑
n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)n, x ∈ U (x0, r) ⊂ R (5.69)

, kde x0 je střed řady a r poloměr konvergence řady.
Vyšetřeńı chyby určitého integrálu 6.38 vypočteného integraćı řady bude pro-

vedeno horńımi a dolńımi integrálńımi součty chybové funkce 5.69. Integrálńı
součty budou provedeny pro intervalové rozděleńı:

D =
{〈π

2
(n− 1) · 10−6,

π

2
n · 10−6

〉 ∣∣∣ n =
{

1, 2, 3, . . . , 106
}}

=

=
{〈

0,
π

2
10−6

〉
,
〈π

2
10−6, π10−6

〉
,
〈
π10−6, 3

π

2
10−6

〉
, . . . ,

〈π
2

(
1− 10−6

)
,
π

2

〉} (5.70)

Dolńı integrálńı součet je pak dán:

s (D) = ∆x
106∑
i=1

E (xi) (5.71)

, a horńı integrálńı součet:

S (D) = ∆x
106−1∑
i=0

E (xi) (5.72)

, kde

xi =
{π

2
i
∣∣∣ i ∈ {0, 1, 2, . . . , 106

}}
(5.73)
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k s(D) S(D) ∆SE

0.05 −1.115438922050781 · 10−13 −1.115432036998366 · 10−13 6.885052415065026 · 10−19

0.10 −1.326338889916690 · 10−12 −1.326294275195584 · 10−12 4.461472110546046 · 10−17

0.15 3.791312954792049 · 10−12 3.791775591250215 · 10−12 4.626364581661073 · 10−16

0.20 1.023185018322552 · 10−10 1.023202829904319 · 10−10 1.781158176760201 · 10−15

0.25 6.942436592131878 · 10−10 6.942433438436060 · 10−10 −3.153695817718032 · 10−16

0.30 2.841411383854962 · 10−9 2.841371022338712 · 10−9 −4.036151625006582 · 10−14

0.35 7.630656395497742 · 10−9 7.630401615062989 · 10−9 −2.547804347533788 · 10−13

0.40 9.790264218961657 · 10−9 9.789295481294693 · 10−9 −9.687376669639856 · 10−13

0.45 −2.738641076835532 · 10−8 −2.738878657856735 · 10−8 −2.375810212030684 · 10−12

0.50 −2.347133516746285 · 10−7 −2.347153599136557 · 10−7 −2.008239027196819 · 10−12

0.55 −9.039021043023888 · 10−7 −9.038875606364549 · 10−7 1.454366593394184 · 10−11

0.60 −2.186509672986831 · 10−6 −2.186417847522377 · 10−6 9.182546445410427 · 10−11

0.65 −1.880584998369962 · 10−6 −1.880301314266362 · 10−6 2.836841036007284 · 10−10

0.70 1.197395173615674 · 10−5 1.197425723366962 · 10−5 3.054975128748014 · 10−10

0.75 6.756927540990074 · 10−5 6.756741359438765 · 10−5 −1.861815513093607 · 10−9

0.80 1.211385744512799 · 10−4 1.211283108238104 · 10−4 −1.026362746947226 · 10−8

0.85 −4.574798247859691 · 10−4 −4.574810486448278 · 10−4 −1.223858858711863 · 10−9

0.90 −2.140045243191482 · 10−3 −2.139887427980916 · 10−3 1.578152105659141 · 10−7

0.95 1.385950568642374 · 10−2 1.385883399639387 · 10−2 −6.716900298742168 · 10−7

Tabulka 5.1: Horńı a dolńı integrálńı součty a jejich rozd́ıl pro k od 0.05 do 0.95

jsou hraničńı body interval̊u rozděleńı D, a

∆x = xi − xi−1, ∀i, i 6= 0 (5.74)

je diference těchto hraničńıch bod̊u. V tabulce 9.2 jsou pro r̊uzné hodnoty para-
metru k, pro řád rozvoje rovný 16 a střed roven π

4
vypsány hodnoty integrálńıch

součt̊u 5.71 a 5.72 chybové funkce 5.69 a jejich rozd́ıl ∆SE = S(D)− s(D):
Na tomto mı́stě by bylo již možno definovat konkrétńı aparát pro vyšetřováńı

vlivu aproximace konečnými polynomiálńımi rozvoji na chyby výpočt̊u a možnosti
implementace. Z tabulky 9.2 je zřejmé, že se vzr̊ustaj́ıćı hodnotou parametru k
chyba aproximace roste. Při nejvyšš́ı hodnotě parametru k v tabulce 9.2 rovnému
hodnotě 0.95 je chyba dokonce v řádu 10−2. Z tendence r̊ustu chyby v závislosti
na hodnotě parametru lze usoudit, že bude-li se parametr k bĺıžit k hraničńı hod-
notě rovné č́ıslu 1, bude chyba aproximace r̊ust ještě intenzivněji. To je konečně
d̊usledkem toho, že poloměr konvergence se vzr̊ustaj́ıćı hodnotou parametru k
klesá, a to tak, že č́ım bĺıže se parametr bĺıž́ı hraničńımu bodu 1, t́ım klesá rych-
leji. Důvod je zřejmý z grafu 5.1 a rovnice 5.62. V bĺızkosti hraničńımu bodu
1 parametru k je závislost poloměru konvergence konkávńı a klesaj́ıćı. Z těchto
d̊uvodu je tedy za účelem nižš́ı chyby aproximace, zejména při vyšš́ıch hodnotách
parametru k, účelné zavést takový zp̊usob polynomiálńı aproximace, který bude
vykazovat nižš́ı chybovost. Chyba aproximace částečným Taylorovým rozvojem
je d̊usledkem odchylky funkce a jej́ı aproximace zvyšuj́ıćı se se vzdálenost́ı od
bodu odpov́ıdaj́ıćımu středu řady. Naopak, v okoĺı středu řady je chyba menš́ı
bĺıže středu. V bodě středu je pak aproximačńı polynom identický s aproximova-
nou funkćı. Tyto vlastnosti jsou dány samou podstatou Taylorova rozvoje funkce,
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která spoč́ıvá v definici Taylorova polynomu jakožto funkce maj́ıćı s rozv́ıjenou
funkćı styk určitého řádu, který je dán stupněm polynomu. Z těchto vlastnost́ı
Taylorových řad plyne, že chybu aproximace lze sńıžit vhodnou volbou středu
řady za předpokladu stanoveného stupně aproximace. Daľśıho sńıžeńı chyby lze
pak dosáhnout pouze zvýšeńım stupně rozvoje. Jinou variantu řešeńı podává
rozděleńı definičńıho oboru aproximované funkce na d́ılč́ı podmnožiny a aproxi-
movat parciálńı funkce vzniklé t́ımto rozděleńım.

5.2.3.2 H Jacobiho eta funkce

Pro implementaci Jacobiho eta funkce lze s výhodou už́ıt rozvoje prvńı theta
funkce v řadu:

ϑ1 (z, q) = 2q
1
4

∞∑
n=0

{
(−1)nqn(n+1) sin [(2n+ 1) z]

}
, |q| < 1, z ∈ C (5.75)

V rozvoji 5.75 figuruje, jakožto parametr funkce, eliptický nome. Mezi ńım a pa-
rametrem k plat́ı vztah 5.24. Jacobiho eta funkce je pak dána translaćı proměnné
theta funkce dle vztahu 5.25. Dostáváme tak řadu pro eta funkci ve tvaru:

H (u | k) =2e−π
K′(k)
4K(k)

∞∑
n=0

{
(−1)ne−π

n(n+1)K′(k)
K(k) sin

[
(2n+ 1)

πu

2K (k)

]}
, k ∈ (0, 1) , u ∈ C

(5.76)

Implementace funkce pro výpočet Jacobiho eta funkce v jazyce MATLAB je pak
syntaktickým vyjádřeńım řady 5.76 v hyearchii funkćı pro Jacobiho prvńı theta
funkci a eliptický nome:

1 function [Th]=theta_1(z,q)

3 pr=30;
4 [r,s]=size(z);
5 Th_t(r,s)=0;

7 for n=0:1:pr
8 Th_t_n=(((-1)ˆn)*(qˆ(n*(n+1)))*sin(((2*n)+1)*z));
9 if (sum(sum(isnan(Th_t_n)))==0)

10 Th_t=Th_t+Th_t_n;
11 else
12 continue
13 end
14 end

16 Th=Th_t*2*(qˆ(1/4));

Kód 5.3: Prvńı theta funkce
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1 function nome=q(k)

3 nome=exp(-((pi*K_(k))./K(k)));

Kód 5.4: Eliptický nome z parametru k

1 function [eta]=H(u,k)

3 eta=theta_1(((u*pi)/(2*K(k))),q(k));

Kód 5.5: Jacobiho eta funkce

Konstrukce kódu 5.5 zřejmě odpov́ıdá vyjádřeńı řady 5.76, nicméně podstat-
nou otázkou v př́ıpadě aditivńıch a multiplikativńıch rozvoj̊u je jejich řád apliko-
vaný na konkrétńı úlohu. Hodnota řádu konečného rozvoje je vždy otázkou volby
mezi přesnost́ı výpočtu a výpočetńıch nárok̊u. Vzhledem k tomu, že řada 5.75
konverguje

”
velmi rychle“ s rostoućım řádem rozvoje, postačuje, vzhledem pre-

ciznosti vyjádřeńı desetinných mı́st v jazyce MATLAB, pro plné vyjádřeńı theta
funkce v rozsahu definičńıho podoboru plně postačuj́ıćım pro potřeby výpočt̊u
a v celém intervalu pro parametr k řád rozvoje určený přǐrazeńım v řádku 3.
kódu 5.3.

5.3 Řešeńı Zolotarevových polynomů

5.3.1 Definičńı obor Zolotarevových polynomů

Definičńım oborem Zolotarevových polynomů je dle vztahu 5.1 množina kom-
plexńıch č́ısel. Avšak předmětem zájmu je pouze určitá funkce vzniklá složeńım
Zolotarevova polynomu a křivky zadané rovnićı 5.4. Vzhledem k tomu, že křivka je
zadaná rovnićı 5.4 implicitně, nelze vyjádřit Zolotarev̊uv polynom jakožto funkci
proměnné w. Křivka je touto rovnićı zadána právě tak, že parametr w figuruj́ıćı
v rovnici 5.4 je reálný a zároveň z intervalu 〈−1, 1〉. Že rovnice 5.4 spolu s tou-
to podmı́nkou pro parametr w zadává skutečně křivku bude dokázáno v daľśım
spolu s rozborem vlastnost́ı tohoto parametru a jeho souvislost́ı s vlastnostmi
polynomů.

Bez nároku na matematickou korektnost lze problém složeńı Zolotarevova po-
lynomu a křivky 5.4 vyjádřit ilustrativně takto:

Necháme-li parametr w prob́ıhat v reálném intervalu 〈−1, 1〉, bude každému
č́ıslu w0 z tohoto intervalu odpov́ıdat určité komplexńı č́ıslo (č́ısla) u0 z definičńıho
oboru funkce 5.4. Je to právě to č́ıslo, které vyhovuje rovnici 5.4 a konkrétńımu
w0, tedy po dosazeńı u0 do rovnice 5.4 źıskáváme právě w0. A právě toto č́ıslo
u0 př́ıslušné konkrétńımu w0 je třeba dosadit do rovnice 5.1. Dosad́ıme-li tak-
to všechna č́ısla u0 do rovnice 5.1 a vytvoř́ıme-li funkci přǐrazuj́ıćı každému w0

funkčńı hodnotu vzniklou dosazeńım u0 př́ıslušej́ıćımu w0 podle rovnice křivky 5.4
do rovnice 5.1, źıskáme tak funkci, jež je předmětem zájmu, tedy Zolotarev̊uv po-
lynom.
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5.3.2 Rozbor definičńı křivky

Za účelem rozboru rovnice křivky 5.4 definujme funkci:

Wp,q (u | k) =
sn2 (u | k) · cn2

(
p
nK (k)

∣∣∣ k)+ cn2 (u | k) · sn2
(
p
nK (k)

∣∣∣ k)
sn2 (u | k)− sn2

(
p
nK (k)

∣∣∣ k)
, u ∈ C, k ∈ (0, 1)

(5.77)

n = p+ q (5.78)

Předpis funkce 5.77 je stejný, jako předpis rovnice 5.4. Jedná se však o komplexńı
funkci komplexńı proměnné s reálným parametrem. Hledaná křivka je vlastně
parciálńı funkćı funkce 5.77. Je to právě ta podmnožina zobrazeńı 5.77, pro kterou
plat́ı, že právě na ni nabývá funkce 5.77 hodnot z intervalu 〈−1, 1〉, a tedy jej́ı
imaginárńı část je rovna nule.

Zolotarev̊uv polynom stupně n = p + q s parametry p, q a k pak, na základě
závěr̊u v [39], definujeme:

Zp,q (w | k) =
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2sn2
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n
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∣∣∣∣∣∣ k
+w−1

sn2
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n
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∣∣∣∣∣∣ k
(w+1)
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

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k






, w ∈ C

(5.79)

A =
〈
−1, cn2

(p
n
K (k)

∣∣∣ k)−sn2
(p
n
K (k)

∣∣∣ k))
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〈
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( p
n
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∣∣∣ k)−sn2
( p
n
K (k)

∣∣∣ k) ,
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(
p
n
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∣∣∣ k)− sn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) k′2
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(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)
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C =

〈
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(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)− sn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) k′2
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p
n
K (k)

∣∣∣ k) , 1

〉
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A ∩B ∩ C = ∅ (5.80)

A ∪B ∪ C = 〈−1, 1〉 (5.81)

, nebo, Zolotarev̊uv polynom stupně n = p + q s parametry p, q a k je také
roven identitě:

Zp,q (w | k) =



(−1)p+ncos (2nϕHα (w | k)) , w ∈ A

(−1)pcosh


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

H
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k
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n
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k



H
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√√√√√√√√√
2sn2
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n
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k2sn2
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n
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(w+1)
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k

− pnK(k)+jK′(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k






, w ∈ B

(−1)pcos (2nϕHγ (w | k)) , w ∈ C
(5.82)

A =
〈
−1, cn2

(p
n
K (k)
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K (k)

∣∣∣ k))
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(
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

C =

〈
cn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)− sn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) k′2
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(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) , 1

〉

, kde funkce ϕHα (w | k) je definována rovnićı 5.83 a funkce ϕHγ (w | k) 5.84.
Jedná se o kompaktńı tvar rovnice 5.79.

ϕHα (w | k) = arg

H
 p

n
K (k) + jarcsn

sn
(
p
nK (k)

∣∣∣ k)
cn
(
p
nK (k)

∣∣∣ k)
√

1 + w

1− w

∣∣∣∣∣∣ k′
 ∣∣∣∣∣∣ k

 (5.83)

ϕHγ (w | k) = arg

H
K (k) +

p

n
K (k) + jarcdn


√√√√√√2sn2

(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)+ w − 1

sn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) (w + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ k
′


∣∣∣∣∣∣∣∣ k

 (5.84)
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Kapitola 6

Legenderova transformace

K zavedeńı této transformace mě vedla potřeba naj́ıt takové zobrazeńı na množině
reálných funkćı, které umožńı vyjádřit vzor funkce 6.24 v jej́ım polynomiálńım
tvaru, tz. ve formě funkce dle vztahu 4.1. Předpokladem pro takovou konstruk-
ci byl fakt, že tento předpis funkce je trascendentńım vyjádřeńım polynomu
obecného stupně, jak plyne z jej́ı definice. Vyjádřeńı funkce polynomiálńı identi-
tou na základě jej́ıho obecného tvaru představuje výhodu a prakticky, v obecném
př́ıpadě, jedinou možnost, jak provádět nad těmito funkcemi analytické trans-
formace, zejména aplikace integrálńıch a diferenciálńıch funkcionál̊u a funkčńıch
operátor̊u, tedy operace tolik nezbytné pro aplikace v kalkulu syntézy a analýzy
systémů pro zpracováńı signál̊u.

Legenderova transformace představuje zejména možnost vhodného uplatněńı
numerických metod. To předevš́ım proto, že numerické výpočty s polynomy jsou
dnes standardně hojně zastoupeny jak v hardwarové výbavě aritmetických ja-
der signálových procesor̊u, tak v základńıch knihovnách programovaćıch jazyk̊u
a daľśıch návrhových nástroj̊u. Výpočty, na kterých je transformace založena, je
proto možné optimalizovat stejně tak pro řešeńı v reálném čase, jako pro nástroje
s výpočty už́ıvané v syntéze a analýze obvod̊u. Např́ıklad v syntéze filtr̊u aplikuje-
me algoritmy pro výpočty s funkcemi ve tvaru polynomů a racionálńıch lomených
funkćı konečných stupň̊u, jakožto výsledk̊u aproximaćı obecných funkćı. Forma
těchto aproximaćı má pak kĺıčový význam pro výsledek syntézy a vlastnosti kon-
strukce zapojeńı obvodu.

6.1 Princip Legenderovy transformace

Legenderova transformace je založena na rozkladu funkce do ortogonálńı polyno-
miálńı báze, kde bázovými funkcemi jsou Legenderovy polynomy. Legenderovy
polynomy vykazuj́ı zásadńı výhodu, a sice ortogonalitu na stejné množině defi-
ničńıho oboru identickým s definičńım oborem polynomů Zolotarevových. Stejně
jako v př́ıpadě Čebyševovy nebo Butterwothovy aproximace lze vhodnými sub-
stitucemi a normováńım dosáhnout rozvoje i mimo tento definičńı interval.
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6.1.1 Legenderovy polynomy

Definice Legenderových polynomů je motivována řešeńım Legenderovy diferen-
ciálńı rovnice ve tvaru:(

x2 − 1
) d

dx

(
x2 − 1

)n
= 2nx

(
x2 − 1

)n (6.1)

Zde nacháźıme v motivaci k jejich zavedeńı jistou analogii. Podobně jako
v př́ıpadě polynomů Čebyševových, primárńı definičńı vztah determinuje atri-
buty jisté množiny funkćı a vztah̊u mezi nimi. Ačkoliv je jejich podstatou řešeńı
konkrétńı diferenciálńı rovnice, umožňuj́ı jejich specifické vlastnosti užit́ı v daľśıch
úlohách obecněǰśıho charakteru.

Legenderovy polynomy jsou definovány, mimo jiné, vztahy:

Pn (x) =
1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)2

(x− 1)n−k(x+ 1)k (6.2)

Pn (x) =
n∑
k=0

(
n
k

)(
−n− 1
k

)(
1− x

2

)k
(6.3)

Pn (x) = 2n ·
n∑
k=0

xk
(
n
k

)(
n+k+1

2

n

)
(6.4)

V př́ıpadě sudého stupně je polynom funkćı sudou, jelikož koeficienty Legen-
derova polynomu stupně n ve tvaru:

Pn (x) =
n∑
k=0

pn [k + 1]xk (6.5)

, kde pn je posloupnost těchto koeficient̊u, se u lichých mocnin základńı pro-
měnné rovnaj́ı nule. V př́ıpadě lichého stupně polynomu se koeficienty u sudých
mocnin proměnné rovnaj́ı nule, proto jsou výsledné polynomy funkcemi lichými.
Grafy a koeficienty Legenderových polynomů stupň̊u od 0 do 30 uvedeny
v Př́ıloze 1.

6.1.1.1 Ortogonalita Legenderových polynomů

Legenderovy polynomy jsou vzájemně ortogonálńı funkce v intervalu 〈−1; 1〉. To
je zásadńı vlastnost pro jejich užit́ı jako bázových funkćı v integrálńı transfor-
maci, nebot’ tato implikuje absenci váhové funkce a tud́ıž zásadńı zjednodušeńı
souvisej́ıćıch výpočt̊u.

Definujeme-li standardńı skalárńı součin reálných funkćı:

S =

∫
A

f1 (x) f2 (x) dx (6.6)
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, kde A je uzavřený interval integrace, pak pro Legenderovy polynomy plat́ı:∫ 1

−1
Pm (x)Pn (x) dx =

2

2n+ 1
δmn (6.7)

, kde δmn je Kronecker̊uv tenzor.

Z vlastnost́ı symetrie pak plyne, že pro stupeň Legenderova polynomu větš́ı než 0
plat́ı: ∫ 1

−1
Pn (x) dx = 0 ; n ∈ N (6.8)

6.1.2 Proces transformace

Podstata Legenderovy transformace spoč́ıvá v rozkladu funkce f(x) na součet
váhovaných polynomiálńıch báźı:

f (x) =
N∑
k=0

akPk (x) (6.9)

, kde č́ıslo N ∈ N nazýváme stupněm transformace. Váhy Legenderový polynomů
jsou pak dány:

an =
2n+ 1

2

∫ 1

−1
f (x)Pn (x) dx (6.10)

, kde Pn(x) je Legender̊uv polynom stupně n.

Funkce f(x) je pak dána jej́ım rozkladem na intervalu 〈−1; 1〉 vztahem 6.10.
Legenderovu transformaci pak můžeme zavést následovně:

Definice 12. Legenderova transformace: Necht’ je dána funkce f(x) ∈ R ;
x ∈ 〈−1; 1〉 taková, že: ∫ 1

−1
|f (x)|dx <∞ (6.11)

Pak Legender̊uv obraz stupně N je funkce:

F (x) =
N∑
k=0

akPk (x) ; x ∈ I ⊇ 〈−1; 1〉 , I ⊆ R (6.12)

, kde č́ıslo ak nazýváme k-tým koeficientem transformace. Tyto koeficienty
jsou pak dány:

an =
2n+ 1

2

∫ 1

−1
f (x)Pn (x) dx (6.13)

Interval 〈−1; 1〉 nazýváme intervalem transformace.
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Plat́ı-li identita f(x) ≡ F (x) pro daný stupeň N transformace, pak funkci F (x)
nazýváme úplným Legenderovým obrazem funkce f(x) stupně N . Značme tento
úplný obraz funkce f(x):

LN (f) = f̃N (6.14)

Neplat́ı-li identita f(x) ≡ F (x) pro daný stupeň N transformace, pak funkci
F (x) nazýváme neúplným Legenderovým obrazem funkce f(x) stupně N . Značme
tento neúplný obraz funkce f(x):

L̂N (f) = f̂N (6.15)

Pakliže č́ıslo N ve výrazu 6.12 je nevlastńı, tj. N = ∞, pak výraz 6.12
nazýváme Legenderovou řadou.

Věta 6. Obraz Legenderovy transformace funkce f (x) ∈ R; x ∈ R integrabilńı
na intervalu transformace je určen jednoznačně.

D̊ukaz. Ze vztahu 6.7 plyne ortogonalita Legenderových polynomů. T́ım pádem
je možno funkci f (x) zapsat ve tvaru řady:

f (x) =
∞∑
i=0

aiPi (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (6.16)

Jedná se o lineárńı kombinaci ortogonálńı báze {Pi (x)}; x ∈ 〈−1; 1〉. Pro
souřadnice {ai} ∈ R v̊uči této bázi lze zapsat skalárńı součin:∫ 1

−1
f (x)Pk (x) dx =

∫ 1

−1

[
Pk (x)

∞∑
i=0

aiPi (x)
]
dx =

=
∞∑
i=0

ai

[ ∫ 1

−1
Pi (x)Pk (x)dx

]
= ak

2

2k + 1

(6.17)

Z toho plyne, že:

ak =
2k + 1

2

∫ 1

−1
f (x)Pk (x) dx (6.18)

6.1.3 Vlastnosti transformace

Legenderova transformace je založena na rozkladu vzoru do ortogonálńı báze. Je
však třeba dokázat, že množina Legenderových polynomů zkutečně tvoř́ı bázi:

Věta 7. Množina Legenderových polynom̊u P = {Pi (x)}ni=0 dle definice v kapitole
6.1.1 tvoř́ı bázi prostoru Pn všech polynom̊u stupně nejvýše n dle definice 2.
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D̊ukaz. Prostor funkćı integrabilńıch na intervalu Legenderovy transformace tvoř́ı
s operaćı násobeńı reálným č́ıslem a skalárńım součinem dle vztahu 6.6 lineárńı
prostor se skalárńım součinem. Jeho podprostorem je pak prostor Pn všech poly-
nomů stupně nejvýše n dle definice 2. Tento prostor má dle věty 3 dimenzi rovnu
n+ 1.

Báze prostoru Pn proto sestává z n + 1 lineárně nezávislých funkćı z tohoto
prostoru.

Lineárńı nezávislost Legenderových polynomů množiny P zajǐst’uje jejich orto-
gonalita dle vztahu 6.7, a protože jejich počet je dle předpokladu n+1, a všechny
nálež́ı prostoru Pn, tvoř́ı tato množina bázi prostoru všech polynomů stupně
nejvýše n.

Obecně je obrazem Legenderovy transformace polynom nevlastńıho stupně.
Avšak v př́ıpadě, že vzorem je funkce identická s polynomem konečného stupně,
byt’ vyjádřená v obecné analytické formě, je úplný Legender̊uv obraz této funkce
polynom stupně téhož. Tento závěr plyne z vlastnosti izomorfismu Legenderovy
transformace, přičemž stupeň transformace je pak dán dimenźı podprostoru gene-
rovaného báźı všech těch Legenderových polynomů, pro něž koeficienty transfor-
mace jsou nenulové. Následuj́ıćı věta shrnuje tyto souvislosti v kompaktńı formě:

Věta 8. Úplný Legender̊uv obraz LN (f) funkce f (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉, identické

s polynomem Pf (x) ≡ f (x) konečného stupně N , je polynom f̃N stupně téhož.

D̊ukaz. Definičńı suma 6.12 ve tvaru:

f̃N (x) =
N∑
k=0

akPk (x) (6.19)

je lineárńı kombinaćı ortogonálńı báze Legenderových polynomů a koeficient̊u
transformace. Dle definičńıho vztahu 6.5 je Legender̊uv polynom lineárńı kombi-
naćı implicitńı báze dle definice 5. Protože je tedy výraz 6.19 lineárńı kombinaćı
lineárńıch kombinaćı implicitńı báze, pak dle věty 2 tento výraz udává též lineárńı
kombinaci implicitńı báze, jej́ıž souřadnice jsou dány dle definice 2. Pak vzhle-
dem k tomu, že dle věty 1 je obecně polynom dán jednoznačně svými koeficienty,
a v souladu s předpokladem, že vzor f (x) je identický s polynomem Pf (x), je

polynom f̃N dán jednoznačně a t́ım i jeho stupeň, jež je roven stupni polynomu
Pf (x), nebot’ dle definice 6.14 plat́ı f̃N (x) ≡ f (x).

Otázkou ovšem z̊ustává, zdali skutečně vzor Legenderovy transformace je
svým obrazem popsán unikátně, a to bez ohledu na to, jestli necháme tento vzor
algoritmem Legenderovy transformace proj́ıt i ”dále”, než do stupně polynomu
identickému se vzorem. Jinými slovy, měli bychom si být jisti, že pokud je vzor
identický s polynomem konečného stupně, jsou všechny koeficienty v definičńı
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sumě 6.12, jejichž index je vyšš́ı než je stupeň polynomu identickému vzoru, rov-
ny nule.

Věta 9. Necht’ f (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 je vzor Legenderovy transformace a plat́ı
Pf (x) ≡ f (x), kde Pf (x) je polynom stupně N . Pak koeficienty Legenderovy

řady f̃∞ (x) dle definice 12 Legenderových polynom̊u stupně vyšš́ıho než N jsou

rovny nule, neboli plat́ı f̃∞ (x) = f̃N (x).

D̊ukaz. Dı́ky větě 8 v́ıme, že pro vzor f (x) existuje úplný Legender̊uv obraz

f̃N (x). Budeme-li hledat koeficienty Legenderovy řady dle vztahu 6.13 v definici
12, pak pro tyto dostáváme:

an =
2n+ 1

2

∫ 1

−1
f (x)Pn (x) dx =

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
f̃N (x) +

∞∑
k=N+1

0 · Pk (x)

]
Pn (x) dx =

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
N∑
k=0

akPk (x) +
∞∑

k=N+1

0 · Pk (x)

]
Pn (x) dx =

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
N∑
k=0

akPk (x)Pn (x) +
∞∑

k=N+1

0 · Pk (x)Pn (x)

]
dx =

= 2n+1
2

N∑
k=0

[
ak
∫ 1

−1 Pk (x)Pn (x) dx
]

+ 2n+1
2

∞∑
k=N+1

[
0 ·
∫ 1

−1 Pk (x)Pn (x) dx
]

=

=
2n+ 1

2

N∑
k=0

[
ak

(
2

2n+ 1
δkn

)]
+ 0 = ak

2n+ 1

2

(
2

2n+ 1
δkn

)
=

=

∣∣∣∣δkn = 1; k = n
δkn = 0; k 6= n

∣∣∣∣ = ak=n

(6.20)

Koeficienty Legenderovy řady jsou pro Legenderovy polynomy stupně vyšš́ıho,
než je stupeň polynomu identického se vzorem, nulové a Legenderova řada je proto
rovna úplnému Legenderově obrazu f̃N (x) stupně N funkce Pf (x) ≡ f (x).

Věta 9 vlastně dává smysl definici Legenderovy transformace, nebot’ nám za-
ručuje, že jej́ı obraz bude ”složen” pouze z těch váhovaných Legenderových po-
lynomů, které jsou ”potřebné” pro výsledek transformace. Jinými slovy, apliku-
jeme-li na funkci Legenderovu transformaci, bude jej́ı obraz vždy stejný, i když
budeme ve výpočtech koeficient̊u pokračovat i pro bázové Legenderovy polynomy
stupň̊u vyšš́ıch, než je stupeň polynomu identického se vzorem.

Poznámka 2. Vysvětleme ještě princip Legenderovy transformace myšlenkovým
konstruktem:
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Věty 8 a 9 nám zaručuj́ı, že vzor Legenderovy transformace je polynom, byt’

nevlastńıho stupně, daný lineárńı kombinaćı navzájem ortonormálńıch Legende-
rových polynomů. Integrál 6.13 zadává vlastně skalárńı součin vzoru s bázovými
vektory prostoru funkćı, jehož prvkem je právě vzor transformace. Výsledkem
tohoto skalárńıho součinu je pak, po součinu s převrácenou hodnotou normy
bázové funkce, souřadnice vzoru v̊uči této bázi. Pokud si představ́ıme vzor ja-
ko sumu 6.12, pak s ohledem na distributivitu skalárńıho součinu, bude nenulový
pouze ten skalárńı součin s identickou báźı násobené právě svou souřadnićı. Tato
souvztažnost plat́ı právě d́ıky ortogonalitě Legenderových polynomů.

6.2 Aplikace Legenderovy transformace

V následuj́ıćım budeme aplikovat Legenderovu transformaci v r̊uzných úlohách,
a to jak v př́ıpadě úplného, tak neúplného Legenderova obrazu, v závislosti na
charakteru vzoru transformace.

6.2.1 Legenderova transformace Zolotarevova polynomu

Jak bylo popsáno v kapitole 5, Zolotarev̊uv polynom je obecně definován analy-
tickým výrazem. Implicitńı, jistým zp̊usobem výchoźı, forma takového vyjádřeńı
je následuj́ıćı:

Zp,q (w | k) =
(−1)p

2


H

(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
n

+

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
n
 ;

n = p+ q

p, q ∈ N, k ∈ (0, 1) , u ∈ C
(6.21)

, kde definičńım oborem je komplexńı křivka zadaná:

w =
sn2 (u | k) · cn2

(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)+ cn2 (u | k) · sn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)
sn2 (u | k)− sn2

(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) ∈ 〈−1, 1〉

(6.22)

, a stejně tak lze přej́ıt k vyjádřeńı prostřednictv́ım argumentu Čebyševova
polynomu následovně:

Zp,q (w | k) = (−1)pTn

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
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(
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∣∣∣ k) +
H
(
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n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)

(6.23)

Pro výpočty v aplikaćıch je však výhodněǰśı takový tvar Zolotarevova polynomu,
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kde funkce je vyjádřena explicitně a jej́ı argument je proměnnou na reálném defi-
ničńım oboru výchoźıho parametru implicitńı křivky 6.22. Takovým vyjádřeńım
je např́ıklad výraz prostřednictv́ım argumentu hyperbolometrické funkce:

Zp,q (w | k) =
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, nebo také prostřednictv́ım funkce goniometrické:
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Odvozeńı a d̊ukazy těchto vztah̊u lze nalézt v [39]. Výsledkem Legenderovy
transformace Zolotarevova polynomu je pak jeho vyjádřeńı v př́ımé polynomiálńı
formě, kterou źıskáme vyjádřeńı ve tvaru:

Zp,q (w | k) =
N∑
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N∑
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(
m
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)2

(w − 1)m−k(w + 1)k (6.26)

, nebo lépe pak:
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(6.27)

Prostřednictv́ım ekvivalentńıch algebraických úprav můžeme přej́ıt do základ-
ńıch forem polynomů, např. formy součtu základńıch člen̊u:

Zp,q (w | k) =
n∑
k=0

akw
k (6.28)

, nebo formy součinu kořenových činitel̊u:

Zp,q (w | k) = A
n∏
k=0

(w − bk) (6.29)

Tato forma ovšem v obecném př́ıpadě předpokládá numerická řešeńı, nebot’

jej́ı algebraické řešeńı je pro stupeň polynomu vyšš́ıho než 4 nemožné nalézt. V
př́ıpadě Zolotarevých polynomů lze však tuto formu vyjádřit, nebot’ jej́ı analy-
tické řešeńı existuje a je vypracováno v následuj́ıćı kapitole.

Podrobme nyńı Zolotarev̊uv polynom Legenderově transformaci:

Uvažujme Zolotarev̊uv polynom stupně n v př́ımé explicitńı formě 6.24. Legen-
derovou transformaćı źıskáváme Zolotarev̊uv polynom Zp,q(w |k ) ve formě 6.30,
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kde jej́ı koeficienty jsou dány am:
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√√√√√√2sn2

(
p
n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)
+w−1

sn2

(
p
n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)
(w+1)

∣∣∣∣∣∣∣ k′

∣∣∣∣∣∣∣ k





dw

(6.30)
Pro vztah 6.30 povede analytický př́ıstup k výpočtu na značně komplikované

řešeńı. Avšak, d́ıky vyjádřeńı funkce 6.21 v př́ımé formě 6.24 o argumentu w lze
výpočet řešit snadno numericky. Pro numerické řešeńı lze zvolit např́ıklad př́ıstup
typický pro strojové řešeńı, kde je obecně integrál:

s =

∫ b

a

f1 (x) f2 (x) dx (6.31)

nahrazen součtem součin̊u diferenćı a funkčńıch hodnot integrandu v jich
krajńı mezi daných děleńım intervalu definičńıho oboru:

S (I) =
L−1∑
i=0

(xi − xi−1) f1 (xi) f2 (xi) (6.32)
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I = 〈a; b〉 (6.33)

xi = a+
b− a
L

i (6.34)

Nyńı můžeme vyjádřit Zolotarev̊uv polynom ve formě:

Zp,q (w | k) =
N∑
k=0

zkPk (w) (6.35)

Kolektivizaćı tohoto výrazu dostáváme Zolotarev̊uv polynom v základńım
př́ımém tvaru polynomu, tedy ve tvaru sumy váhovaných mocnin základńı pro-
měnné:

Zp,q (w | k) =
N∑
k=0

z̆kw
k (6.36)

Metodu numerického výpočtu implementuje algoritmus 6.1 v jazyce MATLAB.
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1 function [koefs, zeros, exts]=koeficienty(p,q_I,k,del)

3 syms x legender_I_poly legender_I_poly_n
4 n=p+q_I;

6 [a]=koefs_I(p,q_I,k,del);

8 legender_I_poly=0;

10 for ii=0:n
11 legender_I_poly_n=0;
12 for i=0:ii
13 legender_I_poly_n=legender_I_poly_n+...
14 (((comb_I(ii,i)ˆ2)*(((x-1)ˆ(ii-i))*...
15 ((x+1)ˆi))));
16 end
17 legender_I_poly=legender_I_poly+(((1/(2ˆii))*...
18 a(ii+1))*legender_I_poly_n);
19 end

21 legender_I_koefs_I_=sym2poly(collect(legender_I_poly));

23 Z_poly=legender_I_koefs_I_*[x.ˆ(n:-1:0)].’

25 koeficienty_=vpa(sym2poly(collect(Z_poly)).’,20);
26 nuly=sort(vpa(roots(sym2poly(collect(Z_poly))),20));
27 extremy=sort(vpa(roots(sym2poly(collect(diff...
28 (Z_poly)))),20));

30 function [a]=koefs_I(p1,q_I1,k1, del)

32 n1=p1+q_I1;
33 K_Ik1=K_I(k1);
34 K_IK_I1=K_I__I(k1);
35 k_1=k_comp_I(k1);
36 u_01=u0_I(p1,q_I1,k1);

38 sn01=sn_nas_I(u_01,k1);
39 cn01=cn_nas_I(u_01,k1);
40 dn01=dn_nas(u_01,k1);
41 A_B_x=(cn01ˆ2)-(sn01ˆ2);
42 B_C_x=((cn01ˆ2)-((sn01*k_1)ˆ2))/(dn01ˆ2);

44 A_x=-1:(1/del):A_B_x;

Kód 6.1: Numerický algoritmus v jazyce MATLAB, část 1.
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45 B_x=A_B_x:(1/del):B_C_x;
46 C_x=B_C_x:(1/del):1;

48 arg_A_N_x=u_01+(j*arcsn_I((sn01/cn01)*...
49 sqrt((1+A_x)./(1-A_x)),k_1));
50 arg_A_D_x=-u_01+(j*arcsn_I((sn01/cn01)*...
51 sqrt((1+A_x)./(1-A_x)),k_1));
52 arg_Z_H_I_x=H_I(arg_A_N_x,k1)./H_I(arg_A_D_x,k1);
53 Z_x(1:length(A_x))=((-1)ˆp1)*cos(n1*...
54 acos(0.5*(arg_Z_H_I_x+...
55 (arg_Z_H_I_x.ˆ(-1)))));

57 arg_B_N_x=u_01+(j*K_IK_I1)+arcsn_I(sqrt(((2*...
58 (sn01ˆ2))+B_x-1)./(((k1*sn01)ˆ2)*(B_x+1))),k1);
59 arg_B_D_x=-u_01+(j*K_IK_I1)+arcsn_I(sqrt(((2*...
60 (sn01ˆ2))+B_x-1)./(((k1*sn01)ˆ2)*(B_x+1))),k1);
61 arg_Z_H_I_x=H_I(arg_B_N_x,k1)./H_I(arg_B_D_x,k1);
62 Z_x((length(A_x)+1):(length(A_x)+length(B_x)))=...
63 ((-1)ˆp1)*cos(n1*acos(0.5*(arg_Z_H_I_x+...
64 (arg_Z_H_I_x.ˆ(-1)))));

66 arg_C_N_x=K_Ik1+u_01+(j*arcdn_I(sqrt(((2*...
67 (sn01ˆ2))+C_x-1)./(((sn01)ˆ2)*(C_x+1))),k_1));
68 arg_C_D_x=K_Ik1-u_01+(j*arcdn_I(sqrt(((2*...
69 (sn01ˆ2))+C_x-1)./(((sn01)ˆ2)*(C_x+1))),k_1));
70 arg_Z_H_I_x=H_I(arg_C_N_x,k1)./H_I(arg_C_D_x,k1);
71 Z_x((length(A_x)+length(B_x)+1):(length(A_x)+...
72 length(B_x)+length(C_x)))=((-1)ˆp1)*...
73 cos(n1*acos(0.5*(arg_Z_H_I_x+...
74 (arg_Z_H_I_x.ˆ(-1)))));

76 x=[A_x, B_x, C_x];

78 for i=0:n1
79 a(i+1)=integ_I(x,real(Z_x).*...
80 (legender_I(x,i)/(2/((2*i)+1))));
81 end

83 A=(a);

85 pol_tmp=0;

87 for i=0:n1
88 pol_tmp=pol_tmp+(a(i+1)*legender_I(x,i));
89 end

Kód 6.2: Numerický algoritmus v jazyce MATLAB, část 2.
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91 function [arcsn_I_]=arcsn_I(fi,k)

93 for i=1:length(fi)
94 arcsn_I__(i)=F_I(asin(fi(i)),k);
95 end
96 arcsn_I_=arcsn_I__;

98 function [arcdn_I_]=arcdn_I(fi,k)

100 arcdn_I_=arcsn_I(sqrt((1-(fi.ˆ2))/(kˆ2)),k);

102 function [cn_]=cn_nas_I(u,k)
103 prec=20;
104 nome=q_I(k);
105 K_I__Ik=K_I(k);
106 cn_t=1;

108 for n=1:prec
109 t_=(1+(2*(nomeˆ(2*n))*cos((pi*u)/(K_I__Ik)))+...
110 (nomeˆ(4*n)))./(1-(2*(nomeˆ((2*n)-1))*...
111 cos((pi*u)/(K_I__Ik)))+(nomeˆ((4*n)-2)));

113 if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
114 cn_t=cn_t.*t_;
115 else
116 continue
117 end
118 end

120 cn_=cn_t.*(((2*(nomeˆ(1/4))*(k_comp_I(k)ˆ(1/2)))/...
121 (kˆ(1/2)))*cos((pi*u)/(2*K_I__Ik)));

123 function [F_I_int]=F_I(fi,k)

125 %F_I_int=GAM_F_I(fi,k);%sin

127 for i=1:length(fi)
128 F_I_int_(i)=ellipticF((fi(i)),kˆ2);
129 end

131 F_I_int=F_I_int_;

Kód 6.3: Numerický algoritmus v jazyce MATLAB, část 3.
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133 function [eta]=H_I(u,k)

135 eta=theta_1_I(((u*pi)/(2*K_I(k))),q_I(k));

137 function [int_komplet_comp]=K_I__I(k)

139 if ˜((k>0)&(k<1))
140 error(’ Chyba: k musı́ náležet (0;1)!’);
141 end

143 int_komplet_comp=K_I(k_comp_I(k));

145 function k_=k_comp_I(k)
146 k_=sqrt(1-(k.ˆ2));

148 function [int_komplet]=K_I(k)

150 int_komplet=GAM_K_I(k);

152 function [GAM_K_I__I]=GAM_K_I(k)

154 prec=1000;

156 a_k=1+k;
157 b_k=1-k;
158 a_temp=0;
159 b_temp=0;

161 for i=1:prec
162 a_temp=(a_k+b_k)/2;
163 b_temp=sqrt(a_k.*b_k);
164 a_k=a_temp;
165 b_k=b_temp;
166 end

168 GAM_K_I__I=pi./(2*a_k);

170 function [u0_I_]=u0_I(p,q_I,k)

172 u0_I_=(p/(p+q_I))*K_I(k);

174 function [sn_]=sn_nas_I(u,k)
175 prec=20;
176 nome=q_I(k);

Kód 6.4: Numerický algoritmus v jazyce MATLAB, část 4.
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177 K_I__Ik=K_I(k);
178 sn_t=1;

180 for n=1:prec
181 t_=(1-(2*(nomeˆ(2*n))*cos((pi*u)/(K_I__Ik)))+...
182 (nomeˆ(4*n)))./(1-(2*(nomeˆ((2*n)-1))*...
183 cos((pi*u)/(K_I__Ik)))+(nomeˆ((4*n)-2)));

185 if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
186 sn_t=sn_t.*t_;
187 else
188 continue
189 end
190 end

192 sn_=sn_t.*(((2*(nomeˆ(1/4)))/(kˆ(1/2)))*...
193 sin((pi*u)/(2*K_I__Ik)));

195 function nome=q_I(k)

197 nome=exp(-((pi*K_I__I(k))./K_I(k)));

199 function [dn_]=dn_nas(u,k)
200 prec=20;
201 nome=q_I(k);
202 K_I__Ik=K_I(k);
203 dn_t=1;

205 for n=1:prec
206 t_=(1+(2*(nomeˆ((2*n)-1))*cos((pi*u)/...
207 (K_I__Ik)))+(nomeˆ((4*n)-2)))./...
208 (1-(2*(nomeˆ((2*n)-1))*cos((pi*u)/...
209 (K_I__Ik)))+(nomeˆ((4*n)-2)));
210 if (sum(sum(isnan(t_)))==0)
211 dn_t=dn_t.*t_;
212 else
213 continue
214 end
215 end

217 dn_=dn_t.*sqrt(k_comp_I(k));

219 function [Th]=theta_1_I(z,q_I)
220 pr=30;
221 [r,s]=size(z);
222 Th_t(r,s)=0;

Kód 6.5: Numerický algoritmus v jazyce MATLAB, část 5.
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224 for n=0:1:pr
225 Th_t_n=(((-1)ˆn)*(q_Iˆ(n*(n+1)))*sin(((2*n)+1)*z));
226 if ((sum(sum(isnan(Th_t_n)))==0)&...
227 (sum(sum(isinf(Th_t_n)))==0))
228 Th_t=Th_t+Th_t_n;
229 else
230 continue
231 end
232 end

234 Th=Th_t*2*(q_Iˆ(1/4));

236 function [comb_I_]=comb_I(n,k)

238 comb_I_=factorial(n)/(factorial(n-k)*factorial(k));

240 function [legender_I_]=legender_I(x,n)

242 legender_I_tmp=0;

244 for k=0:n
245 legender_I_tmp=legender_I_tmp+(comb_I(n,k)ˆ2)*...
246 (((x-1).ˆ(n-k)).*((x+1).ˆk));
247 end

249 legender_I_=(1/(2ˆn))*legender_I_tmp;

251 function [integ_I_]=integ_I(x,y)

253 if(length(x)˜=length(y))
254 disp(’Lengths of input parameters must be equal !’)
255 integ_I_=NaN;
256 return
257 end

259 integ_I_=((x(2:end)-x(1:end-1))*([(y(1:end-1)+...
260 ((y(2:end)-y(1:end-1))/2))]’));

Kód 6.6: Numerický algoritmus v jazyce MATLAB, část 6.
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6.2.2 Legenderova transformace - úplný obraz

Užijme nyńı Legenderovu transformaci na konkrétńı Zolotarev̊uv polynom pro-
střednictv́ım algoritmu 6.1. Koeficienty obrazu transformace vycházej́ı následovně:

k z̆k

0 −0.95835883383

1 4.6530257073

2 131.17819492

3 −197.1973604

4 −2945.286543

5 2167.4538335

6 24754.706344

7 −9423.082278

8 −99339.821501

9 20353.015406

10 213155.43045

11 −23401.04493

12 −251463.07451

13 13749.651786

14 153929.12856

15 −3253.4064319

16 −38222.2586

Tabulka 6.1: Hodnoty koeficient̊u Z5,11(w |0.7) dle vztahu 6.36

Sledujme nyńı vývoj obrazu transformace prostřednictv́ım zobrazeńı částeč-
ných součt̊u sumy 6.35. Definujme částečný Zolotarev̊uv polynom vztahem:

zMp,q (w | k) =
M∑
m=0

amPm (w) =
M∑
m=0

am
2m

m∑
n=0

(
m
n

)2

(w − 1)m−n(w + 1)n (6.37)
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Obrázek 6.1: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 1 a koeficientu a1.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z15,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.2: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 2 a koeficientu a2.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z25,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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Obrázek 6.3: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 3 a koeficientu a3.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z35,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.4: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 4 a koeficientu a4.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z45,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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Obrázek 6.5: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 5 a koeficientu a5.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z55,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.6: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 6 a koeficientu a6.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z65,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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Obrázek 6.7: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 7 a koeficientu a7.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z75,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.8: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 8 a koeficientu a8.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z85,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)

84



KAPITOLA 6. LEGENDEROVA TRANSFORMACE 6.2. APLIKACE

Obrázek 6.9: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 9 a koeficientu a9.
Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z95,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv poly-
nom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.10: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 10 a koeficientu
a10. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z105,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv
polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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Obrázek 6.11: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 11 a koeficientu
a11. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z115,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv
polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.12: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 12 a koeficientu
a12. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z125,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv
polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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Obrázek 6.13: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 13 a koeficientu
a13. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z135,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv
polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.14: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 14 a koeficientu
a14. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z145,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv
polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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Obrázek 6.15: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 15 a koeficientu
a15. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z155,11 (w | 0.7) (modře) a Zolotarev̊uv
polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)

Obrázek 6.16: Nahoře: Součin Legenderova polynomu stupně 16 a koeficientu
a16. Dole: Částečný Zolotarev̊uv polynom z165,11 (w | 0.7), tj. již úplný Zolotarev̊uv
polynom (modře - v zákrytu) a Zolotarev̊uv polynom Z5,11(w |0.7) (červeně)
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6.2.3 Legenderova transformace - neúplný obraz

Aplikujme nyńı Legenderovu trasformaci úplný Jakobiho eliptický integrál:

K (k) =

∫ π
2

0

dz√
1− k2 · sin2z

, k ∈ (0, 1), z ∈ C (6.38)

Definićı a vlastnostmi této funkce jsme se zabývali v kapitole 5.1.1.1. Avšak,
v kapitole 5.2.3.1 jsme se obsáhle věnovali zp̊usobu výpočtu hodnot této funkce.
Základńı metodikou pro tuto úlohu byl zvolen Taylor̊uv rozvoj integrandu funk-
ce 6.38 a následná integrace tohoto rozvoje. Jedńım z d̊uležitých závěr̊u tohoto
rozboru byl fakt, že Taylor̊uv rozvoj konverguje vždy pouze na určitém interva-
lu definičńıho oboru funkce 6.38. Jak bylo podrobně rozebráno, d̊uvodem toho
faktu je skutečnost, že integrand funkce 6.38 vykazuje póly rozmı́stěné v kom-
plexńı rovině takovým zp̊usobem, že lze vždy nalézt jeho Taylor̊uv rozvoj pouze
na množině ne větš́ı než jedné periody integrandu funkce 6.38. Pro užit́ı v kalku-
laćıch se Zolotarevovými polynomy byla aproximace Taylorovým rozvojem dosta-
tečná. Aproximovat ale tuto funkci Taylorovým rozvojem, např́ıklad na intervalu
dvou celých period, tedy neńı možné, a to ani celou Taylorovou nebo Laurento-
vou řadou, d̊uvody objasňuje kapilola 5.2.3.1. Podmnožinou Laurentova rozvoje
je právě rozvoj Taylor̊uv.

Jak známo z poznatk̊u komplexńı analýzy, takové funkce, jejichž Laurent̊u rozvoj
konverguje pouze na určitých mezikruž́ıch vymezených jejich izolovanými singula-
ritami - póly, jsou v aplikovaných partíıch matematicky bohatě zastoupeny. Právě,
nevýhodou diferenciálńıho principu aproximace je, že rozvoj je kvalitativně rozvo-
jem lokálńım, nebot’ vycháźı z analýzy funkce v jediném jej́ım bodě - středu roz-
voje. Oproti tomu Legenderova integrálńı transformace analyzuje funkci obecně
na vlastńı podmnožině jej́ıho definičńıho oboru.

Úkolem je tedy nalézt neúplný Legender̊uv obraz funkce 5.38, tedy:

f (z) =
1√

1− k2 · sin2z
; k ∈ (0, 1) , z ∈ C (6.39)

na širš́ım intervalu, např́ıklad za účelem aplikace integrodiferenciálńıch ope-
raćı, lze aplikovat na tuto funkci Legenderovu aproximaci a nalézt jej́ı neúplný
Legender̊uv obraz. Výsledkem tedy bude polynom, kterým lze, s jistou chybou,
funkci nahradit a operovat dále s t́ımto neúplným obrazem. Definujme funkci
odvozenou od 6.39 následovně:

F (x | k) =
1√

1− k2 sin2
(
4.5π

2
p
) ; x ∈ 〈−1; 1〉 , k ∈ (0; 1) (6.40)

Funkce 6.40 se od 6.39 lǐśı translaćı v argumentu, a to tak, že na interval
transformace 〈−1; 1〉 zobrazuje několik period funkce 6.39, přičemž v krajńıch
bodech definičńıho oboru funkce přecháźı co nejstrměji.
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Zaved’me nyńı neúplný Legender̊uv obraz funkce 6.40 stupně N = 18, např́ıklad
pro k = 0.7, dle 6.15:

L̂28

(
F (x | k = 0.7)

)
= F̂28 (x | k = 0.7) (6.41)

Současně určeme chybu transformace:

errF̂ = F (x | k = 0.7)− F̂28 (x | k = 0.7) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (6.42)

Výsledky jsou uvedeny v grafech 6.17 a 6.18. V grafu 6.17 je současně zobrazen
Taylor̊uv polynom stejného stupně rozvoje funkce 6.40 o středu v bodě x = 0.

Obrázek 6.17: Grafy funkćı 6.40, 6.41 a Taylorova rozvoje funkce 6.40 stupně
N = 28 o středu x0 = 0

Jak lze vidět, dle očekáváńı se polynom Taylorova rozvoje ”zastav́ı” na hranićıch
jistého intervalu, protože Taylorova řada konverguje na komplexńım rozš́ı̌reńım
funkce pouze na kruhu vymezeném nejbližš́ım pólem (viz. kapitola 5.2.3.1).

6.2.4 Legenderova transformace funkce sinc

Vypoč́ıtejme nyńı neúplný Legender̊uv obraz funkce sinc definované:

sinc (x) =

{
sin(x)
x

; x ∈ R \ {0}
1 ; x = 0

(6.43)
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Obrázek 6.18: Graf chybové funkce 6.42

Tato funkce zastává, zejména v teorii obvod̊u, významnou roli, avšak jej́ı
základńı charakteristikou je, že neńı možné vyjádřit jej́ı integrál analyticky, nebot’

ten je vyšš́ı transcendentńı funkćı.
Aplikace Legenderovy transformace nab́ıźı možnost výpočtu integrálu funkce

sinc na uzavřeném intervalu. To je možné zejména proto, že integrand ve vztahu
6.13 je součinem s polynomem, proto se proměnná v čitateli funkce 6.43 vykrát́ı
s jednotlivými členy Legendrových polynomů. Problém nastává u konstantńıch
člen̊u, avšak, vzhledem k tomu, že funkce 6.13 je integrál určitý, lze k analy-
tickému výpočtu těchto člen̊u využ́ıt např́ıklad rozvoje funkce 6.43 ve funkčńı
řadu:

sinc (x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n+ 1) !
(6.44)

, která t́ım přecháźı v řadu č́ıselnou. Pro numerická řešeńı odpadá i tento
problém.

Pro účel Legenderovy transformace definujme jej́ı restrikci na interval transfor-
mace 〈−1; 1〉, a to tak, aby se na tomto intervalu translaćı argumentu projevilo
několik pr̊uchod̊u funkce nulou, tedy:

sinc (4πx) =

{
sin(4πx)

4πx
; x ∈ 〈−1; 1〉 \ {0}

1 ; x = 0
(6.45)

K aproximaci funkce 6.45 užijme neúplný Legender̊uv obraz ŝinc20 (x) stupně
N = 20. Zároveň definujme chybovou funkci:

err ˆsinc20 (x) = sinc (4πx)− ˆsinc20 (x) (6.46)
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Tyto funkce jsou vyneseny v grafech 6.19 a 6.20. Současně je zde zobrazen
i graf Taylorova rozvoje T sinc20 (x) funkce 6.45 stejného stupně N = 20 .

Obrázek 6.19: Grafy funkćı 6.45, ŝinc20 (x) a Taylorova rozvoje funkce 6.45 stupně
N = 20 o středu x0 = 0

Obrázek 6.20: Graf chybové funkce 6.46
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Jak lze z těchto výsledk̊u vidět, je aproximace funkce 6.45 na intervalu transfor-
mace velmi kvalitńı a oproti Taylorově rozvoji je aproximace kvalitńı rovnoměrně
stejně po celém intervalu transformace.
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Kapitola 7

Extrémy a nuly Zolotarevových
polynomů

Kĺıčové analytické vlastnosti Zolotarevových polynomů byly zkoumány v kapito-
le 5. Závěry plynoućı z těchto źıskaných poznatk̊u lze aplikovat na daľśı rozbor
vlastnost́ı těchto funkćı, zejména nyńı, na vyšetřeńı polohy jejich lokálńıch ex-
trémů a nulových bod̊u. Ačkoliv jsou Zolotarevovy polynomy z definice polynomy
obecného stupně, je možné d́ıky jejich transcendentńımu explicitńımu vyjádřeńı
nalézt analytické algebraické řešeńı této úlohy. K analytickému př́ıstupu k to-
muto problému lze s výhodou využ́ıt vyjádřeńı Zolotarevova polynomu ve formě
polynomu Čebyševova.

Pro strojové řešeńı je možné už́ıt numerických metod. K tomuto účelu může
sloužit např́ıklad vyjádřeńı Zolotarevova polynomu, prostřednictv́ım Legendero-
vy transformace, v polynomiálńım tvaru a následná aplikace standardńıch nume-
rických algoritmů na tento výsledek pro nalezeńı jeho kořen̊u.

7.1 Analytické řešeńı

Předmětem zájmu je nyńı množina poloh lokálńıch extrémů a nul Zolotarevových
polynomů v jejich krajńıch částech značených α and β. Výchoźı formou vyjádřeńı
bude vztah 7.1, kde Zolotarev̊uv polynom je vyjádřen prostřednictv́ım defino-
vaného argumentu Čebyševova polynomu:

Zp,q (w | k) = (−1)pTn

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
 ;

n = p+ q

p, q ∈ N, k ∈ (0, 1) , u ∈ C
(7.1)
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w =
sn2 (u | k) · cn2

(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)+ cn2 (u | k) · sn2
(
p
n
K (k)

∣∣∣ k)
sn2 (u | k)− sn2

(
p
n
K (k)

∣∣∣ k) ∈ 〈−1, 1〉

(7.2)

Obrázek 7.1: Př́ıklad Zolotarevova polynomu pro hodnoty p = 7, q = 4 a k = 0.7

Vyjádřeńı tohoto vztahu v goniomerickém tvaru dostáváme:

Zp,q (w | k) = (−1)pTn

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
 =

= (−1)p cos

n · arccos

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)



(7.3)
Z této formy vyjádřeńı plyne, že pro extrémy a nuly Čebyševova polynomu

plat́ı pro argument kosinu:
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Pro extrémy v části α:

n · arccos

1
2

H
(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
) +

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

 = mπ;m ∈ {1, . . . , q − 1}

(7.4)

n · arccos

1
2

H
(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
) +

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

 = mπ

2
;m ∈ {1, . . . , q}

(7.5)

n · arccos

1
2

H
(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
) +

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

 = lπ; l ∈ {1, . . . , p− 1}

(7.6)

n · arccos

1
2

H
(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
) +

H

(
u− p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

H

(
u+ p

n
K(k)

∣∣∣∣∣k
)

 = lπ

2
; l ∈ {1, . . . , p}

(7.7)

Pro část α źıskáváme řešeńı:

Pro extrémy v části α źıskáváme řešeńı rovnice:

n · arccos

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
 = mπ (7.8)

arccos

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
 = π

m

n
(7.9)

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k) = 2cos
(
π
m

n

)
(7.10)
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H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k) =

=
H2
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)+H2
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)H (u− p
n
K (k)

∣∣∣ k) =

=

∣∣∣∣u = jx, x ∈ R : H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) = −H
(
u+

p

n
K (k)

∣∣∣ k)∣∣∣∣ =

= −
H2
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)+

[
−H

(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)]2
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)H (u+ p
n
K (k)

∣∣∣ k) =

=
∣∣∀z ∈ C : zz = ‖z‖2

∣∣
= −

H2
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)+

[
−H

(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)]2
‖H
(
u+ p

n
K (k) | k

)
‖2

=

= −
(
‖H(u+ p

n
K(k)|k)‖ej arg{H(u+ p

nK(k)| k)}
)2

+
(
‖H(u+ p

n
K(k)|k)‖e−j arg{H(u+ p

nK(k)| k)}
)2

‖H(u+ p
n
K(k)|k)‖2

=

= −
‖H
(
u+ p

n
K (k) | k

)
‖2
(
ej2 arg{H(u+ p

n
K(k)|k)} + e−j2 arg{H(u+ p

n
K(k)|k)}

)
‖H
(
u+ p

n
K (k) | k

)
‖2

=

= ej2 arg{H(u+ p
n
K(k)|k)} + e−j2 arg{H(u+ p

n
K(k)|k)} =

= cos
(

2 arg
{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
+ j sin

(
2 arg

{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
+

+ cos
(
−2 arg

{
H
(
u+ p

n
K (k) | k

)})
+ j sin

(
−2 arg

{
H
(
u+ p

n
K (k) | k

)})
=

= cos
(

2 arg
{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
+ j sin

(
2 arg

{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
+

+ cos
(

2 arg
{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
− j sin

(
2 arg

{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
=

= 2 cos
(

2 arg
{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)})
= 2cos

(
π
m

n

)
(7.11)

arg
{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)}
=
π

2

m

n
(7.12)

Implementace funkce 7.12 jakožto argumentu (funkce fáze) funkce
H
(
u+ p

n
K (k) | k

)
, s ohledem na charakter jej́ı monotonie, uvažujeme pouze re-

strikci definičńıho oboru části α:

ϕH+
α (u | k) = arg

{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)}
, u ∈ {u = jx : x ∈ 〈0;K ′ (k)〉} (7.13)
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źıskáváme pro extrémy v části α prostřednictv́ım inverzńı funkce k funk-
ci 7.13:

uEα (m) = ϕH+
α −1

(π
2

m

n

)
∈ {jx | x ∈ 〈0;K ′ (k)〉} ,m ∈ {1, . . . , q − 1} (7.14)

Pro nulové body v části α źıskáváme rovnici podobné rovnici 7.8:

n · arccos

1

2

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
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∣∣∣ k)
H
(
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π

2
(7.15)

arccos
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H
(
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n
K (k)
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H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
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K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
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m
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π
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(7.16)

H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k) +
H
(
u− p

n
K (k)

∣∣∣ k)
H
(
u+ p

n
K (k)

∣∣∣ k) = 2cos
(m
n

π

2

)
(7.17)

Řešeńı této rovnice přechodem k argumentu funkce
H
(
u+ p

n
K (k) | k

)
je analogické k řešeńı rovnice 7.8, a stejně tak pro nulové body

v části α ṕı̌seme:

arg
{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)}
=
π

4

m

n
(7.18)

Pro nulové body plat́ı rovnice:

uNα (m) = ϕH+
α −1

(π
4

m

n

)
∈ {jx | x ∈ 〈0;K ′ (k)〉} ;m ∈ {1, . . . , q} (7.19)

, kde figuruje opět inverńı funkce k funkci 7.13.

Extrémy a nuly v části γ jsou dány řešeńım podobné rovnice, jako v př́ıpadě
části α. Avšak rozd́ıl spoč́ıvá v odlǐsném chováńı funkćı H

(
u+ p

n
K (k) | k

)
aH

(
u− p

n
K (k) | k

)
, což zohledňuje rovnice 7.23. Tento rozd́ıl spoč́ıvá ve znamén-

ku před operátorem komplexńıho sdružeńı.
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 = lπ (7.20)
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(7.21)
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(7.23)
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{
H
(
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)}
=
π

2

l

n
(7.24)

ϕH+
γ (u | k) = arg

{
H
(
u+

p

n
K (k) | k

)}
, u ∈ {u = jx : x ∈ 〈0;K ′ (k)〉} (7.25)
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uEγ (l) = ϕH+
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)
∈ {K (k) + jx | x ∈ 〈0;K ′ (k)〉} ; l ∈ {1, . . . , p− 1}

(7.26)

Pro nulové body v části γ dostáváme:
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(7.30)

uNγ (l) = ϕH+
γ −1

(
π

4

l

n

)
∈ {K (k) + jx | x ∈ 〈0;K ′ (k)〉} ; l ∈ {1, . . . , p} (7.31)

Nalezeńı př́ıslušných hodnot parametru w odpov́ıdaj́ıćıch všem lokálńım ex-
trémům a nulám źıskáme př́ımým řešeńım rovnice 7.2 pro tyto body. Konečný
tvar rovnic pro hodnoty parametru w odpov́ıdaj́ıćı lokálńım extrémům a nulám
Zolotarevových polynomů dostáváme v následuj́ıćım tvaru:

Pro lokálńı extrémy plat́ı:
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(7.32)
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Pro nulové body plat́ı:
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(7.33)

7.2 Numerické řešeńı pomoćı Legenderovy

transformace

Př́ıklad numerické metody výpočtu nulových bod̊u a polohy lokálńıch extrémů
Zolotarevových polynomů uvád́ı algoritmus 6.1 v jazyce MATLAB. Principem
jeho funkce je implementace následuj́ıćıch krok̊u:

1. Vyč́ısleńı Zolotarevova polynomu dle hodnot vstupńıch parametr̊u

2. Vyč́ısleńı Legenderových polynomů dle parametr̊u

3. Výpočet Legenderova obrazu Zolotarevova polynomu

4. Výpočet Zolotarevova polynomu ve tvaru 4.1 kolektivizaćı Legenderova ob-
razu

5. Výpočet nulových bod̊u z tohoto tvaru

6. Výpočet numerické derivace (diference)

7. Výpočet polohy lokálńıch extrémů

Výsledky jsou pro Zolotarev̊uv polynom Z5,11(w |0.7) zobrazeny v tabulkách
ńıže. Polohy nulových bod̊u jsou uvedeny v tabulce 7.1, polohy lokálńıch extrémů
pak v tabulce 7.2.
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i w = ni

1 −0.99524135324

2 −0.95748626227

3 −0.88342728048

4 −0.7759513786

5 −0.63925851505

6 −0.47872347704

7 −0.30074096185

8 −0.11261328567

9 0.077306554383

10 0.25809971216

11 0.40366454728

12 0.68608603885

13 0.78984302307

14 0.88845153976

15 0.95911630549

16 0.99575668269

Tabulka 7.1: Poloha nulových bod̊u funkce Z5,11(w |0.7) v proměnné w

j w = ej

1 −0.98102459667

2 −0.9248441734

3 −0.83363172138

4 −0.710945808

5 −0.56159302282

6 −0.39147711876

7 −0.20745340474

8 −0.017296108604

9 0.16976003352

10 0.3388219115

11 0.55293617122

12 0.73520912245

13 0.84197083784

14 0.92782181918

15 0.98194783006

Tabulka 7.2: Poloha lokálńıch extrémů funkce Z5,11(w |0.7) v proměnné w
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Kapitola 8

Legenderova aproximace

V teorii obvod̊u, zejména v syntéze elektrických filtr̊u, se setkáváme s úlohou
nalézt takový tvar určité obvodové funkce, který umožńı jej́ı aplikaci v návrhu
struktury zapojeńı výsledného systému. Vzhledem k charakteru prvk̊u, které
máme pro konstrukci elektrických obvod̊u k dispozici, pracujeme v syntéze li-
neárńı obvod̊u s jejich idealizovanými náhradami, jejichž matematické mode-
ly indukuj́ı obvodové funkce ve formě obecně funkćı racionálně lomených. Li-
nearita matematických obraz̊u obvodových prvk̊u tedy zaručuje, že za jistých
předpoklad̊u lze z dané obvodové funkce syntetizovat obvod tak, aby tento vyka-
zoval své obvodové charakteristiky v souladu s t́ımto výchoźım předpokladem.

Konkrétńı obvodové charakteristiky představuj́ıćı vstupńı informaci o funk-
ci obvodu. Pro syntézu lineárńıch systémů realizovatelných konečným počtem
prvk̊u jsou tedy těmito charakteristikami funkce ve tvaru polynomů, popř́ıpadě
jejich pod́ıl̊u. Také proto je teorie polynomiálńıch funkćı tolik d̊uležitým aparátem
a prohlubováńı jeho znalost́ı a jejich rozšǐrováńı je zásadńım úkolem pro rozvoj
teorie elektrických obvod̊u jako takové.

Podstatná část postup̊u syntézy lineárńıch elektrických filtr̊u je založena na
aproximaci teoretické ideálńı charakteristiky obvodu polynomem, potažmo raci-
onálńı lomenou funkćı, a následné realizaci obvodu vykazuj́ıćı tuto charakteris-
tiku. Polynomiálńı aproximace jsou proto eminentně d̊uležitým matematickým
aparátem.

Lagenderova aproximace představuje daľśı možnost řešeńı úlohy nalézt takový
polynom, který, v̊uči aproximované funkci, vykazuje určité vlastnosti určuj́ıćı je-
ho kvalitativńı parametry.

8.1 Motivace k Legenderově aproximaci

Princip Legenderovy aproximace funkce je založen na Legenderově transformaci
popsané v kapitole 6. Jak bylo vysvětleno, pakliže vzorem Legenderovy transfor-
mace je funkce identická s polynomem, existuje konečný stupeň úplného obrazu
této transformace (viz. definice 12). Avšak, obecně jsme také definovali neúplný
obraz transformace definićı 12. Je tedy možno źıskat obraz funkce, který apro-
ximuje vzorovou funkci polynomem, ovšem obecně, jak je pro polynomiálńı cha-
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rakteristické, s určitou chybou.

Poznámka 3. Taylorovým rozvojem funkce g (x) řádu n o středu x0 nazýváme,
v souladu s definićı 5.59 v kapitole 5.2.3.1, řadu:

T gn (x) =
n∑
k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)k ; x0 ∈ R , x ∈ R , n ∈ N (8.1)

Pakliže budeme hovořit o řádu n Taylorova rozvoje, mysĺıme t́ım obecně poly-
nom řádu n dle definice 8.1. Stejně tak, hovoř́ıme-li o řádu Legenderovy transfor-
mace N , mysĺıme t́ım obecně polynom řádu N dle definice 6.12. V obou př́ıpadech
jsou tedy výsledkem aproximace určitého řádu polynomy řádu téhož.

Ještě předt́ım, než Legenderovu aproximaci zavedeme korektně, pojd’me nyńı ten-
to aparát motivovat myšlenkově. Pro tento účel studujme následuj́ıćı úlohu:

Aproximujme jistou funkci jej́ım neúplným Legenderovým obrazem:

Vezměme např́ıklad základńı goniometrickou funkci:

f (x) = cos (4.5πx) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.2)

Tuto funkci nyńı na intervalu definičńıho oboru aproximujme jej́ım neúplným
Legenderovým obrazem f̂18 stupně N = 18. Výsledek je graficky znázorněn v gra-
fu 8.1.

Současně je zde, pro porovnáńı kvality aproximace, graf Taylorova rozvoje
T f18 (x) stejného stupně N = 18 o středu x = 0.

Jak lze vidět, funkce f (x) je aproximována na celém interval definičńıho oboru
kvalitněji. Původem tohoto faktu je skutečnost, že Taylor̊uv rozvoj je principiálně
založen na analýze lokálńıho chováńı funkce, a sice v bodě středu rozvoje. Naopak
Legenderova transformace je operátorem integrálńım založeném na funkcionálu
analyzuj́ıćım obraz transformace na celém jej́ım definičńım oboru.

Vypočtěme nyńı chybu aproximace a znázorněme ji graficky. Pro tento účel defi-
nujme funkci:

errf̂ = f (x)− f̂18 (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.3)

Tato funkce nám poskytuje kvantitativńı chybu aproximace. Graf této chybové
funkce je zobrazen v grafu 8.2.

Jak lze z těchto výsledk̊u vidět, je aproximace funkce 8.2 v jej́ım definičńım obo-
ru, oproti Taylorově rozvoji, zásadně kvalitněǰśı.

Podrobme nyńı stejné analýze funkci:

g (x) = cos
(π

2
x
)

; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.4)
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Obrázek 8.1: Grafy funkćı 8.2, f̂18 a Taylorova rozvoje funkce 8.2 stupně N = 18
o středu x0 = 0

Obrázek 8.2: Graf chybové funkce 8.3

Jedná se tedy o “horńı kladnou p̊ulvlnu“ kosinu. Aproximace této funkce je
v okoĺı počátku jej́ıho definičńıho oboru často už́ıvaná také ve fyzikálńıch úlohách,
kdy např́ıklad goniometrická funkce figuruje v argumentu diferenciálńı rovnice,
avšak jej́ı řešeńı je hledáno pouze na jistém omezeném intervalu. Pak náhrada
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této funkce polynomem představuje zásadńı zjednodušeńı výpočtu.
Tuto funkci nyńı aproximujme opět na intervalu definičńıho oboru aproxi-

mujme jej́ım neúplným Legenderovým obrazem ĝ4 stupně N = 4. Současně opět
znázorněme i graf Taylorova rozvoje T g4 (x) stejného stupně N = 4 o středu
x0 = 0. Výsledek je graficky znázorněn v grafu 8.3.

Obrázek 8.3: Grafy funkćı 8.4, ĝ4 a Taylorova rozvoje funkce 8.4 stupně N = 4
o středu x0 = 0

A současně též znázorněme chybovou funkci:

errĝ = g (x)− ĝ4 (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.5)

, a zároveň chybovou funkci:

errT4 = g (x)− T g4 (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.6)

, která vyjadřuje tutéž chybu pro Taylor̊uv rozvoj T g4 (x).

Tyto funkce jsou zobrazeny v grafu 8.4.
Opět lze z těchto výsledk̊u vidět, že Legenderova aproximace je na intervalu

definičńıho oboru kvalitněǰśı.
Doposud byl předmětem zájmu výsledek Lagenderovy aproximace v defi-

ničńım oboru jej́ıho vzoru. Zkoumejme nyńı tento výsledek i mimo něj.
Zobrazme nyńı funkci f̂18, která je neúplným Legenderovým obrazem funkce

8.2 v širš́ım intervalu v grafu 8.5.

Jak lze z grafu 8.5 vidět, funkce f̂18 mimo interval definičńıho oboru 8.2 ”padá”
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Obrázek 8.4: Grafy chybových funkćı 8.5 a 8.6

Obrázek 8.5: Grafy funkćı 8.2 a f̂18

velice strmě.

Vezměme nyńı v úvahu jinou funkci, tentokrát takovou, která již může představo-
vat charakteristiku dolńı propusti. Takovou funkci můžeme definovat např́ıklad
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takto:

h (x) = H1 (x+ 1)−H0 (x− 1) ; x ∈ R (8.7)

, kde Hk jsou Heavisideovi funkce definované:

Hk =


0 ; x < 0

k ; x = 0

1 ; x > 0

; x, k ∈ R (8.8)

Zobrazme nyńı neúplný Legender̊uv obraz ĥ10 na intervalu 〈−1; 1〉 funkce 8.7
stupně 10 i mimo interval transformace. Spolu s funkćı 8.7 jsou tyto grafy zobra-
zeny v grafu 8.6.

Obrázek 8.6: Grafy funkćı 8.7 a ĥ10

Chybová funkce:

errĥ = h (x)− ĥ10 (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.9)

je zobrazena v grafu 8.7
Jak lze vidět z graf̊u 8.6 a 8.7, aproximace splňuje určitou představu o jej́ım

účelu. Proved’me ještě stejnou analýzu pro funkci 8.8 pro stupeň transformace
N = 18. Výsledky jsou uvedeny v grafech 8.8 a 8.9.

Zkusme nyńı zvýšit stupeň stejné úlohy na N = 40. V grafech 8.10 a 8.11 jsou
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Obrázek 8.7: Graf chybové funkce 8.9

Obrázek 8.8: Grafy funkćı 8.8 a ĥ18

zobrazeny výsledky této aproximace.

Jak lze vidět, graf funkce obraz ĥ40, aproximuj́ıćı polynom se v́ıce ”přimyká”
k aproximované funkci 8.7 a ”padá” strměji. Avšak, ”dańı” za tuto kvalitu jsou
vyšš́ı hodnoty chybové funkce 8.9, zejména v okoĺı bod̊u skoku funkce 8.7. Původem
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Obrázek 8.9: Graf chybové funkce pro funkci ĥ18

Obrázek 8.10: Grafy funkćı 8.8 a ĥ40

tohoto chováńı je Rungeov̊uv jev, jistým zp̊usobem analogický k jevu Gibbsovu.
Teto jev se např́ıklad projev́ı t́ım v́ıce, č́ım ”ostřeǰśı” přechody funkce vykazuje.

Zde opět nacháźıme daľśı výhodu integrálńıho charakteru Legenderovy trans-
formace. Dı́ky jej́ı definici totiž může být obrazem Legenderovy transformace
jakákoliv funkce, pro kterou je definičńı integrál definován. Chápeme-li funkcionál
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Obrázek 8.11: Graf chybové funkce pro funkci ĥ40

6.13 jako integrál v Newtonově pojet́ı, pak lze konstatovat, že obrazem Legen-
derovy trasformace může být jakákoliv funkce složená z jednotlivých fragment̊u
definovaných na r̊uzných vlastńıch restrikćıch intervalu integrace.

Aplikujme nyńı tuto myšlenku na funkce 8.4 a 8.8 v následuj́ıćım smyslu:

Vyjádřeno myšlenkovým konstruktem: Pakliže ”otuṕıme” ostré skoky funkce
8.8 tak, že jej́ı ”hrany” předefinujeme ”okraji” funkce 8.2, neboli ”čvrtvlnami”
kosinu. Korektně tedy definujme tuto funkci následovně:

s (x) =



cos (4.5πx) ; x ∈
〈
−1;− 4

4.5

)
1; x ∈

〈
− 4

4.5
;

4

4.5

〉
cos (4.5πx) ; x ∈

(
4

4.5
; 1

〉 (8.10)

Hraničńı body − 4
4.5

a 4
4.5

jsou body ”vrchol̊u” krajńıch ”čtvrtvln” funkce 8.2.
Funkce je tedy spojitá na intervalu 〈−1; 1〉. Proved’me nyńı Legenderovu trans-
formaci funkce 8.10 stupně N = 18 a podrobme výsledky stejnému zkoumáńı jako
v předchoźıch př́ıpadech. Tyto jsou uvedeny v grafech 8.12 a 8.13.

Jak lze z grafu 8.12 vidět, aproximačńı polynom se mimo interval transformace,
oproti předchoźım př́ıpad̊um, ”zdvyhá”, neboli nabývá kladných hodnot.

Aproximačńı úloha v návrhu filtr̊u, jak bude korektně specifikováno dále, spoč́ıvá
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Obrázek 8.12: Grafy funkćı 8.10 a ŝ18 (x)

Obrázek 8.13: Graf chybové funkce pro funkci 8.10

předevš́ım v kvalitě aproximace v intervalech propustného pásma, na tomto mı́stě
je to interval transformace, a v kvantitě v intervalech pásma nepropustného.
Vzhledem k tomu, jakou roli zauj́ımá aproximačńı funkce v charakteristikách
obvodu, neńı na tomto mı́stě podstatné, že funkce ŝ18 (x) nabývá mimo interval
transformace kladných hodnot. Proto nyńı provedeme porovnáńı s předchoźımi
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výsledky na normách těchto funkćı.

Porovnejme výsledky stejné transformace o stejném stupni N = 18 pro funkce
8.7 a 8.10, které jsme źıskali v předchoźım rozboru, avšak ve tvaru jejich norem.
Výsledek uvád́ı grafy 8.14 a 8.15.

Obrázek 8.14: Grafy funkćı 8.10, ‖ŝ18 (x)‖ a
∥∥∥ĥ18 (x)

∥∥∥
Jak lze vidět z graf̊u 8.14 a 8.15, dle předpoklad̊u funkce 8.10 splňuje požadavky
aproximačńı úlohy lépe v tom smyslu, že mimo interval transformace, tedy v před-
pokládaném nepropustném pásmu, ”stoupá” rychleji než funkce 8.7. Tuto sku-
tečnost vykazuje právě d́ıky pozvolnému (”hladkému”) přechodu funkce 8.10
v kraj́ıch intervalu transformace oproti funkci 8.7, kde je tento přechod skokový.

Vrat’me se ještě k aproximaci funkce 8.2 a zaměřme se na rozbor chováńı
jej́ıho aproximuj́ıćıho neúplného Legenderova obrazu mimo interval transformace
〈−1; 1〉. Definujme nyńı funkci:

q (x) = −cos (4πx) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.11)

Funkce 8.11 se od funkce 8.2 lǐśı v translaci argumentu. Zat́ımco na hranićıch
intervalu definičńıho oboru funkce 8.2 vykazuje největš́ı spád v tom smyslu, že jej́ı
jednostranné derivace zde nabývaj́ı lokálńıho maxima, pak v př́ıpadě funkce 8.11
je tomu naopak, tedy jej́ı jednostranné derivace zde nabývaj́ı lokálńıho minima,
konkrétně zde jsou rovny:

q′+ (−1) = 0 , q′− (1) = 0 (8.12)
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Obrázek 8.15: Grafy chybových funkćı pro funkce ŝ18 (x) a ĥ18 (x)

Porovnejme nyńı neúplné Legenderovy obrazy stupně N = 28 funkćı 8.2 a 8.11
a jejich chybových funkćı:

errf̂28 = f (x)− f̂28 (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.13)

errq̂ = f (x)− q̂28 (x) ; x ∈ 〈−1; 1〉 (8.14)

Výsledky jsou zobrazeny v grafech 8.16 a grafech 8.17.
Jak lze z těchto výsledk̊u vidět, je v intervalu transformace 〈−1; 1〉 aproxima-

ce kvalitněǰśı pro funkci 8.2. To vyplývá z hodnot chybových funkćı 8.13 a 8.13.
Nicméně, zaměř́ıme-li se na hodnoty neúplných Legenderových obraz̊u funkćı 8.2
a 8.11 mimo interval transformace, pak zjǐst’ujeme, že neúplný Legender̊uv obraz
funkce 8.11 vykazuje větš́ı spád, neboli, v jazyku aproximačńı úlohy v návrhu
filtru, lepš́ı selektivitu v nepropustném pásmu.

Nyńı je na řadě ptát se o p̊uvodu tohoto chováńı. Jak plyne z definičńı sumy
6.12 Legenderova obrazu, jeho podstata spoč́ıvá v součtu jednotlivých Legen-
derových polynomů váhovaných koeficienty transformace. Vzhledem k tomu, že
všechny nuly Legenderových polynomů jsou reálné, a lež́ı v intervalu transforma-
ce, rostou Legenderovy polynomy mimo interval transformace t́ım rychleji, č́ım
vyšš́ı je jejich stupeň. T́ım je dáno, že ke strměǰśımu spádu neúplného Legende-
rova obrazu přisṕıvaj́ı členy definičńı sumy 6.12 t́ım v́ıce, č́ım vyšš́ı je jejich řád.
Proto mimo interval transformace vykazuje větš́ı strmost ten Legender̊uv obraz,
jehož koeficienty transformace nabývaj́ı vyšš́ıch hodnot pro jejich vyšš́ı indexy.
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Obrázek 8.16: Grafy funkćı 8.2, 8.11, f̂28 (x) a q̂28 (x)

Obrázek 8.17: Grafy chybových funkćı pro funkce 8.2 a 8.11

Shrňme nyńı tyto motivačńı poznatky źıskané předchoźımi pokusy, na jejichž
základě můžeme dále zavést aparát metody aproximace založené na Legenderově
transformaci korektně:

1. Neúplný Legender̊uv obraz určitých funkćı vede na polynom, který s jistou
kvalitou aproximuje vzor transformace na intervalu této transformace. Mi-
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mo tento interval vykazuje polynom neúplného obrazu velmi strmý spád.
Původ tohoto chováńı polynomu nalezneme jako př́ımý d̊usledek vlastnost́ı
holomorfńıch funkćı, pokud si uvědomı́me, že polynom reálné proměnné je
restrikćı jeho komplexńıho originálu.

2. Kvalita aproximace funkce, coby vzoru pro neúplný Legender̊uv obraz,
záviśı jednak na řádu Legenderovy transformace, ale také na charakteru
(
”
tvaru“) vzoru samotného.

3. Na stupni neúplného Legenderova obrazu a charakteru vzoru záviśı též mı́ra
spádu neúplného obrazu mimo interval transformace.

4. Mı́ra spádu neúplného Legenderova obrazu mimo interval transformace závi-
śı také na charakteru funkce k okoĺı hraničńıch bod̊u intervalu transformace.

8.2 Definice Legenderovy aproximace

V předchoźı kapitole jsme se zabývali pokusy, jejichž výsledky ukazuj́ı, že Legen-
derovu transformaci lze využ́ıt v úlohách aproximace funkćı na intervalu trans-
formace, zejména v aplikaci neúplného Legenderova obrazu. Je zřejmé, že interval
transformace lze vhodnou translaćı přizp̊usobit např́ıklad normováńım intervalu
definičńıho oboru obrazu transformace, jako např́ıklad v př́ıpadě funkce 8.2.

Pro aproximaci v návrhu filtr̊u je však podstatné chováńı funkce mimo inter-
val definičńıho oboru Legenderova obrazu. Tuto množinu obvykle ztotožňujeme
s nepropustným pásmem dolńı propusti, která představuje výchoźı vzor aproxi-
mace.

Definice 13. Legenderova aproximace: Necht’ je dána funkce
f (x) ∈ R; x ∈ 〈−1; 1〉.

Pak polynom: LfN (x) = f̂N ; x ∈ R, N ∈ N \ {∞} nazýváme Legenderovou
aproximaćı funkce f řádu N.

Definice 13 zavád́ı polynom L jako funkci definovanou na množině reálných
č́ısel, zat́ımco Legenderovy obrazy předpokládaj́ı jejich definičńı obor v intervalu
transformace. Výsledkem Legenderovy aproximace je polynom konečného řádu,
a proto je zaručen jeho definičńı obor na celém reálném kontinuu. V př́ıpadě Le-
genderovy řady, kdy obecně řád transformace neńı konečný, neńı zaručena kon-
vergence mimo interval transformace.

Z výše uvedeného je zřejmé, že Legenderova aproximace vede na výsledek, který
zavád́ı určitou kvalitu pro aproximaci funkce v intervalu definičńı transformace,
a zároveň, v jisté souvislosti, kvantitu mimo tento interval. Kapitola 8.1 byla
věnována zkoumáńı neúplných Legenderových obraz̊u r̊uzných funkćı. Zároveň
zde byl kladen d̊uraz na souvislost mezi vzorem transformace funkce a chováńı
jej́ıho vzoru mimo interval transformace. Jak bylo ukázáno, na toto chováńı má
vliv předevš́ım tvar funkce v okoĺı hraničńıch bod̊u intervalu transformace.

Smysl zavedeńı definice 13 spoč́ıvá právě v tom, že, na rozd́ıl od Legenderovy
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transformace, kde předmětem zájmu je právě kvalita náhrady funkce jej́ım obra-
zem na intervalu transformace, v př́ıpadě Legenderovy aproximace je předmětem
zájmu chováńı obrazu na celém jeho definičńım oboru, tj. na celé množině reálných
č́ısel.

8.2.1 Analytické vlastnosti a definice hlavńı funkce

Definice 14. Necht’ je dána funkce f (x) ∈ R; x ∈ 〈−1; 1〉 a jej́ı Legenderova
aproximace LfN (x) stupně N .

Pak funkci f nazýváme hlavńı funkćı Legenderovy aproximace. Jej́ı definičńı
obor, tj. interval 〈−1; 1〉, nazýváme hlavńım intervalem Legenderovy aproximace.
Množinu definičńıho oboru funkce LfN (x) mimo hlavńı interval, tj. množinu
R \ 〈−1; 1〉, nazýváme vedleǰśı množinou Legenderovy aproximace.
Interval (−∞;−1) nazýváme levým vedleǰśım intervalem, a interval (1;∞) pravým
vedleǰśım intervalem Legenderovy aproximace.

Jak bylo ukázáno v kapitole 8.1, na pr̊uběh funkce LfN (x) mimo interval trans-
formace záviśı právě na hlavńı funkci a stupni aproximace.

Definujme nyńı požadavky na pr̊uběh funkce LfN (x) mimo hlavńı interval. V sou-
ladu s požadavky na aproximaci v návrhu filtr̊u požadujme, aby funkce LfN (x)
vykazovala na vedleǰśım intervalu následuj́ıćı parametry:

1. Funkce je monotónńı na vedleǰśıch intervalech. T́ım je zaručeno, že funkce
na vedleǰśıch intervalech nevykazuje žádné lokálńı extrémy.

2. Růst nebo spád funkce na vedleǰśıch intervalech je taktéž monotónńı, ne-
boli funkce je na vedleǰśıch intervalech konvexńı, nebo konkávńı. T́ım je
zaručeno, že funkce je na vedleǰśıch intervalech klesá nebo roste ”stále
strměji”.

Výše definované požadavky lze shrnout následuj́ıćımi vztahy:[(
d
dx
LfN (x) > 0

)
∨
(
d
dx
LfN (x) < 0

)]
∧
[(

d2

dx2
LfN (x) > 0

)
∨
(
d2

dx2
LfN (x) < 0

)]
;

x ∈ (−∞;−1) , x ∈ (1;∞)

(8.15)

Pokud si uvědomı́me, že funkce LfN (x) je vždy polynom, je derivace obecného
řádu polynomem taktéž. Vztah lze ekvivalentně vyjádřit následovně:(

d

dx
LfN (x) 6= 0

)
∧
(
d2

dx2
LfN (x) 6= 0

)
; x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;∞) (8.16)

119



8.2. DEFINICE KAPITOLA 8. LEGENDEROVA APROXIMACE

Z tohoto vztahu plyne, že polynomy d
dx
LfN (x) a d2

dx2
LfN (x) na vedleǰśı množině

nevykazuj́ı žádné reálné nuly, neboli:

@x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;∞) :
d

dx
LfN (x) = 0 ,

d2

dx2
LfN (x) = 0 (8.17)

Na řešeńı těchto souvztažnost́ı vedou dvě obecná tvrzeńı. Prvńım je Gausso-
va-Lucasova věta. Ta nám ř́ıká, že nuly derivaćı obecného polynomu lež́ı v oblasti
komplexńı roviny dané vněǰśı opsanou konvexńı množinou vymezenou jeho nu-
lami. V př́ıpadě, že všechny nuly polynomu lež́ı na reálné ose, źıskáme reálnou
restrikćı tohoto teorému analogické tvrzeńı, v němž figuruje na mı́stě komplexńı
konvexńı množiny reálný interval. Nuly derivace takového polynomu tedy lež́ı
uvnitř intervalu vymezeném nulami originálu.

Druhý tvrzeńım je věta, jej́ıž podstata je poněkud složitěǰśı a lze ji nalézt
např́ıklad v [45] na str. 556. Ta ř́ıká, že nuly lineárńı kombinace ortogonálńıch
polynomů splňuj́ıćıch jistou podmı́nku lež́ı v konkrétně definované množině kom-
plexńıch č́ısel. Touto podmı́nkou je, aby nuly ortogonálńıch polynomů náleželi
intervalu 〈−1; 1〉. Tuto větu lze definovat korektně takto:

Věta 10. Necht’ {pi (z)}Ni=0 je množina polynom̊u stupně i takových, že všechny
jejich nuly lež́ı v intervalu 〈−1; 1〉, a zároveň se všechny tyto nuly navzájem lǐśı.

Potom plat́ı, že nuly polynomu danému lineárńı kombinaćı množiny pi, tedy
polynomu:

P (z) =
N∑
i=0

aipi (z) (8.18)

lež́ı v interieru elipsy:

x2

(R +R−1)2
+

y2

(R +R−1)2
=

1

4
; z = x+ jy : x, y ∈ R (8.19)

, kde R = max{2 +
√

3; ρ}, přičemž ρ je ryze kladný kořen rovnice:

− |aN | tN +
N−1∑
i=0

|ai| ti = 0 (8.20)

D̊ukaz.

Důkaz lze nalézt v publikaci [45] na str. 557.

Z definice 13 je zřejmé, že Legenderova aproximace podléhá tvrzeńı věty 10.

8.2.2 Legenderova goniometrika

Pro účely aproximace v návrhu filtr̊u zaved’me na základě předchoźıch poznatk̊u
aproximačńı algoritmus založená na Legenderově aproximaci. Na výsledek apro-
ximace klad’me následuj́ıćı, v aproximačńıch úlohách v návrhu filtr̊u obligátńı,
požadavky:
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1. Aproximačńı funkce vykazuje v hlavńım intervalu izoextremálńı pr̊uběh.

2. Aproximačńı funkce nabývá v hlavńım intervalu hodnot v intervalu 〈−1; 1〉,
resp. hodnoty jej́ı normy v hlavńım intervalu nepřestouṕı ve svých lokálńıch
extrémech hodnotu 1.

Rozhoduj́ıćım v této úloze je definice hlavńı funkce.

S ohledem na výše vznešené požadavky definujme nyńı Legenderovu aproximaci
s goniometrickou hlavńı funkćı následovně:

Definice 15. Necht’ g [N ] (x) , x ∈ 〈−1; 1〉 je funkce definovaná:

g [N ] (x) =

{
cos (nπx) ; n = N

4
: N

4
∈ N, n = N±2

4
: N±2

4
∈ N

sin (nπx) ; n = N
4
− 1 : N

4
− 1 ∈ N, n = N±2

4
− 1 : N±2

4
− 1 ∈ N

;

x ∈ 〈−1; 1〉 , N ∈ N
(8.21)

Pak polynom GN = L
g[N ]
N stupně N nazveme Legenderovou goniometrikou

N-tého řádu.

Definujme chybovou funkci následovně:

errGN (x) = g [N ] (x)−GN (x) (8.22)

Pr̊uběhy Legenderových goniometrik řádu N = {8, 9, 16, 17, 26, 27, 36, 37}
včetně jejich chybových funkćı jsou vyneseny v grafech 8.2.2 až 8.2.2.

(a) Legenderova goniometrika G8 (b) Chybová funkce errG8

Obrázek 8.18: Legenderova goniometrika řádu 8 a jej́ı chybová funkce
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(a) Legenderova goniometrika G9 (b) Chybová funkce errG9

Obrázek 8.19: Legenderova goniometrika řádu 9 a jej́ı chybová funkce

(a) Legenderova goniometrika G16 (b) Chybová funkce errG16

Obrázek 8.20: Legenderova goniometrika řádu 16 a jej́ı chybová funkce

(a) Legenderova goniometrika G17 (b) Chybová funkce errG17

Obrázek 8.21: Legenderova goniometrika řádu 17 a jej́ı chybová funkce
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(a) Legenderova goniometrika G26 (b) Chybová funkce errG26

Obrázek 8.22: Legenderova goniometrika řádu 26 a jej́ı chybová funkce

(a) Legenderova goniometrika G27 (b) Chybová funkce errG27

Obrázek 8.23: Legenderova goniometrika řádu 27 a jej́ı chybová funkce

(a) Legenderova goniometrika G36 (b) Chybová funkce errG36

Obrázek 8.24: Legenderova goniometrika řádu 36 a jej́ı chybová funkce
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(a) Legenderova goniometrika G37 (b) Chybová funkce errG37

Obrázek 8.25: Legenderova goniometrika řádu 37 a jej́ı chybová funkce
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Kapitola 9

Závěr

Ćılem této práce bylo podrobné zkoumáńı možnost́ı v zavedeńı integrálńı poly-
nomiálńı transformace založené na poznatćıch zejména lineárńı algebry, matema-
tické analýzy a vlastnost́ı Legenderových polynomů. Dále byly zkoumány daľśı
vlastnosti Zolotarevových polynomů, zejména analytické řešeńı pro jejich nuly
a polohu extrémů.

Výsledky pak byly aplikovány v d́ılč́ıch úlohách.

Dále byla zavedena Legenderova transformace a z ńı vycházej́ıćı Legenderova
aproximace. Z dosažených výsledk̊u je zřejmé, že tento aparát představuje možnos-
ti aplikovatelné v užitých partíıch matematiky, zejména v teorii obvod̊u. Ovšem,
d́ıky obecnému charakteru těchto konstrukćı, je bezpochyby možné nalézt jejich
uplatněńı i v ostatńıch oblastech technických věd, nebot’ v každém jejich oboru se
nevyhnutelně setkáváme k výpočty, jejichž analytické řešeńı je ve své př́ımé po-
době značně komplikované, či je dokonce nemožné takové řešeńı nalézt. Př́ıkladem
takových početńıch úloh je řešeńı integrálńıch a diferenciálńıch rovnic jedné nebo
v́ıce proměnných.

Byly také studovány daľśı analytické vlastnosti Zolotarevových polynomů,
také užit́ım výsledk̊u źıskaných zavedeńım Legenderovy transformace. Tento roz-
bor navazoval na mou práci [39].

9.1 Naplněńı ćıl̊u disertačńı práce

Ćıle této disertačńı práce byly vytyčeny v kapitole 3. Zhodnoceńı naplněńı těchto
ćıl̊u je následuj́ıćı:

1. Rozbor polynomiálńıch funkćı
Tento ćıl představuje rozbor obecných polynom̊u, zejména z hlediska algebraic-
kých vlastnost́ı tř́ıdy polynomiálńıch funkćı. Tento úkol znamená předevš́ım
zavedeńı prostoru polynom̊u a dále zobrazeńı mezi t́ımto prostorem a aritme-
tickým komplexńım prostorem. Na tomto základě budou dále studovány možnos-
ti užit́ı nabytých poznatk̊u, zejména při řešeńı výpočt̊u algebraických operaćı
mezi polynomy.

Definićı a rozborem polynomiálńıch funkćı se zabývá kapitola 4. Jsou zde de-
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finovány základńı algebraické operace nad těmito funkcemi. Dále je v části
4.2 definován lineárńı prostor polynomů a lineárńı zobrazeńı mezi t́ımto pro-
storem a komplexńım aritmetickým prostorem. V části 4.3 je pak definován
tenzor součinu, prostřednictv́ım jehož je zaveden součin polynomů, diskrétńı
konvoluce a binomická věta.

2. Zavedeńı Legenderovy transformace
Pro zavedeńı Legenderovy transformace je v prvé řadě nezbytné uskutečnit roz-
bor vlastnost́ı Legenderových polynom̊u a možnost́ı jejich analytických vyjádře-
ńıch. Na tomto základě je pak možno definovat Legenderovu transformaci ja-
kožto integrálńı polynomiálńı operátor nad množinou obecně reálných funkćı
a vyšetřit jej́ı vlastnosti.

Legenderova transformace je zavedena v kapitole 6. V části 6.1 jsou vysvětleny
základńı principy, na nichž je Legenderova transformace založena. Konkrétně
jsou pak v podčásti 6.1.1 definovány Legenderovy polynomy. Dále je v podčás-
tech 6.1.2 a 6.1.3 vyložen proces Legenderovy transformace a jej́ı vlastnosti.

3. Aplikace Legenderovy transformace
Představit možnosti zavedené Legenderovy transformace jej́ı aplikaćı na některé
základńı funkce, které figuruj́ı zejména v teorii obvod̊u, zvláště pak v partíıch
elektrických filtr̊u. Konfrontovat výsledky těchto aplikaćı s konvenčńımi postu-
py v řešeńı podobných úloh.

Legenderova transformace je aplikována v části 6.2, kdy v podčásti 6.2.1 je
provedena Legenderova transformace Zolotarevova polynomu a je tak nalezen
jeho př́ımý polynomiálńı tvar, jeho nulové body a poloha extrémů. V částech
6.2.2 a 6.2.3 je aplikována Legenderova transformace na Zolotarev̊uv polynom
na úplný Jacobiho eliptický integrál, přičemž je představena aplikace úplného
a neúplného Legenderova obrazu. V podčásti 6.2.4 je pak podrobena Legen-
derově transformaci funkce sinc. Výsledky těchto aplikaćı jsou pak pro úplný
Jacobiho eliptický integrál a funkci sinc konfrontovány s výsledky Taylorova
rozvoje pro tyto funkce.

V části 7.2 je potom představena metodika numerického řešeńı nalezeńı nu-
lových bod̊u a polohy extrémů Zolotarevových polynomů prostřednictv́ım Le-
genderovy transformace.

V části 8.1 je v motivačńıch úlohách aplikována Legenderova transformace na
reálné funkce a tyto výsledky jsou opět konfrontovány s výsledky Taylorova
rozvoje těchto funkćı.

4. Zavedeńı Legenderovy aproximace
Definovat Legenderovu aproximaci na základě zavedené Legederově transfor-
maci a studovat jej́ı vlastnosti.

Legenderova aproximace byla definována v části 8.2. Dále byly v podčásti 8.2.1
zkoumány jej́ı základńı analytické vlastnosti a byla zde definována hlavńı funk-
ce Legenderovy aproximace.
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5. Aplikace Legenderovy aproximace
Aplikovat Legenderovu aproximaci pro konstrukci polynom̊u s izoextremálńım
pr̊uběhem a pro źıskáńı stejnoměrně zvlněné funkce pro užit́ı v aproximačńıch
úlohách v teorii obvod̊u.

Jako aplikace Legenderovy aproximace byla v podčásti 8.2.2 definována Le-
genderova goniometrika a byly zde představeny př́ıklady základńıch Legende-
rových goniometrik.

6. Rozbor Zolotarevových polynomů
Rozbor základńıch algebraických vlastnost́ı Zolotarevových polynom̊u analy-
tickými metodami, konkrétně nalezeńı analytického vyjádřeńı jejich nulových
bod̊u a polohy extrém̊u.

V návaznosti na mou práci [39] byly daľśı vlastnosti Zolotarevových polynomů
studovány v kapitole 7, zejména pak analytické řešeńı nalezeńı nulových bod̊u
a polohy extrémů těchto polynomů.

Po zhodnoceńı těchto výsledk̊u lze konstatovat, že ćıle disertačńı práce byly na-
plněny.

9.2 Možnosti pro daľśı výzkum

Témata a závěry v této práci dosažené představuj́ı široké možnosti pro daľśı
výzkum.

V př́ıpadě Legenderovy transformace je možné např́ıklad studovat možnosti jej́ıho
rozvoje pro transformaci komplexńıch funkćı komplexńı proměnné a pro transfor-
mace funkćı v́ıce proměnných. Současně je vhodné zabývat se zp̊usoby automati-
zovaných výpočt̊u v podobě univerzálńıch funkćı pro užit́ı např́ıklad v knihovnám
pro vývoj se signálovými procesory, nebot’ tyto jsou standardně vybaveny proce-
sory umožňuj́ıćı rychlé výpočty v desetinné čárce.

Dále je vhodné směřovat výzkum ke studiu analytického vyjádřeńı kvantita-
tivńıch měr chybových charakteristik této transformace.

Legenderova aproximace pak poskytuje možnosti rozboru jej́ıho rozš́ı̌reńı, zej-
ména pak v př́ıpadě obecných definic jej́ıch hlavńıch funkćı a vlastnost́ı z těchto
definic plynoućıch. V aplikaćıch pak představuje možnost daľśıho rozvoje zna-
lost́ı studium metodik návrhu obvod̊u založených na této aproximaci a souvisej́ıćı
návrhových postup̊u.

Analýza a rozbor Zolotarevových polynomů nab́ıźı rozš́ı̌reńı jejich vyjádřeńı pro
definičńı obor v́ıce proměnných. Užit́ı takových konstrukćı lze pak nalézt např́ıklad
ve zpracováńı v́ıcerozměrných signál̊u.
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Př́ıloha 1

Obrázek 9.1: Grafy Legenderových polynomů pro stupně od 1 do 5

an P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

a0 1 0 −0.5 0 0.375 0 −0.3125 0 0.27344

a1 − 1 0 −1.5 0 1.875 0 −2.1875 0

a2 − − 1.5 0 −3.75 0 6.5625 0 −9.8438

a3 − − − 2.5 0 −8.75 0 19.688 0

a4 − − − − 4.375 0 −19.688 0 54.141

a5 − − − − − 7.875 0 −43.313 0

a6 − − − − − − 14.438 0 −93.844

a7 − − − − − − − 26.813 0

a8 − − − − − − − − 50.273

Tabulka 9.1: Tabulka koeficient̊u ak dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupně od 0 do 8
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an P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15

a0 0 −0.24609 0 0.22559 0 −0.20947 0

a1 2.4609 0 −2.707 0 2.9326 0 −3.1421

a2 0 13.535 0 −17.596 0 21.995 0

a3 −36.094 0 58.652 0 −87.979 0 124.64

a4 0 −117.3 0 219.95 0 −373.91 0

a5 140.77 0 −351.91 0 747.82 0 −1420.9

a6 0 351.91 0 −997.09 0 2368.1 0

a7 −201.09 0 854.65 0 −2706.4 0 7104.3

a8 0 −427.32 0 2029.8 0 −7104.3 0

a9 94.961 0 −902.13 0 4736.2 0 −18155

a10 − 180.43 0 −1894.5 0 10893 0

a11 − − 344.45 0 −3961.2 0 24757

a12 − − − 660.19 0 −8252.4 0

a13 − − − − 1269.6 0 −17140

a14 − − − − − 2448.5 0

a15 − − − − − − 4733.8

Tabulka 9.2: Tabulka koeficient̊u ak dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupně od 9 do 15

Obrázek 9.2: Grafy Legenderových polynomů pro stupně od 6 do 10
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an P16 P17 P18 P19 P20

a0 0.19638 0 −0.18547 0 0.1762

a1 0 3.3385 0 −3.5239 0

a2 −26.708 0 31.715 0 −37.001

a3 0 −169.15 0 222.01 0

a4 592.02 0 −888.03 0 1276.5

a5 0 2486.5 0 −4085 0

a6 −4973 0 9531.6 0 −17021

a7 0 −16340 0 34041 0

a8 20425 0 −51062 0 1.1489 · 105

a9 0 56735 0 −1.5319 · 105 0

a10 −45388 0 1.5319 · 105 0 −4.4424 · 105

a11 0 −1.1141 · 105 0 4.0385 · 105 0

a12 55704 0 −2.6924 · 105 0 1.0433 · 106

a13 0 1.2426 · 105 0 −6.4202 · 105 0

a14 −35504 0 2.7515 · 105 0 −1.5133 · 106

a15 0 −73374 0 6.0534 · 105 0

a16 9171.8 0 −1.5133 · 105 0 1.3242 · 106

a17 − 17804 0 −3.1157 · 105 0

a18 − − 34619 0 −6.4045 · 105

a19 − − − 67416 0

a20 − − − − 1.3146 · 105

Tabulka 9.3: Tabulka koeficient̊u ak dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupně od 16 do 20

131



an P21 P22 P23 P24 P25

a0 0 −0.16819 0 0.16118 0

a1 3.7001 0 −3.8683 0 4.0295

a2 0 42.552 0 −48.354 0

a3 −283.68 0 354.6 0 −435.19

a4 0 −1773 0 2393.5 0

a5 6382.7 0 −9574.1 0 13882

a6 0 28722 0 −46275 0

a7 −65651 0 1.1899 · 105 0 −2.0493 · 105

a8 0 −2.3798 · 105 0 4.611 · 105 0

a9 3.702 · 105 0 −8.1973 · 105 0 1.6907 · 106

a10 0 1.1476 · 106 0 −2.7051 · 106 0

a11 −1.2519 · 106 0 3.4428 · 106 0 −8.6071 · 106

a12 0 −3.4428 · 106 0 1.0042 · 107 0

a13 2.6483 · 106 0 −9.2692 · 106 0 2.858 · 107

a14 0 6.6209 · 106 0 −2.4497 · 107 0

a15 −3.5311 · 106 0 1.6331 · 107 0 −6.3693 · 107

a16 0 −8.1657 · 106 0 3.9808 · 107 0

a17 2.882 · 106 0 −1.8733 · 107 0 9.6007 · 107

a18 0 6.2444 · 106 0 −4.267 · 107 0

a19 −1.3146 · 106 0 1.3475 · 107 0 −9.6569 · 107

a20 0 −2.6949 · 106 0 2.8971 · 107 0

a21 2.5666 · 105 0 −5.5182 · 106 0 6.208 · 107

a22 − 5.0166 · 105 0 −1.1287 · 107 0

a23 − − 9.815 · 105 0 −2.3065 · 107

a24 − − − 1.9221 · 106 0

a25 − − − − 3.7673 · 106

Tabulka 9.4: Tabulka koeficient̊u ak dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupně od 21 do 25
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an P26 P27 P28 P29 P30

a0 −0.15498 0 0.14945 0 −0.14446

a1 0 −4.1845 0 4.3339 0

a2 54.398 0 −60.675 0 67.176

a3 0 525.85 0 −626.98 0

a4 −3155.1 0 4075.3 0 −5172.5

a5 0 −19562 0 26897 0

a6 71726 0 −1.0759 · 105 0 1.569 · 105

a7 0 3.3814 · 105 0 −5.3795 · 105 0

a8 −8.4534 · 105 0 1.4793 · 106 0 −2.488 · 106

a9 0 −3.2874 · 106 0 6.0818 · 106 0

a10 5.9174 · 106 0 −1.2164 · 107 0 2.3719 · 107

a11 0 1.9904 · 107 0 −4.3125 · 107 0

a12 −2.6539 · 107 0 6.4688 · 107 0 −1.4734 · 108

a13 0 −7.9616 · 107 0 2.0402 · 108 0

a14 7.9616 · 107 0 −2.3316 · 108 0 6.2662 · 108

a15 0 2.1762 · 108 0 −6.6839 · 108 0

a16 −1.6321 · 108 0 5.8485 · 108 0 −1.8799 · 109

a17 0 −4.1283 · 108 0 1.5481 · 109 0

a18 2.2935 · 108 0 −1.0321 · 109 0 4.0423 · 109

a19 0 5.432 · 108 0 −2.553 · 109 0

a20 −2.1728 · 108 0 1.2765 · 109 0 −6.2549 · 109

a21 0 −4.8629 · 108 0 2.9785 · 109 0

a22 1.3263 · 108 0 −1.0831 · 109 0 6.9048 · 109

a23 0 2.8255 · 108 0 −2.4017 · 109 0

a24 −4.7092 · 107 0 6.0042 · 108 0 −5.3037 · 109

a25 0 −9.6067 · 107 0 1.2729 · 109 0

a26 7.3898 · 106 0 −1.9583 · 108 0 2.6926 · 109

a27 − 1.4506 · 107 0 −3.9891 · 108 0

a28 − − 2.8494 · 107 0 −8.1207 · 108

a29 − − − 5.6005 · 107 0

a30 − − − − 1.1014 · 108

Tabulka 9.5: Tabulka koeficient̊u ak dle definice 6.5 pro Legenderovy polynomy
stupně od 26 do 30
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Obrázek 9.3: Grafy Legenderových polynomů pro stupně od 11 do 15

Obrázek 9.4: Grafy Legenderových polynomů pro stupně od 16 do 20
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Obrázek 9.5: Grafy Legenderových polynomů pro stupně od 21 do 25

Obrázek 9.6: Grafy Legenderových polynomů pro stupně od 26 do 30
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v bodě z0 = π

4
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4
pro k od 0.8 do 0.95 . . . . 55
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139
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technika-nakladatelstv́ı ČVUT, 2005. isbn: 80-01-03299-X.

[44] M. E. Van Valkenburg. Analog filter design. Vydáńı 2. CBS College Pub-
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