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v části bibliografie.

V Plzni, květen 2021
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Abstrakt

Předmětem této práce je studie popisu konstrukce náhodných poĺı odvozených z obra-
zové analýzy. Konkrétně se zabývá předevš́ım kovariančńımi funkcemi z literatury běžně
použ́ıvanými pro tyto účely. Pro generováńı vzork̊u náhodného pole je zde využit Karhunen-
Loèveho rozvoj. Práce je napsána v českém jazyce.

Kĺıčová slova: Náhodná pole, dvoubodová pravděpodobnost, kovariančńı jádro, Karhu-
nenovo–Loèveho rozvoj
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Abstract

The purpose of this thesis is a study of constructing random fields based on image analysis.
More specifically, there are studied correlation funcitions known from literature which are
widley used for this purpose. Samples of random fields are generated using the Karhunen-
Loève expansion. This thesis is written in Czech.

Keywords: Random fields, two-point probability, covariance function, Karhunen–Loève
expansion
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dobnost, (b) vizualizace nejednoznačnosti určeńı úsečky pro výpočet L2 na
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jádro z S2 500 nφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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A.1 Náhodné generováńı binárńıho obrázku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Kapitola 1

Úvod

V technické praxi se velice často setkáváme s nestejnorodými materiály, at’ se už jedná
o kompozity či pouze v́ıce fáźı stejného média. V určitém měř́ıtku (mikroskopickém, me-
soskopickém etc.) lze většinu materiál̊u prohlásit za nehomogenńı a často je to právě
mikrostruktura zodpovědná za makroskopické chováńı vzorku.

Dosud nejběžněǰśım zp̊usobem modelováńı heterogenńıch materiál̊u v inženýrské praxi
je homogenizace a využit́ı bezpečnostńıch součinitel̊u, které maj́ı pokrýt př́ıpadné náhodné
výkyvy v chováńı materiálu. V posledńıch letech se však prosazuje i jiný směr, který
se snaž́ı o modelováńı nahodilého chováńı materiálu pomoćı náhodných poĺı. Snahou
je tedy modelovat př́ımo pravděpodobnostńı rozděleńı vlastnost́ı materiálu a následným
fyzikálńım výpočtem1 (vedeńı tepla, mechanické modely, transport vlhkosti etc.) źıskat
pravděpodobnostńı rozděleńı odezvy.

Předem je zřejmé, že pro některé praktické úlohy je tento postup zbytečně náročný
a složitý. Uplatněńı tedy nenajde pro aplikace, jakými jsou např́ıklad masivńı ocelové
stavebńı konstrukce nebo kvalitně vypálený keramický střep. Naopak u kompozitńıch ma-
teriál̊u s v́ıce fázemi, rozptýlenou výztuž́ı či např́ıklad u oprav historických staveb, kde
můžeme pozorovat výrazné koĺısáńı vlastnost́ı stavebńıch materiál̊u, stejně jako mnohdy
nepravidelné zděńı, statistický model skýtá značný potenciál oproti odhadu shodných
vlastnost́ı pro celou konstrukci. Náhodná pole mohou reprezentovat jak mikrostrukturu
(např.: pevná fáze, pór), tak makroskopické složeńı materiálu (např.: kamenivo, výztužné
vlákno, cementový tmel). Abychom se za použit́ı tohoto komplexněǰśıho př́ıstupu ne-
odchýlili od modelované skutečnosti v́ıce, než za pomoci homogenizace (idealizace) vzorku,
je vhodné využ́ıt veškeré dostupné informace pro co nepřesněǰśı popis.

Jako jedna možnost, která by umožnila źıskáńı vstupńıch údaj̊u, se jev́ı právě obra-
zová analýza. Předpokladem je, že máme k dispozici nějaký reprezentativńı vzorek (či
sérii mnoha vzork̊u), ze kterého se pokouš́ıme vyč́ıst zákonitost, j́ıž se ř́ıd́ı stochastické
rozmı́stěńı fáźı v materiálu (např. pro náhodné generováńı nových vzork̊u).

Obsahem této práce je studium několika možných postup̊u pro tvorbu náhodného pole
s využit́ım obrazové analýzy. Pro psańı nezbytných funkćı a skript̊u bylo zvoleno prostřed́ı
MATLAB R2020b, nebot’ má implementovanou rozsáhlou řadu funkćı, je optimalizováno
pro práci s maticemi a vektory a umožňuje snadno generovat grafický výstup a tedy
i rychlou kontrolu výsledk̊u2.

1Těmito modely se v práci nebudeme zabývat. Jejich následná aplikace je nezbytná, aby mělo celé
poč́ınáńı smysl. Tyto listy se věnuj́ı předevš́ım hodnoceńı samotného náhodného pole.

2Jak bude zmı́něno i později, některé části tohoto postupu jsou velmi výpočetně náročné, proto by
v př́ıpadě praktického použit́ı bylo vhodné už́ıt programovaćı jazyk umožňuj́ıćı větš́ı kontrolu práce
s pamět́ı, jakým je např. C/C++.
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Kapitola 2

Popis nehomogenńıho materiálu

Uvažujeme nekonečný heterogenńı materiál, který se v tuto chv́ıli skládá pouze ze dvou
fáźı, jejichž rozložeńı v objemu je nahodilé a předem nev́ıme, ve kterém mı́stě se nacháźı
která fáze, viz např. obr. 2.1. Libovolný řez t́ımto materiálem bude mı́t rovněž dvě složky,
které budeme reprezentovat hodnotami 0 (černá barva) a 1 (b́ılá barva). Na celý problém
se lze d́ıvat i tak, že jsme třet́ı rozměr zanedbali a vyb́ıráme pouze výřezy z rovinného
média. Různé výřezy se tedy budou lǐsit podle toho, kde provedeme řez daným materiálem,
v čemž pro nás spoč́ıvá náhodnost celého procesu.

V této práci se pokuśıme vytvořit pravděpodobnostńı model odvozený z realizace ta-
kového výřezu, resp. souboru výřez̊u. Tyto realizace nám pomohou vystihnout statistické
charakteristiky stř́ıdáńı fáźı.

Obrázek 2.1: Ukázka vláknového kompozitu - př́ıklad dvoufázového média [1]

Ačkoliv to obecně neńı nezbytně nutné, je výhodněǰśı jak pro matematickou formulaci,
tak praktickou aplikaci, doménu výřezu nějakým zp̊usobem diskretizovat. Velmi obĺıbený
zp̊usob je FEM (final element method - metoda konečných prvk̊u), který je v kombinaci
s náhodnými poli prezentován např. v [2], avšak vzhledem k prostřed́ı MATLAB, kde
je obrázek reprezentován matićı pixel̊u, je pro nás mnohem jednodušš́ı ponechat tuto
diskretizaci.

Každý takovýto řez, pro nás velikosti n × m px, lze považovat za jednu nezávislou
realizaci diskrétńıho náhodného pole {X(i,j); i = 1, . . . , i = m; j = 1, . . . , j = n}, tj.
souboru náhodných proměnných {X(i,j)}, které nabývaj́ı v našem př́ıpadě pouze hodnot
z H = {0; 1} 1.

1Náhodné proměnné X(i,j) určuj́ı barvu (výskyt fáze v) pixelu na pozici (i, j). V obecném př́ıpadě
samozřejmě mohou nabývat v́ıce hodnot (pokud by materiál obsahoval v́ıce fáźı), zde však řeš́ıme př́ıpad
binárńıho náhodného pole.
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KAPITOLA 2. POPIS NEHOMOGENNÍHO MATERIÁLU 3

Rozděleńı náhodného pole je určeno všemi:

1-rozměrnými rozděleńımi {X(i,j)},
2-rozměrnými rozděleńımi {X(i1,j1), X(i2,j2)},
...

n ·m-rozměrnými rozděleńımi {X(i1,j1), . . . , X(in,jm)}.

V této práci budeme dále předpokládat, že celé náhodné pole je takzvaně statisticky
homogenńı. Pod t́ım rozumı́me, že ∀k, l, h ∈ N : rozděleńı vektoru (X(i1,j1), . . . , X(ik,jk))
je shodné s rozděleńım vektoru (X(i1+l,j1+h), . . . , X(ik+l,jk+h)). Jinými slovy, že konkrétńı
mı́sto výběru řezu nebo jeho velikost nemá vliv na jeho vlastnosti. Veškeré {X(i,j)},
{X(i1,j1), X(i2,j2)}, . . . , {X(i1,j1), . . . , X(ik,jk)} tedy maj́ı stejné rozděleńı. Pro náš př́ıpad tedy
plat́ı:

P (X(i,j) = 1) = p, kde p znač́ı objemové zastoupeńı fáze 1,

P (X(i,j) = 0) = 1− p,

pak středńı hodnota E(X(i,j)) = p a rozptyl σ2(X(i,j)) = (1− p) · p. Dále z homogenity
náhodného pole plyne, že dvourozměrné rozděleńı:

P (X(i1,j1) = 1 ∩X(i2,j2) = 1) = P (X(i1+l,j1+h) = 1 ∩X(i2+l,j2+h) = 1), ∀l, h ∈ N. (2.1)

Tato informace je pro nás ekvivalentńı s informaćı o vzájemné rovnosti korelace dvojice
náhodných proměnných:

corr(X(i1,j1), X(i2,j2)) = corr(X(i1+l,j1+h), X(i2+l,j2+h)) = %(l, h), ∀l, h ∈ N, (2.2)

kde %(l, h) je korelačńı funkce závislá na vzájemné poloze dvou bod̊u (tj. vzdálenosti
l a h). V některých př́ıpadech korelačńı funkci budeme uvažovat v součinovém tvaru:

%(l, h) = %1(l) · %2(h), (2.3)

kde l, resp. h, je vzdálenost dvou bod̊u ve svislém, resp. vodorovném, směru. Výhodou
funkce (2.3) je, že pokud %1(l) i %2(h) jsou pozitivně semidefinitńı a nezávislé, pak totéž
plat́ı i pro %(l, h) a i z ńı odvozené autokovariančńı matice.

2.1 Statistické deskriptory

Pro postihnut́ı a následnou reprezentaci stochastického rozložeńı fáźı v materiálu lze
využ́ıt řadu funkćı, označovaných jako statistické deskriptory. Ty nám umožńı kvantifiko-
vat náhodný proces výskytu zvolené fáze v daném mı́stě struktury. Ačkoliv tyto funkce
vyjadřuj́ı pravděpodobnost, je potřeba mı́t na paměti, že zde budeme jejich hodnoty vždy
odhadovat pomoćı relativńıch četnostńı na pozorovaném výřezu či souboru výřez̊u. Dva
nejpouž́ıvaněǰśı deskriptory prezentované v [3] si zde bĺıže uvedeme. Tyto funkce jsou
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obecněǰśı a lze je tak použ́ıt i pro popis média o v́ıce fáźıch, statisticky homogenńıho
i nehomogenńıho. Jsou nav́ıc definovány i pro spojité náhodné pole.

Prvńım zástupcem je n-bodová funkce pravděpodobnosti (n-point probability
function). Jedná se o skupinu deskriptor̊u, které vyjadřuj́ı pravděpodobnost, že n libo-
volně zvolených bod̊u bude ležet ve požadované fázi. Tj. můžeme např́ıklad při výpočtu
tř́ıbodové pravděpodobnosti požadovat, aby pro trojúhelńık x1x2x3 bylo splněno, že vrchol
x1 bude prvkem černé fáze, x2 prvkem modré fáze a x3 prvkem b́ılé fáze. Toto je znázorněno
na obr. 2.2a, kde je daná podmı́nka splněna pouze v jednom př́ıpadě (zvýrazněném
oranžovou barvou) z vyobrazených pokus̊u (záměna bod̊u totiž neńı možná, jedná se
o jinou pravděpodobnost). Zjednodušeně tyto funkce udávaj́ı, jaká je pravděpodobnost,
že uspořádaná n-tice bod̊u splńı předepsané podmı́nky (každý bod padne do požadované
fáze) kdekoliv na doméně. Tato práce se bĺıže věnuje právě speciálńımu př́ıpadu dvou-
bodové pravděpodobnosti v sekci 2.3, která je výhodná pro popis binárńıho média, které
v této práci uvažujeme.

Vzhledem k uvažované statistické homogenitě náhodného pole lze tuto pravděpodobnost
odhadovat dvoj́ım zp̊usobem. Pro konkrétńı délku a orientaci vektoru (př́ıpadně trojice,
čtveřice, ..., n-tice bod̊u) vybereme náhodně několik jej́ıch umı́stěńı, pro které předpis
(2.4) vyhodnot́ıme, nebo (2.4) vyhodnot́ıme pro všechna možná umı́stěńı dané n-tice
bod̊u na konkrétńım výřezu, který máme k dispozici. Prvńı zp̊usob se hod́ı předevš́ım pro
velmi velké domény z d̊uvodu sńıžeńı výpočetńı náročnosti, my se však podrž́ıme v této
práci druhého, který nám poskytne méně zkreslenou informaci vlivem výběru. Předpoklad
statistické homogenity na reálném vzorku nemuśı být splněn. Předevš́ım pro velmi malé
výřezy se mohou vlastnosti u dvou vzork̊u významně lǐsit. Proto si při práci s daty je nutno
dát pozor, abychom pracovali s dostatečně velkým statisticky reprezentativńım vzorkem.

V př́ıpadě, že by doména nebyla statisticky homogenńı (tj. zastoupeńı jedné fáze by
např́ıklad bylo výrazně odlǐsné u kraj̊u než uvnitř domény), tyto funkce by byly závislé
i na konkrétńı poloze a pro odhad pravděpodobnosti bychom museli mı́t k dispozici v́ıce
vzork̊u.

Definujme n-bodovou pravděpodobnost následuj́ıćı rovnićı:

Sf1,f2,...,fnn (x1, x2, . . . , xn) =
〈 n∏
j=1

χfj(xj)
〉
, (2.4)

• kde:

fj znač́ı předepsanou (sledovanou) fázi pro bod xj,

xj zastupuje j-tý bod v uspořádané n-tici bod̊u,

χfj(xj) je charakteristická funkce, která xj přǐrad́ı hodnotu:

∗ 1 - pokud xj ∈ Dfj , kde Dfj je oblast zaplněná fáźı fj,

∗ 0 - pokud xj 6∈ Dfj ,

〈·〉 znač́ı aritmetický pr̊uměr součin̊u charakteristických funkćı χfj všech možných
(resp. v rámci odhadu všech vybraných) umı́stěńı (pokus̊u) dané uspořádané
n-tice bod̊u na referenčńım výřezu náhodného pole,

n je počet bod̊u.
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Pokud bychom tedy chtěli odhadnout pravděpodobnost P (X(x1) = 1 ∩ X(x2) = 1),

označenou jako S
(1)
2 (x1, x2) 2, kde x1 je od x2 vzdálen o l ve vodorovném a h ve svislém

směru, budeme u statisticky homogenńı domény v souladu s (2.4) postupovat tak, že vy-
bereme náhodně několik (co nejv́ıce) dvojic bod̊u vzdálených o l, resp. h, ve vodorovném,
resp. svislém, směru a vyhodnot́ıme, v kolika pokusech oba body ve dvojici ležely ve fázi 1.
Pro statisticky nehomogenńı doménu bychom tento pokus vyhodnocovali v absolutńı po-
zici bod̊u x1 a x2 avšak na r̊uzných realizaćıch náhodného pole. Obdobně bychom postupo-
vali u daľśıch odhad̊u P (X(x1) = 1∩X(x2) = 0) 3, P (X(x1) = 1∩X(x2) = 1∩X(x3) = 1)
etc.

(a) (b)

Obrázek 2.2: (a) Vizualizace n-bodové pravděpodobnosti u tř́ıfázového média. úsečky -
dvoubodová pravděpodobnost (nebo L2), trojúhelńıky - tř́ıbodová pravděpodobnost, (b)
vizualizace nejednoznačnosti určeńı úsečky pro výpočet L2 na śıt’ově (pixelově) diskreti-
zovaném médiu.

Daľśım statistickým deskriptorem je kupř́ıkladu ”úsečková funkce” (lineal-path
function). Na rozd́ıl od n-bodové (resp. dvoubodové) pravděpodobnosti sleduje splněńı
podmı́nky předepsaných fáźı na celé úsečce, nikoliv jen v krajńıch bodech. L(1)(r) by tak
značilo pravděpodobnost, že (vázaný) vektor r lež́ı celý ve fázi 1, L(1)(2)(r), že lež́ı částečně
ve fázi 1, částečně ve fázi 2 atd. Odtud je zřejmé, že i tento deskriptor lze zobecnit pro
libovolné množstv́ı fáźı, nejčastěji se však použ́ıvá právě ve formě Lf (r) právě proto, že
obsahuje (sic velmi hrubou) informaci o spojitosti dané fáze f .

Lf1,f2,...,fn(r) =
〈
χL(r)

〉
, (2.5)

• kde:

r je (vázaný) vektor určený libovolnými dvěma body média,

fj znač́ı j-tou požadovanou fázi (zde na rozd́ıl od S2 nezálež́ı na pořad́ı, může
se vyskytovat kdekoliv na úsečce, viz dále),

n znač́ı počet r̊uzných fáźı, kterými má úsečka procházet,

χL(r) je charakteristická funkce, která r přǐrad́ı hodnotu:

2V př́ıpadě, že n-bodovou pravděpodobnost poč́ıtáme pro stejnou fázi u všech bod̊u zjednodušujeme

značeńı následuj́ıćım zp̊usobem S
(1),(1)
2 (x1, x2)→ S

(1)
2 (x1, x2).

3Zde bychom sledovali, kdy prvńı bod padl do fáze 1 a druhý do fáze 0.
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∗ 1 - pokud ∀j, j = 1, . . . , n : ∃δr ⊂ r : δr ⊂ Dfj , kde Dfj je oblast zaplněná
fáźı fj, ∧ @δr ⊂ r : δr ⊂ Dfk , kde fáze fk /∈ {f1, f2, . . . , fn},

∗ 0 - v ostatńıch př́ıpadech

〈·〉 znač́ı aritmetický pr̊uměr součin̊u charakteristických funkćı χL všech možných
(resp. v rámci odhadu všech vybraných) umı́stěńı (pokus̊u) vektoru r na refe-
renčńım výřezu náhodného pole,

Existuje mnoho daľśıch statistických (a fyzikálńıch) deskriptor̊u, jakými jsou např.
”tětivová funkce” (chord-length density function), funkce korelace povrch̊u (surface corre-
lation functions) nebo třeba zobecněńı linear-path function na libovolnou křivku. Tyto
jsou mnohdy složité na implementaci, př́ıpadně neposkytuj́ı informace potřebné pro účel
této práce, proto se jimi v́ıce nebudeme zabývat.

2.2 Materiál s inkluzemi

Nebot’ b́ılou fázi zde budeme modelovat jako izolované shluky, nikoliv kontinuum, hovoř́ıme
zde o b́ılé barvě, resp. konkrétńım jednom shluku, jako o inkluzi. Toto může reprezento-
vat např́ıklad pórovitý materiál (kde by pór představoval inkluzi), výše uvedený vláknový
kompozit (viz obr. 2.1), polystyrenbeton atp.

Jak bylo prezentováno v [4], Lf (r) na rozd́ıl od Sf2 (x1, x2) klade d̊uraz na tvar in-
kluze. Sf2 (x1, x2) na druhou stranu krom této informace nese i údaje o tom, jak jsou
fáze rozmı́stěny v̊uči sobě na větš́ıch vzdálenostech. Proto tento deskriptor použijeme pro
daľśı práci. Daľśım d̊uvodem, proč byl zvolen právě tento deskriptor je fakt, že při diskre-
tizaci pomoćı čtvercové śıtě, kterou aplikujeme, je S2 resp. Sn, jednoznačně aplikovatelná
pro všechny směry. Při užit́ı L2 je nutno zvolit algoritmus pro aproximaci ”úsečky”na
čtvercové śıti, nebot’ ta zde neńı jednoznačně určena, jak prezentuje obr. 2.2b. Před po-
pisem samotné dvoubodové pravděpodobnosti v sek. 2.3 se ještě krátce zmı́ńıme o tom,
jak je struktura reprezentována v této práci.

Inkluze zde uvažujeme pouze dvoj́ıho tvaru, sice čtvercového či obdélńıkového s jednot-
nou velikost́ı v rámci daného vzorku, shodně orientované. Důvodem je, že takto jsou jedno-
duché na implementaci, lze snadno upravit jejich rozměry a přitom aproximuj́ı ”skutečné
tvary” (např. rozptýleného plniva) bez ztráty kontrolovatelnosti výsledk̊u z d̊uvodu složité
vnitřńı geometrie.

Nutno uznat, že reálnou mikrostrukturu (popř. makrostrukturu) toto zjednodušeńı
nepopisuje, nicméně ćılem v tuto chv́ıli neńı test na reálných datech, nýbrž studium
chováńı a vhodnosti algoritmu pro takové užit́ı v budoucnosti.

V př́ıpadě práce s reálnými vzorky je potřeba nejprve obrázek (výřez) převést do
binárńı podoby. Nejjednodušš́ım zp̊usobem je využit́ı prahových metod (thresholding).
Obrázek nejprve převedeme do černo-b́ılé podoby (z tř́ıkanálového RGB tak źıskáme pouze
jednokanálový) a nyńı nastav́ıme hodnotu, nad ńıž vrát́ıme 1 a pod ńıž 0. Tyto metody
samozřejmě mohou být sofistikovaněǰśı a nastavovat práh automaticky (Otsuova metoda),
či dělit doménu v́ıce prahy. Možnost́ı vhodnou předevš́ım pro v́ıce než dvě domény by bylo
též ”manuálńı” přǐrazeńı hodnot či za pomoci exterńıho preprocesoru. Tento postup zde
nahrad́ıme náhodným generováńım obrázku, které zat́ım pro naše účely bohatě postač́ı.



KAPITOLA 2. POPIS NEHOMOGENNÍHO MATERIÁLU 7

2.3 Dvoubodová pravděpodobnost

Funkćı dvoubodové pravděpodobnosti (two-pint probability function) rozumı́me předpis,
kterým charakterizujeme odhad pravděpodobnosti výskytu jisté fáze u dvojice vybraných
bod̊u. Jedná se o odhad dvourozměrného rozděleńı (2.1), proto zde budeme sledovat situ-
aci, kdy oba body padnou do stejné fáze. Takto se snaž́ıme charakterizovat médium o dvou
fáźıch. Médium o v́ıce než dvou fáźıch můžeme popisovat bud’ volbou konkrétńıch dvojic
fáźı, do nichž maj́ı body padnout, nebo lépe, pomoćı v́ıce dvoubodových pravděpodobnost́ı,
kdy pro každou fázi zavedeme samostatnou funkci Sf2 (x1, x2) [3]. Jak bylo zmı́něno výše,
pro plnohodnotnou charakterizaci domény informace o jednobodové a dvoubodové pravděpo-
dobnosti neńı z matematického pohledu dostatečná. Nicméně, poskytuje alespoň nějakou
informaci o rozložeńı fáźı v materiálu a umožňuje sestavit kovariančńı matici, kterou bu-
deme dále potřebovat.

Jak celá dvoubodová pravděpodobnost funguje je jasněǰśı z jej́ı formálńı definice [4],
kterou dostaneme zjednodušeńım (2.4):

Sf1,f22 (x1, x2) =
〈
χf1(x1)χf2(x2)

〉
, (2.6)

• kde:

χfj(xj) je charakteristická funkce viz (2.4),

〈·〉 je aritmetický pr̊uměr z r̊uzných umı́stěńı vektoru x1x2 viz (2.4),

x1 a x2 je libovolná dvojice bod̊u, pro ńıž pravděpodobnost odhadujeme.

Už zde je vidět, že dvoubodovou pravděpodobnost bude se zachováńım diskretizace
pomoćı pixel̊u výhodné konstruovat jakožto matici. Funkci dvoubodové pravděpodobnosti,
pro periodickou doménu lze také definovat následuj́ıćı rovnićı [4], zde již v podobě upravené
pro náš př́ıpad diskrétńıho výpočtu:

Sf2 (x1, x2) =
1

n.m

n−1∑
x1x=0

m−1∑
x1y=0

χf (x1x, x1y)χ
f ((x1x + x2x)%n, (x1y + x2y)%m), (2.7)

• kde:

% je modulo (zbytek po děleńı),

n a m jsou rozměry obdélńıkové oblasti, respektive počet řádk̊u a sloupc̊u matice,

x1x a x1y jsou souřadnice počátečńıho bodu,

x2x a x2y jsou souřadnice koncového bodu,

χf znač́ı zobrazeńı viz rovnice (2.4) .

Tento zp̊usob je sice transparentńı a př́ımočarý, ale poměrně výpočetně náročný.
Ovšem za předpokladu periodické domény, lze využ́ıt výrazně efektivněǰśı výpočet po-
moćı Fourierových transformaćı [4]:

Sf2 (x1, x2) =
1

n.m
IDFT

{
DFT{χf (x1, x2)}DFT{χf (x1, x2)}

}
, (2.8)

• kde:
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n a m jsou rozměry obdélńıkové oblasti, respektive počet řádk̊u a sloupc̊u matice,

DFT znač́ı diskrétńı dopřednou Fourierovu transformaci,

IDFT znač́ı diskrétńı inverzńı Fourierovu transformaci,

. . . symbolizuje komplexně sdruženou hodnotu,

x1 a x2 je libovolná dvojice bod̊u, pro ńıž pravděpodobnost odhadujeme,

χf znač́ı charakteristickou funkci viz rovnice (2.4) .

(a) (b)

(c)

(d) (e)

Obrázek 2.3: (a) Dvoubodová pravděpodobnost pro objemové zastoupeńı inkluze c(1) =
0.1 a velikosti inkluze 5x5 px viz (d), (b) dvoubodová pravděpodobnost pro c(1) = 0.1
a inkluze 10x10 px struktury (e), (c) dvoubodová pravděpodobnost ekvivalentńı s (b)

Výše zmiňované postupy plat́ı pro výpočet na periodické doméně. Toto zjednodušeńı
jsme si mohli dovolit aplikovat, nebot’ předpokládáme statisticky homogenńı náhodné pole
(materiál), vedleǰśı výřezy by se tedy neměly významně lǐsit. V této práci se ale pokuśıme
i o několik postup̊u, kterými se předpokladu periodicity vyhneme, nebo se jej́ı vliv omeźıme
a pokuśıme se vyhodnotit, jaké dopady zavedeńı předpokladu periodicity má.

V této části p̊ujde o výpočet neperiodické S2, resp. S2 s výrazným potlačeńım vlivu
periodicity. Předpoklad statistické homogenity je zde však v obou př́ıpadech zachován.
Aby měly tyto postupy dostatek informaćı, tj. źıskané četnosti pro všechny dvojice bod̊u
měly statistickou vypov́ıdaj́ıćı hodnotu pro odhad korelace, v obou př́ıpadech bude funkce
dvoubodové pravděpodobnosti poč́ıtána na 4x větš́ım médiu než v př́ıpadě (2.7). Tzn.
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pokud byl p̊uvodńı obraz o velikosti m × n, nyńı předpokládáme, že máme k dispozici
médium o velikosti 2m× 2n.

V prvńım př́ıpadě (který označ́ıme QUARTER) tedy budeme poč́ıtat pouze vektory
svislé, resp. vodorovné, délky nejvýše m, resp. n. Nejdeľśı vektory tak maj́ı nejméně rea-
lizaćı, ale stále stejně jako v př́ıpadě uvažováńı periodického média. Rovnice pro výpočet
tedy bude vypadat následovně:

Sf2 (x1, x2) =

∑(2n−h−1)
x1x=0

∑(2m−l−1)
x1y=0 χf (x1x, x1y)χ

f (x1x + h, x1y + l)

(2n− h) · (2m− l)
, (2.9)

• kde:

n a m jsou rozměry oblasti, kterou chceme reprezentovat,

x1 je bod o souřadnićıch [x1x, x1y],

x2 je bod o souřadnićıch [x1x + h, x1y + l],

χf znač́ı charakteristickou funkci viz rovnice (2.4) .

Druhou možnost́ı (označenou dále jako QUARTER-CROP), kterou zde uplatńıme,
bude výpočet S2 z obrázku o rozměrech 2n · 2m s uvážeńım periodicity dle (2.7), resp.
(2.8) a následně z takto spočtené S2 vyř́ızneme jej́ı prvńı čtvrtinu o velikost n ·m. T́ımto
oř́ıznut́ım neztrat́ıme žádnou informaci, neb hodnoty v prvńı čtvrtině matice S2 spoč́ıtané
za předpokladu periodicity se v ostatńıch čtvrtinách pouze opakuj́ı, nebot’ dlouhé vektory
přesahuj́ıćı tuto čtvrtinu se chovaj́ı jako vektory kratš́ı opačného směru, jak je podrobněji
ukázáno v [4].

Na obrázku 2.3 jsou graficky prezentovány funkce dvoubodových pravděpodobnost́ı
pro konkrétńı struktury za předpokladu periodicity. Jak si můžeme povšimnout v obrázku
2.3c, zaj́ımavá mı́sta jsou koncentrována v roźıch zájmové oblasti. Nebot’ ale uvažujeme
periodické médium, lze matice přeuspořádat (viz podkapitola 2.4.3) a dostaneme tak
rovnocennou informaci v přehledněǰśım tvaru. Zároveň je to jeden ze zp̊usob̊u, jak si
poradit s t́ım, že je doména ve skutečnosti neperiodická. Častý př́ıstup, jak se s těmito
problémy vyrovnat, je použit́ı váhových tlumı́ćıch funkćı [5] aplikovaných na data źıskaná
ze série výřez̊u za předpokladu jejich periodicity.

2.3.1 Fourierova transformace

Tato podkapitola stručně přibližuje princip fungováńı Fourierových transformaćı. Jedná
se vlastně o zobrazeńı funkce na jinou funkci, resp. převedeńı funkce jedné proměnné na
funkci jiné proměnné. Tato operace nám ušetř́ı mnoho výpočetńıho času předevš́ım pro
větš́ı domény, nebot’ výpočet S2 má z definice náročnost O(n2m2) 4, viz př́ıloha A, kdežto
výpočet pomoćı rychlých Fouriérových transformaćı z rovnice (2.8) vykazuje náročnost
pouze O(mn log(mn) +mn)[4].

Konečně Fourierova transformace je pro funkci jedné proměnné na spojité doméně
definována následovně [5], [6]:

4Toto značeńı udává náročnost programu určenou jako ”množstv́ı operaćı, které poč́ıtač muśı provést
na jeho dokončeńı”. U polynomu se udává pouze nejvyšš́ı řád.
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• př́ımá Fourierova transformace:

F (v) =

∫ ∞
−∞

f(n)e−2πi vndn, (2.10)

• inverzńı Fourierova transformace:

f(n) =

∫ ∞
−∞

F (v)e2πi vndv . (2.11)

• kde:

F (v) je funkce proměnné v,

f(n) je funkce proměnné n.

V našem př́ıpadě však pracujeme s diskrétńımi hodnotami, proto určitý integrál ve
Fourierově transformaci přejde na konečný součet. Zároveň zobrazeńı rovnou rozš́ı̌ŕıme
pro funkci dvou proměnných tak, aby již byla aplikovatelná pro náš př́ıpad:

• př́ımá diskrétńı Fourierova transformace:

F (u, v) =
1

m.n

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

f(k, j)e−2πi
(
ju
m

+ vk
n

)
, (2.12)

• inverzńı diskrétńı Fourierova transformace:

f(k, j) =
m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

F (u, v)e2πi
(
ju
m

+ vk
n

)
, (2.13)

• kde:

D(u, v) je posloupnost proměnných u a v,

d(k, j) je posloupnost proměnných k a j,

m,n jsou rozměry domény,

Nyńı přicháźı na řadu samotný pojem rychlá Fourierova transformace, pod kterým ro-
zumı́me efektivńı algoritmus slouž́ıćı k výpočtu diskrétńı Fourierovy transformace v 1D.
Pouhý výpočet pomoćı (2.12) by ke zrychleńı nevedl, neb vykazuje výpočetńı náročnost
O(m2n2). Existuje řada algoritmů, které tuto problematiku řeš́ı, nicméně základńı myšlenka
je založena na rozděleńı vstupńıch dat do v́ıce část́ı a poč́ıtat tak sice v́ıce transformaćı,
ale pro méně člen̊u, č́ımž je potlačen vliv kvadratické náročnosti výpočtu [5].

2.4 Kovariančńı jádra

Kovariančńı jádra nebo též kovariančńı funkce jsou zásadńı pro popis a generováńı náhodných
poĺı. V literatuře [7], [8] se běžně uvád́ı následuj́ıćı kovariančńı funkce součinového tvaru
(viz (2.3)):
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• Gaussovské kovariančńı jádro

CG(x1, x2) = σ2
κ.e
−
(
x1x−x2x√

2Lx

)2
−
(
x1y−x2y√

2Ly

)2
, (2.14)

• exponenciálńı kovariančńı jádro

CE(x1, x2) = σ2
κ.e
−
∣∣x1x−x2x

Lx

∣∣−∣∣x1y−x2y
Ly

∣∣
, (2.15)

• kde:

σ2
κ je rozptyl př́ıslušné náhodné veličiny,

Lx a Ly jsou př́ıslušné volené korelačńı délky,

∗ Pod korelačńı délkou rozumı́me vzdálenost dvou bod̊u, v ńı̌z dvě náhodné
proměnné nejsou korelovány. To lze definovat následovně[2], [8]:

∀|x1 − x2| ≥ L : cov(X(x1), X(x2)) ≤ σ2
κ

e
(2.16)

x1 a x2 jsou zvolené body o souřadnićıch x1 = [x1x, x1y] a x2 = [x2x, x2y].

S těmito jádry se i nejčastěji pracuje [2], [7]. Avšak je potřeba si uvědomit, že se jedná
o uměle zvolené funkčńı předpisy, které nemuśı dostatečně přesně reflektovat skutečnou
strukturu a nav́ıc jejich přesnost velmi záviśı na korelačńıch délkách, které v tomto př́ıpadě
hraj́ı roli voleného parametru bez jednoznačného fyzikálńıho významu, který by ulehčil je-
jich odhad. Numerická studie a diskuze k volbě těchto parametr̊u se nacháźı v podkapitole
2.4.3.

Výrazně přesněǰśı je kovariančńı funkce založená na dvoubodové pravděpodobnosti [3],
[7], kterou lze pohodlně pro binárńı př́ıpad źıskat jako:

CI(x1, x2) = (S
(1)
2 (x1, x2)− (c(1))2) · (κ(1) − κ(2))2, (2.17)

• kde:

S
(1)
2 (x1, x2) je hodnota funkce dvoubodové pravděpodobnosti pro body x1, x2,

c(1) je objemové zastoupeńı sledované fáze,

κ(1) a κ(2) jsou hodnoty modelované fyzikálńı veličiny pro každou fázi.

Na rozd́ıl od výše uvedených jader má tato funkce př́ımou návaznost na strukturu
zkoumaného obrazu a je tak možné ji použ́ıt pro validaci funkćı (2.14) a (2.15) a pro opti-
malizaci jejich korelačńıch délek. Porovnáńı výše uvedených funkćı je (pro optimalizované
korelačńı délky) je vyobrazeno na obr. 2.6.

Obě použ́ıvané funkce, jak Gaussovská, tak exponenciálńı, jsou ovšem pouze speciálńım
př́ıpadem výrazně obecněǰśıho Matérnova modelu (správněji zřejmě Whittleova-Matérnova
modelu viz [9], ale běžně se použ́ıvá pouze označeńı Matérno̊uv model/funkce, kterého se
zde podrž́ım).
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Matérnovu kovariančńı funkci lze definovat následuj́ıćım předpisem [10]:

CM(d) = σ2 21−ν

Γ(ν)

(√
2ν
d

ρ

)ν
Kν

(√
2ν
d

ρ

)
, (2.18)

• kde:

σ2 je rozptyl fyzikálńı veličiny,

Γ(ν) je gama funkce viz podkap. 2.4.1,

Kν je modifikovaná Besselova funkce druhého druhu viz podkap. 2.4.2,

d je vzdálenost (proměnná),

ν a ρ jsou volené parametry modelu.

Na rozd́ıl od rovnic (2.14) a (2.15) se zde vyskytuje pouze jedna proměnná vzdálenosti,
avšak s uvážeńım součinového tvaru (2.3) i Matérn̊uv model samozřejmě lze rozš́ı̌rit do
v́ıce dimenźı. Parametr ρ je analogický ke korelačńı délce L. Ovšem stupeň Besselovy
funkce ν již na prvńı pohled tak explicitńı význam nemá. Pak vězme, že pro ν = 1

2

Matérn̊uv model odpov́ıdá exponenciálńımu kovariančńımu jádru, pro ν →∞ pak přejde
na Gaussovské jádro [9].

2.4.1 Gama funkce

Pod pojmem (Eulerova) gama funkce rozumı́me zobecněńı faktoriálu do množiny C a tedy
i do R. Definována je integrálńım vztahem:

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt, (2.19)

který lze definovat pro z ∈ R+, nebo zavést jej́ı analytické prodloužeńı do C − Z−0 ,
kde pak i funkčńı hodnoty maj́ı reálnou a imaginárńı složku. Na obrázku 2.4 je pro lepš́ı
představu vykreslena gama funkce pro reálnou osu a pr̊uběh jej́ı převrácené hodnoty,
nebot’ s ńı pracuje Matérnovo kovariančńı jádro.
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Obrázek 2.4: Pr̊uběh gama funkce Γ(x) a jej́ı převrácené hodnoty 1
Γ(x)

pro x ∈ R

Občas se lze rovněž setkat s ṕı funkćı Π(z), která je oproti gama funkci Γ(z) pouze
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posunuta o hodnotu 1 na reálné ose:

Γ(z + 1) = Π(z) =

∫ ∞
0

tze−tdt . (2.20)

Pro n ∈ N tedy plat́ı:

Γ(n) = (n− 1)! , (2.21)

Π(n) = n! . (2.22)

2.4.2 Besselova funkce

Besselovými funkcemi nazýváme takové funkce, které jsou řešeńım diferenciálńıch rovnic
(2.23) a (2.24) a definované na C. Besselovy funkce jsou prvńıho až třet́ıho druhu, ”běžné”
a modifikované. Zde se zaměř́ıme pouze na popis použ́ıvané Besselovy modifikované funkce
druhého druhu a potřebných souvislost́ı, detailněǰśı informace lze nalézt např. v [11]–[14].

Besselova diferenciálńı rovnice je:

z2 δ
2w(z)

δz2
+ z

δ2w(z)

δz
+ (z2 − ν2)w(z) = 0, (2.23)

modifikovaná Besselova diferenciálńı rovnice:

z2 δ
2w(z)

δz2
+ z

δ2w(z)

δz
− (z2 + ν2)w(z) = 0, (2.24)

• kde:

z proměnná z ∈ C,

w(z) je hledaná funkce a

ν nazýváme řád (či stupeň) Besselovy rovnice, ν ∈ C.

Řád Besselovy rovnice je velmi d̊uležitý parametr, který ovlivňuje výslednou podobu
řešeńı. Obecně lze zapsat řešeńı at’ už (2.23) či (2.24) jako lineárńı kombinaci dvou Besse-
lových funkćı. Dále uvedu pouze řešeńı pro modifikovanou rovnici, řešeńı pro (2.23) jsou
analogická a konkrétńı funkce lze naj́ıt ve výše citované literatuře.

• Pokud je ν ∈ C− N:
w(z) = c1Iν(z) + c2I−ν(z), (2.25)

• pokud je ν ∈ N:
w(z) = c1Iν(z) + c2K−ν(z), (2.26)

• kde:

c1 a c2 jsou libovolné konstanty,

ν je řád Besselovy rovnice (který je voleným parametrem Matérnova modelu),

Iν a I−ν jsou Besselovy modifikované funkce prvńıho druhu vypočtené jako:

Iν(z) =
(z

2

)ν ∞∑
k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

(z2

4

)k
, (2.27)
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Kν je Besselova modifikované funkce druhého druhu vypočtená dle:

Kν(z) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin(νπ)
, ν ∈ C− N (2.28)

Kν(z) = lim
ν→n

π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin(νπ)
, ν = n, n ∈ N. (2.29)

V prvńım př́ıpadě jsou Iν a I−ν lineárně nezávislé, což však neplat́ı v okamžiku, kdy
ν ∈ N. Proto přicháźı do hry právě Besselova modifikovaná funkce druhého druhu: I
samotná Besselova modifikovaná funkce druhého druhu je závislá na tom, zda řád rovnice
ν je celé č́ıslo. Vypočte se z Besselovy modifikované funkce prvńıho druhu dle vztah̊u (2.27)
a (2.28), resp. (2.29). Na obr. 2.5, je vyobrazena reálná část Besselových modifikovaných
funkćı pro lepš́ı představu o jejich chováńı.
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Obrázek 2.5: Reálná část Besselových modifikovaných funkćı (a) prvńıho druhu a (b)
druhého druhu

2.4.3 Numerická studie optimálńıch korelačńıch délek

V této části je provedena a okomentována numerická studie optimálńıch korelačńıch délek
pro Gaussovskou a exponenciálńı (dle formuĺı (2.14) a (2.15)) kovariančńı funkci, přesnost
model̊u a vliv na chybu pro dva základńı př́ıpady. Kromě optimálńıch korelačńıch délek
byla sledovaným parametrem i chyba odchylek umělých kovariančńıch jader v̊uči kova-
riančńı funkci poč́ıtané z dvoubodové pravděpodobnosti dle rovnice (2.17).

Proměnnými byly objemové zastoupeńı inkluze (značeno c(1)) a rozměr inkluze v px
(značeno r). Rozměr domény, na které byly tyto parametry sledovány, byl pro účely studie
zvolen 100×100 px. V prvńım př́ıpadě maj́ı inkluze čtvercový tvar, v druhém obdélńıkový.

Za předpokladu periodické struktury jsou koncentrace vyšš́ıch hodnot pravděpodobno-
sti (a tedy i z ńı poč́ıtané kovariance) v roźıch matice. Ovšem Gaussovské ani expo-
nenciálńı jádro ze své povahy periodické neńı a snaha napodobit j́ım skutečnou kovariančńı
matici zjǐstěnou z obrázku je v tomto př́ıpadě nevhodná. Vliv periodického chováńı lze
lehce potlačit přeuspořádáńım periodické matice dvoubodové pravděpodobnosti tak, že
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se rozděĺı na čtvrtiny a jej́ı rohové prvky se sesad́ı k sobě (d́ıky periodicitě přináš́ı stále
stejnou informaci [4]). Vznikne tak hlavńı vrchol ve středu oblasti, od kterého hodnota
funkce rychle klesá a na zbytku domény se vyskytuj́ı již pouze výrazně nižš́ı fluktuace.
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Obrázek 2.6: Řez pro srovnáńı kovariančńıch jader při objemovém zastoupeńı inkluze
c(1) = 0, 1 (a) inkluze 5x5 px, (b) inkluze 10x10 px

Nadále se využije sudosti Gaussovské a exponenciálńı funkce (viz obr 2.6), které
se optimalizuj́ı již na takto přeuspořádané matici, č́ımž jsou tyto funkce s kovariančńı
funkćı výrazně lépe porovnatelné. Obě tato jádra vesměs dobře poṕı̌śı větš́ı či menš́ı
část středového vrcholu, pak ale rychle konverguj́ı k nule. Z toho plyne, krom faktu, že
přeuspořádáńı nemá významný vliv na výpočet samotné korelačńı délky, že uměle volená
funkce vždy bude zat́ıžena jistou mı́rou chyby, nebot’ neńı schopna pokrýt fluktuaci mimo
maximum.

Korelačńı délka pak udává, jak moc bude v př́ıslušném směru protažen Gaussovský
nebo exponenciálńı ”klobouk”. Nyńı je již zřejmá d̊uležitost správné volby korelačńı délky.
Zvoĺıme-li korelačńı délku př́ılǐs malou, funkce dostatečně nepoṕı̌se hlavńı vrchol, pokud
ji ale naopak nadhodnot́ıme, funkce bude klesat př́ılǐs pomalu oproti realitě. Jak je patrno
z obrázku 2.7, chyba s vyšš́ı volenou korelačńı délkou oproti optimálńı roste velmi rychle.
Rozhodně se tak vyplat́ı volit délky sṕı̌se nižš́ı.

Pro účely této studie je chybou mı́něn rozd́ıl kovariančńıch jader vztažených ke kova-
riančńımu jádru zjǐstěnému z dvoubodové pravděpodobnosti a sice jako absolutńı chyba,
popř. chyba nejmenš́ıch čtverc̊u:

εabs =
n∑
i=1

m∑
j=1

|CG/E − CI |, (2.30)

εsquare =

n∑
i=1

m∑
j=1

(CG/E − CI)
2, (2.31)
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• kde:

m a n jsou rozměry domény,

CG, CE, CI jsou kovariančńı jádra viz (2.14), (2.15), (2.17).

Optimálńı korelačńı délka je stanovena Newtonovou metodou hledaj́ıćı minimum této
sumy čtverc̊u chyb dle rovnice (2.31).

Jako méně náchylný na špatný odhad se ukazuje exponenciálńı model oproti Gaus-
sovskému. Jeho minimálńı absolutńı chyba je sice o malinko větš́ı, ale při volbě korelačńı
délky mimo optimum výrazně pomaleji roste, nebot’ exponenciálńı funkce klesá rychleji
a při špatném (př́ılǐs vysokém) odhadu tak rozd́ıl mezi fluktuacemi kovariance z obrázku
a modelovou funkćı neńı tak velký (i když chyba stále roste velmi rychle).

(a) (b)

Obrázek 2.7: Pr̊uběh absolutńı chyby dle rovnice (2.30) pro Gaussovské (a) a exponenciálńı
(b) jádro pro inkluze 10x10 - viz obr. 2.3

Pro potřeby samotné studie pak bylo ještě nezbytné nastavit rozptyl hodnot σ2
κ pro

Gaussovské a exponenciálńı jádro a (κ(1)−κ(2))2 pro jádro poč́ıtané z obrázku dle rovnice
(2.17). Za normálńıch okolnost́ı by tyto rozptyly byly vypočteny na základě sledovaných
fyzikálńıch parametr̊u, avšak pro potřeby této práce sleduj́ıćı pouze vliv korelačńıch délek
bez vazby na konkrétńı fyzikálńı aplikaci, byly hodnoty nastaveny následovně:

(κ(1) − κ(2))2 = 1, kde κ(1) = 1 a κ(2) = 0.

σ2 = (c(1) − c(1)2), kde c(1) je objemové zastoupeńı fáze 1.

Takto se funkce shoduj́ı v počátku a mohou tak být optimalizovány. Obě studie,
pro čtvercový i obdélńıkový tvar inkluze, byly provedeny na 100 náhodně generovaných
vzorćıch, z nichž pak byl následně spočten aritmetický pr̊uměr. Rozměry čtvercových
inkluźı se pohybuj́ı v rozsahu 4x4 px až 10x10 px a obdelńıkových 3x4 px až 3x10 px
a objemové zastoupeńı odstupňované po 0,05 v intervalu < 0, 1; 0, 3 > 5.

Z výsledk̊u prezentovaných na obrázku 2.8 je zřejmé, že korelačńı délka záviśı na
obou sledovaných parametrech. To, že s rostoućı velikost́ı inkluze roste i korelačńı délka,

5POZN: V následuj́ıćıch grafech jsou uváděny pouze orientačńı objemová zastoupeńı inkluźı. Toto
zastoupeńı je vždy bud’ rovno zobrazenému, je-li možno umı́stit přesný počet inkluźı, nebo nejvyšš́ı vyšš́ı
vzhledem k náhodnému generováńı obrazu (viz A). Odchylka je však vždy < 4.10−3.
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(a) (b)

Obrázek 2.8: Růst pr̊uměrné optimálńı korelačńı délky Lx v závislosti na velikosti inkluze
a objemovém zastoupeńı pro Gaussovské (a) a exponenciálńı (b) jádro

(a) (b)

Obrázek 2.9: Růst pr̊uměrné minimálńı chyby (sumy čtverc̊u chyb dle (2.31)) v závislosti
na velikosti inkluze a objemovém zastoupeńı pro Gaussovské (a) a exponenciálńı (b) jádro
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překvapivé neńı, nebot’ větš́ı inkluze umožńı i deľśım než jednotkovým vektor̊um pad-
nout svým počátkem i koncem do stejné inkluze. Vzroste tedy hodnota jejich dvoubo-
dové pravděpodobnosti a ”klobouk”se tak rozš́ı̌ŕı. U čtvercové inkluze se korelačńı délky
ve směru x a y významně nelǐśı a velmi je ovlivňuje právě rozměr inkluze. V př́ıpadě
obdélńıkových inkluźı vycháźı samozřejmě větš́ı korelačńı délka ve směru deľśıho rozměru
inkluźı viz obrázek 2.11.

Druhý projevený aspekt je, že s vyšš́ım objemovým zastoupeńım inkluźı korelačńı
délka klesá. Vysvětleńı zde neńı tak jednoduché, jako v předchoźım př́ıpadě. U kova-
riančńıho jádra vypočteného z dvoubodové pravděpodobnosti vzniká za hlavńım vrcholem
”podkmit” do záporných hodnot. Jelikož funkce z literatury jsou vždy nezáporné, toto
mı́sto nemohou nikdy dobře popsat.

Při rostoućım objemovém zastoupeńı docháźı k zahuštěńı domény a tak vektory, které
maj́ı délku jen o trochu větš́ı než aby se vešly do inkluze jsou v́ıce znevýhodněny oproti
ostatńım, ”podkmit” za hrotem je tedy hlubš́ı. V d̊usledku tohoto vrcholu v záporných
hodnotách při minimalizaci čtverce chyby dojde ke sńıžeńı korelačńı délky, aby se umělá
funkce nenacházela zbytečně vysoko. Graficky je tento fenomén zřejmý při porovnáńı
obrázk̊u 2.6 a 2.10, kde jsou vyobrazena kovariančńı jádra pro vysoké objemové zastou-
peńı.
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Obrázek 2.10: (a) Řez pro srovnáńı kovariančńıch jader při objemovém zastoupeńı inkluze
c(1) = 0, 3 inkluze 5x5 px, (b) př́ıslušná doména

(a) (b)

Obrázek 2.11: Optimálńı korelačńı délka pro Gaussovské jádro s obdélńıkovou inkluźı
v závislosti na jej́ı velikosti a objemovém zastoupeńı - (a) Lx,opt (b) Ly,opt
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Zaj́ımavěǰśı je však pohled na to, jak r̊uzná velikost inkluze či změna objemového za-
stoupeńı ovlivňuje samotnou minimálńı chybu při aproximaci pomoćı kovariančńıch funkćı
z literatury. Jak je patrné z prezentovaných výsledk̊u na obrázku 2.9, chyba významně
roste s velikost́ı inkluze i objemovým zastoupeńım. Vezmeme-li v úvahu dosud nabyté
poznatky, je zřejmé, že i tento fakt plyne ze stejných př́ıčin. Větš́ı inkluze zp̊usob́ı větš́ı
fluktuace v oblasti, kde jsou umělá kovariančńı jádra bĺızká nule a nemohou je tedy postih-
nout (viz obrázek 2.6 a 2.3), zat́ımco rostoućı objemové zastoupeńı navyšuje amplitudu
předevš́ım bĺızko za vrcholem, viz obrázek 2.10.

Posledńı část́ı této numerické studie je aproximace funkćı a pokus o formulaci jedno-
duchého vztahu pro odhad korelačńıch délek v závislosti na velikosti inkluze a objemovém
zastoupeńı. Jako nejjednodušš́ı se jev́ı aproximace rovinnou plochou, zde je ale potřeba
zmı́nit, že zat́ımco poměr mezi korelačńı délkou a objemovým zastoupeńım je přibližně
lineárńı, pod́ıl korelačńı délky a velikosti inkluze nikoliv. Že rovina (viz (2.32)) neńı vhod-
nou aproximačńı plochou je vidět z obr. 2.12.

(a) (b) (c)

Obrázek 2.12: Aproximace hodnot Lopt pro exponenciálńı jádro (u Gaussovského jádra je
trend podobný). Aproximace (a) rovinou (2.32), (b) hyperbolickým paraboloidem (2.33),
(c) hyperbolickým paraboloidem (2.34).

Dále je vhodné poznamenat, že pro lineárńı regresi jsou data pro Lx,opt a Ly,opt u čtver-
cových inkluźı zpr̊uměrována, nebot’ odchylka mezi těmito hodnotami je malá a předevš́ım
zp̊usobena vlivem náhody, tvorba v́ıce aproximačńıch ploch by proto nedávala smysl.

V rámci studie jsou v tabulkách 2.1 a 2.2 prezentovány výsledky (včetně chyby) tř́ı
aproximačńıch polynomiálńı funkćı:

Lopt ≈ A+B.r + C.c(1), (2.32)

Lopt ≈ B.r + C.c(1) +D.r.c(1), (2.33)

Lopt ≈ B.r + C.c(1) +D.r.c(1) + E.r2 + F.c(1)2
, (2.34)

• kde:

Lopt je optimálńı korelačńı délka,

c(1) je objemové zastoupeńı inkluze,

r znač́ı rozměr inkluze v daném směru a

A až F jsou hledané konstantńı koeficienty.
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V tab. 2.2 a tab. 2.1 jsou uvedeny dvě měř́ıtka chyby. Prvńı, běžně použ́ıvaná, mı́ra
chyby RMSE (z anglického root mean square error) a také pr̊uměrná absolutńı chyba
(zde pod zkratkou MAE - mean absolute error) pro lepš́ı představu.

εRMSE =

√∑nd
i=1(f(yi)− faprox(yi))2

nd
, (2.35)

εMAE =

∑nd
i=1 |f(yi)− faprox(yi)|

nd
, (2.36)

• kde:

nd je množstv́ı dat,

f(yi) je p̊uvodńı (zjǐstěná) hodnota v i-tém bodě,

faprox(yi) je aproximovaná hodnota v i-tém bodě.

Odchylka u aproximace rovinou je poměrně značná, nav́ıc pokud bychom zakázali kon-
stantu A, ještě významně naroste. Naopak zavedeńı tohoto členu do rovnic (2.33) či (2.34)
se výrazně na sńıžeńı chyby neprojev́ı a aproximaci zbytečně komplikuje. Povšimněme si,
že největš́ı pokles chyby (cca 3-4 násobný) zp̊usob́ı u Gaussovských i exponenciálńıch
délek uvážeńı součinu objemového zastoupeńı a rozměru inkluze, tedy přechod od roviny
k hyperbolickému paraboloidu.

Tabulka 2.1: Koeficienty aproximace pro Gaussovskou optimálńı korelačńı délku L pro
čtvercovou inkluzi, Lx pro obdélńıkovou inkluzi ve směru konstantńı velikosti, Ly pro
obdélńıkovou inkluzi ve směru proměnné velikosti

Rce a B C D E (.10−4) F εRMSE εMAE

(2.32) L 0.3596 0.2326 -2.024 0 0 0 0.0407 0.0290
Lx 0.3512 0.2333 -1.998 0 0 0 0.0386 0.0280
Ly 0.3680 0.2319 -2.050 0 0 0 0.0433 0.0311

(2.33) L 0 0.2842 -0.2169 -0.259 0 0 0.0086 0.0060
Lx 0 0.2835 -0.2403 -0.2513 0 0 0.0093 0.0069
Ly 0 0.2848 -0.1934 -0.2667 0 0 0.0106 0.0073

(2.34) L 0 0.2792 -0.1216 -0.2829 7.389 0.2146 0.0074 0.0051
Lx 0 0.2778 -0.0912 -0.2672 6.589 -0.0709 0.0089 0.0066
Ly 0 0.2805 -0.1519 -0.2986 8.189 0.5001 0.0087 0.0059

Zahrnut́ı daľśıch kvadratických člen̊u sice chybu dále snižuje, pokles ale již neńı tak
významný, předevš́ım, vezmeme-li v úvahu, že nepotřebujeme při výpočtu trefit přesné
optimum (což se u náhodné struktury zřejmě ani nepodař́ı), ale postač́ı rozumné okoĺı,
v němž chyba neroste př́ılǐs rychle (viz obr. 2.7). Pro Gaussovské jádro tedy bohatě postač́ı
vztah (2.33). Zahrnut́ı polynomu vyšš́ıch stupň̊u by stálo za úvahu u exponenciálńıho
jádra, kde pokles chyby mezi rovnićı (2.33) a (2.34) je zhruba o 1

3
). Opět zde ale naráž́ıme

na zkomplikováńı rovnice, která by měla usnadnit odhad, a předevš́ım pak malé množstv́ı
dat pro aproximaci vyšš́ımi stupni polynomů.

S uvážeńım výše zmı́něných výsledk̊u tak lze finálńı odhad korelačńıch délek formulo-
vat:
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Tabulka 2.2: Koeficienty aproximace pro exponenciálńı optimálńı korelačńı délku L pro
čtvercovou inkluzi, Lx pro obdélńıkovou inkluzi ve směru konstantńı velikosti, Ly pro
obdélńıkovou inkluzi ve směru proměnné velikosti

Rce a B C D E (.10−4) F εRMSE εMAE

(2.32) L 0.6474 0.4475 -4.548 0 0 0 0.0924 0.0668
Lx 0.6046 0.4520 -4.444 0 0 0 0.0873 0.0618
Ly 0.6901 0.4430 -4.652 0 0 0 0.1037 0.0770

(2.33) L 0 0.542 -1.209 -0.486 0 0 0.0335 0.0241
Lx 0 0.540 -1.337 -0.4512 0 0 0.0380 0.0268
Ly 0 0.544 -1.080 -0.5208 0 0 0.0443 0.0342

(2.34) L 0 0.530 -1.576 -0.6176 23.30 3.411 0.0198 0.0135
Lx 0 0.5294 -1.374 -0.5687 26.48 2.317 0.0306 0.0211
Ly 0 0.5486 -1.779 -0.6665 20.12 4.505 0.0319 0.0206

• pro Gaussovské jádro:

Lopt,G ≈ 0, 3.r − 0, 2.c(1) − 0, 25.c(1).r, (2.37)

• pro exponenciálńı jádro:

Lopt,e ≈ 0, 55.r − 1, 2.c(1) − 0, 5.c(1).r, (2.38)

• kde:

c(1) je objemové zastoupeńı inkluze,

r znač́ı rozměr inkluze v daném směru.

Nutno podotknout, že odhady (2.37) a (2.38) maj́ı velmi omezenou platnost. Dalo
by se ř́ıci, že plat́ı pouze pro druh (tedy inkluze o stejné velikosti, náhodně rozložené
s minimálńı mezerou 1) vzork̊u a rozsah hodnot, na nichž byly testovány.



Kapitola 3

Generováńı vzork̊u náhodného pole

Po té, co jsme źıskali informaci o struktuře pomoćı kovariančńıch funkćı, přicháźı chv́ıle
pro generováńı realizaćı samotného náhodného pole. V této práci budeme náhodné pole
generovat pomoćı Karhunenovo–Loèveho rozvoje, zkráceně KLR (KLE - Karhunen–Loève
Expansion). V literatuře se lze setkat i s odlǐsnými př́ıstupy, jako např́ıklad vylepšenými
perturbačńımi metodami či Hashin-Shtrikmanovým variačńım př́ıstupem [2]. Těmito se
zde však nebudeme zabývat.

3.1 Karhunenovo–Loèveho rozvoj

KLR je vlastně nekonečný součet slouž́ıćı pro popis náhodného pole. V rovnici (3.1) je
zapsán v čisté podobě pro spojitou doménu ve tvaru nekonečného součtu, rovnice (3.2)
pak je pouhou úpravou pro výpočet na diskretizované doméně [2], [7], [8]:

κ(x, ω) =
∞∑
i=1

√
λiφi(x)ξi(ω), (3.1)

κ(ω) ≈ µκ +

nφ∑
i=1

√
λiφiξi(ω), (3.2)

• kde:

κ(x, ω),κ(ω) znač́ı veličinu jako funkci souřadnice x, resp. v prostoru diskretizovaný vek-
tor, obé závislé na elementárńım jevu ω,

µκ je vektor středńıch hodnot veličiny κ v diskrétńıch bodech prostoru, resp. pro
náš př́ıpad d́ılč́ıch pixelech obrázku, které jsou seřazeny do jednorozměrného
vektoru,

λi je i-té vlastńı č́ıslo kovariančńı funkce, resp. matice,

φi(x),φi zastupuje i-tou vlastńı funkci, resp. vektor, autokovariančńı funkce, resp.
matice,

ξi(ω) je náhodná proměnná (viz podkapitola 3.1.3) a

nφ je počet člen̊u uvažovaných v konečném rozvoji pro diskretizovaný výpočet.

Nebot’ pracujeme na diskrétńı doméně, tak v našem př́ıpadě přejde vlastńı funkce φi(x)

22
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na vlastńı vektor φi kovariančńı matice, který se dá snadno určit. Vlastńı č́ıslo nám pak
hraje roli váhy, kterou vstupuje př́ıslušná vlastńı funkce do rozvoje.

3.1.1 Kovariančńı matice

Před samotnou dekompozićı do vlastńıch vektor̊u φi a č́ısel λi, je potřeba přeuspořádat
kovariančńı jádra. Dosud jsme vždy vztahovali kovariance ke konkrétńımu bodu, avšak ze
vztah̊u (2.14) a (2.15), kovariančńı funkce lze zapsat jako funkce vzdálenost́ı dvou bod̊u.
Původńı doména je m.n, kovariančńı matice tak bude čtvercová rozměru (m.n)2, z definice
symetrická, pozitivně semidefinitńı a vyjadřuje právě kovarianci mezi jednotlivými body.

Prvńım zp̊usobem, jak dostat tuto matici, je napoč́ıtat kovariančńı jádra pro všechny
body, rozvinout kovariančńı jádro do vektoru a ten vložit do př́ıslušného řádku matice.
Toto lze provést pro rovnice (2.14) a (2.15), jak naznačuje schéma (3.3), avšak kova-
riančńı jádro zjǐstěné z dvoubodové pravděpodobnosti (rovnice (2.17)) nelze znovu poč́ıtat
k jinému bodu, ale opět se jedná o funkci vzdálenosti. Proto budeme pro sestaveńı auto-
kovariančńı matice prvky CI kruhově posouvat. Tedy např́ıklad při posunu sloupc̊u o γ
prvk̊u v matici, která má n sloupc̊u přejde sloupec j-tý sloupec na pozici (j + γ)%n,
u řádk̊u analogicky. Matici sestav́ıme dle stejného schématu. Následným řešeńım charak-
teristické rovnice dostaneme vlastńı č́ısla a vypočteme vlastńı vektory.

C̃α =


Cα,x1,1(1, 1) Cα,x1,1(1, 2) . . . Cα,x1,1(n,m)
Cα,x1,2(1, 1) Cα,x1,2(1, 2) . . . Cα,x1,2(n,m)

...
...

. . .
...

Cα,xn,m(1, 1) Cα,xn,m(1, 2) . . . Cα,xn,m(n,m)

 , (3.3)

• kde:

α zastupuje indexy G/E/I podle toho, zda se jedná o Gaussovskou, Expo-
nenciálńı či z dvoubodové pravděpodobnosti odvozenou kovariančńı matici,

xi,j znač́ı, ke kterému bodu jsou data spočtena (Gaussovská a exponenciálńı
funkce), resp. posunuta (kovariančńı funkce odvozená z S2), viz text výše.

Tuto metodu sestaveńı kovariančńı matice použijeme vždy pro Gaussovské a expo-
nenciálńı jádro, nebot’ se jedná o umělé funkce vesměs nezávislé na konkrétńı reali-
zaci (opomineme-li optimalizaci korelačńı délky), nemáme tedy jinou variantu postupu.
V př́ıpadě korelačńıho jádra odvozeného z výřezu mikrostruktury se nám však nab́ıźı daľśı
možnost. Máme-li k dispozici dostatečné množstv́ı vzork̊u/výřez̊u, lze vlastńı tvary źıskat
pomoćı analýzy hlavńıch komponent (dále též PCA - z ang. Principal Component Ana-
lysis). Nejedná se pak tedy o vlastńı tvary konkrétńı realizace, ale statistického souboru
o npca vzorćıch, který byl generován shodným algoritmem. Zmı́něná kovariančńı matice
je sestavena následovně:

C̃P (i, j) =
〈
(κi − µκi)(κj − µκj)

〉
, (3.4)

• kde:

〈·〉 znač́ı aritmetický pr̊uměr přes soubor výřez̊u,
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κi, κj jsou hodnoty pozorované veličiny v i-tém, resp. j-tém bodu (pixelu) a

µκi ,µκj je středńı hodnota veličiny κi v i-tém, resp. j-tém pixelu,

neboli v maticovém zápisu:

C̃P =
1

npca − 1

(
KKT − npcaµκµ

T
κ

)
, (3.5)

• kde:

µκ je řádkový vektor středńıch hodnot veličiny κ v jednotlivých pixelech,

K je matice vzork̊u K ∈ Rm·n×npca uspořádaných tak, že sloupce představuj́ı
jednotlivé výřezy uspořádané do jednorozměrných vektor̊u a řádky odpov́ıdaj́ı
jednotlivým pixel̊um ve výřezech.

V následuj́ıćı části budeme porovnávat dosud zmı́něné postupy źıskáńı kovariančńı
matice s následuj́ıćım značeńım:

S2-Image: odvozeńım z dvoubodové pravděpodobnosti S2 dle (2.17) źıskané pro
jeden zvolený výřez o rozměrech m× n za předpokladu periodicity,

Gauss: vyhodnoceńım Gaussovské kovariančńı funkce (2.14) s optimálńı korelačńı
délkou stanovenou pro tentýž zvolený výřez,

Exp: vyhodnoceńım exponenciálńı kovariančńı funkce (2.15) s optimálńı korelačńı
délkou stanovenou pro tentýž zvolený výřez,

PCA: výpočtem kovarianćı mezi fázemi v jednotlivých pixelech na souboru npca =
m ·n+ 1 výřez̊u o velikosti m×n dle (3.5), kdy je vliv periodicity zcela eliminován,

QUARTER: výpočtem dvoubodové pravděpodobnsti S2 odvozené pro jeden zvo-
lený výřez o rozměrech 2m× 2n bez předpokladu periodicity dle (2.9),

QUARTER-CROP: výpočtem dvoubodové pravděpodobnsti S2 odvozené pro je-
den zvolený výřez o rozměrech 2m×2n za předpokladu periodicity dle (2.7) a následně
oř́ıznut́ım źıskané matice na rozměr m× n.

Všechny výsledné autokovariančńı matice maj́ı shodný rozměr (m · n)× (m · n), jejich
vlastńı vektory φi pak maj́ı rozměr m · n a umožňuj́ı tak vytvořit náhodné pole o těchto
rozměrech, ze kterého můžeme následně generovat vzorky opět o velikosti m× n.

3.1.2 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory kovariančńıch matic

Prvńı vlastńı tvary popisuj́ı zkoumanou doménu nejv́ıce, posledńı pak nejméně. Váhu, jaký
význam maj́ı d́ılč́ı vlastńı tvary φi, určuj́ı vlastńı vlastńı č́ısla λi. Nebot’ množstv́ı i délka
vlastńıch vektor̊u kvadraticky roste s velikost́ı domény, nebudeme cht́ıt při zpětném gene-
rováńı náhodného pole zahrnovat všechny vektory. Jako odhad chyby, které se dopust́ıme
zanedbáńım daného množstv́ı vlastńıch tvar̊u, použijeme:

ελ = 1−
∑nφ

i=1 λi∑na
i=1 λi

, (3.6)
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• kde:

λi je i-té vlastńı č́ıslo př́ısluš́ıćı φi,

nφ znač́ı počet zahrnutých vlastńıch vektor̊u φi,

na je počet všech vlastńıch vektor̊u.
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Obrázek 3.1: Konvergence vlastńıch č́ısel (a) a odhadnuté chyby (b) na doméně 50x50 px
pro velikost inkluze 5x5 px, c(1) = 0.1

Jak lze pozorovat z obr. 3.1b, nejpomaleji klesá chyba exponenciálńıho jádra, rych-
lost konvergence je srovnatelná pro Gaussovské jádro a jádro zjǐstěné z dvoubodové
pravděpodobnosti. Rychlost konvergence chyby lze vysvětlit právě konvergenćı vlastńıch
č́ısel patrnnou z obr. 3.1a. Exponenciálńı jádro má v porovnáńı z jádrem z obrázku
malá vlastńı č́ısla, která nav́ıc rychle klesaj́ı. Strmý sestup sice vykazuj́ı i vlastńı č́ısla
jádra z obrázku, ale tato č́ısla jsou na počátku mnohem větš́ı, prvńı tvary tedy poṕı̌śı
většinu domény. Gaussovská vlastńı č́ısla jsou sice ńızká, na svém počátku však nejpo-
maleji klesaj́ı a proto chyba konverguje nejrychleji k 0. Jak však již bylo diskutováno
dř́ıve, u Gaussovského (i exponenciálńıho) jádra je zanesena chyba v samotném popisu
konkrétńı domény.

Avšak rychlost konvergence je velmi odvislá od toho, jak velké jsou inkluze (v̊uči
doméně). Tato závislost je bohužel nepř́ıznivá pro kompresi dat, nebot’ č́ım větš́ı jsou
inkluze, t́ım rychleji konverguje chyba k 0 viz obr. 3.2. Vlastńı č́ısla a konvergence chyby
se také lǐśı v př́ıpadě, kdy je určujeme pomoćı PCA.

U neperiodických variant odvozených z S2 (QUARTER a QUARTER-CROP) neńı
kovariančńı matice pozitivně semidefinitńı. Záporná vlastńı č́ısla jsou oř́ıznuta, nebot’

v KLR pracujeme s odmocninou z vlastńıho č́ısla, dostávali bychom tak komplexńı část
řešeńı, která pro nás nemá význam. Tyto posledńı vlastńı tvary nereprezentuj́ı modelo-
vané médium. Podobný problém nastává i u ostatńıch kovariančńıch matic, kde se však
jedná o velmi málo vlastńıch č́ısel, jejichž velikost je nav́ıc velmi malá a jsou d̊usledkem
numerického výpočtu vlastńıch č́ısel v prostřed́ı MATLAB.

Daľśı komentář si zaslouž́ı podoba samotných vlastńıch tvar̊u φi. Prvńı tvary v sobě
nesou nejv́ıce informace, jsou zároveň nejméně rozkmitané. Frekvence fluktuaćı se zvyšuje
s č́ıslem vlastńıho tvaru.

Několik vlastńıch tvar̊u pro exponenciálńı kovariančńı jádro je vyobrazeno na obr. 3.3b.
Tyto funkce jsou však známé z literatury a předevš́ım jsou nezávislé na studované doméně.
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(Vliv má pouze korelačńı délka L, s rostoućı L se zvyšuje i perioda fluktuaćı, prvńı tvar by
např́ıklad mohl tedy obsahovat pouze část Gaussovského klobouku. Toto by samozřejmě
vedlo k daľśımu zkresleńı výsledk̊u.)

Naopak vlastńı tvary odvozené z PCA (viz obr. 3.3c) již záviśı na studované doméně,
stejně jako vlastńı tvary odvozené z dvoubodové pravděpodobnosti (viz obr. 3.3a).
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Obrázek 3.2: Porovnáńı konvergence odhadnu chyby v závislosti na velikosti inkluze pro
λi, c

(1) = 0.1
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φ1 φ3 φ5 φ50

(a) S2-Image - S2 z jednoho vzorku

φ1 φ3 φ5 φ50

(b) Exponenciálńı, u Gaussovské jsou velmi podobné

φ1 φ3 φ5 φ50

(c) PCA - ze souboru npca = 2 501 vzork̊u

φ1 φ3 φ5 φ50

(d) QUARTER - Neperiodická S2 ze čtyřnásobného vzorku

φ1 φ3 φ5 φ50

(e) QUARTER-CROP - Periodická oř́ıznutá S2 ze čtyřnásobného vzorku

Obrázek 3.3: Vlastńı tvary zjǐstěné pro doménu 50x50 px, inkluze 3x12 px, c(1) = 0.1
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3.1.3 Volba náhodných proměnných ξi(ω) v KLR

Nejproblematičtěǰśı část́ı KLR je právě vypořádáńı se s náhodnými proměnnými ξi(ω).
Jejich pravděpodobnostńı rozděleńı neńı známé, proto je běžně volen př́ıstup, kdy jsou
náhodné proměnné vyb́ırány z nezávislých standardńıch normálńıch rozděleńı. Nav́ıc v našem
př́ıpadě, kdy se snaž́ıme charakterizovat binárńı náhodné pole, t́ımto obdrž́ıme vzorky
reálného náhodného pole. Toto je vyřešeno pomoćı prahu, který rozděĺı reálné hodnoty
na binárńı (0,1) tak, aby odpov́ıdalo objemové zastoupeńı inkluze.

Pokuśıme se nyńı několika zp̊usoby źıskat soubor vzork̊u proměnných ξi(ω) z výřezu,
který máme k dispozici. Uvažujme dva př́ıpady. Prvně mějme k dispozici větš́ı množstv́ı
vzork̊u studovaného média, podruhé pouze jediný obrázek, který však považujeme za
reprezentativńı.

Máme-li soubor vzork̊u, uspořádáme je do maticeK tak, že jednotlivé výřezy seřad́ıme
do jednorozměrných vektor̊u, které umı́st́ıme do sloupc̊u matice K, řádky pak odpov́ıdaj́ı
jednotlivých pixel̊um výřezu. Ve variantě PCA můžeme analýzou hlavńıch komponent
z maticeK určit př́ımo vlastńı tvary a č́ısla. Odpov́ıdaj́ıćı realizace náhodných proměnných
ξi(ω) pak źıskáme rotaćı souřadného systému do směr̊u hlavńıch komponent dle:

Ξ = Φ−1
λ (K −Mκ), (3.7)

• kde:

Φλ je matice vlastńıch vektor̊u škálovaných vlastńımi č́ısly λi, Φλ ∈ Rm·n×m·n,

K je matice realizaćı obrázk̊u K ∈ Rm·n×npca ,

Mκ představuje matici s identickými sloupci tvořenými sloupcovým vektorem µT
κ

středńıch hodnot veličiny κ v jednotlivých pixelech výřezu1, Mκ ∈ Rm·n×npca .

V př́ıpadě, kdy máme pouze jeden vzorek (výřez) média (at’ už o velikost m× n nebo
2m × 2n), vytvoř́ıme si soubor vzork̊u uměle tak, že si obrázek za předpokladu perio-
dicity rozkoṕırujeme čtyřikrát (dva vedle sebe a dva pod sebou) a nové vzorky źıskáme
jako výřezy posunut́ım postupně o jeden pixel v obou směrech. Vzork̊u tedy źıskáme
právě tolik, kolik pixel̊u obrázek má. Vzniklé vzorky pak už opět uspořádáme do matice
K výše popsaným zp̊usobem a vzorky Ξ źıskáme dle rovnice (3.7) s t́ım rozd́ılem, že
matici vlastńıch tvar̊u zde odvod́ıme z kovariančńı matice źıskané libovolným postupem
popsaným v kapitole 3.1.1.

Ze źıskaných vzork̊u Ξ si následně vytvoř́ıme histogramy jednotlivých proměnných
ξ(ω), z nichž posléze vypočteme aproximaci distribučńı funkce ϕ(ξ). Ty jsou společně
s několika soubory Ξ vykresleny na obr. 3.4). V př́ıpadě souboru źıskaného Ξ ze souboru
nezávislých výřez̊u se i výsledné realizace proměnných ξi(ω) zdaj́ı být nezávislé, na rozd́ıl
od realizaćı źıskaných posouváńım pouze jednoho obrázku.

1V našem př́ıpadě jsou všechny prvky vektoru µκ rovny objemovému zastoupeńı inkluze c(1).
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Obrázek 3.4: Vykresleńı realizaćı v pr̊umětu do roviny vybraných ξi a distribučńı funkce
źıskané pro (a,b,c) soubor vzork̊u (PCA), (d,e,f) posouvaný obrázek (SHIFT), u (c,f)
oranžová barva značńı distribučńı funkci ϕ(ξ), modrá př́ıslušný histogram

3.1.4 Hodnoceńı model̊u pro generováńı náhodného pole

Nyńı je potřeba posoudit kvalitu vytvořeného náhodného pole. Určeńı vhodného měř́ıtka
chyby však neńı zcela př́ımočaré.

Stanovme si tedy nyńı dva požadavky, kvalitativńı a kvantitativńı. Pod kvalitativńım
požadavkem rozumějme, že pokud jsme vycházeli z anizotropńıho (resp. izotropńıho)
média, budeme požadovat, aby i vygenerované náhodné pole bylo anizotropńı (resp. izot-
ropńı)2. U kvantitativńıho měřeńı chyby budeme rozlǐsovat dva př́ıpady. A sice situaci,
že máme k dispozici pouze jeden vzorek struktury, který považujeme za reprezentativńı.
Pak podobnost budeme měřit pomoćı rozd́ılu kovariančńıch matic následovně:

ε1 =
1

q

q∑
k=1

n∑
i=1

m∑
j=1

|CI,new(i, j)− CI,org(i, j)|, (3.8)

• kde:

m a n jsou rozměry domény,

i,j znač́ı i, j-tý prvek,

q je počet nově vygenerovaných náhodných realizaćı,

CI,org je p̊uvodńı kovariančńı matice (vzorku) vypočtená dle (2.17),

CI,new je nová kovariančńı matice (vzorku) vypočtené dle (2.17).

2I tento požadavek by bylo možné kvantifikovat, prozat́ım jej však budeme vyhodnocovat ”opticky”.
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Druhou variantu uvažujeme tak, že máme k dispozici informace o ”nekonečném médiu”
zde reprezentovaném velkým množstv́ım vzork̊u, respektive že máme k dispozici reprezen-
tativńı soubor, s ńımž můžeme porovnávat generované vzorky:

εq =
n∑
i=1

m∑
j=1

|C̃P,new(i, j)− C̃P,org(i, j)|, (3.9)

• kde:

m a n jsou rozměry domény,

i,j znač́ı i, j-tý prvek,

C̃P,org/new je kovariančńı matice p̊uvodńıho, resp. nového, souboru vypočtená dle (3.5).

Hodnota této chyby samozřejmě bude záviset na velikosti nově vygenerovaného souboru,
avšak pro porovnáńı postup̊u generováńı náhodného pole absolutńı hodnotu nemuśıme
řešit. Porovnávané varianty jsou přehledně shrnuty v tabulce tab. 3.1.

Tabulka 3.1: Přehled variant zpětného modelováńı náhodného pole

Označeńı Vstupńı data Kovariančńı jádro Rozděleńı ξ

S2-Image S2 z 1 obr. S2 Gauss
Gauss Lopt z 1 obr. Gauss Gauss
Exp Lopt z 1 obr. Exp Gauss

PCA-G Korg z v́ıc obr. neperiodická Korg Gauss
PCA-H Korg z v́ıce obr. + hist ξ neperiodická Korg hist ξ

SHIFT-H S2 z 1 obr. + hist ξ S2 hist ξ
SHIFT-U S2 z 1 obr. + hist ξ S2 rovnoměrná ξ

QUARTER-CROP-G S2 z 4x větš́ıho obr. S2, oř́ıznuta Gauss
QUARTER-CROP-H S2 z 4x větš́ıho obr. + hist ξ S2, oř́ıznuta hist ξ

QUARTER-G S2 z 4x větš́ıho obr. neperiodická S2 Gauss
QUARTER-H S2 z 4x větš́ıho obr. + hist ξ neperiodická S2 hist ξ

”Konvergenci” pr̊uměrné chyby v závislosti na počtu zahrnutých vlastńıch vektor̊u
prezentuj́ı obrázky 3.9 a 3.10, v detailu pak 3.11 a 3.12. Výsledky na nich jsou v souladu
s (3.8) a (3.9) pro množstv́ı generovaných vzork̊u q = 100. Množstv́ı vzork̊u referenčńıho
řešeńı souboru je 25 000, z toho 2 501 bylo zpř́ıstupněno pro výpočty pomoćı PCA.

Prvně je dobré si povšimnout, že tato konvergence se lǐśı od odhadu přesnosti pomoćı
vlastńıch č́ısel z rovnice (3.6). To může být částečně zp̊usobeno nastaveńım prahu, který
nám generovanou náhodnou reálnou proměnnou převád́ı na binárńı. Konvergence chyby
je ilustrována i na generovaných vzorćıch viz obr. 3.5. Neb chyba konverguje poměrně
rychle, neńı rozhodně potřeba do výpočtu zahrnovat velké množstv́ı vlastńıch vektor̊u φi.
Jak je nejlépe patrno z obr. 3.12a, v některých př́ıpadech to ani nemuśı být vhodné.

Z graf̊u (3.9) a (3.11) je dále vidět, že vypočtená ξi za předpokladu periodického
obrázku (SHIFT-H) lze v našem př́ıpadě dobře aproximovat rovnoměrným rozděleńım.
Veškeré varianty zjǐstěné z obrázku si vedou lépe při porovnáńı s referenčńım obrázkem,
h̊uře pak proti souboru ((3.10) a (3.12)).

Ve variantě PCA chyba za svým lokálńım minimem roste s vyšš́ım počtem zahrnutých
vlastńıch vektor̊u φi, obdobný trend vykazuj́ı i ostatńı křivky. Z obr. 3.12 a obr. 3.11 by
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Obrázek 3.5: Porovnáńı generovaných obrázk̊u 50x50 px, pro čtvercové inkluze, (a) ori-
ginálńı obr. (b) Gaussovské jádro 50 nφ (c) Gaussovské jádro 150 nφ, (d) Gaussovské
jádro 500 nφ, (e) jádro z S2 50 nφ, (f) jádro z S2 150 nφ, (g) jádro z S2 500 nφ
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Exp-based

(c)

SHIFT-H-based

(d)

SHIFT-H-based

(e)

PCA-H-based

(f)

PCA-H-based

(g)

PCA-H-based

(h)

Obrázek 3.6: Porovnáńı generovaných obrázk̊u 50x50 px, pro obdélńıkové inkluze 3x12 px
(a) originálńı obrázek (b) exp. jádro, 40 nφ, (c) exp. jádro, 500 nφ, (d) varianta SHIFT-H,
40 nφ, (e) varianta SHIFT-H, 500 nφ, (f) varianta PCA, 40 nφ, (g) varianta PCA, 250 nφ,
(g) varianta PCA, 500 nφ

se mohlo zdát, že PCA je nejlepš́ı metodou popisu média, ale jak prezentuje obr. 3.6,
zat́ımco ostatńı varianty se při zahrnut́ı větš́ıho množstv́ı φi bĺıž́ı ”kvalitněǰśımu” řešeńı
nebo si alespoň zachovaj́ı správnou (sic velmi hrubou) informaci o anizotropii materiálu,
popř. velikosti inkluźı), PCA nikoliv. Toto je patrné z přehledu generovaných poĺı pro
obdelńıkový tvar inkluze na obr. 3.7 a jak si lze z přehledu prezentuj́ıćı náhodná pole pro
čtvercové inkluze (obr. 3.8), PCA rychle ztráćı i informaci o velikosti inkluze.

Velmi slušné výsledky vykazuj́ı metody QUARTER a QUARTER-CROP, tedy se sna-
hou o potlačeńı periodicity. Zdá se tedy, že uvažováńı neperiodické domény skutečně
může ovlivnit výsledky. Metoda QUARTER-CROP se zahrnutými histogramy dokonce
popisuje soubor vzork̊u při zahrnut́ı větš́ıho množstv́ı tvar̊u nejlépe a pro nižš́ı počty se
přesnost́ı bĺıž́ı variantě PCA. Jejich chyba sice konverguje pomaleji, ale hod́ı se pro popis
jak jediného vzorku (viz obr. 3.11), tak souboru, čehož si lze povšimnout na obr. 3.10

Tento jev může být zp̊usoben t́ım, že ξi jsou ve skutečnosti závislá a toto rozděleńı
neumı́me dobře popsat. Ani aproximace vypočteným histogramem v tomto př́ıpadě řešeńı
výrazně nezlepš́ı.

Z těchto poznatk̊u plyne, že chyba změřená pouze pomoćı rozd́ılu kovarianćı může
pomoci pro utvořeńı představy o kvalitě pole, ale sama o sobě je nedostatečný ukazatel.
Nab́ıźı se tedy hodnotit pole jinak, např́ıklad pomoćı odezvy jednoduchého a př́ısného
fyzikálńıho (např. mechanického) modelu, což je želbohu mimo rozsah této práce.
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Obrázek 3.7: Přehled vzork̊u náhodného pole pro d́ılč́ı varianty a obdélńıkový tvar inkluze
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Obrázek 3.8: Přehled vzork̊u náhodného pole pro d́ılč́ı varianty a čtvercový tvar inkluze
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Obrázek 3.9: Konvergence chyby při porovnáńı v̊uči vzorku pro c(1) = 0, 1 na doméně
50x50 px, velikost inkluze (a) 3x3 px (b) 3x12 px
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Obrázek 3.10: Konvergence chyby při porovnáńı v̊uči souboru pro c(1) = 0, 1 na doméně
50x50 px, velikost inkluze (a) 3x3 px (b) 3x12 px
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Obrázek 3.11: Detail konvergence chyby při porovnáńı v̊uči vzorku pro c(1) = 0, 1 na
doméně 50x50 px, velikost inkluze (a) 3x3 px (b) 3x12 px
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Obrázek 3.12: Detail konvergence chyby při porovnáńı v̊uči souboru pro c(1) = 0, 1 na
doméně 50x50 px, velikost inkluze (a) 3x3 px (b) 3x12 px



Kapitola 4

Závěr

V rámci této práce je předvedeno modelováńı binárńıho náhodného pole pomoćı obrazové
analýzy s využit́ım dvoubodové pravděpodobnosti a analýzy hlavńıch komponent. Tyto
postupy jsou srovnávány s funkcemi z literatury, pro jejichž volené korelačńı délky je
provedena numerická studie. Při špatně zvolené korelačńı délce chyba aproximace média
velmi prudce roste, proto je potřeba ji bud’ velmi dobře odhadnout, nebo lépe při použit́ı
umělých kovariančńıch jader tento parametr optimalizovat.

V porovnáńı s běžnými postupy z literatury se pro náš př́ıpad obrazová analýza uka-
zuje jako mnohem vhodněǰśı metoda pro kompresi dat. Analýza hlavńıch komponent je
citlivá na zahrnut́ı velkého množstv́ı vlastńıch tvar̊u, kdy neńı schopna udržet informace
o anizotropii materiálu. V př́ıpadě, že si však předem urč́ıme pr̊uběh konvergence chyby
a podle ńı bychom zvolili množstv́ı vlastńıch vektor̊u, tato metoda může dobře charak-
terizovat právě soubor v́ıce vzork̊u. Jej́ı nespornou nevýhodou je však potřeba velkého
množstv́ı vstupńıch dat.

Př́ıjemnou alternativou k PCA, která pro nižš́ı množstv́ı tvar̊u vykazuje jedny z nej-
lepš́ıch výsledk̊u, se v tomto ohledu jev́ı varianty výpočtu kovariančńıch funkćı na čtyř-
násobném výřezu, než který se snaž́ıme reprezentovat. Toto sice stále znamená potřebu
v́ıce vstupńıch dat, ale výrazně menš́ıho množstv́ı než u PCA. Obdržené výsledky jsou
srovnatelné, nebo alespoň stále lepš́ı než při použit́ı kupř́ıkladu kovariančńıch funkćı z li-
teratury.

Zdá se, že náhodné proměnné ξi v KLR, nejsou nezávislé a zanedbáńı tohoto aspektu
může zhoršeńı výsledk̊u. Zvláště pokud se zahrne větš́ı množstv́ı vlastńıch vektor̊u ve
snaze o vyšš́ı přesnost.

Metoda založená na analýze hlavńıch komponent i po selháńı při vyšš́ım množstv́ı
zahrnutých vlastńıch tvar̊u vykazuje chybu měřenou pomoćı rozd́ıl̊u kovarianćı menš́ı
nebo srovnatelnou s ostatńımi metodami, které správnou informaci o anizotropii zachovaj́ı
výrazně lépe.

Proto se zdá, že pro posouzeńı kvality náhodného pole odvozeného z obrazové analýzy
tento postup neńı zcela uspokojivý a nab́ıźı se kvalitu postup̊u ohodnotit odezvou fy-
zikálńıch model̊u. Budiž toto předmětem daľśı práce.
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Př́ıloha A

Použité kódy a komentář

V této př́ıloze jsou uvedeny sepsané algoritmy1 a je k nim uveden drobný komentář tak,
aby jejich fungováńı pochopil i čtenář, který neńı v programováńı zběhlý.

Veškeré kódy by samozřejmě šly napsat efektivněji, předevš́ım pro velké matice se
vypláćı v prostřed́ı MATLAB využ́ıvat vektorizace. Kódy jsou psány tak, aby bylo dosaženo
kompromisu mezi přehlednost́ı (srozumitelnost́ı) algoritmu a výpočetńı rychlost́ı pro běžné
užit́ı.

A.1 Náhodné generováńı binárńıho obrázku

Tento skript byl napsán aby generoval náhodné struktury pro potřeby této práce. Zako-
mentovaná časová podmı́nka byla užita v rámci numerické studie, nebot’ u vyšš́ıch obje-
mových zastoupeńı s menš́ım rozměrem inkluze může snáze nastat situace, že algoritmus
rozhod́ı předchoźı inkluze t́ım zp̊usobem, že neńı schopen umı́stit daľśı. T́ımto je zajǐstěné
opětovné spuštěńı algoritmu v takovém př́ıpadě.

1 function [OBR,C1]=RandomPictureGenerator(V inkluze, DIST, x ink, ...
y ink, nx, ny)

2

3 % ZAKLADNI PARAMETRY POZADOVANEHO OBRAZKU
4 % V inkluze -- OBJEMOVE ZASTOUPENI INKLUZE (BILA)
5 % DIST -- MINIMALNI ROZESTUP INKLUZE (BILA)[px]
6 % x ink; [px] y ink; [px] -- ROZMER INKLUZE
7 % nx; %[px] %radky, ny; %[px] Sloupce -- ROZMER OBRAZKU
8 % VRACI -- MATICI NAHODNEHO OBRAZKU OBR A SKUTECNE OBJEMOVE ...

ZASTOUPENI C1
9

10 %% VYPOCET
11 % ALOKACE PAMETI PRO MATICI (CERNA)
12 OBR=zeros(nx,ny);
13 % DEFINICE INKLUZE
14 INKLUZE=ones(x ink, y ink);
15

16 % uprava pro 1D
17 hx=0;
18 hy=0;
19 if x ink==nx

1Uvedeny zde jsou pouze funkce a algoritmy slouž́ıćı pro výpočet práce. Drobné obměny daných funkćı
(např. z d̊uvodu urychleńı pro numerickou studii) a funkce pro export výsledk̊u zde uvedeny nejsou.
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20 hx=1;
21 end
22 if y ink==ny
23 hy=1;
24 end
25

26 % VEKTOR POCATECNI POLOHY
27 rx1=randi([1,nx-x ink+hx]);
28 ry1=randi([1,ny-y ink+hy]);
29 R=[rx1,ry1];
30

31 C1=0; SEMITEST=true; SEMITEST0=true;
32 V fill=0;
33 V=nx*ny;
34

35 % T2=0; % CASOVA PODMINKA
36

37 while C1<V inkluze
38 % PRIRAZENI INKLUZE
39 OBR(R(1):R(1)+x ink-1,R(2):R(2)+y ink-1)=INKLUZE;
40

41 SEMITEST0=true;
42 while SEMITEST0
43

44 % tic % CASOVA PODMINKA
45

46 % vyber novych souradnic
47 rx=randi([1,nx-x ink+hx]);
48 ry=randi([1,ny-y ink+hy]);
49

50 DMX=max(rx-DIST,1);
51 HMX=min(rx+x ink+DIST,nx);
52 DMY=max(ry-DIST,1);
53 HMY=min(ry+y ink+DIST,ny);
54

55 if sum(OBR(DMX:HMX,DMY:HMY),'all')==0
56 SEMITEST0=false;
57 end
58

59 % % CASOVA PODMINKA
60 % T1=toc;
61 % T2=T2+T1;
62 % if T2>0.5
63 % OBR=zeros(nx,ny);
64 % T2=0;
65 % V fill=0;
66 % end
67

68 end
69

70 % AKTUALIZACE POZICE
71 R=[rx,ry];
72

73 % KONTROLA ZAPLNENI PROSTORU
74 V fill=V fill+x ink*y ink;
75 C1=V fill/V;
76

77 end
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A.2 Dvoubodová pravděpodobnost

Tento kód vypočte dvoubodovou pravděpodobnost pro binárńı doménu pomoćı definice.
Nejprve zjist́ı velikost domény a pak pro každý prvek matice definuje vektor v = (i, j),
který nechá proběhnout všechny prvky matice a poč́ıtá počet úspěšných pokus̊u, kolikrát
počátek i konec padl do b́ılé fáze odpov́ıdaj́ıćı č́ıslu 1. Nebot’ předpokládáme periodicitu,
je zde nav́ıc ověřovaćı podmı́nka, která př́ıpadný konec vektoru mimo doménu přesune na
odpov́ıdaj́ıćı pozici v matici.

1 function [DP] = TwoPointProbabilty(OBR)
2 % TwoPointProbability FUNCTION
3 % Vypocet funkce z definice
4 % OBR ... matice obrazku
5

6 [nROW,nCOLUMN]=size(OBR);
7

8 for i=1:nROW
9 for j=1:nCOLUMN

10 nANO=0;
11 for ki=1:nROW
12 for kj=1:nCOLUMN
13

14 if OBR(ki,kj)==1
15 indexR=ki+i-1;
16 indexC=kj+j-1;
17

18 if indexR>nROW
19 indexR=indexR-nROW;
20 end
21

22 if indexC>nCOLUMN
23 indexC=indexC-nCOLUMN;
24 end
25

26 if OBR(indexR,indexC)==1
27 nANO=nANO+1;
28 end
29 end
30 end
31 end
32 DP(i,j)=nANO/A;
33 end
34 end
35

36 end

Dlužno poznamenat, že tento kód je extrémně výpočetně náročný a zvláště pro větš́ı
matice poč́ıtané mnohokrát (numerická studie v podkapitole 2.4.3 ) nepoužitelný. Proto
zde byl použit kód pracuj́ıćı s diskrétńı Fourierovnou transformaćı dle rovnice 2.8.

1 function [S2] = TwoPointProbability FT(OBR)
2 %TWOPOINTPROBABILITY FT
3 % Vypocte dvoubodovou pravdepodobnost pomoci Fourierovych transformaci
4 % Predpoklada periodicitu
5 %
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6 % OBR... vstupni matice obrazku
7

8 [nROW,nCOLUMN]=size(OBR);
9 % fftn - rychla Fourierova transformace

10 S2=1/(nROW*nCOLUMN)*ifftn(fftn(OBR).*conj(fftn(OBR)));
11 end

A.3 KLR

Zde je předvedena implementace KLR do kódu se třemi možnými rozděleńımi proměnných
ξ, normálńım, rovnoměrným a založeným na dř́ıve vypočteném histogramu. V hlavńım
kódu se pak oběvuje funkce ”KLR3”. Ta slouž́ı pro PCA a lǐśı se pouze t́ım, že se již
neškáluj́ı jej́ı vektory vlastńımi č́ısly, neb je tak už obdrž́ıme z PCA.

1 function[obrKLR,out2]=KLR(randgen,cdf,hx,Q1,Q2,c1,fi,lambda,nEigV,
2 precision, varargin)
3 %POMOCI KLR ZPETNE VYGENERUJE OBRAZEK
4 % randgen... metoda generovani nahodnych cisel
5 % cdf... vektor hodnot cdf
6 %c1 - objemove zastoupeni inkluze
7 %fi - matice vlastnich tvaru
8 %lambda - matice vlastnich cisel
9 %nEigV - pocet vlastnich tvaru, ktere chceme v KLR zahrnut, nevime-li ...

= [],
10 %pak je nutno udat dalsi parametr
11 %precision - pozadovana presnost \in (0,1), neudava se, pokud
12

13 %FCE vraci matici obrazku
14

15 Q1=round(Q1);
16 Q2=round(Q2);
17 % nargin
18 lambda=abs(sort(lambda));
19 % lambda(end)
20 switch nargin
21 case 9
22 precision=sum(lambda(end-nEigV+1:end))/sum(lambda(1:end));
23 % disp('case nEigV')
24 case 10
25 test=0;
26 Asum=sum(lambda);
27 size(lambda)
28 size(Asum)
29 nEigV=0;
30 Lsum=0;
31 while test<precision
32 nEigV=nEigV+1;
33 Lsum=Lsum+lambda(end-nEigV+1);
34 test=Lsum/Asum;
35 end
36 % disp('case precision')
37 end
38

39 lambda=sqrt(lambda);
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40 %skalovani vlastnich vektoru
41 for i=1:length(lambda)
42 fi(:,i)=lambda(i)*fi(:,i);
43 end
44

45 %KRL soucet
46 obrKLR=zeros(sqrt(length(fi(:,end))));
47

48 % Vyber rozdeleni
49 switch randgen
50 case 'original'
51 % vrati puvodni obr... misto cdf zadat \xi
52 xi=cdf(end-nEigV+1:end);
53 case 'uniform'
54 xi=randi([Q1 Q2],length(fi(:,end)),1);
55 case 'gauss-normal'
56 % misto Q1 zadej \mu
57 % misto Q2 zadej \sigma
58 mu=Q1;
59 sigma=Q2;
60 xi=normrnd(mu,sigma,[length(fi(:,end)),1]);
61 case 'hist-based'
62 xi=rand(length(obrKLR(:)),1);
63 xi=interp1(hx,cdf,xi);
64 end
65

66 obrKLR(:)=c1+fi(:,end-nEigV+1:end)*xi(end-nEigV+1:end);
67

68 obrKLR=SetTreshold(c1,obrKLR);
69

70 %Vystup 2 fce
71 switch nargin
72 case 9
73 out2=precision;
74 case 10
75 out2=nEigV;
76 end
77

78 end

Vzhledem k náhodné úpravě vektor̊u dostáváme z p̊uvodně binárńı domény, která
nabývala pouze hodnot 0/1 pole reálných č́ısel. Proto v KLR voláme funkci SetTreshold,
která urč́ı horńı kvantil dle požadovaného objemového zastoupeńı a vrát́ı logické hodnoty
(1/0) podle toho, zda jsou hodnoty v generovaném poli větš́ı nebo menš́ı.

1 function [bool] = SetTreshold (c1, obrKLR)
2 % Nastavi prah (treshold) pro dany vysledek KLR tak, aby odpovidalo
3 % objemove zastoupeni inkluze
4 % c1 - objemove zastoupeni inkluze
5 % obrKLR - matice obrazku ziskana z KLR
6

7 Q=quantile(obrKLR(:),1-c1);
8

9 % bool=obrKLR(:,:)≤Q;
10 bool=obrKLR(:,:)≥Q;
11 end
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A.4 Hlavńı skript

Propojuj́ıćı kód. Významné funkce byly uvedeny výše. U některých funkćı s mnoha argu-
menty jsou tyto z d̊uvodu omezeného mı́sta v této př́ıloze naznačeny jako ”...”.

1 clc;
2 clear variables;
3 close all;
4

5 %% ZAKLADNI PARAMETRY POZADOVANEHO OBRAZKU
6

7 % OBJEMOVE ZASTOUPENI INKLUZE (BILa)
8 V inkluze = 0.1;
9 %ZESTUP INKLUZE (BILa)

10 DIST=1; %[px]
11

12 % CTVERCOVY ROZMER INKLUZE
13 x ink=3; %[px]
14 y ink=12;%[px]
15 % ROZMER OBRaZKU
16 nROW=50; %[px] %Radky
17 nCOLUMN=50; %[px] %Sloupce
18 % Nasobek presnosti vykreslovani chyb
19 % p=2 %[-]
20

21 %% VYPOCET NAHODNEHO OBRaZKU
22 OBR=RandomPictureGenerator(V inkluze, DIST, x ink, y ink, 2*nROW, ...

2*nCOLUMN);
23 OBR2=RandomPictureGenerator(V inkluze, DIST, x ink, y ink, 2*nROW, ...

2*nCOLUMN);
24

25 %% DVOUBODOVA PRAVDEPODOBNST (bro bilou fazi 1)
26 %Vypocet pomoci Fourierovy Transformace
27 DP=TwoPointProbability FT(OBR);
28 DP1=TwoPointProbability FT(OBR2);
29 DP1=DP1(1:nROW,1:nCOLUMN);
30 %VYPOCET Z DEFINICE
31 DP2=TwoPointProbability quarter(OBR2); %neperiodicka
32 % DP=TwoPointProbability(OBR);
33

34

35 %% KOVARIACNI JaDRA A HODNOCENI JEJICH KVALITY
36

37 % SMERODATNa ODCHYLKA A ROZPTYL
38 SIG=(DP(1,1)-DP(1,1)ˆ2)ˆ0.5; SIG 2=SIGˆ2;
39 lambda 1=0; lambda 2=1; DELTA lam=lambda 1-lambda 2;
40

41 % JaDRO ZJISTENE Z DVOUBODOVE PRAVDEPODOBNOSTI
42 C dp=Cf image(DP, DELTA lam);
43 C dp1=Cf image(DP1, DELTA lam);
44 C dp2=Cf image(DP2, DELTA lam);
45

46 %% OTIMALIZACE Lx a Ly
47 % % L=[Lx, Ly]
48 % Pocatecni bod
49 x0=[1 1];
50
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51 % --- FUNKCE PRO VYPOCET CHYB
52 % Pro Gaussovo kovariancni jadro
53 fmin g=@(L) sum((C dp-Cf gauss(DP,L,SIG 2)).ˆ2,'all');
54 fmin g err=@(L) (abs(C dp-Cf gauss(DP,L,SIG 2)));
55 % Pro exponencialni kovariancni jadro
56 fmin e=@(L) sum((C dp-Cf exp(DP,L,SIG 2)).ˆ2,'all');
57 fmin e err=@(L) (abs(C dp-Cf exp(DP,L,SIG 2)));
58

59 % --- SAMOTNa OPTIMALIZACE
60 % Pro Gaussovo kovariancni jadro
61 % [L gauss opt,ERR gauss]=fminsearch(fmin g,x0);
62 [L gauss opt,ERR gauss]=fmincon(fmin g,x0,[],[],[],[], \\
63 C gauss opt=Cf gauss(DP,L gauss opt,SIG 2);
64 C gauss opt err=fmin g err(L gauss opt);
65

66 % Pro exponencialni kovariancni jadro
67 % [L exp opt,ERR exp]=fminsearch(fmin e,x0);
68 [L exp opt,ERR exp]=fmincon(fmin e,x0,[],[],[],[],[0,0],[nROW,nCOLUMN]);
69 C exp opt=Cf exp(DP,L exp opt,SIG 2);
70 C exp opt err=fmin e err(L exp opt);
71

72 %% VYPOCET CHYBY V ZaVISLOSTI NA DELE
73

74 CHL gauss=zeros(nROW,nCOLUMN);
75 CHL exp=zeros(nROW,nCOLUMN);
76 %
77 % % parpool(4);
78 for j=1:nCOLUMN
79 for i=1:nROW
80 %CHYBA GAUSSOVSKEHO JaDRA
81 CHL gauss(i,j)=fmin g([i,j]);
82 %CHYBA EXPONENCIaLNIHO JaDRA
83 CHL exp(i,j)=fmin e([i,j]);
84 end
85 end
86 % delete(gcp('nocreate'))
87

88 %% UMELE POTLACENI PERIODICITY FUNKCE PRO LEPSI POROVNaNI S ...
KOVARIANCNIMI JaDRY

89

90 % NOVY SOURADNY SYSTEM
91 if rem(nROW,2)>0
92 ind R=(nROW+1)/2;
93 else
94 ind R=nROW/2;
95 end
96

97 if rem(nCOLUMN,2)>0
98 ind C=(nCOLUMN+1)/2;
99 else

100 ind C=nCOLUMN/2;
101 end
102

103 [Xs,Ys]=meshgrid(-(nCOLUMN-ind C):ind C-1,-(nROW-ind R):ind R-1);
104

105 % REORGANIZACE MATICE DVOUBODOVE PRAVDEPODOBNOSTI
106 NDP=zeros(nROW,nCOLUMN);
107 NDP(1:ind R,1:ind C)=DP((nROW-ind R+1):nROW,(nCOLUMN-ind C+1):nCOLUMN);
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108 NDP(1:ind R,(nCOLUMN-ind C+1):nCOLUMN)=DP((nROW-ind R+1):nROW,1:ind C);
109 NDP((nROW-ind R+1):nROW,1:ind C)=DP(1:ind R,(nCOLUMN-ind C+1):nCOLUMN);
110 NDP((nROW-ind R+1):nROW,(nCOLUMN-ind C+1):nCOLUMN)=DP(1:ind R,1:ind C);
111

112 %VYPOCET NOVE KORELACE
113 NC dp=zeros(nROW,nCOLUMN);
114

115 for i=1:nROW
116 for j=1:nCOLUMN
117 % JaDRO ZJISTENE Z DVOUBODOVE PRAVDEPODOBNOSTI
118 NC dp(i,j)=(NDP(i,j)-DP(1,1)ˆ2)*DELTA lamˆ2;
119 end
120 end
121

122

123 %% OTIMAIZACE A VYPOCET CHYBY RESTRUKTURALIYZOVANE MATICE
124 % % L=[Lx, Ly]
125 % Pocatecni bod
126 x0=[1 1];
127

128 % ... FUNKCE PRO VYPOCET CHYB
129 % Pro Gaussovo kovariancni jadro
130 fmin gN=@(L) sum((NC dp-NCf gauss(NDP,L,SIG 2,ind R,ind C)).ˆ2,'all');
131 fmin gN abs=@(L) ...

sum(abs(NC dp-NCf gauss(NDP,L,SIG 2,ind R,ind C)),'all');
132 fmin gN err=@(L) (abs(NC dp-NCf gauss(NDP,L,SIG 2,ind R,ind C)));
133 % Pro exponencialni kovariancni jadro
134 fmin eN=@(L) sum((NC dp-NCf exp(NDP,L,SIG 2,ind R,ind C)).ˆ2,'all');
135 fmin eN abs=@(L) sum(abs(NC dp-NCf exp(NDP,L,SIG 2,ind R,ind C)),'all');
136 fmin eN err=@(L) (abs(NC dp-NCf exp(NDP,L,SIG 2,ind R,ind C)));
137

138 % ... OPTIMALIZACE
139 % Pro Gaussovo kovariancni jadro
140 % [N L gauss opt,N ERR gauss]=fminsearch(fmin gN,x0);
141 [N L gauss opt,N ERR gauss]=fmincon(fmin gN,x0,[],[],[],[], \\
142 [-nROW,-nCOLUMN],[nROW,nCOLUMN]);
143 NC gauss opt=NCf gauss(NDP,N L gauss opt,SIG 2,ind R,ind C);
144 NC gauss opt err=fmin gN err(N L gauss opt);
145 % Pro exponencialni kovariancni jadro
146 % [N L exp opt,N ERR exp]=fminsearch(fmin eN,x0);
147 [N L exp opt,N ERR exp]=fmincon(fmin eN,x0,[],[],[],[], \\
148 [-nROW,-nCOLUMN],[nROW,nCOLUMN]);
149 NC exp opt=NCf exp(NDP,N L exp opt,SIG 2,ind R,ind C);
150 NC exp opt err=fmin eN err(N L exp opt);
151

152 %% VYPOCET CHYBY RESTRUKTURIZOVANYCH MATIC V ZaVISLOSTI NA DELCE
153

154 NxLX=linspace(-(-ind R+nROW),ind R-1,nROW);
155 NyLY=linspace(-(-ind C+nCOLUMN),ind C-1,nCOLUMN);
156 %
157 NCHL gauss=zeros(nROW,nCOLUMN);
158 NCHL exp=zeros(nROW,nCOLUMN);
159 NCHL gauss abs=zeros(nROW,nCOLUMN);
160 NCHL exp abs=zeros(nROW,nCOLUMN);
161

162

163 for i=-(-ind R+nROW):ind R-1
164 for j=-(-ind C+nCOLUMN):ind C-1
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165 %CHYBA GAUSSOVSKEHO JaDRA
166 NCHL gauss(i+(-ind R+nROW)+1,j+(-ind C+nCOLUMN)+1)=
167 =fmin gN([NxLX(i+(-ind R+nROW)+1),NyLY(j+(-ind C+nCOLUMN)+1)]);
168 NCHL gauss abs(i+(-ind R+nROW)+1,j+(-ind C+nCOLUMN)+1)=
169 =fmin gN abs([NxLX(i+(-ind R+nROW)+1),NyLY(j+(-ind C+nCOLUMN)+1)]);
170 %CHYBA EXPONENCIaLNIHO JaDRA
171 NCHL exp(i+(-ind R+nROW)+1,j+(-ind C+nCOLUMN)+1)=
172 =fmin eN([NxLX(i+(-ind R+nROW)+1),NyLY(j+(-ind C+nCOLUMN)+1)]);
173 NCHL exp abs(i+(-ind R+nROW)+1,j+(-ind C+nCOLUMN)+1)=
174 =fmin eN abs([NxLX(i+(-ind R+nROW)+1),NyLY(j+(-ind C+nCOLUMN)+1)]);
175 end
176 end
177

178 %% PREUSPORADANI KOVARIANCNI MATICE PRO KRL
179 C gauss=Cf gauss(DP,N L gauss opt, SIG 2);
180 C exp=Cf exp(DP,N L exp opt, SIG 2);
181

182 %KOVARIANCI MATICE VZNIKLE POSUMEN
183 RC gauss=PointCovMatrix('gauss',N L gauss opt, DP, SIG 2);
184 RC exp=PointCovMatrix('exp',N L exp opt, DP, SIG 2);
185 RC image=PointCovMatrix('image',[], C dp, DELTA lam);
186 RC image q1=PointCovMatrix('image',[], C dp1, DELTA lam);
187 RC image q2=PointCovMatrix('image',[], C dp2, DELTA lam);
188 %REALIZACE KAPPA PRO PCA
189 SC dp=PointSamMatrix(DP(1,1),x ink,y ink,'image',N L exp opt, OBR, ...

DELTA lam);
190

191 %% ROZKLAD DO VLASTNICH VEKTORU
192 % close all;
193

194 % MET 1 - ROZKLAD KOVAR MCE DO VL. TVARU
195 [Eig V image,Eig D image]=eig(RC image);
196 [Eig V gauss,Eig D gauss]=eig(RC gauss);
197 [Eig V exp,Eig D exp]=eig(RC exp);
198 [Eig V image q1,Eig D image q1]=eig(RC image q1);
199 [Eig V image q2,Eig D image q2]=eig(RC image q2);
200

201 % MET 2 - PCA
202 [Eig V image pca,Xi image pca,Eig D image pca]=
203 =pca(SC dp(:,1:1.1*nROW*nROW)');
204

205 C ensemble=cov(SC dp');
206 size(C ensemble)
207

208 Xi image pca=Xi image pca';
209 % MET 3
210 [Eig V image shift,Eig D image shift]=eig(RC image);
211

212

213 %% SERAZENI VL. CISEL A TVARU
214 Eig D image=diag(Eig D image);
215 Eig D image q=diag(Eig D image q);
216 Eig D gauss=diag(Eig D gauss);
217 Eig D exp=diag(Eig D exp);
218 Eig D image shift=diag(Eig D image shift);
219 Eig D gauss shift=diag(Eig D gauss shift);
220 Eig D exp shift=diag(Eig D exp shift);
221 Eig D image q1=semidefit(Eig D image q1);
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222 Eig D image q2=semidefit(Eig D image q2);
223

224 %preusporadani do vzestupneho poradi
225 Eig V image pca= SortEigVec(Eig V image pca);
226 Eig D image pca=sort(Eig D image pca,'ascend');
227

228 disp('Zornhaw')
229

230 %% XI POMOCI KLR (KARHUNEN-LOEVE ROZVOJ)
231 % MET 1
232 Xi image=FindXi(DP(1,1),x ink,y ink, nROW, nCOLUMN, Eig D image, ...

Eig V image);
233 Xi gauss=FindXi(DP(1,1),x ink,y ink, nROW, nCOLUMN, Eig D gauss, ...

Eig V gauss);
234 Xi exp=FindXi(DP(1,1),x ink,y ink, nROW, nCOLUMN, Eig D exp, Eig V exp);
235 % MET 2 - \xi z pca drive ziskany
236 % MET 3 - shift
237 Xi image shift=FindXi3(OBR, DP(1,1),Eig D image, Eig V image);
238 Xi image shift q1=FindXi3q(OBR2,DP2(1,1),Eig D image q1, Eig V image q1);
239 Xi image shift q2=FindXi3q(OBR2,DP2(1,1),Eig D image q2, Eig V image q2);
240

241 %% Marginalni hustoty pravdepodobnosti histogramy
242 r=5; n=10;
243 % size(Xi image)
244 [HyperHist image,hxi,MIN image,MAX image]=xi hist(Xi image,...);
245 [HyperHist gauss,hxg,MIN gauss,MAX gauss]=xi hist(Xi gauss,...);
246 [HyperHist exp,hxe,MIN exp,MAX exp]=xi hist(Xi exp,...);
247 % MET 2 - pca
248 [HyperHist image pca,hxip,MIN image pca,MAX image pca]=
249 =xi hist(Xi image pca,...);
250 % MET 3 - SHIFT
251 [HyperHist image shift,hxis,MIN image shift,MAX image shift]=
252 =xi hist(Xi image shift,...);
253 image shift q,hxisq,MIN image shift q,MAX image shift q]=
254 =xi hist(Xi image shift q,...);
255 [HyperHist image shift q1,hxisq1,MIN image shift q1,MAX image shift q1]=
256 =xi hist(Xi image shift q1,...);
257 [HyperHist image shift q2,hxisq2,MIN image shift q2,MAX image shift q2]=
258 =xi hist(Xi image shift q2,...);
259

260 %% Distribucni fce
261 Dist image=cdf databased('Image-S2-rnd',hxi,HyperHist image,...);
262 Dist gauss=cdf databased('Gauss-rnd',hxg,HyperHist gauss,...);
263 Dist exp=cdf databased('Exp-rnd',hxe,HyperHist exp,...);
264 % MET 2 - pca
265 Dist image pca=cdf databased('PCA',hxip,HyperHist image pca,...);
266 % MET 3 - SHIFT
267 Dist image shift=
268 =cdf databased('Image-SHIFT',hxis,HyperHist image shift,...);
269 Dist image shift q1=
270 =cdf databased('QUARTER',hxisq1,HyperHist image shift q1,...);
271 Dist image shift q2=
272 =cdf databased('QUARTER-CROP',hxisq2,HyperHist image shift q2,...);
273

274

275 %% Zpetne generovani obrazku KLR
276 close all;
277
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278 % Nastaveni vysledneho porovnani
279 nOut=10; nTest=1;
280 step=0.025; ending=0.05;
281 A=zeros(ending/step,1);
282 % Chyba vuci autokovarianci funkci
283 errmat=zeros(nTest,nOut);
284 ERRmat=zeros(length(A),nOut);
285 errmatq=zeros(nTest,nOut);
286 ERRmatq=zeros(length(A),nOut);
287 precmat=zeros(nTest,nOut);
288 PRECmat=zeros(length(A),nOut);
289

290 % Chyba vuci kovarianci souboru
291 errensemble=zeros(length(A),nOut);
292 storesample=zeros(nTest, nROW*nCOLUMN, nOut);
293

294 k=0;
295

296 for j=step:step:ending
297

298 k=k+1;
299 a=round(j*nROW*nCOLUMN);
300 A(k)=a;
301

302 for i=1:nTest
303

304 % % % POMOCI POCTU ZAHRNUTYCH VL. TVARU
305 % % Uniform
306 [OBR image shift u,pimage shift u]= =KLR('uniform',hxis,...);
307

308 % % Gauss/normal
309 sig=abs(DELTA lam);
310 [OBR image,pimage]=KLR('gauss-normal',...);
311 [OBR gauss,pgauss]=KLR('gauss-normal',...);
312 [OBR exp,pexp]=KLR('gauss-normal'...);
313 [OBR image pca,pimage pca]=KLR3('gauss-normal',...);
314 [OBR image shift,pimage shift]=KLR('gauss-normal',...);
315 [OBR image shift q1,pimage shift q2]=KLR('gauss-normal',...);
316 [OBR image shift q2,pimage shift q2]=KLR('gauss-normal',...);
317 % % hist-based
318 [OBR image h,pimage h]=KLR('hist-based',...);
319 [OBR image pca h,pimage pca h]=KLR3('hist-based',...);
320 [OBR image shift h,pimage shift h]=KLR('hist-based'...);
321 [OBR image shift q1 h,pimage shift q1 h]=KLR('hist-based',...);
322 [OBR image shift q2 h,pimage shift q2 h]=KLR('hist-based',...);
323

324 % DATA GAUSS
325 precmat(i,1)=pimage;
326 precmat(i,2)=pgauss;
327 precmat(i,3)=pexp;
328 precmat(i,4)=pimage pca;
329 % precmat(i,5)=pimage h;
330 precmat(i,6)=pimage pca h;
331 precmat(i,7)=pimage shift h;
332 precmat(i,8)=pimage shift u;
333 precmat(i,9)=pimage shift q1;
334 precmat(i,9)=pimage shift q1 h;
335 precmat(i,11)=pimage shift q2;
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336 precmat(i,12)=pimage shift q2 h;
337

338 % % HODNOCENI
339 %kovariance vuci periodickemu mediu
340 errmat(i,1)=err cov one(OBR image,DELTA lam,C dp);
341 errmat(i,2)=err cov one(OBR gauss,DELTA lam,C dp);
342 errmat(i,3)=err cov one(OBR exp,DELTA lam,C dp);
343 errmat(i,4)=err cov one(OBR image pca,DELTA lam,C dp);
344 % errmat(i,5)=err cov one(OBR image h,DELTA lam,C dp);
345 errmat(i,6)=err cov one(OBR image pca h,DELTA lam,C dp);
346 errmat(i,7)=err cov one(OBR image shift h,DELTA lam,C dp);
347 errmat(i,8)=err cov one(OBR image shift u,DELTA lam,C dp);
348 errmat(i,9)=err cov one(OBR image shift q,DELTA lam,C dp);
349 errmat(i,10)=err cov one(OBR image shift q h,DELTA lam,C dp);
350 errmat(i,11)=err cov one(OBR image shift q h,DELTA lam,C dp);
351 errmat(i,12)=err cov one(OBR image shift q2,DELTA lam,C dp);
352

353 % ulozeni pro porovnani se souborem
354 storesample(i,:,1)=OBR image(:);
355 storesample(i,:,2)=OBR gauss(:);
356 storesample(i,:,3)=OBR exp(:);
357 storesample(i,:,4)=OBR image pca(:);
358 % storesample(i,:,5)=OBR image h(:);
359 storesample(i,:,6)=OBR image pca h(:);
360 storesample(i,:,7)=OBR image shift h(:);
361 storesample(i,:,8)=OBR image shift u(:);
362 storesample(i,:,9)=OBR image shift q1(:);
363 storesample(i,:,10)=OBR image shift q1 h(:);
364 storesample(i,:,11)=OBR image shift q2(:);
365 storesample(i,:,12)=OBR image shift q2 h(:);
366

367 end
368

369 % VYPOCET CHYBY VUCI KOVARIANCI SOUBORU
370 for i=1:nOut
371 CC=cov(storesample(:, :, i));
372 errensemble(k,i)=sum(abs(C ensemble-CC),'all');
373 end
374

375 ERRmat(k,:)=mean(errmat,1);
376 PRECmat(k,:)=mean(precmat,1);
377

378 end
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