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Abstrakt

Predmétem této préace je studie popisu konstrukce ndhodnych poli odvozenych z obra-

zové analyzy. Konkrétné se zabyva predevsim kovarianénimi funkcemi z literatury bézné

pouzivanymi pro tyto ucely. Pro generovani vzorku ndhodného pole je zde vyuzit Karhunen-
Loeveho rozvoj. Prace je napsana v ¢eském jazyce.

Klicova slova: Nahodna pole, dvoubodova pravdépodobnost, kovarianéni jadro, Karhu-
nenovo—Loeveho rozvoj
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Abstract

The purpose of this thesis is a study of constructing random fields based on image analysis.
More specifically, there are studied correlation funcitions known from literature which are
widley used for this purpose. Samples of random fields are generated using the Karhunen-
Loeve expansion. This thesis is written in Czech.

Keywords: Random fields, two-point probability, covariance function, Karhunen—Loeve
expansion
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Kapitola 1

Uvod

V technické praxi se velice ¢asto setkdvdme s nestejnorodymi materidly, af se uz jedna
o kompozity ¢i pouze vice fazi stejného média. V urcitém méritku (mikroskopickém, me-
soskopickém etc.) lze vétsinu materidlu prohldsit za nehomogenni a ¢asto je to prave
mikrostruktura zodpovédna za makroskopické chovani vzorku.

je homogenizace a vyuziti bezpecnostnich soucinitelu, které maji pokryt piipadné ndhodné
vykyvy v chovani materidlu. V poslednich letech se vSak prosazuje i jiny smér, ktery
se snazi o modelovani nahodilého chovani materidlu pomoci nahodnych poli. Snahou
je tedy modelovat primo pravdépodobnostni rozdéleni vlastnosti materialu a naslednym
fyzikalnim vypoctem' (vedeni tepla, mechanické modely, transport vlhkosti etc.) ziskat
pravdépodobnostni rozdéleni odezvy.

Predem je ziejmé, ze pro nékteré praktické tlohy je tento postup zbyteéné narocny
a slozity. Uplatnéni tedy nenajde pro aplikace, jakymi jsou napiiklad masivni ocelové
stavebni konstrukce nebo kvalitné vypaleny keramicky stfep. Naopak u kompozitnich ma-
terialu s vice fazemi, rozptylenou vyztuzi ¢i naptiklad u oprav historickych staveb, kde
muzeme pozorovat vyrazné kolisani vlastnosti stavebnich materialu, stejné jako mnohdy
nepravidelné zdéni, statisticky model skyta znacny potencial oproti odhadu shodnych
vlastnosti pro celou konstrukci. Nahodna pole mohou reprezentovat jak mikrostrukturu
(napt.: pevné faze, pér), tak makroskopické slozeni materidlu (napf.: kamenivo, vyztuzné
vldkno, cementovy tmel). Abychom se za pouziti tohoto komplexnéjstho pristupu ne-
odchylili od modelované skutecénosti vice, nez za pomoci homogenizace (idealizace) vzorku,
je vhodné vyuzit veskeré dostupné informace pro co nepresnéjsi popis.

Jako jedna moznost, kterd by umoznila ziskani vstupnich udaju, se jevi pravé obra-
zové analyza. Predpokladem je, ze mame k dispozici néjaky reprezentativni vzorek (i
sérii mnoha vzorku), ze kterého se pokousime vycist zdkonitost, jiz se ¥{di stochastické
rozmisténi faz{ v materidlu (napt. pro ndhodné generovani novych vzorku).

Obsahem této prace je studium nékolika moznych postupt pro tvorbu nahodného pole
s vyuzitim obrazové analyzy. Pro psani nezbytnych funkei a skriptu bylo zvoleno prostiedi
MATLAB R2020b, nebot m4 implementovanou rozsahlou fadu funkci, je optimalizovano
pro praci s maticemi a vektory a umoznuje snadno generovat graficky vystup a tedy
i rychlou kontrolu vysledka?.

ITémito modely se v praci nebudeme zabyvat. Jejich nédslednd aplikace je nezbytnd, aby mélo celé
poc¢inani smysl. Tyto listy se vénuji predevSim hodnoceni samotného nahodného pole.

2Jak bude zminéno i pozdéji, nékteré ¢asti tohoto postupu jsou velmi vypocéetné naroéné, proto by
v piipadé praktického pouziti bylo vhodné uzit programovaci jazyk umoznujici vétsi kontrolu prace
s paméti, jakym je napt. C/C++.



Kapitola 2

Popis nehomogenniho materialu

Uvazujeme nekonecény heterogenni material, ktery se v tuto chvili sklada pouze ze dvou
fazi, jejichz rozlozeni v objemu je nahodilé a predem nevime, ve kterém misté se nachazi
ktera faze, viz napt. obr. 2.1. Libovolny fez timto materidlem bude mit rovnéz dveé slozky,
které budeme reprezentovat hodnotami 0 (¢ernd barva) a 1 (bild barva). Na cely problém
se lze divat i tak, ze jsme tfeti rozmér zanedbali a vybirame pouze vytezy z rovinného
média. Ruzné vytezy se tedy budou lisit podle toho, kde provedeme fez danym materidlem,
v ¢emz pro nas spociva ndhodnost celého procesu.

V této praci se pokusime vytvorit pravdépodobnostni model odvozeny z realizace ta-
kového vytezu, resp. souboru vytezu. Tyto realizace nam pomohou vystihnout statistické
charakteristiky stiidani fazi.

tak praktickou aplikaci, doménu vyfezu néjakym zpusobem diskretizovat. Velmi oblibeny
zpusob je FEM (final element method - metoda konecnijch prvki), ktery je v kombinaci
s ndhodnymi poli prezentovan napt. v [2], avSak vzhledem k prostiedi MATLAB, kde
je obrazek reprezentovan matici pixelu, je pro nas mnohem jednodussi ponechat tuto
diskretizaci.

Kazdy takovyto fez, pro néas velikosti n X m px, lze povazovat za jednu nezavislou
realizaci diskrétniho nahodného pole {X¢ ;i = 1,...,4 = m; j = 1,...,5 = n}, tj.
souboru nahodnych proménnych {X; )}, které nabyvaji v nasem piipadé pouze hodnot

z H={0;1} .

'Néhodné proménné X(; ;) urcuji barvu (vyskyt faze v) pixelu na pozici (i,7). V obecném piipadé
samoziejmé mohou nabyvat vice hodnot (pokud by materidl obsahoval vice fdz{), zde vsak resime piipad
binarniho ndhodného pole.
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Rozdéleni ndhodného pole je ur¢eno vsemi:

l-rozmérnymi rozdélenimi {X; ;},

2-rozmérnymi rozdéelenimi { X, 1), X(ig.j0) }

n - m-rozmérnymi rozdélenimi { X, ), .- X, jm) }-

V této praci budeme déle predpokladat, ze celé ndhodné pole je takzvané statisticky
homogenni. Pod tim rozumime, ze Vk,l,h € N : rozdéleni vektoru (X, 1), -+, X(ipjr))
je shodné s rozdélenim vektoru (X, 11j,4n)s - - - X(ip+ijo+n))- Jinymi slovy, ze konkrétni
misto vybéru fezu nebo jeho velikost nemd vliv na jeho vlastnosti. Veskeré {X ;},
{ X0 Xizjo) b - - AX G1j1)s - - - X(ijn) } tedy maji stejné rozdéleni. Pro nas piipad tedy
plati:

pak stfedn{ hodnota E(X(; ;) = p a rozptyl 0?(X(; ;) = (1 — p) - p. Déle z homogenity
nahodného pole plyne, ze dvourozmérné rozdélent:

P(X(il,jl) — 1 F‘l X(ig,jg) — 1) — P(X(i1+l,j1+h) — 1 ﬂ X(i2+l,j2+h) — 1), \V/l, h 6 N (21)

Tato informace je pro nas ekvivalentni s informaci o vzajemné rovnosti korelace dvojice
nahodnych proménnych:

corr(X(iy 1), Xizga)) = €O (Xiy41514n)s X(iat1,0+m) = 0(L,h), VLAEN,  (2.2)

kde o(l, h) je korela¢ni funkce zavisla na vzdjemné poloze dvou bodu (tj. vzdélenosti
[ a h). V nékterych piipadech korelacni funkci budeme uvazovat v sou¢inovém tvaru:

o(l,h) = o1(1) - 0a(h), (2.3)

kde [, resp. h, je vzdalenost dvou bodu ve svislém, resp. vodorovném, sméru. Vyhodou
funkce (2.3) je, ze pokud p;(1) i p2(h) jsou pozitivné semidefinitni a nezavislé, pak totéz
plati i pro o(l,h) a i z ni odvozené autokovarianéni matice.

2.1 Statistické deskriptory

Pro postihnuti a néslednou reprezentaci stochastického rozlozeni fazi v materidlu lze
vyuzit fadu funkci, oznacovanych jako statistické deskriptory. Ty nam umozni kvantifiko-
vat ndhodny proces vyskytu zvolené faze v daném misté struktury. Ackoliv tyto funkce
vyjadiuji pravdépodobnost, je potfeba mit na paméti, ze zde budeme jejich hodnoty vzdy
odhadovat pomoci relativnich ¢etnostni na pozorovaném vyftezu ¢i souboru vytezi. Dva
nejpouzivanéjsi deskriptory prezentované v [3] si zde blize uvedeme. Tyto funkce jsou
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obecnéjsi a lze je tak pouzit i pro popis média o vice fazich, statisticky homogenniho
i nehomogenniho. Jsou navic definovany i pro spojité nahodné pole.

Prvnim zéstupcem je m-bodovd funkce pravdépodobnosti (n-point probability
function). Jednd se o skupinu deskriptoru, které vyjadiuji pravdépodobnost, ze n libo-
volné zvolenych bodu bude lezet ve pozadované fazi. Tj. muzeme napiiklad pfi vypoctu
ttibodové pravdépodobnosti pozadovat, aby pro trojuhelnik z;x,x3 bylo splnéno, ze vrchol
21 bude prvkem cerné faze, ro prvkem modré faze a x3 prvkem bilé faze. Toto je znazornéno
na obr. 2.2a, kde je dand podminka splnéna pouze v jednom piipadé (zvyraznéném
oranzovou barvou) z vyobrazenych pokusiu (zdména bodu totiz neni moznd, jedné se
o jinou pravdépodobnost). Zjednodusené tyto funkce udavaji, jaka je pravdépodobnost,
ze usporadand n-tice bodu splni predepsané podminky (kazdy bod padne do pozadované
faze) kdekoliv na doméné. Tato préce se blize vénuje pravé specidlnimu piipadu dvou-
bodové pravdépodobnosti v sekci 2.3, ktera je vyhodna pro popis binarniho média, které
v této praci uvazujeme.

Vzhledem k uvazované statistické homogenité ndhodného pole lze tuto pravdépodobnost
odhadovat dvojim zpusobem. Pro konkrétni délku a orientaci vektoru (ptipadné trojice,
¢tverice, ..., n-tice bodu) vybereme nahodné nékolik jejich umisténi, pro které predpis
(2.4) vyhodnotime, nebo (2.4) vyhodnotime pro vSechna moznd umisténi dané n-tice
bodu na konkrétnim vyrezu, ktery mame k dispozici. Prvni zpusob se hodi predevsim pro
velmi velké domény z duvodu snizeni vypocetni naro¢nosti, my se vSak podrzime v této
préaci druhého, ktery ndm poskytne méné zkreslenou informaci vlivem vybéru. Predpoklad
statistické homogenity na redlném vzorku nemusi byt splnén. Predevsim pro velmi malé
vyTezy se mohou vlastnosti u dvou vzorku vyznamneé lisit. Proto si pfi praci s daty je nutno
dat pozor, abychom pracovali s dostatecné velkym statisticky reprezentativnim vzorkem.

V piipadé, ze by doména nebyla statisticky homogenni (tj. zastoupeni jedné féze by
napiiklad bylo vyrazné odlisné u kraju nez uvnitt domény), tyto funkce by byly zavislé
i na konkrétni poloze a pro odhad pravdépodobnosti bychom museli mit k dispozici vice
vzorkl.

Definujme n-bodovou pravdépodobnost nasledujici rovnici:

n

Sj:l’h’m’fn (xla T2, ... 751;71) = <H ij <:CJ)>’ (24)

j=1
o kde:

f;  znaci pfedepsanou (sledovanou) fazi pro bod x;,
xr;  zastupuje j-ty bod v usporddané n-tici bodu,
x%i(z;)  je charakteristickd funkce, kterd z; piirad{ hodnotu:

* 1-pokud z; € D%, kde D’i je oblast zaplnénd fazi f;,
* 0-pokud z; & D'i,

(Y zna&f aritmeticky priimér soucint charakteristickych funkef x% vech moznych
(resp. v rdmci odhadu vSech vybranych) umisténi (pokusi) dané uspofradané
n-tice bodu na referen¢nim vytezu nahodného pole,

n  je pocet bodu.
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Pokud bychom tedy chtéli odhadnout pravdépodobnost P(X (z1) = 1N X (x9) = 1),
oznacenou jako Sél)(arl, 13) 2, kde x; je od x4 vzddlen o [ ve vodorovném a h ve svislém
sméru, budeme u statisticky homogenni domény v souladu s (2.4) postupovat tak, ze vy-
bereme ndhodné nékolik (co nejvice) dvojic bodu vzdélenych o [, resp. h, ve vodorovném,
resp. svislém, sméru a vyhodnotime, v kolika pokusech oba body ve dvojici lezely ve fazi 1.
Pro statisticky nehomogenni doménu bychom tento pokus vyhodnocovali v absolutni po-

zici bodu x1 a x5 av8ak na ruznych realizacich ndhodného pole. Obdobné bychom postupo-
vali u dalsich odhadu P(X (z1) = 1NX(23) =0) 3, P(X(21) = 1NX(25) = 1NX (23) = 1)

pesOW o iy
\"4 /

/
serese i

(a) (b)

Obrazek 2.2: (a) Vizualizace n-bodové pravdépodobnosti u tiifazového média. tisecky -
dvoubodové pravdépodobnost (nebo Ls), trojihelniky - tiibodové pravdépodobnost, (b)
vizualizace nejednoznacnosti urceni tisecky pro vypocet Lo na sitové (pixelove) diskreti-
zovaném médiu.

Dalsim statistickym deskriptorem je kupiikladu ”wdseékovd funkce” (lineal-path
function). Na rozdil od n-bodové (resp. dvoubodové) pravdépodobnosti sleduje splnéni
podminky predepsanych fazi na celé tisecce, nikoliv jen v krajnich bodech. LM (r) by tak
znacilo pravdépodobnost, Ze (vazany) vektor r lezi cely ve fazi 1, L@ (r), Ze lezi ¢dstecnéd
ve fazi 1, castecné ve fazi 2 atd. Odtud je ziejmé, Ze i tento deskriptor lze zobecnit pro
libovolné mnozstvi fazi, nejcastéji se véak pouziva prave ve formé L/ (r) pravé proto, ze
obsahuje (sic velmi hrubou) informaci o spojitosti dané féze f.

Lf1,f2,---7fn<r) — <XL(I'>>7 (2.5)
o kde:

r je (vazany) vektor urceny libovolnymi dvéma body média,
f;  znad j-tou pozadovanou fazi (zde na rozdil od S; nezélezi na pofadi, muze
se vyskytovat kdekoliv na tsecce, viz dale),
n  znaci pocCet ruznych fazi, kterymi mé dsecka prochazet,
xr(r) je charakteristickd funkce, ktera r pfifradi hodnotu:

2V piipadé, ze n-bodovou pravdépodobnost poéitdme pro stejnou fazi u véech bodl zjednodusujeme
znaceni nasledujicim zptisobem Sél)’(l)(ml, Z2) — Sél)(:cl, Z2).
37de bychom sledovali, kdy prvni bod padl do faze 1 a druhy do faze 0.
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* 1-pokud Vj,j=1,....,n:30r Cr:dr C D%, kde D% je oblast zaplnénd
fézi f;, A #or Cr: 6r C D'k, kde faze fr & {f1, for-- -\ fa}

x 0 - v ostatnich ptipadech

(- znadi aritmeticky prumér soucinu charakteristickych funkef x, véech moznych
(resp. v ramci odhadu vsech vybranych) umisténi (pokust) vektoru r na refe-
rencnim vytezu nahodného pole,

Existuje mnoho dalsich statistickych (a fyzikdlnich) deskriptoru, jakymi jsou napf.
"tétivova funkce” (chord-length density function), funkce korelace povrchu (surface corre-
lation functions) nebo tfeba zobecnéni linear-path function na libovolnou kiivku. Tyto
jsou mnohdy slozité na implementaci, piipadné neposkytuji informace potiebné pro tcel
této prace, proto se jimi vice nebudeme zabyvat.

2.2 Material s inkluzemi

Nebot bilou fazi zde budeme modelovat jako izolované shluky, nikoliv kontinuum, hovoiime
zde o bilé barveé, resp. konkrétnim jednom shluku, jako o inkluzi. Toto muze reprezento-
vat napiiklad pérovity material (kde by pér predstavoval inkluzi), vyse uvedeny vldknovy
kompozit (viz obr. 2.1), polystyrenbeton atp.

Jak bylo prezentovano v [4], Lf(r) na rozdil od SJ(xy, ;) klade diraz na tvar in-
kluze. Sg (1, 22) na druhou stranu krom této informace nese i idaje o tom, jak jsou
faze rozmistény vuci sobé na vétsich vzdalenostech. Proto tento deskriptor pouzijeme pro
dalsi préaci. Dalsim duvodem, pro¢ byl zvolen pravé tento deskriptor je fakt, ze pri diskre-
tizaci pomoci ¢tvercové sité, kterou aplikujeme, je Ss resp. S, jednoznacné aplikovatelna
pro vSechny sméry. Pii uziti Lo je nutno zvolit algoritmus pro aproximaci "usecky”’na
¢tvercové siti, nebot ta zde neni jednoznaéné urcena, jak prezentuje obr. 2.2b. Pred po-
pisem samotné dvoubodové pravdépodobnosti v sek. 2.3 se jesté kratce zminime o tom,
jak je struktura reprezentovana v této praci.

Inkluze zde uvazujeme pouze dvojiho tvaru, sice ¢tvercového ¢i obdélnikového s jednot-
nou velikosti v ramci daného vzorku, shodné orientované. Duvodem je, Ze takto jsou jedno-
duché na implementaci, lze snadno upravit jejich rozméry a pritom aproximuji ”skutecné
tvary” (napf. rozptyleného plniva) bez ztraty kontrolovatelnosti vysledku z duvodu slozité
vnitini geometrie.

Nutno uznat, ze redlnou mikrostrukturu (popt. makrostrukturu) toto zjednoduseni
nepopisuje, nicméné cilem v tuto chvili neni test na realnych datech, nybrz studium
chovani a vhodnosti algoritmu pro takové uziti v budoucnosti.

V piipadé prace s redlnymi vzorky je potfeba nejprve obrézek (vyfez) prevést do
bindrni podoby. Nejjednodussim zpusobem je vyuziti prahovych metod (thresholding).
Obrazek nejprve pirevedeme do ¢erno-bilé podoby (z titkandlového RGB tak ziskdme pouze
jednokandlovy) a nyni nastavime hodnotu, nad niz vratime 1 a pod niz 0. Tyto metody
samoziejmé mohou byt sofistikovanéjsi a nastavovat prah automaticky (Otsuova metoda),
¢i deélit doménu vice prahy. Moznosti vhodnou predevsim pro vice nez dvé domény by bylo
téz "manualni” prifazeni hodnot ¢i za pomoci externiho preprocesoru. Tento postup zde
nahradime ndhodnym generovanim obrazku, které zatim pro nase tucely bohaté postaci.
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2.3 Dvoubodova pravdépodobnost

Funkei dvoubodové pravdépodobnosti (two-pint probability function) rozumime predpis,
kterym charakterizujeme odhad pravdépodobnosti vyskytu jisté faze u dvojice vybranych
bodu. Jedna se o odhad dvourozmérného rozdéleni (2.1), proto zde budeme sledovat situ-
aci, kdy oba body padnou do stejné faze. Takto se snazime charakterizovat médium o dvou
fazich. Médium o vice nez dvou fazich muzeme popisovat bud volbou konkrétnich dvojic
fazi, do nichz maji body padnout, nebo lépe, pomoci vice dvoubodovych pravdépodobnosti,
kdy pro kazdou fazi zavedeme samostatnou funkci Sg (x1,x2) [3]. Jak bylo zminéno vyse,
pro plnohodnotnou charakterizaci domény informace o jednobodové a dvoubodové pravdépo-
dobnosti neni z matematického pohledu dostateéna. Nicméné, poskytuje alespon néjakou
informaci o rozlozeni fazi v materialu a umoznuje sestavit kovarian¢ni matici, kterou bu-
deme dale potiebovat.

Jak celd dvoubodova pravdépodobnost funguje je jasnéjsi z jeji formalni definice [4],
kterou dostaneme zjednodusenim (2.4):

SIP2 (21, 0) = (X (1)} (22)), (2.6)
o kde:

x%i(z;)  je charakteristickd funkce viz (2.4),
(- je aritmeticky prumér z ruznych umisténi vektoru z;xy viz (2.4),
x1 axy je libovolna dvojice bodu, pro niz pravdépodobnost odhadujeme.

Uz zde je vidét, ze dvoubodovou pravdépodobnost bude se zachovanim diskretizace
pomoci pixelu vyhodné konstruovat jakozto matici. Funkci dvoubodové pravdépodobnosti,
pro periodickou doménu lze také definovat néasledujici rovnici [4], zde jiz v podobé upravené
pro nas pripad diskrétniho vypoctu:

,_n

n— m—1

1
= X (212, 71y )X (210 + 22) %o, (21, + T2y) %), (2.7)

T12=0x1,4=0

Sg([[‘l, J]Q =

o kde:

%  je modulo (zbytek po déleni),
n am  jsou rozméry obdélnikové oblasti, respektive pocet fadku a sloupciu matice,
Tiz @ T1y  jsou soufadnice pocdtecniho bodu,
Toz & Toy  jsou soufadnice koncového bodu,
x!  znaéf zobrazen{ viz rovnice (2.4) .

Tento zpusob je sice transparentni a primocary, ale pomérné vypocetné narocny.
Ovsem za predpokladu periodické domény, lze vyuzit vyrazné efektivnéjsi vypocet po-
moci Fourierovych transformaci [4]:

STy, x5) = %IDFT{DFT{XJ” (21, 29) yDFT{xI (21, 70)} }, (2.8)

o kde:
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nam  jsou rozmeéry obdélnikové oblasti, respektive pocet radku a sloupcu matice,
DFT  znadci diskrétni doprednou Fourierovu transformaci,
IDFT  znadi diskrétni inverzni Fourierovu transformaci,
— symbolizuje komplexné sdruzenou hodnotu,
x1 axy je libovolna dvojice bodu, pro niz pravdépodobnost odhadujeme,
x/  znaéf charakteristickou funkeci viz rovnice (2.4) .

(d) ()

Obrézek 2.3: (a) Dvoubodovéa pravdépodobnost pro objemové zastoupeni inkluze ¢! =
0.1 a velikosti inkluze 5x5 px viz (d), (b) dvoubodové pravdépodobnost pro ¢ = 0.1
a inkluze 10x10 px struktury (e), (c) dvoubodova pravdépodobnost ekvivalentni s (b)

Vyse zminované postupy plati pro vypocet na periodické doméné. Toto zjednoduseni
jsme si mohli dovolit aplikovat, nebot pfedpokladdme statisticky homogenni ndhodné pole
(material), vedlejsi vyfezy by se tedy nemély vyznamneé lisit. V této praci se ale pokusime
i 0 nékolik postupt, kterymi se predpokladu periodicity vyhneme, nebo se jeji vliv omezime
a pokusime se vyhodnotit, jaké dopady zavedeni predpokladu periodicity ma.

V této césti pujde o vypocet neperiodické Sy, resp. Sp s vyraznym potlacenim vlivu
periodicity. Predpoklad statistické homogenity je zde vSak v obou ptipadech zachovan.
Aby meély tyto postupy dostatek informaci, tj. ziskané ¢etnosti pro vSechny dvojice bodu
mély statistickou vypovidajici hodnotu pro odhad korelace, v obou ptipadech bude funkce
dvoubodové pravdépodobnosti poc¢itana na 4x vétsim médiu nez v piipadé (2.7). Tzn.
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pokud byl puvodni obraz o velikosti m x n, nyni predpokladdme, ze mame k dispozici
médium o velikosti 2m X 2n.

V prvnim piipadé (ktery ozna¢ime QUARTER) tedy budeme pocitat pouze vektory
svislé, resp. vodorovné, délky nejvyse m, resp. n. Nejdelsi vektory tak maji nejméné rea-
lizaci, ale stale stejné jako v ptipadé uvazovani periodického média. Rovnice pro vypocet
tedy bude vypadat nasledovneé:

DD Db P CORPIN I CIREE SRR )
(20— h)- (2m — 1) |

Sg(lj,zg) = (29)

o kde:

n am  jsou rozméry oblasti, kterou chceme reprezentovat,
x1  je bod o soufadnicich [x1,, z1,],
zy  je bod o soufadnicich [z, + h, 1, + 1],
x!  znaéf charakteristickou funkei viz rovnice (2.4) .

Druhou moznosti (oznacenou déle jako QUARTER-CROP), kterou zde uplatnime,
bude vypocet Sy z obrazku o rozmérech 2n - 2m s uvazenim periodicity dle (2.7), resp.
(2.8) a nasledné z takto spoctené Sy vytizneme jeji prvni ¢tvrtinu o velikost n - m. Timto
ofiznutim neztratime zadnou informaci, neb hodnoty v prvni ¢tvrtiné matice Sy spocitané
za piedpokladu periodicity se v ostatnich ¢tvrtindch pouze opakuji, nebot dlouhé vektory
presahujici tuto ¢tvrtinu se chovaji jako vektory kratsi opacného sméru, jak je podrobnéji
ukdzano v [4].

Na obrazku 2.3 jsou graficky prezentovany funkce dvoubodovych pravdépodobnosti
pro konkrétni struktury za predpokladu periodicity. Jak si muzeme povsimnout v obrazku
2.3c, zajimava mista jsou koncentrovana v rozich zajmové oblasti. Nebot ale uvazujeme
periodické médium, lze matice preusporddat (viz podkapitola 2.4.3) a dostaneme tak
rovnocennou informaci v prehlednéjsim tvaru. Zaroven je to jeden ze zpusobu, jak si
poradit s tim, ze je doména ve skutecnosti neperiodickd. Casty piistup, jak se s témito
problémy vyrovnat, je pouziti vahovych tlumicich funkei [5] aplikovanych na data ziskana
ze série vytezu za predpokladu jejich periodicity.

2.3.1 Fourierova transformace

Tato podkapitola struéné ptiblizuje princip fungovani Fourierovych transformaci. Jedna
se vlastné o zobrazeni funkce na jinou funkci, resp. prevedeni funkce jedné proménné na
funkci jiné proménné. Tato operace nam usetii mnoho vypocetniho ¢asu predevSim pro
vetsi domény, nebot vypocet So mé z definice ndrocnost O(n?m?) 4, viz pifloha A, kdezto
vypoéet pomoci rychlych Fouriérovych transformaci z rovnice (2.8) vykazuje naroénost
pouze O(mnlog(mn) + mn)[4].

Konecné Fourierova transformace je pro funkci jedné proménné na spojité doméné
definovana nasledovné [5], [6]:

4Toto znageni udava narocénost programu uréenou jako ”mnozstvi operaci, které poé¢ita¢ musi provést
na jeho dokonc¢eni”. U polynomu se udava pouze nejvyssi rad.
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e piima Fourierova transformace:

F(v) = / f(n)e ™ dn, (2.10)
e inverzni Fourierova transformace:
Fn) = / Fv)e™ "y (2.11)

o kde:

F(v) je funkce proménné v,
f(n)  je funkce proménné n.

V nasem piipadé vSak pracujeme s diskrétnimi hodnotami, proto urcity integral ve
Fourierové transformaci prejde na koneény soucet. Zaroven zobrazeni rovnou rozsitime
pro funkeci dvou proménnych tak, aby jiz byla aplikovatelna pro nas piipad:

e piima diskrétni Fourierova transformace:

f(k, e (%), (2.12)

f(k,j) = F(u,v)e’™ (%”7), (2.13)

D(u,v)  je posloupnost proménnych u a v,
d(k,7)  je posloupnost proménnych k a j,

m,n  jsou rozméry domény,

Nyni ptichazi na fadu samotny pojem rychla Fourierova transformace, pod kterym ro-
zumime efektivni algoritmus slouzici k vypoctu diskrétni Fourierovy transformace v 1D.
Pouhy vypocet pomoci (2.12) by ke zrychleni nevedl, neb vykazuje vypocetni naro¢nost
O(m?n?). Existuje fada algoritmu, které tuto problematiku fesf, nicméné zdkladni myslenka,
je zalozena na rozdéleni vstupnich dat do vice casti a pocitat tak sice vice transformaci,
ale pro méné ¢lenu, ¢imz je potlacen vliv kvadratické narocnosti vypoctu [5].

2.4 Kovarianc¢ni jadra

Kovarianéni jadra nebo téz kovariancéni funkce jsou zasadni pro popis a generovani nahodnych
poli. V literatufe [7], [8] se bézné uvadi nasledujici kovarianéni funkce souc¢inového tvaru
(viz (2.3)):
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e Gaussovské kovarianéni jadro

Ca(xy,29) = ai.ef(ﬁ%;fx) 7(1%;;1/) , (2.14)

e cxponencialni kovarianéni jadro

Tle —%2x | _ w1y7w2y‘
z Ly

Cp(z1,29) = 02 | L= : (2.15)

o kde:

o je rozptyl prislusné nahodné veli¢iny,

L, a L, jsou piislusné volené korelacni délky,

x Pod korelacni délkou rozumime vzddlenost dvou bodi, v niz dvé ndhodné
proménné nejsou korelovany. To lze definovat ndsledovné[2], [8]:

V|1 — 2| > Lt cov(X (21), X (22)) < 2

®|zm

(2.16)
r1 axe  jsou zvolené body o soufadnicich z1 = [x1,, 21,] a xo = [T2,, 9y

S témito jadry se i nejcastéji pracuje [2], [7]. AvSak je potieba si uvédomit, ze se jednd
o umeéle zvolené funkéni predpisy, které nemusi dostatecné presné reflektovat skutecnou
strukturu a navic jejich presnost velmi zavisi na korela¢nich délkéach, které v tomto pripade
hraji roli voleného parametru bez jednoznacného fyzikalniho vyznamu, ktery by uleh¢il je-
jich odhad. Numericka studie a diskuze k volbé téchto parametru se nachazi v podkapitole
2.4.3.

vvvvv

[7], kterou lze pohodlné pro bindrni piipad ziskat jako:
Cr(n,v2) = (85" (1, 02) = (V)% (1 = w2, (2.17)
e kde:

Sél)(xl, x9)  je hodnota funkce dvoubodové pravdépodobnosti pro body z1, s,
¢ je objemové zastoupeni sledované fize,
kM a k®  jsou hodnoty modelované fyzikalni veli¢iny pro kazdou fazi.

Na rozdil od vyse uvedenych jader mé tato funkce pfimou névaznost na strukturu
zkoumaného obrazu a je tak mozné ji pouzit pro validaci funkei (2.14) a (2.15) a pro opti-
malizaci jejich korelacnich délek. Porovnéni vyse uvedenych funkei je (pro optimalizované
korelacni délky) je vyobrazeno na obr. 2.6.

Obé pouzivané funkce, jak Gaussovska, tak exponencidlni, jsou ovSem pouze specidlnim
pripadem vyrazné obecnéjsiho Matérnova modelu (spravnéji ziejmé Whittleova-Matérnova
modelu viz [9], ale bézné se pouziva pouze oznaceni Matérnouv model/funkce, kterého se
zde podrzim).
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Matérnovu kovarianéni funkei lze definovat nésledujicim predpisem [10]:

Ch(d) 2021%1(:; (x/?%)ym(\@_g), (2.18)

je rozptyl fyzikdlni veliciny,

o
['(v) je gama funkce viz podkap. 2.4.1,

K, je modifikovand Besselova funkce druhého druhu viz podkap. 2.4.2,
d

je vzdalenost (proménnd),

vap jsou volené parametry modelu.

Na rozdil od rovnic (2.14) a (2.15) se zde vyskytuje pouze jedna proménnd vzdélenosti,
avSak s uvazenim souc¢inového tvaru (2.3) i Matérnuv model samoziejmé lze rozsitit do
vice dimenzi. Parametr p je analogicky ke korela¢ni délce L. OvSem stupen Besselovy
funkce v jiz na prvni pohled tak explicitni vyznam nemd. Pak vézme, ze pro v = %
Matérnuv model odpovida exponencidlnimu kovarianénimu jadru, pro v — oo pak prejde

na Gaussovské jadro [9)].

2.4.1 Gama funkce

Pod pojmem (Eulerova) gama funkce rozumime zobecnéni faktoridlu do mnoziny C a tedy
i do R. Definovana je integralnim vztahem:

['(z) = / t*~letdt, (2.19)
0

ktery lze definovat pro z € RT, nebo zavést jeji analytické prodlouzeni do C — Z;
kde pak i funkéni hodnoty maji realnou a imaginarni slozku. Na obrazku 2.4 je pro lepsi
predstavu vykreslena gama funkce pro redlnou osu a prubéh jeji prevracené hodnoty,
nebot s nf pracuje Matérnovo kovarianéni jadro.

20

|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
AT T —
|
|
|
|
I
|
|
I
I
I
|
|
|
-2

o= -

I I I
-3 1 2 3 4 5

Obréazek 2.4: Prubéh gama funkce I'(x) a jeji prevracené hodnoty ﬁ proz € R

Obcas se lze rovnéz setkat s pi funkei I1(2), kterd je oproti gama funkci I'(z) pouze
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posunuta o hodnotu 1 na realné ose:

L(z+1)=1(z) :/ tPetdt . (2.20)
0
Pro n € N tedy plati:
I'(n) = (n—1)!, 2.21
[I(n) = n! 2

2.4.2 Besselova funkce

Besselovymi funkcemi nazyvame takové funkce, které jsou fesenim diferencidlnich rovnic
(2.23) a (2.24) a definované na C. Besselovy funkce jsou prvniho az ttetiho druhu, ”bézné”
a modifikované. Zde se zamérime pouze na popis pouzivané Besselovy modifikované funkce
druhého druhu a pottebnych souvislosti, detailnéjsi informace lze nalézt napt. v [11]-[14].
Besselova diferencialni rovnice je:
5, 0%w(2) 5%w(z)

2 2 _
S +z 5 + (z° —v)w(z) =0, (2.23)

modifikovand Besselova diferencidlni rovnice:

5?w(z) 5?w(z)
2
S T 0z

— (2 + vHw(z) =0, (2.24)

z  proménna z € C,
w(z)  je hledana funkce a
v nazyvame fad (¢i stupen) Besselovy rovnice, v € C.

R4d Besselovy rovnice je velmi dulezity parametr, ktery ovliviiuje vyslednou podobu
feseni. Obecné lze zapsat TeSeni at uz (2.23) ¢ (2.24) jako linedrn{ kombinaci dvou Besse-
lovijch funkci. Dale uvedu pouze feseni pro modifikovanou rovnici, feseni pro (2.23) jsou
analogicka a konkrétni funkce lze najit ve vyse citované literature.

e Pokud jev € C—N:
w(z) =1, (z) + col_(2), (2.25)

e pokud je v € N:
w(z) =l (z2) + o K_,(2), (2.26)

o kde:

c1 acy  jsou libovolné konstanty,
v je tad Besselovy rovnice (ktery je volenym parametrem Matérnova modelu),
I, al_, jsou Besselovy modifikované funkce proniho druhu vypoctené jako:

2

I(z) = (9; k!r(uim 1) (%)k (2.27)
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K, je Besselova modifikované funkce druhého druhu vypoctend dle:

EI—V(Z) B [V(Z)
2 sin(vm)

K, (2) = , veC—N (2.28)

i L 8) = L(2)
K,(z) = l_m 2 sin(vm)

, v=n,neN. (2.29)

V prvnim piipadé jsou I, a I_, linearné nezavislé, coz vsak neplati v okamziku, kdy
v € N. Proto prichazi do hry pravé Besselova modifikovand funkce druhého druhu: 1
samotna Besselova modifikovand funkce druhého druhu je zavisla na tom, zda rad rovnice
v je celé ¢islo. Vypocte se z Besselovy modifikované funkce pruniho druhu dle vztahu (2.27)
a (2.28), resp. (2.29). Na obr. 2.5, je vyobrazena redlna cast Besselovych modifikovanych
funkci pro lepsi predstavu o jejich chovani.

I,(2)

o & A M o N A O ©
— — T

‘O
IS
w
N
o
n
w
S

(9]
o
o
o
o
n
n
[$,]
w
w
(5]
IS
IS
o
(5]

Obrazek 2.5: Redlnd ¢édst Besselovych modifikovanych funkei (a) prvniho druhu a (b)
druhého druhu

2.4.3 Numericka studie optimalnich korela¢nich délek

V této casti je provedena a okomentovana numerickd studie optimalnich korelac¢nich délek
pro Gaussovskou a exponencidlni (dle formulf (2.14) a (2.15)) kovarianéni funkei, pfesnost
modelt a vliv na chybu pro dva zakladni ptipady. Kromé optimalnich korela¢nich délek
byla sledovanym parametrem i chyba odchylek umélych kovarianénich jader vuéi kova-
rianc¢ni funkci pocitané z dvoubodové pravdépodobnosti dle rovnice (2.17).

Proménnymi byly objemové zastoupeni inkluze (znaceno c) a rozmér inkluze v px
(znaceno r). Rozmér domény, na které byly tyto parametry sledovany, byl pro tcely studie
zvolen 100 x 100 px. V prvnim piipadé maji inkluze ¢tvercovy tvar, v druhém obdélnikovy.

Za predpokladu periodické struktury jsou koncentrace vyssich hodnot pravdépodobno-
sti (a tedy i z ni pocitané kovariance) v rozich matice. Ovsem Gaussovské ani expo-
nencialni jadro ze své povahy periodické neni a snaha napodobit jim skute¢nou kovarianéni
matici zjisténou z obrazku je v tomto ptripadé nevhodné. Vliv periodického chovani lze
lehce potlacit preusporadanim periodické matice dvoubodové pravdépodobnosti tak, ze
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se rozdéli na ctvrtiny a jeji rohové prvky se sesadi k sobé (diky periodicité prinasi stéle
stejnou informaci [4]). Vznikne tak hlavni vrchol ve sttedu oblasti, od kterého hodnota
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Obrézek 2.6: Rez pro srovnani kovarianénich jader pii objemovém zastoupeni inkluze
1 =0,1 (a) inkluze 5x5 px, (b) inkluze 10x10 px

Nadéle se vyuzije sudosti Gaussovské a exponencidlni funkce (viz obr 2.6), které
funkci vyrazné lépe porovnatelné. Obé tato jadra vesmés dobie popisi vétsi ¢i mensi
¢ast stredového vrcholu, pak ale rychle konverguji k nule. Z toho plyne, krom faktu, ze
preusporadani nemé vyznamny vliv na vypocet samotné korelacni délky, ze uméle volena
funkce vidy bude zatiZena jistou mirou chyby, nebof neni schopna pokryt fluktuaci mimo
maximum.

Korela¢ni délka pak udava, jak moc bude v prislusném sméru protazen Gaussovsky
nebo exponencidlni "klobouk”. Nynfi je jiz zfejma dulezitost spravné volby korela¢ni délky.
Zvolime-li korela¢ni délku prilis malou, funkce dostateéné nepopise hlavni vrchol, pokud
ji ale naopak nadhodnotime, funkce bude klesat ptilis pomalu oproti realité. Jak je patrno
z obrazku 2.7, chyba s vyssi volenou korelaéni délkou oproti optimalni roste velmi rychle.
Rozhodné se tak vyplati volit délky spiSe nizsi.

Pro tucely této studie je chybou minén rozdil kovarianénich jader vztazenych ke kova-
rianénimu jadru zjisténému z dvoubodové pravdépodobnosti a sice jako absolutni chyba,
popft. chyba nejmensich ¢tvercu:

eabs = Y > |Ca/p — Cil, (2.30)
i=1 j=1
€square — Z Z(CG/E - 01)2, (231)

i=1 j=1
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o kde:

mamn  jsourozméry domény,
Cq, Cg, C;  jsou kovarianéni jadra viz (2.14), (2.15), (2.17).

Optimalni korela¢ni délka je stanovena Newtonovou metodou hledajici minimum této
sumy ¢tvercu chyb dle rovnice (2.31).

Jako méné néchylny na Spatny odhad se ukazuje exponencialni model oproti Gaus-
sovskému. Jeho minimalni absolutni chyba je sice o malinko vétsi, ale pti volbé korelaéni
délky mimo optimum vyrazné pomaleji roste, nebot exponencidlni funkce klesa rychleji
a pii Spatném (piilis vysokém) odhadu tak rozdil mezi fluktuacemi kovariance z obrézku
a modelovou funkef nenf tak velky (i kdyz chyba stéle roste velmi rychle).

800 400

600 300
2 32
S 400 S 200
W W

200 100

Obrézek 2.7: Prubéh absolutni chyby dle rovnice (2.30) pro Gaussovské (a) a exponencidlni
(b) jadro pro inkluze 10x10 - viz obr. 2.3

Pro potfeby samotné studie pak bylo jesté nezbytné nastavit rozptyl hodnot o2 pro
Gaussovské a exponencialni jadro a (Fd(l) — /<¢(2))2 pro jadro pocitané z obrazku dle rovnice
(2.17). Za normalnich okolnosti by tyto rozptyly byly vypocteny na zakladé sledovanych
fyzikalnich parametru, avsak pro potreby této prace sledujici pouze vliv korela¢nich délek
bez vazby na konkrétni fyzikalni aplikaci, byly hodnoty nastaveny nasledovné:

(kM) — £@)2 =1, kde k) =1 a xk® = 0.
0% = (D) — %), kde ¢ je objemové zastoupeni faze 1.

Takto se funkce shoduji v pocatku a mohou tak byt optimalizovany. Obé studie,
pro ¢tvercovy i obdélnikovy tvar inkluze, byly provedeny na 100 ndhodné generovanych
vzorcich, z nichz pak byl nésledné spocten aritmeticky prumér. Rozméry ¢tvercovych
inkluzi se pohybuji v rozsahu 4x4 px az 10x10 px a obdelnikovych 3x4 px az 3x10 px
a objemové zastoupeni odstupiiované po 0,05 v intervalu < 0,1;0,3 > °.

Z vysledku prezentovanych na obrazku 2.8 je ziejmé, ze korelaéni délka zavisi na
obou sledovanych parametrech. To, Ze s rostouci velikosti inkluze roste i korelaéni délka,

SPOZN: V nésledujicich grafech jsou uvadény pouze orientaéni objemové zastoupeni inkluzi. Toto
zastoupeni je vidy bud rovno zobrazenému, je-li mozno umistit pfesny pocet inkluzi, nebo nejvyssi vyssi
vzhledem k ndhodnému generovani obrazu (viz A). Odchylka je viak vzdy < 4.1073.
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Obrazek 2.8: Rust prumérné optimélni korelac¢ni délky L, v zavislosti na velikosti inkluze
a objemovém zastoupeni pro Gaussovské (a) a exponencialni (b) jadro

Esq'u,(ﬂ‘e
Esq'u,(ﬂ‘e

Obrazek 2.9: Rust prumérné minimalni chyby (sumy ¢tvercu chyb dle (2.31)) v zavislosti
na velikosti inkluze a objemovém zastoupeni pro Gaussovské (a) a exponencidlni (b) jadro
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prekvapivé neni, nebot vétsi inkluze umozni i delsim neZ jednotkovym vektortim pad-
nout svym pocatkem i koncem do stejné inkluze. Vzroste tedy hodnota jejich dvoubo-
dové pravdépodobnosti a "klobouk”se tak rozsiti. U étvercové inkluze se korelacni délky
ve sméru z a y vyznamné nelisi a velmi je ovliviiuje pravé rozmér inkluze. V piipadé
obdélnikovych inkluzi vychazi samoziejmé vétsi korelacni délka ve sméru delstho rozméru
inkluzi viz obrazek 2.11.

Druhy projeveny aspekt je, ze s vyssim objemovym zastoupenim inkluzi korelacni
délka klesd. Vysvétleni zde neni tak jednoduché, jako v predchozim pripadé. U kova-
rian¢niho jadra vypocteného z dvoubodové pravdépodobnosti vzniké za hlavnim vrcholem
"podkmit” do zapornych hodnot. Jelikoz funkce z literatury jsou vzdy nezaporné, toto
misto nemohou nikdy dobie popsat.

Pti rostoucim objemovém zastoupeni dochazi k zahusténi domény a tak vektory, které
maji délku jen o trochu vétsi nez aby se vesly do inkluze jsou vice znevyhodnény oproti
ostatnim, ”podkmit” za hrotem je tedy hlubsi. V dusledku tohoto vrcholu v zépornych
hodnotach pfi minimalizaci ¢tverce chyby dojde ke snizeni korelacni délky, aby se uméla
funkce nenachéazela zbytecné vysoko. Graficky je tento fenomén ziejmy pfi porovnani
obrazku 2.6 a 2.10, kde jsou vyobrazena kovariancni jadra pro vysoké objemové zastou-
peni.

sssss
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Obrazek 2.10: (a) Rez pro srovnan{ kovarianénich jader pfi objemovém zastoupen{ inkluze
M) = 0,3 inkluze 5x5 px, (b) pifsluind doména

Obrazek 2.11: Optimalni korelacni délka pro Gaussovské jadro s obdélnikovou inkluzi
v zavislosti na jeji velikosti a objemovém zastoupeni - (a) Ly opt (D) Ly opt
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Zajimaveéjsi je vsak pohled na to, jak ruzna velikost inkluze ¢i zména objemového za-
stoupeni ovliviiuje samotnou minimalni chybu pfi aproximaci pomoci kovariancnich funkei
z literatury. Jak je patrné z prezentovanych vysledku na obrazku 2.9, chyba vyznamné
roste s velikosti inkluze i objemovym zastoupenim. Vezmeme-li v ivahu dosud nabyté
poznatky, je zfejmé, ze i tento fakt plyne ze stejnych pricin. Vétsi inkluze zpusobi vétsi
fluktuace v oblasti, kde jsou uméla kovarianéni jadra blizka nule a nemohou je tedy postih-
nout (viz obrazek 2.6 a 2.3), zatimco rostouci objemové zastoupeni navysuje amplitudu
predevsim blizko za vrcholem, viz obrazek 2.10.

Posledni ¢éasti této numerické studie je aproximace funkci a pokus o formulaci jedno-
duchého vztahu pro odhad korela¢nich délek v zavislosti na velikosti inkluze a objemovém
zastoupeni. Jako nejjednodussi se jevi aproximace rovinnou plochou, zde je ale potieba
zminit, ze zatimco pomér mezi korelacni délkou a objemovym zastoupenim je priblizné
linedrni, podil korelacnif délky a velikosti inkluze nikoliv. Ze rovina (viz (2.32)) neni vhod-
nou aproximacni plochou je vidét z obr. 2.12.

Obrazek 2.12: Aproximace hodnot L, pro exponencidlni jadro (u Gaussovského jadra je
trend podobny). Aproximace (a) rovinou (2.32), (b) hyperbolickym paraboloidem (2.33),
(¢) hyperbolickym paraboloidem (2.34).

Dale je vhodné poznamenat, Ze pro linearni regresi jsou data pro Ly opt & Ly ope 1 Ctver-
covych inkluzi zpriumérovana, nebot odchylka mezi témito hodnotami je malé a pifedevsim
zpusobena vlivem nahody, tvorba vice aproximacnich ploch by proto nedavala smysl.

V ramci studie jsou v tabulkdch 2.1 a 2.2 prezentovany vysledky (véetné chyby) tii
aproximac¢nich polynomialni funkei:

Loy = A+ B.r + C.cY, (2.32)
Lopt = B+ C.cW 4 D.r.cW, (2.33)
Loyt =~ B.r + C.cW 4+ Dor.cV) + E? 4 F.c(l)Q, (2.34)

o kde:

Loy je optimalni korelacni délka,
1 je objemové zastoupeni inkluze,
r  znaci rozmér inkluze v daném sméru a
Aaz F jsou hledané konstantni koeficienty.
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V tab. 2.2 a tab. 2.1 jsou uvedeny dvé méritka chyby. Prvni, bézné pouzivana, mira
chyby RMSE (z anglického root mean square error) a také prumérnd absolutni chyba
(zde pod zkratkou MAE - mean absolute error) pro lepsi predstavu.

I \/ T ) ~ o) 2.35)
EMAR = > ity ‘f(yz)n; faprow(yi)” (2.36)

o kde:

ng je mnozstvi dat,
f(y:)  je puvodni (zjisténd) hodnota v i-tém bodé,
faproz(yi)  je aproximovand hodnota v i-tém bodé.

Odchylka u aproximace rovinou je pomérné znacna, navic pokud bychom zakazali kon-
stantu A, jesté vyznamné naroste. Naopak zavedeni tohoto ¢lenu do rovnic (2.33) ¢i (2.34)
se vyrazné na snizeni chyby neprojevi a aproximaci zbytecné komplikuje. Pov§imnéme si,
ze nejvetsi pokles chyby (cca 3-4 ndsobny) zpusobi u Gaussovskych i exponencidlnich
délek uvazeni souc¢inu objemového zastoupeni a rozméru inkluze, tedy prechod od roviny
k hyperbolickému paraboloidu.

Tabulka 2.1: Koeficienty aproximace pro Gaussovskou optimalni korela¢ni délku L pro
¢tvercovou inkluzi, L, pro obdélnikovou inkluzi ve sméru konstantni velikosti, L, pro
obdélnikovou inkluzi ve sméru proménné velikosti

Rce ‘ ‘ a B C D E(10_4) F “C:RMSE‘ EMAE
(2.32) | L | 0.3596 0.2326 -2.024 0 0 0 0.0407 | 0.0290
L, 03512 0.2333 -1.998 0 0 0 0.0386 | 0.0280
L, | 0.3680 0.2319 -2.050 0 0 0 0.0433 | 0.0311
(2.33) | L 0 0.2842 -0.2169 -0.259 0 0 0.0086 | 0.0060
L, 0 0.2835 -0.2403 -0.2513 0 0 0.0093 | 0.0069
L, 0 0.2848 -0.1934 -0.2667 0 0 0.0106 | 0.0073
(2.34) | L 0 0.2792 -0.1216 -0.2829 7.389 0.2146 | 0.0074 | 0.0051
L, 0 0.2778 -0.0912 -0.2672 6.589 -0.0709 | 0.0089 | 0.0066
L, 0 0.2805 -0.1519 -0.2986 8.189 0.5001 | 0.0087 | 0.0059

Zahrnuti dalsich kvadratickych ¢lenu sice chybu déle snizuje, pokles ale jiz neni tak
vyznamny, predevsim, vezmeme-li v tvahu, Ze nepotfebujeme pii vypoctu trefit presné
optimum (coz se u nahodné struktury zfejmé ani nepodaii), ale postaci rozumné okoli,
v némz chyba neroste piilis rychle (viz obr. 2.7). Pro Gaussovské jadro tedy bohaté postaci
vztah (2.33). Zahrnuti polynomu vyssich stupniu by stdlo za dvahu u exponencidlniho
jédra, kde pokles chyby mezi rovnicf (2.33) a (2.34) je zhruba o %). Opét zde ale nardzime
na zkomplikovani rovnice, kterda by méla usnadnit odhad, a predevsim pak malé mnozstvi
dat pro aproximaci vyssimi stupni polynomu.

S uvazenim vyse zminénych vysledku tak lze finalni odhad korela¢nich délek formulo-
vat:
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Tabulka 2.2: Koeficienty aproximace pro exponencidlni optimalni korela¢ni délku L pro
¢tvercovou inkluzi, L, pro obdélnikovou inkluzi ve sméru konstantni velikosti, L, pro
obdélnikovou inkluzi ve sméru proménné velikosti

Rce ‘ ‘ a B C D E (.10_4) F ‘5RMSE‘ EMAE
(2.32) | L | 0.6474 0.4475 -4.548 0 0 0 0.0924 | 0.0668
L, | 0.6046 0.4520 -4.444 0 0 0 0.0873 | 0.0618
L, | 0.6901 0.4430 -4.652 0 0 0 0.1037 | 0.0770
(2.33) | L 0 0.542 -1.209 -0.486 0 0 0.0335 | 0.0241
L, 0 0.540 -1.337 -0.4512 0 0 0.0380 | 0.0268
L, 0 0.544 -1.080 -0.5208 0 0 0.0443 | 0.0342
(2.34) | L 0 0.530 -1.576 -0.6176 23.30 3.411 | 0.0198 | 0.0135
L, 0 0.5294 -1.374 -0.5687 26.48 2.317 | 0.0306 | 0.0211
L, 0 0.5486 -1.779 -0.6665 20.12 4.505 | 0.0319 | 0.0206

e pro Gaussovské jadro:

Loprc = 0,3.0 —0,2.c1 —0,25.¢M r, (2.37)
e pro exponencialni jadro:

Lopte = 0,550 —1,2.cM) —0,5.¢W r, (2.38)

o kde:

¢ je objemové zastoupeni inkluze,

r  zna¢i rozmér inkluze v daném smeéru.

Nutno podotknout, ze odhady (2.37) a (2.38) maji velmi omezenou platnost. Dalo
by se Fici, ze plati pouze pro druh (tedy inkluze o stejné velikosti, ndhodné rozlozené
s miniméln{ mezerou 1) vzorku a rozsah hodnot, na nichz byly testovany.
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Generovani vzorku nahodného pole

Po té, co jsme ziskali informaci o struktuie pomoci kovarian¢nich funkei, prichazi chvile
pro generovani realizaci samotného ndhodného pole. V této praci budeme ndhodné pole
generovat pomoci Karhunenovo-Loéveho rozvoje, zkracené KLR (KLE - Karhunen—Loéve
Ezpansion). V literatufe se lze setkat i s odlisnymi pfistupy, jako napiiklad vylepsenymi
perturbacnimi metodami ¢i Hashin-Shtrikmanovym variaénim pifstupem [2]. Témito se
zde vSak nebudeme zabyvat.

3.1 Karhunenovo—Loeveho rozvoj
KLR je vlastné nekonecny soucet slouzici pro popis ndhodného pole. V rovnici (3.1) j

e
zapsan v ¢isté podobé pro spojitou doménu ve tvaru nekonecného souctu, rovnice (3.2)
pak je pouhou dpravou pro vypocet na diskretizované doméneé [2], [7], [8]:

K(r,w) = Z\/A_i¢i(x)£i(w)7 (3.1)

2
E
2

o kde:

k(z,w),k(w)  znadl veli¢inu jako funkei souradnice z, resp. v prostoru diskretizovany vek-
tor, obé zavislé na elementarnim jevu w
) )

K. je vektor sttednich hodnot veli¢iny x v diskrétnich bodech prostoru, resp. pro
nas pripad dil¢ich pixelech obrazku, které jsou setazeny do jednorozmérného
vektoru,

A je i-té vlastni ¢islo kovarianéni funkce, resp. matice,

¢i(x),¢;  zastupuje i-tou vlastni funkci, resp. vektor, autokovariancéni funkce, resp.
matice,

&(w)  je ndhodnd proménnd (viz podkapitola 3.1.3) a
ne  je pocet clenu uvazovanych v koneéném rozvoji pro diskretizovany vypocet.

Nebot pracujeme na diskrétni doméné, tak v nasem pripadé piejde vlastni funkce ¢;(x)

22
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na vlastni vektor ¢; kovariancni matice, ktery se da snadno urcit. Vlastni ¢islo nam pak
hraje roli vahy, kterou vstupuje ptislusna vlastni funkce do rozvoje.

3.1.1 Kovarian¢ni matice

Pred samotnou dekompozici do vlastnich vektoru ¢; a cisel \;, je potifeba preuspotradat
kovariancni jadra. Dosud jsme vzdy vztahovali kovariance ke konkrétnimu bodu, avsak ze
vztahu (2.14) a (2.15), kovarian¢ni funkce lze zapsat jako funkce vzdédlenosti dvou bodu.
Puavodni doména je m.n, kovarianéni matice tak bude ¢tvercovd rozméru (m.n)?, z definice
symetricka, pozitivné semidefinitni a vyjadiuje pravé kovarianci mezi jednotlivymi body.

Prvnim zptusobem, jak dostat tuto matici, je napocitat kovarianc¢ni jadra pro vsechny
body, rozvinout kovariancni jadro do vektoru a ten vlozit do prislusného fadku matice.
Toto lze provést pro rovnice (2.14) a (2.15), jak naznacuje schéma (3.3), avsak kova-
riancni jadro zjisténé z dvoubodové pravdépodobnosti (rovnice (2.17)) nelze znovu pocitat
k jinému bodu, ale opét se jedna o funkci vzdalenosti. Proto budeme pro sestaveni auto-
kovarianéni matice prvky C7 kruhové posouvat. Tedy napiiklad pfi posunu sloupcu o
prvku v matici, kterd mé n sloupcu prejde sloupec j-ty sloupec na pozici (5 + v)%n,
u radku analogicky. Matici sestavime dle stejného schématu. Néaslednym feSenim charak-
teristické rovnice dostaneme vlastni ¢isla a vypocteme vlastni vektory.

Coz1, (17 1) Ca,mm (17 2) Caz1 (n, m)

- Coz (1,1 Coz (1,2 Cozyo(n,m

G- | Comettil) Cuafr2) nom) | s
Coznm (1,1) Ca,xn,m (1,2) Coznm (n,m)

o kde:

a  zastupuje indexy G/E/I podle toho, zda se jedna o Gaussovskou, Expo-
nencialni ¢ z dvoubodové pravdépodobnosti odvozenou kovarianéni matici,
z;;  znaci, ke kterému bodu jsou data spoc¢tena (Gaussovska a exponencidlni
funkce), resp. posunuta (kovarianéni funkce odvozend z Ss), viz text vyse.

Tuto metodu sestaveni kovariancni matice pouzijeme vzdy pro Gaussovské a expo-
nencidlni jadro, nebof se jednd o umeélé funkce vesmés nezavislé na konkrétni reali-
zaci (opomineme-li optimalizaci korelaéni délky), nemame tedy jinou variantu postupu.
V pripadé korela¢niho jadra odvozeného z vyfezu mikrostruktury se ndm vsak nabizi dalsi
moznost. Méme-li k dispozici dostateéné mnozstvi vzorku/vyrezu, lze vlastni tvary ziskat
pomoci analyzy hlavnich komponent (ddle téz PCA - z ang. Principal Component Ana-
lysis). Nejednd se pak tedy o vlastni tvary konkrétni realizace, ale statistického souboru
0 Npea vzorcich, ktery byl generovéan shodnym algoritmem. Zminénd kovarianéni matice
je sestavena nasledovneé:

Crli,5) = (ki — 1) (55 — 1)), (3.4)
o kde:

(- znadi aritmeticky prumér ptes soubor vytezu,
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Ki, k;  jsou hodnoty pozorované veliciny v i-tém, resp. j-tém bodu (pixelu) a
Piiofhe;  Je stiedni hodnota veliciny ; v i-tém, resp. j-tém pixelu,

neboli v maticovém zapisu:

~ 1
Cp= —— (KKT — npcau,{uz) , (3.5)
Npea — 1

o kde:

n. je tadkovy vektor stiednich hodnot veliciny x v jednotlivych pixelech,

K  je matice vzorku K € R™™ "< ygporadanych tak, ze sloupce predstavuji
jednotlivé vytezy usporadané do jednorozmeérnych vektoru a radky odpovidaji
jednotlivym pixelum ve vyfezech.

V nésledujici ¢asti budeme porovnavat dosud zminéné postupy ziskani kovarianéni
matice s nasledujicim znacenim:

Sa>-Image: odvozenim z dvoubodové pravdépodobnosti Sy dle (2.17) ziskané pro
jeden zvoleny vyftez o rozmérech m X n za predpokladu periodicity,

Gauss: vyhodnocenim Gaussovské kovarianéni funkce (2.14) s optimdalni korela¢ni
délkou stanovenou pro tentyz zvoleny vytez,

Exp: vyhodnocenim exponenciélni kovarianéni funkce (2.15) s optimdlni korela¢ni
délkou stanovenou pro tentyz zvoleny vytez,

PCA: vypoctem kovarianci mezi fdzemi v jednotlivych pixelech na souboru npe, =
m-n+ 1 vyfezu o velikosti m x n dle (3.5), kdy je vliv periodicity zcela eliminovén,

QUARTER: vypoctem dvoubodové pravdépodobnsti Sy odvozené pro jeden zvo-
leny vyfez o rozmérech 2m x 2n bez predpokladu periodicity dle (2.9),

QUARTER-CROP: vypoctem dvoubodové pravdépodobnsti Sy odvozené pro je-
den zvoleny vytez o rozmérech 2mx2n za predpokladu periodicity dle (2.7) a nésledné
ofiznutim ziskané matice na rozmér m X n.

Vsechny vysledné autokovarianéni matice maji shodny rozmeér (m-n) x (m-n), jejich
vlastni vektory ¢; pak maji rozmér m - n a umoznuji tak vytvorit nahodné pole o téchto
rozmeérech, ze kterého muzeme nasledné generovat vzorky opét o velikosti m x n.

3.1.2 Vlastni ¢isla a vlastni vektory kovarian¢nich matic

Prvni vlastni tvary popisuji zkoumanou doménu nejvice, posledni pak nejméné. Vahu, jaky
vyznam maji diléi vliastni tvary ¢;, urcuji vlastni vlastni ¢isla ;. Nebot mnozstvi i délka
vlastnich vektoru kvadraticky roste s velikosti domény, nebudeme chtit pii zpétném gene-
rovani nahodného pole zahrnovat vsechny vektory. Jako odhad chyby, které se dopustime
zanedbanim daného mnozstvi vlastnich tvaru, pouzijeme:

n¢. )
ex=1- PUERY (3.6)

E?:al )‘i,
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e kde:

A je i-té vlastni ¢islo prislusici ¢;,
ne  znacl pocet zahrnutych vlastnich vektoru ¢;,
n, je pocet vsech vlastnich vektoru.

T T T
——S,-Image ——S,-Image

sh —— Gauss | o8 —— Gauss
| Exp 0.8 Exp
‘ —FPCA uf, —FPCA
A ~ QUARTER | o7 ik ~ QUARTER
QUARTER-CROP 06 \\ QUARTER-CROP| |
’< 3

L L L L L L L L L L t
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 500 1000 1500 2000 2500

o L)

(a) (b)

Obrazek 3.1: Konvergence vlastnich ¢isel (a) a odhadnuté chyby (b) na doméné 50x50 px
pro velikost inkluze 5x5 px, ¢V = 0.1

Jak lze pozorovat z obr. 3.1b, nejpomaleji klesd chyba exponencidlniho jadra, rych-
lost konvergence je srovnatelnd pro Gaussovské jadro a jadro zjisténé z dvoubodové
pravdépodobnosti. Rychlost konvergence chyby lze vysvétlit pravé konvergenci vlastnich
¢isel patrnnou z obr. 3.1a. Exponencialni jadro ma v porovnani z jadrem z obrazku
mald vlastni ¢isla, kterd navic rychle klesaji. Strmy sestup sice vykazuji i vlastni ¢isla
jadra z obrazku, ale tato ¢isla jsou na pocatku mnohem vétsi, prvni tvary tedy popisi
vétsinu domény. Gaussovska vlastni ¢isla jsou sice nizka, na svém pocatku vsak nejpo-
maleji klesaji a proto chyba konverguje nejrychleji k 0. Jak vsSak jiz bylo diskutovano
diive, u Gaussovského (i exponencidlniho) jadra je zanesena chyba v samotném popisu
konkrétni domény.

Avsak rychlost konvergence je velmi odvisla od toho, jak velké jsou inkluze (vuéi
doméné). Tato zdvislost je bohuZel nepifzniva pro kompresi dat, nebot ¢m vétsi jsou
inkluze, tim rychleji konverguje chyba k 0 viz obr. 3.2. Vlastni ¢isla a konvergence chyby
se také lisi v pripadé, kdy je uré¢ujeme pomoci PCA.

U neperiodickych variant odvozenych z Sy (QUARTER a QUARTER-CROP) neni
kovarianéni matice pozitivné semidefinitni. Zaporna vlastni &isla jsou ofiznuta, nebot
v KLR pracujeme s odmocninou z vlastniho ¢isla, dostavali bychom tak komplexni ¢ast
reSeni, ktera pro nas nema vyznam. Tyto posledni vlastni tvary nereprezentuji modelo-
vané médium. Podobny problém nastava i u ostatnich kovarian¢énich matic, kde se vSak
jedna o velmi malo vlastnich ¢&isel, jejichz velikost je navic velmi mald a jsou dusledkem
numerického vypoctu vlastnich ¢isel v prosttedi MATLAB.

Dalsi komentar si zaslouzi podoba samotnych vlastnich tvaru ¢;. Prvni tvary v sobé
nesou nejvice informace, jsou zaroven nejméné rozkmitané. Frekvence fluktuaci se zvysuje
s ¢islem vlastniho tvaru.

Nekolik vlastnich tvaru pro exponencialni kovarian¢ni jadro je vyobrazeno na obr. 3.3b.
Tyto funkce jsou vsak znamé z literatury a predevsim jsou nezavislé na studované doméne.
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(V1liv mé pouze korelaéni délka L, s rostouci L se zvySuje i perioda fluktuaci, prvni tvar by
naptiklad mohl tedy obsahovat pouze ¢ast Gaussovského klobouku. Toto by samoziejmé
vedlo k dalsimu zkresleni vysledki.)

Naopak vlastni tvary odvozené z PCA (viz obr. 3.3¢) jiz zavisi na studované doméneé,
stejné jako vlastni tvary odvozené z dvoubodové pravdépodobnosti (viz obr. 3.3a).

, ’
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Obréazek 3.2: Porovnani konvergence

N, ¢ =0.1

odhadnu chyby v zavislosti na velikosti inkluze pro
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Obrazek 3.3: Vlastni tvary zjisténé pro doménu 50x50 px, inkluze 3x12 px, ¢V = 0.1
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3.1.3 Volba nidhodnych proménnych &;(w) v KLR

Nejproblematictéjsi casti KLR je pravé vyporadéni se s ndhodnymi proménnymi & (w).
Jejich pravdépodobnostni rozdéleni neni znamé, proto je bézné volen pristup, kdy jsou
nahodné proménné vybirany z nezavislych standardnich normalnich rozdéleni. Navic v nasem
piipadé, kdy se snazime charakterizovat binarni nahodné pole, timto obdrzime vzorky
realného nahodného pole. Toto je vyfeseno pomoci prahu, ktery rozdéli realné hodnoty
na bindrni (0,1) tak, aby odpovidalo objemové zastoupeni inkluze.

Pokusime se nyni nékolika zpusoby ziskat soubor vzorku proménnych &;(w) z vyfezu,
ktery mame k dispozici. Uvazujme dva piipady. Prvné méjme k dispozici vétsi mnozstvi
vzorku studovaného média, podruhé pouze jediny obrazek, ktery vsSak povazujeme za
reprezentativni.

Maéame-li soubor vzorkt, usporadame je do matice K tak, ze jednotlivé vytezy sefadime
do jednorozmérnych vektoru, které umistime do sloupcu matice K, radky pak odpovidaji
jednotlivych pixelum vyfezu. Ve varianté PCA muzeme analyzou hlavnich komponent
z matice K urcit ptimo vlastni tvary a ¢isla. Odpovidajici realizace nahodnych proménnych
&i(w) pak ziskdme rotaci souradného systému do sméru hlavnich komponent dle:

E= Qil(K - Mn)a (37)
e kde:

&, je matice vlastnich vektoru skalovanych vlastnimi cisly A;, ®, € R™ ">,
K  je matice realizaci obrazku K € R™ " "pca

M,  piedstavuje matici s identickymi sloupci tvorenymi sloupcovym vektorem gt
stfednich hodnot veli¢iny x v jednotlivych pixelech vyfezu', M, € R™"*"pea,

V pifpadé, kdy mame pouze jeden vzorek (vyiez) média (at uz o velikost m x n nebo
2m x 2n), vytvorime si soubor vzorku uméle tak, ze si obrazek za predpokladu perio-
dicity rozkopirujeme ¢tytikrat (dva vedle sebe a dva pod sebou) a nové vzorky ziskame
jako vyTezy posunutim postupné o jeden pixel v obou smérech. Vzorku tedy ziskdame
prave tolik, kolik pixelu obrazek ma. Vzniklé vzorky pak uz opét usporaddame do matice
K vyse popsanym zpusobem a vzorky = ziskdme dle rovnice (3.7) s tim rozdilem, ze
matici vlastnich tvaru zde odvodime z kovarianéni matice ziskané libovolnym postupem
popsanym v kapitole 3.1.1.

Ze ziskanych vzorku = si nasledné vytvorime histogramy jednotlivych proménnych
¢(w), z nichz posléze vypocteme aproximaci distribuéni funkce ¢(§). Ty jsou spole¢né
s nékolika soubory = vykresleny na obr. 3.4). V ptipadé souboru ziskaného = ze souboru
nezavislych vytezu se i vysledné realizace proménnych &;(w) zdaji byt nezavislé, na rozdil
od realizaci ziskanych posouvanim pouze jednoho obrazku.

1V nagem pifpadé jsou viechny prvky vektoru g, rovny objemovému zastoupeni inkluze c(1).
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Obrazek 3.4: Vykresleni realizaci v prumétu do roviny vybranych &; a distribuéni funkce
ziskané pro (a,b,c) soubor vzorku (PCA), (d,e,f) posouvany obrazek (SHIFT), u (c,f)
oranzova barva znacni distribuéni funkei p(§), modra piislusny histogram

3.1.4 Hodnoceni modelt pro generovani nahodného pole

Nyni je potieba posoudit kvalitu vytvoreného nahodného pole. Uréeni vhodného méritka
chyby vsak neni zcela primocaré.

Stanovme si tedy nyni dva pozadavky, kvalitativni a kvantitativoni. Pod kvalitativnim
pozadavkem rozuméjme, ze pokud jsme vychézeli z anizotropniho (resp. izotropniho)
média, budeme pozadovat, aby i vygenerované ndhodné pole bylo anizotropni (resp. izot-
ropni)?. U kvantitativniho méfeni chyby budeme rozlisovat dva ptipady. A sice situaci,
ze mame k dispozici pouze jeden vzorek struktury, ktery povazujeme za reprezentativni.
Pak podobnost budeme mérit pomoci rozdilu kovarianénich matic nasledovné:

g n m
€1 = éz Z Z ’CI,new(i>j> - CI,org@)j)’a (38)

k=1 i=1 j=1
o kde:

mamn  jsourozmeéry domény,
1,J  znadci 1, J-ty prvek,
g je pocet nové vygenerovanych nahodnych realizaci,
Crorg je puvodni kovarianéni matice (vzorku) vypoctend dle (2.17),
Clrew  je nové kovarianéni matice (vzorku) vypoctené dle (2.17).

2T tento pozadavek by bylo mozné kvantifikovat, prozatim jej vak budeme vyhodnocovat ”opticky”.
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Druhou variantu uvazujeme tak, ze mame k dispozici informace o ”nekoneé¢ném médiu”
zde reprezentovaném velkym mnozstvim vzorku, respektive ze mame k dispozici reprezen-
tativni soubor, s nimz muzeme porovnavat generované vzorky:

€q = Z Z léP,new(i,j) - ép,org(i,j)‘, (39)
i=1 j=1

o kde:

m an  jsou rozméry domény,
1,7 znadci 1, J-ty prvek,
Chrorg/new  je kovariancni matice puvodniho, resp. nového, souboru vypoctena dle (3.5).

Hodnota této chyby samoziejmé bude zaviset na velikosti nové vygenerovaného souboru,
avSak pro porovnani postupu generovani nahodného pole absolutni hodnotu nemusime
fesit. Porovnavané varianty jsou piehledné shrnuty v tabulce tab. 3.1.

Tabulka 3.1: Prehled variant zpétného modelovani ndhodného pole

Oznaceni Vstupni data Kovarian¢ni jadro  Rozdéleni &

So-Image Se z 1 obr. Sy Gauss
Gauss Loyt z 1 obr. Gauss Gauss
Exp Loy z 1 obr. Exp Gauss
PCA-G K4 z vic obr. neperiodickd K,,, Gauss
PCA-H K4 z vice obr. + hist £ neperiodickd K4 hist &
SHIFT-H Sy z 1 obr. + hist & S hist &

SHIFT-U Sy z 1 obr. 4 hist & S rovnomerna &
QUARTER-CROP-G Sy 7 4x veétsiho obr. S,, ofiznuta Gauss
QUARTER-CROP-H S, z 4x vétstho obr. + hist £ Sy, offznuta hist &
QUARTER-G So 7 4x veétsiho obr. neperiodickd Sy Gauss
QUARTER-H Sy 7 4x vétsiho obr. + hist &  neperiodicka S, hist &

"Konvergenci” prumérné chyby v zavislosti na poctu zahrnutych vlastnich vektoru
prezentuji obrazky 3.9 a 3.10, v detailu pak 3.11 a 3.12. Vysledky na nich jsou v souladu
s (3.8) a (3.9) pro mnozstvi generovanych vzorku ¢ = 100. Mnozstvi vzorku referenéniho
feseni souboru je 25 000, z toho 2 501 bylo zptistupnéno pro vypocty pomoci PCA.

Prvné je dobré si povsimnout, ze tato konvergence se lisi od odhadu presnosti pomoci
vlastnich ¢isel z rovnice (3.6). To muze byt ¢astecné zpusobeno nastavenim prahu, ktery
nam generovanou nahodnou redlnou proménnou pievadi na binarni. Konvergence chyby
je ilustrovéna i na generovanych vzorcich viz obr. 3.5. Neb chyba konverguje pomérné
rychle, neni rozhodné potieba do vypoctu zahrnovat velké mnozstvi vlastnich vektoru ¢;.
Jak je nejlépe patrno z obr. 3.12a, v nékterych ptipadech to ani nemusi byt vhodné.

Z grafu (3.9) a (3.11) je déle vidét, ze vypoctena &; za predpokladu periodického
obrdzku (SHIFT-H) lze v nasem piipadé dobie aproximovat rovnomérnym rozdélenim.
Veskeré varianty zjisténé z obrazku si vedou lépe pti porovnani s referencnim obrazkem,
hute pak proti souboru ((3.10) a (3.12)).

Ve varianté PCA chyba za svym lokdlnim minimem roste s vyssim poctem zahrnutych
vlastnich vektoru ¢;, obdobny trend vykazuji i ostatni kiivky. Z obr. 3.12 a obr. 3.11 by
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Original image Gauss-based Gauss-based Gauss-based S2-Image-based

(a) (b)

Obrazek 3.5: Porovnéani generovanych obrazku 50x50 px, pro ¢tvercové inkluze, (a) ori-
gindlni obr. (b) Gaussovské jadro 50 ns (c) Gaussovské jadro 150 ng,, (d) Gaussovské
jadro 500 ng, (e) jadro z Sy 50 ng, (f) jadro z Sy 150 ny, (g) jadro z Sy 500 ny

Original image

Exp-based Exp-based SHIFT-H-based SHIFT-H-based

(a)

Obrazek 3.6: Porovnani generovanych obrazku 50x50 px, pro obdélnikové inkluze 3x12 px
(a) origindlni obrazek (b) exp. jadro, 40 ny, (c¢) exp. jadro, 500 ng, (d) varianta SHIFT-H,
40 ng, (e) varianta SHIFT-H, 500 ng, (f) varianta PCA, 40 ny, (g) varianta PCA, 250 n,
(g) varianta PCA, 500 ng

se mohlo zdat, ze PCA je nejlepsi metodou popisu média, ale jak prezentuje obr. 3.6,
zatimco ostatni varianty se pfi zahrnuti vétsiho mnozstvi ¢; blizi ”kvalitnéjsimu” teSeni
nebo si alespon zachovaji spravnou (sic velmi hrubou) informaci o anizotropii materidlu,
popt. velikosti inkluzi), PCA nikoliv. Toto je patrné z piehledu generovanych poli pro
obdelnikovy tvar inkluze na obr. 3.7 a jak si lze z prehledu prezentujici ndhodna pole pro
¢tvercové inkluze (obr. 3.8), PCA rychle ztréci i informaci o velikosti inkluze.

Velmi slusné vysledky vykazuji metody QUARTER a QUARTER-CROP, tedy se sna-
hou o potlaceni periodicity. Zda se tedy, ze uvazovani neperiodické domény skutecné
muze ovlivnit vysledky. Metoda QUARTER-CROP se zahrnutymi histogramy dokonce
popisuje soubor vzorku pii zahrnuti vétsiho mnozstvi tvaru nejlépe a pro nizsi pocty se
presnosti blizi varianté PCA. Jejich chyba sice konverguje pomaleji, ale hodi se pro popis
jak jediného vzorku (viz obr. 3.11), tak souboru, ¢ehoz si 1ze povsimnout na obr. 3.10

Tento jev muze byt zpusoben tim, ze &; jsou ve skutecnosti zavisld a toto rozdéleni
neumime dobfe popsat. Ani aproximace vypoc¢tenym histogramem v tomto piripadé feseni
vyrazné nezlepsi.

7 téchto poznatku plyne, ze chyba zméfena pouze pomoci rozdilu kovarianci muze
pomoci pro utvoreni predstavy o kvalité pole, ale sama o sobé je nedostatecny ukazatel.
Nabizi se tedy hodnotit pole jinak, napiiklad pomoci odezvy jednoduchého a ptisného
fyzikalniho (napt. mechanického) modelu, coz je zelbohu mimo rozsah této prace.
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Doména
50x50

r 3 x 12px
M =0,2

Obrazek 3.7: Prehled vzorku ndhodného pole pro diléi varianty a obdélnikovy tvar inkluze
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Doména
50x50

r 5 X dpxr
M =0,2

Obrazek 3.8: Prehled vzorku nahodného pole pro diléi varianty a ¢tvercovy tvar inkluze
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Obrézek 3.9: Konvergence chyby pii porovnani viéi vzorku pro ¢ = 0,1 na doméné
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Obrézek 3.10: Konvergence chyby pii porovnani viiéi souboru pro ¢ = 0,1 na doméné
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Obrazek 3.11: Detail konvergence chyby pti porovnani vuci
doméné 50x50 px, velikost inkluze (a) 3x3 px (b) 3x12 px
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vzorku pro ¢ = 0,1 na
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Obrézek 3.12: Detail konvergence chyby pii porovnani viéi souboru pro ¢V = 0,1 na
doméné 50x50 px, velikost inkluze (a) 3x3 px (b) 3x12 px



Kapitola 4
Zaveér

V ramci této prace je predvedeno modelovani binarntho ndhodného pole pomoci obrazové
analyzy s vyuzitim dvoubodové pravdépodobnosti a analyzy hlavnich komponent. Tyto
postupy jsou srovnavany s funkcemi z literatury, pro jejichz volené korelacni délky je
provedena numericka studie. Pii §patné zvolené korelacni délce chyba aproximace média
velmi prudce roste, proto je potieba ji bud velmi dobie odhadnout, nebo 1épe pfi pouziti
umeélych kovarian¢nich jader tento parametr optimalizovat.

V porovnani s béznymi postupy z literatury se pro nas piipad obrazova analyza uka-
zuje jako mnohem vhodnéjsi metoda pro kompresi dat. Analyza hlavnich komponent je
citlivd na zahrnuti velkého mnozstvi vlastnich tvaru, kdy neni schopna udrzet informace
o anizotropii materialu. V pripadé, ze si vSsak predem urc¢ime prubéh konvergence chyby
a podle ni bychom zvolili mnozstvi vlastnich vektoru, tato metoda muze dobie charak-
terizovat pravé soubor vice vzorku. Jeji nespornou nevyhodou je vSak potieba velkého
mnozstvi vstupnich dat.

Piijemnou alternativou k PCA, ktera pro nizsi mnozstvi tvaru vykazuje jedny z nej-
lepsich vysledku, se v tomto ohledu jevi varianty vypoctu kovarianénich funkei na ¢tyi-
nasobném vytezu, nez ktery se snazime reprezentovat. Toto sice stale znamend potiebu
vice vstupnich dat, ale vyrazné mensiho mnozstvi nez u PCA. Obdrzené vysledky jsou
srovnatelné, nebo alespon stéle lepsi nez pii pouziti kupiikladu kovariancnich funkei z li-
teratury.

7da se, ze ndhodné proménné & v KLR, nejsou nezavislé a zanedbani tohoto aspektu
muze zhorSeni vysledku. Zvlasté pokud se zahrne vétsi mnozstvi vlastnich vektoru ve
snaze o vyssi presnost.

Metoda zalozend na analyze hlavnich komponent i po selhani pfi vyssim mnozstvi
zahrnutych vlastnich tvart vykazuje chybu meéfenou pomoci rozdilu kovarianci mensi
nebo srovnatelnou s ostatnimi metodami, které spravnou informaci o anizotropii zachovaji
vyrazneé lépe.

Proto se zd4, ze pro posouzeni kvality ndhodného pole odvozeného z obrazové analyzy
tento postup neni zcela uspokojivy a nabizi se kvalitu postupt ohodnotit odezvou fy-
zikalnich modelu. Budiz toto predmétem dalsi préce.
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Priloha A
Pouzité kody a komentar

V této pifloze jsou uvedeny sepsané algoritmy® a je k nim uveden drobny komentdi tak,
aby jejich fungovani pochopil i ¢tenar, ktery neni v programovani zbéhly.

Veskeré kédy by samoziejmé Sly napsat efektivnéji, predevsim pro velké matice se
vyplaci v prosttedi MATLAB vyuzivat vektorizace. Kédy jsou psany tak, aby bylo dosazeno
kompromisu mezi prehlednosti (srozumitelnost{) algoritmu a vypocetni rychlosti pro bézné
uziti.

A.1 Nahodné generovani binarniho obrazku

Tento skript byl napsan aby generoval nahodné struktury pro potieby této prace. Zako-
mentovana ¢asovd podminka byla uzita v rdmci numerické studie, nebot u vyssich obje-
movych zastoupeni s mensim rozmérem inkluze muze snéze nastat situace, ze algoritmus
rozhodi predchozi inkluze tim zpusobem, ze neni schopen umistit dalsi. Timto je zajisténé
opétovné spusténi algoritmu v takovém ptipadeé.

Jun

function [OBR,Cl]=RandomPictureGenerator (V_inkluze, DIST, x_ink,
y_ink, nx, ny)

ZAKLADNI PARAMETRY POZADOVANEHO OBRAZKU

V_inkluze -- OBJEMOVE ZASTOUPENI INKLUZE (BILA)

DIST ——- MINIMALNI ROZESTUP INKLUZE (BILA) [px]

x_ink; [px] y_-ink; [px] —-—- ROZMER INKLUZE

nx; %[px] %radky, ny; %[px] Sloupce —-—- ROZMER OBRAZKU

VRACI —-—- MATICI NAHODNEHO OBRAZKU OBR A SKUTECNE OBJEMOVE
ZASTOUPENI C1

L N O g s W N

o° o° o° o° o oe

% VYPOCET

ALOKACE PAMETI PRO MATICI (CERNA)
12 OBR=zeros (nx,ny);

13 % DEFINICE INKLUZE

14 INKLUZE=ones (x_-ink, y_ink);

10

o o

11

16 % uprava pro 1D
17 hx=0;

18 hy=0;

19 if x_ink==nx

1Uvedeny zde jsou pouze funkce a algoritmy slouzici pro vypoéet prace. Drobné obmény danych funkci
(napf. z divodu urychleni pro numerickou studii) a funkce pro export vysledku zde uvedeny nejsou.
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20 hx=1;

21 end

22 1f y_ink==ny

23 hy=1;

24 end

25

26 % VEKTOR POCATECNI POLOHY
27 rxl=randi ([l,nx-x_ink+hx]);
28 ryl=randi([l,ny-y-ink+hy]);
29 R=[rxl,ryl];

30

31 Cl1l=0; SEMITEST=true; SEMITESTO=true;
32 V_£fill=0;

33 V=nx*ny;

34

35 % T2=0; % CASOVA PODMINKA
36

37 while Cl<V_inkluze

38 % PRIRAZENI INKLUZE

39 OBR(R(1) :R(1l)+x_ink-1,R(2) :R(2)+y_-ink-1)=INKLUZE;
40

41 SEMITESTO=true;

42 while SEMITESTO

43

4 % tic % CASOVA PODMINKA

45

46 % vyber novych souradnic

47 rx=randi ([1l, nx-x_ink+hx]);

48 ry=randi ([1l,ny-y_ink+hy]);

49

50 DMX=max (rx-DIST, 1) ;

51 HMX=min (rx+x_ink+DIST, nx) ;

52 DMY=max (ry-DIST,1);

53 HMY=min (ry+y_ink+DIST, ny) ;

54

55 if sum (OBR (DMX:HMX, DMY:HMY), 'all')==
56 SEMITESTO=false;

57 end

58

59 % CASOVA PODMINKA

60 % Tl=toc;

61 % T2=T2+T1;

62 % if T2>0.5

63 % OBR=zeros (nx,ny) ;
64 % T2=0;

65 % V_£fill=0;

66 % end

67

68 end

69

70 % AKTUALIZACE POZICE

71 R=[rx,ry]l;

72

73 % KONTROLA ZAPLNENI PROSTORU
74 V_£fill=vV_fill+x_inkxy_ink;
75 Cl=vV_fill/v;

76
77 end
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A.2 Dvoubodova pravdépodobnost

Tento koéd vypocte dvoubodovou pravdépodobnost pro binarni doménu pomoci definice.
Nejprve zjisti velikost domény a pak pro kazdy prvek matice definuje vektor v = (i, j),
ktery necha probéhnout vsechny prvky matice a pocitd pocet uspésnych pokusu, kolikrat
pocatek i konec padl do bilé faze odpovidajici éislu 1. Nebot piredpokldddme periodicitu,
je zde navic ovérovaci podminka, ktera pripadny konec vektoru mimo doménu piesune na
odpovidajici pozici v matici.

© 0 9 s W N

-
o

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

function [DP] = TwoPointProbabilty (OBR)
TwoPointProbability FUNCTION
Vypocet funkce z definice

o oo oe

OBR ... matice obrazku
[NROW, nCOLUMN ] =size (OBR) ;

for i=1:nROW
for j=1:nCOLUMN
nANO=0;
for ki=1:nROW
for kj=1:nCOLUMN

if OBR(ki, kj)==1
indexR=ki+i-1;
indexC=kj+3-1;

if indexR>nROW
indexR=indexR-nROW;
end

if indexC>nCOLUMN
indexC=indexC-nCOLUMN;
end

if OBR (indexR, indexC)==
NnANO=nANO+1;
end
end
end
end
DP (i, j)=nANO/A;
end
end

end

Dluzno poznamenat, ze tento kéd je extrémné vypocetné naroény a zvlasté pro vétsi

matice pocitané mnohokrat (numericka studie v podkapitole 2.4.3 ) nepouzitelny. Proto
zde byl pouzit kéd pracujici s diskrétni Fourierovnou transformaci dle rovnice 2.8.

-

gk N

function [S2] = TwoPointProbability_FT (OBR)

FTWOPOINTPROBABILITY FT

Vypocte dvoubodovou pravdepodobnost pomoci Fourierovych transformaci
Predpoklada periodicitu

o\

o° o
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6 % OBR... vstupni matice obrazku

7

8 [nNROW, nCOLUMN]=size (OBR) ;

9 % fftn - rychla Fourierova transformace

10 S2=1/ (nROW+nCOLUMN) *ifftn (fftn (OBR) .*conj (fftn (OBR)));
11 end

A.3 KLR

Zde je ptedvedena implementace KLR do kédu se tfemi moznymi rozdélenimi proménnych
&, normalnim, rovnomérnym a zalozenym na difve vypocteném histogramu. V hlavnim
kédu se pak obévuje funkce "KLR3”. Ta slouzi pro PCA a lisi se pouze tim, ze se jiz
neskaluji jeji vektory vlastnimi ¢isly, neb je tak uz obdrzime z PCA.

Jun

function[obrKLR, out2]=KLR (randgen,cdf, hx,Q1,0Q2,cl,fi, lambda,nEigV,
precision, varargin)

$POMOCI KLR ZPETNE VYGENERUJE OBRAZEK

randgen. .. metoda generovani nahodnych cisel

cdf... vektor hodnot cdf

cl - objemove zastoupeni inkluze
fi - matice vlastnich tvaru
1
n

o\

ambda - matice vlastnich cisel

© 0w N9 O s W N

o0 o0 o o° oe

EigV - pocet vlastnich tvaru, ktere chceme v KLR zahrnut, nevime-1li
= [1,

10 %$pak Jje nutno udat dalsi parametr

11 %precision - pozadovana presnost \in (0,1), neudava se, pokud

12

13 S$FCE vraci matici obrazku

14

15 Ql=round(Ql) ;

16 Q2=round (Q2) ;

17 % nargin

18 lambda=abs (sort (lambda)) ;

19 % lambda (end)

20 switch nargin

21 case 9

22 precision=sum(lambda (end-nEigV+1l:end)) /sum(lambda (l:end));
23 % disp('case nEigV'")

24 case 10

25 test=0;

26 Asum=sum (lambda) ;

27 size (lambda)

28 size (Asum)

29 nEigVv=0;

30 Lsum=0;

31 while test<precision

32 nEigV=nEigV+1l;

33 Lsum=Lsum+lambda (end-nEigV+1l) ;
34 test=Lsum/Asum;

35 end

o\

36
37 end

38

39 lambda=sqgrt (lambda) ;

disp ('case precision')
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40 %skalovani vlastnich vektoru

41 for i=1l:length (lambda)

42 fi(:,i)=lambda (i)*fi(:,1);

43 end

44

45 %KRL soucet

46 ObrKLR=zeros (sqgrt (length(fi(:,end))));
a7

48 % Vyber rozdeleni

49 switch randgen

50 case 'original'

51 % vrati puvodni obr... misto cdf zadat \xi
52 xi=cdf (end-nEigV+l:end);

53 case 'uniform'

54 xi=randi ([Ql Q2],length(fi(:,end)),1);

55 case 'gauss-normal'

56 misto Q1 zadej \mu

57 misto Q2 zadej \sigma

58 mu=Q1;

59 sigma=Q2;

60 xi=normrnd (mu, sigma, [length (fi(:,end)),1]);

61 case 'hist-based'

62 xi=rand(length (ocbrKLR(:)),1);

63 xi=interpl (hx, cdf, xi);

64 end

65

66 OLYrKLR(:)=cl+fi(:,end-nEigV+l:end) *xi (end-nEigV+1l:end);

67
68 ObrKLR=SetTreshold(cl, obrKLR);
69

70 %Vystup 2 fce

71 switch nargin

72 case 9

73 out2=precision;
74 case 10

75 out2=nEigV;

76 end

77

78 end

Vzhledem k nahodné upravé vektoru dostavame z puvodné binarni domény, ktera
nabyvala pouze hodnot 0/1 pole redlnych ¢isel. Proto v KLR voldme funkei SetTreshold,
ktera urci horni kvantil dle pozadovaného objemového zastoupeni a vrati logické hodnoty
(1/0) podle toho, zda jsou hodnoty v generovaném poli vétsi nebo mensi.

function [bool] = SetTreshold (cl, obrKLR)
Nastavi prah (treshold) pro dany vysledek KLR tak, aby odpovidalo
objemove zastoupeni inkluze

[

cl - objemove zastoupeni inkluze
obrKLR - matice obrazku ziskana z KLR

o° oo o oe

Q=quantile (0brKLR(:),1-cl);

© 0 N9 O s W N

% bool=obrKLR(:, :)<Q;
bool=0cbrKLR(:, :)>0Q;
end

- =
- o
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A.4 Hlavni skript

Propojujici kéd. Vyznamné funkce byly uvedeny vyse. U nékterych funkei s mnoha argu-

menty jsou tyto z duvodu omezeného mista v této ptiloze naznaceny jako ”...”.

[

clc;
clear variables;
close all;

%% ZAKLADNI PARAMETRY POZADOVANEHO OBRAZKU

% OBJEMOVE ZASTOUPENI INKLUZE (BILa)
V_inkluze = 0.1;

$ZESTUP INKLUZE (BILa)

DIST=1; %[px]

© 0 N 3 s W N

-
o

11

12 % CTVERCOVY ROZMER INKLUZE

13 x_ink=3; %[px]

14 y_ink=12;%[px]

15 % ROZMER OBRaZKU

16 nROW=50; %[px] %Radky

17 nCOLUMN=50; %[px] %Sloupce

18 Nasobek presnosti vykreslovani chyb

o)

p=2 %[-]

<)
<
<)

<

19

20

21 %% VYPOCET NAHODNEHO OBRaZzZKU

22 OBR=RandomPictureGenerator (V_inkluze, DIST, x_ink, y_-ink, 2xnROW,
2+*nCOLUMN) ;

23 OBR2=RandomPictureGenerator (V_inkluze, DIST, x_ink, y_ink, 2xnROW,
2xnCOLUMN) ;

24

25 %% DVOUBODOVA PRAVDEPODOBNST (bro bilou fazi 1)

26 $Vypocet pomoci Fourierovy Transformace

27 DP=TwoPointProbability FT (OBR) ;

28 DP1=TwoPointProbability FT (OBR2) ;

29 DP1=DP1 (1:nROW, 1 :nCOLUMN) ;

30 $VYPOCET Z DEFINICE

31 DP2=TwoPointProbability_quarter (OBR2); S%neperiodicka

o\

32 DP=TwoPointProbability (OBR) ;

33

34

35 %% KOVARIACNI JaDRA A HODNOCENI JEJICH KVALITY
36

37 % SMERODATNa ODCHYLKA A ROZPTYL

38 SIG=(DP(1,1)-DP(1,1)"2)"70.5; SIG.2=SIG"2;

39 lambda_1=0; lambda_2=1; DELTA_lam=lambda_-l-lambda_-2;
40

41 % JaDRO ZJISTENE 7Z DVOUBODOVE PRAVDEPODOBNOSTI
42 C_dp=Cf_image (DP, DELTA_lam);

43 C_dpl=Cf_image (DP1l, DELTA_lam);

44 C_dp2=Cf_image (DP2, DELTA lam);

45

o\

46 OTIMALIZACE Lx a Ly
L=[Lx, Ly]
Pocatecni bod
[

117;

47

o° o° oe
o\

48
19 x0=
50
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51
52
53
54
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67
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84
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88

89
90
91
92
93
94
95
96
97
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99
100
101
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104
105
106
107

% ——— FUNKCE PRO VYPOCET CHYB
% Pro Gaussovo kovariancni jadro
fmin_g=@ (L) sum((C_.dp-Cf_gauss (DP,L,SIG.2))."2,"all");

4
fmin_g.err=@ (L) (abs(C.dp-Cf_gauss (DP,L,SIG.2)));
% Pro exponencialni kovariancni jadro
fmin_e=@ (L) sum((C.dp-Cf_exp (DP,L,SIG.2))."2,"all");

fmin e err=@ (L) (abs(C_.dp-Cf_exp(DP,L,SIG.2)));

——— SAMOTNa OPTIMALIZACE

Pro Gaussovo kovariancni jadro

[L_gauss_opt, ERR_gauss]=fminsearch (fmin_g, x0) ;
[L_gauss._opt,ERR_gauss]=fmincon (fmin_g, %0, [1, [1,[1,[1, \\
C_gauss_opt=Cf_gauss (DP, L_gauss_opt, SIG.2);
C_gauss_opt-err=fmin_g_err (L_gauss_opt);

o oo oe

Pro exponencialni kovariancni jadro

[L.exp_opt, ERR_exp]=fminsearch (fmin_e, x0);
[L.exp_opt,ERR_expl=fmincon (fmin_e,x0, [1,[1,[]1,[1,[0,0], [nROW, nCOLUMN]) ;
C_exp-opt=Cf_exp (DP, L_exp-opt, SIG.2);

C_exp-opt-err=fmin_e_err (L_exp_opt);

o
5
[}

o

%% VYPOCET CHYBY V ZaVISLOSTI NA DELE

CHL_gauss=zeros (nROW, nCOLUMN) ;
CHL_exp=zeros (nROW, nCOLUMN) ;

o° oo

[

% parpool (4);
for 3=1:nCOLUMN
for i=1:nROW
$CHYBA GAUSSOVSKEHO JaDRA
CHL-gauss (i, J)=fmin_g([i,3]);
$CHYBA EXPONENCIaLNIHO JaDRA
CHL_exp (i, J)=fmin_e ([1i,J]);
end
end
% delete(gcp ('nocreate'))

%% UMELE POTLACENI PERIODICITY FUNKCE PRO LEPSI POROVNaNI S
KOVARIANCNIMI JaDRY

% NOVY SOURADNY SYSTEM
if rem (nROW, 2)>0
ind_R=(nROW+1) /2;
else
ind_R=nROW/2;
end

if rem (nCOLUMN, 2)>0
ind_C=(nCOLUMN+1) /2;
else
ind_C=nCOLUMN/2;
end

[Xs,Y¥s]=meshgrid (- (nCOLUMN-ind._C) :ind.C-1, - (nROW-ind_R) : ind_R-1);
% REORGANIZACE MATICE DVOUBODOVE PRAVDEPODOBNOSTI

NDP=zeros (nROW, nCOLUMN) ;
NDP (1:ind_R,1:ind_C)=DP ( (nROW-ind_R+1) :nROW, (nCOLUMN-ind_C+1) :nCOLUMN) ;
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109
110
111
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132
133
134
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136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149

151
152
153
154

156
157
158
159

161
162
163
164

NDP (1:ind_R, (nCOLUMN-ind_C+1) :nCOLUMN) =DP ( (nROW-ind_R+1) :nROW, 1:ind_C);
NDP ( (nROW-ind_R+1) :nROW, 1:ind_C)=DP (1:ind_R, (nCOLUMN-ind_C+1) :nCOLUMN) ;
NDP ( (nROW—-ind_R+1) :nROW, (nCOLUMN-ind_C+1) :nCOLUMN)=DP (1:ind_.R,1:ind_C);

$VYPOCET NOVE KORELACE
NC_dp=zeros (nROW, nCOLUMN) ;

for i=1:nROW
for 3=1:nCOLUMN
% JaDRO ZJISTENE Z DVOUBODOVE PRAVDEPODOBNOSTI
NC_dp (i, j)=(NDP (i, J)-DP (1,1) "2) «*DELTA_lam”2;
end
end

o\

OTIMAIZACE A VYPOCET CHYBY RESTRUKTURALIYZOVANE MATICE

o° o oe
o\

L=[Lx, Ly]
Pocatecni bod
x0=[1 1];

FUNKCE PRO VYPOCET CHYB
Pro Gaussovo kovariancni jadro
fmin gN=@ (L) sum((NC_.dp-NCf_gauss (NDP,L,SIG.2,ind R,ind.C))."2,"all");
fmin_gN_abs=@ (L)

sum (abs (NC_dp-NCf_gauss (NDP, L, SIG-2,ind-R,ind.C)), "all'");
fmin_gN_err=Q@ (L) (abs(NC_.dp-NCf_gauss (NDP,L,SIG.2,ind.R,ind.C)));
% Pro exponencialni kovariancni jadro
fmin_ eN=@ (L) sum((NC_dp-NCf_exp (NDP,L,SIG2,ind R,ind C))."2,'all");
fmin_eN_abs=@ (L) sum(abs(NC_.dp-NCf_exp (NDP,L,SIG.2,ind R,ind.C)),'all");
fmin_eN_err=@ (L) (abs(NC_dp-NCf_exp (NDP,L,SIG-2,indR,ind-C)));

o
°
o
°

OPTIMALIZACE

Pro Gaussovo kovariancni jadro
[N_.L_gauss_opt,N_ERR_gauss]=fminsearch (fmin_gN, x0) ;
N.L_gauss_-opt,N_.ERR_gauss]=fmincon (fmin_gN,x0, [1, [1, [1,[1, \\
[-nROW, -nCOLUMN], [nROW, nCOLUMN]) ;
NC_gauss_opt=NCf_gauss (NDP,N_L_gauss_opt, SIG.2,ind.R,ind.C);
NC_gauss_opt_err=fmin_gN_err (N_.L_gauss_opt);
% Pro exponencialni kovariancni jadro
% [N_L_exp_opt,N_ERR_exp]=fminsearch (fmin_eN, x0);
[N.L_exp-opt,N.ERR.exp]=fmincon (fmin_eN,x0, [1, [1,[1,[1, \\
[-nROW, —nCOLUMN], [nROW, nCOLUMN]) ;
NC_exp_opt=NCf_exp (NDP,N_L_exp_-opt,SIG.2,ind-R, ind.C);
NC_exp-opt_err=fmin_eN_err (N_L_exp_opt) ;

— o° od° o°

%% VYPOCET CHYBY RESTRUKTURIZOVANYCH MATIC V ZaVISLOSTI NA DELCE

NxLX=linspace (- (-ind_R+nROW) , ind_R-1, nROW) ;
NyLY=linspace (- (-ind_C+nCOLUMN) , ind_C-1, nCOLUMN) ;

&

NCHL_gauss=zeros (nROW, nCOLUMN) ;
NCHL_exp=zeros (nROW, nCOLUMN) ;
NCHL_gauss_abs=zeros (nROW, nCOLUMN) ;
NCHL_exp_abs=zeros (nROW, nCOLUMN) ;

for i=—(-ind_R+nROW) :ind_R-1
for 3=-(-ind_C+nCOLUMN) :ind_C-1
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166
167
168
169

171
172
173
174

176
177
178
179

181
182
183
184

186
187
188
189

190
191
192
193
194
195
196

198
199
200
201
202
203
204
205
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208
209
210
211
212
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214
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216
217
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221

$CHYBA GAUSSOVSKEHO JaDRA
NCHL_ gauss (i+ (-ind_R+nROW) +1, j+ (-ind_C+nCOLUMN) +1) =

=fmin_gN ([NxXLX (i+ (-ind_-R+nROW) +1) ,NyLY (j+ (-ind_-C+nCOLUMN) +1) 1) ;

NCHL_gauss_abs (i+ (-ind_R+nROW) +1, j+ (-ind_C+nCOLUMN) +1) =

47

=fmin_gN_abs ( [NxLX (i+ (-ind_R+nROW) +1) ,NyLY (J+ (-ind_C+nCOLUMN) +1) 1) ;

$CHYBA EXPONENCIaLNIHO JaDRA
NCHL exp (i+ (-ind_R+nROW) +1, j+ (-ind_C+nCOLUMN) +1) =

=fmin eN ([NxXLX (i+ (-ind_R+nROW) +1) ,NyLY (j+ (-ind_C+nCOLUMN) +1)1);

NCHL_exp-abs (i+ (-ind_R+nROW) +1, j+ (-ind_C+nCOLUMN) +1) =

=fmin_eN_abs ( [NxLX (i+ (-ind_R+nROW) +1) ,NyLY (Jj+ (-ind_C+nCOLUMN) +1) 1) ;

end
end

%% PREUSPORADANI KOVARIANCNI MATICE PRO KRL
C_gauss=Cf_gauss (DP,N_L_gauss-opt, SIG.2);
C_exp=Cf_exp (DP,N_L_exp_-opt, SIG.2);

$KOVARIANCI MATICE VZNIKLE POSUMEN
RC_gauss=PointCovMatrix ('gauss',N_L_gauss_-opt, DP, SIG.2);
RC_exp=PointCovMatrix ('exp',N_L_exp_opt, DP, SIG.2);
RC_image=PointCovMatrix ('image', [], C_.dp, DELTA_lam);
RC_image_gl=PointCovMatrix ('image', [], C_.dpl, DELTA_lam);
RC_image_g2=PointCovMatrix ('image', [], C_dp2, DELTA_lam);
$REALIZACE KAPPA PRO PCA
SC_dp=PointSamMatrix(DP(1,1),x_-ink,y-ink, 'image',N_L_exp-opt,
DELTA_lam) ;

%% ROZKLAD DO VLASTNICH VEKTORU

% close all;

% MET 1 - ROZKLAD KOVAR MCE DO VL. TVARU
[Eig_-V_image,Eig.-D_image]=eig (RC_image) ;
[Eig_-V_gauss,Eig.D_gauss]=eig(RC_gauss) ;
[Eig_V_exp,Eig.D_expl=eig(RC_exp);
[Eig_V_image_gl,Eig_-D_image_gl]=eig(RC_image_qgl) ;
[Eig_-V_image_g2,Eig.-D_image_g2]l=eig(RC_image_g2);

% MET 2 - PCA
[Eig_.V_image_pca, Xi_image_pca,Eig.D_image_pcal=
=pca(SC.dp(:,1:1.1*nROWxnROW) ") ;

C_ensemble=cov (SC.dp');
size (C_ensemble)

Xi_image_pca=Xi_image_pca';
% MET 3
[Eig_.V_image_shift,Eig_.D_image_shift]=eig(RC_image) ;

%% SERAZENI VL. CISEL A TVARU
Eig_.-D_image=diag(Eig_-D_image) ;
Eig_-D_.image_g=diag(Eig_D_image_q) ;
Eig.D_gauss=diag(Eig_-D_gauss) ;
Eig.D_exp=diag(Eig._D_exp);
Eig.D_image_shift=diag(Eig.D_image_shift);
Eig.D_gauss_shift=diag(Eig_.D_gauss_shift);
Eig_.D_exp_shift=diag(Eig_-D_exp_shift);
Eig_.D_image_gl=semidefit (Eig_-D_image_gl);

OBR,
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Eig.D_image_g2=semidefit (Eig_D_image_g2);

$preusporadani do vzestupneho poradi
Eig_.V_image_pca= SortEigVec (Eig_-V_image_pca);
Eig_.D_image_pca=sort (Eig_.D_image_pca, 'ascend');

disp('Zornhaw')

% XI POMOCI KLR (KARHUNEN-LOEVE ROZVOJ)

MET 1

Xi_image=FindXi (DP(1,1),x_ink,y_-ink, nROW, nCOLUMN, Eig_D_image,
Eig_.V_image) ;

Xi_gauss=FindXi (DP(1,1),x_ink,y_ink, nROW, nCOLUMN, Eig_D_gauss,
Eig_-V_gauss);

Xi_exp=FindXi(DP(1l,1),x_-ink,y_-ink, nROW, nCOLUMN, Eig.D_exp, Eig_V_exp);

$ MET 2 — \xi z pca drive ziskany

% MET 3 - shift

Xi_image_shift=FindXi3 (OBR, DP(1l,1),Eig.-D_image, Eig_V_image);

Xi_image_shift_gl=FindXi3q(OBR2,DP2(1,1),Eig-D_image_ql, Eig_V_image_gl);

Xi_image_shift_g2=FindXi3qg(OBR2,DP2(1,1),Eig.-D_image_g2, Eig_V_image_g2);

o
°
o
°

%% Marginalni hustoty pravdepodobnosti histogramy

r=5; n=10;

% size (Xi_image)
[HyperHist_image, hxi, MIN_image, MAX_image]=xi_hist (Xi_image, ...);
[HyperHist_gauss, hxg,MIN_gauss,MAX_gauss]=xi_hist (Xi_gauss,...);
[HyperHist_exp, hxe, MIN_exp, MAX _exp]=xi_hist (Xi_exp,...);

% MET 2 - pca

[HyperHist_image_pca,hxip,MIN_image_pca, MAX_image_pcal=
=xi_hist (Xi_image_pca,...);

% MET 3 - SHIFT
[HyperHist_image_shift,hxis,MIN_image_shift,MAX_image_shift]=
=xi_hist (Xi_image_shift,...);

image_shift_g,hxisqg, MIN_image_shift_qg,MAX_image_shift_g]=

=xi_hist (Xi_image_shift_g,...);
[HyperHist_image_shift_gl,hxisqgl,MIN_image_shift_gl,MAX_image_shift_gl]=
=xi_hist (Xi_image_shift_gl,...);

[HyperHist_image_shift_g2,hxisg2,MIN_image_shift_g2,MAX_image_shift_g2]=
=xi_hist (Xi_image_shift_g2,...);

%% Distribucni fce

Dist_image=cdf_databased('Image-S2-rnd',hxi, HyperHist_image,...);
Dist_gauss=cdf_databased ('Gauss-rnd', hxg, HyperHist_gauss,...);
Dist_exp=cdf_databased ('Exp-rnd', hxe, HyperHist _exp,...);

% MET 2 - pca

Dist_image_pca=cdf_databased('PCA',hxip, HyperHist_image_pca,...);

% MET 3 - SHIFT

Dist_image_shift=
=cdf_databased('Image-SHIFT', hxis, HyperHist_image_shift,...);
Dist_image_shift_gl=

=cdf_databased ('QUARTER',hxisqgl, HyperHist_image_shift_gl,...);
Dist_image_shift_g2=
=cdf_databased ('QUARTER-CROP', hxisqg2, HyperHist_image_shift _qg2,...);

%% Zpetne generovani obrazku KLR
close all;
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[

% Nastaveni vysledneho porovnani
nOut=10; nTest=1;

step=0.025; ending=0.05;

A=zeros (ending/step, 1) ;

% Chyba vuci autokovarianci funkci
errmat=zeros (nTest, nOut) ;
ERRmat=zeros (length (A),nOut) ;
errmatg=zeros (nTest, nOut) ;
ERRmatg=zeros (length (A),nOut) ;
precmat=zeros (nTest, nOut) ;
PRECmat=zeros (length (A),nOut) ;

% Chyba vuci kovarianci souboru
errensemble=zeros (length (A), nOut) ;
storesample=zeros (nTest, nROWxnCOLUMN, nOut);

k=0;

for Jj=step:step:ending
k=k+1;
a=round (J*nROW+*nCOLUMN) ;
A(k)=a;

for i=1:nTest

% POMOCI POCTU ZAHRNUTYCH VL. TVARU
Uniform
OBR_image_shift_u,pimage_shift_ u]l= =KLR('uniform',6 hxis, ..

— o° o°
o o

[

% % Gauss/normal

sig=abs (DELTA_lam) ;

[OBR_image,pimage]=KLR ('gauss-normal', ...);
[OBR_gauss,pgauss]=KLR ('gauss—-normal',...);

[OBR_exp, pexp]=KLR ('gauss—normal'...);

[OBR_image_pca, pimage_pca]=KLR3 ('gauss-normal',...);
[OBR_.image_shift,pimage_shift]=KLR('gauss-normal',...);
[OBR._image_shift_gl,pimage_shift_g2]=KLR('gauss-normal', ..
[OBR_image_shift_g2,pimage_shift_g2]=KLR('gauss—-normal', ..

% % hist-based
[OBR_image_h,pimage_h]=KLR('hist-based',...);
[OBR_image_pca-h,pimage_pca_-h]=KLR3 ('hist-based',...);
[OBR_.image_shift_h,pimage_shift_h]=KLR('hist-based'...);
[
[

OBR_image_shift_gl_h,pimage_shift_gl_h]=KLR('hist-based', .
OBR_image_shift_g2_h,pimage_shift_g2_h]=KLR('hist-based', .

o\

DATA GAUSS
precmat (i, 1)=pimage;
precmat (i, 2) =pgauss;
precmat (i, 3) =pexp;
precmat (i, 4)=pimage_pca;

precmat (i, 5)=pimage_h;
precmat (i, 6)=pimage_pca_h;
precmat (i, 7)=pimage_shift_h;

o

( )
precmat (i, 8)=pimage_shift_u;
precmat (i, 9)=pimage_shift_qgl;
precmat (i, 9)=pimage_shift_gl_h;
precmat (i,11)=pimage_shift_qg2;

2)

<)
2)

<)
<)
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336 precmat (i, 12)=pimage_shift_g2_h;

337

338 % % HODNOCENI

339 $kovariance vuci periodickemu mediu

340 errmat (i,1)=err_cov_one (OBR_.image, DELTA_lam, C_dp) ;

341 errmat (1,2)=err_cov_one (OBR_.gauss,DELTA_lam, C_dp) ;

342 errmat (1, 3)=err_cov_one (OBR_exp,DELTA_lam, C_dp);

343 errmat (1i,4)=err_cov_one (OBR_image_pca,DELTA lam, C_dp);

344 % errmat (i, 5)=err_cov_one (OBR_image_h,DELTA_lam, C_dp) ;

345 errmat (1, 6)=err_cov_one (OBR_image_pca_h,DELTA_lam, C_dp) ;

346 errmat (1, 7)=err_cov_one (OBR_image_shift_h,DELTA_lam, C_dp);

347 errmat (1, 8)=err_cov_one (OBR_image_shift _u,DELTA_lam, C_dp);

348 errmat (1, 9)=err_cov_one (OBR_image_shift _q,DELTA _lam, C_dp);

349 errmat (1 10)=err_cov_one (OBR_image_shift_g_-h,DELTA_lam, C_dp);
350 errmat (i,11)=err_cov_one (OBR_image_shift_g_-h,DELTA_lam, C_dp);
351 errmat (i, 12)=err_cov.one (OBR_.image_shift_g2,DELTA_lam, C_dp) ;
352

353 % ulozeni pro porovnani se souborem

354 storesample (1, :,l)=OBR image (:);

355 storesample ( ,2)=0BR_gauss (:);

356 storesample ( , 3)=0BR_exp (:);

357 storesample ( ,4)=0BR_image_pca(:);

358 % storesample ( ,5)=0BR_image_h(:);

359 storesample ( ,6)=0BR_image_pca_h(:);

360 storesample (i, :,7)=0BR_image_shift_h(:);

361 storesample ( ,8)=0BR_image_shift_u(:);

362 storesample ( ,9)=0BR_image_shift_gl(:);

363 storesample ( ,lO)=OBR,1mage,sh1ft,q1,h(.) ;
364 storesample ( ,11)=0BR_image_shift_ g2 (:);
365 storesample ( ,12)=0BR_image_shift_g2_h(:);
366

367 end

368

369 % VYPOCET CHYBY VUCI KOVARIANCI SOUBORU

370 for i=1:n0Out

371 CC=cov (storesample(:, :, 1));

372 errensemble (k, 1)=sum(abs (C_ensemble—-CC), 'all');
373 end

374

375 ERRmat (k, :) =mean (errmat, 1) ;

376 PRECmat (k, :)

378 end

=mean (precmat, 1) ;

20
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