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Abstrakt

Pfedmétem této diplomové prace je proménné gravitacni pole Zemé vizualizovane
na siti trojtihelnikt v podob¢ ekvivalentni vysky vodniho sloupce. Data pro vypocet méla
simulovat redlné méteni druzicemi (GRACE, Swarm aj.), konkrétné jde o zrychleni
numericky ziskané z jejich GNSS poloh. V prostiedi Matlab byly vytvofeny ruzné
metody vypoctu (véetné Kalmanova filtru) a byla analyzovana jejich vhodnost na zakladé

danych parametrti Sumu, poctu trojuhelnika aj.

Klicova slova

Casov¢ proménné gravitacni pole, ekvivalentni vyska vodniho sloupce, Kalmaniv

filtr, GRACE, Stokesovy sféricko-harmonické koeficienty, druhy Newtontiv zakon

Abstract

The subject of this diploma thesis is Earth’s time-variable gravity field visualized on
a triangular network of equivalent water heights. Computation data are supposed to
simulate real-world satellite measurement (from GRACE, Swarm etc.), specifically
accelerations numerically derived from the corresponding GNSS positions. In the Matlab
environment, there were created several methods of computation (including the Kalman
filter) whose performance was analyzed, depending on numerous parameters, for example

the noise magnitude, number of triangles etc.

Key words

Time-variable gravity field, equivalent water height, Kalman filter, GRACE, Stokes

spherical-harmonics coefficients, second Newton law
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1. Uvod

Béhem poslednich dvou dekad doslo k bezprecedentnimu zptfesnéni nasich znalosti
o gravita¢nim poli Zem¢. Vyznamny pokrok v tomto ohledu pfinesly tfi druzicové mise:
CHAMP (2000-2010), GRACE (2002-2017) a GOCE (2009-2013), z nichz pfedevsim
GRACE svymi vysledky piekonala o¢ekdvani a piinesla nejpodrobnéjsi data.

Sledovano je statické i1 Casové proménné gravitatni pole. Studium casove
proménného pole je uzitecné pro zjisténi piresuntt hmoty na povrchu Zemé v prubchu
¢asu, coz ma vyznam v hydrologii, geologii, seismologii, glaciologii nebo pfi zkoumani
klimatickych zmén.

Na zaklad¢ poruch drahy druzic a jinych druzicovych méfeni se uréuji parametry
gravitaéniho pole Zem¢ znamé jako harmonické geopotencialni koeficienty. [1]

V této praci jsou analyzovana simulovana méfeni zrychleni puisobiciho na druzici a
za uziti druhého Newtonova zdkona jsou spocitany ptispévky elementdrnich ploch na
povrchu Zemé k pusobicimu zrychleni. D¢&je se tak pii odeéteni statické a trendové slozky
modelu EIGEN-6s, tedy je zkoumano ¢asové proménné gravita¢ni pole. Prispévky ke
zrychleni jsou dale pfepocteny na EWH, tedy ekvivalentni vySku vodniho sloupce, coz je
veli¢ina snadno predstavitelna.

Uelem prace tedy neni dosédhnout vysledku za pouziti realnych dat, ale
prostiednictvim simulace stanovit a optimalizovat vypocetni postup, ktery miize byt poté
na opravdovou situaci pouZit.

Nejdelsi zkoumany ¢asovy usek je 15 dni, pfi méteni kazdych 10 sekund ziskavame
velké mnozstvi dat. Linearni regresni model, kterym jsou parametry zjistovany, musi byt

tedy vhodny pro tuto situaci. Nalezitosti vypoctu popisuje kapitola 4.
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2. Meéreni gravitacniho pole

Parametry gravitacniho pole 1ze urovat lokalné a globaln¢. Lokalnimi méfenimi se
rozumi naptiklad gravimetry. Piestoze poskytuji dobry vhled do lokalniho pole a jsou
relativné presné, nejsou dostateCné husté rozmistény po Zemi. Pro komplexni pohled na
gravitacni pole jsou vhodna druzicova meéteni.

Poruchové sily putsobici odchylky drahy skute¢né druzice od idealizované
keplerovské elipsy jsou zpusobeny predevsim elipsoidickym tvarem Zemé¢ a v detailech
pak jemnou strukturou gravitaéniho pole (a dalSich poruchovych vlivli gravita¢niho i
negravitaéniho piivodu). Pokud zname drdhu dostatecné pfesné, je mozno zpétné

vypocitat parametry gravitacniho pole. [1]

2.1. Druzicové mise

V pribéhu minulych dvaceti let byly vypuStény na obéZnou drdhu mise CHAMP,
GRACE a GOCE, kter¢ se na gravita¢ni pole specializovaly. Kromé nich funguji druzice
urené predev8im pro jiné ucely, napf. Swarm, ktera méfi magnetické pole, ale
subsidiarné mize poskytovat data i pro pole gravitacni. [4] Vzhledem k tspéchu mise
GRACE bylo v roce 2018 navazano misi GRACE-FO, ktera funguje na stejném principu.

Pro podrobnou znalost gravitacniho pole Zem¢ je nutné, aby satelit operoval relativné
nizko nad zemskym povrchem, kde jsou poruchy drahy citlivéj$i na nerovnomeérnosti
rozlozeni hmot na Zemi. Starsi satelity (napt. LAGEOS) 1étaji okolo 6000 km nad
zemskym povrchem, aby je neovliviioval odpor atmosféry. [7] Nova generace druzic ale

dokéazala pracovat ve vysce stovek kilometri, coz vyustilo v mnohem piesnéjsi vysledky.

2.1.1. GRACE (KBR)

Spole¢na mise americké NASA a némecké DLR zapocala v roce 2002 a pracovala
az do roku 2017, tedy o deset let déle, nez se o¢ekavalo. GRACE se skladala ze dvou
satelitll S pocatecni vySkou zhruba 500 km, s téméf polarnim ob&hem (sklon drahy 89°),
pricemz jednotlivé druzice od sebe byly vzdaleny 220 km ve sméru drahy.

Gravitace neni méfena pfimo aktivnim senzorem, nybrz zprostfedkované velmi
presnym kontinualnim méfenim vzdalenosti mezi druzicemi viadu mikrometri.
V zavislosti na nerovnomérném ptitahu dochazi ke zméné vzdalenosti, z ¢ehoZ se pocita

gravitaéni pole. Metoda se nazyva SST (satellite-to-satellite tracking), v tomto pfipadé



CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE, FAKULTA STAVEBN{ @g

jde o zpusob low-low (druzice jsou ve stejné vySce). Délka je méfena mikrovinami

(KBR).

Obrazek 1 - lustrace druzic GRACE [5]

Negravita¢ni zrychleni jsou zaznamenéavana akcelerometrem a odeétena. Méfena
data jsou procesovana riznymi zpusoby v riznych vypocetnich centrech, vysledkem jsou
harmonické geopotencialni koeficienty. Zatimco mise GOCE poskytla nejvice informaci
o statickém gravitaénim poli, GRACE dosahuje ze v§ech metod nejpiesnéjsich vysledkt
a nejvySSiho stupné koeficientd c¢asov€é proménného gravitatniho pole (TVG —

time-variable gravity). Rozliseni na povrchu zemé je 400-500 km. [5]

10
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2.12. Jiné druzice (GNSS)

Krom¢ SST low-low lze vypocet
provést také zpusobem high-low. Poloha
druzice je urCovana z GNSS druzic, které
jsou na obézné draze mnohem vys (~20 000
km). Sum, kterym je uréeni polohy druZice
zatizeno, se pohybuje Vv jednotkéch
centimetrd.  Z kontinualnich poloh lze
numericky spocitat zrychleni a dale
gravitacni model. Tato metoda nedosahuje
tak presvédcivych vysledkli jako GRACE
(je zhruba desetkrat méné piesna), ale lze ji
suspéchem pouzit na kazdou druzici
spresnym GNSS pfijimacem. Pfitom
nevyzaduje linearizaci, takze aplikace

linedrni regrese je jednoduchd. Zaroven

geocanter

Obréazek 2 - SST low-low/high-low [6]

slouzila jako nahrada v mezicase, kdy druzice GRACE nebyly na obézné draze. [2][3]

Touto metodou se budeme zabyvat déle.

11
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2.2 Popis gravita¢niho pole

2.2.1 Geoid, gravitacni potencial

Plocha vytvofena stiedni hladinou svétovych oceanu se nazyva geoid. Je to plocha
konstantniho tihového potencialu, od které se méti nadmoiské vysky. [1]

Model gravita¢niho pole je popisovan pomoci sféricko-harmonickych (Stokesovych)
koeficientd (Cpp, Snim), Které prostrednictvim kulovych funkci vytvaieji matematicky
definovany kulovy tvar s deformacemi, ktery aproximuje realny geoid. Jde o zapis
gravitacniho potencialu rozvojem:

nmax n n+1

GM R
V(r,6,A) = — z Z (;) Pym (cos 0) [Cpyp cOs MA + Sy, SinmA. (D

n=0 m=0

GM je  geocentricka  gravitacni

konstanta1 R je rovnikovy polomér Zemé Stredni pole (n60; geoid; UTCSR5_05yr3_2004_01_2008_12)

.

a P, je plné normovana asociovana
Legendreova funkce stupné n a fadu m. Zz
Potencial je vztazen k bodu sdanymi ZZ
soufadnicemi (vzdalenost, zem. Siika,
-20
-40
-60

-80

zem. délka) v konkrétnim case (epose).
[2] Cim vétsi stupen a ¥ad koeficientd

zname, tim presnéjsi model geoidu

3

ziskdme. Pokud polozime r =R a
dosadime Sitku a délku s malym krokem, Obrazek 3 - Barevna ilustrace geoidu [1]
ziskdme model geoidu. Rozliseni kulovych funkci na povrchu Zemé je 20 000/n km.
Geoid je tvar nepravidelny a pro mnoho t¢eli je vhodné jej nahradit jednodussim
referenénim elipsoidem. Vyskovy rozdil mezi geoidem a referenénim elipsoidem se

nazyva odlehlost geoidu a znaci se N. Pocita se Brunsovym theorémem:

V(r,0,A) —U

N=——77-—7-—— (2)
14

kde U je gravitacni potencial referenéniho elipsoidu, rovny potencialu na povrchu geoidu,

a y je normdlni gravitatni zrychleni na povrchu elipsoidu. To muze byt dale

aproximovano GM /R?. Nakonec vzorec pro odlehlost zni:

12
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co n
N(6,1) =R Z Z Pym (cos 6) [Cppy cos MA + Sy sin mAl. 3)

n=0m=0
Pro vypocet zmény odlehlosti v ¢ase (AN (0, 1)) sta¢i vyménit C,y,, Spm Za jejich
Casové zmény AC,;,, A4Spnm. Kdyz odeCteme od koeficientii v dané eposSe jejich
dlouhodob¢ primeéry, ziskdme zménu gravitaéniho pole vic¢i referenénimu geoidu
(statickému poli).
Na obrdzku 4 je znazornéna gravitacni anomalie statického pole od normalniho

zrychleni referencniho elipsoidu zpiisobend nerovnomérnym rozlozenim hmoty na Zemi.

T T T T
240°E 300°E 0 60'E 120°E

L e— (Y

-45 -30 -15 0 15 30 45

Obréazek 4 - Odchylka statického gravitacniho pole od normdlniho daného referencnim elipsoidem [5]

222 EWH[7]

EWH, neboli ekvivalentni vyska sloupce vody, je nejjednodussi popis zmény
gravita¢niho pole. Je podobnd jako zména odlehlosti geoidu. Predpokladame, ze zmény
koeficientd Cyyy, Spm jsOu zpusobeny vyhradné v tenké vrstvé o tloustce H v blizkosti
zemského povrchu, vétsinoveé hydrologickymi jevy. H je v tomto piipadé dana hlavné

tloustkou atmosféry, ¢ili ¢ini maximalné 10 km. Pfedpokladejme, ze
H
(Mmax +2) - R < 1. 4

Pokud se R od r nelisi o vice nez H, pficemzZ N, je relativné malé, v koneéném

. iy C e o oy y R\" .
dasledku uvazeni vrstvy vypocet potencidlu neovlivni, a mizeme ¢len (;) nahradit 1.

13
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Nicméné predpoklad, ze zménu gravitacniho potencidlu ovliviiuji pouze zmény
Vv povrchoveé vrstve, neni zcela spravny. Jakakoli zména hmoty na povrchu Zemé uréitym
zpusobem (tlakem) zméni i rozloZeni hmoty v pevné Zemi, byva to fadu jednotek procent.

Tento jev je kvantifikovan Loveovymi zatéZovacimi Cisly k;.

(ACnmrASnm)zeme = kl ’ (ACnm'ASnm)surf (5)

Zména plos$né hustoty Zemée se obdobnym rozvojem Legendreovych funkci d4 zapsat

co n
R 2n+1
Ao(6,1) = pave Z Z an (cos 0) [Cpy cosMA + S, SinMA], (6)

kde pgpe = 5517 kg -m™3 je primémda hustota Zemé&. Z plosné hustoty uz je

trivialni vypocet ekvivalentni vysky vodniho sloupce Ah vydélenim hustotou vody p,,:

AR(6, 1) = M. (7)

w
2.2.3 Gravitacni pole v ¢ase
V pribéhu Casu se Stokesovy koeficienty méni. Modely, jakym je tfeba EIGEN-6s,

pouzivaji pro pribéh gravitacniho pole ¢asové tady.
Y(t) = a+ bt + ccos2nft + dsin 2rft (8)

a zna¢i pramér (statické pole), b linearni trend a ¢ a d jsou koeficienty sezénni
slozky. [4] Trendy jsou sekularni (nevratné) a zahrnuji tani ledovct, tektonické posuny,
¢i postglacialni zdvih. Sezénnimi Ciniteli je pfedevSim hydrologie, tedy monzuny, zmény
ve spodni vodé apod.

Na obrazku 5 je mozné vidét sekularni (trendové) zmény hmoty v ledovcovych
oblastech, modra znaci ubytek. Obrazek 6 znazorfiuje sezonni slozku v konkrétni epose
spo¢tenou z modelu pii n,,,, = 20. Tento obrdzek bude dale v textu slouzit jako
reference, protoze v této praci porovnavame pravé sezonni slozku ziskanou z modelu

EIGEN-6s a vypocitanou ze simulovanych druzicovych drah.

14
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2003-2007 2008-2012 2003-2012 femiyr]

Obrazek 6 - Priklad vychylky sezénniho gravitacniho pole oproti statickému spocitanému z SHC (nmax = 20)

15
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3. Metoda vypoctu ze zrychleni

Jak bylo naznaceno v ptfedchozim textu, zde se budeme zabyvat vypoctem
gravita¢niho pole z métenych zrychleni na zékladé druhého Newtonova zédkona. Pro tento
ucel ho uved'me v této podobé:

d*r

dez = Qgrqpy T Ars + Arp + Aggy, + Apg, (9
kde krom¢ hledaného a4, vystupuji rusivé vlivy, jakymi jsou slapové jevy ar,p, luni-
solarni perturbace a; s, oprava z obecné teorie relativity agg; a negravitacni sily ayg.
Negravita¢ni sily 1ze opravit pomoci akcelerometri na druzici, zbyla zrychleni je mozné
eliminovat na zaklad¢ modeld.

Satelity urcuji svou polohu vzdy po uréitém casovém kroku (v dalSich vypoctech je
to 10 sekund), pfi¢emz zrychleni se pocitd numerickou diferenciaci poloh satelitu.
Soufadnice poloh jsou podrobeny polynomickému vyhlazeni volitelného fadu (znamému
téZ jako Savitzky-Golay filtr) s volitelnou velikosti pohyblivého okna.

d*r dZQ(rGPS)
dtz = dt?

=F *rgps (10)

Parametry polynomického filtru jsou empiricky uréeny v [2], jejich idealni volba
zavisi pfedevS§im na frekvenci polohovych dat. V disledku pouziti filtru pfijdeme o
nékolik rovnic z pocatenich a koncovych poloh, protoze v zavislosti na velikosti
pohyblivého okna nemohou do vypoctu vstoupit.

Gradient gravita¢niho potencialu popsaného vyse se rovna gravita¢nimu zrychleni
a0 () = VY (r) = Z[C wys gy
grav nm nm nm nm |- 1D
nm

Vzorec pro potencidl je v této podobé zjednoduseny, aby byla zfejma jeho linearni
zavislost na Stokesovych koeficientech. Nyni jiz lze zapsat linearni model pro jejich
vypocet

d*Q (rGps)

dt? — Qother = Z[Cnm ) VVn(ril) + Spm VVn(rsn)] t & (12)

nm

kde @,¢per jsou viechna chybové zrychleni kromé ag,q, @ € je stochasticka chyba

polohy druzice pfevedena na chybu ve zrychleni. Vzhledem k malé nejistoté oproti GNSS
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polohdm vektor a,;n., povazujeme za bezchybny. Jedna takova rovnice vznikd pro
kazdou métenou polohu satelitu. VVzhledem K linearité¢ vztahu neni potieba apriorni
znalosti gravitaéniho pole ¢i iterativniho feSeni, a parametry Ize spoéitat v jednom kroku
pomoci metody nejmensich ¢tverci. [2]

Vektor zrychleni ma tii slozky (pro kazdy rozmér jednu). Oproti vypoctu z pouhé
velikosti zrychleni (skalaru) dosahuje tento postup lepsi presnosti (az nasobkem V 3).
Soufadnicovy systém mize byt dan terestrickym (TRF) ramcem, nebo lokalnim (LRF).
LRF se fidi drahou druzice, soufadnicové slozky jsou podélnd (A-T), pficna (C-T) a
radidlni (RAD). Vzhledem ke sklonu drahy (t¢éméf kolmému na rovnik) je nejvetsi
citlivost na zonalni koeficienty ve sméru drahy a na sektoralni v pficném sméru. Ve
vypoctu bude pouzit TRF vzhledem k naro¢nosti LRF transformace.

V této praci se ale nebudeme zabyvat popisem gravitatniho pole pomoci
Stokesovych koeficienti, nybrz pfimo plisobenim hmotnostnich variaci jednotlivych
povrchovych elementi Zemé. Elementarni plochy pfispivaji ke zrychleni druZice

Vv zavislosti na vzdalenosti od druzice, jejich prispévek se da popsat:

a=—5r1;= P T (13)

T T

Vv

Suma t€chto zrychleni (v kazd€ soufadnici) se musi rovnat zrychlenim a4, spocitanym

z numerické diferenciace poloh druzic. V rovnici vySe tedy tento vztah nahradi pravou

stranu, leva zlstava stejna:

d*Q(rgps) _ Pw " Si " Ah;
dt2 — Qother = ' Tis T+ e (14)
i

3.1 Linearni model
Obecna rovnice linearni regrese zni
[=A-x+c¢, (15)

ve které je v nasem piipadé vektor x roven EWH (Ah), [ jsou méfena zrychleni a A je
matice planu, neboli matice parcialnich derivaci funk¢éniho vztahu, jejiz rozmér je pocet
rovnic X pocet urovanych parametrii. Zrychleni jsou vzdy ve tfech soufadnicovych
slozkach, tedy matice A a [ maji trikrat vice fadku, nez jaky je po¢et GNSS poloh. Obecny
prvek matice A vypada takto:
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2%

kde G je gravitatni konstanta (6.67 - 10711 m3kg=1s72), x; je soufadnice t&ziste
elementarni plochy a x; je jedna soufadnice druzice. V zajmu toho, aby odhady nejistot
byly korektni, pfidavame do matice planu jako regresor konstantu, aby model nebyl nucen
prochazet pocatkem [8]. Pocet rovnic bude tedy o jednu vétsi.

Soustava je feSitelnd standartni metodou nejmensich ¢tvercti. Podminkou pro feSeni

je minimalizace kvadratu oprav: €'e = min.

(4" -A)71A - L. (17)

X

3.2 Dekorelace rezidui

Problém nastava, kdyz se v dusledku numerické diferenciace znasobi velikost Sumu,
a pfedevsim se Sum stane autokorelovanym. V piipadé korelovanych rezidui nelze pouzit
standardni metodu nejmensich étverct (OLS — ordinary least squares), protoze odhady
nezndmych mohou byt vychylené, nebo jejich variance nebude odpovidat skute¢nosti
(neni splnén Gauss-Markovtv teorém). [8]

Cilem je, aby kovarian¢ni matice chybové slozky byla diagonalni (o2V = o?I).
Pokud tomu tak neni, je nutné linearni transformaci modelu toho docilit. Ziskdme

zobecnénou metodu nejmensich ¢tverca (GLS — generalised least squares), podle které:
V=TT a w=T"1 (18)
Nas linearni model se transformuje na
F=A"-x+¢", (19)

ve kterém kovarian¢ni matice dekorelovanych chyb je uz jednotkova diagonalni. A* =
WA al*=WL

Prvky kovarianéni matice, které jsou mimo diagonalu, vznikly aplikaci
polynomického filtru, ve kterém je korelace nevyhnutelnd. Ctvercova matice F,
generovana z koeficientt tohoto filtru, je inverzi hledané matice W. [2]

V realném ptipad¢ vznika dalsi korelace chyb, a to jako dasledek velmi podobnych
okolnosti béhem jednotlivych méfeni, konkrétné témét identické konstelace GNSS
satelitu. | tato méteni byva tieba dekorelovat, ale to neni tématem této prace, jelikoz zde

se zabyvame simulovanymi drédhami, které ovliviiuje pouze bily (nekorelovany) Sum.
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Konecny vzorec GLS tedy zni takto:

! _1 !
A@-w-w-AH7TA-Ww-W-1=(4"-4") A" -1 (20)

X

Aposteriorni jednotkova chyba (téz smérodatna odchylka) se uréi takto:

e'e
_ 21
? js-Nx—Nt—1’ 1)

kde N, je pocet poloh a N; pocet elementarnich ploch. Jeden regresor navic je konstantni.

3.3 Kolinearita

V mnoha praktickych ptipadech s vice regresory ¢elime fenoménu kolinearity, kdy
sousedni sloupce matice planu jsou si natolik podobné, ze jsou témét linearné zavislé.
V disledku toho se normélni matice blizi singularité a jeji inverze je numericky
nestabilni. Neni to chyba modelu (byt muze byt zptisobena omylem), ale chyba
deficientnich dat. [8] Na obrazku 7 je pfiklad, ve kterém je zobrazena vzajemna zavislost

pozorovanych veli¢in, které jsou silné¢ korelované. Mize byt i vhodné je sjednotit do

jedné.
| T
. \.: r“-
4 %
FAM -..'."& A’?
T 5&“
we e and
A Py
. %
o-.
ﬂ”
0.960 PEER o7
W
.'-b
L :
i 0.986 0.982 SCHOOL

Obrazek 7 - Priklad vyznamné korelace pozorovanych velicin, kterd vyusti v kolinearitu [7]

V piipad¢ druzicovych dat jsou divodem velmi podobné vektory zrychleni, kterymi

pusobi jednotlivé plochy na druzici. Nejvétsi citlivost na zmény gravitaéniho pole méa
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druzice ve sméru kolmém na Zemi, ohledné okolnich oblasti neni poskytnuto dostatecné
mnozstvi dat na odliSeni signalu od sousednich elementérnich ploch. Vysledné odhady
parametri  GLS jsou sice ze statistickeho hlediska Kkorektni, kvadrat oprav je
minimalizovan, mohou byt pfesto znaéné mylné. Zvlasté se tak déje u ploch, o kterych
neni dostatek informaci (druzice neletéla pfimo nad nimi). Pro zlep$eni vysledku je nutné
pfidat vice méfeni a pokryt subsatelitnimi body co nejvétsi plochu.

Kolinearita pfedstavuje vyznamnou piekazku pro evaluaci regrese s vice parametry.

Metoda GLS zde sama o sob¢ nestaci a je chybova, mozna feSeni jsou popsana dale.

3.4 Singularni rozklad

Singulérni rozklad (SVD - singular value decomposition) je metoda rozkladu matice
A (m X n) na maticovy soucin U - W - V', kde U je ortogonalni matice o stejném rozméru
jako A, V je ¢tvercova unitarni matice o stran¢ n, a W je diagonalni ¢tvercova matice o
strané n, kterou tvofi takzvané singularni hodnoty.

Pokud se normalni matice numericky blizi singularité, na diagonale matice W budou
hodnoty fadovée se od sebe lisici. Proved'me inverzi matice W a na mista, kde byly pred
inverzi prvky blizici se nule (ted’ jsou tam velké cifry), nyni vepiSme nuly. Oznaéme

vyslednou matici W, Nyni miizeme spo&itat nové parametry regrese:
2=V-WlU L (22)

Vynulovani nékterych singularnich prvka znamena zieknout se nékterych linearnich
kombinaci, které jsou velmi podobné jinym (jsou kolinearni). Norma vektoru X se poté
zmen$i. Zda se to byt paradoxem, Ze eliminace nékterych informaci vede k lepSim
vysledkim, nicméné v téchto krajné¢ singularnich pfipadech muze piipadna numericka
nestabilita napadchat mnohem vétsi Skodu. Stanoveni meze pro vynulovani prvku je tedy
zalezitosti proporcionality. [12]

SVD rozklad je ale velmi naro¢ny a jeho sloZzitost roste se tfeti mocninou rozmeéru
matic. Navic pro takové mnozstvi dat, se kterym pracujeme, neni misto v opera¢ni paméti

bézného pocitace. Alternativa je popsana v dalsi kapitole.

3.5 Kalmanuv filtr

Pied vykladem Kalmanova filtru je dobr¢ si nejprve oziejmit, co je rekurzivni metoda
nejmensich ctvercii (RLS). V piipadech, kdy je tieba pocitat regresi v realném Case,

pficemz stale pribyvaji nova data, kterd do ni vstupuji, je nevhodné provadét vypocet
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pokazdé cely znovu, véetné inverze neustale se zvétsujici se matice planu. Vyhodné by
bylo najit zptisob, jak z ptedchozich vypoctenych nezndmych x, za pouziti novych dat b,
ziskat zptesnéné odhady x,; spolu s jejich aktualizovanou kovarian¢ni matici P;.

Pl_l = A;)COAO + A11C1A1 = Po_l + AllclAl, (23)
kde A; je dil¢i matice planu spocitana z novych dat a P, je kovarian¢ni matice z pfedchozi
iterace. Zde je nazorné pouzit pfipad s maticemi vah C. Vahy piitazuji riznou dulezitost
jednotlivym meétenim.

Reseni x,, které zahrnuje stara i nova data, pak zni:
x1 = Py(AgCobg + A1C1b1). (24)

Nyni je cilem pfepsat tuto rovnici, aby nezavisela na b, ale pouze na x,:

x1 = Py (Pgtxg + A1C1by) = Py (Pyxg — A1C1 A xg + A1Ciby) =
(25)
= xO + K(bl - Alxo).

Vyrazu v zavorce se fika inovace, nebo téz chyba predikce. [9] K je takzvana matice

zisku (Kalman gain matrix), rovna:
K = P,AIR, (26)
R zna¢i kovarianéni matici Sumu z méfeni, kterd je inverzi vahové matice C. Sum
jsme ale dekorelovali a v§em méfenim davame stejnou vahu, tedy R = C = 1. [10]
Pro realné pouziti je ale pouZiti tohoto postupu nevyhodné, protoZe je tieba v kazdé

iteraci pogitat znovu inverzi kovarianéni matice P,. Reseni nabizi Woodburyho formule,
jejiz pouziti popisuje Vallado, vysledny vzorec zni: [11]
P1=PO_KA1P0, (27)
ktery se da jinak zapsat:
Nakonec vzorec pro Kalmantv zisk pfejde na
K= PoA;_S_l,
(29)
S == A1POA;_ + Rl'
Jak je z tohoto zapisu P; zjevné, hodnota kovarian¢ni matice se s pfibyvajicimi daty

snizuje, tedy vysledné parametry se zpiesiuji. Inverzi Py neni jiz nutno pocitat, pouze
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inverzi S, jejiz slozitost zavisi na po¢tu ptidanych méteni v iteraci. V piipad¢ jen jednoho
nového méfeni jde pouze o inverzi skaldru, ¢imz se vypocet znacn¢ zjednodusi.

Pokud bychom méli mluvit o obecném Kalmanové filtru, jeho skute¢ny ptinos je
v dynamickych systémech, které se v ¢ase méni a méfené veli¢iny se vyvijeji. V takovém
matematickém aparatu je tfeba uvazovat predikci danou dynamikou systému a nasledné
ji porovnat s méfenymi daty a spocitat inovaci. Vzhledem k tomu, Ze ptisobici zrychleni
povazujeme za neménné (v daném casovém useku), nas systém je staticky, predikce
parametrt a kovarian¢ni matice se rovna tém spoctenym v minulé iteraci, a tedy je pouZita
zjednoduSend varianta Kalmanova filtru.

Objev Rudolfa Kalmana v sedesatych letech piinesl zna¢ny pokrok v kosmickém
pramyslu a umoznil kuptikladu prvni let NASA na Mésic. Pouzit byl pro navigacni
systémy v misich Apollo a Lockheed C-5A. S napadem filtr upravit a pouzit pro navigaci
nelinearnich trajektorii pfiSel Stanley F. Schmidt (tzv. rozsifeny KF). [15] Od té doby se
Kalmantv filtr kromé navigace pouZziva ve zpracovani signalli, ekonometrii a dalSich

odvétvich s dynamickymi systémy.

3.5.1 Volba pocatecnich podminek
Protoze Kalmanuv filtr ptisobi rekurzivné, je nutné piedem stanovit apriorni x;,,; a
P;;. Zatimco x, jsou samotné parametry, které budeme dal zpiesiiovat, P, jako jejich
kovarian¢ni matice definuje jejich vahu. P, = P;,; - I, a pokud nastavime P, (diagonalni
matice) velkym P;,;, ptifadime po¢ateénim podminkam malou vahu.
Jak uzZ bylo vySe poznamenano, v linearnich systémech v zdsad¢ volba pocatecnich
podminek neni podstatna, nebot’ zptesiiované hodnoty x, a P, relativné rychle konverguji

ke svym findlnim odhadim (viz obrazek 8).

1301 -
1201
1101 o
1001 -
2002 4+
8002 4+
Toe—02 1
G002 A

s0em A
40 o
2002 R=1
20002

0.0=+00

Obrézek 8 - Rychla konvergence v pripade riiznych x0 (vlevo) a PO (vpravo) [9]
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V ptipadé¢ naseho vypoctu ale poc¢itame mnoho parametrii (az tisice) a navic Celime
kolinearité, kvili které potfebujeme znacné mnozstvi pozorovani. Muze trvat velmi
dlouho, nez se odhady parametr Kalmanovou filtraci ustali na finalnich hodnotach,
ekvivalentnich vysledktim z GLS. Proto volba pocatecnich podminek bude pro vypocet
stézejni. x, je vhodné polozit rovno nule, jelikoz ekvivalentni vysky vody se v pribé¢hu
roku okolo nuly pohybuji. Pro P;,; byl stanoven vzorec: [8]

b x'x
™ Var(x) - (N, + 1)

(30)

Var(x) je charakteristika variance jednoho méfeni, zaroven kvadrat smérodatné

odchylky ze vzorce (21).

3.6 Presnost odhadu

Charakteristikou shody odhadt X s predem danymi x; je MSE (mean squared error),

neboli stfedni kvadraticka chyba.
MSE = Var + Bias? (31)

Var je charakteristika variance nahodné slozky a Bias je vychylenost odhadu oproti
skutecné hodnoté, ¢ili systematicka chyba. Zpravidla je zddouci, aby odhad vychylen
nebyl, protoze systematickou chybu nelze odhalit, ani snizit vétSim poctem méieni.
Protoze tady ale pracujeme se simulaci, je mozné porovnavat dosazené vysledky
s apriornimi EWH spo¢itanych z modelu EIGEN-6s. V pfipad¢ koneéného poctu méteni

muze byt n€kdy vyhodné, v zajmu snizeni celkového MSE, pouzit vychyleny odhad. [13]
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E(f)= B: ZEROBIAS &
LARGE VARIANCE

B = TRUTH I
J = EsTIMATE | n
| E(f8)v . NON-ZERO BIAS &

SMALL VARIANCE

¢
$
A —
E(F) B
MSE = MEAN SQUARE ERROR = VARIANCE + (BIAS) 2

Obréazek 9 - Srovnani (ne)vychyleného odhadu [14]

Metoda nejmensich étverci se z definice snazi minimalizovat kvadrat oprav, tedy
nahodnou slozku chyby Var a limitn¢ eliminuje Bias. Metoda singularniho rozkladu a
Kalmanuv filtr toto feSeni pozménuji v zajmu dosazeni odhadu vice odpovidajicimu
realité. U KF je velikost vychyleni odhadu z&visld na vaze pocate¢ni podminky. Na
obréazku 9 je ptiklad nevychyleného (GLS) a vychyleného (KF) odhadu. Je zfetelné, Ze
dolni odhad 1 pfes svij hendikep (Bias # 0) charakterizuje skute¢nou hodnotu Iépe.
Vhodnost pouZité¢ho odhadu lze posoudit praveé celkovym MSE:

T (xe — %)?

MSE = ——. 32
" (32)

Odmocnina z MSE je RMSE (root-mean-square error).

Praktické srovnani vhodnosti metod pro ucely vypoctu je uvedeno v dalsi kapitole.
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4. Vypocet

V nasledujici kapitole budou diskutovany konkrétni aspekty vypoctd, vysledky
ziskané riznymi metodami a jejich zavislost na riznych proménnych — Sumu, délce
sledovaného obdobi, intervalu sbéru dat a poctu elementarnich ploch. Cilem je pfiblizit
se vysledkem pfedem danym parametrim gravita¢niho pole, a to co nejefektivnéji.

Veskeré vypoéty byly provadény v programovacim prosttedi Matlab. [16] Déle pro
vizualizaci zemské sféry byla pouzita knihovna M_Map. [17]

4.1 Elementarni plochy

Pouzité elementarni plochy jsou trojuhelniky, rovnomérné rozmisténé po celé Zemi.
Jejich plocha je proménliva, ale znama. EWH pro trojuhelnikovou plochu je spocitano
je nutné pro vypocet vzdalenosti ke druzici transformovat do kartézskych soutadnic. Pro
jednoduchost je zanedbana excentricita elipsoidu a prechod ze sférickych soufadnic je

realizovan polomérem Zemé R = 6378136.3 m.
x; = R - cos(¢) - cos(1)

y; = R - cos(¢) - sin(1) (33)
z; = R - sin(¢p)

Rovnéz u trojuhelnikl zanedbavame sféricky exces a pokladame je za rovinné, coz
se s jejich zvySujicim poctem ptiblizuje pravde. Pro maly pocet trojuhelniki se mize stat,
ze chyba v reprezentaci zemského povrchu zptisobi zna¢né zkresleni kvili rozdilné plose,
a tedy Spatnému piepoétu EWH. V takovém piipadé budou spocitana EWH v absolutni

hodnoté niz$i neZ modelova.

4.2 Modelova data

Prvnim krokem je si stanovit referencni data z modelu, kterych se budeme snazit
experimentalnim vypoétem dosahnout. Z modelu EIGEN-6s byly vzdy pouzity
Stokesovy koeficienty az do stupné 20. Epocha TVG je ke dni 15. fijna 2005. Pocet
trojuhelnikll je mozné meénit, s jejich rostoucim poctem se zvysuje i pocet rovnic, a tedy
1 naroc¢nost vypoctu a potieba vice dat. Nize je modelovy obrazek 10 pro 3920

trojuhelniku.
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Obrézek 10 - Ukdzka modelového ¢asové promeénného gravitacniho pole zobrazeného na trojithelnikovych plochdach
(Mollweideovo zobrazeni, 3920 trojiihelnikii)

Z modelu se vzdy spoétou koeficienty pro statické pole (dlouhodoby priamér), poté
pro celkové pole pro danou epochu, a nasledné se odeétou, ¢imz vzniknou koeficienty
pro ¢asové proménné pole (rovnice (8)).

Prvnim krokem vypoétu je formulovat linearni model podle rovnice (15) a ovéfit
jeho platnost, tedy do vektoru pozorovani dosadit sumu modelovych zrychleni. Vysledné
odhady X (EWH) musi byt totozné s modelovymi x;, tedy i vysledna mapa bude totozna

s obrazkem.

4.3 Vypocet z dat bez Sumu

Druhym krokem je pouzZit ovéfeny regresni model na testovacich datech bez
pfidaného Sumu a sledovat jeho chovani, poptipad¢€ odstranit jeho nedostatky.

Simulované druzicové drahy vznikly pravé na zakladé modelu EIGEN-6s pro stejny
maximalni stupen koeficientli n,,,, = 20. Maji pfedstavovat dradhu druzice Swarm A, ve
vySce cca 450 km. Zaroven zrychleni zde zatim neni spoc¢itano z poruch GNSS poloh, ale

z modelovych koeficientt, tedy z matice planu y = A - x;.

4.3.1 Délka sledovaného obdobi

Simulované polohy druzic lze vizualizovat na mapu Zemé. Piiklad na obrazku 11

uvadi subsatelitni body pro ptilminutové intervaly v pritbéhu jednoho dne.
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Obrazek 11 - Primét satelitnich bodit na povrch Zemé (30 sekund / 1 den)

Problém je ale z obrazku zfejmy, v ptipad¢ vétsiho poctu trojuhelnikt, a tudiz
mensich elementarnich ploch, nestihne druzice za jeden den pokryt vSechny tak, aby
signal od ploch byl odlisitelny, nékteré zlistanou v mezerdch mezi subsatelitnimi body.
Nazorné je to vidét na obrazku 12 s GLS odhadem, kde pocet trojuhelniki je 3920. Tento
jev mize pfipominat pruhovani zptisobené Sumem a vyssi citlivosti druzice GRACE ve
sméru letu oproti pfi¢nému sméru. [7] Zde ale neni pfitomen Sum, takZe toto vysvétleni

neni validni.

20

10

Obrazek 12 - Odhad EWH pro ridké drahy (3920 trojiihelnikii, 1 den)

Jak popsano v kapitole o kolinearité, v dusledku nedostatku informaci jsou sloupce
matice planu pro sousedni trojuhelniky téméf linearné zavislé. Metoda nejmensich

¢tvercti sice nalezne feSeni s minimalizovanymi opravami, ale toto feSeni nemusi viibec
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odpovidat realité. Polednikové pasy nesmysinych EWH vzniknou pravé v mezerach mezi
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drédhami. Z tohoto dtivodu je nutné pouzit data za vice dnt.

T

Obrazek 13 - Pramét satelitnich bodit na povrch Zemé (30 sekund / 3 dny)
Na obrazku 13 jsou jiz drahy druZice za tfi dny. Pokud vypocet spustime pro toto
mnozstvi dat, vysledek je znatelné lepsi a mnohem vice se blizi referen¢nimu

modelovému obrazku.
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Obréazek 14 - Odhad EWH pro husté drdahy (3920 trojiihelniki, 3 dny)

Pokud bychom uvazovali evaluaci z dlouhodobého méfeni, vysledna EWH by méla
niz$i absolutni hodnotu, protoze sezoénni slozka je cyklicka v prubéhu roku, a
prumérovanim by mapa ,bledla®. GRACE nabizi mésicni feSeni, kterd jsou urcitym
kompromisem mezi podrobnosti dat a jejich aktualnosti.
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4.3.2 Interval sbéru dat

Casovy interval mezi méfenymi body miZeme zkratit na 10 sekund. Mapa

subsatelitnich bodu (obrézek 15) se jesté vice (trojnasobn¢) zahusti.

Obrazek 15 - Primét satelitnich bodit na povrch Zemé (10 sekund / 3 dny)

Nicméné v pripad€ nezaSuménych dat tento krok nezméni téméf nic. Vysledna mapa
vypada stejné jako na obrdzku 14 (takze ani neni uvedena). Charakteristiku shody odhadu

se skute¢nosti nam podle rovnice (32) udavd RMSE:

RMSE(10s/1d) = 19,90 cm
RMSE(30s/1d) = 25,31 cm
RMSE(10s/3d) = 8,13-1073 cm
RMSE(30s/3d) = 8,14 - 1073 cm

Z téchto cisel je patrné, Ze zatimco prodlouzeni sledovaného obdobi skute¢né bylo
nezbytné, zkraceni ¢asového intervalu mezi polohami nepfinasi Zadny hmatatelny uzitek
pro shodu s x;, zvlasté ne v delSich Casovych ramcich. V ptipadé zaSuménych dat
(nekorelovanych) je predpoklad, Ze se s trojndsobkem pozorovani presnost odhadu zlepsi
nésobkem v/3.

Je ztejmé, Ze u dat bez Sumu dosdhneme uspokojivych vysledki, pokud dostate¢né

pokryjeme zemékouli body. To zavisi na velikosti a poctu trojuhelnikii.
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4.4  Vypocet ze zaSuménych dat

441 Sum

Sum, ptidany do soufadnic simulovanych poloh satelitu, je bily (nekorelovany) a je
v tadech 0,01 — 1 cm. Jak jiz bylo fec¢eno, vypocétem zrychleni numerickou diferenciaci
poloh dojde ke znasobeni a korelaci Sumu. Tento Sum V redlnych ptipadech dosahuje az

stonasobku hledaného zrychleni. [2]

1400 1400
12007 bez Sumu 100 $um 0,01 cm
1000 1000
800 800
600 600
400 400
200 200
0 0
10 95 9 85 -8 -75 -7 7 6.5 6 55
1200 1200
1000 1000
800 800 t
600 600
400 400
200 200
0 0
-6 5.5 -5 4.5 -5 4.5 -4 35 10%cm

Obrazek 16 - Histogramy velikosti vektorii zrychleni s riiznym Sumem (v centimetrech)

Grafy na obrézku 16 jsou v logaritmickém métitku, ¢ervena linie zna¢i prumérné
zrychleni. V ramci simulace byla ve vSech ptipadech kromé nahodné chyby piidana i
systematickd slozka — konstantni chyba 107 m/s2. Je ziejmé, Ze velikost Sumu dalece
piesahuje velikost ptisobiciho zrychleni. Pokud je ale Sum dekorelovan, v principu by to
nemélo vadit, jelikoz s dostateCnym poc¢tem pozorovani by méla byt metoda nejmensich
¢tverca schopna hledané zrychleni najit. Je vSak otazkou, zda dané mnozstvi dat na tento

ukol staci.
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4.4.2 Dekorelace

Pro zacatek uvazujme soubor dat s nejmensim Sumem — 0,01 centimetru, a

porovnejme vysledky evaluace pro korelovana a dekorelovana méfeni.

Obrazek 17 - Porovnani vysledkii ze surovych a dekorelovanych dat (3 dny, 10 sekund, 500 troj)

Na prvnim obrazku je referenéni EWH pro 500 trojuhelnika. Na druhém je evaluace
béznou metodou nejmensich ¢tvercu (OLS, rovnice (17)) a na tfetim za pouziti
dekorela¢nich matic W podle rovnice (20). Pouzita data jsou za tfi dny. Odhad GLS je

znateln¢ lepsi nez OLS.
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Problém ale nastane, kdyz se pokusime stejnym zptisobem spocitat EWH pro 1280

trojuhelnik.

Obrazek 18 - Porovnani reference s vysledkem z dekorelovanych méreni pro 3 a 15 dni (1280 trojihelnikii)

Pfestoze Sum je stdle mnohem mensi nez Vv redlném piipad€, GLS uz na dostate¢né
presnou evaluaci nestaci. Situace pro 15 dni je sice lepsi, ale potfad ne uspokojiva.

Stejné jako ptred dekorelaci Celime kolinearité, kterou tentokrat nelze eliminovat
pfidanim dalSich méfeni, drahy jsou jiz dostatecné husté. Je tieba se zieknout
nevychyleného odhadu ve prospéch jin€ho, ktery bude blize realite, a bude minimalizovat
nejen nahodnou slozku chyby, nybrz celkovou charakteristiku MSE spocitanou

z porovnani s modelem.
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4.4.3 Pouziti Kalmanova filtru

Inovaci Kalmanova filtru lze pocitat po libovolném intervalu. Je mozné i ptidavat
pouha jednotliva méfeni (jednotlivé polohy druZice), to s sebou nese vyhodu jednoduché
inverze, protoze matice S z rovnice (28) je pouhy skalar. Realné je ale tento zpusob
mnohem pomalejsi nez inovace vétSim blokem dat, algoritmus inverze matic v Matlabu
je implementovan s dostate¢nou rychlosti. Data jsou vepsana v souborech zhruba po
dvaceti minutach (77 soubort za den) spolecné¢ s dekorelacnimi maticemi W, takze je
vyhodné pocitat inovaci po nich.

Pocate¢ni podminka x;,; byla zvolena rovna nule, jeji vaha P,,; byla nejprve

zjisStovana experimentalné.

Obrazek 19 - Viypocet Kalmanovym filtrem s riiznou vahou pocdatecni podminky (1e4, 1e5, 1e6), tii dny, 1280 troj
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Na obrazku 19 je EWH spoc¢itano Kalmanovym filtrem s rtiznou inicializa¢ni vahou.
Je zfejmé, ze pii vétsi vaze pocateni podminky (horni mapa) se odhad EWH vice drzi
pocatecnich nulovych hodnot, jinak fe¢eno: odhad je vychylen az pfilis. Pfi mensi vaze
(dolni mapa) se zase piiblizuje k chaotickému odhadu metodou GLS. Prostfedni mapa pii
vaze 10° se nejvice blizi racionalnimu odhadu.

Rovnice (30) nabizi jasny zpusob odhadu P;,;. Prvni problém je, Ze nezname
Var(x). Resenim je spocitat nejprve odhad pomoci GLS, z n&j ziskat rezidua a varianci
spocitat. GLS navic z definice zprostiedkuje nejlepsi (nejnizsi) odhad variance.

Druhy problém je, Ze v realném ptipadé nezname modelova x,. Ta muzeme nahradit
odhady x, které budeme spole¢né s P;,,; dale postupné zpiesiiovat. Vypocet se tedy stane
iteraénim, kritérium pro ukonceni cyklu bude relativni zména Py,; (Pinio j€ Z minulé
iterace):

Pini — Pinio

< 0.01 34
Pini (34)

Schematicky tedy v prvnim vypoétu GLS metodou ziskame prvni odhady X, ve
druhém vypoctu pomoci nich spoc¢itdme vyrovnand pozorovani a jejich opravy, z nichz
ziskame Var(x) a posléze prvni P,;. Tieti vypocet uz je Kalmanuv filtr, ktery pokracuje,

dokud neni splnéna podminka (34).

Obréazek 20 - EWH spocitané pomoci Kalmanova filtru s iteracné urcenym Pini (ti dny, 1280 troj, Sum 0.01 cm)

Vysledny obrazek je nékde na puli cesty mezi druhou a tieti mapou z obrazku 19.

Vysledné P;,,; = 2,45 - 10> tomu odpovida.
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Obréazek 21 - Histogramy chyby odhadii viici skutecnym hodnotdm pro i dny (vlevo GLS, vpravo KF)
Obrazek 21 porovnava histogramy chyb x; — X ve vypoétech GLS a KF. Chyby maji
V obou piipadech normalni rozdé€leni, u Kalmanova filtru maji ale mnohem mensi

varianci. Matematicky mizeme porovnat odhady pomoci RMSE"

RMSEGLS = 12,7 cm
RMSEyp = 2,1 cm

Odhad itera¢nim Kalmanovym filtrem je tedy jednozna¢né vhodné&;jsi, a to i piesto,
ze je vychyleny. Pokusme se nyni aplikovat stejny postup na data s vétsim Sumem

(0,1 cm), a piiblizit se realné situaci.

Obréazek 22 - EWH spocitané pomoci Kalmanova filtru s iteracné urcéenym Pini (17 dny, 1280 troj, sum 0.1 cm)

S milimetrovym Sumem jsou vidét jen naznaky a je zbytecné zkouset vypocet provést

S centimetrovym Sumem, mapa by byla v dané skale cela bila. Je potteba vice dat.
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4.5 Vypocet pro 15 dni

Pokud pouzijeme data za delsi ¢asovy usek, zde pro 15 dni, m¢ly by se vysledky
zptesnit. Barvy trojuhelniki mohou byt oproti referen¢ni mapé trochu bledsi vzhledem
ke snaze redukovat kolinearitu. V piipadé s opravdovymi daty by mapa vybledla i
z diivodu prameérovani delsiho casového useku, ale simulované data jsou vygenerovana

z jedné epochy.

Obrazek 23 - Vysledek iteracniho Kalmanova filtru pro 15 dni s riiznym Sumem (1280 troj)
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Vysledky pro nejmensi Sum nejsou o mnoho lepsi, spi§ jen lehce jiné. Znatelného
zlepSeni doznala mapa s milimetrovym Sumem, byt’ je stdle relativné bleda. Tieti mapa
s realistickym Sumem je ale stale prakticky nepouzitelna, zobrazuje pouze ndznaky
hledanych EWH (méftitko barevné skaly je tentokrat o fad vétsi), navic je zietelné
ovlivnéna pruhovanim zpisobenym geometrie drahy druzice popsanym v [7].

Nema cenu prodluzovat ¢asové okno sbéru dat, protoze vysledky z néj spocitané by
prestaly byt relevantni k danému okamziku a mapa by nebyla vypovidajici.

MuzZeme jeste jednou porovnat vysledky GLS a KF. Pro kazdy prvek EWH mtzZeme
spocitat smérodatnou odchylku. Variance jednotlivych prvkid jsou na diagonéle
kovarianénich matic, kterou je (4*’A*)™! u GLS a P u KF. Vzniklé smé&rodatné odchylky

roz§ifime na mezni (95% interval spolehlivosti) jejich zdvojnasobenim.

o = 2+ +/Var(x) - diag(Cov)

cm

cm

Obréazek 24 - Mezni smérodatné odchylky urceni jednotlivich EWH (nahore GLS, dole KF, sum 0.01 cm)
Opét je zjevné, Zze ndhodna slozka chyby je u Kalmanova filtru mnohem nizsi.
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Ke stejnym evaluacim muizeme experimentalné potvrdit tezi o 95% intervalu
spolehlivosti, kdyz zjistime, kolik ze vSech x; doopravdy spada do intervalu X + g, @

které to eventualné jsou.

Obréazek 25 - Mapa EWH, které jsou mimo interval spolehlivosti odhadu danou metodou (nahoie GLS, dole KF)

V ptipadé GLS je korektnich odhadt 92,6% a u KF je jich 96,4%, coz statisticky
vyhovuje. Pii vypoctu pro vétsi Sum by nespravné odhady u KF byly soustfedény na
mistech s nejvétsimi skuteénymi absolutnimi EWH, protoze v dtisledku pohlceni Sumem
by byly odhady blizké nule.

Nakonec se muzeme pokusit spoc¢itat EWH pro maximalni pocet trojuhelniki (3920)
a 15 dni. Tento vypocet ma smysl pouze s nizkym Sumem. Stejné tak vysledek GLS neni

tieba uvadet, v této fazi je jiz naprosto chaoticky.
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Obrazek 26 - Referencni mapa a vysledky iteracniho Kalmanova filtru pro 15 dni (3920 troj, Sum 0.01 a 0.1 cm)

Vysledek pro nejnizs$i Sum je skuteéné dobry, je vidét jen drobné vyblednuti
trojahelnikti z dvodu redukce kolinearity a zmenSeni normy X. U vysledku pro
milimetrovy Sum bylo nutné opét upravit skalu, piesto je dost rozmazany. Vypocet pro

takovouto konfiguraci je uz velmi nadro¢ny, na bézném desktopu zabere okolo ¢tyt hodin.
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4.6 Technické aspekty vypoctu

V odvétvi druzicovych pozorovani je Casto potieba zpracovavat velké mnozstvi dat,

coz klade zna¢né naroky na vypocetni techniku.

4.6.1 Operacni pamét’

Pokud bychom chtéli sestavit celou matici planu naptiklad pro 15 dni a 3920
trojuhelnikt, jako tomu je v poslednim vypoctu, jeji velikost by byla zhruba 129600 x
3920. Tato matice by se nevesla do operacni paméti bézného pocitace. Problém se da
vyfesit nacitanim soucind dil¢ich matic A,. Data jsou nacitdna po souborech se 112
observacemi. Matici A pouzivame ve vypoctu pouze v soucinech A’A nebo A'l. Suma
dil¢ich soucinti je ekvivalentni sou¢inu celkovému, takze kdyz bude vypocet postupné
prochézet soubory, sta¢i pro kazdy z nich spocitat dil¢i souciny A,'A, a A,'l, a pred

kone¢nou inverzi je secist.

4.6.2 Numericka stabilita

Je také nutné zachovat numerickou stabilitu vypoctu. Pocita¢ za¢ne nad urcitou mezi
zaokrouhlovat piili§ velka/mala ¢isla a vysledek muze byt zcela jiny. Matice planu musi
byt tedy spravné Skalovana, aby mezi jednotlivymi prvky nebyly velké fadové rozdily a
inverze byla numericky stabilni. V pfipad¢ piidané konstanty jako regresoru je tieba, aby
se fadové blizila mé&fenym zrychlenim, byla zvolena 107° m/s?2. Gravitaéni konstanta

byla z téhoz diivodu umisténa do matice planu, nikoli do vektoru méfeni.

4.6.3 Rychlost vypoctu

Finalni vypocet byl zna¢né pomaly, trval okolo ¢tyt hodin, z ¢ehoZ vyvstava potieba
optimalizace. Pfedn¢ je pro rychlost vypoctu nutné korektné prealokovat pamét do
proménnych, aby se jejich velikost neménila v kazdé fazi cyklu.

Jednou z moznosti, jak zrychlit vypocet, je jej tzv. paralelizovat. V zéakladu totiz
probiha pouze na jednom jadfe procesoru, zatimco ostatni jadra jsou necinna. V ptipadé
metody nejmensich ctvercil 1ze vypocet rozdélit na vSechna jadra, aby kazdé soubézné
pocitalo ¢ast dat (tfeba po dnech). Bohuzel u Kalmanova filtru tento postup uplatnit nejde,
protoze kazda cast cyklu je zavisla na vysledku té piedchozi, to je princip rekurze a

postupného zptesnovani vysledki.
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5. Vysledky

Metoda | Pocet dni | Podet trojtihelnikd | Sum 0.01 Sum 0.1 Sum 1
500 0,027 0,118 1,162

3 1280 0,127 1,182 11,791
GLS 500 0,025 0,069 0,465
15d 1280 0,057 0,625 5,021

3920 2,631 27,554 236,831

500 0,025 0,032 0,044
3 1280 0,021 0,034 0,045
KF 500 0,024 0,030 0,040
15d 1280 0,022 0,028 0,043
3920 0,014 0,036 0,045

Tabulka 1 - Porovndni RMSE pro rizné konfigurace vypoctu [m]

Pokud se pokusime kvantifikovat vhodnost odhadu pomoci RMSE (tabulka 1), je
nutné tuto veli¢inu spravné interpretovat. RMSE porovnava shodu odhadu se skute¢nymi
hodnotami EWH z modelu. Udava smérodatnou odchylku odhadu jednoho EWH na
jednom trojuhelniku, zahrnujici ndhodnou i systematickou slozku, zde je vypocitana v
metrech. Metoda nejmensSich ¢tverct pracuje s nevychylenymi odhady, RMSE u ni udava
pouze ndhodnou chybu, takze vhodnost odhadu je neptimo imérné velikosti RMSE.

U Kalmanova filtru je pti pohledu na tabulku ziejmé, ze RMSE se V riznych
konfiguracich vypoctu moc nelisi, ziistdva v jednotkéach centimetri. Pfitom odhad se ale
zahy stava nepouZzitelnym, protoze zrychleni se z mofe Sumu zjistit nepodafi a mapa
zustava bila. ProtoZze odhady se blizi nule a vétSina skuteCnych hodnot se ji také
nevzdaluje, RMSE zistava nizké, takze neni dobrou charakteristikou vhodnosti odhadu.
Lepsi volbou je pomér stfedni chyby odhadu a stfedni hodnoty skute¢nych EWH. Pokud

se blizi jedné nebo je vétsi, odhad prestava byt relevantni. Stiedni hodnota EWH je:

_ |

Nx

= 0,045 m.

=
o~
I

Pti pohledu na vysledky pro KF v tabulce je vidét, ze se této hodnoté blizi vice
vypoétenych RMSE. Pro tyto konfigurace vypoétl, vcetné vSech s centimetrovym

Sumem, nebylo mozné ziskat rozumné vysledky.
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6. Zaveér

Cilem diplomové prace bylo spocitat inverzi sezéonni slozky casové proménného
gravita¢niho pole na elementérni trojuhelnikové plochy za pouziti numericky ziskanych
zrychleni ze simulovanych poruch drah druzic. Dale bylo ukolem porovnat ziskané
vysledky v zavislosti na parametrech a metod¢ vypoctu.

Bylo potvrzeno, ze dekorelace Sumu je pro relevantni vysledky stézejni. Dale bylo
zjisténo, Ze na ¢asovém intervalu polohovych dat pfili$ nezalezi, pokud je dostatecna ¢ast
Zemé pokryta subsatelitnimi body. V tomto ohledu je tedy nutné zajistit pfiméfeny
casovy ramec sbéru dat, v tomto konkrétnim piipad€ (druzice Swarm, dany sklon drahy
a rychlost) alespon tfi dny. Velmi diilezit4 je velikost ndhodného Sumu, nad jeho urcitou
mez v ném zistanou hledana zrychleni utopena.

Jako vhodnéjsi metoda odhadu byl stanoven itera¢ni Kalmaniv filtr, ktery 1 ptfes
pfipusténi systematické chyby dosahuje stabilnéjSich vysledkli neZ metoda nejmensich
urcit vahu pocate¢ni podminky, proto je tieba vypocet iterovat.

Pfi submilimetrovém Sumu lze pomoci Kalmanova filtru dosdhnout vynikajicich
vysledkt i pro vysoky pocet ploch (3920 trojuhelnikil), bohuZzel redlna ptesnost uréeni
polohy druzice je v fadu centimetri. Ta by se ale mohla s postupujicim vyvojem
zlepSovat, naptiklad se zapojenim dalSich GNSS satelitt. Slibn¢ v tomto ohledu vypadéa
odhad s milimetrovym Sumem pro 1280 trojuhelnik® (obrazek 23 uprostied), ktery i pies
charakteristické vyblednuti vykazuje ziejmou shodu s referen¢ni mapou. V ¢lancich [2]
a [4] byla pro vypocet pouZita sebrana data o sezénni slozce za nékolik let, coz odhad
zptesnilo. Dal§i moznosti je sledovat polohy vice satelitii simultdnné, mise Swarm
koneckoncti sestava ze tii druzic.

Vysledky z GRACE a GRACE-FO metodou KBR jsou a budou piesnéjsi, ale
sledovani poruch drah druzic pomoci GNSS muze poskytnout jejich ovéfeni/doplnéni a

pfipadnou nahradu.
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Seznam pouzitych zkratek

GRACE
GNSS
CHAMP
GOCE
EWH
SST
EIGEN
GRACE-FO
KBR
LAGEOS
NASA
DLR
TVG
SHC

Gravity Recovery and Climate Experiment

Global Navigation Satellite Systém

Challenging Minisatellite Payload

Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Explorer
Equivalent water height

Satellite-to satellite tracking

European Improved Gravity model of the Earth by New techniques
GRACE - Follow On

K-band ranging

Laser Geometric Environmental Observation Survey
National Aeronautics and Space Administration
German Aerospace Center

Time-variable gravity

Spherical-harmonic coefficients

Along-track

Cross-track

Radial

Terrestrial reference frame

Local reference frame

Ordinary least squares

Generalized least squares

Singular value decomposition

Recursive least squares

Kalmanuv filtr

Mean squared error

Root-mean-square error
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Seznam priloh

vypocet.m Skript pro vypocet inverze s volbou pozadovanych parametri
trojuhelniky.zip  Datove soubory s trojuhelnikovou siti (v rizném poctu)

noise.zip Vzorova data pro maximaln¢ tfi dny s nejniz$im Sumem

bin.zip Funkce nutné pro spravny vypocet v Matlabu a model Eigen-6s

Pro spusténi vzorového vypoctu je nutné archivy rozbalit do adresate a ptidat knihovnu

M_Map. Maximalni poc¢et dnt jsou tii (z davodu velikosti dat), Sum je submilimetrovy.
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