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Uvod

Cilem této diplomové prace je vytvoieni modelu proudéni vazké nestlacitelné teku-
tiny a dale vytvoreni vlastniho programu pro numerické feseni dané tulohy. Program
je nejprve otestovan na referenc¢nich tlohach: simulaci 2-D proudéni newtonské teku-
tiny zuzenim prufezu, kterd byla provedena a validovana experimentem v piedchozi
praci autora. [30] Déle je testovan na tloze ¢tvercové kavity, kde jsou vysledky
srovnany s [6]. Nésledné je provedena série simulaci s raznymi modely viskozity
a vysledky jsou porovnény.

CFD

CFEFD (Computational Fluid Dynamics) je odvétvi mechaniky tekutin, které vyuziva
numerické metody k feSeni tiloh zahrnujicich proudéni tekutin. Takové proudéni je
zpravidla popsano systémem parcidlnich diferencialnich rovnic (PDR), které spolu
s konstitutivnimi vztahy tvori matematicky model. Ten je nasledné feSen pomoci nu-
merickych metod. V této praci je pouzita metoda koneénych objema (MKO) a me-
toda umeélé stlacitelnosti. Pro feseni vzniklych soustav PDR slouZi itera¢ni metody,
v této praci je konkrétné pouzita Eulerova, Rungeova-Kuttova a MacCormackova
metoda.

Struktura prace

Prace se zabyva modelovanim proudéni nestlacitelné vazké tekutiny se zamérenim
na nenewtonské kapaliny. Pojmem nenewtonské tekutiny se nazyva skupina tekutin,
pro které neplati Newtonuv zakon (vice v 1.2), tedy smykové napéti v tekutiné nenf
piimo imérné rychlosti deformace. Tato prace se blize vénuje tekutinAm pseudoplas-
tickym, pro které plati, Ze viskozita se snizuje s rostouci rychlosti deformace (napf.
polymery, barvy, krev).

V prvni kapitole jsou uvedeny pouzité modely pro vypocet zdanlivé viskozity nenew-
tonské tekutiny. Druha kapitola obsahuje souhrn matematickych rovnic popisujicich
rovinné proudéni. V tieti kapitole jsou uvedeny numerické metody pro modelovani
proudéni nestlacitelné tekutiny. V posledni kapitole jsou uvedeny tlohy pouzité pro
validovani vytvofeného programu.
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Kapitola 1

Teorie mechaniky tekutin

V této kapitole jsou uvedeny zakladni zakonitosti proudéni tekutin.|3, 4, 12, 17, 29|

1.1 Eulertv popis

Jednim ze zptisobu popisu pohybu kontinua je Eulertuv popis, ktery pro proudéni
tekutin upfednostiiujeme, nebot popisuje primérné rychlost tekutiny jako funkci
polohy a ¢asu (naproti tomu Lagrangeuv popis sleduje polohu jednotlivych ¢astic
jako funkei jejich pocateéni polohy a ¢asu). [3] Tedy

U =v(Zt), (1.1)

kde ¥ je vektor rychlosti ¥ = (u,v,w) v 3-D, respektive ¢ = (u,v) v 2-D, a & je
vektor polohy ¥ = (z,y, z) v 3-D, respektive ¥ = (z,y) v 2-D.

1.2  Smykové napéti

Tekutinu, pro kterou pii proudéni plati Newtontuv zadkon viskozity nazyvame new-
tonskou tekutinou. [17] Zéakon lze vyjadiit napiiklad jako

du
Ty = —,ud—y, (1.2)

kde 7, je teCné napéti a fl—z gradient rychlosti. Newtoniiv zakon tedy tika, ze tecné
napéti v tekutiné je pfimo tmérné zapornému gradientu rychlosti. Konstanta imér-
nosti p se nazyva dynamicka viskozita, jejiz jednotkou je Pas. Jde o materidlovou
vlastnost a pro newtonské tekutiny je uvazovana konstantni. Newtonuv zakon v ten-
zorovém tvaru lze také zapsat ve tvaru

T =2uD, (1.3)

15



kde T je tenzor napéti a D tenzor rychlosti deformace (symetricka ¢ast gradientu
rychlosti) |29

1 an an
1.3 Zobecnénia newtonska tekutina

Tekutiny, pro které rovnice 1.3 neplati, se nazyvaji nenewtonské, tedy napéti neni
pfimo tmérné deformaci. Zobecnénou newtonskou tekutinou pak nazyvame model
tekutiny, pro ktery 1.3 lze pouzit, ale parametr imérnosti p neni konstantni. V tako-
vém piipadé se mu ika zdanliva viskozita () a zavisi na tenzoru rychlosti deformace,
respektive jeho druhém invariantu 17p |7]

n=n(y)=nlb), (1.5)
kde ¥ je smykova rychlost definovana nésledovné
4 =+/2tr(D:D)=+/—A4llp . (1.6)

Ve 2-D ma tenzor D nésledujici podobu

D ( " Uy 5 (ty + vg) ) (1.7)

Vg + Uy) vy
a stopa tenzoru D : D je

1
tr (D : D) :ui—l—i(uy—l—vx)Q—l—U; : (1.8)

1.4 Mocninny model

Mocninny model (Power law) [29], ktery je pro svou jednoduchost nejc¢astéji pouzi-
vany model viskozity, vypada nasledovné

(i) = K"V (1.9)

kde K je index konzistence a m mocninny index (index toku). Mocninny model
zahrnuje i model newtonské tekutiny a to pro pripad n = 1, kdy viskozita je kon-
stantni. Tekutiny pro n > 1 se nazyvaji dilatantni (smykové houstnouci) a pron < 1
pseudoplastické (smykové fidnouci). (Obr. 1.1)

Nezanedbatelnou nevyhodou mocninného modelu je jeho pouzitelnost pouze pro
maly rozsah smykové rychlosti a predikce n — oo pro 7 — 0, coz odporuje experi-
mentéalni zkuSenosti, ze se zdanliva viskozita pro malé hodnoty rychlosti deformace

16



blizi kone¢né hodnoté ny. Tuto skutecnost uz zahrnuje naptiklad tiikonstantovy mo-
del (1.10), ktery pro velmi malé rychlosti deformace predikuje n — 1y a pro vysoké
rychlosti deformace piechézi v mocninny model [29]

Kno

= 1.10
K + nyyd=n) (1.10)

n

Velk4 cast dalsich modeli viskozity zahrnuje nejen mez pro malé rychlosti deformace,
ale také pro ty velké. Proto 1ze obecné takovy model zapsat ve tvaru

M= 1o+ (N0 = 1) f(7), (1.11)
nebo v bezrozmérném tvaru jako

I p(3). (112)

n < 1 (smykoveé fidnouci) n=15

n > 1 (smykové houstnouci)
n < 1 (smykové fidnouci)

n =1 (newtonska)

Zdanliva viskozita
T T T
Smykové napéti
T T

n =1 (newtonska)

—

| .
Smykova rychlost Smykova rychlost

n > 1 (smykové houstnouci)

(a) Viskozita (b) Smykové napéti

Obrézek 1.1: Viskozita a smykové napéti jako funkce smykové rychlosti pro mocninny
model a tii hodnoty indexu toku n

V tabulce 1.1 jsou uvedeny piiklady modeli viskozity a hodnoty parametri pro
model krve. Viskozita, kterou tyto modely predikuji je pak zobrazena v grafu 1.2.
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Model () Materidlové konstanty

1o = 60.2mPas
Powell-Eyring sinh™t(A\Y) Noo = 64.9mPa s

A =1206.5s

Mo = H7.46 mPa s
Modified Powell-Eyring W Moo = 4.93mPas

A=597s, m=1.16

o = 73.0mPas
Simplified Cross ﬁ Moo = D.18 mPas

A=4.84s

Mo = 87.0mPas
Cross 1+(i»‘y)m Neo = 4.7T0mPas

A=38s, m=0.801

1o = 63.9mPas
Carreau [1+(M)2](1_")/2 Moo = 4.45mPa s

A=10.3s, n=0.35

1o = 65.7mPas

1 o = 4.47TmPas

Carreau-Yasuda oo a—m7a 7)7\ 1035, n =034

a=1.76

Tabulka 1.1: Modely viskozity krve zobecnéné newtonské tekutiny (pievzato z [7])

100 F ——Carreau H
——Carreau-Yasuda
Cross
— Simplified Cross
——Powell-Eyring 1
© Modified Powell-Eyring
= L —Power L
§10
i~
0
=
© ~—
= T
= T
@ T~
N 102t NS \\\i
10-3 Ll Ll Ll Ll Ll Ll L
10° 107 107 102 107 10° 10" 102

Smykova rychlost

Obrazek 1.2: Prubéh zdanlivé viskozity modeli z tabulky 1.1
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Kapitola 2

Matematicky model

V této kapitole je uvedeno odvozeni bilan¢nich rovnic popisujicich proudéni tekutin.
Obecné jsou rovnice uvazovany pro 3-D piipad a nasledné zjednoduSeny o jednu
dimenzi. Neni zde uvedena bilan¢ni rovnice energie, nebot celd prace predpoklada
isotermické proudéni. |2, 3, 4, 7, 11, 20, 21]

Bilan¢ni rovnici veli¢iny ® lze obecné zapsat ve tvaru

2/@dgz—fﬁ.d§+/deﬂ+7§c§’s.d§, (2.1)
ot Jq S 0 S

kde ¢len na levé strané vyjadiuje ¢asovou zménu mnozstvi veli¢iny ¢ v kontrolnim
objemu 2. Tok veli¢iny hranici objemu F se zde vyskytuje se zdpornym znaménkem,
jelikoz predpokladame kladny tok, ktery vstupuje do kontrolniho objemu. Na pravé
strané jsou zdrojové ¢leny veli¢iny @, které muzeme rozdélit na objemové )y a po-
vrchové ng .

Tok F' je tvofen dvéma slozkami, konvektivni a difazni. Konvektivni slozka vyjadiuje
mnozstvi veli¢iny & vstupujici skrze hranici do kontrolniho objemu rychlosti ¢

_%Sﬁc LS = _}écb(ﬁ- 7)dS. (2.2)

Véta 1 (Gaussova-Ostrogradského véta [23])

Necht vektorovd funkce F md spojité parcidlni derivace v oblasti D C IEs.
Necht S je uzaviend po cdastech hladkd plocha v D, orientovand smérem vné a takovd,
Ze IntS = Q C D. Pak plati:

j{ﬁ.ds*:/ﬁ.ﬁdg. (2.3)
S Q

Po aplikaci Gaussovy-Ostrogradského véty na druhy a ¢tvrty ¢len v rovnici 2.1 do-
stavame:

2/@d9+/6-ﬁd9:/de9+/ﬁésdﬂ. (2.4)
ot Jq Q Q Q
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Protoze rovnice 2.4 mé byt platna pro libovolné zvoleny kontrolni objem €2, lze ji
psat v diferencialnim tvaru

a@ — — — —

E+V~F:QV+V'Q3. (2.5)
Rovnice 2.1 zustava nadale platné i pro pripad, kdy bilancované veli¢ina je vektorové,
avSak s tim rozdilem, Ze tok F' a plosny zdroj Qs se zméni z vektort v tenzory
druhého t4du F a Sg.

2.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity formalné vyjadiuje zakon zachovani hmotnosti. ProtoZze hmota
nemtize vznikat ani zanikat, uvazujeme v bilanci nulové zdrojové ¢leny a bilan¢ni
rovnice se nam zjednodusi na soucet konvekce skrz stény kontrolniho objemu a aku-
mulaci hustoty [11]

0 o
9 paa+ f{ o dS =0, (2.6)
dt Jq s
nebo v diferencidlnim tvaru
dp =
- (%) = 0. 2.
BT + V.- (p0) =0 (2.7)

Pro specialni ptripad nestlacitelné tekutiny je hustota konstantni a tedy jeji derivace
nulové. Rovnice kontinuity se zjednodusi na

V-7=0. (2.8)

2.2 Pohybové rovnice

Pohybovymi rovnicemi ozna¢ujeme bilanéni rovnice hybnosti. [3, 11] Principem od-
povidaji Newtonovu druhému pohybovému zakonu, ktery iika, Zze zména hybnosti
télesa je piimo tmérné velikosti sil na toto téleso ptisobicich. Hybnost je definovana
jako soucin rychlosti a hmotnosti, respektive délime-li hybnost objemem, dostavame
tzv. mérnou hybnost. Dosazenim ® = ptv’ do rovnice 2.1 a 2.2 dostavame obecnou
pohybovou rovnici, v které je tfeba jesté doplnit vyznam zdrojovym ¢lentm:

e Objemové sily jsou vyjadieny intenzitou vnéjsiho silového pole a pusobi na hmotu
v celém kontrolnim objemu. To jsou napfiklad gravita¢ni, vztlakové, Corioli-
sovy nebo odstredivé sily.

e Pouvrchové sily jsou tvoreny tlakem p a te¢nym napétim 7 .

20



Qs=-—pl+T (2.9)

kde I je jednotkovy tenzor. Po téchto tupravach méa bilance nasledujici tvar

2/(/)17)(19 = —]{(pﬁ)a- d§+/pfed9 - j{pd§+]{r -dS. (2.10)
ot Jq s Q s s

Po aplikaci Gaussovy-Ostrogradského véty ji 1ze také psat v diferencialnim tvaru

£V (pit) =pf. —Vp+V-T. (2.11)

Aplikujme na oba ¢leny levé strany rovnice vétu o derivaci soucinu dvou funkei,
ziskdme tvar

a 5 — NN 5 NN — — —
a—fv—i—p——i—v-(pv)v—l—p(v~V)v:pfe—Vp—irV-‘r. (2.12)
Prvni a treti ¢len této rovnice odpovidaji rovnici kontinuity vynasobené vektorem

rychlosti v. Predpoklddame-li splnéni rovnice kontinuity, tyto ¢leny na levé strané
jsou rovny nule a zbude pouze materidlovi derivace

Dy ov 3 Lo
pﬁzp—v+p(ﬁ-vw:pe—w+v-f. (2.13)

Uvazujeme-li proudéni zobecnéné nenewtonské tekutiny, mizeme prvky tenzoru na-
péti vyjadrit vztahem:

81)@' (%j =
e (ax]- " axi) AV Dy 214)

kde 4 je dynamické viskozita a A objemova (druha) viskozita. Kromé piipadu ex-
trémné vysokych teplot plati pro viskézni parametry Stokesova hypotéza

3\ = 2. (2.15)

Pro nestlacitelné tekutiny (plati rovnice 2.8 ) je druhy ¢len rovny nule a smykové
napéti se zjednodusi na 1.3.
2.2.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Vydélenim rovnice 2.13 hustotou a naslednou kombinaci s 2.14 a 2.15 ziskame sys-
tém rovnic popisujicich proudéni nestlacitelné newtonské tekutiny, ktery nazyvame
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Navierovy-Stokesovy rovnice |3, 11, 29|. Pro 2-D je lze zapsat jako

ou 0, , 0 ~ 10p 107, | 107,
8t+0x(u)+8y(uv)_ p8x+p dr  p Oy e (2.16)
@+£(uv)+£(v2) —_1@+187$y 107y, tf .
ot O oy pdy pox poy 7

2.2.2 Eulerovy rovnice

Zanedbame-li navic pii proudéni tekutiny efekt viskozity, zmizi z rovnic ¢leny tec-
ného napéti a ziskdme Eulerovy pohybové rovnice

ou 0 0 10p

R R 2 R —_

) () = - L, o
2 )+ (07 =Py g |
at " or Oy vo= poy Y

2.3 Vysledny systém rovnic

V této préaci jsou TeSeny piipady proudéni nestlacitelné newtonské i nenewtonské
kapaliny, budeme tedy uvazovat systém rovnic tvofeny 2.8 a 2.16, ktery lze zapsat
v nasledujicim tvaru:

DW,+ F,+ G, — R, — S, =0, (2.18)

kde D je diagonalni matice, W je vektor neznamych, F' a G jsou nevazké (konvek-

tivni) toky, R a S jsou vazké toky (pozn. pro pfipad Eulerovych rovnice budou vazké
toky nulové).

0 00 P U
D=(o0o10 ]|, W=[u|,F=[u?+p],
0 0 1 ) UY
(2.19)
v 1 0 0
G = U yR== T |, S=—| Ty
v? 4 p P Tay P Tyy

2.4 Bezrozmeérny tvar rovnic

Systém rovnic 2.18 lze piepsat do bezrozmérného tvaru vydélenim kazdé rozmérové
veli¢iny vhodnou referen¢ni (charakteristickou) hodnotou. [29] Pro prostorové veli-
¢iny se pouZiva L (prumér trubice, vzdalenost paralelnich desek apod.), pro rychlosti
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rychlost volného proudu U,,. Bezrozmérné velic¢iny (oznafené *) pak ziskdime pomoci
vztahi

oy e v P Us
= — == — = - = - = -— t puy _t . .
L Ay R el s At s 4 0z 7 (2.20)
Po dosazeni do rovnice kontinuity
Uy Ou* Uy Ov*
— — =0 2.21
L Ox* * L Oy* (2:21)

1ze celou rovnici vynasobit ¢lenem L/U,, a dostavame rovnici ve tvaru

ou* n ov*
ox*  Oy*

0, (2.22)

kterd obsahuje pouze bezrozmérné veliciny, ale jeji tvar zustal nezménény. Proces

lze zopakovat i pro pohybové rovnice, pro zjednoduseni budeme uvazovat viskozitu
konstantni

UZouw UZ 9 ., U2 9
“oo O 4 Zoo U () 4 Zoo O
L o ' L o L oy

(u'v”) =

U3 op N 2uls O*u*  plUs O [ Ou* N ov*
pL Ox*  pL? O0x**  pL? Oy* \Qy* Ox*) "’
U2 ov U2 0 Ut oo (2.23)
Tor T Lo g ) S
UL opt | pUs 0 (Ou* N ov* 2uU, O%v*
pL Oy*  pL? Oz* \ Oy*  Ox* pL? Oy*?
Celou rovnici lze vynésobit ¢lenem L/UZ2
8u* a %2 a K\
ot T ) T () =
_op* N 2u  O*u* w0 [ou N ov*
Oxr*  UxLpdx*®>  UyxLpdy* \Oy* 0Oz*) "’
" P P (2.24)
+ (u v*) 4+ (v*?) =
ot*  Ox* oy*

_op Lk o [ ou* N ov* 2 O*v*
Oy*  UsLpOx* \ Oy*  Oz* UsoLp Oy*?

Kde p* = p*/p a ¢len pied druhymi derivacemi na pravé strané je prevracena hodnota
Reynoldsova ¢isla [17]

UL
Re = Tp . (2.25)
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Vysledny tvar rovnice 2.16 ve zkraceném tvaru

2 1
up + (U +D)s + (u0)y = —tpy + — (uy + vz

vy + (uv), + (V2 +D)y = = (vp +uy) + =0y,
Re Re

opét strukturou odpovida puvodni rovnici. Z toho diivodu uz neni tieba explicitné
oznacovat bezrozmérné velic¢iny *.
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Kapitola 3

Numerické reseni

V této kapitole jsou popsany numerické metody pouzité pro feseni rovnic z piredchozi
kapitoly.

3.1 Metoda umélé stlacitelnosti

Rovnice proudéni nestlacitelné tekutiny neobsahuji ¢asovou derivaci tlaku (hustoty)
v rovnici kontinuity, coz komplikuje jejich feSeni. Jednou metodou feseni je zavedeni
umélé stlacitelnosti (vice napf. v [14, 20]). Rovnice kontinuity je rozsifena o ¢asovou
derivaci tlaku

kde 0 je koeficient umélé stlacitelnosti a § uméla rychlost zvuku. Ziskdme rovnici

kontinuity ve tvaru
1 dp
——+V-v=0. 3.2
62 82& + v ( )

Systém rovnic pro nestlacitelné vazké proudéni 2.18 se zméni pouze zaménou matice
D za Dﬁ

DsWy+ F, + Gy, — R, — S, =0, (3.3)
kde

Dy = (3.4)

o O~
o= o
_— o O

Velikost [ je konstantni a je mozné ji volit, ovliviiuje vSak rychlost vypoctu, nebot
je soudasti vlastnich ¢isel Jacobiho matic konvektivnich toku (vice kapitola 3.9).
Vhodnou volbou umélé rychlosti zvuku je predem odhadnutd maximdalni rychlost
v oblasti feSeni [20].
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3.2 Metoda konec¢nych objemii

Metoda kone¢nych objemit (MKO) [2, 11, 20] je diskretiza¢ni metoda pro FeSeni bi-
lan¢nich rovnic 2.5. Oblast €2, na které je systém rovnic feSen, je rozdélena na podob-
lasti, buiiky €2;;, které vyplni celou oblast a zéroven se zZadné dvé nepiekryvaji.
V kazdé buiice je feSeni W (Z,t) aproximovano jeho stfedni hodnotou

1
Wi, ~ / W (Z, )9, (3.5)
W o,

kde €2; ; je objem dané buiky.

Obrazek 3.1: 2-D strukturovana sit pro metodu konec¢nych objemii

Rovnice 3.3 lze zapsat ve tvaru
Wy+V-F=0, (3.6)

kde F' zahrnuje vSechny vazké i nevazké toky F, G, R, S. Déle uvazujeme, ze hodnoty
neznamych veli¢in jsou situovany do stiedit bunék (cell-centered schéma). Systém
konzervativnich rovnic je feSen pro kazdou buiiku samostatné a integrovanim nabude
tvaru

/ W,de) + / Fd =0 . (3.7)
Qi 0

ij

Aplikaci Gaussovy véty (Véta 1) prejde objemovy integral v plosny

/ WtdQ+j[ F.idS—0. (3.8)
Qij 89”

Protoze ();; nezavisi na ¢ase, mizeme zménit poiadi integrace a derivace podle ¢asu
v prvnim ¢lenu. Déle nahrazenim integrace druhého ¢lenu za soucet stiednich hodnot
na sténach bunky ziskame tvar

0 a _

k=1
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) Y ;
aWijQij + Z Fiji - i ASijr, = 0 (3.10)
k=1
0 1 & B
Y og=1

kde Q;; vyjadiuje objem dané bunky, n;;, je vnéjsi normala stény a AS je plocha
stény (délka ve 2-D). Rovnice 3.11 vyjadiuje obecny systém obycejnych diferencial-
nich rovnic. Déle je potfeba vyfteSit zptisob vypoctu toki Fj;, a diskretizaci rovnic
v Case.

4 T 3
Q
iR
< Ay:
iz
S
e
1 i m 2 Axe

Obrazek 3.2: Sténové a normalové vektory bunky sité

Pii vypoctu rezidua (3.11) je t¥eba znat rozméry jednotlivych bunék sité. Objem
buiiky ve 2-D lze definovat nasledovné

Q [(z1 — 23)(y2 — ya) + (x4 — 22) (41 — ¥3)] - (3.12)

iy T

DN | —

V rovnici 3.11 se dale vyskytuje soucin plochy AS (délky stény v 2-D) s normalovym
vektorem 7

S, = (S“”) = A AS,, . (3.13)
Sym

3.3 Diskretizace toku

Chceme-li vy¢islit rovnici 3.11, potfebujeme znat velikosti vazkych a konvektivnich
tokill na sténach bunky. Vypocet tokl na sténé je mozné provést prumérovanim jejich
hodnot ze stiedu sousednich bunék. Napiiklad pro sténu i + 1/2,j vypada vypocet
konvektivnich toku nasledovné [2]

(FLAS), . =

0]

[Fe (Wij) + Fe (Wit )] ASiay0) - (3.14)

1
2
Jinou variantou je primeérovani hodnot proménnych na sténu buiiky a teprve poté

vypocet toki. Timto zpusobem je proveden vypocet vazkych tokiu, nebot pouziti
stejného postupu jako u konvektivnich toki, vytvari Sachovnicovy efekt feseni. [2]

(F’UAS)zJ = Fv (% (VVZJ + I/I/’H-Lj)) ASH—I/?,]' . (315)
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Obréazek 3.3: Dualni objem pro vypocet vazkych toki

Pro vypocet vazkych tokiu je tedy tfeba nejdiive znat derivace rychlosti na sténach
buiiky. K tomu je pouzito duélnich siti, které maji tézisté bunék situovany do stiedu
stén priméarni sité.

Véta 2 (Greenova véta)

Necht’f: (U, V) je vektorovd funkce v oblasti O C IEy a souradnicové funkce U, V
maji v O spojité parcidlni derivace.

Necht C' je kladné orientovand uzaviend kiivka v O takovd, Ze IntC' C O. Pak plati:

ov  oU
Udx +Vd :/ (———) dxdy. 3.16
7@ ( n=[ (55 dm (3.16)

Integraci rychlosti pfes dudlni kontrolni objem ' a vyuzitim Greenovy véty (Véta
2) ziskdme vysledny vztah pro vypocet derivaci

81) 1 a’U 1 1 4
D TA0 = — ~ y 4
ox QY o (‘%Cd QY o vdy Q mz—l ’Umsx,m ) (3 7)

kde m je index stény dualni sité, v, je rychlost ve stfedu stény dualni sité a S, ,,
je slozka sténového vektoru. Hodnoty ve stfedech stén U, jsou rovnou hodnoty
ve stiedech bunék primarni sité (pro m rovno 2 a 4), respektive hodnoty ve vrcho-
lech primérni sité (pro m rovno 1 a 3), které jsou pocitany pramérovanim hodnot
z okolnich bunék

R
Zi:l Q

(03,35 + Vi1, 15 + Vi i + Vipr i) -

(3.18)

Vit1/2,j+1/2 =

Vysledné vztahy pro vypocet prostorovych derivaci jsou
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4 4
1 1
Uy = ﬁ Z ’Ll/mS%m Uy ~ 6 Z umSy,m (319)
m=1 m=1

4 4
1 1
Uy R O E VmniSz,m Uy ~ 30 § UmSym - (3.20)
m=1 m=1

3.4 Umela disipace

Nevyhodou diskretizace konvektivnich tokti pomoci centralniho schématu je vytvo-
feni Sachovnicového efektu (odd-even decoupling), kdy vzniknou dvé rizna feSeni
tlohy. Proto je tfeba schéma rozsitit o umeélou disipaci, ktera zlepsi stabilitu feseni.
Pouzitim disipace Jamesonova typu [15, 16] pro Eulerovy rovnice vznikne tzv. JST
schéma (Jameson-Schmidt-Turkel), které je kombinaci druhé a ¢tvrté diference. [26,
27, 28|
Res(Wyj) =Y (FuuASk — Dy) rik | (3.21)
kde D je ptidany ¢len umélé disipace definovany nésledovné
D(Wi;) = Do(Wij) + Dy (W)
Dx(Wij) = di+1/2,j - di71/2,j
Dy(Wij) = dijyrj2 — dij-1/2
2
dit1/2,5 = Ez(‘—&-)l/QAVVi-i—l/QJ (3.22)
- Ez(i)l/Q(AM/i-f—?)/Q,j — 2AWit125 + AWisiy25)
AWisijo5=Wiv1; — Wi .

(2) (4)

Koeficienty €, Jo & €15 JSOU VypInany a zapinany pomoci tlakového spinace

- [Pi1j — 2pij + Pic1 _

’ Pit1,j + 2D + Pi-1,
Hodnotu tlakového spinace s;11/2 ; a spektralniho poloméru r; /2 ; na sténé miZeme
definovat jako

(3.23)

Sit1/2,j = MAT(Sij, Sit1,5)s Tit1/2,; = MAT(Tij, Tit1,5) - (3.24)

Pak koeficienty €® a e®jsou

2

6Z(Jr)ua = K si125mi1/2, (3.25)
4 2

ity = maz(0,kripayn g — € ). (3.26)

Konstanty £ a k& je mozno volit [15], jejich hodnota je zpravidla
1 2 1 9~ 1
1<E® <, o < kW <L (3.27)

P#i spravné zvolenych k) a k™ tlakovy spina¢ zpiisobi, ze disipace druhého fadu
je aktivni pouze v okoli razovych vin, kde zabranuje oscilacim, a naopak je uplné
vypnuta v piipadé aktivni disipace ¢tvrtého fadu.
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3.5 Jacobiho matice

Jacobiho matice konvektivniho toku reprezentuje gradient konvektivniho toku vuci
konzervativnim neznamym

OF A= 8_F B = 8_G’ (3.28)

Ae=Fp oW’ oW’

kde
F.=Fn, +Gn, . (3.29)

Napftiklad vlastni ¢isla matice A jsou u, u + v/u? + 82 a u — \/u? + (2. Spektralni
polomér matice A je potom r4 = |u| + \/u? + 52.

3.6 Numerické schéma

V piedchozich ¢astech jsme definovali zpusob, kterym je pocitano reziduum (prava
strana) soustavy ODR. Pro jejich diskretizaci v ¢ase je tieba zvolit vhodnou nume-
rickou metodu.

3.6.1 FEulerova metoda

Nejjednodussi zptisob numerického feseni soustavy diferencidlnich rovnic je explicitni
Eulerova metoda [1, 2]. Jde o jednokrokovou metodu a pro rovnici 3.11 vypada
nasledovné

At
27-]

3.6.2 Rungeova-Kuttova metoda

éastéji pouzivané jsou vicekrokové metody typu Runge-Kutty [2|, lze je zapsat
ve tvaru

0) _ yn
Wi,j - VV”

At
Wi = Wi — arg—Res(]
/L7]
At
%)

At
Q

(m-1)
irj irj Res;; .

i?j
Obecnéji se pocita posledni krok jako kombinace rezidui vSech piedchozich kroki.
Ve tvaru 3.31 viak staci ukladat do paméti pouze predchozi krok. Horni index Res®

vyjadiuje, Ze reziduum je vy&isleno z Feeni k-tého kroku W),
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Pro zkraceni vypocetniho ¢asu je mozné metodu upravit tak, ze vazké toky a disipa-
tivni ¢leny nejsou znovu vycisleny v kazdém kroku metody. Takto upravené metody
se nazyvaji hybridni vicekrokové metody [2| a pfi realizaci rozdéluji prostorou dis-
kretizaci na dvé casti

RSSZ‘J‘ = (Resc)m- — (Resd)i,j. (332)

Prvni ¢ast (Res.);; zahrnuje diskretizaci konvektivnich toku (a pfipadné zdrojové
¢leny), Druha ¢ast (Resq);; je slozena z vazkych toki a umélé disipace

Res, = Y F.AS (3.33)
Resq=» F,AS+D(W) . (3.34)
Schéma RK-5,3 pak miizeme formulovat ve tvaru

0) _ yn
VViJ - VViJ

At 1
Wy =W -t e - el
] - 2y
At 1
VVS) = VVZ(S) Q2 Res(M) — Resg))] B
] - ]
e _ o At 5o o@ _ pos0] 335
i = Wiy —asg— |Hes” — Hesg T (3.35)
1,] - 4,7
At 1 -
VVZ(? VVZ(,?) _ a4Q' - R@S&g) _ RGS&Q’O) N
] - -]
At 1 :
W =W s [Resth — Resip?]
(2% -7
kde
Res?? = ByRes? + (1 — B3)Res (3.36)
Res"” = BsRes(” + (1 — B5)Resi? . (3.37)
Hodnoty parametri oy a S jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Krok o} I6]
1 0.2500 1.00
2 0.1667 0.00
3 0.3750 0.56
4 0.5000 0.00
5 1.0000 0.44

Tabulka 3.1: Hodnoty koeficient pro hybridni RK-5,3 metodu [2]

3.7 MacCormackovo schéma

MacCormackovo schéma je dvojkrokova iteracni metoda, kterd pracuje zptisobem
prediktor-korektor. V prvnim kroku je spocten prediktor. Druhy krok vychézi z hod-
not prediktoru a zpiesiiuje je - korektor. Nakonec jsou hodnoty prediktoru a korek-
toru zprumérovany a doplnény o umélou disipaci, ¢imz je ziskdno hodnot v nové
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casové vrstve. [13, 21, 22, 25]

Prediktor:
4
WP = Z [ — RP)ASkna + (G — S,?)ASknyk] (3.38)
Z,‘] k=

Korektor:

W =W g Z |(F{ = RY)ASyna + (G} = SP) ASyn] (3.39)

,J k=1
Ndsledujici ¢asovd vrstva:
1
n+1 __ c n
Wit =5 (W8 + we) + D) (3.40)
L e
’i,j+1 /r i,jt+l
. Fs __________-————-'—'"_ | Fs
Fa . . Fa
i1, Li B il i-1, Li JF L
TFl Fi
il ¢
[
(a) Prediktor (b) Korektor

Obrazek 3.4: Vypocetni stencil pro prediktor a korektor MacCormackova schématu

MacCormackovo schéma se od pfedchozich 1isi pouze vypoctem konvektivnich toki.
Jedna z moznych variant vypoctu je zobrazena na 3.4. Pro prediktor jsou pouzity
hodnoty toki z upstream bunék (Fy = F,;j_1, Fy = F;_1;) a aktualni stiedové
bunky (F, = F;;, I3 = F; ;). Pro korektor potom hodnoty toku z downtream bunék
(Fy = Fiy1 4, F3 = F;;+1) a aktudlni stfedové bunky (Fy = F,;, Fy = F ;). Vazké
toky a uméla disipace odpovidaji kapitole 3.3.

3.8 Definice okrajovych podminek

Pro numerické feseni proudéni metodou konec¢nych objemt je tfeba vyporadat se
s implementaci okrajovych podminek. Pro jednoduchost dalsich algoritmu vypoctu
jsou realizovany pridanim 2 vrstev bunék, které jsou zahrnuty do vypoctu pouze
piispévkem do numerickych toku a disipace. Dle funkce jsou zde pouzity wvstup,
vystup a sténa. Okrajova podminka pro sténu se bude lisit pro Eulerovy, respek-
tive Navierovy-Stokesovy rovnice. Zatimco pro Eulerovy staci, aby hmota netekla
skrz sténu (norméalova rychlost nulova), u NS rovnic se predpoklada nulova rychlost
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0Py, Q R

OP, :
‘M\r' II
E S Ll
OPs (b) Okrajova podminka stény pro
(a) Poloha okrajovych podminek nevazké (v”) a vazké (v') proudéni

Obrézek 3.5: Okrajové podminky

na sténé. (Pro piehlednost pfedpokladejme nasledujici kombinaci OP: vstup vlevo
(1 =1), vystup vpravo (i = n), sténa dole (j = 1) a nahote (j =m).)

Vstup: piedepisujeme rychlostni profil a extrapolujeme tlak ze sousednich bunék

2p1j — D2y 3p1; — 2p2,;
Wini = W_g; = Uso Wing =W_1; = Uso (3.41)
Vo Voo

Vystup: predepisujeme tlak a extrapolujeme rychlost ze sousednich bunék

P P
Woutl = Wn—‘rl,j = 2un7j — un,Lj 7W0ut2 = Wn+2,j = 3un7j — 2un,1,j (342)
2Un,j — Up—1, 3Unj — 2Un_1,

Sténa: extrapolujeme rychlost a kopirujeme tlak ze sousednich bunék

Pia
W1 =W 1 = [ win — 2(u;1ne + viiny)ng
Vil — Q(UZ 1My + Vs 1ny)ny
’ ’ ’ (3.43)
Dig2
We = Wi_o = | w2 — 2(u; 2ng + vi2ny )1y
Vi — 2(Ui2ng + Vi oMy )Ny
respektive pro Navierovy-Stokesovy rovnice
Di1 Di2
Wy = Wi,—l = | W W = VVi,—z = | U2 (3-44)
—VUi1 —V;2

Nejasnost pii aplikovani okrajovych podminek vznikne v mistech, kde se dvé OP
setkavaji (v rozich na obrazku 3.5a). Hodnoty v téchto buiikich nejsou vyzadovany
pro zakladni vypocet, pouze pro vypocet rychlostnich gradientii. Jednim zptisobem
je prumérovani hodnot ze sousednich bunék. Napiiklad [2] doporucuje u okrajovych
podminek typu sténa rozsiteni této podminky az do kraju.
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3.9 Casovy krok

Stabilita explicitnich numerickych metod je vzdy zavisla na velikosti ¢asového kroku.
Pro Eulerovy rovnice je pro vypocet maximalniho ¢asového kroku pouzito vztahu
uvedeného napt. v [2]

Q,, CFL
At = min i ¢

, 3.45
ij (1aAy)ij + (rBAT); (3.45)

kde r4 a rp jsou spektralni poloméry Jacobiho matic konvektivnich toki a C'F'L je
Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho ¢islo, pro které dana numerickd metoda splituje
podminku stability. CFL pro metodu RK-5,3 je CFL < 3,6. Pro Eulerovu a Mac-
Cormackovu metodu je CFL < 1.

Ptidanim vazkych ¢leni do pohybovych rovnic (NS rovnice) se vypocet ¢asového
kroku ztizi a muze mit podobu

Q;; CFL
At = min s — AT AT (3.46)
e (TAAy)i’j + (T’BAI)M + % <—zg)” w)
3.10 Kritérium konvergence
Pro sledovani konvergence je zavedena norma residua v nasledujici formeé
1 (W.".H — W2
Res(W; )|l = o wll 3.47
Res(Wig)ll = — | 32— (347

1,

kde n, m jsou pocty bunék vypocetni sité ve sméru x resp. y. Znamkou konvergence
je snizeni velikosti rezidua o nékolik fadi. Numericky vypocet probihd do splnéni
podminky konvergence

|| Res(Wig)|ln

||Res(Wiglls = (3.48)
|| Res(Wijlls = max, |[[Res(Wijlln

kde reziduum v konkrétni iteraci je délené maximalnim reziduem v prvnich péti
iteracich a e miize byt napiiklad vektor e = (1071, 1071°,1010).
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Kapitola 4

Numerické simulace

V této kapitole jsou popsény samotné simulace a jejich vysledky.

4.1 Rovny kanal

Jako prvni testovaci pfipad byla provedena simulace proudéni Newtonské tekutiny
rovnym kandlem mezi dvéma paralelnimi deskami. Délka kandlu je rovna desetina-
sobku vzdalenosti desek.

4.1.1 Newtonska tekutina

Tato tloha je snadno exaktné feSitelna, budeme-li uvazovat rychlostni profil neza-

visly na soutradnici x
dp 0 ou
L 2= =0
Ox * dy (’u By)

4.1
o (41)

—=0.

dy
Pro nulové okrajové podminky feseni nalezneme ve tvaru
Ap , 5

= —(y* —yH 4.2
U= oL (y° —yH), (4.2)

kde H a L jsou rozméry kanéalu a Ap tlakovy gradient, ktery dopocitame z objemo-

vého toku A
: P
V=— ) 4.3
12uL (43)

Vlastni simulace byla provedena nejprve na uniformni siti 100x20 bunék.Okrajova
podminka na vstupu do kanalu (vlevo) je zadana jako konstantni rychlostni profil
Voo = (0.05,0)ms!, tim je urfen objemovy tok, ktery musi byt pro kazdy priiez
kanalu konstantni.
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H=2h
L

(a) Geometrie

1 1
0.9 0.9
0.8 08
0.7 07
06 056
05 05
0.4 0.4
03 03
02 02
0.1 0.1
0 0

02 04 06 08 1 12 o 02 04 06 08 1 12

(b) 100x25 prvki (¢) 200x49 prvki

Obrazek 4.1: Geometrie a detail zjemnénych siti pro rovny kanal

P¥i nastaveni kritéria konvergence ¢ = 107! se ¢as ukondeni vypoctu znacné 1lisi
zejména pii pouziti Eulerovy metody.

Metoda Cas s iterace iterace / s
Euler 7734.6 275 410 35,6
RK(5,3) 417.6 4220 10,1
MacCormack | 617.9 18 900 30,6

Tabulka 4.1: Délka vypoctu pro dosazeni konvergence
V grafu 4.4 a 4.5 je vidét, ze ackoliv je na vstupu zadan konstantni rychlostni profil,

dojde k vyvinuti parabolického tvaru, ktery odpovida analytickému teSeni proudéni
mezi paralelnimi deskami.
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=
L ——Euleru
Euler v
——RK(5,3) p
——RK(5,3)u
——RK(5,3) v
——MacCormack p |
5 ——MacCormack u
107 ——MacCormack v | |
| \’\
\\ J
M rmack
1010 acCormack g jor
L\ 1
10-‘151 . | . . | i | P
10 102 103 10* 10° 108
iteration [-]
Obrézek 4.2: Prubéh rezidua na siti 100x20
4
.08 —
:8'2 2 o
02 o
1 2 3 4 5 6 7 8 9
x [1]

Obrazek 4.3: Prubéh tlaku v pfimém kanale (Newtonska tekutina)

y [1]

o000
[NENOY

—
0.06 <
0.04
0.02 >
1 2 3 4 5 6 7 8 9

x [1]

[ms

Obréazek 4.4: Prabéh rychlosti v piimém kanéle (Newtonska tekutina)

0.07
0.06
0.05F

"0 0,04+

£
5003

0.02

——Euler
—~RK5,3

0.01- MacCormack

0 I i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

y Ml

(a) Rychlostni profil na vystupu

—Euler

2 —RK5,3
> 0.06F MacCormack|

. 1 I 1 I 1
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
x[1]

(b) Pribéh rychlosti v ose kanalu

Obrazek 4.5: Srovnani rychlostnich profili na vystupu a v ose kanalu
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4.1.2 Nenewtonska tekutina

Pfti feSeni tlohy proudéni nenewtonské tekutiny vyjdeme opét z rovnic 4.1 a misto
konstantni dynamické viskozity pouzijeme mocninny model 1.9.

op 0O ou\"

o3 (< (&) =
Integraci a dosazenim nulovych okrajovych podminek ziskdme ptfedpis pro rychlostni
profil a objemovy tok v nésledujicim tvaru (vypocet v piiloze A)

_ (Aph\ 7 nh Yy
u= <_KL> m—ri ] (1 - (E> : (4.5a)
: Aph 2nh?
V_<KL> 2n+1 (4.5b)

3|

3=

£004
=1
0.03
0.02
0.01 —~-RK 5,3 ) —~-RK 5,3 b
: ——MacCormack 0.01 / ——MacCormack h
) ) analytické feseni ) A 4 analytické feseni|
0 . I y 0 . . . . . . N
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y Ml y [l
(a) n=10.5 (byn=1.5

Obrazek 4.6: Rychlostni profil na vystupu pfi pouziti mocninného modelu viskozity

—0.8 2 —
21 :
022 Te
1 2 3 4 5 6 7 8 9
x [1]
(a) n = 0.5
6
—.08 —
=06 44
~03 20
1 2 3 4 5 6 7 8 9
x[1]
(b)yn =15

Obrazek 4.7: Prubéh tlaku v pfimém kanale (Mocninny model)
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4.2 Ctvercova kavita

Ctvercova kavita je dalsi béznou tlohou pouzivanou pro otestovani numerickych
metod. Oblast, na které je problém definovany, ohranicuji t¥i pevné stény a ¢tvrta
pohybliva, ktera vnasi do tekutiny smykové napéti. Uloha je Fesena pro newtonskou
tekutinu a dvé riznd Reynoldsova ¢isla 100 a 1000.

U
—>
|
L
/
< >
L
(a) Geometrie ¢tvercové kavity (b) Sit 50x50

Obrazek 4.8: Geometrie a vypocetni sit pro ¢tvercovou kavitu

Uloha je feSena na oblasti o rozmérech L = 0, 1m a jako okrajova podminka na horni
sténé je dan vektor rychlosti v = (U, 0), kde U = ﬁm s~ pro Re = 100, respektive
U= %m 571 pro Re = 1000. ProtoZe se zde nevyskytuji okrajové podminky jiného
typu nez sténa, je tieba zadat tlak. Ten je pevné zadan v jedné rohové bunce.

Srovnani rychlostnich profili v osach vypocetni oblasti ukazuje, ze vysledky obou
pouzitych metod se dobfe shoduji se znamymi vysledky publikovanymi v [9].
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(e) Pritbéh u (Re = 1000)

(f) Priibsh v (Re = 1000)

Obréazek 4.9: Rychlostni pole a rychlostni profily v fezech stfedem kavity



4.3 Symetricka stenéza

Proudéni mezi dvéma paralelnimi deskami s ziuzenim napodobuje v minulosti [30]
feSené proudéni trubici se symetrickou stenozou. Jde o piipad, ktery se v srde¢neé-
cévnim obéhu casto vyskytuje. Na obrazku 4.10a je detail zakladni vypocetni sité
v misté zuzeni. Pro tuto tlohu jsou pouzité rozméry

D = 14mm, d= 3D, L=2:D, l=3D. (4.6)

Okrajova podminka na vstupu je volena ve tvaru parabolického profilu 4.2. Na vy-
stupu opét konstantni tlak a extrapolace rychlosti.

4.3.1 Newtonsky model

Nejprve je provedena simulace s newtonskym modelem tekutiny. Pouzita dynamicka
viskozita shodné s mezni viskozitou cross modelu pro nekone¢nou smykovou rych-
lost 1 = 0% = 0.0047 Pa s. Uloha je fegena metodou RK 5,3 i MacCormackovou,
srovnéani rychlostnich profila s feSenim ziskanym pomoci Ansys Fluent (metoda SIM-
PLE) je na obr. 4.13.

LR

L

(a) Detail geometrie stenozy

(b) Sit 150x29

Obrazek 4.10: Geometrie a vypocetni sit stendzy
Ho_s Zﬁ 0_3\;,_— 8:12 B
oo i Son — oo &

02 ! ‘ o2 L O —
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 ¢ 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

x[1] x[1]

(a) Tlakové pole (b) Rychlostni pole

Obrézek 4.11: Tlakové a rychlostni pole v detailu ztzen{

Z grafu 4.13 je patrné, ze obé pouzité metody davaji rychlostni profily shodné s vy-
sledky predchozi prace [30].
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Obrézek 4.13: Porovnani rychlostnich profili ve stfedu a za koncem stenozy

4.3.2 Mocninny model

Podobné jako v tloze 4.1.2 byla provedena simulace proudéni s vyuzitim mocninného
modelu viskozity pro dvé rtiizné hodnoty indexu toku n =0,5an =1,5.

0.14 0.12 AN
L L
0.12 S TN 01
017 0.08+
", 0.08 A
g £0.06
>0.06 El
0.04
0.04 -
—n=05 0.02¢ —n=03
0.02- —n=10 —n=10
n=15 0 n=15
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
vl vl
(a) St¥ed zuzeni (b) Konec stendzy

Obrazek 4.14: Rychlostni profily ve stfedu a za koncem stenozy

Srovnani rychlostnich poli pti pouziti riznych indexi toku n je uvedeno v priloze
B.1.
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4.3.3 Modely krve

Pro modelovani proudéni krve stendézou je pouzito modeli viskozity jiz zminénych
v kapitole 1.1. Pro urychleni vypoctu je jako pocatecni podminka zvolen vysledek
simulace proudéni s newtonskym modelem. Porovnani rychlosti a viskozity je zob-
razeno na obr. 4.15. Simulace byly provedeny pro Re = 200.

% [ms'1]

o

0.02 0.04

o
-
N

0.1

©
10
>

0.08
I

i|i

(a) Newtonsky model

TN at—
—  EE———

(¢) Cross model

i'i

(e) Carreau model

et ——
T
— O —

(g) Powell-Eyring model

Obrazek 4.15: Rozlozeni rychlosti v

=~

i'i

(b) Mocninny model

i'i

(d) Simplified Cross model

i'i

(f) Carreau-Yasuda model

i'i

(h) Modified Powell-Eyring model

sten6ze pro ruzné modely viskozity
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n [Pas]
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

(a) Newtonsky model (b) Mocninny model

(c) Cross model (d) Simplified Cross model

(e) Carreau model (f) Carreau-Yasuda model

(g) Powell-Eyring model (h) Modified Powell-Eyring model

Obrazek 4.16: RozlozZeni viskozity v sten6ze pro rizné modely viskozity

Z grafického zobrazeni je patrné, ze Powell-Eyringtv model pro tuto tilohu dava nizsi
hodnoty viskozity oproti ostatnim modelum. To je ziejmé uz z grafu 1.2, nebof se
pro tuto tlohu nachazime v oblasti smykovych rychlosti 4 € (1072,1071), pro které
dany model dosahuje nizsich viskozit. Pro feSeni tlohy v této oblasti je tedy mozné
bez rozdilu pouzit kterykoliv z ostatnich modeli.
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4.3.4 Smykové napéti na sténé

Pro nékteré aplikace je pii vyhodnocovani numerického vypoctu dilezité smykoveé
napéti na sténé. Napi. u proudéni krve mé jeho hodnota vliv na pevnost cév [18].

—RK-5,3
—Fluent

ss [Pa]

=

T

Obréazek 4.17: Prubéh smykového napéti na sténé sten6zy pro newtonskou tekutinu

Na obr. 4.17 je porovnani napéti na sténé ziskaného z Fluentu a vlastnim progra-
mem pro model newtonské tekutiny. Z tohoto je mozné usuzovat, ze vypocet napéti
je spravny a odchylky téchto dvou TeSeni jsou zplisobeny pouze rozdilem v pouzité
vypocetni siti (zatimco pro Fluent je pouzita geometrie presné kopirujici experi-
mentéalni sklenénou trubici z [30], vlastni fesi¢ pouziva geometrii definovanou funkef
sinus).
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—Cross
Simple Cross
—Powell-Eyring
—Modified Powell-Eyring
Carreau
—Carreau-Yasuda

15

Twss [Pal

0.5

Obrazek 4.18: Srovnani smykového napéti na sténé pro nenewtonskou tekutinu

Dle srovnani pribéhu smykového napéti na sténé (obr. 4.18) se znovu potvrzuje
shoda vétsiny pouzitych modelu viskozity. Vymyka se opét Powell-Eyringtiv model,
ktery v blizkosti stény predikuje vyssi hodnoty viskozity nez ostatni modely (ptes-
toze z obr. 4.16 je ziejmé, ze pramérna hodnota viskozity je oproti ostatnim nizsi).
Zajimavym zjisténim je nizsi hodnota napéti pro newtonsky model. Tento vysledek
naznacuje, zZe volba referen¢ni viskozity pro newtonsky model jako 7., neni vhodna
a ziejmé by pro kazdou tlohu méla byt uréena individualné.
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4.4 Kolmé vétveni kanalu

Dalsi feSenou ulohou je rozvétveni kanalu. Jako prvni piipad je feSeno kolmé napo-
jeni sekundarniho kanalu (o = 90°), ktery méa 8itku d = 0.45D. Pro takto zadanou
ilohu je treba definovat dalsi okrajovou podminku na vystupu sekundérniho ka-
nalu. Rychlost je extrapolovana obdobné jako u predchozich tloh, ale hodnota tlaku
mize byt riizna a v praxi bude zaviset i na délce a tvaru kanalu mimo fesenou oblast.
Pro jednoduchost je uzito rozdilu v tlakovych OP Ap = poue — Poutt-

P+ Ap
Ui — Uign—1

2Vim — Vim—1

(2171.1‘ - Pz.;)
%:>V D

(a) Geometrie tlohy (b) Detail sité

Obrazek 4.19: Geometrie a vypocetni sit ilohy kolmého rozvétveni

Na obr. 4.20 a 4.21 je detail rychlostniho, respektive tlakového pole pii pouziti
newtonského modelu a cross modelu pii Re = 200 a Ap = 0.

v [ms'1]
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
B T ‘ ] ] T

(a) Newtonsky model (b) Cross model

Obrézek 4.20: RozloZeni rychlosti v kolmém rozvétveni kanalu
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s

o

(a) Newtonsky model (b) Cross model

Obrazek 4.21: Rozlozen{ tlaku v kolmém rozvétveni kanalu

Néasledné byla provedena série simulaci s riznym tlakem na vystupu a dale s riznou
rychlosti na vstupu. Zéavislosti objemového toku sekundarnim kanalem na tlakovém
rozdilu Ap, respektive na Reynoldsové ¢isle, jsou uvedeny v tabulce 4.2 a 4.3. Od-
povidajici rychlostni pole je v piiloze B.2.

Ap -1 0 04 |1 2 3

Vo)V 0.251 | 0.194 | 0.17 | 0.135 | 0.078 | 0.029

Tabulka 4.2: Pratok sekundarnim kanalem v zavislosti na Ap (Cross, Re = 200)

Re 100 200 400 800 1200

Vo)V 0.23 | 0.194 | 0.138 | 0.076 | 0.064

Tabulka 4.3: Pratok sekundarnim kanalem v zavislosti na Re (Cross, Ap = 0)
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v [1]

_!__l_

(c) Ap =2Pa (d) Ap =3Pa

Obréazek 4.22: Rozlozeni bezrozmérné rychlosti v kolmém rozvétveni kanéalu (Cross,
Re = 200)

) Re = 400

;J_

(c) Re = 800 (d) Re = 1200

Obrazek 4.23: Rozlozeni bezrozmérné rychlosti v kolmém rozvétveni kanéalu (Cross,
Ap =0)
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p [Pa] p [Pa]
0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2 4 6 8 10

) Re =400
p[Pa] p [Pa]
20 0 5 10 15 20 25 30
Re = 800 Re = 1200

Obréazek 4.24: Rozlozeni tlaku v kolmém rozvétveni kanalu (Cross, Ap = 0)

7 vysledkil zobrazenych v tabulkach 4.2 a 4.3, respektive obrazcich 4.22, 4.23 a 4.24
je patrné, ze se zvySujicim se prutokem V se snizuje relativni prutok sekundar-
nim kanalem a vétsi ¢ast tekutiny pokracuje dal hlavnim kanélem. Podobné pritok
ovliviiuje vystupni okrajova podminka, kdy pro vyssi rozdil tlaku Ap bychom mohli
pozorovat obraceny smér proudéni v sekundarnim kanalu.



4.5 Ostré vétveni kanalu

Rozdil mezi touto a predchozi tlohou je pouze ve velikosti ihlu o mezi vétvemi
kanalu. V tomto piipadé budeme uvazovat ostry thel o = 45°. Pro srovnani s pred-

chozi tilohou jsou pouzity dvé geometrie s rozdilnym rozmérem sekundarniho kanélu.
Jedna pro d = 0.45D/\/§ a druhd pro d = 0.45D.

V2
VA
Y 7
,,!,

Y.
Y
S

. 7
s [
Y g

Z
7
7

(a) d =0.45D/\/2

(b) d = 0.45D

Obrazek 4.25: Detail vypocetni sité ostrého vétveni kanalu

Nejprve byla provedena simulace srovnavajici newtonsky model s nenewtonskym
cross modelem pro obé varianty geometrie (Re = 200, Ap = 0). Na obr. 4.26 jsou

zobrazeny vektory rychlosti v detailu napojeni kanalu pro obé varianty sitky kanélu
(skdlovani vektort neni pro oba bloky stejné).
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(a) Uzky sekundarni kanal (b) Siroky sekundarni kanal

Obrazek 4.26: Detail rychlostniho pole ostrého vétveni (Newtonsky model)

V tabulce relativnich pritoki sekundéarnim kanalem (4.4) si lze povsimnout, Ze v $i-
rokém kandle se oproti tizkému zvysil prutok ptiblizné na dvojnésobek.
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v [1]

a) Newtonsky model (azky) ) Cross model (uzky)

J

(c) Newtonsky model (Siroky) (d) Cross model (8iroky)

Obréazek 4.27: Rozlozeni bezrozmérné rychlosti v ostrém rozvétveni kanalu

model Newtonsky | Cross model Newtonsky | Cross
Vo)V 0.082 0.100 Vo)V 0.148 0.216
(a) Uzky kanal (b) Siroky kanal

Tabulka 4.4: Priatok sekundarnim kanéalem

Re 100 200 400 600 800 1000 | 1200

uzky 0.108 | 0.100 | 0.082 | 0.066 | 0.055 | 0.046 | 0.039

Va/Vio lsivoky | 0.242 | 0.216 | 0.168 | 0.130 | 0.101 | 0.080 | 0.065

Tabulka 4.5: Prutok sekundarnim kanalem v zavislosti na Re (Cross, Ap = 0)
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v [1]

Re =100 Re = 400
(¢) Re =600 (d) Re =800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrazek 4.28: Rozlozeni bezrozmérné rychlosti v ostrém rozvétveni kanalu (azky,
cross, Ap = 0)
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Obrazek 4.29: RozloZeni bezrozmérné rychlosti v ostrém rozvétveni kanalu (8iroky,
cross, Ap = 0)
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JAaveér

Cilem této prace bylo popsat proudéni vazké nestlacitelné nenewtonské tekutiny
a vytvorit vlastni program pro feseni proudéni metodou konec¢nych objemi.

V kapitole 2 byl uveden matematicky model vhodny pro popis 2D proudéni. Néasledné
v kapitole 3 byly popsany numerické metody pouzité pro feseni daného problému.
Byla zde popsdna metoda umélé stlacitelnosti, metoda kone¢nych objemt a dale me-
tody diskretizace: centralni schéma, FEulerova metoda, Rungeova-Kuttova metoda,
MacCormackovo schéma.

V posledni kapitole byly prezentovany vysledky z vlastnich numerickych simulaci.
Nejprve tlohy pouzité pro otestovani funkcénosti vytvoreného programu, které bylo
mozné srovnat s analytickym feSenim (proudéni mezi paralelnimi deskami pro new-
tonskou tekutinu a pro nenewtonskou tekutinu s mocninnym modelem viskozity)
nebo s feSenim zndmym z jinych publikaci (proudéni ve ¢tvercové kavité, symetricka
stenoza).

V kapitole 4.1 byla na tloze proudéni newtonské tekutiny mezi paralelnimi deskami
srovnana casova narocnost tii pouzitych metod. Z testu dle pfedpokladu nejlépe
vysla Rungeova-Kuttova 5,3 metoda (obr. 4.2). U této tulohy je zaroven mozné po-
zorovat rozdil v tlakovém gradientu pii pouziti riznych mocninnych indexi, kdy
s rostoucim n tlakova ztrata roste (obr. 4.3 a 4.7).

Uloha, ¢tvercové kavity (kap. 4.2) ukézala validni numerické feSeni pro proudéni vy-
volené pouze vazkymi ¢leny (srovnano bylo feSeni pomoci RK 5,3 i MacCormack).
Rychlostni profily byly srovnéany s [9)].

V dloze symetrické stenozy (kap. 4.3) bylo provedeno srovnani modelu viskozity (ka-
librované pro proudéni krve), které ukézalo shodné vysledky pro vétsinu testovanych
modeli. Z tohoto lze vyvozovat, Ze pro danou ulohu (a tlohy podobné) je mozné
pouzit kterykoliv z nich. Déle zde bylo srovnano smykové napéti na sténé zndmym
z predchozi prace [30].

V kapitole 4.4 a 4.5 byly shrnuty simulace proudéni ve viceblokové oblasti, rozvétveni
kanalu. Simulace byly provedeny pro kolmé i ostré napojeni s riznymi kombinacemi
okrajovych podminek. Z grafického zobrazeni tlakovych poli (obr. 4.21, 4.24, B.6,
B.8) 1ze usoudit, Ze pro nizsi hodnoty Reynoldsova ¢isla by bylo vhodné lépe vyladit
koeficienty umélé disipace pro dosazeni hladsiho feSeni.

Vsechny numerické simulace byly feSeny vlastnim programem implementovanym
v jazyce C++, pro postprocessing bylo uzito programu Matlab.
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Navrhy na zdokonaleni

e Upraveni programu pro feSeni 3D tloh
e Upraveni programu pro nestrukturované sité

e Upraveni programu pro implicitni metody
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Priloha A

Nenewtonsky rychlostni profil

Uvazujeme proudéni nestlacitelné vazké tekutiny mezi dvéma paralelnimi deskami
o vzdalenosti H = 2h, délce L a sifce w = 1. Pro ustalené proudéni odvodime z NS

rovnic
op 0 ou
—% + a—y (T]a—y) = O, (Al)
dp
3 =" (A.2)

Umistime-li soufadnicovou osu do osy symetrie kanalu, mizeme uvazovat nasledujici
okrajové podminky

u(y = £h) =0,
ou (A.3)
é?_y(y =0)=0

Uvazujme nyni mocninny model viskozity

a ozna¢me gradient tlaku % = —%. Rovnice A.1 mé poté tvar

S5

po integraci podle proménné y dostavame rovnici

K (a@) =Ty +Cu (A.6)



Dosazenim okrajové podminky g—; = (0 uréime integracni konstantu C; = 0.

Reseni rovnice

au Ap L/n
nalezneme integraci ve tvaru
Ap \" n
u=— (KL ) n+1y—|—C’2. (A.8)

Dosazenim okrajové podminky u(h) = 0 ur¢ime druhou integra¢ni konstantu

Ap \" n
02_<KLh) h (A.9)

A tedy FeSeni rychlostniho profilu ma tvar

AR me
- (=2 1 (9) " (A.10)
KL n+1 h
Protoze v numerické tloze zadavame rychlostni profil na vstupu a ne tlakovy rozdil,
musime je$té vyfesit zavislost gradientu tlaku na priutoku Ap = f(V)

Vzw/h ()dy:Q/OhU(y)dy

1
L (Aph\n nh /h ) (y)”T“ ;
“\KL) ni1l), h Y
D % nh Y i n
_ —(Z) " A1l
(K ) n—i—l(y <h> y2n+1> (A-11)
y=h
1
Aph\n nh? ) n
KL n+1 2n+1
1
Aph\n 2nh? (2n+1—n
KL n+1 2n+1 ‘
Tlakovy rozdil Ap je mozné dopoditat z vysledného vztahu pro pritok
1
: Aph\n 2nh?
= : A12
v (KL) 2n+1 ( )
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Priloha B

Grafické znazornéni numerickych
vysledkt

B.1 Stenodza - mocninny model
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Obrazek B.1: Rychlostni pole s proudnicemi pii pouziti mocninného modelu
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B.2 Kolmé vétveni kanalu

m
NM\W,
\“\ |

(a) Newtonsky model (b) Cross model (Ap = 0, Re = 200)

Obrézek B.2: Rychlostni pole s proudnicemi v kolmém rozvétveni kanalu

b

i
1| \
VA

Obrazek B.3: Rychlostni pole s proudnicemi v kolmém rozvétveni kanalu pro rizné
tlakové OP
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Obrazek B.4: Rychlostni pole s proudnicemi v kolmém rozvétveni kanalu pro rtizné
Re
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B.3 Ostré vétveni kanalu

7
A

Obrazek B.5: Rychlostni pole s proudnicemi v ostrém rozvétveni tzkého kanalu pro
rizné Re
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Obrazek B.6: Tlakové pole v ostrém rozvétveni iizkého kanalu pro rizné Re
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Obrazek B.7: Rychlostni pole s proudnicemi v ostrém rozvétveni §irokého kanalu pro
rizné Re
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Obrazek B.8: Tlakové pole v ostrém rozvétveni Sirokého kanéalu pro rizné Re
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