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Seznam symbol·

a parametr modelu viskozity
A,B Jacobiho matice
CFL Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho £íslo
D, d £len um¥lé disipace
D tenzor rychlosti deformace
D diagonální matice soustavy
Dβ diagonální matice soustavy s um¥lou stla£itelností
~fe vn¥j²í síly
~F tok veli£iny
~FC konvektivní tok veli£iny
~Fv vazký tok veli£iny
F,G konvektivní toky
H, h charakteristický rozm¥r
IID druhý invariant tenzoru D
i, j indexy bun¥k sít¥
I jednotkový tenzor
k(2), k(4) koe�cienty um¥lé vazkosti
K index konzistence
L, l charakteristický rozm¥r
m,n rozm¥ry výpo£etní sít¥
n mocninný index (index toku)
p tlak
~n = (nx, ny) vn¥j²í normála
~QS povrchový zdrojový £len
QV objemový zdrojový £len
r spektrální polom¥r
Re Reynoldsovo £íslo
R, S vazké toky
s tlakový spína£ um¥lé vazkosti
S integra£ní plocha
~Sm st¥nový vektor
t £as
U∞ charakteristická rychlost
V̇ objemový tok
~v = (u, v) vektor rychlosti
w charakteristický rozm¥r (²í°ka paralelních desek)
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W vektor neznámých
~x = (x, y) vektor sou°adnic

α, β parametry Rungeovy-Kuttovy metody
β um¥lá rychlost zvuku
γ̇ smyková rychlost
δ Kroneckerovo delta
δ um¥lá stla£itelnost
ε konstanta podmínky konvergence
ε(2), ε(4) koe�cienty um¥lé vazkosti
η zdánlivá viskozita
η0 dolní mez viskozity
η∞ horní mez viskozity
λ parametr modelu viskozity
λ objemová viskozita
µ dynamická viskozita
ρ hustota
τ tenzor smykových nap¥tí
Φ bilancovaná veli£ina
Ω kontrolní objem
Ωi,j objem bu¬ky i, j
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Úvod

Cílem této diplomové práce je vytvo°ení modelu proud¥ní vazké nestla£itelné teku-
tiny a dále vytvo°ení vlastního programu pro numerické °e²ení dané úlohy. Program
je nejprve otestován na referen£ních úlohách: simulaci 2-D proud¥ní newtonské teku-
tiny zúºením pr·°ezu, která byla provedena a validována experimentem v p°edchozí
práci autora. [30] Dále je testován na úloze £tvercové kavity, kde jsou výsledky
srovnány s [6]. Následn¥ je provedena série simulací s r·znými modely viskozity
a výsledky jsou porovnány.

CFD

CFD (Computational Fluid Dynamics) je odv¥tví mechaniky tekutin, které vyuºívá
numerické metody k °e²ení úloh zahrnujících proud¥ní tekutin. Takové proud¥ní je
zpravidla popsáno systémem parciálních diferenciálních rovnic (PDR), které spolu
s konstitutivními vztahy tvo°í matematický model. Ten je následn¥ °e²en pomocí nu-
merických metod. V této práci je pouºita metoda kone£ných objem· (MKO) a me-
toda um¥lé stla£itelnosti. Pro °e²ení vzniklých soustav PDR slouºí itera£ní metody,
v této práci je konkrétn¥ pouºita Eulerova, Rungeova-Kuttova a MacCormackova
metoda.

Struktura práce

Práce se zabývá modelováním proud¥ní nestla£itelné vazké tekutiny se zam¥°ením
na nenewtonské kapaliny. Pojmem nenewtonské tekutiny se nazývá skupina tekutin,
pro které neplatí Newton·v zákon (více v 1.2), tedy smykové nap¥tí v tekutin¥ není
p°ímo úm¥rné rychlosti deformace. Tato práce se blíºe v¥nuje tekutinám pseudoplas-
tickým, pro které platí, ºe viskozita se sniºuje s rostoucí rychlostí deformace (nap°.
polymery, barvy, krev).
V první kapitole jsou uvedeny pouºité modely pro výpo£et zdánlivé viskozity nenew-
tonské tekutiny. Druhá kapitola obsahuje souhrn matematických rovnic popisujících
rovinné proud¥ní. V t°etí kapitole jsou uvedeny numerické metody pro modelování
proud¥ní nestla£itelné tekutiny. V poslední kapitole jsou uvedeny úlohy pouºité pro
validování vytvo°eného programu.
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Kapitola 1

Teorie mechaniky tekutin

V této kapitole jsou uvedeny základní zákonitosti proud¥ní tekutin.[3, 4, 12, 17, 29]

1.1 Euler·v popis

Jedním ze zp·sob· popisu pohybu kontinua je Euler·v popis, který pro proud¥ní
tekutin up°ednost¬ujeme, nebo´ popisuje primárn¥ rychlost tekutiny jako funkci
polohy a £asu (naproti tomu Lagrange·v popis sleduje polohu jednotlivých £ástic
jako funkci jejich po£áte£ní polohy a £asu). [3] Tedy

~v = v(~x, t), (1.1)

kde ~v je vektor rychlosti ~v = (u, v, w) v 3-D, respektive ~v = (u, v) v 2-D, a ~x je
vektor polohy ~x = (x, y, z) v 3-D, respektive ~x = (x, y) v 2-D.

1.2 Smykové nap¥tí

Tekutinu, pro kterou p°i proud¥ní platí Newton·v zákon viskozity nazýváme new-
tonskou tekutinou. [17] Zákon lze vyjád°it nap°íklad jako

τxy = −µdu
dy
, (1.2)

kde τxy je te£né nap¥tí a du
dy

gradient rychlosti. Newton·v zákon tedy °íká, ºe te£né
nap¥tí v tekutin¥ je p°ímo úm¥rné zápornému gradientu rychlosti. Konstanta úm¥r-
nosti µ se nazývá dynamická viskozita, jejíº jednotkou je Pa s. Jde o materiálovou
vlastnost a pro newtonské tekutiny je uvaºována konstantní. Newton·v zákon v ten-
zorovém tvaru lze také zapsat ve tvaru

τ = 2µD, (1.3)
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kde τ je tenzor nap¥tí a D tenzor rychlosti deformace (symetrická £ást gradientu
rychlosti) [29]

Dij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
. (1.4)

1.3 Zobecn¥ná newtonská tekutina

Tekutiny, pro které rovnice 1.3 neplatí, se nazývají nenewtonské, tedy nap¥tí není
p°ímo úm¥rné deformaci. Zobecn¥nou newtonskou tekutinou pak nazýváme model
tekutiny, pro který 1.3 lze pouºít, ale parametr úm¥rnosti µ není konstantní. V tako-
vém p°ípad¥ se mu °íká zdánlivá viskozita (η) a závisí na tenzoru rychlosti deformace,
respektive jeho druhém invariantu IID [7]

η = η (γ̇) = η (IID) , (1.5)

kde γ̇ je smyková rychlost de�novaná následovn¥

γ̇ =
√

2tr (D : D) =
√
−4IID . (1.6)

Ve 2-D má tenzor D následující podobu

D =

(
ux

1
2
(uy + vx)

1
2
(vx + uy) vy

)
, (1.7)

a stopa tenzoru D : D je

tr (D : D) = u2
x +

1

2
(uy + vx)

2 + v2
y . (1.8)

1.4 Mocninný model

Mocninný model (Power law) [29], který je pro svou jednoduchost nej£ast¥ji pouºí-
vaný model viskozity, vypadá následovn¥

η(γ̇) = Kγ̇(n−1) , (1.9)

kde K je index konzistence a n mocninný index (index toku). Mocninný model
zahrnuje i model newtonské tekutiny a to pro p°ípad n = 1, kdy viskozita je kon-
stantní. Tekutiny pro n > 1 se nazývají dilatantní (smykov¥ houstnoucí) a pro n < 1
pseudoplastické (smykov¥ °ídnoucí). (Obr. 1.1)

Nezanedbatelnou nevýhodou mocninného modelu je jeho pouºitelnost pouze pro
malý rozsah smykové rychlosti a predikce η → ∞ pro γ̇ → 0, coº odporuje experi-
mentální zku²enosti, ºe se zdánlivá viskozita pro malé hodnoty rychlosti deformace
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blíºí kone£né hodnot¥ η0. Tuto skute£nost uº zahrnuje nap°íklad t°íkonstantový mo-
del (1.10), který pro velmi malé rychlosti deformace predikuje η → η0 a pro vysoké
rychlosti deformace p°echází v mocninný model [29]

η =
Kη0

K + η0γ̇(1−n)
. (1.10)

Velká £ást dal²ích model· viskozity zahrnuje nejen mez pro malé rychlosti deformace,
ale také pro ty velké. Proto lze obecn¥ takový model zapsat ve tvaru

η = η∞ + (η0 − η∞)f(γ̇), (1.11)

nebo v bezrozm¥rném tvaru jako

η − η∞
η0 − η∞

= f(γ̇) . (1.12)

(a) Viskozita (b) Smykové nap¥tí

Obrázek 1.1: Viskozita a smykové nap¥tí jako funkce smykové rychlosti pro mocninný
model a t°i hodnoty indexu toku n

V tabulce 1.1 jsou uvedeny p°íklady model· viskozity a hodnoty parametr· pro
model krve. Viskozita, kterou tyto modely predikují je pak zobrazena v grafu 1.2.
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Model f(γ̇) Materiálové konstanty

Powell-Eyring sinh−1(λγ̇)
η0 = 60.2mPa s
η∞ = 64.9mPa s
λ = 1206.5 s

Modi�ed Powell-Eyring ln(1+λγ̇)
(λγ̇)m

η0 = 57.46mPa s
η∞ = 4.93mPa s
λ = 5.97 s, m = 1.16

Simpli�ed Cross 1
1+λγ̇

η0 = 73.0mPa s
η∞ = 5.18mPa s
λ = 4.84 s

Cross 1
1+(λγ̇)m

η0 = 87.5mPa s
η∞ = 4.70mPa s
λ = 8 s, m = 0.801

Carreau
1

[1+(λγ̇)2]
(1−n)/2

η0 = 63.9mPa s
η∞ = 4.45mPa s
λ = 10.3 s, n = 0.35

Carreau-Yasuda 1

[1+(λγ̇)a](1−n)/a

η0 = 65.7mPa s
η∞ = 4.47mPa s
λ = 10.3 s, n = 0.34
a = 1.76

Tabulka 1.1: Modely viskozity krve zobecn¥né newtonské tekutiny (p°evzato z [7])

Obrázek 1.2: Pr·b¥h zdánlivé viskozity model· z tabulky 1.1

18



Kapitola 2

Matematický model

V této kapitole je uvedeno odvození bilan£ních rovnic popisujících proud¥ní tekutin.
Obecn¥ jsou rovnice uvaºovány pro 3-D p°ípad a následn¥ zjednodu²eny o jednu
dimenzi. Není zde uvedena bilan£ní rovnice energie, nebo´ celá práce p°edpokládá
isotermické proud¥ní. [2, 3, 4, 7, 11, 20, 21]
Bilan£ní rovnici veli£iny Φ lze obecn¥ zapsat ve tvaru

∂

∂t

∫
Ω

ΦdΩ = −
∮
S

~F · d~S +

∫
Ω

QV dΩ +

∮
S

~QS · d~S, (2.1)

kde £len na levé stran¥ vyjad°uje £asovou zm¥nu mnoºství veli£iny Φ v kontrolním
objemu Ω. Tok veli£iny hranicí objemu ~F se zde vyskytuje se záporným znaménkem,
jelikoº p°edpokládáme kladný tok, který vstupuje do kontrolního objemu. Na pravé
stran¥ jsou zdrojové £leny veli£iny Φ, které m·ºeme rozd¥lit na objemové QV a po-
vrchové ~QS .
Tok ~F je tvo°en dv¥ma sloºkami, konvektivní a difúzní. Konvektivní sloºka vyjad°uje
mnoºství veli£iny Φ vstupující skrze hranici do kontrolního objemu rychlostí ~v

−
∮
S

~FC · d~S = −
∮
S

Φ(~v · ~n)dS. (2.2)

V¥ta 1 (Gaussova-Ostrogradského v¥ta [23])
Nech´ vektorová funkce ~F má spojité parciální derivace v oblasti D ⊂ IE3.

Nech´ S je uzav°ená po £ástech hladká plocha v D, orientovaná sm¥rem vn¥ a taková,

ºe IntS = Ω ⊂ D. Pak platí: ∮
S

~F · d~S =

∫
Ω

~∇ · ~FdΩ. (2.3)

Po aplikaci Gaussovy-Ostrogradského v¥ty na druhý a £tvrtý £len v rovnici 2.1 do-
stáváme:

∂

∂t

∫
Ω

ΦdΩ +

∫
Ω

~∇ · ~FdΩ =

∫
Ω

QV dΩ +

∫
Ω

~∇ · ~QSdΩ. (2.4)
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Protoºe rovnice 2.4 má být platná pro libovoln¥ zvolený kontrolní objem Ω, lze ji
psát v diferenciálním tvaru

∂Φ

∂t
+ ~∇ · ~F = QV + ~∇ · ~QS. (2.5)

Rovnice 2.1 z·stává nadále platná i pro p°ípad, kdy bilancovaná veli£ina je vektorová,
av²ak s tím rozdílem, ºe tok ~F a plo²ný zdroj ~QS se zm¥ní z vektor· v tenzory
druhého °ádu F a SS.

2.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity formáln¥ vyjad°uje zákon zachování hmotnosti. Protoºe hmota
nem·ºe vznikat ani zanikat, uvaºujeme v bilanci nulové zdrojové £leny a bilan£ní
rovnice se nám zjednodu²í na sou£et konvekce skrz st¥ny kontrolního objemu a aku-
mulaci hustoty [11]

∂

∂t

∫
Ω

ρdΩ +

∮
S

ρ~v · d~S = 0, (2.6)

nebo v diferenciálním tvaru

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~v) = 0. (2.7)

Pro speciální p°ípad nestla£itelné tekutiny je hustota konstantní a tedy její derivace
nulové. Rovnice kontinuity se zjednodu²í na

∇ · ~v = 0. (2.8)

2.2 Pohybové rovnice

Pohybovými rovnicemi ozna£ujeme bilan£ní rovnice hybnosti. [3, 11] Principem od-
povídají Newtonovu druhému pohybovému zákonu, který °íká, ºe zm¥na hybnosti
t¥lesa je p°ímo úm¥rná velikosti sil na toto t¥leso p·sobících. Hybnost je de�nována
jako sou£in rychlosti a hmotnosti, respektive d¥líme-li hybnost objemem, dostáváme
tzv. m¥rnou hybnost. Dosazením Φ = ρ~v do rovnice 2.1 a 2.2 dostáváme obecnou
pohybovou rovnici, v které je t°eba je²t¥ doplnit význam zdrojovým £len·m:

� Objemové síly jsou vyjád°eny intenzitou vn¥j²ího silového pole a p·sobí na hmotu
v celém kontrolním objemu. To jsou nap°íklad gravita£ní, vztlakové, Corioli-
sovy nebo odst°edivé síly.

� Povrchové síly jsou tvo°eny tlakem p a te£ným nap¥tím τ .
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QS = −pI + τ (2.9)

kde ~~I je jednotkový tenzor. Po t¥chto úpravách má bilance následující tvar

∂

∂t

∫
Ω

(ρ~v)dΩ = −
∮
S

(ρ~v)~v · d~S +

∫
Ω

ρ~fedΩ−
∮
S

pd~S +

∮
S

τ · d~S. (2.10)

Po aplikaci Gaussovy-Ostrogradského v¥ty ji lze také psát v diferenciálním tvaru

∂(ρ~v)

∂t
+ ~∇ · (ρ~v~v) = ρ~fe − ~∇p+ ~∇ · τ . (2.11)

Aplikujme na oba £leny levé strany rovnice v¥tu o derivaci sou£inu dvou funkcí,
získáme tvar

∂ρ

∂t
~v + ρ

∂~v

∂t
+ ~∇ · (ρ~v)~v + ρ(~v · ~∇)~v = ρ~fe − ~∇p+ ~∇ · τ . (2.12)

První a t°etí £len této rovnice odpovídají rovnici kontinuity vynásobené vektorem
rychlosti ~v. P°edpokládáme-li spln¥ní rovnice kontinuity, tyto £leny na levé stran¥
jsou rovny nule a zbude pouze materiálová derivace

ρ
D~v

Dt
≡ ρ

∂~v

∂t
+ ρ(~v · ~∇)~v = ρ~fe − ~∇p+ ~∇ · τ . (2.13)

Uvaºujeme-li proud¥ní zobecn¥né nenewtonské tekutiny, m·ºeme prvky tenzoru na-
p¥tí vyjád°it vztahem:

τij = µ

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ λ(~∇ · ~v)δij, (2.14)

kde µ je dynamické viskozita a λ objemová (druhá) viskozita. Krom¥ p°ípad· ex-
trémn¥ vysokých teplot platí pro viskózní parametry Stokesova hypotéza

3λ = 2µ. (2.15)

Pro nestla£itelné tekutiny (platí rovnice 2.8 ) je druhý £len rovný nule a smykové
nap¥tí se zjednodu²í na 1.3.

2.2.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Vyd¥lením rovnice 2.13 hustotou a následnou kombinací s 2.14 a 2.15 získáme sys-
tém rovnic popisujících proud¥ní nestla£itelné newtonské tekutiny, který nazýváme
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Navierovy-Stokesovy rovnice [3, 11, 29]. Pro 2-D je lze zapsat jako

∂u

∂t
+

∂

∂x
(u2) +

∂

∂y
(uv) = −1

ρ

∂p

∂x
+

1

ρ

∂τxx
∂x

+
1

ρ

∂τxy
∂y

+ fx,

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y
(v2) = −1

ρ

∂p

∂y
+

1

ρ

∂τxy
∂x

+
1

ρ

∂τyy
∂y

+ fy.

(2.16)

2.2.2 Eulerovy rovnice

Zanedbáme-li navíc p°i proud¥ní tekutiny efekt viskozity, zmizí z rovnic £leny te£-
ného nap¥tí a získáme Eulerovy pohybové rovnice

∂u

∂t
+

∂

∂x
(u2) +

∂

∂y
(uv) = −1

ρ

∂p

∂x
+ fx,

∂v

∂t
+

∂

∂x
(uv) +

∂

∂y
(v2) = −1

ρ

∂p

∂y
+ fy.

(2.17)

2.3 Výsledný systém rovnic

V této práci jsou °e²eny p°ípady proud¥ní nestla£itelné newtonské i nenewtonské
kapaliny, budeme tedy uvaºovat systém rovnic tvo°ený 2.8 a 2.16, který lze zapsat
v následujícím tvaru:

DWt + Fx +Gy −Rx − Sy = 0, (2.18)

kde D je diagonální matice, W je vektor neznámých, F a G jsou nevazké (konvek-
tivní) toky, R a S jsou vazké toky (pozn. pro p°ípad Eulerových rovnice budou vazké
toky nulové).

D =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 , W =

 p
u
v

 , F =

 u
u2 + p̄
uv

 ,

G =

 v
uv

v2 + p̄

 , R =
1

ρ

 0
τxx
τxy

 , S =
1

ρ

 0
τxy
τyy

 .

(2.19)

2.4 Bezrozm¥rný tvar rovnic

Systém rovnic 2.18 lze p°epsat do bezrozm¥rného tvaru vyd¥lením kaºdé rozm¥rové
veli£iny vhodnou referen£ní (charakteristickou) hodnotou. [29] Pro prostorové veli-
£iny se pouºívá L (pr·m¥r trubice, vzdálenost paralelních desek apod.), pro rychlosti
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rychlost volného proudu U∞. Bezrozm¥rné veli£iny (ozna£ené *) pak získáme pomocí
vztah·

x∗ =
x

L
, y∗ =

y

L
, u∗ =

u

U∞
, v∗ =

v

U∞
, p∗ =

p

U2
∞
, t∗ =

U∞
L
t . (2.20)

Po dosazení do rovnice kontinuity

U∞
L

∂u∗

∂x∗
+
U∞
L

∂v∗

∂y∗
= 0 (2.21)

lze celou rovnici vynásobit £lenem L/U∞ a dostáváme rovnici ve tvaru

∂u∗

∂x∗
+
∂v∗

∂y∗
= 0, (2.22)

která obsahuje pouze bezrozm¥rné veli£iny, ale její tvar z·stal nezm¥n¥ný. Proces
lze zopakovat i pro pohybové rovnice, pro zjednodu²ení budeme uvaºovat viskozitu
konstantní

U2
∞
L

∂u∗

∂t∗
+
U2
∞
L

∂

∂x∗
(u∗2) +

U2
∞
L

∂

∂y∗
(u∗v∗) =

−U
2
∞
ρL

∂p∗

∂x∗
+

2µU∞
ρL2

∂2u∗

∂x∗2
+
µU∞
ρL2

∂

∂y∗

(
∂u∗

∂y∗
+
∂v∗

∂x∗

)
,

U2
∞
L

∂v∗

∂t∗
+
U2
∞
L

∂

∂x∗
(u∗v∗) +

U2
∞
L

∂

∂y∗
(v∗2) =

−U
2
∞
ρL

∂p∗

∂y∗
+
µU∞
ρL2

∂

∂x∗

(
∂u∗

∂y∗
+
∂v∗

∂x∗

)
+

2µU∞
ρL2

∂2v∗

∂y∗2
.

(2.23)

Celou rovnici lze vynásobit £lenem L/U2
∞

∂u∗

∂t∗
+

∂

∂x∗
(u∗2) +

∂

∂y∗
(u∗v∗) =

−∂p
∗

∂x∗
+

2µ

U∞Lρ

∂2u∗

∂x∗2
+

µ

U∞Lρ

∂

∂y∗

(
∂u∗

∂y∗
+
∂v∗

∂x∗

)
,

∂v∗

∂t∗
+

∂

∂x∗
(u∗v∗) +

∂

∂y∗
(v∗2) =

−∂p
∗

∂y∗
+

µ

U∞Lρ

∂

∂x∗

(
∂u∗

∂y∗
+
∂v∗

∂x∗

)
+

2µ

U∞Lρ

∂2v∗

∂y∗2
.

(2.24)

Kde p∗ = p∗/ρ a £len p°ed druhými derivacemi na pravé stran¥ je p°evrácená hodnota
Reynoldsova £ísla [17]

Re =
U∞L

µ
ρ . (2.25)

23



Výsledný tvar rovnice 2.16 ve zkráceném tvaru

ut + (u2 + p)x + (uv)y =
2

Re
uxx +

1

Re
(uy + vx)

vt + (uv)x + (v2 + p)y =
1

Re
(vx + uy) +

2

Re
vyy

(2.26)

op¥t strukturou odpovídá p·vodní rovnici. Z toho d·vodu uº není t°eba explicitn¥
ozna£ovat bezrozm¥rné veli£iny *.
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Kapitola 3

Numerické °e²ení

V této kapitole jsou popsány numerické metody pouºité pro °e²ení rovnic z p°edchozí
kapitoly.

3.1 Metoda um¥lé stla£itelnosti

Rovnice proud¥ní nestla£itelné tekutiny neobsahují £asovou derivaci tlaku (hustoty)
v rovnici kontinuity, coº komplikuje jejich °e²ení. Jednou metodou °e²ení je zavedení
um¥lé stla£itelnosti (více nap°. v [14, 20]). Rovnice kontinuity je roz²í°ena o £asovou
derivaci tlaku

ρ = pδ =
p

β2
, (3.1)

kde δ je koe�cient um¥lé stla£itelnosti a β um¥lá rychlost zvuku. Získáme rovnici
kontinuity ve tvaru

1

β2

∂p

∂t
+∇ · ~v = 0 . (3.2)

Systém rovnic pro nestla£itelné vazké proud¥ní 2.18 se zm¥ní pouze zám¥nou matice
D za Dβ

DβWt + Fx +Gy −Rx − Sy = 0, (3.3)

kde

Dβ =

 1
β2 0 0

0 1 0
0 0 1

 . (3.4)

Velikost β je konstantní a je moºné ji volit, ovliv¬uje v²ak rychlost výpo£tu, nebo´
je sou£ástí vlastních £ísel Jacobiho matic konvektivních tok· (více kapitola 3.9).
Vhodnou volbou um¥lé rychlosti zvuku je p°edem odhadnutá maximální rychlost
v oblasti °e²ení [20].
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3.2 Metoda kone£ných objem·

Metoda kone£ných objem· (MKO) [2, 11, 20] je diskretiza£ní metoda pro °e²ení bi-
lan£ních rovnic 2.5. Oblast Ω, na které je systém rovnic °e²en, je rozd¥lena na podob-
lasti, bu¬ky Ωij, které vyplní celou oblast a zárove¬ se ºádné dv¥ nep°ekrývají.
V kaºdé bu¬ce je °e²ení W (~x, t) aproximováno jeho st°ední hodnotou

Wi,j ≈
1

Ωi,j

∫
Ωi,j

W (~x, t)dΩ, (3.5)

kde Ωi,j je objem dané bu¬ky.

Obrázek 3.1: 2-D strukturovaná sí´ pro metodu kone£ných objem·

Rovnice 3.3 lze zapsat ve tvaru

Wt +∇ · F = 0 , (3.6)

kde F zahrnuje v²echny vazké i nevazké toky F,G,R, S. Dále uvaºujeme, ºe hodnoty
neznámých veli£in jsou situovány do st°ed· bun¥k (cell-centered schéma). Systém
konzervativních rovnic je °e²en pro kaºdou bu¬ku samostatn¥ a integrováním nabude
tvaru ∫

Ωij

WtdΩ +

∫
Ωij

FdΩ = 0 . (3.7)

Aplikací Gaussovy v¥ty (V¥ta 1) p°ejde objemový integrál v plo²ný∫
Ωij

WtdΩ +

∮
∂Ωij

F · ~ndS = 0 . (3.8)

Protoºe Ωij nezávisí na £ase, m·ºeme zm¥nit po°adí integrace a derivace podle £asu
v prvním £lenu. Dále nahrazením integrace druhého £lenu za sou£et st°edních hodnot
na st¥nách bu¬ky získáme tvar

∂

∂t

∫
Ωij

WdΩ +
N∑
k=1

Fijk · ~nijk∆Sijk = 0 , (3.9)
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∂

∂t
WijΩij +

N∑
k=1

Fijk · ~nijk∆Sijk = 0 , (3.10)

∂

∂t
Wij = − 1

Ωij

N∑
k=1

Fijk · ~nijk∆Sijk = Res(Wij) , (3.11)

kde Ωij vyjad°uje objem dané bu¬ky, nijk je vn¥j²í normála st¥ny a ∆S je plocha
st¥ny (délka ve 2-D). Rovnice 3.11 vyjad°uje obecný systém oby£ejných diferenciál-
ních rovnic. Dále je pot°eba vy°e²it zp·sob výpo£tu tok· Fijk a diskretizaci rovnic
v £ase.

Obrázek 3.2: St¥nové a normálové vektory bu¬ky sít¥

P°i výpo£tu rezidua (3.11) je t°eba znát rozm¥ry jednotlivých bun¥k sít¥. Objem
bu¬ky ve 2-D lze de�novat následovn¥

Ωi,j =
1

2
[(x1 − x3)(y2 − y4) + (x4 − x2)(y1 − y3)] . (3.12)

V rovnici 3.11 se dále vyskytuje sou£in plochy ∆S (délky st¥ny v 2-D) s normálovým
vektorem ~n

~Sm =

(
Sx,m
Sy,m

)
= ~nm∆Sm . (3.13)

3.3 Diskretizace tok·

Chceme-li vy£íslit rovnici 3.11, pot°ebujeme znát velikosti vazkých a konvektivních
tok· na st¥nách bu¬ky. Výpo£et tok· na st¥n¥ je moºné provést pr·m¥rováním jejich
hodnot ze st°ed· sousedních bun¥k. Nap°íklad pro st¥nu i+ 1/2, j vypadá výpo£et
konvektivních tok· následovn¥ [2]

(Fc∆S)i,j = 1
2

[Fc (Wi,j) + Fc (Wi+1,j)] ∆Si+1/2,j . (3.14)

Jinou variantou je pr·m¥rování hodnot prom¥nných na st¥nu bu¬ky a teprve poté
výpo£et tok·. Tímto zp·sobem je proveden výpo£et vazkých tok·, nebo´ pouºití
stejného postupu jako u konvektivních tok·, vytvá°í ²achovnicový efekt °e²ení. [2]

(Fv∆S)i,j = Fv
(

1
2

(Wi,j +Wi+1,j)
)

∆Si+1/2,j . (3.15)
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Obrázek 3.3: Duální objem pro výpo£et vazkých tok·

Pro výpo£et vazkých tok· je tedy t°eba nejd°íve znát derivace rychlostí na st¥nách
bu¬ky. K tomu je pouºito duálních sítí, které mají t¥ºi²t¥ bun¥k situovány do st°ed·
st¥n primární sít¥.

V¥ta 2 (Greenova v¥ta)
Nech´ ~f = (U, V ) je vektorová funkce v oblasti O ⊂ IE2 a sou°adnicové funkce U , V
mají v O spojité parciální derivace.

Nech´ C je kladn¥ orientovaná uzav°ená k°ivka v O taková, ºe IntC ⊂ O. Pak platí:

∮
S

(Udx+ V dy) =

∫
IntC

(
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)
dxdy. (3.16)

Integrací rychlosti p°es duální kontrolní objem Ω′ a vyuºitím Greenovy v¥ty (V¥ta
2) získáme výsledný vztah pro výpo£et derivací

∂v

∂x
=

1

Ω′

∫
Ω′

∂v

∂x
dΩ′ =

1

Ω′

∮
Ω′
vdy ≈ 1

Ω′

4∑
m=1

vmS
′
x,m , (3.17)

kde m je index st¥ny duální sít¥, vm je rychlost ve st°edu st¥ny duální sít¥ a S ′x,m
je sloºka st¥nového vektoru. Hodnoty ve st°edech st¥n Um jsou rovnou hodnoty
ve st°edech bun¥k primární sít¥ (pro m rovno 2 a 4), respektive hodnoty ve vrcho-
lech primární sít¥ (pro m rovno 1 a 3), které jsou po£ítány pr·m¥rováním hodnot
z okolních bun¥k

vi+1/2,j+1/2 =
1∑4

k=1 Ωk

(vi,jΩi,j + vi+1,jΩi+1,j + vi,j+1Ωi,j+1 + vi+1,j+1Ωi+1,j+1) .

(3.18)

Výsledné vztahy pro výpo£et prostorových derivací jsou
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ux ≈
1

Ω′

4∑
m=1

umSx,m uy ≈
1

Ω′

4∑
m=1

umSy,m (3.19)

vx ≈
1

Ω′

4∑
m=1

vmSx,m vy ≈
1

Ω′

4∑
m=1

vmSy,m . (3.20)

3.4 Um¥lá disipace

Nevýhodou diskretizace konvektivních tok· pomocí centrálního schématu je vytvo-
°ení ²achovnicového efektu (odd-even decoupling), kdy vzniknou dv¥ r·zná °e²ení
úlohy. Proto je t°eba schéma roz²í°it o um¥lou disipaci, která zlep²í stabilitu °e²ení.
Pouºitím disipace Jamesonova typu [15, 16] pro Eulerovy rovnice vznikne tzv. JST
schéma (Jameson-Schmidt-Turkel), které je kombinací druhé a £tvrté diference. [26,
27, 28]

Res(Wij) =
∑

(Fck∆Sk −Dk) ~nk , (3.21)

kde D je p°idaný £len um¥lé disipace de�novaný následovn¥

D(Wij) = Dx(Wij) +Dy(Wij)

Dx(Wij) = di+1/2,j − di−1/2,j

Dy(Wij) = di,j+1/2 − di,j−1/2

di+1/2,j = ε
(2)
i+1/2∆Wi+1/2,j (3.22)

− ε(4)
i+1/2(∆Wi+3/2,j − 2∆Wi+1/2,j + ∆Wi−1/2,j)

∆Wi+1/2,j = Wi+1,j −Wi,j .

Koe�cienty ε(2)
i+1/2 a ε(4)

i+1/2 jsou vypínány a zapínány pomocí tlakového spína£e

si,j =
|pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j|
pi+1,j + 2pi,j + pi−1,j

. (3.23)

Hodnotu tlakového spína£e si+1/2,j a spektrálního polom¥ru ri+1/2,j na st¥n¥ m·ºeme
de�novat jako

si+1/2,j = max(si,j, si+1,j), ri+1/2,j = max(ri,j, ri+1,j) . (3.24)

Pak koe�cienty ε(2) a ε(4)jsou

ε
(2)
i+1/2 = k(2)si+1/2,jri+1/2,j (3.25)

ε
(4)
i+1/2 = max(0, k(4)ri+1/2,j − ε(2)

i+1/2). (3.26)

Konstanty k(2) a k(4) je moºno volit [15], jejich hodnota je zpravidla
1
2
≤ k(2) ≤ 1, 1

128
≤ k(4) ≤ 1

32
. (3.27)

P°i správn¥ zvolených k(2) a k(4) tlakový spína£ zp·sobí, ºe disipace druhého °ádu
je aktivní pouze v okolí rázových vln, kde zabra¬uje oscilacím, a naopak je úpln¥
vypnuta v p°ípad¥ aktivní disipace £tvrtého °ádu.
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3.5 Jacobiho matice

Jacobiho matice konvektivního toku reprezentuje gradient konvektivního toku v·£i
konzervativním neznámým

Ac =
∂Fc
∂W

, A =
∂F

∂W
, B =

∂G

∂W
, (3.28)

kde
Fc = Fnx +Gny . (3.29)

Nap°íklad vlastní £ísla matice A jsou u, u +
√
u2 + β2 a u−

√
u2 + β2. Spektrální

polom¥r matice A je potom rA = |u|+
√
u2 + β2.

3.6 Numerické schéma

V p°edchozích £ástech jsme de�novali zp·sob, kterým je po£ítáno reziduum (pravá
strana) soustavy ODR. Pro jejich diskretizaci v £ase je t°eba zvolit vhodnou nume-
rickou metodu.

3.6.1 Eulerova metoda

Nejjednodu²²í zp·sob numerického °e²ení soustavy diferenciálních rovnic je explicitní
Eulerova metoda [1, 2]. Jde o jednokrokovou metodu a pro rovnici 3.11 vypadá
následovn¥

W n+1
i,j = W n

i,j −
∆t

Ωi,j

Res(Wi,j) . (3.30)

3.6.2 Rungeova-Kuttova metoda

�ast¥ji pouºívané jsou vícekrokové metody typu Runge-Kutty [2], lze je zapsat
ve tvaru

W
(0)
i,j = W n

i,j

W
(1)
i,j = W

(0)
i,j − α1

∆t

Ωi,j

Res
(0)
i,j

W
(2)
i,j = W

(0)
i,j − α1

∆t

Ωi,j

Res
(1)
i,j (3.31)

...

W n+1
i,j = W

(m)
i,j = W

(0)
i,j − αm

∆t

Ωi,j

Res
(m−1)
i,j .

Obecn¥ji se po£ítá poslední krok jako kombinace reziduí v²ech p°edchozích krok·.
Ve tvaru 3.31 v²ak sta£í ukládat do pam¥ti pouze p°edchozí krok. Horní index Res(k)

vyjad°uje, ºe reziduum je vy£ísleno z °e²ení k-tého kroku W (k).
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Pro zkrácení výpo£etního £asu je moºné metodu upravit tak, ºe vazké toky a disipa-
tivní £leny nejsou znovu vy£ísleny v kaºdém kroku metody. Takto upravené metody
se nazývají hybridní vícekrokové metody [2] a p°i realizaci rozd¥lují prostorou dis-
kretizaci na dv¥ £ásti

Resi,j = (Resc)i,j − (Resd)i,j. (3.32)

První £ást (Resc)i,j zahrnuje diskretizaci konvektivních tok· (a p°ípadn¥ zdrojové
£leny), Druhá £ást (Resd)i,j je sloºena z vazkých tok· a um¥lé disipace

Resc =
∑

Fc∆S (3.33)

Resd =
∑

Fv∆S +D(W ) . (3.34)

Schéma RK-5,3 pak m·ºeme formulovat ve tvaru

W
(0)
i,j = W n

i,j

W
(1)
i,j = W

(0)
i,j − α1

∆t

Ωi,j

[
Res(0)

c −Res
(0)
d

]
i,j

W
(2)
i,j = W

(0)
i,j − α2

∆t

Ωi,j

[
Res(1)

c −Res
(0)
d

]
i,j

W
(3)
i,j = W

(0)
i,j − α3

∆t

Ωi,j

[
Res(2)

c −Res
(2,0)
d

]
i,j

(3.35)

W
(4)
i,j = W

(0)
i,j − α4

∆t

Ωi,j

[
Res(3)

c −Res
(2,0)
d

]
i,j

W
(5)
i,j = W

(0)
i,j − α5

∆t

Ωi,j

[
Res(4)

c −Res
(4,2)
d

]
i,j

,

kde

Res
(2,0)
d = β3Res

(2)
d + (1− β3)Res

(0)
d (3.36)

Res
(4,2)
d = β5Res

(4)
d + (1− β5)Res

(2,0)
d . (3.37)

Hodnoty parametr· αk a βk jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Krok α β
1 0.2500 1.00
2 0.1667 0.00
3 0.3750 0.56
4 0.5000 0.00
5 1.0000 0.44

Tabulka 3.1: Hodnoty koe�cient· pro hybridní RK-5,3 metodu [2]

3.7 MacCormackovo schéma

MacCormackovo schéma je dvojkroková itera£ní metoda, která pracuje zp·sobem
prediktor-korektor. V prvním kroku je spo£ten prediktor. Druhý krok vychází z hod-
not prediktoru a zp°es¬uje je - korektor. Nakonec jsou hodnoty prediktoru a korek-
toru zpr·m¥rovány a dopln¥ny o um¥lou disipaci, £ímº je získáno hodnot v nové
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£asové vrstv¥. [13, 21, 22, 25]
Prediktor:

W p
i,j = W n

i,j −
∆t

Ωi,j

4∑
k=1

[(
F n
k −Rn

k

)
∆Sknxk +

(
Gn
k − Snk

)
∆Sknyk

]
(3.38)

Korektor:

W c
i,j = W p

i,j −
∆t

Ωi,j

4∑
k=1

[(
F p
k −R

p
k

)
∆Sknxk +

(
Gp
k − S

p
k

)
∆Sknyk

]
(3.39)

Následující £asová vrstva:

W n+1
i,j =

1

2

(
W p
i,j +W c

i,j

)
+D(W n

i,j) (3.40)

(a) Prediktor (b) Korektor

Obrázek 3.4: Výpo£etní stencil pro prediktor a korektor MacCormackova schématu

MacCormackovo schéma se od p°edchozích li²í pouze výpo£tem konvektivních tok·.
Jedna z moºných variant výpo£tu je zobrazena na 3.4. Pro prediktor jsou pouºity
hodnoty tok· z upstream bun¥k (F1 = Fi,j−1, F4 = Fi−1,j) a aktuální st°edové
bu¬ky (F2 = Fi,j, F3 = Fi,j). Pro korektor potom hodnoty tok· z downtream bun¥k
(F2 = Fi+1,j, F3 = Fi,j+1) a aktuální st°edové bu¬ky (F1 = Fi,j, F4 = Fi,j). Vazké
toky a um¥lá disipace odpovídají kapitole 3.3.

3.8 De�nice okrajových podmínek

Pro numerické °e²ení proud¥ní metodou kone£ných objem· je t°eba vypo°ádat se
s implementací okrajových podmínek. Pro jednoduchost dal²ích algoritm· výpo£tu
jsou realizovány p°idáním 2 vrstev bun¥k, které jsou zahrnuty do výpo£tu pouze
p°ísp¥vkem do numerických tok· a disipace. Dle funkce jsou zde pouºity vstup,

výstup a st¥na. Okrajová podmínka pro st¥nu se bude li²it pro Eulerovy, respek-
tive Navierovy-Stokesovy rovnice. Zatímco pro Eulerovy sta£í, aby hmota netekla
skrz st¥nu (normálová rychlost nulová), u NS rovnic se p°edpokládá nulová rychlost
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(a) Poloha okrajových podmínek
(b) Okrajová podmínka st¥ny pro
nevazké (v′′) a vazké (v′) proud¥ní

Obrázek 3.5: Okrajové podmínky

na st¥n¥. (Pro p°ehlednost p°edpokládejme následující kombinaci OP: vstup vlevo
(i = 1), výstup vpravo (i = n), st¥na dole (j = 1) a naho°e (j = m).)

Vstup: p°edepisujeme rychlostní pro�l a extrapolujeme tlak ze sousedních bun¥k

Win1 = W−2,j =

2p1,j − p2,j

u∞
v∞

 ,Win2 = W−1,j =

3p1,j − 2p2,j

u∞
v∞

 (3.41)

Výstup: p°edepisujeme tlak a extrapolujeme rychlost ze sousedních bun¥k

Wout1 = Wn+1,j =

 p∞
2un,j − un−1,j

2vn,j − vn−1,j

 ,Wout2 = Wn+2,j =

 p∞
3un,j − 2un−1,j

3vn,j − 2vn−1,j

 (3.42)

St¥na: extrapolujeme rychlost a kopírujeme tlak ze sousedních bun¥k

Ww1 = Wi,−1 =

 pi,1
ui,1 − 2(ui,1nx + vi,1ny)nx
vi,1 − 2(ui,1nx + vi,1ny)ny


Ww2 = Wi,−2 =

 pi,2
ui,2 − 2(ui,2nx + vi,2ny)nx
vi,2 − 2(ui,2nx + vi,2ny)ny

 (3.43)

respektive pro Navierovy-Stokesovy rovnice

Ww1 = Wi,−1 =

 pi,1
−ui,1
−vi,1

 ,Ww2 = Wi,−2 =

 pi,2
−ui,2
−vi,2

 (3.44)

Nejasnost p°i aplikovaní okrajových podmínek vznikne v místech, kde se dv¥ OP
setkávají (v rozích na obrázku 3.5a). Hodnoty v t¥chto bu¬kách nejsou vyºadovány
pro základní výpo£et, pouze pro výpo£et rychlostních gradient·. Jedním zp·sobem
je pr·m¥rování hodnot ze sousedních bun¥k. Nap°íklad [2] doporu£uje u okrajových
podmínek typu st¥na roz²í°ení této podmínky aº do kraj·.
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3.9 �asový krok

Stabilita explicitních numerických metod je vºdy závislá na velikosti £asového kroku.
Pro Eulerovy rovnice je pro výpo£et maximálního £asového kroku pouºito vztahu
uvedeného nap°. v [2]

∆t = min
i,j

Ωi,j CFL

(rA∆y)i,j + (rB∆x)i,j
, (3.45)

kde rA a rB jsou spektrální polom¥ry Jacobiho matic konvektivních tok· a CFL je
Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho £íslo, pro které daná numerická metoda spl¬uje
podmínku stability. CFL pro metodu RK-5,3 je CFL ≤ 3, 6. Pro Eulerovu a Mac-
Cormackovu metodu je CFL ≤ 1.
P°idáním vazkých £len· do pohybových rovnic (NS rovnice) se výpo£et £asového
kroku ztíºí a m·ºe mít podobu

∆t = min
i,j

Ωi,j CFL

(rA∆y)i,j + (rB∆x)i,j + γ̇
Re

(
(∆x)2i,j+(∆y)2i,j

Ωi,j

) . (3.46)

3.10 Kritérium konvergence

Pro sledování konvergence je zavedena norma residua v následující form¥

||Res(Wi,j)|| =
1

n m

√√√√∑
i,j

(W n+1
i,j −W n

i,j)
2

∆t
, (3.47)

kde n,m jsou po£ty bun¥k výpo£etní sít¥ ve sm¥ru x resp. y. Známkou konvergence
je sníºení velikosti rezidua o n¥kolik °ád·. Numerický výpo£et probíhá do spln¥ní
podmínky konvergence

||Res(Wi,j)||n
||Res(Wi,j||5

≤ ε,

||Res(Wi,j||5 = max
1≤n≤5

||Res(Wi,j||n ,
(3.48)

kde reziduum v konkrétní iteraci je d¥lené maximálním reziduem v prvních p¥ti
iteracích a ε m·ºe být nap°íklad vektor ε = (10−10, 10−10, 10−10).
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Kapitola 4

Numerické simulace

V této kapitole jsou popsány samotné simulace a jejich výsledky.

4.1 Rovný kanál

Jako první testovací p°ípad byla provedena simulace proud¥ní Newtonské tekutiny
rovným kanálem mezi dv¥ma paralelními deskami. Délka kanálu je rovna desetiná-
sobku vzdálenosti desek.

4.1.1 Newtonská tekutina

Tato úloha je snadno exaktn¥ °e²itelná, budeme-li uvaºovat rychlostní pro�l nezá-
vislý na sou°adnici x

−∂p
∂x

+
∂

∂y

(
µ
∂u

∂y

)
= 0

∂p

∂y
= 0 .

(4.1)

Pro nulové okrajové podmínky °e²ení nalezneme ve tvaru

u =
∆p

2µL
(y2 − yH), (4.2)

kde H a L jsou rozm¥ry kanálu a ∆p tlakový gradient, který dopo£ítáme z objemo-
vého toku

V̇ = −∆pH3

12µL
. (4.3)

Vlastní simulace byla provedena nejprve na uniformní síti 100x20 bun¥k.Okrajová
podmínka na vstupu do kanálu (vlevo) je zadána jako konstantní rychlostní pro�l
v∞ = (0.05, 0)ms1, tím je ur£en objemový tok, který musí být pro kaºdý pr·°ez
kanálu konstantní.
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(a) Geometrie

(b) 100x25 prvk· (c) 200x49 prvk·

Obrázek 4.1: Geometrie a detail zjemn¥ných sítí pro rovný kanál

P°i nastavení kritéria konvergence ε = 10−10 se £as ukon£ení výpo£tu zna£n¥ li²í
zejména p°i pouºití Eulerovy metody.

Metoda £as [s] iterace iterace / s
Euler 7734.6 275 410 35,6
RK(5,3) 417.6 4 220 10,1
MacCormack 617.9 18 900 30,6

Tabulka 4.1: Délka výpo£tu pro dosaºení konvergence

V grafu 4.4 a 4.5 je vid¥t, ºe a£koliv je na vstupu zadán konstantní rychlostní pro�l,
dojde k vyvinutí parabolického tvaru, který odpovídá analytickému °e²ení proud¥ní
mezi paralelními deskami.
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Obrázek 4.2: Pr·b¥h rezidua na sí´i 100x20

Obrázek 4.3: Pr·b¥h tlaku v p°ímém kanále (Newtonská tekutina)

Obrázek 4.4: Pr·b¥h rychlosti v p°ímém kanále (Newtonská tekutina)

(a) Rychlostní pro�l na výstupu (b) Pr·b¥h rychlosti v ose kanálu

Obrázek 4.5: Srovnání rychlostních pro�l· na výstupu a v ose kanálu
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4.1.2 Nenewtonská tekutina

P°i °e²ení úlohy proud¥ní nenewtonské tekutiny vyjdeme op¥t z rovnic 4.1 a místo
konstantní dynamické viskozity pouºijeme mocninný model 1.9.

−∂p
∂x

+
∂

∂y

(
K

(
∂u

∂y

)n)
= 0 . (4.4)

Integrací a dosazením nulových okrajových podmínek získáme p°edpis pro rychlostní
pro�l a objemový tok v následujícím tvaru (výpo£et v p°íloze A)

u =

(
∆ph

KL

) 1
n nh

n+ 1

(
1−

(y
h

)n+1
n

)
, (4.5a)

V̇ =

(
∆ph

KL

) 1
n 2nh2

2n+ 1
. (4.5b)

(a) n = 0.5 (b) n = 1.5

Obrázek 4.6: Rychlostní pro�l na výstupu p°i pouºití mocninného modelu viskozity

(a) n = 0.5

(b) n = 1.5

Obrázek 4.7: Pr·b¥h tlaku v p°ímém kanále (Mocninný model)
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4.2 �tvercová kavita

�tvercová kavita je dal²í b¥ºnou úlohou pouºívanou pro otestování numerických
metod. Oblast, na které je problém de�novaný, ohrani£ují t°i pevné st¥ny a £tvrtá
pohyblivá, která vná²í do tekutiny smykové nap¥tí. Úloha je °e²ena pro newtonskou
tekutinu a dv¥ r·zná Reynoldsova £ísla 100 a 1000.

(a) Geometrie £tvercové kavity (b) Sí´ 50x50

Obrázek 4.8: Geometrie a výpo£etní sí´ pro £tvercovou kavitu

Úloha je °e²ena na oblasti o rozm¥rech L = 0, 1m a jako okrajová podmínka na horní
st¥n¥ je dán vektor rychlosti v = (U, 0), kde U = 1

300
ms−1 pro Re = 100, respektive

U = 1
30
ms−1 pro Re = 1000. Protoºe se zde nevyskytují okrajové podmínky jiného

typu neº st¥na, je t°eba zadat tlak. Ten je pevn¥ zadán v jedné rohové bu¬ce.

Srovnání rychlostních pro�l· v osách výpo£etní oblasti ukazuje, ºe výsledky obou
pouºitých metod se dob°e shodují se známými výsledky publikovanými v [9].
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(a) Velikost rychlosti (Re = 100) (b) Velikost rychlosti (Re = 1000)

(c) Pr·b¥h u (Re = 100) (d) Pr·b¥h v (Re = 100)

(e) Pr·b¥h u (Re = 1000) (f) Pr·b¥h v (Re = 1000)

Obrázek 4.9: Rychlostní pole a rychlostní pro�ly v °ezech st°edem kavity
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4.3 Symetrická stenóza

Proud¥ní mezi dv¥ma paralelními deskami s zúºením napodobuje v minulosti [30]
°e²ené proud¥ní trubicí se symetrickou stenózou. Jde o p°ípad, který se v srde£n¥-
cévním ob¥hu £asto vyskytuje. Na obrázku 4.10a je detail základní výpo£etní sít¥
v míst¥ zúºení. Pro tuto úlohu jsou pouºité rozm¥ry

D = 14mm, d = 1
2
D, L = 5

6
D, l = 1

3
D. (4.6)

Okrajová podmínka na vstupu je volena ve tvaru parabolického pro�lu 4.2. Na vý-
stupu op¥t konstantní tlak a extrapolace rychlosti.

4.3.1 Newtonský model

Nejprve je provedena simulace s newtonským modelem tekutiny. Pouºita dynamická
viskozita shodná s mezní viskozitou cross modelu pro nekone£nou smykovou rych-
lost µ = ηcross∞ = 0.0047Pa s. Úloha je °e²ena metodou RK 5,3 i MacCormackovou,
srovnání rychlostních pro�l· s °e²ením získaným pomocí Ansys Fluent (metoda SIM-
PLE) je na obr. 4.13.

(a) Detail geometrie stenózy

(b) Sí´ 150x29

Obrázek 4.10: Geometrie a výpo£etní sí´ stenózy

(a) Tlakové pole (b) Rychlostní pole

Obrázek 4.11: Tlakové a rychlostní pole v detailu zúºení

Z grafu 4.13 je patrné, ºe ob¥ pouºité metody dávají rychlostní pro�ly shodné s vý-
sledky p°edchozí práce [30].
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Obrázek 4.12: Rychlostní pole

(a) St°ed zúºení (b) Konec stenózy

Obrázek 4.13: Porovnání rychlostních pro�l· ve st°edu a za koncem stenózy

4.3.2 Mocninný model

Podobn¥ jako v úloze 4.1.2 byla provedena simulace proud¥ní s vyuºitím mocninného
modelu viskozity pro dv¥ r·zné hodnoty indexu toku n = 0, 5 a n = 1, 5.

(a) St°ed zúºení (b) Konec stenózy

Obrázek 4.14: Rychlostní pro�ly ve st°edu a za koncem stenózy

Srovnání rychlostních polí p°i pouºití r·zných index· toku n je uvedeno v p°íloze
B.1.
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4.3.3 Modely krve

Pro modelování proud¥ní krve stenózou je pouºito model· viskozity jiº zmín¥ných
v kapitole 1.1. Pro urychlení výpo£tu je jako po£áte£ní podmínka zvolen výsledek
simulace proud¥ní s newtonským modelem. Porovnání rychlostí a viskozity je zob-
razeno na obr. 4.15. Simulace byly provedeny pro Re = 200.

(a) Newtonský model (b) Mocninný model

(c) Cross model (d) Simpli�ed Cross model

(e) Carreau model (f) Carreau-Yasuda model

(g) Powell-Eyring model (h) Modi�ed Powell-Eyring model

Obrázek 4.15: Rozloºení rychlosti v stenóze pro r·zné modely viskozity
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(a) Newtonský model (b) Mocninný model

(c) Cross model (d) Simpli�ed Cross model

(e) Carreau model (f) Carreau-Yasuda model

(g) Powell-Eyring model (h) Modi�ed Powell-Eyring model

Obrázek 4.16: Rozloºení viskozity v stenóze pro r·zné modely viskozity

Z gra�ckého zobrazení je patrné, ºe Powell-Eyring·v model pro tuto úlohu dává niº²í
hodnoty viskozity oproti ostatním model·m. To je z°ejmé uº z grafu 1.2, nebo´ se
pro tuto úlohu nacházíme v oblasti smykových rychlostí γ̇ ∈ (10−2, 10−1), pro které
daný model dosahuje niº²ích viskozit. Pro °e²ení úlohy v této oblasti je tedy moºné
bez rozdílu pouºít kterýkoliv z ostatních model·.
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4.3.4 Smykové nap¥tí na st¥n¥

Pro n¥které aplikace je p°i vyhodnocování numerického výpo£tu d·leºité smykové
nap¥tí na st¥n¥. Nap°. u proud¥ní krve má jeho hodnota vliv na pevnost cév [18].

Obrázek 4.17: Pr·b¥h smykového nap¥tí na st¥n¥ stenózy pro newtonskou tekutinu

Na obr. 4.17 je porovnání nap¥tí na st¥n¥ získaného z Fluentu a vlastním progra-
mem pro model newtonské tekutiny. Z tohoto je moºné usuzovat, ºe výpo£et nap¥tí
je správný a odchylky t¥chto dvou °e²ení jsou zp·sobeny pouze rozdílem v pouºité
výpo£etní síti (zatímco pro Fluent je pouºita geometrie p°esn¥ kopírující experi-
mentální sklen¥nou trubici z [30], vlastní °e²i£ pouºívá geometrii de�novanou funkcí
sinus).
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Obrázek 4.18: Srovnání smykového nap¥tí na st¥n¥ pro nenewtonskou tekutinu

Dle srovnání pr·b¥hu smykového nap¥tí na st¥n¥ (obr. 4.18) se znovu potvrzuje
shoda v¥t²iny pouºitých model· viskozity. Vymyká se op¥t Powell-Eyring·v model,
který v blízkosti st¥ny predikuje vy²²í hodnoty viskozity neº ostatní modely (p°es-
toºe z obr. 4.16 je z°ejmé, ºe pr·m¥rná hodnota viskozity je oproti ostatním niº²í).
Zajímavým zji²t¥ním je niº²í hodnota nap¥tí pro newtonský model. Tento výsledek
nazna£uje, ºe volba referen£ní viskozity pro newtonský model jako η∞ není vhodná
a z°ejm¥ by pro kaºdou úlohu m¥la být ur£ena individuáln¥.
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4.4 Kolmé v¥tvení kanálu

Dal²í °e²enou úlohou je rozv¥tvení kanálu. Jako první p°ípad je °e²eno kolmé napo-
jení sekundárního kanálu (α = 90◦), který má ²í°ku d = 0.45D. Pro takto zadanou
úlohu je t°eba de�novat dal²í okrajovou podmínku na výstupu sekundárního ka-
nálu. Rychlost je extrapolována obdobn¥ jako u p°edchozích úloh, ale hodnota tlaku
m·ºe být r·zná a v praxi bude záviset i na délce a tvaru kanálu mimo °e²enou oblast.
Pro jednoduchost je uºito rozdílu v tlakových OP ∆p = pout2 − pout1.

(a) Geometrie úlohy (b) Detail sít¥

Obrázek 4.19: Geometrie a výpo£etní sí´ úlohy kolmého rozv¥tvení

Na obr. 4.20 a 4.21 je detail rychlostního, respektive tlakového pole p°i pouºití
newtonského modelu a cross modelu p°i Re = 200 a ∆p = 0.

(a) Newtonský model (b) Cross model

Obrázek 4.20: Rozloºení rychlosti v kolmém rozv¥tvení kanálu
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(a) Newtonský model (b) Cross model

Obrázek 4.21: Rozloºení tlaku v kolmém rozv¥tvení kanálu

Následn¥ byla provedena série simulací s r·zným tlakem na výstupu a dále s r·znou
rychlostí na vstupu. Závislosti objemového toku sekundárním kanálem na tlakovém
rozdílu ∆p, respektive na Reynoldsov¥ £ísle, jsou uvedeny v tabulce 4.2 a 4.3. Od-
povídající rychlostní pole je v p°íloze B.2.

∆p -1 0 0.4 1 2 3

V̇2/V̇ 0.251 0.194 0.17 0.135 0.078 0.029

Tabulka 4.2: Pr·tok sekundárním kanálem v závislosti na ∆p (Cross, Re = 200)

Re 100 200 400 800 1200

V̇2/V̇ 0.23 0.194 0.138 0.076 0.064

Tabulka 4.3: Pr·tok sekundárním kanálem v závislosti na Re (Cross, ∆p = 0)
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(a) ∆p = −1Pa (b) ∆p = 1Pa

(c) ∆p = 2Pa (d) ∆p = 3Pa

Obrázek 4.22: Rozloºení bezrozm¥rné rychlosti v kolmém rozv¥tvení kanálu (Cross,
Re = 200)

(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 800 (d) Re = 1200

Obrázek 4.23: Rozloºení bezrozm¥rné rychlosti v kolmém rozv¥tvení kanálu (Cross,
∆p = 0)
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(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 800 (d) Re = 1200

Obrázek 4.24: Rozloºení tlaku v kolmém rozv¥tvení kanálu (Cross, ∆p = 0)

Z výsledk· zobrazených v tabulkách 4.2 a 4.3, respektive obrázcích 4.22, 4.23 a 4.24
je patrné, ºe se zvy²ujícím se pr·tokem V̇ se sniºuje relativní pr·tok sekundár-
ním kanálem a v¥t²í £ást tekutiny pokra£uje dál hlavním kanálem. Podobn¥ pr·tok
ovliv¬uje výstupní okrajová podmínka, kdy pro vy²²í rozdíl tlaku ∆p bychom mohli
pozorovat obrácený sm¥r proud¥ní v sekundárním kanálu.
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4.5 Ostré v¥tvení kanálu

Rozdíl mezi touto a p°edchozí úlohou je pouze ve velikosti úhlu α mezi v¥tvemi
kanálu. V tomto p°ípad¥ budeme uvaºovat ostrý úhel α = 45◦. Pro srovnání s p°ed-
chozí úlohou jsou pouºity dv¥ geometrie s rozdílným rozm¥rem sekundárního kanálu.
Jedna pro d = 0.45D/

√
2 a druhá pro d = 0.45D.

(a) d = 0.45D/
√

2 (b) d = 0.45D

Obrázek 4.25: Detail výpo£etní sít¥ ostrého v¥tvení kanálu

Nejprve byla provedena simulace srovnávající newtonský model s nenewtonským
cross modelem pro ob¥ varianty geometrie (Re = 200,∆p = 0). Na obr. 4.26 jsou
zobrazeny vektory rychlosti v detailu napojení kanálu pro ob¥ varianty ²í°ky kanálu
(²kálování vektor· není pro oba bloky stejné).

(a) Úzký sekundární kanál (b) �iroký sekundární kanál

Obrázek 4.26: Detail rychlostního pole ostrého v¥tvení (Newtonský model)

V tabulce relativních pr·tok· sekundárním kanálem (4.4) si lze pov²imnout, ºe v ²i-
rokém kanále se oproti úzkému zvý²il pr·tok p°ibliºn¥ na dvojnásobek.
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(a) Newtonský model (úzký) (b) Cross model (úzký)

(c) Newtonský model (²iroký) (d) Cross model (²iroký)

Obrázek 4.27: Rozloºení bezrozm¥rné rychlosti v ostrém rozv¥tvení kanálu

model Newtonský Cross

V̇2/V̇ 0.082 0.100

(a) Úzký kanál

model Newtonský Cross

V̇2/V̇ 0.148 0.216

(b) �iroký kanál

Tabulka 4.4: Pr·tok sekundárním kanálem

Re 100 200 400 600 800 1000 1200

V̇2/V̇
úzký 0.108 0.100 0.082 0.066 0.055 0.046 0.039

²iroký 0.242 0.216 0.168 0.130 0.101 0.080 0.065

Tabulka 4.5: Pr·tok sekundárním kanálem v závislosti na Re (Cross, ∆p = 0)
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(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 600 (d) Re = 800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrázek 4.28: Rozloºení bezrozm¥rné rychlosti v ostrém rozv¥tvení kanálu (úzký,
cross, ∆p = 0)
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(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 600 (d) Re = 800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrázek 4.29: Rozloºení bezrozm¥rné rychlosti v ostrém rozv¥tvení kanálu (²iroký,
cross, ∆p = 0)

54



Záv¥r

Cílem této práce bylo popsat proud¥ní vazké nestla£itelné nenewtonské tekutiny
a vytvo°it vlastní program pro °e²ení proud¥ní metodou kone£ných objem·.
V kapitole 2 byl uveden matematický model vhodný pro popis 2D proud¥ní. Následn¥
v kapitole 3 byly popsány numerické metody pouºité pro °e²ení daného problému.
Byla zde popsána metoda um¥lé stla£itelnosti, metoda kone£ných objem· a dále me-
tody diskretizace: centrální schéma, Eulerova metoda, Rungeova-Kuttova metoda,
MacCormackovo schéma.
V poslední kapitole byly prezentovány výsledky z vlastních numerických simulací.
Nejprve úlohy pouºité pro otestování funk£nosti vytvo°eného programu, které bylo
moºné srovnat s analytickým °e²ením (proud¥ní mezi paralelními deskami pro new-
tonskou tekutinu a pro nenewtonskou tekutinu s mocninným modelem viskozity)
nebo s °e²ením známým z jiných publikací (proud¥ní ve £tvercové kavit¥, symetrická
stenóza).
V kapitole 4.1 byla na úloze proud¥ní newtonské tekutiny mezi paralelními deskami
srovnána £asová náro£nost t°í pouºitých metod. Z testu dle p°edpokladu nejlépe
vy²la Rungeova-Kuttova 5,3 metoda (obr. 4.2). U této úlohy je zárove¬ moºné po-
zorovat rozdíl v tlakovém gradientu p°i pouºití r·zných mocninných index·, kdy
s rostoucím n tlaková ztráta roste (obr. 4.3 a 4.7).
Úloha £tvercové kavity (kap. 4.2) ukázala validní numerické °e²ení pro proud¥ní vy-
volené pouze vazkými £leny (srovnáno bylo °e²ení pomocí RK 5,3 i MacCormack).
Rychlostní pro�ly byly srovnány s [9].
V úloze symetrické stenózy (kap. 4.3) bylo provedeno srovnání model· viskozity (ka-
librované pro proud¥ní krve), které ukázalo shodné výsledky pro v¥t²inu testovaných
model·. Z tohoto lze vyvozovat, ºe pro danou úlohu (a úlohy podobné) je moºné
pouºít kterýkoliv z nich. Dále zde bylo srovnáno smykové nap¥tí na st¥n¥ známým
z p°edchozí práce [30].
V kapitole 4.4 a 4.5 byly shrnuty simulace proud¥ní ve víceblokové oblasti, rozv¥tvení
kanálu. Simulace byly provedeny pro kolmé i ostré napojení s r·znými kombinacemi
okrajových podmínek. Z gra�ckého zobrazení tlakových polí (obr. 4.21, 4.24, B.6,
B.8) lze usoudit, ºe pro niº²í hodnoty Reynoldsova £ísla by bylo vhodné lépe vyladit
koe�cienty um¥lé disipace pro dosaºení hlad²ího °e²ení.

V²echny numerické simulace byly °e²eny vlastním programem implementovaným
v jazyce C++, pro postprocessing bylo uºito programu Matlab.
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Návrhy na zdokonalení

� Upravení programu pro °e²ení 3D úloh

� Upravení programu pro nestrukturované sít¥

� Upravení programu pro implicitní metody
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P°íloha A

Nenewtonský rychlostní pro�l

Uvaºujeme proud¥ní nestla£itelné vazké tekutiny mezi dv¥ma paralelními deskami
o vzdálenosti H = 2h, délce L a ²í°ce w = 1. Pro ustálené proud¥ní odvodíme z NS
rovnic

−∂p
∂x

+
∂

∂y

(
η
∂u

∂y

)
= 0, (A.1)

∂p

∂y
= 0. (A.2)

Umístíme-li sou°adnicovou osu do osy symetrie kanálu, m·ºeme uvaºovat následující
okrajové podmínky

u(y = ±h) = 0,

∂u

∂y
(y = 0) = 0.

(A.3)

Uvaºujme nyní mocninný model viskozity

η = K

(
∂u

∂y

)n−1

(A.4)

a ozna£me gradient tlaku ∂p
∂x

= −∆p
L
. Rovnice A.1 má poté tvar

∂

∂y

(
K

(
∂u

∂y

)n)
= −∆p

L
, (A.5)

po integraci podle prom¥nné y dostáváme rovnici

K

(
∂u

∂y

)n
= −∆p

L
y + C1. (A.6)
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Dosazením okrajové podmínky ∂u
∂y

= 0 ur£íme integra£ní konstantu C1 = 0.
�e²ení rovnice

∂u

∂y
= −

(
∆p

KL
y

)1/n

(A.7)

nalezneme integrací ve tvaru

u = −
(

∆p

KL
y

)1/n
n

n+ 1
y + C2. (A.8)

Dosazením okrajové podmínky u(h) = 0 ur£íme druhou integra£ní konstantu

C2 =

(
∆p

KL
h

)1/n
n

n+ 1
h. (A.9)

A tedy °e²ení rychlostního pro�lu má tvar

u =

(
∆ph

KL

) 1
n nh

n+ 1

(
1−

(y
h

)n+1
n

)
. (A.10)

Protoºe v numerické úloze zadáváme rychlostní pro�l na vstupu a ne tlakový rozdíl,
musíme je²t¥ vy°e²it závislost gradientu tlaku na pr·toku ∆p = f(V̇ )

V̇ = w

∫ h

−h
u(y)dy = 2

∫ h

0

u(y)dy

= 2

(
∆ph

KL

) 1
n nh

n+ 1

∫ h

0

(
1−

(y
h

)n+1
n

)
dy

= 2

(
∆ph

KL

) 1
n nh

n+ 1

(
y −

(y
h

)n+1
n
y

n

2n+ 1

)∣∣∣∣∣
y=h

(A.11)

= 2

(
∆ph

KL

) 1
n nh2

n+ 1

(
1− n

2n+ 1

)

=

(
∆ph

KL

) 1
n 2nh2

n+ 1

(
2n+ 1− n

2n+ 1

)
.

Tlakový rozdíl ∆p je moºné dopo£ítat z výsledného vztahu pro pr·tok

V̇ =

(
∆ph

KL

) 1
n 2nh2

2n+ 1
. (A.12)
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P°íloha B

Gra�cké znázorn¥ní numerických
výsledk·

B.1 Stenóza - mocninný model

(a) n = 0.5

(b) n = 1.0

(c) n = 1.5

Obrázek B.1: Rychlostní pole s proudnicemi p°i pouºití mocninného modelu
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B.2 Kolmé v¥tvení kanálu

(a) Newtonský model (b) Cross model (∆p = 0, Re = 200)

Obrázek B.2: Rychlostní pole s proudnicemi v kolmém rozv¥tvení kanálu

(a) ∆p = −1 (b) ∆p = 1

(c) ∆p = 2 (d) ∆p = 3

Obrázek B.3: Rychlostní pole s proudnicemi v kolmém rozv¥tvení kanálu pro r·zné
tlakové OP
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(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 800 (d) Re = 1200

Obrázek B.4: Rychlostní pole s proudnicemi v kolmém rozv¥tvení kanálu pro r·zné
Re
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B.3 Ostré v¥tvení kanálu

(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 600 (d) Re = 800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrázek B.5: Rychlostní pole s proudnicemi v ostrém rozv¥tvení úzkého kanálu pro
r·zné Re
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(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 600 (d) Re = 800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrázek B.6: Tlakové pole v ostrém rozv¥tvení úzkého kanálu pro r·zné Re

69



(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 600 (d) Re = 800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrázek B.7: Rychlostní pole s proudnicemi v ostrém rozv¥tvení ²irokého kanálu pro
r·zné Re
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(a) Re = 100 (b) Re = 400

(c) Re = 600 (d) Re = 800

(e) Re = 1000 (f) Re = 1200

Obrázek B.8: Tlakové pole v ostrém rozv¥tvení ²irokého kanálu pro r·zné Re
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