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V Praze dne 23. května 2021 . . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .
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Abstrakt

Tato práce se zabývá modely záběru čelńıho evolventńıho ozubeńı pro dyna-
mické simulace. Kromě shrnut́ı základńıch poznatk̊u o ozubeńı a vybraných
publikaćı zabývaj́ıćıch se danou problematikou prezentuje práce i dva vy-
tvořené analytické modely a jejich výsledky. Vytvořený kontaktńı analytický
model pro př́ımé čelńı evolventńı ozubeńı poskytuje rychlou a poměrně přesnou
dynamickou simulaci.

Kĺıčová slova evolventńı ozubeńı, ozubené kolo, čelńı ozubeńı, dynamická
simulace, analytický model ozubeńı, Campbell̊uv diagram, frekvenčńı analýza.

Abstract

This bachelor’s thesis focuses on the modelling of the involute spur gear mesh
process. First, the thesis summarizes the basic knowledge of gearing and se-
lected articles on this topic. Second, it presents two created analytical models
of the involute spur gearing. The proposed analytical contact model of the
involute spur gearing allows for a relatively accurate and fast dynamic simu-
lation.

Keywords involute gearing, gear, spur gearing, dynamic simulation, ana-
lytical model of gearing, Campbell diagram, frequency analysis.
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2.5 Vůle [2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Úvod

Lze jen těžko pochybovat o významu ozubených převod̊u. Jejich využit́ı je
např́ıč snad všemi oblastmi stroj́ırenstv́ı - od hodinových strojk̊u přes po-
hony dopravńık̊u, automobilový a lodńı pr̊umysl, železnici, letectv́ı, energetiku,
zbrojńı pr̊umysl, robotiku až po výrobńı a měřićı stroje a zař́ızeńı. Dnes je ozu-
bené kolo vńımáno jako symbol techniky, zejména pak stroj́ırenstv́ı. Za tiśıce
let použ́ıváńı se člověk posunul od využ́ıváńı kol osazených jednoduchými
dřevěnými koĺıky k použit́ı r̊uzných typ̊u nejen evolventńıch kol s poměrně
složitou geometríı jako jsou např́ıklad spiroidńı, dvojité šikmé či hypoidńı.

Neustále rostoućı nároky na lepš́ı výrobńı přesnost, snižováńı hluku, výrobńıch
náklad̊u, zvyšováńı životnosti a celkové zlepšeńı kvality si vyžádaly rozvoj
model̊u a simulaćı. Dynamické simulace slouž́ı předevš́ım k analýze vibraćı
převodových mechanismů, hluku, kmitáńı nebo třeba životnosti. Z dynamic-
kých analýz lze dále předpov́ıdat namáháńı převod̊u, předpov́ıdat poruchy či
určovat kritické provozńı podmı́nky.

Tato práce se zabývá právě modely záběru čelńıch ozubeńı a jejich dyna-
mickými simulacemi. V prvńı kapitole jsou stručně shrnuty základńı poznatky
o ozubeńı, jeho historii, členěńı, využit́ı a geometrii. Druhá kapitola shrnuje
vybrané publikace zabývaj́ıćı se problematikou modelováńı ozubeńı a dyna-
mických simulaćı ozubených převod̊u. Třet́ı kapitola pak představuje mnou
vytvořené modely a jejich výsledky.
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Kapitola 1
Převody s ozubenými koly

1.1 Použit́ı a historie ozubených převod̊u

Ozubené převody jsou jednoznačně nejrozš́ı̌reněǰśım převodovým mechanis-
mem. Jejich uplatněńı najdeme od hodinových strojk̊u přes automobily, le-
teckou techniku až po měřićı či obráběćı stroje. Pracuj́ı na principu záběru
s bezprostředńım dotykem spoluzab́ıraj́ıćıch kol. Základńı stavebńı jednotkou
ozubeného převodu je dvojice ozubených kol - pastorku a kola. [1, 5]

Mezi výhody ozubených převod̊u patř́ı relativně malé rozměry a kompakt-
nost, dobrá životnost, spolehlivost, účinnost, přesný převodový poměr, schop-
nost přenosu velkých zat́ıžeńı (až 100 MW) při obvodových rychlostech až
150 m · s−1, krátkodobá přet́ıžitelnost, ńızká náročnost na údržbu a možnost
velkých převodových poměr̊u. Naproti tomu maj́ı několik nevýhod. Výroba je
poměrně složitá a drahá, převody je potřeba mazat a chladit, mohou být
hlučné a mohou vyvolávat chvěńı celého stroje, tuhá vazba člen̊u ztěžuje
možnosti tlumeńı ráz̊u a neńı možné dosáhnout libovolného převodového po-
měru. To je zp̊usobeno nutnost́ı celoč́ıselného počtu zub̊u. [1]

Ozubené převody využ́ıvá člověk po tiśıce let. Kdy a kdo vynalezl prvńı
ozubený převod, neńı jisté a jednotlivé zdroje uváděj́ı r̊uzné informace. Dle
některých spadá prvńı použit́ı již do starověké Č́ıny někdy kolem roku 2 700
př. n. l. Většina zdroj̊u se však shoduje na zhruba 4. stolet́ı př. n. l. a ob-
lasti východńıho Středomoř́ı, kde taměǰśı národy použ́ıvaly ozubeńı zejména
v bojové technice. V té době byly zuby kol tvořeny jednoduchými dřevěnými
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1. Převody s ozubenými koly

koĺıky. Prvńı studie ozubeńı vznikly v 17. stolet́ı v západńı Evropě. Tehdy bylo
předńı využit́ı v př́ıstroj́ıch pro astronomii. Velký rozvoj přineslo 18. stolet́ı
a pr̊umyslová revoluce. Významné kroky ve vývoji ozubeńı přinesli např́ıklad
dánšt́ı astronomové Ole Romer a Philippe de La Hire, švýcarský matematik
Leonhard Euler, britský technik a vynálezce Joseph Whitworth či německý
pr̊umyslńık Herman Pfauter. [6, 7, 8, 9, 10]

1.2 Typy ozubených převod̊u

Existuje mnoho zp̊usob̊u děleńı ozubeńı. Nejjednodušš́ım ozubeným převodem
je pár čelńıch př́ımých ozubených kol s vněǰśım ozubeńım. Osy takové dvojice
jsou rovnoběžné. Mimo to však existuj́ı i převody kuželové (r̊uznoběžné osy),
hyperboloidńı a globoidńı (mimoběžné osy) nebo třeba šnekové (mimoběžné
osy) atd. [1] Rozlǐsujeme kola s vnitřńım a vněǰśım ozubeńım, rozdělujeme
zuby na základě tvaru čelńı profilové křivky na evolventńı, cykloidńı, smı́̌sené,
cévové, palečné, Novikovovy atd. Daľśı možnost́ı je rozděleńı podle tvaru bočńı
čáry zub̊u na př́ımé, šikmé, dvojitě šikmé, zakřivené nebo šroubové. Speci-
fickým př́ıpadem je ozubený hřeben (obr. 1.1.2 e), který je část́ı ozubeného
kola s nekonečným poloměrem. Je tedy př́ımý a pomoćı něj převád́ıme pohyb
rotačńı na pohyb lineárńı či opačně. Na obrázku 1.1 jsou zobrazeny některé
typy ozubeńı [1] :

1.1 a) čelńı (válcové) ozubeńı př́ımé
1.1 b) čelńı (válcové) ozubeńı šikmé
1.1 c) čelńı (válcové) ozubeńı dvojitě šikmé (š́ıpové)
1.1 d) vnitřńı ozubeńı př́ımé
1.1 e) př́ımé ozubeńı - ozubený hřeben
1.1 f) kuželové soukoĺı s př́ımými zuby
1.1 g) kuželové soukoĺı s šikmými zuby
1.1 h) soukoĺı se zakřivenými zuby
1.1 i) soukoĺı šroubové válcové
1.1 k) šnekové soukoĺı
1.1 m) hypoidńı (šroubové kuželové) soukoĺı
1.1 n) spiroidńı soukoĺı

4



1.2. Typy ozubených převod̊u

Obrázek 1.1: Typy ozubených převod̊u [1]
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1. Převody s ozubenými koly

1.3 Geometrie evolventńıho ozubeného kola

Nejrozš́ı̌reněǰśım typem ozubeńı je ozubeńı evolventńı. Tento typ ozubeńı má
v pr̊uběhu záběru konstantńı převodový poměr. Profil zubu evolventńıho kola
je tvořen část́ı evolventy. Evolventa je křivka, která vznikne např́ıklad jako
trajektorie bodu K na př́ımce p odvalované po základńı kružnici o poloměru
Rb. Vznik evolventy je zobrazen na obrázku 1.2. [1]

Obrázek 1.2: Evolventa jako trajektorie bodu K

[10] Matematicky lze evolventu na dané základńı kružnici popsat jako křivku
danou polohovým úhlem θ:

x(θ) = Rb[cos(θ) + θ sin(θ)],

y(θ) = Rb[sin(θ)− θ cos(θ)].
(1.1)

6



Kapitola 2
Modely ozubeńı a dynamické

simulace

Ozubené převody jsou stěžejńımi prvky stroj̊u a mechanismů. Neustále ros-
toućı nároky na přesnost, účinnost, snižováńı náklad̊u, rychlost výroby a cel-
kové zvýšeńı kvality a produktivity si vyžádalo zaměřeńı pozornosti na mode-
lováńı ozubeńı a jeho dynamické simulace. Různé modely obsahuj́ı dle svého
předmětu modelováńı od jednoho zubu (geometrie zubu), přes ozubené sou-
koĺı (kontaktńı tlaky) až po celé převodovky (hluk). Dynamické simulace
se zabývaj́ı nejčastěji analýzou kontaktu a ohybového napět́ı, povrchovým
opotřebeńım, efektivitou přenosu, hlukem, vibracemi, kmitáńım, spolehlivost́ı
a životnost́ı. Jiné studie popisuj́ı např́ıklad vlivy mazáńı, teplotńıch změn,
chyby tvaru zubu nebo třeba poškozeńı zub̊u (trhliny, ulomená hlava zubu
atd.). [11, 12, 13, 14, 15]

Prvńı matematické modely zabývaj́ıćı se ozubeńım ignorovaly tuhost a hmot-
nost hř́ıdel̊u. Koncem 60. let 20. stolet́ı však bylo zřejmé, že je potřeba modely
rozš́ı̌rit o pružnost hř́ıdel̊u, kol a ložisek. Začaly tak vznikat modely se dvěma
stupni volnosti a torzńı tuhost́ı hř́ıdel̊u. Dnes některé modely zohledňuj́ı i pod-
dajnost jednotlivých zub̊u nebo třeba skutečné, nikoli ideálńı, profily zub̊u.
[12, 15, 16, 17]

V této kapitole jsou představeny vybrané publikace zabývaj́ıćı se problemati-
kou modelováńı čelńıho ozubeńı pro dynamické simulace.
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2. Modely ozubeńı a dynamické simulace

2.1 Jednoduché modely

A Review of Dynamic Models Used in Simulation of Gear
Transmissions [11]

Autoři: Zoltan Korka, Ion-Cornel Mituletu
Pracovǐstě: Babes-Bolyai University

V tomto článku jsou popsány nejjednodušš́ı dynamické modely. V následuj́ıćıch
podkapitolách jsou bĺıže popsány modely obsažené v tomto článku. Základem
model̊u je nahrazeńı ozubených kol dvojićı disk̊u tečně spojených pružinou
o tuhosti c(t) a tlumičem s konstantou tlumeńı b. Dále modely zohledňuj́ı
i chybu převodu e(t). Chyba převodu se odv́ıj́ı od mnoha faktor̊u, jako je
např́ıklad deformace zubu při zat́ıžeńı, teplotńı roztažnost nebo geometrické
a výrobńı chyby ozubeńı. Model předpokládá zat́ıžeńı obou kol vněǰśımi mo-
menty. Následuj́ıćı podkapitoly představuj́ı modely popsané v tomto článku.
[11]

Model se dvěma stupni volnosti

Nejjednodušš́ı dynamický model se dvěma stupni volnosti je zobrazen na
obrázku 2.1. Pohybové rovnice takového modelu jsou:

J1ϕ̈1 +Rb1c(t)[Rb1ϕ1 −Rb2ϕ2 + e(t)] +Rb1b[Rb1ϕ̇1 −Rb2ϕ̇2 + ė(t)] = M1(t),
(2.1)

J2ϕ̈2 +Rb2c(t)[−Rb1ϕ1 +Rb2ϕ2 +e(t)]+Rb2b[−Rb1ϕ̇1 +Rb2ϕ̇2 + ė(t)] = M2(t),
(2.2)

kde J1 a J2 jsou momenty setrvačnosti kol, ϕ1, ϕ2, ϕ̇1, ϕ̇2, ϕ̈1, ϕ̈2 jsou
úhly natočeńı, úhlové rychlosti a úhlová zrychleńı kol. Rb1,2 jsou poloměry
základńıch kružnic.

Tuhost záběru c(t) nelze přesně popsat. Nejjednodušš́ı, avšak velmi nepřesné,
je považovat tuhost za konstantu. Tuhost se však v pr̊uběhu záběru měńı. Pro
lepš́ı popis skutečnosti lze tuhost reprezentovat např́ıklad Fourierovou řadou,
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2.1. Jednoduché modely

tabulkou hodnot, polynomiálńı funkćı atd. Tuhost záběru zapsaná Fourierovou
řadou by měla předpis:

c(t) = c0 +
J∑
j=1

cj cos(jfωt+ γj), (2.3)

kde fω je prvńı zubová frekvence, která se urč́ı jako:

fω1 = fpastorku · z1, (2.4)

kde fpastorku je úhlová frekvence pastorku a z1 je počet zub̊u pastorku.

Obrázek 2.1: Nejjednodušš́ı dynamický model se dvěma stupni volnosti

Chybu převodu e(t) také nelze přesně určit. Ve skutečnosti bude pro každý zub
jiná a bude se tedy periodicky opakovat pro každý zub, když bude v záběru.
Za předpokladu, že chyba je pouze na zubech pastorku, lze ji také aproximovat
Fourierovou řadou:

e(t) = e0 +
M∑
m=1

em cos(mωpt+ αm), (2.5)

kde ωp vyjadřuje úhlovou rychlost pastorku.
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2. Modely ozubeńı a dynamické simulace

Většina ostatńıch model̊u přistupuje ke stejnému nebo velmi podobnému na-
hrazeńı reálného převodu (dvěma disky pružně spojenými silovou vazbou s tlu-
meńım). Některé přidávaj́ı daľśı stupně volnosti, velká část se však zabývá t́ım,
jak namodelovat co nejpřesněji tuhost c(t) a chybu převodu e(t).

Model se čtyřmi stupni volnosti

Pro zohledněńı ložisek je třeba zavést daľśı dva stupně volnosti. Základem
modelu je předchoźı model se dvěma stupni volnosti. Přidané stupně volnosti
jsou posuvné. Silové vazby jsou modelovány pružinami a tlumiči v podporách
(ložiskách) kol. Schéma takového modelu je vidět na obrázku 2.2. Tlumiče
jsou charakterizovány koeficienty tlumeńı b1 a b2, pružiny maj́ı tuhosti c1(t) a
c2(t).

Obrázek 2.2: Dynamický model se čtyřmi stupni volnosti

Model se šesti stupni volnosti

Model se šesti stupni volnosti je zobrazen na obrázku 2.3. Model zohledňuje
i tuhost hř́ıdel̊u a vlivy hnaćıch, resp. hnaných prvk̊u. Stupně volnosti jsou
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2.1. Jednoduché modely

Obrázek 2.3: Dynamický model se šesti stupni volnosti

tedy natočeńı mezi rámem a vstupem (hř́ıdelová spojka, motor, kolo atd.),
pastorkem, kolem a výstupem (hř́ıdelová spojka, motor, kolo atd.) a dále po-
suvy mezi rámem a pastorkem a rámem a kolem.

Pohybové rovnice lze zapsat v maticovém tvaru:

MΦ̈ + BΦ̇ + KΦ = F, (2.6)

kde M je matice hmot, B matice tlumeńı, K matice tlumeńı, Φ vektor souřad-
nic a F vektor sil.

Dynamic Model and Identification of a Spur Gear System [2]

Autoři: S. Buechner, S. Zschaeck, A. Amthor, C. Ament, M. Eichhorn
Pracovǐstě: Ilmenau University of Technology, IAV GmbH

Tento článek pojednává o nelineárńım analytickém modelu dvoustupňového
ozubeného převodu. Model popisuje ozubený převod jako dvojici odvaluj́ıćıch
se hmotných válc̊u se vzájemným třeńım. Tyto hmoty reprezentuj́ı hnaćı a
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2. Modely ozubeńı a dynamické simulace

hnanou část a jsou spojeny nelineárńım členem, který zachycuje tuhost kol,
tlumeńı a v̊uli. Model má celkem devět stupň̊u volnosti a je znázorněn na
obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Schéma dvoustupňového převodu

Dvě hmoty s momenty setrvačnost́ı JM (hnaćı - na straně motoru) a JL (hnaná
- na straně zátěže) jsou urychlovány součtem moment̊u na ně p̊usob́ıćıch - mo-
ment od motoru MM , zatěžovaćı moment ML, třećı moment MFi a vazebné
momenty Ki:

JM ϕ̈M = MM −MFM −KM , (2.7)

JLϕ̈L = −ML −MFL +KL. (2.8)

Vazebné momenty Ki jsou popsány vztahy:

KM = RM{e[cK(RMϕM −RLϕL) + dK(RM ϕ̇M −RLϕ̇L)]}, (2.9)

KL = RL{e[cK(RMϕM −RLϕL) + dK(RM ϕ̇M −RLϕ̇L)]}, (2.10)

kde Ri je poloměr ozubeného kola, resp. pastorku. Pružné chováńı je popsáno
část́ı cK(RMϕM −RLϕL), tlumeńı pak dK(RM ϕ̇M −RLϕ̇L) a zubová v̊ule je
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2.2. Kontaktńı modely

popsána funkćı e, která je definována jako:

e =

0, − τ
2 < ∆ϕ < τ

2 ,

1, |∆ϕ| ≥ τ
2

(2.11)

Pokud je ∆ϕ v oblasti v̊ule τ , je vazebný moment nulový, je-li mimo v̊uli,
jsou zuby v záběru a systém se pak chová jako pružina s tlumičem. Toto je
znázorněno na obrázku 2.5. Autoři sv̊uj model ověřili experimentem. Model
velmi dobře popisoval skutečné chováńı soustavy.

Obrázek 2.5: Vůle [2]

2.2 Kontaktńı modely

Chováńı dynamických soustav s ozubenými koly je silně nelineárńı. Proto bylo
se zvyšuj́ıćımi se nároky na přesnost model̊u potřeba přij́ıt s komplexněǰśım
modelem. Někteř́ı tak začali nahĺıžet na dynamiku ozubených převod̊u už
nejen jako na dva rotuj́ıćı disky spojené pružinou a tlumičem, ale začali re-
spektovat i tvar zubu, př́ıpadně deformace zub̊u a kol.

V zásadě začaly vznikat dvě skupiny model̊u - analytické a FEM (finite ele-
ment method) modely. [3, 16, 18]

2.2.1 Analytické modely

Analytické modely vycházej́ı ze samotné geometrie zubu. Poč́ıtaj́ı r̊uznými
metodami, jak se boky zub̊u, jakožto geometrické křivky (př́ımé ozubeńı) či
plochy, prot́ınaj́ı. Z těchto pr̊unik̊u pak poč́ıtaj́ı kontaktńı śıly, tlaky, resp. mo-
menty.
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2. Modely ozubeńı a dynamické simulace

V této kapitole jsou představeny vybrané publikace popisuj́ıćı analytické kon-
taktńı modely ozubeńı pro dynamické simulace.

Coupled multi-DOF dynamic contact analysis model for the
simulation of intermittent gear tooth contacts, impacts and
rattling considering backlash and variable torque [3]

Autoři: C. Spitas, V. Spitas
Pracovǐstě: Delft University of Technology, National Technical University of
Athens

Autoři ukazuj́ı model kontaktu založený na analytickém výpočtu bodu do-
tyku při interakci dvou ploch v prostoru (viz obrázek 2.6).

Obrázek 2.6: Geometrická definice kontaktu dvou bok̊u zub̊u [3]
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2.2. Kontaktńı modely

Dynamic Model of Spur Gear Pair with Modulation Internal
Excitation [19]

Autoři: Zhong Wang, Lei Zhang, Yuan-Qing Luo, Chang-Zheng Chen
Pracovǐstě: Liaoning Institute of Science and Technology, Shenyang Univer-
sity of Technology

V práci [19] autoři simuluj́ı a experimentálně ověřuj́ı fenomén side band frek-
venćı vzniklých modulaćı zubových frekvenćı. V simulaci je použit jednoduchý
model s proměnnou časově závislou tuhost́ı a proměnnou chybou převodu.

Tooth Dynamic Contact Simulation and Experimental Validation
of Involute Spur Gear [18]

Autoři: Yanping Liu, Xiaohui He, Yongqiang Zhao, Ming Liu
Pracovǐstě: Harbin Institute of Technology

V článku Tooth Dynamic Contact Simulation and Experimental Validation of
Involute Spur Gear je popsán model vytvořený pro řešič Adams. Model poč́ıtá
pr̊unik dvou zub̊u jako Hausdorffovu mı́ru dvou křivek. Tato mı́ra určuje mi-
nimálńı vzdálenost dvou křivek - v tomto př́ıpadě bok̊u zub̊u. Z tohoto pr̊uniku
následně poč́ıtaj́ı kontaktńı śıly. Výsledky autoři porovnávaj́ı s daty źıskanými
z experimentálńıho měřeńı. Výsledky modelu se poměrně dobře shodovaly
s naměřenými hodnotami.

Analytical Gear Mesh Model Using 3D Gear Geometry [16]

Autoři: Z. Neusser, T. Vampola, M. Valášek
Pracovǐstě: České vysoké učeńı technické v Praze

Autoři vytvořili model vycházej́ıćı z prostorové geometrie ozubeného kola.
Je určen i pro šikmá ozubeńı a umožňuje vnést i geometrii skutečného kola
(s výrobńımi chybami atd.). Autoři výsledky modelu porovnávaj́ı s jedno-
duchým modelem podobným modelu popsaném v kapitole 2.1 - Model se
dvěma stupni volnosti.
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2. Modely ozubeńı a dynamické simulace

2.2.2 FEM modely

Tyto modely kombinuj́ı FEM (Finite Element Method) a MBS (Multibody
Simulation) př́ıstupy. Metodou konečných prvk̊u lze velmi přesně modelovat
chováńı ozubeńı, avšak tyto výpočty jsou velmi časově náročné. [2, 17]

Tato kapitola ukazuje vybrané kontaktńı FEM modely ozubeńı pro dynamické
simulace.

Dynamic Modelling and Analysis of the Microsegment Gear [4]

Autoři: Yangshou Xiong, Kang Huang, Tao Wang, Qi Chen, Rui Xu
Pracovǐstě: Hefei University of Technology

V článku je popsán dynamický model mikrosegmentového kola založený na
výpočtu deformace (resp. posunut́ı) boku zubu. Mikrosegmentový zub (viz
obrázek 2.7) má širš́ı kořen než zub evolventńı, a proto je tužš́ı.

Obrázek 2.7: Geometrie evolventńıho a mikrosegmentového kola [4]

Dynamic Modeling of Gear System Based on 3D Finite Element
Model and Its Application in Spalling Fault Analysis [20]

Autoři: Zhiguo Wan, Yihua Dou, Yuan Guan, Qi Meng, Suobin Li
Pracovǐstě: Xi’an Shiyou University
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Autoři vytvořili dynamický model na základě 3D FE modelu a CMS (compo-
nent modal synthesis technique). Kolo, pastorek a hř́ıdele namodelovali pomoćı
FEM a pomoćı CMS vytvořili dynamický model soustavy. Výsledky simulace
porovnávaj́ı s daty z experimentu. Výsledky ukazuj́ı, že model je navržen efek-
tivně a lze ho použ́ıt např́ıklad pro analýzu trhlin zub̊u.

Combinating Finite Element and Multibody Modeling Techniques
for Time-Efficient Simulation of Nonlinear Gear Dynamics [17]

Autoři: Jakub Korta, Antonio Palermo, Domenico Mundo, Shadi Shweiki
Pracovǐstě: University of Calabria

Vzhledem k velké časové náročnosti FEM model̊u vytvořili autoři model kom-
binuj́ıćı FEM a MBS př́ıstup. Pomoćı FEM určili statickou chybu převodu,
která pak byla vstupem do MBS. Touto kombinaćı se podařilo vytvořit model
věrně zachycuj́ıćı skutečnost s řádově menš́ı časovou náročnost́ı na výpočet
než klasické FEM modely.

2.3 Komerčńı software

Při návrhu ozubených převod̊u lze v praxi použ́ıt některý z komerčńıch soft-
war̊u. Mezi ně patř́ı např́ıklad Siemens LMS Virtual Lab, Adams, Abaqus,
KISSsoft, COMSOL Multiphysics nebo třeba FEV Virtual Gearbox. Zmı́něné
softwary kombinuj́ı FEM a MBS. Mimo to existuj́ı např́ıklad i programy
Matlab Simulink, MADYN 2000 a RecurDyn, které funguj́ı jen jako MBS.
[21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30]
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Kapitola 3
Praktická část

Pro svou bakalářskou práci jsem vytvořil dva modely, které představuji v této
kapitole. Oba maj́ı dva stupně volnosti. Prvńı odpov́ıdá nejjednodušš́ımu mo-
delu, kterým lze dynamiku ozubeného převodu popsat. Druhý model je ana-
lytický kontaktńı. Kontaktńı model vycháźı z článku [16].

Oba modely jsou vytvořeny v programu MATLAB R2020b a jsou určeny pro
čelńı př́ımé nekorigované evolventńı ozubeńı.

3.1 Jednoduchý model

Tento model se dvěma stupni volnosti nahrazuje ozubená kola dvojićı ro-
tuj́ıćıch válc̊u s momenty setrvačnosti J1 a J2 spojené pružinou o konstantńı
tuhosti k, tlumičem s konstantou tlumeńı b a zat́ıžené vněǰśımi momenty
M1 a M2. Vstupy do modelu jsou kromě M1,M2, k a b ještě počty zub̊u kol
z1 a z2, jejich normálový modul mn, úhel záběru α, š́ı̌rka pastorku a kola
T1 a T2 a hustoty materiál̊u ρ1 a ρ2. Z těchto hodnot jsou poč́ıtány momenty
setrvačnosti J1 a J2 dle rovnice 3.1:

Jj = 1
2 ·mj ·R2

j , j ∈ [1, 2], (3.1)

kde mj je hmotnost pastorku, resp. kola a Rj je poloměr roztečné kružnice.
Tyto hodnoty źıskáme ze vztah̊u:

Rj = zj ·mn

2 , j ∈ [1, 2], (3.2)
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mj = π ·R2
j · Tj · ρj , j ∈ [1, 2]. (3.3)

Kombinaćı těchto vztah̊u dostaneme:

Jj = 1
32 · π · (zj ·mn)4 · Tj · ρj , j ∈ [1, 2]. (3.4)

Dále je potřeba zadat počátečńı podmı́nky - počátečńı rychlost otáčeńı pas-
torku ω1(0), kola ω2(0) a jejich počátečńı natočeńı ϕ1(0) a ϕ2(0). Na obrázku
3.1 je schéma tohoto modelu.

Obrázek 3.1: Schéma jednoduchého modelu

Pohybové rovnice jsou:

J1ϕ̈1 +Rb1b(Rb1ϕ̇1 −Rb2ϕ̇2) +Rb1k(Rb1ϕ1 −Rb2ϕ2) = M1, (3.5)

J2ϕ̈2 +Rb2b(−Rb1ϕ̇1 +Rb2ϕ̇2) +Rb2k(−Rb1ϕ1 +Rb2ϕ2) = M2, (3.6)

kde Jjϕ̈j reprezentuje setrvačné účinky hmot. Śıla v kontaktu má dvě složky:
k(Rbjϕj −Rbkϕk) reflektuj́ıćı tuhost záběru a b(Rbjϕ̇j −Rbkϕ̇k) zahrnuje tlu-
meńı materiálu. Dle publikace [31] lze pohybové rovnice zapsat v maticovém
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tvaru:
MΦ̈+BΦ̇+KΦ = F, (3.7)

kde M je matice hmot:

M =

J1 0
0 J2

 , (3.8)

Φ je vektor úhl̊u natočeńı kol a Φ̇, Φ̈ jsou jeho prvńı a druhá časová derivace,
tedy vektor úhlových rychlost́ı a vektor úhlových zrychleńı:

Φ =

ϕ1

ϕ2

 , Φ̇ =

ϕ̇1

ϕ̇2

 , Φ̈ =

ϕ̈1

ϕ̈2

 . (3.9)

B je matice tlumeńı:
B = b ·R, (3.10)

kde R je distribučńı matice:

R =

 R2
b1 −Rb1Rb2

−Rb1Rb2 R2
b2

 . (3.11)

K je matice tuhosti:
K = k ·R, (3.12)

F je vektor vněǰśıho zat́ıžeńı:

F =

M1

M2

 . (3.13)

Po vytknut́ı matice R z matic B a K lze zápis pohybových rovnic zjednodušit
na:

MΦ̈+R(bΦ̇ + kΦ) = F. (3.14)

Maticový tvar pohybových rovnic je tedy:J1 0
0 J2

 ϕ̈1

ϕ̈2

 +

 R2
b1 −Rb1Rb2

−Rb1Rb2 R2
b2

 bϕ̇1 + kϕ1

bϕ̇2 + kϕ2

 =

M1

M2

 . (3.15)

Je zřejmé, že se jedná o soustavu dvou diferenciálńıch rovnic druhého řádu.
Vzhledem k řešeńı pomoćı softwaru MATLAB je nutné převést soustavu na
soustavu čtyř diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. Proto je potřeba z rovnice
3.14 vyjádřit vektor zrychleńı:

Φ̈ = M−1(F−R(bΦ̇ + kΦ)), (3.16)
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což je možné zapsat jako:ϕ̈1

ϕ̈2

 =

 1
J1

0
0 1

J2

 M1

M2

−
 R2

b1 −Rb1Rb2
−Rb1Rb2 R2

b2

 bϕ̇1 + kϕ1

bϕ̇2 + kϕ2

 . (3.17)

Nyńı lze soustavu převést na soustavu čtyř diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu:

ϕ̇1 = ω1, (3.18)

ϕ̇2 = ω2, (3.19)

ω̇1 = α1 = M1 − [R2
b1(bω1 + kϕ1)−Rb1Rb2(bω2 + kϕ2)]

J1
, (3.20)

ω̇2 = α2 = M2 − [R2
b2(bω2 + kϕ2)−Rb1Rb2(bω1 + kϕ1)]

J2
, (3.21)

což se dá podle postupu v [32] přepsat pro větš́ı přehlednost do maticového
tvaru:

Ẋ = PX + Q, (3.22)

kde X je vektor neznámých a Ẋ je derivaćı tohoto vektoru, tedy vektor derivaćı
neznámých:

X =


ϕ1

ϕ2

ω1

ω2

 , Ẋ =


ϕ̇1

ϕ̇2

ω̇1

ω̇2

 =


ω1

ω2

α1

α2

 . (3.23)

P, Q jsou matice a vektor popisuj́ıćı danou soustavu. Dosazeńım z rovnic
3.18-3.21 vznikne:

P =


0 0 1 0
0 0 0 1

−kR2
b1

J1
kRb1Rb2

J1
− bR2

b1
J1

bRb1Rb2
J1

kRb1Rb2
J2

−kR2
b2

J2
bRb1Rb2

J2
− bR2

b2
J2

 , Q =


0
0
M1
J1
M2
J2

 . (3.24)

Po dosazeńı dostaneme soustavu:
ϕ̇1

ϕ̇2

ω̇1

ω̇2

 =


ω1

ω2

α1

α2

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

−kR2
b1

J1
kRb1Rb2

J1
− bR2

b1
J1

bRb1Rb2
J1

kRb1Rb2
J2

−kR2
b2

J2
bRb1Rb2

J2
− bR2

b2
J2




ϕ1

ϕ2

ω1

ω2

+


0
0
M1
J1
M2
J2

 . (3.25)
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3.2. Kontaktńı model

Řešeńım této soustavy rovnic dostaneme časové pr̊uběhy všech neznámých
ϕ1(t), ϕ2(t), ω1(t) a ω2(t).

3.2 Kontaktńı model

Jako druhý model jsem vytvořil kontaktńı model se dvěma stupni volnosti.
Vycháźım z modelu popsaného ve článku [16]. Model je určen pro př́ımé čelńı
ozubeńı. Kola jsou modelována jako dva hmotné válce. Momenty setrvačnosti
J1 a J2 jsou převzaty z předchoźıho modelu, kola jsou zat́ıžena vněǰśımi mo-
menty M1 a M2. Silová vazba mezi válci je realizována kontaktńı silou F (t)
a tlumena tlumičem s konstantou tlumeńı b. Kontaktńı śıla F (t) je poč́ıtána
z pr̊uniku ∆p(ϕ) zub̊u v rovině záběru:

F (t) = k ·∆p(ϕ). (3.26)

Vstupńımi veličinami modelu jsou kromě M1,M2, k a b ještě počty zub̊u kol
z1 a z2, jejich normálový modul mn, úhel záběru α, š́ı̌rka pastorku a kola
T1 a T2 a hustoty materiál̊u ρ1 a ρ2. Stejně jako v předchoźım modelu jsou
z těchto hodnot poč́ıtány momenty setrvačnosti J1 a J2 dle rovnice 3.1. Opět
je potřeba zadat i počátečńı podmı́nky - počátečńı rychlost otáčeńı pastorku
ω1(0), kola ω2(0) a jejich počátečńı natočeńı ϕ1(0) a ϕ2(0).

3.2.1 Výpočet pr̊uniku zub̊u

Jak je vysvětleno v článku [16], pr̊unik zub̊u vzniká v d̊usledku rozd́ılného
natočeńı kol. Samotný pr̊unik jednoho páru zub̊u ∆pz(ϕ) urč́ıme z obrázku
3.2 a źıskáme vztah 3.27:

∆pz(ϕ) = ρ1 + ρ2 − L. (3.27)

Pr̊unik ∆pz(ϕ) je vždy nulový nebo větš́ı než nula. Pokud by vyšel záporný,
znamená to, že je mezi zuby mezera a bere se jako nulový (viz 3.28).

∆pz(ϕ)


< 0 ⇒ ∆pz(ϕ) = 0,

= 0 ⇒ ∆pz(ϕ) = 0,

> 0 ⇒ ∆pz(ϕ) = ∆pz(ϕ).

(3.28)

L je délka př́ımky záběru a ρ1 a ρ2 jsou dány vztahy:

ρ1 = Ψ1Rb1, (3.29)
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ρ2 = Ψ2Rb2, (3.30)

L =
√
o2
s − (Rb1 +Rb2)2, (3.31)

kde os je osová vzdálenost kol, Ψ1 a Ψ2 jsou úhly, které sv́ırá daný konec
př́ımky záběru s počátečńım bodem boku zubu na základńı kružnici, viz
obrázek 3.3. Tyto dva úhly urč́ıme ze vztah̊u:

Ψ1 = (−90◦ + α+ ϕz1(t)) mod (2π), (3.32)

Ψ2 = (90◦ + α+ ϕz2(t)) mod (2π), (3.33)

kde ϕz1 a ϕz1 jsou úhly počátk̊u bok̊u zub̊u (s respektováńım natočeńı kol ϕ1

a ϕ2).

Obrázek 3.2: Pr̊unik zub̊u

Takto vypoč́ıtáme pr̊unik jednoho zubu. Při záběru však většinou zab́ırá v́ıc
než jeden pár zub̊u, proto je potřeba seč́ıst veškeré pr̊uniky právě zab́ıraj́ıćıch
zub̊u:

∆p(ϕ) =
Z∑
z=1

∆pz(ϕ), (3.34)

kde Z je počet zub̊u v záběru.
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3.2. Kontaktńı model

Obrázek 3.3: Výpočet ρ1 a ρ2

3.2.2 Dynamická simulace

Maticově lze dynamické rovnice popisuj́ıćı tento model zapsat rovnićı:

MΦ̈+BΦ̇+K(ϕ)= F, (3.35)

kde M je matice hmot:

M =

J1 0
0 J2

 . (3.36)

Φ̇, Φ̈ jsou vektory úhlových rychlost́ı a vektor úhlových zrychleńı:

Φ̇ =

ϕ̇1

ϕ̇2

 , Φ̈ =

ϕ̈1

ϕ̈2

 . (3.37)
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B je matice tlumeńı:

B = b ·

 R2
b1 −Rb1Rb2

−Rb1Rb2 R2
b2

 . (3.38)

K(ϕ) je vektor tuhosti:

K(ϕ) =

k∆p(ϕ)Rb1
k∆p(ϕ)Rb2

 . (3.39)

F je vektor vněǰśıho zat́ıžeńı:

F =

M1

M2

 . (3.40)

Pohybové rovnice zapsané v maticovém tvaru jsou tedy:J1 0
0 J2

 ϕ̈1

ϕ̈2

 + b

 R2
b1 −Rb1Rb2

−Rb1Rb2 R2
b2

 ϕ̇1

ϕ̇2

 +

k∆p(ϕ)Rb1
k∆p(ϕ)Rb2

 =

M1

M2

 .
(3.41)

Stejně jako v předchoźım modelu se jedná o soustavu dvou diferenciálńıch rov-
nic druhého řádu, kterou je nyńı nutné převést na soustavu čtyř diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu. Proto je potřeba z pohybové rovnice 3.35 vyjádřit vektor
zrychleńı:

Φ̈ = M−1(F−BΦ̇−K(ϕ)), (3.42)

což lze zapsat jako:ϕ̈1

ϕ̈2

 =

 1
J1

0
0 1

J2

 M1

M2

− b
 R2

b1 −Rb1Rb2
−Rb1Rb2 R2

b2

 ϕ̇1

ϕ̇2

−
k∆p(ϕ)Rb1
k∆p(ϕ)Rb2

 .

(3.43)
Nyńı lze soustavu převést na soustavu čtyř diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu:

ϕ̇1 = ω1, (3.44)

ϕ̇2 = ω2, (3.45)

ω̇1 = α1 = M1 − k∆p(ϕ)Rb1 − b(ω1R
2
b1 −Rb1Rb2ω2)

J1
, (3.46)
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ω̇2 = α2 = M2 − k∆p(ϕ)Rb2 + b(Rb1Rb2ω1 − ω2R
2
b2)

J2
. (3.47)

Opět tyto rovnice můžeme dle postupu v [32] přepsat pro větš́ı přehlednost
do maticového tvaru:

Ẋ = PX + Q(t,X), (3.48)

kde X je vektor neznámých a Ẋ je derivaćı tohoto vektoru, tedy vektor derivaćı
neznámých:

X =


ϕ1

ϕ2

ω1

ω2

 , Ẋ =


ϕ̇1

ϕ̇2

ω̇1

ω̇2

 =


ω1

ω2

α1

α2

 . (3.49)

P, Q(t,X) jsou matice a vektor popisuj́ıćı danou soustavu. Po dosazeńı z rov-
nice 3.27 vznikne:

P =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 − bR2

b1
J1

bRb1Rb2
J1

0 0 bRb1Rb2
J2

− bR2
b1

J2

 , Q(t,X) =


0
0

M1−k∆p(ϕ)Rb1
J1

M2−k∆p(ϕ)Rb2
J2

 . (3.50)

Dosazeńım do rovnice 3.48 dostáváme soustavu:
ϕ̇1

ϕ̇2

ω̇1

ω̇2

 =


ω1

ω2

α1

α2

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 − bR2

b1
J1

bRb1Rb2
J1

0 0 bRb1Rb2
J2

− bR2
b1

J2




ϕ1

ϕ2

ω1

ω2

 +


0
0

M1−k∆p(ϕ)Rb1
J1

M2−k∆p(ϕ)Rb2
J2

 . (3.51)

Řešeńım takové soustavy jsou časové pr̊uběhy všech čtyř neznámých ϕ1(t),
ϕ2(t), ω1(t) a ω2(t).

3.3 Výsledky model̊u

3.3.1 Měřeńı

Testovaćı prostřed́ı

Výpočty prob́ıhaly na notebooku HP Pavillion 15 se čtyřjádrovým proceso-
rem Intel® Core™ i5-7300HQ s frekveńı 2,50 GHz, 8 GB RAM a 64bitovým
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operačńım systémem Windows 10 Home.

Modely byly vytvořeny v programu MATLAB R2020b.

Parametry modelu

Počátečńı podmı́nky pro simulaci byly rovnovážné, úhly natočeńı ϕ1(0) a ϕ2(0)
byly nastaveny tak, aby se zuby právě dotýkaly, a úhlové rychlosti ω1(0) a
ω2(0) byly nastaveny v poměru:

ω2(0)
ω1(0) = −z1

z2
⇒ ω2(0) = −ω1(0) · z1

z2
, (3.52)

pro ω1(0) = ω1RPM · π
30 , (3.53)

pro ω1RPM viz tabulka 3.1. Zatěžuj́ıćı momenty M1 a M2 byly nastaveny
v poměru:

z2
z1

= M2
M1
⇒M2 = M1 ·

z2
z1

(3.54)

Při nastaveńı parametr̊u dle tabulky 3.1 trvalo testováńı jednoduchého mo-
delu na výše zmı́něném poč́ıtači zhruba minutu a p̊ul. Oproti tomu výpočet
kontaktńıho modelu trval se stejně nastavenými parametry necelých šestnáct
hodin.

Označeńı Pastorek Kolo jednotky
Počet zub̊u z 19 23 -
Úhel záběru α 20 °

Normálový modul mn 1,75 mm
Š́ı̌rka T 20 mm

Vněǰśı moment M 10 12,105 N ·m
Hustota materiálu ρ 7 250 kg ·m−3

Tuhost k 400 000 N ·m−1

Konstanta tlumeńı b 4 kg · s−1

Vzorkovaćı frekvence Fs 200 000 Hz
Poč. ryhlost otáčeńı ω1RPM ω1RPM 0 až 20 000 po 500 min−1

Délka simulace t t= 1 s

Tabulka 3.1: Parametry modelu
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Výstupy model̊u

Výstupy z model̊u jsou časové pr̊uběhy natočeńı pastorku a kola ϕ1(t) a ϕ2(t)
a jejich derivace - úhlové rychlosti ω1(t) a ω2(t). Z kontaktńıho modelu je sa-
mozřejmě možné dostat i časové pr̊uběhy pr̊uniku ∆p(t) a kontaktńı śıly F (t).
Fourierovou transformaćı těchto pr̊uběh̊u lze źıskat frekvenčńı charakteristiky
modelu pro jednotlivé bud́ıćı frekvence a složeńım těchto charakteristik dostat
frekvenčńı spektrum modelu (Campbell̊uv diagram).

3.3.2 Výsledky

Výsledky jednoduchého modelu

Na obrázku 3.4 je zobrazen časový pr̊uběh úhlové rychlosti pastorku. Ta kmitá
ve velmi malém rozsahu kolem středńı hodnoty, ke které se vlivem tlumeńı ne-
ustále přibližuje. Časové pr̊uběhy natočeńı kol a pastorku jsou zobrazeny na
obrázku 3.5. Pr̊uběhy se jev́ı jako lineárńı, avšak stejně jako rychlost budou
kmitat s velmi malou výchylkou.
Fourierovou transformaćı pr̊uběhu ω1(t) jsem źıskal frekvenčńı charakteris-
tiku, viz obrázek 3.6. Spojeńım frekvenčńıch charakteristik pro v́ıce r̊uzných
rychlost́ı ω1 jsem byl schopen vytvořit Campbell̊uv diagram 3.7. V obou dia-
gramech 3.6 i 3.7 je výrazná jediná frekvence - vlastńı frekvence soustavy. Ta
má hodnotu f = 489 Hz.

Výsledky kontaktńıho modelu

Jak je popsáno v kapitole 3.2, kontaktńı śıla je poč́ıtána z pr̊uniku zub̊u ∆p,
který se urč́ı vztahem 3.34. Pro výpočet pr̊uniku zub̊u je potřeba znát polohu
jednotlivých zub̊u a vědět, které zuby jsou právě v kontaktu. Počet zub̊u v kon-
taktu je proměnný. Pr̊uběh rychlosti otáčeńı pastorku ω1 a pr̊uběhy natočeńı
ϕ1, ϕ2 jsou zobrazeny v grafech 3.8 a 3.9.

Na obrázku 3.10 je pak frekvenčńı charakteristika při počátečńı rychlosti pas-
torku ω1RPM = 6 000min−1. Na tomto grafu je dobře vidět, že model zachycuje
kromě vlastńı frekvence i frekvence zubové. Vlastńı frekvence tohoto modelu
je f = 302 Hz. Při rychlosti otáčeńı pastorku ω1RPM = 1000 min−1 je prvńı
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Obrázek 3.4: Pr̊uběh úhlové rychlosti pastorku ω1(t) v jednoduchém modelu
při počátečńı rychlosti ω1RPM = 20 000 min−1

Obrázek 3.5: Pr̊uběhy natočeńı pastorku ϕ1(t) a kola ϕ2(t) v jednoduchém
modelu při počátečńı rychlosti otáčeńı pastorku ω1RPM = 20 000 min−1
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Obrázek 3.6: Frekvenčńı charakteristika jednoduchého modelu při počátečńı
rychlosti otáčeńı pastorku ω1RPM = 20 000 min−1

Obrázek 3.7: Campbell̊uv diagram jednoduchého modelu pro počátečńı rych-
losti otáčeńı pastorku ω1RPM od 0 do 20 000 min−1
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(i = 1) zubová frekvence rovna:

f1z = i · ω1RPM · z1
60 , (3.55)

f1z1 = 1 · 1 000 · 19
60 ≈ 316, 67 Hz. (3.56)

Jelikož jsou tyto dvě frekvence velmi bĺızko sebe, dojde k výraznému roz-
kmitáńı soustavy. Tento jev je dobře vidět v Campbellově diagramu 3.11.

V Campbellově diagramu 3.12 jsou zvýrazněny některé d̊uležité frekvence -
vlastńı (eig) a prvńıch sedm zubových (1, 2, ..., 7). Tyto frekvence lze u to-
hoto systému snadno určit ze vztahu 3.55. Pokud by byl model rozš́ı̌ren o daľśı
členy, např́ıklad ložiska, daľśı převody, hř́ıdele atd., vznikaly by i daľśı výrazné
frekvence. [16]

Obrázek 3.8: Pr̊uběh úhlové rychlosti pastorku ω1(t) v kontaktńım modelu při
počátečńı rychlosti otáčeńı pastorku ω1RPM = 6 000 min−1
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Obrázek 3.9: Pr̊uběhy natočeńı pastorku ϕ1(t) a kola ϕ2(t) v kontaktńım mo-
delu při počátečńı rychlosti otáčeńı pastorku ω1RPM = 6 000 min−1

Obrázek 3.10: Frekvenčńı charakteristika kontaktńıho modelu při počátečńı
rychlosti otáčeńı pastorku ω1RPM = 6 000 min−1
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Obrázek 3.11: Campbell̊uv diagram kontaktńıho modelu pro počátečńı rych-
losti otáčeńı pastorku ω1RPM od 0 do 20 000 min−1

Obrázek 3.12: Campbell̊uv diagram kontaktńıho modelu pro počátečńı rych-
losti otáčeńı pastorku ω1RPM od 0 do 20 000 min−1 s vyznačenými vybranými
významnými frekvencemi
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Porovnáńı model̊u

Každý model přistupuje k popisu problému ozubeného převodu zcela odlǐsným
zp̊usobem. Zat́ımco jednoduchý model bere ozubený převod z dynamického
pohledu nejjednodušš́ım možným zp̊usobem, př́ıstup kontaktńıho modelu je
mnohem komplexněǰśı a zohledňuje geometrii zub̊u a převod jako kontaktńı
děj. Dostáváme tak dva úplně r̊uzné výsledky. Jednoduchý model je sice
výrazně rychleǰśı (výpočet kontaktńıho modelu trvá zhruba 150× až 500×
déle), ale kromě vlastńı frekvence z něj neźıskáme prakticky žádné daľśı uži-
tečné informace. Kontaktńı model je časově výrazně náročněǰśı na výpočet,
ale oproti jednoduchému modelu v́ıce odpov́ıdá skutečnosti. Kromě vlastńı
frekvence zachycuje i rezonanci a zubové frekvence.
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Závěr

Ćılem bakalářské práce bylo seznámit se s problematikou modelováńı záběru
ozubených kol, vytvořeńı simulačńıho modelu záběru čelńıho ozubeńı s př́ımý-
mi zuby založeného na znalosti geometrie kontaktu, provedeńı frekvenčńı ana-
lýzy ozubeného převodu a zhodnoceńı vytvořeného modelu záběru ozubeńı.

V prvńı části jsem se zabýval problematikou ozubeńı, kde jsem stručně po-
psal historii ozubeńı, využit́ı, typy a geometrii evolventńıho zubu. Následně
jsem se seznámil s publikacemi zabývaj́ıćımi se tématem dynamických simu-
laćı ozubeńı a krátce tyto práce představil. V posledńı části jsem pak popsal
a zhodnotil dva modely, které jsem vytvořil pro tuto práci. T́ım považuji ćıle
mé bakalářské práce za naplněné.

Vytvořené modely se od sebe zásadně lǐśı. Jednoduchý model nahĺıž́ı na dy-
namiku ozubeného převodu nejjednodušš́ım zp̊usobem, kontaktńı model re-
spektuje komplikovanost kinematiky kontaktu dvou evolventńıch profil̊u. Vy-
tvořený kontaktńı model měl za ćıl poskytnout relativně rychlý zp̊usob výpoč-
tu dynamického chováńı ozubeného převodu, který bude co nejpřesněji popi-
sovat skutečnost. Tento model kromě vlastńı frekvence zachycuje i zubové
frekvence a rezonanci. Čas potřebný pro výpočet je oproti jednoduchému mo-
delu výrazně vyšš́ı (zhruba 150× až 500×, dle nastavených parametr̊u). Lze
očekávat, že FEM model by byl na čas výpočtu ještě výrazně náročněǰśı a
přitom by nepřinesl žádné daľśı významné informace. Proto mohu mnou vy-
tvořený kontaktńı model považovat za rychlý.

37



Závěr

Charaktery výsledk̊u obou vytvořených model̊u odpov́ıdaj́ı očekáváńı a jsou
velmi podobné výsledk̊um, které jsou popsány v článku [33], kde měli autoři
k dispozici i naměřená data.

V budoucnu by bylo možné kontaktńı model 3.2 dále poměrně snadno upravit
i pro jiné typy ozubeńı (šikmé, vnitřńı atd.), vnést do něj skutečný tvar zubu,
rozš́ı̌rit o výpočet kontaktńı tuhosti, poddajnosti zub̊u atd. Model by mohl
být využit pro komplexněǰśı analytické modely převodových mechanismů.
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10.1155/2016/9691647

[5] RONQUILOLLO, Romina. Understanding Gears. In: Thomasnet [online].
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//ieeexplore.ieee.org/document/9004136/references#references

[19] ZHANG, Lei, LUO, Yuan-Qing a CHEN, Chang-Zheng. Dynamic Mo-
del of Spur Gear Pair. International Journal of Rotating Machinery,
2017, 1-8. ISSN: 1023-6219. Dostupné z: https://doi.org/10.1155/
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diagramy)
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