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2.3 Dosavadńı poznatky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.1 Velikost koalice dva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.2 Core stabilita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.3 Exchange stabilita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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3.3 Pr̊uměrný počet vráceńı v Algoritmu 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

v
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Abstrakt

Problém stabilńıch spolubydĺıćıch s podmı́nkami r̊uznorodosti spoč́ıvá v rozděleńı agent̊u dvou
typ̊u do koalic pevné velikosti na základě jejich preferenćı, které záviśı pouze na počtu agent̊u
stejného typu. V této práci se zabýváme stabilitou takových rozděleńı v závislosti na velikosti
koalice a struktuře preferenčńıch profil̊u agent̊u. Snaž́ıme se uchopit problém v celé jeho š́ı̌ri a
vytvořit nadhled nad celou problematikou představeńım Hedonických her a jejich zaj́ımavých
podtř́ıd. Představujeme nový randomizovaný algoritmus na rychlé hledáńı core stabilńıch řešeńı
instanćı tohoto problému a ukazujeme, jakých výsledk̊u jsme pomoćı algoritmu dosáhli. Nalezli
jsme malou single-peaked instanci s prázdným core a ověřili jsme, že každá instance tohoto
problému, kde

velikost koalic = 3, preferenčńı relace všech agent̊u jsou single-peaked a počet agent̊u ≤ 30,

velikost koalic = 3 a počet agent̊u ≤ 15,

velikost koalic = 4, preferenčńı relace všech agent̊u jsou single-peaked a počet agent̊u = 8,

má core stabilńı řešeńı. Předkládáme argumenty, proč se domńıváme, že každá instance, kde

velikost koalic = 3,

velikost koalic = 4 a preferenčńı relace všech agent̊u jsou single-peaked,

má core stabilńı řešeńı.

Kĺıčová slova Problém stabilńıch spolubydĺıćıch s podmı́nkami r̊uznorodosti, Hedonické hry,
Core stabilita, Podmı́nky r̊uznorodosti, Single-peaked preferenčńı profily, Polynomiálńı algoritmy,
NP-úplnost

Abstract

In the Roommate diversity problem, agents that belong to one of the two types have to be
allocated to fixed size rooms based on their preferences, which depend solely on the fraction of
agents of their own type among their potential roommates. In this work we study the stability of
outcomes with respect to the room size and structured preferences. We provide a new randomized
algorithm for finding core stable outcomes and show the results which we have obtained with
the algorithm. We have found a small single-peaked instance with empty core and have verified,
that every instance of the Roommate diversity problem with

room size = 3, all preferences single peaked and number of agents ≤ 30,

room size = 3 and number of agents ≤ 15,

room size = 4, all preferences single peaked and number of agents = 30,
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admits an outcome that is core stable. We present arguments why we believe that every instance
of this problem with

room size = 3,

room size = 4 and all preferences single peaked,

admits an outcome that is core stable.

Keywords Roommate Diversity Problem, Hedonic Games, Core stability, Diversity preferen-
ces, Single-peaked preferences, Polynomial-time algorithms, NP-completeness





Úvod

Teorie sociálńı volby je teoretický vědńı obor zabývaj́ıćı se preferencemi, zájmy a názory jednot-
livc̊u, na základě kterých lze poté dosáhnout určitých kolektivńıch rozhodnut́ı. Nacháźı široké
uplatněńı např́ıč mnoha obory, např́ıklad v teorii volebńıch systémů nebo v ekonomii blahobytu,
která se zabývá r̊uznými problémy spojenými s dosažeńım maximálńıho ekonomického a sociálńı-
ho blahobytu, a např́ıč stolet́ımi přitahovala některé z nejbystřeǰśıch myslitel̊u.

Výpočetńı sociálńı volba je oproti tomu však velmi moderńı odvětv́ı vědy, které je v pr̊uniku
klasických vědńıch obor̊u, jako jsou sociologie, ekonomie (teorie her) a teoretická informatika [4].
Nezabývá se pouze studiem paradigmat teorie sociálńı volby, ale snaž́ı se také o návrh a pro-
zkoumáńı složitosti r̊uzných algoritmů. Pro mnoho problémů jsou dnes algoritmy známé. Mnoho
problémů je však tak těžkých, že ani neočekáváme existenci efektivńıho (polynomiálńıho) algo-
ritmu. To může někdy přij́ıt vhod – výpočetńı složitost může např́ıklad posloužit i jako bariéra
proti strategickému zmanipulováńı voleb.

Koalice jsou významnou součást́ı ekonomického, politického, ale i sociálńıho života. Výpočetńı
sociálńı volba se jimi zabývá, podrobně studuje vytvářeńı koalic na základě r̊uzných pravidel
a preferenćı a prozkoumává kvalitu vytvořených koalic podle r̊uzných kritéríı. Jedńım z nej-
rozš́ı̌reněǰśıch koncept̊u tvorby koalic jsou Hedonické hry, kterými se tato práce zabývá.

V Hedonických hrách vystupuj́ı tzv. agenti, což je univerzálńı označeńı pro účastńıky těchto
her (mohou to být lidé, roboti,. . . ). Ti maj́ı preference ohledně r̊uzných koalic, které mohou
vytvořit společně s jinými agenty. Na základě těchto preferenćı potom hledáme nějaká zaj́ımavá
rozděleńı agent̊u, která jsou lepš́ı než ostatńı.

Můžeme se např́ıklad snažit, aby co největš́ı počet agent̊u byl umı́stěn do koalice, kterou pre-
feruje nejv́ıce. Nebo obráceně, můžeme se snažit minimalizovat počet agent̊u, kteř́ı jsou v koalici,
kterou preferuj́ı nejméně. Tato práce se však zabývá předevš́ım stabilitou takových rozděleńı.
Velmi neformálně řečeno, zaj́ımaj́ı nás taková rozděleńı do koalic, ve kterých neexistuje žádná
skupinka agent̊u, kteř́ı by raději vytvořili společně novou koalici, než aby byli ve své současné.
Tomuto konceptu stability se ř́ıká core stabilita – existuj́ı však i jiné, a některé z nich si ukážeme.

Pomoćı těchto her lze namodelovat mnoho zaj́ımavých situaćı, kupř́ıkladu plánováńı sku-
pinových aktivit [8], formováńı výzkumných týmů [1], sestavováńı vládnoućı koalice [7] nebo
distribuované přidělováńı úkol̊u pro bezdrátové agenty [13].

V roce 2020 N. Boehmer a E. Elkind publikovali článek Stable Roommates Problem with
Diversity Preferences [3], ve kterém zavedli nový typ těchto her. Agenti mohou být jednoho
ze dvou typ̊u (např. červeńı a modř́ı, učitelé a žáci, ženy a muži), směj́ı vyvářet pouze koalice
předem dané velikosti a jejich preference jsou založeny na počtu agent̊u daného typu v koalici.

Tento problém je hlavńım předmětem této práce. Pomoćı tohoto modelu lze také zachytit
mnoho zaj́ımavých situaćı z reálného světa, např́ıklad sd́ıleńı pokoj̊u, rozdělováńı student̊u do
týmů na školńı projekt (chlapci/d́ıvky, česky/anglicky mluv́ıćı) nebo usazeńı ke stol̊um dané
velikosti.
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2 Kapitola 0. Abstrakt

Stuktura práce
V Kapitole 1 si zadefinujeme obecnou Hedonickou hru. Dále se seznámı́me s Problémem stabilńıch
spolubydĺıćıch, Hedonickou hrou s pevnou velikost́ı koalic, Problémem stabilńıch manželstv́ı a
Hedonickou hrou s podmı́nkami r̊uznorodosti.

V Kapitole 2 se bĺıže pod́ıváme na Problém stabilńıch spolubydĺıćıch s podmı́nkami r̊uzno-
rodosti (dále Roommate diversity problem), který je hlavńım předmětem naš́ı práce a srhneme
si vše významné, co o tomto problému již v́ıme.

V Kapitole 3 si představ́ıme nový randomizovaný algoritmus na rychlé hledáńı core stabilńıho
řešeńı pro instance Roommate diversity problému.

V Kapitole 4 si shrneme všechny nové poznatky, které jsme mohli o Roommate diversity
problému i d́ıky novému algoritmu učinit.

A nakonec v Kapitole 5 se bĺıže pod́ıváme na implementaci celé této problematiky i algoritmu,
tak jak se nacháźı v přiložených souborech.



Kapitola 1

Hedonické hry

V této kapitole si nejprve zadefinujeme obecnou Hedonickou hru, poté si ukážeme nějaké nejznám-
něǰśı podtř́ıdy Hedonických her. Začneme tedy s t́ım nejjednodušš́ım modelem, postupně budeme
přidávat na složitosti a propracovávat se až k hlavńımu tématu této práce – Roommate diversity
problému, kterému jsou věnovány následuj́ıćı kapitoly. Ćılem této kapitoly je vytvořit čtenáři
jakýsi nadhled nad celou touto problematikou.

1.1 Hedonická hra
Necht’ N = {1, 2, . . . , |N |} je množina agent̊u. Každou neprázdnou podmnožinu S ⊆ N nazveme
koalićı. Rozděleńım do koalic nebo řešeńım (anglicky coalition partition nebo outcome) nazveme
množinu Π = {Sk}K

k=1 koalic, která je rozkladem množiny N , tedy
⋃K

k=1 Sk = N a Sk ∩ S` = ∅
pro všechna 1 ≤ k < ` ≤ K.

Preferenčńı profil agenta i ∈ N je preferenčńı relace %i nad množinou {S ⊆ N : i ∈ S},
což jsou koalice, které obsahuj́ı daného agenta i. Speciálńı značeńı �i se použ́ıvá pro striktńı
preferenci, ∼i označuje lhostejnost. Pro dané rozděleńı do koalic Π a daného agenta i, π(i)
označuje koalici S ∈ Π takovou, že i ∈ S.

I Definice 1.1. Hedonická hra je dvojice (N, (%i)i∈N ), kde N = {1, 2, . . . , |N |} je množina
agent̊u a %i každého agenta i ∈ N je preferenčńı relace nad množinou {S ⊆ N : i ∈ S} koalic,
které obsahuj́ı agenta i.

I Definice 1.2. Řekneme, že koalice T blokuje rozděleńı Π, pokud T �i π(i) pro všechny i ∈ T .

I Definice 1.3. Rozděleńı do koalic Π je core stabilńı ve hře (N, (%i)i∈N ) právě tehdy, když
žádná koalice T ⊆ N neńı blokuj́ıćı. Jako core dané hry se potom označuje množina všech core
stabilńıch rozděleńı.

Jinak řečeno, rozděleńı do koalic je core stabilńı, pokud neexistuje koalice T ⊆ N , jej́ıž všichni
členové ji striktně preferuj́ı před svou aktuálńı koalićı.

I Poznámka 1.4. Toto neńı jediný koncept stability - v daľśıch částech této práce si ukážeme
ještě exchange stabilitu, záviděńı prostost a Pareto optimalitu.

I Př́ıklad 1.5. Pro ilustrováńı nám poslouž́ı jednoduchý př́ıklad se třemi agenty N = {1, 2, 3}:

1 : {1, 3} �1 {1, 2, 3} �1 {1} �1 {1, 2},
2 : {1, 2} �2 {1, 2, 3} �2 {2} �2 {2, 3},
3 : {1, 3} �3 {1, 2, 3} �3 {3} �3 {2, 3}.
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4 Kapitola 1. Hedonické hry

V tomto př́ıkladu stoj́ı za povšimnut́ı, že jsou preferenčńı profily všech agent̊u striktńı: žádný
agent neńı lhostejný mezi dvěma r̊uznými koalicemi (vždy striktně preferuje prvńı nebo druhou
koalici). V tomto př́ıpadě je rozděleńı Π1 = {{1, 3}, {2}} core stabilńı. Jediný agent, který si
v tomto rozděleńı může polepšit, je agent 2, který by raději do koalice {1, 2} nebo {1, 2, 3}. Ani
jedna však neńı blokuj́ıćı, protože je v obou koalićıch agent 1, který by si pohoršil. Rozděleńı Π1
tedy lež́ı v core této Hedonické hry.

Naopak rozděleńı Π2 = {{1, 2, 3}} už core stabilńı neńı. Oba agenti 1 a 3 striktně preferuj́ı
koalici {1, 3} před {1, 2, 3} a koalice {1, 3} je tedy blokuj́ıćı. To znamená, že Π2 nelež́ı v core.

Hedonická hra, kterou jsme si ukázali v tomto př́ıkladu, má tedy neprázdné core.

I Př́ıklad 1.6. Pojd’me si nyńı ukázat nějakou hru, která nemá žádné core stabilńı rozděleńı
do koalic:

1 : {1, 2} �1 {1, 3} �1 {1, 2, 3} �1 {1},
2 : {2, 3} �2 {1, 2} �2 {1, 2, 3} �2 {2},
3 : {1, 3} �3 {2, 3} �3 {1, 2, 3} �3 {3}.

V této hře neńı žádné možné rozděleńı do koalic core stabilńı.

Rozděleńı {{1}, {2}, {3}}, kde je každý agent sám, je blokováno koalićı {1, 2, 3}.

Rozděleńı {1, 2, 3}, kde jsou všichni agenti spolu v jedné koalici (tzv. grand coalition), je
blokováno např́ıklad koalićı {1, 2}.

Rozděleńı {{1, 2}, {3}} je blokováno koalićı {2, 3}.

Rozděleńı {{2, 3}, {1}} je blokováno koalićı {1, 3}.

Rozděleńı {{1, 3}, {2}} je blokováno koalićı {1, 2}.

Rozděleńı, která obsahuj́ı jako koalici dvojici agent̊u, tedy obsahuj́ı cyklus. Ukázali jsme, že
všechna možná rozděleńı maj́ı nějakou blokuj́ıćı koalici a core této hry je tedy prázdné.

Jak výpočetně složité je rozhodnout o prázdnosti core dané Hedonické hry, tedy o tom, zda
má daná hra core stabilńı řešeńı?

I Věta 1.7 (Ballester, 2004 [2]). Rozhodnout o prázdnosti core pro danou Hedonickou hru
(N,%) je NP-úplný problém.

Obecně tedy můžeme ř́ıci, že naj́ıt nějaké stabilńı řešeńı Hedonické hry je velmi těžký úkol:
pouze rozhodnut́ı o existenci takového řešeńı je NP-úplný problém.

Nyńı se můžeme pod́ıvat na některé nejznáměǰśı podtř́ıdy Hedonických her.

1.2 Problém stabilńıch spolubydĺıćıch
V této kapitole si nejdř́ıve zavedeme pojem Hedonická hra s pevnou velikost́ı koalic a potom se
pod́ıváme na speciálńı př́ıpad, kdy velikost koalice je dva – Problém stabilńıch spolubydĺıćıch.

1.2.1 Hedonická hra s pevnou velikost́ı koalic
Zat́ımco v obecné Hedonické hře, kterou jsme si zadefinovali v minulé kapitole, směj́ı koalice
nabývat všech možných velikost́ı (tedy od 1 do |N |), zde je nějaká předem pevně daná velikost
koalic s. Agenti směj́ı vytvářet koalice pouze této velikosti, někteř́ı pak mohou z̊ustat sami. Jejich
preference jsou tedy nad koalicemi velikosti s a velikosti 1 (z̊ustat sami klidně mohou preferovat).
Formálně:

Každou podmnožinu S ⊆ N , kde |S| = s nebo |S| = 1, nazveme koalićı.
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Rozděleńım nebo řešeńım nazveme rozděleńı všech agent̊u do k koalic Π = {S1, S2, . . . , Sk},
kde |Si| = s nebo |Si| = 1 pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Pref. profil agenta i ∈ N je pref. relace %i nad množinou {S ⊆ N : i ∈ S, |S| = s ∨ |S| = 1}.

Můžeme mı́t na základě tohoto omezeńı nějakou garanci existence stabilńıho řešeńı? Zjed-
nodušuje nám to výpočetně problém?

I Věta 1.8. Hedonická hra s pevnou velikost́ı koalic nemuśı mı́t žádné core stabilńı řešeńı pro
s ≥ 2.

I Věta 1.9 (Ng a Hirschberg, 1991 [12]). Rozhodnout o prázdnosti core pro danou Hedonickou
hru s pevnou velikost́ı koalic je NP-úplný problém, už když s = 3.

I Věta 1.10 (Huang, 2007 [10]). Rozhodnout o prázdnosti core pro danou Hedonickou hru
s pevnou velikost́ı koalic je NP-úplný problém pro s ≥ 3.

Jak vid́ıme, pevná velikost koalic nám problém př́ılǐs nezjednodušuje. Nelze ani garantovat
existenci žádného stabilńıho řešeńı. Speciálńı př́ıpad je ovšem s = 2, kde ačkoli nemůžeme žádné
stabilńı řešeńı garantovat, existuje algoritmus, který dokáže v polynomiálńım čase odpovědět na
otázku existence takového řešeńı a př́ıpadně nějaké stabilńı řešeńı vrátit, pokud existuje.

Hedonická hra s pevnou velikost́ı koalic kde s = 2 neńı nic jiného než jiné označeńı pro
Problém stabilńıch spolubydĺıćıch, kterému se budeme věnovat v následuj́ıćı kapitole.

1.2.2 Problém stabilńıch spolubydĺıćıch
Problém stabilńıch spolubydĺıćıch (anglicky Stable roommates problem) je velice známá podtř́ıda
Hedonických her. Můžeme si jej představit jako Hedonickou hru s pevnou velikost́ı koalic, ve
které s = 2. V odborné literatuře je tento problém často zaváděn tak, že se hledá tzv. stabilńı
párováńı – to je zcela ekvivalentńı tomu naj́ıt v této hře core stabilńı řešeńı, tak jak jsme si
zavedli v kapitole 1.1. Klasickou motivaćı pro zavedeńı tohoto problémů může být následuj́ıćı
situace:

Máme kolej, na kterou chceme ubytovat 2n osob do n pokoj̊u pro dvě ososby. Každá osoba
má preference nad všemi ostatńımi, se kterými může být na pokoji (můžeme si to představit jako
seřazený seznam délky 2n− 1). Lze je rozdělit do pokoj̊u tak, aby potom neexistovaly dvě osoby,
které spolu nejsou na jednom pokoji, ale navzájem se preferuj́ı v́ıce než svého spolubydĺıćıho?

Jak již v́ıme z Věty 1.8, takové rozděleńı nemuśı vždy existovat. Pojd’me si ukázat nějaké
př́ıklady, abychom věděli, kde může vzniknout problém.

I Př́ıklad 1.11. V tomto př́ıkladu máme čtyři agenty: Alici, Annu, Boba a Bruna. V zápisu
preferenćı šetř́ıme mı́stem – dle definice jsou preference daného agenta nad koalicemi velikosti
dva – logicky jedńım členem každé koalice je ten daný agent. V zápisu tedy neṕı̌seme celé koalice,
ale pouze druhé agenty.

Alice : Anna � Bruno � Bob,
Anna : Alice � Bruno � Bob,

Bob : Bruno � Alice � Anna,
Bruno : Bob � Anna � Alice.

Rozděleńı Π = {{Alice, Anna}, {Bob, Bruno}} je v tomto př́ıpadě jediné možné core stabilńı
rozděleńı do koalic.

Jak již ale v́ıme, takové rozděleńı nemuśı v̊ubec existovat.
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I Př́ıklad 1.12. Mějme následuj́ıćı př́ıklad tentokrát s agenty Alićı, Brunem, Cećılíı a Davidem.

Alice : Bruno � Cećılie � David,
Bruno : Cećılie � Alice � David,
Cećılie : Alice � Bruno � David,
David : Alice � Bruno � Cećılie.

V tomto př́ıpadě Alice, Bruno a Cećılie jsou pro někoho vždy tou nejlepš́ı volbou. Naopak
Davida, bohužel, nikdo nemá moc rád. V každém možném rozděleńı však jeden ze tř́ı obĺıbených
agent̊u muśı být v koalici s Davidem – ale je tou nejlepš́ı volbou pro jednoho ze dvou ostatńıch
agent̊u, se kterým by byl radši než s Davidem. Pro úplnost si projdeme všechna rozděleńı:

Pokud bychom měli rozděleńı {{Alice, Bruno}, {Cećılie, David}}, koalice {Bruno, Cećılie}
bude blokuj́ıćı. V rozděleńı {{Bruno, Cećılie}, {Alice, David}} je blokuj́ıćı koalice {Alice, Cećılie}.
A v rozděleńı {{Alice, Cećılie}, {Bruno, David}} je blokuj́ıćı {Alice, Bruno}.

Každé možné rozděleńı tedy má nějakou blokuj́ıćı koalici a core této hry je tedy prázdné!

Z Věty 1.10 v́ıme, že pro s ≥ 3 je NP-úplný problém rozhodnout o prázdnosti core. Plat́ı to
i pro s = 2?

I Věta 1.13 (Irving, 1985 [11]). Existuje algoritmus, který v čase O(n2):

Rozhodne o prázdnosti core pro danou instanci Problému stabilńıch spolubydĺıćıch.

Pokud je core neprázdné, nalezne nějaké core stabilńı řešeńı.

Tento algoritmus, který v roce 1985 představil Robert W. Irving, je dnes znám jako Irving̊uv
algoritmus (anglicky Irving’s algorithm).

1.3 Problém stabilńıch manželstv́ı

Problém stabilńıch manželstv́ı (anglicky Stable marriage problem) je dost možná nejznáměǰśı
podtř́ıda Hedonických her. Představili jej již v roce 1962 D. Gale a L. S. Shapley [9] v kontextu
rozdělováńı uchazeč̊u mezi vysokými školami, berouce v potaz preference uchazeč̊u i vysokých
škol.

Nejdř́ıve si tento problém formálně zadefinujeme a ukážeme př́ıklad, nakonec si vysvětĺıme
souvislost s Hedonickými hrami.

I Definice 1.14. Mějme množiny agent̊u M a W : |M | = |W | = n a M ∩W = ∅. Každý agent
má seřazený seznam všech agent̊u opačné množiny podle preferovatelnosti. Problém stabilńıch
manželstv́ı je vytvořit n smı́̌sených pár̊u tak, aby vytvořené párováńı bylo stabilńı.

I Definice 1.15. Vytvořené párováńı neńı stabilńı v př́ıpadě, že existuje tzv. blokuj́ıćı pár, tj.
agenti x ∈M a y ∈W :

x striktně preferuje y před svým stávaj́ıćım partnerem, nebo x neńı v páru,

a y striktně preferuje x před svým stávaj́ıćım partnerem, nebo y neńı v páru.

V opačném př́ıpadě je párováńı stabilńı.

Můžeme si představit, že agenti z množiny M jsou páni a agenti z množiny W jsou dámy, a
úkolem je vytvořit z nich páry. T́ımto zp̊usobem bývá tento problém často zadán. Obecně lze ale
ř́ıci, že nemuśı j́ıt nutně o množiny pán̊u a dam - může j́ıt o libovolné disjuktńı množiny.
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I Př́ıklad 1.16. Mějme množinu pán̊u M = {Alan, Boris, Cyril} a množinu dam W = {Diana,
Erika, Frantǐska}. Jejich preference jsou následuj́ıćı:

Alan : Diana � Erika � Frantǐska,
Boris : Erika � Diana � Frantǐska,
Cyril : Diana � Erika � Frantǐska,

Diana : Boris � Alan � Cyril,
Erika : Alan � Boris � Cyril,

Frantǐska : Alan � Boris � Cyril.

V tomto př́ıpadě párováńı {{Alan, Frantǐska}, {Boris, Erika}, {Cyril, Diana}} neńı stabilńı,
protože existuje blokuj́ıćı pár {Alan, Erika} – Alan preferuje Eriku před Frantǐskou a zároveň
Erika preferuje Alana před Borisem.

Naopak kupř́ıkladu párováńı {{Boris, Diana}, {Alan, Erika}, {Cyril, Frantǐska}} už stabilńı
je. V tomto párováńı totiž neexistuje žádný pár, který by byl blokuj́ıćım. Vezměme si např́ıklad
pár {Alan, Diana} – ačkoliv Alan v́ıce preferuje Dianu před Erikou, která je jeho druhou volbou,
Diana je v páru s Borisem, který je jej́ı prvńı volbou a tedy ho preferuje v́ıce než Alana. Tento
pár tedy neńı blokuj́ıćı, stejně jako všechny ostatńı.

I na tento problém můžeme nahĺıžet jako na specifickou Hedonickou hru – jde vlastně o He-
donickou hru s pevnou velikost́ı koalic, kde s = 2, přičemž každý agent je jednoho ze dvou
typ̊u, počet agent̊u obou typ̊u je z definice stejný a z hlediska tvorby koalic jsou př́ıpustné pouze
smı́̌sené koalice. Potom nalézt v takové hře core stabilńı řešeńı je ekvivalentńı nalezeńı stabilńıho
párováńı.

Jaké maj́ı tyto omezuj́ıćı podmı́nky vliv na výpočetńı složitost a můžeme na jejich základě
vždy garantovat stabilńı řešeńı? Už u Problému stabilńıch spolubydĺıćıch přece máme algoritmus,
který v polynomiálńım čase rozhodne o existenci takového řešeńı a př́ıpadně ho nalezne – zde
máme nav́ıc agenty rozděleny na dva typy, počty agent̊u obou typ̊u jsou stejné a př́ıpustné jsou
pouze smı́̌sené koalice!

I Věta 1.17 (Gale a Shapley, 1962 [9]). Každá instance Problému stabilńıch manželstv́ı má
stabilńı řešeńı. Existuje algoritmus, který nějaké takové nalezne v čase O(n2).

V následuj́ıćı podkapitole se bĺıže seznámı́me s t́ımto algoritmem.

1.3.1 Gale-Shapleyho algoritmus

Gale-Shapleyho algoritmus poprvé popsali D. Gale a L. S. Shapley v roce 1962 [9]. Tento algo-
ritmus pro danou instanci Problému stabilńıch manželstv́ı vždy nalezne stabilńı párováńı v čase
O(n2), kde n = |M | = |W |. Nejprve si poṕı̌seme práci algoritmu a poté dokážeme, že párováńı,
které nalezl, je perfektńı (všichni jsou v páru) a stabilńı. Pro názorné vysvětleńı jeho práce bu-
deme uvažovat, že M je množina pán̊u a W je množina dam.

Dále budeme uvažovat dva stavy pán̊u - zadaný a nezadaný. Celý algoritmus konč́ı ve stavu,
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kdy jsou již všichni páni zadańı.
Algoritmus 1: Gale-Shapleyho

Vstup : Množina pán̊u M , množina dam W , |M | = |W | = n, jejich preference
Výstup: Stabilńı párováńı o velikosti n

1 Párováńı P = ∅
2 Pro všechny pány m ∈M :
3 stav(m)← nezadaný
4 Dokud existuje nějaký nezadaný pán m ∈M :
5 m vybere dámu w, kterou preferuje nejv́ıce ze všech dam, kterým se dosud nenab́ıdl
6 m se nab́ıdne w
7 Pokud w neńı v páru:
8 stav(m)← zadaný
9 Přidej pár (m,w) do P

10 Pokud w je v páru, ale preferuje m před svým současným partnerem m′:
11 stav(m′)← nezadaný
12 Odeber pár (m′, w) z P
13 stav(m)← zadaný
14 Přidej pár (m,w) do P
15 Vrat’ P, obsahuj́ıćı stabilńı párováńı

Nyńı si ještě dokážeme, že algoritmus pracuje správně a opravdu nalezne stabilńı párováńı
velikosti n.

Důkaz správnosti algoritmu. P obsahuje párováńı, protože vždy vytvář́ıme pár z pána, který
neńı v žádném jiném páru, a dámy, která bud’ také neńı v žádném jiném páru, nebo jej́ı předchoźı
pár zruš́ıme.

Dále, P je perfektńı párováńı (tedy všichni jsou v nějakém páru). Nemůže nastat situace, kdy
by na konci běhu algoritmu zbyl nějaký pán m a nějaká dáma w, kteř́ı by nebyli v páru – protože
každý pán se nab́ıdne každé dámě, pokud je to třeba – tedy v nějakém kroku se určitě m musel
nab́ıdnout w, která jej musela přijmout.

A konečně, P je určitě stabilńı párováńı. Mějme pána m a w, kteř́ı spolu netvoř́ı pár: m
preferuje w před svou partnerkou a w preferuje m před svým partnerem. V tomto př́ıpadě by
párováńı nebylo stabilńı.

Ale m se přece musel nab́ıdnout w dř́ıve než své partnerce, pokud ji preferuje v́ıc, a w jej
musela přijmout, pokud jej preferuje v́ıc než svého partnera (a kohokoliv s kým byla během běhu
algoritmu zapárována)! Taková situace tedy nemůže nastat a párováńı, které vrát́ı algoritmus,
je vždy stabilńı. J

1.4 Hedonická hra s podmı́nkami r̊uznorodosti

Ve všech modelech, které jsme si až do této doby zavedli, maj́ı jednotliv́ı agenti svoji identitu.
Některé modely jsme mohli omezit r̊uznými zp̊usoby (např. pevnou velikost́ı koalic apod.), ale
preference jednotlivých agent̊u jsou stále založeny na této identitě – každý agent je unikátńı a
agenti při formováńı koalic rozlǐsuj́ı mezi každým jednotlivým agentem.

Někdy se však v reálném světě můžeme setkat s t́ım, že potřebujeme zformovat koalice
z agent̊u, kteř́ı jsou nějakých typ̊u, a preference těchto agent̊u jsou pak založeny na poměru
agent̊u r̊uzných typ̊u – v této práci budeme uvažovat typy pouze dva. Může to být např́ıklad
vytvářeńı skupin r̊uzných velikost́ı ze student̊u mluv́ıćıch r̊uznými jazyky, rozdělováńı studentek
a student̊u do smı́̌sených skupin, sd́ılené ubytováńı apod.
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Podmı́nky r̊uznorodosti (anglicky diversity preferences) tedy znamenaj́ı, že agenti z hlediska
formováńı koalic nerozlǐsuj́ı mezi jednotlivými agenty, ale pouze mezi typy těchto agent̊u. Nyńı
si formálně zavedeme Hedonickou hru s podmı́nkami r̊uznorodosti [6] (anglicky Hedonic diversity
game), která tento typ problémů modeluje.

I Definice 1.18. Hedonická hra s podmı́nkami r̊uznorodosti je trojice G = (R,B, (�i)i∈R∪B),
kde R a B jsou disjunktńı množiny agent̊u a preferenčńı relace �i každého agenta i ∈ R ∪ B je
lineárńı uspořádáńı nad množinou

Θ =
{r
s

: r ∈ {0, 1, . . . , |R|}, s ∈ {1, . . . , |R|+ |B|}
}
.

Polož́ıme N = R ∪ B, všechny agenty v R budeme označovat jako červené agenty, všechny
agenty vB budeme označovat modrými agenty. Stejně jako u Hedonických her, každou neprázdnou
podmnožinu S ⊆ N nazveme koalićı.

Rozděleńım do koalic nebo řešeńım (anglicky coalition partition nebo outcome) nazveme
množinu Π = {Sk}K

k=1 koalic, která je rozkladem množiny N , tedy
⋃K

k=1 Sk = N a Sk ∩ S` = ∅
pro všechna 1 ≤ k < ` ≤ K. Pro dané rozděleńı do koalic Π a daného agenta i, π(i) označuje
koalici S ∈ Π takovou, že i ∈ S.

Pro danou koalici S ⊆ N , řekneme že je poměru θ(S) a mysĺıme t́ım poměr červených agent̊u
ku všem agent̊um v této koalici, tedy θ(S) = |S∩R|

|S| .
U každého agenta i ∈ N budeme jeho preferenčńı relaci �i interpretovat jako preference nad

poměrem červených agent̊u v jeho koalici; tedy např́ıklad

2
3 �i

3
5

znamená, že agent i preferuje koalice, ve kterých jsou dvě třetiny červených agent̊u před koalicemi,
ve kterých jsou tři pětiny červených agent̊u.

Nyńı se můžeme pod́ıvat na to, jak by mohlo vypadat nějaké korektńı zadáńı Hedonické hry
s podmı́nkami r̊uznorodosti:

I Př́ıklad 1.19. Necht’ G = ({r1, r2, r3, r4}, {b1, b2}, (�i)i∈R∪B), kde:

r1, r2, r3, r4 : 23 �
1
4 �

1
3 � · · · b1, b2 : 23 �

4
5 �

5
6 � · · ·

V této hře všech šest agent̊u nejv́ıce preferuje koalici, ve které by byly dvě třetiny červených
agent̊u.

I zde se zavád́ı core stabilita, stejně jako u Hedonických her.

I Definice 1.20. Řekneme, že koalice S ⊆ N blokuje rozděleńı Π, pokud každý agent i ∈ S
preferuje Π před π(i). Rozděleńı Π je core stabilńı, pokud toto rozděleńı neblokuje žádná koalice
S ⊆ N .

I Pozorováńı 1.21. V př́ıkladu 1.19 máme hned několik core stabilńıch rozděleńı. Je to
např́ıklad rozděleńı Π1 = {{r1, r2, r3, r4, b1, b2}}, kde jsou všichni agenti spolu v jedné koa-
lici (tzv. grand coalition), nebo Π2 = {{r1, r2, b1}, {r3, r4, b2}}. Logicky, jsou to core stabilńı
rozděleńı, protože jsou v nich všichni agenti v koalićıch, které nejv́ıce preferuj́ı – nemůže tedy
existovat žádná blokuj́ıćı koalice, kterou by preferovali v́ıce.

Jak takové preferenčńı profily agent̊u mohou v realitě vypadat? Často se setkáváme se situa-
cemi, kdy agenti preferuj́ı nějakou pro ně nejv́ıce optimálńı volbu, a s nar̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı od
této nejlepš́ı volby se jejich preference snižuje. Takové preference označujeme jako single-peaked.
Opravdu dává smysl zavést si takový typ preferenćı, vezměme si např́ıklad:
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Rozděleńı kuřák̊u a nekuřák̊u ke stol̊um. V takovém př́ıpadě lze očekávat, že agenti obou typ̊u
budou cht́ıt být usazeni ke stolu s pokud možno co největš́ım počtem agent̊u stejného typu,
jako jsou oni.

Nebo rozděleńı pekař̊u a řezńık̊u na r̊uzná tržǐstě. V tomto př́ıpadě agenti stejného typu
soupeř́ı o zákazńıky, lze tedy očekávat, že agenti budou preferovat tržǐstě s pokud možno co
nejmenš́ım počtem agent̊u stejného typu.

I Definice 1.22. Řekneme, že preferenčńı relace agenta i ∈ N je single-peaked, pokud existuje
pi ∈ [0, 1], a pro všechna α, β ∈ [0, 1] takové, že pi ≤ α < β nebo β < α ≤ pi, plat́ı α �i β.

Bohužel, ani takové omezeńı preferenčńıch profil̊u nám tento problém př́ılǐs nezjednodušuje.

I Věta 1.23 (Bredereck a kol., 2019 [6]). Hedonická hra s podmı́nkami r̊uznorodosti nemuśı mı́t
žádné core stabilńı řešeńı, a to ani když jsou preference všech agent̊u single-peaked.

I Věta 1.24 (Bredereck a kol., 2019 [6]). Rozhodnout o tom, zda pro danou Hedonickou hru
s podmı́nkami r̊uznorodosti existuje core stabilńı řešeńı, je NP-úplný problém.



Kapitola 2

Problém stabilńıch spolubydĺıćıch
s podmı́nkami r̊uznorodosti

Problém stabilńıch spolubydĺıćıch s podmı́nkami r̊uznorodosti (anglicky Stable roommates pro-
blem with diversity preferences, Roommate diversity problem) je hlavńım předmětem této práce.
Tento problém zavedli a pojmenovali v roce 2020 N. Boehmer a E. Elkind [3]. V této kapitole si
nejprve ukážeme, kde se nám takový model může hodit, poté si ho řádně zadefinujeme a nakonec
řekneme, co o něm již v́ıme.

V kapitole 1.4 jsme si zavedli Hedonickou hru s podmı́nkami r̊uznorodosti a vysvětlili, co
tyto podmı́nky r̊uznorodosti znamenaj́ı. Obecně můžeme ř́ıct, že se tento typ problému lǐśı od
Hedonické hry s podmı́nkami r̊uznorodosti pevnou velikost́ı koalic – zat́ımco v Hedonické hře
mohou koalice nabývat r̊uzných velikost́ı, zde je pevná velikost předem dána.

2.1 Motivace
Na jedné vysoké vyučoval profesor, který na začátku semestru potřeboval rozdělit studenty do
skupin po pěti. Na této škole však nebyli pouze domáćı, česky mluv́ıćı studenti – studovalo zde
i velké množstv́ı španělsky mluv́ıćıch student̊u na výjezdu.

Rozdělit správně studenty do skupin nebyl v̊ubec lehký úkol1:

Martin řekl, že by se rád o Španělsku něco dozvěděl, proto by chtěl být ve skupině pouze se
španělskými studenty.

naopak Kryštof řekl, že nemá rád Španělsko a neumı́ španělsky, a proto chce být ve skupině
pouze s česky mluv́ıćımi studenty.

Tadeáš by si rád procvičil španěľstinu, ale chtěl by mı́t ve skupině i nějaké česky mluv́ıćı
studenty.

španělsky mluv́ıćı Garcia by ráda byla ve skupině s daľśım španělsky mluv́ıćım studentem a
třemi českými studenty.

atd.

Profesor je zběhlý v teoretické informatice, takže hned vid́ı souvislost s Hedonickou hrou
s podmı́nkami r̊uznorodosti (kterou jsme si zavedli v kapitole 1.4). Hned je mu jasné, že naj́ıt

1Jak bude ukázáno později v této kapitole, byl to úkol NP-úplný.

11
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stabilńı rozděleńı student̊u do skupin nebude úplně lehké – rozhodnout o existenci core stabilńıho
řešeńı v takové hře je NP-úplný problém.

V jeho problému je však ještě něco nav́ıc: velikost koalic je předem jasně daná, podobně jako
v Hedonických hrách s pevnou velikost́ı koalic (kterou jsme zavedli v kapitole 1.2). I v těchto
hrách však plat́ı, že rozhodnout o existenci core stabilńıho řešeńı je NP-úplné.

Pokud máme v Hedonické hře současně obě dvě tyto omezuj́ıćı podmı́nky, jak to ovlivńı
výpočetńı složitost a můžeme třeba něco garantovat? Abychom to mohli bĺıže prozkoumat, byl za-
veden [3] Stable roommates problem with diversity preferences a já jsem jej do češtiny přeložil jako
Problém stabilńıch spolubydĺıćıch s podmı́nkami r̊uznorodosti – dále v práci ho budu označovat
zkráceně jako Roommate diversity problem.

2.2 Základńı definice
I Definice 2.1. Roommate diversity problem s velikost́ı koalice s je čtveřice
G = (R,B, s, (%i)i∈R∪B), kde N = R ∪B a |N | = k · s pro nějaké k ∈ N. Preferenčńı relace %i

každého agenta i ∈ N je neostré uspořádáńı nad množinou D = { j
s : j ∈ {0, 1, . . . , s}}.

Všechny agenty v R budeme označovat jako červené agenty, všechny agenty v B budeme
označovat modrými agenty. Dále, r = |R|, b = |B| a n = |R ∪ B|. Každou množinu S ⊆ N
o velikosti s označ́ıme jako koalici. Dále, necht’ k = n

s .
Rozděleńım do koalic nebo řešeńım (anglicky outcome) nazveme rozděleńı všech agent̊u do

k koalic Π = {S1, S2, . . . , Sk}, kde |Si| = s pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , k}. Pro dané rozděleńı do
koalic Π a daného agenta i, π(i) označuje koalici S ∈ Π takovou, že i ∈ S.

Pro danou koalici S ⊆ N , řekneme že je poměru θ(S) a mysĺıme t́ım poměr červených agent̊u
ku všem agent̊um v této koalici, tedy θ(S) = |S∩R|

|S| . Pokud S ⊆ R, řekneme, že S je čistě červená
koalice, pokud S ⊆ B, řekneme, že S je čistě modrá koalice.

U každého agenta i ∈ N budeme jeho preferenčńı relaci %i nad D interpretovat jako preference
nad poměrem červených agent̊u v jeho koalici; tedy např́ıklad

2
5 %i

3
5

znamená, že agent i slabě preferuje koalici se dvěma červenými agenty před koalićı se třemi
červenými agenty.

Mějme dvě koalice S, T ⊆ N , jejichž součást́ı je agent i. Naṕı̌seme S �i T a řekneme že
agent i striktně preferuje S před T , jestliže θ(S) %i θ(T ) a zároveň θ(T ) � θ(S). Dále, naṕı̌seme
S %i T a řekneme, že i slabě preferuje S před T , pokud θ(S) %i θ(T ) nebo θ(S) = θ(T ). Pokud
agent i slabě preferuje S před T a zároveň slabě preferuje T před S, zaṕı̌seme S ∼i T a řekneme,
že agent i je k těmto koalićım lhostejný, př́ıpadně že je preferuje stejně.

2.2.1 Různé koncepty stability
Nyńı již známe všechno potřebné pro to, abychom si mohli zavést nějaké koncepty stability řešeńı.
Budeme se zabývat předevš́ım core stabilitou, ale pro úplnost jich zde uvedeme v́ıce.

I Definice 2.2. Rozděleńı do koalic Π je core stabilńı, pokud neexistuje koalice S ⊆N, |S| = s
taková, že pro všechny agenty i ∈ S plat́ı θ(S) �i θ(π(i)). Jako core se potom označuje množina
všech těchto core stabilńıch rozděleńı. Pokud taková koalice S existuje, řekneme že S je blokuj́ıćı
koalice.

I Definice 2.3. Rozděleńı do koalic Π je silně core stabilńı, pokud neexistuje koalice S ⊆N,
|S| = s taková, že pro všechny agenty i ∈ S plat́ı θ(S) %i θ(π(i)) a zároveň ∃i ∈ S, pro kterého
plat́ı θ(S) �i θ(π(i)).
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I Definice 2.4. Rozděleńı do koalic Π je Pareto optimálńı, jestlǐze neexistuje rozděleńı Π′
takové, že ∀i ∈ N : θ(π′(i)) %i θ(π(i)) a zároveň ∃i ∈ N : θ(π′(i)) �i θ(π(i)).

Jinak řečeno, rozděleńı je Pareto optimálńı, pokud neexistuje nějaké jiné rozděleńı, ve kterém
by si nikdo nepohoršil, a alespoň jeden agent by si v něm polepšil.

I Definice 2.5. Rozděleńı do koalic Π je exchange stabilńı, pokud neexistuj́ı agenti i, j ∈ N ,
π(i) 6= π(j): θ((π(j) \ {j}) ∪ {i}) �i θ(π(i)) a zároveň θ((π(i) \ {i}) ∪ {j}) �j θ(π(j)). Pokud
takov́ı agenti i, j existuj́ı, řekneme, že si i a j chtěj́ı vyměnit mı́sto.

I Definice 2.6. Rozděleńı do koalic Π je záviděńı prosté, pokud neexistuj́ı agenti i, j ∈ N , π(i)
6= π(j): θ((π(j) \ {j}) ∪ {i}) �i θ(π(i)). Pokud takov́ı agenti i, j existuj́ı, řekneme, že agent i
závid́ı agentovi j jeho mı́sto.

Na záviděńı prostost tedy můžeme pohĺıžet jako na jakousi jednostrannou verzi exchange
stability.

2.2.2 Strukturované preference
Preferenčńı relace jednotlivých agent̊u můžeme nav́ıc r̊uznými zp̊usoby omezit – vyžadovat po
nich, aby měly určitou strukturu. V této práci se zabýváme předevš́ım single-peaked profily, ale
pro zaj́ımavost si ukážeme i tzv. dichotomické preferenčńı relace (které, jak se dále dozv́ıme, nám
garantuj́ı core stabilńı rozděleńı).

I Definice 2.7. Řekneme, že preferenčńı relace agenta i je single-peaked, pokud existuje pi ∈ D,
a pro všechna α, β ∈ D takové, že pi ≤ α < β nebo β < α ≤ pi, plat́ı α %i β.

I Př́ıklad 2.8. Preference, které jsou single-peaked, jsou např́ıklad:
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Naopak single-peaked určitě nejsou tyto preference:
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Obrázek 2.1 Zobrazeńı ukázaných preferenćı
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I Definice 2.9. Instance Roommate diversity problému je single-peaked, pokud preferenčńı
relaci všech agent̊u v této instanci jsou single-peaked.

I Definice 2.10. Řekneme, že preferenčńı relace agenta i je dichotomická, pokud je možné
rozdělit D do dvou podmnožin D+ a D−, tak aby platilo: ∀d ∈ D+, d′ ∈ D−: d �i d

′, ∀d, d′ ∈
D+ : d ∼i d

′, ∀d, d′ ∈ D− : d ∼i d
′. Řekneme, že agent i schvaluje všechny poměry v D+

a neschvaluje všechny poměry v D−.

I Př́ıklad 2.11. Následuj́ıćı preference je dichotomická:
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A jako posledńı si uvedeme př́ıklad preference, která je jak single-peaked, tak dichotomická:
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2.3 Dosavadńı poznatky
Vzhledem k tomu, že byl tento typ problému zavedený teprve v minulém roce, zat́ım nebyl
podrobně prozkoumán, jako některé jiné problémy. V této kapitole si shrneme všechny d̊uležité
poznatky, které jsou dosud známy. Protože se tomuto problému zat́ım pořádně věnoval pouze
jeden článek [3], všechny věty a d̊ukazy, které v této kapitole uvád́ıme, jsou převzaty z tohoto
článku.

2.3.1 Velikost koalice dva
Pro s = 2, Roommate diversity problem je speciálńım př́ıpadem Problému stabilńıch spo-
lubydĺıćıch (kde je znám Irving̊uv algoritmus, který rozhodne v čase O(n2) zda existuje stabilńı
řešeńı, a nalezne jej, pokud existuje). Jak nám zde pomohou podmı́nky r̊uznorodosti? Zjednoduš́ı
nám problém natolik, že můžeme vždy garantovat existenci nějakého stabilńıho řešeńı.

I Věta 2.12. Roommate diversity problem s velikost́ı koalic s = 2 má vždy řešeńı, které je Pareto
optimálńı, core stabilńı a exchange stabilńı. Existuje algoritmus, který takové řešeńı nalezne
v lineárńım čase.

Důležité je si zde uvědomit, že při této velikosti koalice maj́ı agenti vlastně dvě možnosti
volby: bud’ nejv́ıce preferuj́ı čistou barevnou koalici své barvy a na druhém mı́stě preferenćı je
smı́̌sená koalice poměru 1

2 nebo naopak. Pokud obě tyto koalice agent preferuje stejně, situace
se ještě zjednoduš́ı, protože z hlediska core stability můžeme daného agenta dát do jakékoliv
koalice. Logicky, červený agent nemůže být v čistě modré koalici a naopak.

Důkaz Věty 2.12. Algoritmus, který takové řešeńı najde, je výborně formálně popsán včetně
všech d̊ukaz̊u stabilit v plné verzi článku [3]. Základńı myšlenka algoritmu je dát dohromady co
nejv́ıce smı́̌sených koalic z agent̊u, kteř́ı slabě preferuj́ı smı́̌senou koalici před čistou (jednobarev-
nou) koalićı. Potom se algoritmus pokuśı rozmı́stit zbytek agent̊u do čistých koalic – pokud je
v tomto kroku počet modrých agent̊u lichý, nebude to možné. V tomto př́ıpadě, podle preferenćı
agent̊u ve smı́̌sených koalićıch, bud’ algoritmus ze zbývaj́ıćıch agent̊u vytvoř́ı ještě jednu smı́̌senou
koalici a ze zbytku agent̊u čisté koalice, nebo rozpust́ı jednu ze smı́̌sených koalićı a ze zbytku
včetně těchto dvou agent̊u vytvoř́ı čisté koalice. J

Dále v této kapitole se tedy budeme věnovat tomu, co můžeme obecně ř́ıci, pokud s > 2.
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2.3.2 Core stabilita
Ukázali jsme, že pokud s = 2, core stabilńı řešeńı vždy existuje. Jak je tomu, pokud s > 2?

I Věta 2.13. Roommate diversity problem nemuśı mı́t žádné core stabilńı řešeńı.

I Př́ıklad 2.14. Necht’ G = ({r1, r2, r3, r4}, {b1, b2, b3, b4}, 4, (%i)i∈N ), kde:

r1, r2, r3 : 24 �
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b1, b2, b3, b4 : 14 �
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Předpokládejme pro spor, že G má core stabilńı řešeńı Π. Pokud Π obsahuje dvě koalice
poměru 2

4 , potom je koalice {r4, b1, b2, b3} blokuj́ıćı. Pokud Π obsahuje jednu koalici poměru
1
4 a jednu koalici poměru 3

4 , potom je blokuj́ıćı koalice {r1, r2, r3, r4}. Pokud Π obsahuje čistě
červenou a čistě modrou koalici, koalice {r1, r2, b1, b2} je blokuj́ıćı. Tato instance Roommate
diversity problému tedy nemá core stabilńı řešeńı.

I Věta 2.15. Roommate diversity problem nemuśı mı́t žádné core stabilńı řešeńı ani v př́ıpadě,
že jsou preference všech agent̊u single-peaked.

Instance, ve které jsou preference všech agent̊u single-peaked, a má prázdné core, je ukázána
v Př́ıkladu 4.1.

I Věta 2.16. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému existuje
core stabilńı řešeńı, je NP-úplný problém.

I Věta 2.17. Roommate diversity problem, kde jsou prefence všech agent̊u dichotomické, má
vždy core stabilńı řešeńı. Takové řešeńı lze naleznout v polynomiálńım čase.

Důkaz. Algoritmus, který nalezne takové řešeńı, je následuj́ıćı: iterujeme přes všechny poměry
`
s pro ` ∈ {0, 1, . . . , s} a vždy vytvoř́ıme co největš́ı počet koalic z ` červených agent̊u a s − `
modrých agent̊u, kteř́ı všichni schvaluj́ı poměr `

s . Zbytek agent̊u rozděĺıme jakkoliv do zbývaj́ıch
koalic. J

2.3.3 Exchange stabilita
A jak je tomu s exchange stabilitou? Můžeme si nejdř́ıve zavést trochu slabš́ı verzi, tzv. same-type-
exchange stabilitu, kterou můžeme aplikovat na nějaké př́ıklady ze života. Např́ıklad, profesor
z kapitoly Motivace 2.1 může cht́ıt, aby v každé skupině byl stejný poměr česky a španělsky
mluv́ıćıch student̊u. Nepřipadá tedy v úvahu povolit neomezené prohazováńı student̊u mezi sku-
pinami, ale může povolit prohozeńı skupin dvěma českým student̊um nebo dvěma španělským
student̊um.

Same-type-exchange stabilita tedy znamená, že povoĺıme vyměňováńı mı́sta v koalici pouze
agent̊um stejného typu – poměr červených agent̊u v těchto koalićıch tak vždy z̊ustane zachován.

I Věta 2.18. Roommate diversity problem má vždy same-type-exchange stabilńı řešeńı, a nějaké
takové řešeńı lze nalézt v polynomiálńım čase.

Důkaz. Abychom źıskali nějaké same-type-exchange stabilńı řešeńı, začneme s nějakým počáteč-
ńım rozděleńım Π. Dokud v Π existuj́ı agenti i a j stejného typu, kteř́ı si z definice exchange
stability chtěj́ı vyměnit mı́sto, vyměńıme je. Tento algoritmus vždy konverguje ke stabilńımu
řešeńı – protože prohazujeme agenty stejného typu, poměry červených agent̊u v koalićıch se tedy
neměńı. Oba agenti, které prohod́ıme, si polepš́ı – pro ostatńı agenty se nic neměńı! Algoritmus
se tedy vždy zastav́ı v bodě, kdy už si žádńı dva agenti stejného typu nechtěj́ı vyměnit mı́sto. J
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Bohužel, toto se nedá ř́ıci obecně o exchange stabilitě (kde můžeme prohazovat agenty obou
typ̊u, č́ımž mohou být změněny poměry jednotlivých koalic).

I Věta 2.19. Roommate diversity problem nemuśı mı́t žádné exchange stabilńı řešeńı, a to ani
v př́ıpadě, že jsou preference všech agent̊u single-peaked.

I Př́ıklad 2.20. Necht’ G = ({r1, r2, r3, r4, r5}, {b1, b2, b3, b4}, 3, (%i)i∈N ), kde:

r1, r2 : 33 �
2
3 �

1
3 �

0
3 , r3, r4, r5 : 23 �

1
3 �

3
3 �

0
3 ,

b1 : 03 �
1
3 �

2
3 �

3
3 , b2, b3, b4 : 13 �

2
3 �

0
3 �

3
3 .

V této hře jsou preference všech agent̊u single-peaked a hra nemá žádné exchange stabilńı řešeńı.

I Věta 2.21. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému exsituje
exchange stabilńı řešeńı, je NP-úplný problém.

2.3.4 Záviděńı prostost
Stejně jako tomu bylo s exchange stabilitou, i zde si můžeme zavést tzv. same-type záviděńı
prostost – to znamená, že agent může jinému agentovi závidět mı́sto, pouze pokud jsou stejného
typu. Bohužel existenci řešeńı, které by bylo stabilńı z tohoto hlediska, nelze garantovat.

I Věta 2.22. Existuje instance Roommate diversity problému s velikost́ı koalice dva, která nemá
žádné same-type záviděńı prosté řešeńı, a tedy ani žádné záviděńı prosté řešeńı. Nav́ıc, v této
instanci jsou preference všech agent̊u single-peaked a dichotomické.

I Př́ıklad 2.23. Necht’ G = ({r1}, {b1, b2, b3}, 2, (%i)i∈N ), kde:

r1 : 22 �
1
2 �

0
2 , b1, b2, b3 : 02 �

1
2 �

2
2 .

Zde jsou preference všech agent̊u single-peaked – pokud bychom spojili druhou a třet́ı pre-
ferenci každého agenta, byly by i dichotomické. Každé rozděleńı do koalic obsahuje jednu čistě
modrou a jednu smı́̌senou koalici – modrý agent, který je ve smı́̌sené koalici, bude vždy závidět
mı́sto ostatńım dvěma modrým agent̊um.

I Věta 2.24. Každá instance Roommate diversity problému má same-type záviděńı prosté
řešeńı, pokud je r (počet červených agent̊u) dělitelný s (velikost́ı koalic) nebo k (počtem koa-
lic).

Důkaz. Pokud s děĺı r, existuje rozděleńı do koalic takové, kde jsou pouze čistě červené a čistě
modré koalice. Pokud k děĺı r, existuje takové rozděleńı, kde jsou všechny koalice poměru r/k

s .
V obou dvou př́ıpadech nezávid́ı žádný agent žádnému jinému agentovi stejného typu mı́sto,
protože jsou v koalićıch stejného poměru. J

I Věta 2.25. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému existuje
záviděńı prosté řešeńı, je NP-úplný problém.

2.3.5 Pareto optimalita
Ačkoliv pro předchoźı koncepty stability neńı vždy garantováno, že takové stabilńı řešeńı existuje,
Pareto optimálńı řešeńı vždy z definice Pareto optimality existuje. Takové řešeńı však neńı v̊ubec
lehké naj́ıt.
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I Definice 2.26. Jazyk L ⊆ Σ∗ je v coNP právě tehdy, když jazyk L = Σ∗ \ L je v NP.

I Věta 2.27. Rozhodnout o tom, zda je dané řešeńı Pareto optimálńı v dané instanci ro-
ommate diversity problému, je coNP-úplný problém. Nav́ıc, vypoč́ıtat Pareto optimálńı řešeńı
v polynomiálńım čase by bylo možné, pouze pokud P = NP .

2.3.6 Parametrizovaná složitost
I Definice 2.28. Parametrizovaný problém je formálně definován jako jazyk L ⊆ Σ∗ × N, kde
Σ je konečná neprázdná abeceda. Druhý prvek je zván parametrem problému L.

I Definice 2.29. Parametrizovaný problém L je parametrizovaně dostupný (fixed-parameter
tractable), pokud existuje algoritmus, který pro danou dvojici (x, k)

rozhodne, zda (x, k) ∈ L, a

pracuje v čase f(k) · |x|c, kde f je nějaká algoritmicky vyč́ıslitelná funkce a c je konstanta.

Tř́ıdu všech parametrizovaně dostupných problém̊u označujeme FPT.

V kapitole 2.3.1 jsme si ukázali, že pokud máme s = 2, tak nám to výrazně snižuje výpočetńı
složitost tohoto problému. Vždy existuje (core/exchange) stabilńı řešeńı, a dokonce takové řešeńı
lze nalézt v polynomiálńım čase poměrně jednoduchým algoritmem.

I Věta 2.30. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému existuje
core stabilńı / exchange stabilńı / záviděńı prosté řešeńı, je FPT vzhledem k velikosti koalice s.

A právě to mě motivuje k daľśı práci – prozkoumat, jestli nějaký takový jednoduchý algo-
ritmus neexistuje pro s > 2, kupř́ıkladu pro s = 3, a zda můžeme garantovat něco o existenci
stabilńıch řešeńı, třeba i za předpokladu strukturovaných preferenćı agent̊u.





Kapitola 3

Nový algoritmus

V této kapitole představujeme nový randomizovaný algoritmus, který pro danou instanci Roo-
mmate diversity problémů hledá core stabilńı řešeńı, a pokud nějaké takové existuje, s velkou
pravděpodobnost́ı ho velmi rychle nalezne.

V podkapitole 3.1 zavád́ıme nějaké nové definice, které nám umožńı a ulehč́ı jeho popis,
ukazujeme, jak jsme k algoritmu dospěli, a také proč by algoritmus měl fungovat. V následuj́ıćı
podkapitole 3.2 se věnujeme popisu algoritmu, jeho implementaci a jeho analýze.

Mým hlavńım ćılem bylo naj́ıt algoritmus, který by pracoval rychle a efektivně, na základě
jehož výsledk̊u bychom mohli ř́ıci obecně něco o Roommate diversity problému, a pomoćı kterého
bychom mohli naj́ıt nějaké zaj́ımavé malé instance, které nemaj́ı core stabilńı řešeńı. Naj́ıt algo-
ritmus, který by pracoval deterministicky, se mi nepodařilo, přestože jsem zkoušel v́ıce r̊uzných
př́ıstup̊u. Já jsem však s výsledným algoritmem spokojen, protože posloužil k oboj́ımu, přestože
je randomizovaný, a pracuje rozumně rychle a zvládá i větš́ı instance.

3.1 Cesta k algoritmu
Ćılem této podkapitoly je objasnit, jak jsem k algoritmu dospěl a z jakého d̊uvodu funguje,
př́ıpadně ukázat, proč nefunguj́ı některé jiné nápady. Nejdř́ıve je zde vysloveno tvrzeńı, které
nám často umožńı zmenšit velikost problému, potom jsou zde zavedeny nějaké nové definice,
umožňuj́ıćı popis algoritmu, a dále jsou zde r̊uzná pozorováńı.

I Lemma 3.1. Mějme nějakou instanci Roommate diversity problému G = (R,B, s, (%i)i∈R∪B).
Pokud existuje ` červených agent̊u a s− ` modrých agent̊u takových, že jejich nejv́ıce preferované
koalice jsou poměru `

s , tyto agenty m̊užeme umı́stit spolu do jedné koalice – nebudou nikdy v žádné
blokuj́ıćı koalici a zbývá nám vyřešit menš́ı instanci problému bez těchto agent̊u.

Toto je velmi d̊uležité tvrzeńı. Např́ıklad, když rovnoměrně náhodně generujeme zadáńı (pre-
ference agent̊u) Roommate diversity problému se 180 agenty a velikost́ı koalice 3, lze t́ımto
zp̊usobem hned na začátku umı́stit do koalic obrovské množstv́ı agent̊u – většinou nám zbyde
21-42 agent̊u, a stač́ı nám pouze vyřešit tuto menš́ı instanci.

Tedy na začátku libovolného algoritmu, který má hledat core stabilńı řešeńı, můžeme vytvořit
koalice z agent̊u, kteř́ı nejv́ıce preferuj́ı právě tento typ koalice – a pokud najdeme core stabilńı
řešeńı zbylých agent̊u, máme core stabilńı řešeńı celé instance.

A co se zbytkem? Nejdř́ıve si zavedeme nějaké definice.

I Definice 3.2. Mějme daného agenta i Roommate diversity problému a jeho preferenčńı re-
laci %i. Jako tř́ıdu indiference označ́ıme množinu prvk̊u z %i, mezi kterými je agent i lhos-
tejný/indiferentńı.

19
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I Př́ıklad 3.3. Zde máme preferenčńı relaci nějakého agenta j. Tř́ıdy indiference v této relaci
jsou znázorněny stejnou barvou.

j : 0
6 ∼

1
6 �

2
6 ∼

3
6 ∼

4
6 �

5
6 �

6
6

I Definice 3.4. Mějme danou instanci Roommate diversity problému G = (R,B, s, (%i)i∈R∪B)
a dané rozděleńı agent̊u (N = R ∪B) do koalic Π. Jako nespokojenost agenta i ∈ N v rozděleńı
Π označ́ıme počet tř́ıd indiference, které jsou pro agenta i lepš́ı než tř́ıda, ve které je θ(π(i)).

I Př́ıklad 3.5. Zde máme preferenčńı relaci agenta x, červenou barvou je zvýrazněno θ(π(i))
v daném rozděleńı Π (pod́ıl červených agent̊u v agentově koalici v rozděleńı Π).

x : 24 �
4
4 �

3
4 �

1
4 �

0
4

Nespokojenost agenta x v rozděleńı Π je zde 2. Jak vidno, je v koalici, ve které jsou tři červeńı
agenti, ale radši by byl v koalici, ve které by byli čtyři červeńı agenti (jeho nespokojenost by zde
byla 1), a nejraději v koalici, ve které by byli dva červeńı agenti (zde by byla nulová).

I Definice 3.6. Mějme danou instanci Roommate diversity problému G = (R,B, s, (%i)i∈R∪B).
Jako celkovou mı́ru nespokojenosti rozděleńı Π označ́ıme součet nespokojenost́ı všech agent̊u
i ∈ N v Π. ∑

i∈N

nespokojenost i v Π

I Definice 3.7. Mějme danou instanci Roommate diversity problému G = (R,B, s, (%i)i∈R∪B).
Rozděleńı do koalic Π nazveme spokojené, pokud neexistuje nějaké jiné rozděleńı Π′, které by mělo
menš́ı celkovou mı́ru nespokojenosti.

I Pozorováńı 3.8. Roommate diversity problem může mı́t v́ıce spokojených rozděleńı.

Necht’ G = ({r1, r2, r3, r4}, {}, 2, (%i)i∈N ), kde:

r1, r2, r3, r4 : 22 �
1
2 �

0
2

Zde je celková mı́ra nespokojenosti každého možného rozděleńı nula, a tedy každé možné
rozděleńı je spokojené.

I Pozorováńı 3.9. Spokojené rozděleńı nemuśı být vždy core stabilńı, a to ani když daná in-
stance Roommate diversity problému nějaké core stabilńı řešeńı má.

Necht’ G = ({r1, r2, r3}, {b1, b2, b3}, 3, (%i)i∈N ), kde:
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V této hře existuje jediné spokojené rozděleńı Π = {{r1, r2, r3}, {b1, b2, b3}}, ve kterém je cel-
ková mı́ra nespokojenosti rovná čtyřem. Ačkoliv toto rozděleńı maximalizuje spokojenost agent̊u
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(minimalizuje celkovou mı́ru nespokojenosti), neńı core stabilńı, protože má blokuj́ıćı koalici
{r1, r2, b3}.

Naopak rozděleńı {{r1, r2, b3}, {r3, b1, b2}} je core stabilńı – zde je však celková mı́ra nespo-
kojenosti 6.

Takže nestač́ı pouze naj́ıt spokojené rozděleńı, protože to nemuśı být vždy core stabilńı. Nav́ıc,
naj́ıt nějaké takové rozděleńı může být vlastně výpočetně velmi těžké – jedná se o svým zp̊usobem
nejoptimálněǰśı rozděleńı ze všech.

Zde bychom si měli ještě ukázat, co určitě nefunguje. Někoho by mohlo napadnout, že když
existuje tak jednoduchý hladový algoritmus pro s = 2, mohl by existovat podobně jednoduchý
kupř́ıkladu pro s = 3, kde jsou preference všech agent̊u single-peaked.

I Pozorováńı 3.10. Algoritmus, který postupně rozděluje agenty do koalic tak, že v každém
kroku vytvoř́ı koalici s nejmenš́ı nespokojenost́ı, nemuśı vrátit core stabilńı řešeńı ani pro s = 3,
kde preference všech agent̊u jsou single-peaked.

Necht’ G = ({r1, r2, r3, r4}, {b1, b2}, 3, (%i)i∈N ), kde:
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Tento algoritmus v prvńım kroku vytvoř́ı koalici {r1, b1, b2}, kde je celková nespokojenost 1,
a ze zbytku agent̊u koalici {r2, r3, r4}. Můžeme si rozmyslet, že toto rozděleńı blokuje koalice
{r2, r3, b1}. Tento př́ıklad výborně ilustruje to, na co jsem vždy narazil při pokusech o deter-
ministický algoritmus – máme tak jednoduché zadáńı, tak jasnou volbu prvńı vytvářené koalice
(pro dva agenty nejlepš́ı volba, pro třet́ıho agenta druhá nejlepš́ı volba), a přece to nevede ke
core stabilitě.

Nyńı již př́ımo k algoritmu. Jak již bylo řečeno, spokojené rozděleńı nemuśı být vždy core stabilńı.
Následuj́ıćı pozorováńı je ale kĺıčové:

I Pozorováńı 3.11. Je velmi vysoká pravděpodobnost, že spokojené rozděleńı je core stabilńı.
Tabulka 3.1 ukazuje, jak je vysoká pravděpodobnost, že náhodně vybrané spokojené rozděleńı z
náhodně vygenerované instance Roommate diversity problému určitých parametr̊u je core sta-
bilńı.

Jedná se o odhad pravděpodobnosti. Byl náhodně vygenerován dostatečně velký vzorek in-
stanćı daných parametr̊u (řádově deśıtky až stovky tiśıc), u každé instance bylo nalezeno nějaké
spokojené rozděleńı a potom bylo testováno, zda je nalezené spokojené rozděleńı core stabilńı.

Tabulka 3.1 Pravděpodobnost, že spokojené rozděleńı je core stabilńı

# agent̊u velikost koalic # červených agent̊u single-peaked P
6 3 3 NE 93,8%
6 3 3 ANO 97,3%
8 4 4 NE 88%
8 4 4 ANO 93%
10 5 5 NE 96,9%
10 5 5 ANO 97,9%
12 6 6 NE 93,9%
12 6 6 ANO 96,7%

Kupř́ıkladu šestý řádek tabulky lze chápat t́ımto zp̊usobem - generujeme náhodně instance
Roommate diversity problému, kde |R ∪ B| = 10, |R| = 5, s = 5 a preference všech agent̊u jsou
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single-peaked. Potom pravděpodobnost, že náhodně vybrané spokojené rozděleńı (minimalizuj́ıćı
nespokojenosti agent̊u) bude core stabilńı, je 97,9%. Ještě tomu přidává na váze fakt, že u této
velikosti koalice již nemáme garanci existence core stabilńıho řešeńı.

Můžeme se tedy snažit nějakým zp̊usobem minimalizovat celkovou mı́ru nespokojenosti a sle-
dovat, zda to vede ke core stabilńımu řešeńı. Nalézt spokojené rozděleńı je ovšem velmi těžký
úkol (nepřǐsel jsem na lepš́ı zp̊usob než vyzkoušet všechna možná rozděleńı). Nab́ıźı se ale zač́ıt
s nějakým rozděleńım a prohazovat agenty mezi koalicemi tak, aby v každém prohozeńı klesla
celková mı́ra nespokojenosti – to určitě konverguje k nějakému rozděleńı, protože se nespokoje-
nost nemůže zmenšovat nekonečně dlouho. Ačkoliv tento postup nevede vždy ke spokojenému
rozděleńı, vraćı rozděleńı, která jsou z hlediska nespokojenosti agent̊u velmi rozumná a často
také core stabilńı.

Na tomto následuj́ıćım (posledńım) pozorováńı se zakládá můj algoritmus. Jeho součást́ı je
opět i tabulka výsledk̊u mých měřeńı.

I Pozorováńı 3.12. Mějme instanci Roommate diversity problému a následuj́ıćı algoritmus:
Algoritmus 2:

1 Na začátku vytvoř co nejv́ıce koalic dle Lemma 3.1
2 Zbytek agent̊u rozděl náhodně do koalic
3 Dokud existuje dvojice agent̊u, jejichž prohozeńı snižuje celkovou mı́ru nespokojenosti,

prohod’ je
4 Pokud je na konci algoritmu nebo v kterémkoliv jeho kroku rozděleńı core stabilńı,

zahlaš jej
Je velmi vysoká pravděpodobnost, že takový algoritmus nalezne core stabilńı řešeńı. Pozo-

rováńı je opět podepřeno tabulkou naměřených výsledk̊u. V Tabulce 3.2 je vidět, jak si tento
algoritmus vede pro r̊uzné instance Roommate diversity problému.

Pochopitelně se opět jedná o odhad této pravděpodobnosti. Bylo náhodně vygenerováno
řádově deśıtky až stovky tiśıc instanćı daných parametr̊u, a na nich spuštěn algoritmus popsaný
pseudokódem. Přitom byl ještě měřen pr̊uměrný počet prohozeńı agent̊u.

Tabulka 3.2 Pravděpodobnost nalezeńı core stabilńıho řešeńı

# agent̊u velikost koalic # čer. agent̊u single-peaked pr̊um. # prohozeńı P
6 3 3 NE 0,2 97,3%
6 3 3 ANO 0,08 97,6%
60 3 30 NE 4,5 96,6%
60 3 30 ANO 1,75 91,1%
180 3 90 NE 12,5 98,5%
180 3 10 NE 3,7 75%
16 4 8 ANO 1,9 87%
16 4 8 NE 2,5 81,4%
40 4 20 ANO 4 87,3%
100 4 50 ANO 7 82%
100 5 50 ANO 14,5 72,5%

Např́ıklad pátý řádek tabulky znamená, že náhodně generujeme instance Roommate diversity
problému, kde |R ∪ B| = 180, |R| = 90, s = 3 a preference nemuśı být single-peaked. Výše
popsaný algoritmus nalezne core stabilńı řešeńı s pravděpodobnost́ı 98,5% a pr̊uměrně provede
12.5 prohozeńı agent̊u. Úspěšnost dále s rostoućı velikost́ı koalic klesá.

Situace, kde výše popsaný algoritmus nenalezne core stabilńı řešeńı, si vysvětluji tak, že se
při prohazováńı agent̊u bud’ zasekl někde daleko od spokojeného rozděleńı, nebo daná instance
core stabilńı řešeńı zkrátka nemá.
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Prvńı variantu by mohlo vyřešit znovu rozdělit zbytek agent̊u náhodně do koalic a zač́ıt
prohazováńı znovu. To je základńı myšlenkou mého algoritmu, který si poṕı̌seme v následuj́ıćı
podkapitole.

3.2 Algoritmus

V minulé podkapitole jsme došli k nápadu na algoritmus, který by mohl fungovat. Následuje jeho
popis pseudokódem:

Algoritmus 3: Rychlé hledáńı core stabilńıho řešeńı
Vstup : Roommate diversity problem
Výstup: Core stabilńı řešeńı, existuje-li

1 Vytvoř co nejv́ıce koalic dle Lemma 3.1
2 Nepřǐrazeńı agenti ← agenti, kteř́ı nebyli umı́stěni do koalice v kroku 1
3 Rozděl všechny nepřǐrazené agenty náhodně do koalic
4 Pro každou dvojici nepřǐrazených agent̊u x,y:
5 Pokud se prohozeńım x a y sńıž́ı celková mı́ra nespokojenosti:
6 Prohod’ x a y
7 Začni znovu krok 4
8 Pokud rozděleńı neńı core stabilńı, vrat’ se na krok 3
9 Vrat’ rozděleńı, které je nyńı core stabilńı

I Poznámka 3.13. Samozřejmě lze přidat parametr maximálńıho počtu vráceńı (v kroku 8),
aby se algoritmus necyklil nekonečně. Nastaveńı hodnoty parametru je potom značně závislé na
parametrech řešených instanćı.

Tento algoritmus se velmi osvědčil a funguje až překvapivě rychle i pro velké instance. Nej-
rychleji pracuje, když má na vstupu instance s podobným množstv́ım červených a modrých
agent̊u.

Tabulka 3.3 ukazuje, kolikrát pr̊uměrně se algoritmus muśı vrátit (v kroku 8) pro nalezeńı
core stabilńıho řešeńı jedné instance Roommate diversity problému r̊uzných parametr̊u. Tyto
hodnoty byly źıskány t́ım zp̊usobem, že byly náhodně generovány instance daných parametr̊u
a pośılány na vstup algoritmu, přičemž byl poč́ıtán počet nalezených core stabilńıch řešeńı a
celkový počet vráceńı.

Tabulka 3.3 Pr̊uměrný počet vráceńı v Algoritmu 3

# agent̊u velikost koalic # červených agent̊u single-peaked pr̊um. # vráceńı
180 3 90 ANO 0,04
180 3 90 NE 0,7
180 3 60 ANO 3,5
180 3 30 ANO 9
30 3 15 ANO 0,09
30 3 15 NE 0,095
30 3 10 ANO 0,5
30 3 10 NE 0,3
30 3 5 ANO 1,77
30 3 5 NE 1,15
80 4 40 ANO 0,35
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Jak vyplývá z tabulky, pr̊uměrný počet vráceńı je často velmi ńızký, a to předevš́ım pokud
je ve hře podobný počet červených a modrých agent̊u.

Obrázek 3.1 tuto skutečnost ilustruje: ukazuje, kolikrát pr̊uměrně se algoritmus muśı vrátit
pro nalezeńı core stabilńıho řešeńı jedné instance Roommate diversity problému v závislosti na
počtu červených agent̊u.

Bereme v potaz instance, kde s = 3, n = 24 a všechny preference jsou single-peaked (modrá
barva) a instance, kde s = 3, n = 24 a preference nemuśı být single-peaked (červená barva).
Je měněn počet červených agent̊u v generovaných instanćıch a naměřené hodnoty jsou opět
pr̊uměrem.

Obrázek 3.1 Pr̊umerný počet vráceńı v Algoritmu 3 v závislosti na počtu červených agent̊u
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Může nás to trochu překvapit, ale v tomto konkrétńım př́ıpadě (s = 3 a n = 24) je větš́ı
pravděpodobnost, že algoritmus nalezne core stabilńı řešeńı na prvńı pokus u instanćı, které
nemuśı být nutně single-peaked.

Z obrázku je jasně vidět, že tato pravděpodobnost je u obou dvou př́ıpad̊u nejvyšš́ı (tedy
pr̊uměrný počet vráceńı je nejnižš́ı), pokud se počet červených agent̊u rovná počtu modrých
agent̊u. To je proto, že když je v instanci podobný počet červených a modrých agent̊u, na začátku
algoritmu (v kroku 1) se pevně vytvoř́ı pr̊uměrně větš́ı počet koalic a dořešit danou instanci je
poté značně jednodušš́ı.

I Pozorováńı 3.14. Představený algoritmus na hledáńı core stabilńıch řešeńı pracuje nejrychleji
předevš́ım pro náhodně generované instance s podobným počtem agent̊u obou typ̊u.

V následuj́ıćı kapitole si ukážeme, na co jsme mohli i d́ıky algoritmu přij́ıt.



Kapitola 4

Nové poznatky

V této kapitole shrneme nejd̊uležitěǰśı nové poznatky o Roommate diversity problému, které jsme
mohli d́ıky algoritmu představenému v minulé kapitole učinit.

4.1 Single-peaked preference

V prvńı řadě si můžeme povšimnout, že pokud jsou v dané instanci Roommate diversity problému
preference všech agent̊u single-peaked, algoritmus běž́ı rychleji, protože provede znatelně menš́ı
počet prohozeńı agent̊u. Je tedy velice pravděpodobné, že single-peaked preference problém
výrazně zjednodušuj́ı.

U klasického Problému stabilńıch spolubydĺıćıch (bez podmı́nek r̊uznorodosti, velikost koalice
dva) jsou single-peaked preference jednou z podmı́nek, která garantuje existenci core stabilńıho
řešeńı [5]. Zaměřil jsem se tedy na nalezeńı pokud možno co nejmenš́ı a nejjednodušš́ı instance
Roommate diversity problému, ve které jsou všechny preference single-peaked, a která nemá core
stabilńı řešeńı.

Zde bychom si měli připomenout, že jsme si již v Př́ıkladu 2.14 ukázali instanci Roommate
diversity problému s osmi agenty a velikost́ı koalice s = 4, která měla prázdné core. V této
instanci však nebyly preference všech agent̊u single-peaked!

Mně se podařilo nalézt následuj́ıćı instanci:

I Př́ıklad 4.1. Necht’ G = ({r1, r2, r3, r4, r5, r6}, {b1, b2, b3, b4}, 5, (%i)i∈N ), kde:
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V této hře jsou preference všech agent̊u single-peaked. Algoritmicky bylo ověřeno, že tato
instance nemá žádné core stabilńı řešeńı!

I Poznámka 4.2. Tato instance je, co do počtu agent̊u, nejmenš́ı možnou single-peaked instanćı
Roommate diversity problému, která má prázdné core. Určitě neexistuje single-peaked instance
s méně než deseti agenty, která by měla prázdné core. Mohla by to být např́ıklad nějaká single-
peaked instance, kde s = 4 a n = 8 – u těchto jsem ale ověřil, že všechny maj́ı nějaké core stabilńı
řešeńı (4.3).
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Dı́ky tomu tedy můžeme s naprostou jistotou ř́ıci, že single-peaked preference pro velikost
koalice s > 4 určitě negarantuj́ı existenci core stabilńıho řešeńı.

U s = 2 v́ıme, že vždy existuje core stabilńı řešeńı. Jak je tomu u velikost́ı koalice s = 3 a
s = 4?

4.2 Pozorováńı
Protože algoritmus představený v minulé kapitole neńı deterministický a pracuje na náhodnosti,
nelze jej použ́ıt jako d̊ukaz pro následuj́ıćı tvrzeńı – proto je vysloveno pouze jako domněnka.

I Domněnka 4.3. Domńıváme se, že Roommate diversity problem, kde

s = 3 a preference všech agent̊u jsou single-peaked,

s = 3 a preference mohou být libovolné,

s = 4 a preference všech agent̊u jsou single-peaked,

má vždy core stabilńı rozděleńı do koalic.

Ačkoliv to nemůžeme ř́ıci zcela jistě, tuto domněnku máme podepřenu následuj́ıćım:

U Roommate diversity problému s parametry, kde v́ıme, že nemuśı existovat core stabilńı
řešeńı (tedy s = 4, kde preference nejsou single-peaked, s = 5, kde preference jsou single-
peaked, a potom samozřejmě dále), máme vždy triviálńı instanci velikosti dvou koalic, která
má prázdné core.

Dále, pokud náhodně generujeme instance Roommate diversity problému s parametry, kdy
v́ıme, že může být prázdné core, a pomoćı představeného algoritmu hledáme core stabilńı
řešeńı, algoritmus velmi brzy najde instanci, která takové řešeńı nemá (řádově stovky až
deśıtky tiśıc vygenerovaných instanćı).

Já jsem však zkoušel generovat stovky milion̊u instanćı daných parametr̊u (s = 3, s = 4 single-
peaked) r̊uznými zp̊usoby (zcela náhodně, r̊uzně systematicky apod.), a dosud jsem nenašel
žádnou, která by neměla core stabilńı řešeńı (algoritmus takové vždy našel). Generoval jsem
malé instance r̊uzných poměr̊u červených agent̊u, ale i obrovské instance (až několik set
agent̊u).

Prošel jsem všechny možné malé instance u s = 3 (př́ı̌st́ı podkapitola 4.3).

Pokud by tedy měly existovat nějaké instance těchto parametr̊u, které by měly mı́t prázdné
core, tak jsou pravděpodobně obrovské, a zcela jistě jsou zastoupeny velmi ř́ıdce (dosud žádná
nebyla nalezena).

4.3 Hrubá śıla
Dı́ky tomu, že máme k dispozici rychlý algoritmus na hledáńı core stabilńıch řešeńı, můžeme
vyslovit následuj́ıćı větu:

I Věta 4.4. Každá instance Roommate diversity problému, kde:

s = 3, preference všech agent̊u jsou single-peaked a n ≤ 30,

s = 3 a n ≤ 15,

s = 4, preference všech agent̊u jsou single-peaked a n = 8,
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má core stabilńı rozděleńı do koalic.

Důkaz. Pro každou takovou instanci bylo algoritmicky nalezeno core stabilńı řešeńı. J

Pro úplnost poṕı̌seme, jak vygenerovat všechny r̊uzné instance Roommate diversity problému
daných parametr̊u (tak jak je to v přiloženém programu a jak bylo generováno pro ověřeńı
Věty 4.4).

Nejdř́ıve muśıme vypoč́ıtat, kolik r̊uzných typ̊u agent̊u při dané velikosti koalice existuje.
Muśıme zohlednit, zda nav́ıc požadujeme, aby preference všech agent̊u byly single-peaked.
Typy si ulož́ıme.

Vygenerováńı všech r̊uzných instanćı potom odpov́ıdá úloze rozděleńı stejných objekt̊u do
r̊uzných krabiček, známé z předmětu BI-ZDM (objekty jsou agenti a r̊uzné krabičky jsou
r̊uzné typy agent̊u).

Celkový počet možnost́ı je potom dán vzorcem
(

n+k−1
k−1

)
, n je počet agent̊u a k počet typ̊u

agent̊u (můžeme si to představit jako umı́stěńı k − 1 přepážek).

I Př́ıklad 4.5. Chceme vygenerovat všechny instance Roommate diversity problému, s para-
metry n = 30, s = 3 a aby preference všech agent̊u byly single-peaked.

Pro velikost koalice s = 3 máme celkem šest r̊uzných typ̊u červených agent̊u

1
3 �

2
3 �

3
3 �

0
3 ,

1
3 �

3
3 �

2
3 �

0
3 ,

2
3 �

1
3 �

3
3 �

0
3 ,

2
3 �

3
3 �

1
3 �

0
3 ,

3
3 �

1
3 �

2
3 �

0
3 ,

3
3 �

2
3 �

1
3 �

0
3 ,
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Nav́ıc chceme, aby preference byly single-peaked. Oranžovou barvou jsou vyznačeny prefe-
rence, které nejsou single-peaked. Dohromady tedy máme osm r̊uzných validńıch typ̊u agent̊u.

Počet r̊uzných instanćı potom odpov́ıdá počtu r̊uzných možnost́ı, jak rozdělit daných 30
agent̊u mezi těmito osmi typy:(

n+ k − 1
k − 1

)
=
(

30 + 8− 1
8− 1

)
=
(

37
7

)
= 10295472

A tolik instanćı zvládne propoč́ıtat algoritmus běž́ıćı na obyčejném notebooku za necelou noc
(a v tomto konkrétńım př́ıpadě vždy nalezl core stabilńı řešeńı).

I Poznámka 4.6. V uvažovaných typech agent̊u jsou preference vždy úplné, protože jsme si
tak zadefinovali Roomate diversity problem. Př́ıpustné jsou však indiference/lhostejnosti. My
zde uvažujeme pouze preferenčńı relace bez indiferenćı, protože stač́ı naj́ıt core stabilńı řešeńı
pro všechny instance bez indiferenćı (které lze nahradit striktńımi preferencemi).





Kapitola 5

Přiložená implementace

V této posledńı kapitole je nast́ıněna implementace celé problematiky a algoritmu, která se
nacháźı v přiložených souborech. Dále je vysvětleno, jak se použ́ıvá přiložený program.

5.1 Implementace
Pro implementaci celé problematiky Roommate diversity problému a hledáńı algoritmu byl zvolen
programovaćı jazyk C++ bez použit́ı daľśıch knihoven. Každá tř́ıda i funkce ve zdrojovém kódu
je dokumentována (komentářem).

Základem implementace jsou tř́ıdy Agent a Problem.
Tř́ıda Agent reprezentuje agenta: zná tedy svoji barvu a své preference. Preference jsou

reprezentovány počtem červených agent̊u v koalićıch, nikoliv poměrem, jak je definováno, protože
se tak s nimi pracuje lépe.

Tř́ıda Problem reprezentuje Roommate diversity problem – zná tedy počet agent̊u, velikost
mı́stnosti, obsahuje vektor Agentů a zná jejich rozmı́stěńı do koalic. Nejd̊uležitěǰśı metody tř́ıdy
jsou isCoreStable(), která vraćı true, pokud je rozmı́stěńı agent̊u do koalic core stabilńı, a
algorithm(), která implementuje algoritmus a př́ımo měńı rozmı́stěńı agent̊u do koalic. Tř́ıda
se také umı́ chytře vytvořit, a to tak, že si sama vytvoř́ı agenty s náhodnými preferencemi. Použit́ı
může vypadat následovně:

Problem p(9,3,5); // 9 agentu, velikost koalic 3, 5 cervenych agentu
p.algorithm(); // *preference jsou jiz nahodne nastaveny
cout << p << endl;
cout << boolalpha << p.isCoreStable() << endl;

Samozřejmě, pokud chceme, lze vytvořit instanci problému i s jednotlivými agenty a jejich
preferencemi, a to následuj́ıćım zp̊usobem:

vector<Agent> agents;
agents . push_back( Agent( Color::RED, vector<int>{2,1,0} ) );
agents . push_back( Agent( Color::RED, vector<int>{2,1,0} ) );
agents . push_back( Agent( Color::BLUE, vector<int>{0,1,2} ) );
agents . push_back( Agent( Color::BLUE, vector<int>{1,0,2} ) );
Problem p(4,2,2,agents);

Samotný algoritmus (metoda Problem.algorithm()) je implementován tak, jak je uvedeno
v pseudokódu 3. Jeho zdrojový kód je podrobně popsán komentáři.
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5.2 Použit́ı programu
Spustitelný program se zkompiluje př́ıkazem make a poté je spuštěn př́ıkazem ./a.out. Po
spuštěńı se uživateli zobraźı interaktivńı menu s následuj́ıćımi možnostmi, které se vyb́ıraj́ı
napsáńım př́ıslušného č́ısla:

1. Slow solve and print

2. Fast instances solving

3. Brute force

4. Example s=5, n=10, single-peaked, empty core

5. Exit

Nyńı se podrobně pod́ıváme na to, co která volba provád́ı:

1. Slow solve and print: Program hledá core stabilńı řešeńı pro náhodně vygenerované in-
stance zadaných parametr̊u, po každé vyřešené instanci danou instanci vytiskne, včetně rozděleńı
agent̊u do mı́stnost́ı. Touto volbou si tedy uživatel může ověřit, že algoritmus skutečně vraćı core
stabilńı řešeńı. Na začátku je nutné zadat celkový počet agent̊u, velikost koalice, počet červených
agent̊u a zda maj́ı být všechny preference single-peaked. Po každé zobrazené vyřešené instanci
čeká program na vstup od uživatele, zda má pokračovat, nebo se vrátit do menu. Algoritmus
samozřejmě nemuśı naj́ıt core stabilńı řešeńı, pokud jej daná instance nemá.

2. Fast instances solving: Program opět hledá core stabilńı řešeńı pro náhodně vygenerované
instance zadaných parametr̊u, tentokrát je však netiskne jako v předchoźı volbě a automaticky
pokračuje. Zobrazuje pouze počet vyřešených instanćı. T́ımto zp̊usobem si tedy uživatel může
vyzkoušet rychlost algoritmu na r̊uzných instanćıch. Poč́ıtá se s ukončeńım programu Ctrl-C.

3. Brute force: Program zkouš́ı vyřešit všechny r̊uzné instance daných parametr̊u. Zadávané
parametry jsou počet agent̊u, velikost koalice a zda maj́ı být preference single-peaked. Všech
instanćı je

(
n+k−1

k−1
)
, kde n je počet agent̊u a k je počet r̊uzných typ̊u agent̊u. Je tedy doporučeno

zkoušet to pro minimálńı parametry, např́ıklad:

Počet agent̊u = 6, velikost koalice = 3.

Počet agent̊u = 9, velikost koalice = 3, single-peaked.

Počet agent̊u = 8, velikost koalice = 4, sinle-peaked.

Velikost koalice = 2.

4. Example s=5, n=10, single-peaked, empty core: Program načte instanci z Př́ıkladu
4.1. Poté vyzkouš́ı všechna možná rozděleńı do koalic, ověř́ı, že žádné rozděleńı neńı core stabilńı,
a nakonec instanci zobraźı.

5. Exit: Ukonč́ı běh programu.



Závěr

V této práci jsme představili nový randomizovaný algoritmus na rychlé hledáńı core stabilńıch
řešeńı u Roommate diversity problému. Ukázali jsme single-peaked instanci Roommate diversity
problému s deseti agenty a velikost́ı koalic pět, která má prázdné core.

Pomoćı představeného algoritmu jsme ověřili, že každá instance Roommate diversity problému,
kde

velikost koalic = 3, preferenčńı relace všech agent̊u jsou single-peaked a počet agent̊u ≤ 30,

velikost koalic = 3 a počet agent̊u ≤ 15,

velikost koalic = 4, preferenčńı relace všech agent̊u jsou single-peaked a počet agent̊u = 8,

má core stabilńı řešeńı.

Dále se domńıváme, že každá instance Roommate diversity problému, kde

velikost koalic = 3,

velikost koalic = 4 a preferenčńı relace všech agent̊u jsou single-peaked,

má core stabilńı řešeńı. Ačkoliv se nám toto nepodařilo dokázat, v práci uvád́ıme silné argumenty,
proč by to tak mělo být.

Jako otevřený problém tedy z̊ustává formálně dokázat tuto domněnku.
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hard J. Woeginger. Group activity selection problem. In Paul W. Goldberg, editor, Internet
and Network Economics - 8th International Workshop, WINE 2012, Liverpool, UK, De-
cember 10-12, 2012. Proceedings, volume 7695 of Lecture Notes in Computer Science, pages
156–169. Springer, 2012. doi:10.1007/978-3-642-35311-6\_12.

[9] David Gale and Lloyd S. Shapley. College admissions and the stability of marriage. The
American Mathematical Monthly, 69(1):9–15, 1962. URL: http://www.jstor.org/stable/
2312726.

[10] Chien-Chung Huang. Two’s company, three’s a crowd: Stable family and threesome room-
mates problems. In Lars Arge, Michael Hoffmann, and Emo Welzl, editors, Algorithms –
ESA 2007, pages 558–569, Berlin, Heidelberg, 2007. Springer Berlin Heidelberg.

33

https://EconPapers.repec.org/RePEc:eee:mateco:v:40:y:2004:i:8:p:869-887
https://EconPapers.repec.org/RePEc:eee:mateco:v:40:y:2004:i:8:p:869-887
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.geb.2003.10.003
http://arxiv.org/abs/2004.14640
http://arxiv.org/abs/1903.05975
http://arxiv.org/abs/1903.05975
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=3331741
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=3331741
https://doi.org/10.1007/s00355-007-0220-9
https://doi.org/10.1007/978-3-642-35311-6_12
http://www.jstor.org/stable/2312726
http://www.jstor.org/stable/2312726


34 Literatura

[11] Robert W. Irving. An efficient algorithm for the “stable roommates” problem. Journal of
Algorithms, 6(4):577–595, 1985. doi:https://doi.org/10.1016/0196-6774(85)90033-1.

[12] Cheng Ng and Daniel S. Hirschberg. Three-dimensional stable matching problems. SIAM
Journal on Discrete Mathematics, 4(2):245–252, 1991. arXiv:https://doi.org/10.1137/
0404023, doi:10.1137/0404023.

[13] Walid Saad, Zhu Han, Tamer Basar, Mérouane Debbah, and Are Hjørungnes. Hedonic
coalition formation for distributed task allocation among wireless agents. IEEE Trans.
Mob. Comput., 10(9):1327–1344, 2011. doi:10.1109/TMC.2010.242.

https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0196-6774(85)90033-1
http://arxiv.org/abs/https://doi.org/10.1137/0404023
http://arxiv.org/abs/https://doi.org/10.1137/0404023
https://doi.org/10.1137/0404023
https://doi.org/10.1109/TMC.2010.242


Obsah přiloženého média

readme.txt .................................................návod ke spuštěńı programu
thesis.pdf..................................................text práce ve formátu PDF
Makefile...............................................................soubor Makefile
src.........................................................zdrojové kódy implementace
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