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Abstrakt

Problém stabilnich spolubydlicich s podminkami rtiznorodosti spociva v rozdéleni agentti dvou
typu do koalic pevné velikosti na zakladé jejich preferenci, které zavisi pouze na poctu agenti
stejného typu. V této praci se zabyvame stabilitou takovych rozdéleni v zavislosti na velikosti
koalice a struktutre preferen¢nich profili agentid. Snazime se uchopit problém v celé jeho sifi a
vytvorit nadhled nad celou problematikou predstavenim Hedonickych her a jejich zajimavych
podtrid. Predstavujeme novy randomizovany algoritmus na rychlé hledani core stabilnich feseni
instanci tohoto problému a ukazujeme, jakych vysledku jsme pomoci algoritmu dosahli. Nalezli
jsme malou single-peaked instanci s prazdnym core a ovérili jsme, ze kazda instance tohoto
problému, kde

= velikost koalic = 3, preferen¢ni relace vsech agentl jsou single-peaked a pocet agentu < 30,
m velikost koalic = 3 a pocet agentu < 15,

m velikost koalic = 4, preferencni relace vSech agentti jsou single-peaked a pocet agentii = 8§,
ma core stabilni feseni. Predkladdme argumenty, pro¢ se domnivame, ze kazda instance, kde
= velikost koalic = 3,

m velikost koalic = 4 a preferencni relace vSech agentt jsou single-peaked,

maé core stabilni reseni.

Klicova slova Problém stabilnich spolubydlicich s podminkami riznorodosti, Hedonické hry,
Core stabilita, Podminky rtiznorodosti, Single-peaked preferen¢ni profily, Polynomidlni algoritmy,
NP-tplnost

Abstract

In the Roommate diversity problem, agents that belong to one of the two types have to be
allocated to fixed size rooms based on their preferences, which depend solely on the fraction of
agents of their own type among their potential roommates. In this work we study the stability of
outcomes with respect to the room size and structured preferences. We provide a new randomized
algorithm for finding core stable outcomes and show the results which we have obtained with
the algorithm. We have found a small single-peaked instance with empty core and have verified,
that every instance of the Roommate diversity problem with

= room size = 3, all preferences single peaked and number of agents < 30,
m room size = 3 and number of agents < 15,

= room size = 4, all preferences single peaked and number of agents = 30,
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admits an outcome that is core stable. We present arguments why we believe that every instance
of this problem with

= room Size = 3,
m room size = 4 and all preferences single peaked,

admits an outcome that is core stable.

Keywords Roommate Diversity Problem, Hedonic Games, Core stability, Diversity preferen-
ces, Single-peaked preferences, Polynomial-time algorithms, NP-completeness
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Uvod

Teorie socialni volby je teoreticky védni obor zabyvajici se preferencemi, zdjmy a nazory jednot-
lived, na zakladé kterych lze poté dosdhnout urcitych kolektivnich rozhodnuti. Nachazi Siroké
uplatnéni napti¢ mnoha obory, napriklad v teorii volebnich systémi nebo v ekonomii blahobytu,
ktera se zabyva riznymi problémy spojenymi s dosazenim maximalniho ekonomického a socialni-
ho blahobytu, a napri¢ stoletimi pritahovala nékteré z nejbystirejsich mysliteli.

Vypocetni socidlni volba je oproti tomu vsak velmi moderni odvétvi védy, které je v pruniku
klasickych védnich obort, jako jsou sociologie, ekonomie (teorie her) a teoretickd informatika [4].
Nezabyva se pouze studiem paradigmat teorie socialni volby, ale snazi se také o navrh a pro-
zkoumani slozitosti rtiznych algoritmt. Pro mnoho problémi jsou dnes algoritmy znamé. Mnoho
problémi je vSak tak tézkych, Ze ani neotekdvame existenci efektivniho (polynomidlniho) algo-
ritmu. To muze nékdy ptijit vhod — vypocetni slozitost muze napiiklad poslouzit i jako bariéra
proti strategickému zmanipulovani voleb.

Koalice jsou vyznamnou soucésti ekonomického, politického, ale i socidlniho zivota. Vypocetni
socialni volba se jimi zabyvé, podrobné studuje vytvareni koalic na zakladé raznych pravidel
a preferenci a prozkoumava kvalitu vytvorenych koalic podle ruznych kritérii. Jednim z nej-
rozsitenéjsich koncepti tvorby koalic jsou Hedonické hry, kterymi se tato prace zabyva.

V Hedonickych hrach vystupuji tzv. agenti, coz je univerzalni oznaceni pro ucastniky téchto
her (mohou to byt lidé, roboti,...). Ti maji preference ohledné rtznych koalic, které mohou
vytvorit spoleéné s jinymi agenty. Na zdkladé téchto preferenci potom hleddme néjaka zajimava
rozdéleni agentt, ktera jsou lepsi nez ostatni.

MizZeme se naptiklad snazit, aby co nejvétsi pocet agentt byl umistén do koalice, kterou pre-
feruje nejvice. Nebo obriacené, miizeme se snazit minimalizovat pocet agent, ktefi jsou v koalici,
kterou preferuji nejméné. Tato prace se vsak zabyva predevsim stabilitou takovych rozdéleni.
Velmi neformdlné reCeno, zajimaji nas takova rozdéleni do koalic, ve kterych neexistuje zadna
skupinka agenti, ktefi by radéji vytvorili spoletné novou koalici, nez aby byli ve své soucasné.
Tomuto konceptu stability se fika core stabilita — existuji vSak i jiné, a nékteré z nich si ukazeme.

Pomoci téchto her lze namodelovat mnoho zajimavych situaci, kupiikladu planovani sku-
pinovych aktivit [§], formovani vyzkumnych tymu [I], sestavovani vlddnouci koalice [7] nebo
distribuované pridélovani tkoli pro bezdritové agenty [13].

V roce 2020 N. Boehmer a E. Elkind publikovali ¢lanek Stable Roommates Problem with
Diversity Preferences [3], ve kterém zavedli novy typ téchto her. Agenti mohou byt jednoho
ze dvou typu (napf. ¢erveni a modii, ucitelé a zéici, zeny a muzi), sméji vyvaret pouze koalice
predem dané velikosti a jejich preference jsou zaloZeny na poctu agentu daného typu v koalici.

Tento problém je hlavnim predmétem této prace. Pomoci tohoto modelu lze také zachytit
mnoho zajimavych situaci z redlného svéta, napiiklad sdileni pokojt, rozdélovani studenttt do
tymu na Skolni projekt (chlapci/divky, ¢esky/anglicky mluvici) nebo usazeni ke stolim dané
velikosti.



Kapitola 0. Abstrakt

Stuktura prace

V Kapitole[I]si zadefinujeme obecnou Hedonickou hru. Déle se sezndmime s Problémem stabilnich
spolubydlicich, Hedonickou hrou s pevnou velikosti koalic, Problémem stabilnich manzelstvi a
Hedonickou hrou s podminkami riznorodosti.

V Kapitole [2] se blize podivame na Problém stabilnich spolubydlicich s podminkami rtizno-
rodosti (ddle Roommate diversity problem), ktery je hlavnim pfedmétem nasi prace a srhneme
si vSe vyznamné, co o tomto problému jiz vime.

V Kapitole|3]|si predstavime novy randomizovany algoritmus na rychlé hledéni core stabilniho
feseni pro instance Roommate diversity problému.

V Kapitole [] si shrneme vSechny nové poznatky, které jsme mohli o Roommate diversity
problému i diky novému algoritmu ucinit.

A nakonec v Kapitole[f]se blize podivame na implementaci celé této problematiky i algoritmu,
tak jak se nachdazi v prilozenych souborech.



Kapitola 1
Hedonické hry

V této kapitole si nejprve zadefinujeme obecnou Hedonickou hru, poté si ukazeme néjaké nejznam-
néjsi podtridy Hedonickych her. Za¢neme tedy s tim nejjednodussim modelem, postupné budeme
pridavat na slozitosti a propracovavat se az k hlavnimu tématu této prace — Roommate diversity
problému, kterému jsou vénovany nasledujici kapitoly. Cilem této kapitoly je vytvorit Ctenari
jakysi nadhled nad celou touto problematikou.

1.1 Hedonicka hra

Necht N = {1,2,...,|N|} je mnoZina agent. Kazdou neprdzdnou podmnozinu S C N nazveme
koalici. Rozdélenim do koalic nebo resenim (anglicky coalition partition nebo outcome) nazveme
mnozinu I = {S;}5_, koalic, které je rozkladem mnoziny N, tedy UkK:1 Sk =NaS,nNS,=10
pro vSechna 1 <k < /(< K.

Preferencéni profil agenta i € N je preferenc¢ni relace -; nad mnozinou {S C N : i € S},
coz jsou koalice, které obsahuji daného agenta . Specidlni znaceni >; se pouziva pro striktni
preferenci, ~; oznacuje lhostejnost. Pro dané rozdéleni do koalic II a daného agenta i, (i)
oznacuje koalici S € II takovou, ze i € S.

» Definice 1.1. Hedonickd hra je dvojice (N, (Z:)ien), kde N = {1,2,...,|N|} je mnoZina
agenti a 7; kaZdého agenta i € N je preferencni relace nad mnoZinou {S C N : i € S} koalic,
které obsahuji agenta 1.

» Definice 1.2. Rekneme, Ze koalice T blokuje rozdélend I1, pokud T »; m (i) pro vSechnyi € T.

» Definice 1.3. Rozdéleni do koalic I je core stabilni ve hi'e (N, (22;)ien) prdvé tehdy, kdyZ

zdadnd koalice T C N neni blokujici. Jako core dané hry se potom oznacuje mmnozina vsech core
stabilnich rozdélend.

Jinak feceno, rozdéleni do koalic je core stabilni, pokud neexistuje koalice T' C N, jejiz vsichni
clenové ji striktné preferuji pred svou aktualni koalici.

» Poznamka 1.4. Toto neni jediny koncept stability - v dalsich ¢astech této prace si ukazeme
jesté exchange stabilitu, zavidéni prostost a Pareto optimalitu.

» Piiklad 1.5. Pro ilustrovéani nam poslouzi jednoduchy priklad se tfemi agenty N = {1, 2, 3}:

1: {1?3} ~1 {13233} ~1 {1} ~1 {172}7
2:{1,2} =5 {1,2,3} =2 {2} =2 {2,3},
3: {1,3} >3 {1,2,3} >3 {3} >3 {2,3}.
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V tomto prikladu stoji za povsimnuti, Ze jsou preferenc¢ni profily vsech agenti striktni: zadny
agent nenf lhostejny mezi dvéma riznymi koalicemi (vZdy striktné preferuje prvni nebo druhou
koalici). V tomto pfipadé je rozdéleni IIy = {{1,3},{2}} core stabilni. Jediny agent, ktery si
v tomto rozdéleni mize polepsit, je agent 2, ktery by radéji do koalice {1,2} nebo {1,2,3}. Ani
jedna vsak neni blokujici, protoze je v obou koalicich agent 1, ktery by si pohorsil. Rozdéleni IT;
tedy lezi v core této Hedonické hry.

Naopak rozdéleni Iy = {{1,2,3}} uz core stabilni neni. Oba agenti 1 a 3 striktné preferuji
koalici {1, 3} pfed {1,2,3} a koalice {1,3} je tedy blokujici. To znamen4, Ze Il nelezi v core.

Hedonicka hra, kterou jsme si ukazali v tomto prikladu, mé tedy neprazdné core.

» P¥iklad 1.6. Pojdme si nyni ukéizat n&jakou hru, kterd nem4 Zadné core stabilni rozd&leni
do koalic:

1:{1,2} =1 {1,3} =1 {1,2,3} =1 {1},
2:{2,3} =5 {1.2} >3 {1,2,3} = {2},
3: {1,3} >3 {2,3} >3 {1,2,3} >3 {3}

V této hie neni zadné mozné rozdéleni do koalic core stabilni.
m Rozdéleni {{1},{2}, {3}}, kde je kazdy agent sdm, je blokovdno koalici {1, 2, 3}.

m Rozdéleni {1,2,3}, kde jsou vSichni agenti spolu v jedné koalici (tzv. grand coalition), je
blokovéano napiiklad koalici {1,2}.

m Rozdéleni {{1,2},{3}} je blokovéno koalici {2, 3}.
m Rozdéleni {{2,3},{1}} je blokovédno koalici {1, 3}.
= Rozdéleni {{1,3},{2}} je blokovdno koalici {1, 2}.

Rozdéleni, kterd obsahuji jako koalici dvojici agenti, tedy obsahuji cyklus. Ukézali jsme, zZe
vSechna moznd rozdéleni maji néjakou blokujici koalici a core této hry je tedy prazdné.

Jak vypocetné slozité je rozhodnout o prazdnosti core dané Hedonické hry, tedy o tom, zda
ma dand hra core stabilni feseni?

> Véta 1.7 (Ballester, 2004 [2]). Rozhodnout o prdzdnosti core pro danou Hedonickou hru
(N, Z) je NP-uplng problém.

Obecné tedy miuzeme Tici, Ze najit néjaké stabilni feseni Hedonické hry je velmi tézky tkol:
pouze rozhodnuti o existenci takového feseni je NP-tplny problém.
Nyni se mtuzeme podivat na nékteré nejznaméjsi podtridy Hedonickych her.

1.2 Problém stabilnich spolubydlicich

V této kapitole si nejdiive zavedeme pojem Hedonickd hra s pevnou velikosti koalic a potom se
podivame na specidlni pripad, kdy velikost koalice je dva — Problém stabilnich spolubydlicich.

1.2.1 Hedonicka hra s pevnou velikosti koalic

Zatimco v obecné Hedonické hre, kterou jsme si zadefinovali v minulé kapitole, smé&ji koalice
nabyvat vSech moznych velikosti (tedy od 1 do |N|), zde je néjakd predem pevné dand velikost
koalic s. Agenti sméji vytvaret koalice pouze této velikosti, nékteii pak mohou zistat sami. Jejich
preference jsou tedy nad koalicemi velikosti s a velikosti 1 (zustat sami klidné mohou preferovat).
Formalné:

m KaZzdou podmnozinu S C N, kde |S| = s nebo |S| = 1, nazveme koalici.



1.2. Problém stabilnich spolubydlicich

= Rozdélenim nebo FeSenim nazveme rozdéleni vSech agentu do k koalic IT = {S1, S, ..., Sk},
kde |S;] = s nebo |S;| =1 pro vSechna i € {1,2,...,k}.

m Pref. profil agenta ¢ € N je pref. relace 77; nad mnozinou {S C N :i € S,|S| =sV |S]| =1}.

MizZeme mit na zakladé tohoto omezeni néjakou garanci existence stabilniho feseni? Zjed-
nodusuje ndm to vypocetné problém?

» Véta 1.8. Hedonickd hra s pevnou velikosti koalic nemusi mit Zadné core stabilni Teseni pro
s> 2.

> Véta 1.9 (Ng a Hirschberg, 1991 [12]). Rozhodnout o prdzdnosti core pro danou Hedonickou
hru s pevnou velikosti koalic je NP-uplng problém, uz kdyz s = 3.

> Véta 1.10 (Huang, 2007 [I0]). Rozhodnout o prdzdnosti core pro danou Hedonickou hru
s pevnou velikosti koalic je NP-uplny problém pro s > 3.

Jak vidime, pevnd velikost koalic ndm problém prilis nezjednodusuje. Nelze ani garantovat
existenci zadného stabilniho feSeni. Specialni pfipad je ovsem s = 2, kde ackoli nemizeme zadné
stabilni feSeni garantovat, existuje algoritmus, ktery dokaze v polynomidlnim case odpovédét na
otazku existence takového feseni a pripadné néjaké stabilni feseni vratit, pokud existuje.

Hedonicka hra s pevnou velikosti koalic kde s = 2 neni nic jiného nez jiné oznaceni pro
Problém stabilnich spolubydlicich, kterému se budeme vénovat v néasledujici kapitole.

1.2.2 Problém stabilnich spolubydlicich

Problém stabilnich spolubydlicich (anglicky Stable roommates problem) je velice zndmé podtiida
Hedonickych her. Mtzeme si jej predstavit jako Hedonickou hru s pevnou velikosti koalic, ve
které s = 2. V odborné literatufe je tento problém casto zavadén tak, ze se hleda tzv. stabilni
parovani — to je zcela ekvivalentni tomu najit v této hie core stabilni feSeni, tak jak jsme si
zavedli v kapitole Klasickou motivaci pro zavedeni tohoto problému muze byt nasledujici
situace:

Maéame kolej, na kterou chceme ubytovat 2n osob do n pokoju pro dvé ososby. Kazda osoba
mé preference nad vSemi ostatnimi, se kterymi muze byt na pokoji (muzeme si to pedstavit jako
sefazeny seznam délky 2n — 1). Lze je rozdélit do pokoju tak, aby potom neexistovaly dvé osoby,
které spolu nejsou na jednom pokoji, ale navzajem se preferuji vice nez svého spolubydliciho?

Jak jiz vime z Véty takové rozdéleni nemusi vZdy existovat. Pojdme si ukazat n&jaké
priklady, abychom védeéli, kde muze vzniknout problém.

» Priklad 1.11. V tomto prikladu mame Ctyri agenty: Alici, Annu, Boba a Bruna. V zapisu
preferenci Setfime mistem — dle definice jsou preference daného agenta nad koalicemi velikosti
dva — logicky jednim ¢lenem kazdé koalice je ten dany agent. V zapisu tedy nepiseme celé koalice,
ale pouze druhé agenty.

Alice : Anna > Bruno > Bob,
Anna : Alice > Bruno > Bob,
Bob : Bruno > Alice > Anna,
Bruno : Bob > Anna > Alice.

Rozdéleni IT = {{Alice, Anna}, {Bob, Bruno}} je v tomto pfipadé jediné mozné core stabilni
rozdéleni do koalic.

Jak jiz ale vime, takové rozdéleni nemusi viibec existovat.

(9}
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» Priklad 1.12. Méjme nasledujici priklad tentokrat s agenty Alici, Brunem, Cecilii a Davidem.

Alice : Bruno > Cecilie > David,
Bruno : Cecilie = Alice > David,
Cecilie : Alice > Bruno > David,
David : Alice > Bruno > Cecilie.

V tomto pripadé Alice, Bruno a Cecilie jsou pro nékoho vzdy tou nejlepsi volbou. Naopak
Davida, bohuzel, nikdo nemé moc rad. V kazdém mozném rozdéleni vsak jeden ze tii oblibenych
agentu musi byt v koalici s Davidem — ale je tou nejlepsi volbou pro jednoho ze dvou ostatnich
agentl, se kterym by byl radsi nez s Davidem. Pro tplnost si projdeme vsechna rozdéleni:

Pokud bychom méli rozdélen{ {{Alice, Bruno}, {Cecilie, David}}, koalice {Bruno, Cecilie}
bude blokujici. V rozdéleni {{Bruno, Cecilie}, {Alice, David}} je blokujici koalice {Alice, Cecilie}.
A v rozdéleni {{Alice, Cecilie}, {Bruno, David}} je blokujici {Alice, Bruno}.

Kazdé mozné rozdéleni tedy ma néjakou blokujici koalici a core této hry je tedy prazdné!

Z Véty vime, Ze pro s > 3 je NP-uplny problém rozhodnout o prazdnosti core. Plati to
ipros=27

» Véta 1.13 (Irving, 1985 [I1]). Ezistuje algoritmus, kteryj v case O (n?):
m Rozhodne o prazdnosti core pro danou instanci Problému stabilnich spolubydlicich.
m Pokud je core neprdzdné, nalezne nejaké core stabilni reseni.

Tento algoritmus, ktery v roce 1985 predstavil Robert W. Irving, je dnes zndm jako Irvingav
algoritmus (anglicky Irving’s algorithm).

1.3 Problém stabilnich manzelstvi

Problém stabilnich manzelstvi (anglicky Stable marriage problem) je dost mozna nejznadméjsi
podtiida Hedonickych her. Predstavili jej jiz v roce 1962 D. Gale a L. S. Shapley [9] v kontextu
rozdélovani uchazec¢tt mezi vysokymi Skolami, berouce v potaz preference uchazeci i vysokych
skol.

Nejdrive si tento problém forméalné zadefinujeme a ukéazeme priklad, nakonec si vysvétlime
souvislost s Hedonickymi hrami.

» Definice 1.14. Mé&jme mnoZiny agenti M a W: |M| = |W| =n a M NW = (. Kazdy agent
ma serazeny seznam vsech agentd opacné mmnoziny podle preferovatelnosti. Problém stabilnich

manzelstvi je vytvorit n smisengch pdri tak, aby vytvorené pdrovani bylo stabilni.

» Definice 1.15. Vytvorené pdrovdni nent stabilni v pripade, Ze existuje tzv. blokujici par, tj.
agentix € M ay e W:

m 1 strikiné preferuje y pred svym stdvajicim partnerem, nebo x neni v pdru,
m a y strikiné preferuje x pred svym stdvajicim partnerem, nebo y neni v pdru.
V opacném pripadé je pdrovdni stabilni.
Mizeme si predstavit, ze agenti z mnoziny M jsou pani a agenti z mnoziny W jsou damy, a

ukolem je vytvorit z nich pary. Timto zptisobem byvé tento problém ¢asto zadan. Obecné lze ale
fici, ze nemusi jit nutné o mnoziny pant a dam - muze jit o libovolné disjuktni mnoziny.
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» Pfriklad 1.16. Méjme mnozinu pant M = {Alan, Boris, Cyril} a mnozinu dam W = {Diana,
Erika, Frantiska}. Jejich preference jsou nésledujici:

Alan : Diana > Erika > Frantiska,

Boris : Erika > Diana > Frantiska,

Cyril : Diana > Erika > Frantiska,
Diana : Boris > Alan > Cyril,
Erika : Alan > Boris > Cyril,
Frantiska : Alan > Boris > Cyril.

V tomto piipadé parovan{ {{Alan, Frantiska}, {Boris, Erika}, {Cyril, Diana}} neni stabilni,
protoZe existuje blokujici par {Alan, Erika} — Alan preferuje Eriku pfed Frantiskou a zaroven
Erika preferuje Alana pfed Borisem.

Naopak kupiikladu parovani {{Boris, Diana}, {Alan, Erika}, {Cyril, Frantiska}} uZ stabiln{
je. V tomto parovani totiz neexistuje zadny par, ktery by byl blokujicim. Vezméme si napiiklad
pér {Alan, Diana} — ackoliv Alan vice preferuje Dianu pied Erikou, ktera je jeho druhou volbou,
Diana je v paru s Borisem, ktery je jeji prvni volbou a tedy ho preferuje vice nez Alana. Tento
par tedy neni blokujici, stejné jako vsechny ostatni.

I na tento problém muzZeme nahlizet jako na specifickou Hedonickou hru — jde vlastné o He-
donickou hru s pevnou velikosti koalic, kde s = 2, pricemz kazdy agent je jednoho ze dvou
typl, pocet agentt obou typt je z definice stejny a z hlediska tvorby koalic jsou pripustné pouze
smiSené koalice. Potom nalézt v takové hie core stabilni feseni je ekvivalentni nalezeni stabilniho
parovani.

Jaké maji tyto omezujici podminky vliv na vypocetni slozitost a miizeme na jejich zakladé
vzdy garantovat stabilni feseni? Uz u Problému stabilnich spolubydlicich pfece mame algoritmus,
ktery v polynomialnim case rozhodne o existenci takového feSeni a pripadné ho nalezne — zde
mame navic agenty rozdéleny na dva typy, poCty agentti obou typiu jsou stejné a pripustné jsou
pouze smisené koalice!

> Véta 1.17 (Gale a Shapley, 1962 [9]). KazZdd instance Problému stabilnich manzelstvi md
stabilni Tesend. Existuje algoritmus, ktery néjaké takové nalezne v ¢ase O (n?).

V nésledujici podkapitole se blize sezndmime s timto algoritmem.

1.3.1 Gale-Shapleyho algoritmus

Gale-Shapleyho algoritmus poprvé popsali D. Gale a L. S. Shapley v roce 1962 [9]. Tento algo-
ritmus pro danou instanci Problému stabilnich manzelstvi vzdy nalezne stabilni parovani v ¢ase
O(n?), kde n = |[M| = |W|. Nejprve si popiSeme préci algoritmu a poté dokdzeme, ze parovani,
které nalezl, je perfektni (vSichni jsou v paru) a stabilni. Pro ndzorné vysvétleni jeho prace bu-
deme uvazovat, ze M je mnozina pand a W je mnozina dam.

Déle budeme uvazovat dva stavy panu - zadany a nezadany. Cely algoritmus kon¢i ve stavu,
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kdy jsou jiz vsichni pani zadani.

Algoritmus 1: Gale-Shapleyho

Vstup : Mnozina pant M, mnozina dam W, |M| = |W| = n, jejich preference
Vystup: Stabilni parovani o velikosti n

1 Parovani P = 0

2 Pro vsechny pany m € M:

3 stav(m) <+ nezadany

4 Dokud existuje néjaky nezadany pan m € M:

5 m vybere ddmu w, kterou preferuje nejvice ze vSech dam, kterym se dosud nenabidl
6 m se nabidne w

7 Pokud w neni v paru:

8 stav(m) < zadany

9 Pfidej par (m,w) do P
10 Pokud w je v paru, ale preferuje m pied svym souc¢asnym partnerem m':
11 stav(m') < nezadany
12 Odeber par (m’,w) z P
13 stav(m) < zadany
14 Pfidej par (m,w) do P

15 Vrat P, obsahujici stabilni parovani

Nyni si jesté dokazeme, ze algoritmus pracuje spravné a opravdu nalezne stabilni parovani
velikosti n.

Dukaz spravnosti algoritmu. P obsahuje pdrovin, protoze vzdy vytvarime par z pana, ktery
neni v zddném jiném paru, a damy, kterd bud’ také neni v Z4dném jiném paru, nebo jeji piedchozi
par zrusime.

Déle, P je perfektni parovani (tedy vSichni jsou v n&jakém paru). Nemiize nastat situace, kdy
by na konci béhu algoritmu zbyl néjaky pan m a néjaka dama w, ktetr{ by nebyli v paru — protoze
kazdy pan se nabidne kazdé damé, pokud je to tfeba — tedy v néjakém kroku se urcité m musel
nabidnout w, kterd jej musela prijmout.

A konecné, P je urcité stabilni parovani. Méjme pdna m a w, ktefi spolu netvori par: m
preferuje w pred svou partnerkou a w preferuje m pred svym partnerem. V tomto pripadé by
parovani nebylo stabilni.

Ale m se prece musel nabidnout w diive nez své partnerce, pokud ji preferuje vic, a w jej
musela prijmout, pokud jej preferuje vic nez svého partnera (a kohokoliv s kym byla béhem béhu
algoritmu zapdrovana)! Takova situace tedy nemuze nastat a parovani, které vrati algoritmus,
je vzdy stabilni. <

1.4 Hedonicka hra s podminkami rtiznorodosti

Ve vSech modelech, které jsme si az do této doby zavedli, maji jednotlivi agenti svoji identitu.
Nékteré modely jsme mohli omezit riznymi zpisoby (napf. pevnou velikosti koalic apod.), ale
preference jednotlivych agentti jsou stale zalozeny na této identité — kazdy agent je unikatni a
agenti pfi formovani koalic rozliSuji mezi kazdym jednotlivym agentem.

Nékdy se vSak v redlném svété muzeme setkat s tim, Ze potfebujeme zformovat koalice
z agentl, kteri jsou néjakych typli, a preference téchto agentl jsou pak zalozeny na poméru
agentu ruznych typt — v této praci budeme uvazovat typy pouze dva. Muze to byt napiiklad
vytvareni skupin raznych velikosti ze studenti mluvicich raznymi jazyky, rozdélovani studentek
a studentt do smiSenych skupin, sdilené ubytovani apod.
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Podminky riznorodosti (anglicky diversity preferences) tedy znamenaji, ze agenti z hlediska
formovani koalic nerozlisuji mezi jednotlivymi agenty, ale pouze mezi typy téchto agenti. Nyni
si formalné zavedeme Hedonickou hru s podminkami riznorodosti [6] (anglicky Hedonic diversity
game), kterd tento typ problému modeluje.

» Definice 1.18. Hedonickd hra s podminkami ruznorodosti je trojice G = (R, B, (>i)icruB),
kde R a B jsou disjunktni mnoZiny agenti a preferencni relace »; kazdého agenta i € RU B je
linedrni usporddani nad mnozZinou

.
@z{g:re{O,l,...,\R|},se{1,...,|R|+|B|}}.

Polozime N = R U B, vSechny agenty v R budeme oznacovat jako cervené agenty, vsechny
agenty v B budeme oznacovat modrymi agenty. Stejné jako u Hedonickych her, kazdou nepréazdnou
podmnozinu S C N nazveme koalici.

Rozdélenim do koalic nebo resenim (anglicky coalition partition nebo outcome) nazveme
mnozinu IT = { S} | koalic, kterd je rozkladem mnoziny N, tedy UkK:1 S,=NaS,NS, =0
pro véechna 1 < k < ¢ < K. Pro dané rozdélen{ do koalic II a daného agenta %, 7(¢) oznacuje
koalici S € II takovou, ze ¢ € S.

Pro danou koalici S C N, fekneme Ze je poméru 6(S) a myslime tim pomér ¢ervenych agenta
ku vSem agenttim v této koalici, tedy 0(S) = %.

U kazdého agenta i € N budeme jeho preferenc¢ni relaci >; interpretovat jako preference nad
pomérem Cervenych agentu v jeho koalici; tedy naptiklad

2 3
3705
znamend, ze agent i preferuje koalice, ve kterych jsou dvé tretiny ¢ervenych agentu pred koalicemi,
ve kterych jsou t¥i pétiny cervenych agenti.
Nyni se mazeme podivat na to, jak by mohlo vypadat néjaké korektni zadani Hedonické hry
s podminkami rtznorodosti:

» Piiklad 1.19. Necht G = ({7'1,7'277’,‘%"/'4}, {bl,bg}, (>i)i€RUB); kde:

2
T1,72,73,T4 i = — >

1 2 4 5
3 4 3

— biyby iz = — = = = -
P35 6
V této hie vSech Sest agent nejvice preferuje koalici, ve které by byly dvé tretiny Cervenych
agentu.

I zde se zavadi core stabilita, stejné jako u Hedonickych her.

» Definice 1.20. Rekneme, e koalice S C N blokuje rozdéleni 11, pokud kazZdy agent i € S
preferuje I1 pred 7 (i). Rozdélend I je core stabilni, pokud toto rozdéleni neblokuje Zddnd koalice
SCN.

» Pozorovani 1.21. V piikladu [[.I9] mdme hned nékolik core stabilnich rozdéleni. Je to
napiiklad rozdéleni II; = {{ry,ro,73,74,b1,02}}, kde jsou vSichni agenti spolu v jedné koa-
lici (tzv. grand coalition), nebo Ty = {{r1,re,b1},{r3,74,b2}}. Logicky, jsou to core stabilni
rozdéleni, protoze jsou v nich vsichni agenti v koalicich, které nejvice preferuji — nemiuze tedy
existovat zadna blokujici koalice, kterou by preferovali vice.

Jak takové preferencni profily agentdi mohou v realité vypadat? Casto se setkévame se situa-
cemi, kdy agenti preferuji néjakou pro né nejvice optimalni volbu, a s nartstajici vzdalenosti od
této nejlepsi volby se jejich preference snizuje. Takové preference oznacujeme jako single-peaked.
Opravdu dava smysl zavést si takovy typ preferenci, vezméme si napriklad:
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= Rozdéleni kuraki a nekuraki ke stolim. V takovém pripadé lze ocekavat, ze agenti obou typu
budou chtit byt usazeni ke stolu s pokud mozno co nejvétsim poctem agentu stejného typu,
jako jsou oni.

m Nebo rozdéleni pekait a reznikti na rtzna trzisté. V tomto pripadé agenti stejného typu
soupeii o zdkazniky, 1ze tedy ocekavat, ze agenti budou preferovat trzisté s pokud mozno co
nejmensim poctem agentu stejného typu.

» Definice 1.22. Rekneme, e preferencnd relace agenta i € N je single-peaked, pokud existuje
p; € [0,1], a pro vSechna o, B € [0,1] takové, Ze p; < a < 8 nebo B < a < p;, plati a =; 5.

Bohuzel, ani takové omezeni preferencnich profili ndm tento problém prilis nezjednodusuje.

> Véta 1.23 (Bredereck a kol., 2019 [6]). Hedonickd hra s podminkami riznorodosti nemusi mit
zZadné core stabilni Tesend, a to ani kdyZ jsou preference vsech agenti single-peaked.

> Véta 1.24 (Bredereck a kol., 2019 [6]). Rozhodnout o tom, zda pro danou Hedonickou hru
s podminkami riuznorodosti existuje core stabilni resent, je NP-uplny problém.



Kapitola 2

Problém stabilnich spolubydlicich
s podminkami rtiznorodosti

Problém stabilnich spolubydlicich s podminkami rtiznorodosti (anglicky Stable roommates pro-
blem with diversity preferences, Roommate diversity problem) je hlavnim predmétem této préce.
Tento problém zavedli a pojmenovali v roce 2020 N. Boehmer a E. Elkind [3]. V této kapitole si
nejprve ukazeme, kde se nam takovy model muze hodit, poté si ho radné zadefinujeme a nakonec
rekneme, co o ném jiz vime.

V kapitole [I.4] jsme si zavedli Hedonickou hru s podminkami riznorodosti a vysvétlili, co
tyto podminky riznorodosti znamenaji. Obecné muzeme ftict, ze se tento typ problému lisi od
Hedonické hry s podminkami rtznorodosti pevnou velikosti koalic — zatimco v Hedonické hie
mohou koalice nabyvat ruznych velikosti, zde je pevna velikost predem déna.

2.1 Motivace

Na jedné vysoké vyucoval profesor, ktery na zacatku semestru potieboval rozdélit studenty do
skupin po péti. Na této sSkole vsak nebyli pouze doméci, ¢esky mluvici studenti — studovalo zde
i velké mnozstvi Spanélsky mluvicich studentti na vyjezdu.

Rozdélit spravné studenty do skupin nebyl viibec lehky ﬁkoﬂ

m Martin rekl, Ze by se rad o épanélsku néco dozvédél, proto by chtél byt ve skupiné pouze se
Spanélskymi studenty.

= naopak Krystof rekl, ze nema rad épanélsko a neumi Spanélsky, a proto chce byt ve skupiné
pouze s Cesky mluvicimi studenty.

= Tadeds by si rdd procvicil Spanélstinu, ale chtél by mit ve skupiné i néjaké cesky mluvici
studenty.

m Spanélsky mluvici Garcia by rdda byla ve skupiné s dal$im Spanélsky mluvicim studentem a
tfemi Ceskymi studenty.

= atd.

Profesor je zbéhly v teoretické informatice, takze hned vidi souvislost s Hedonickou hrou
s podminkami ruznorodosti (kterou jsme si zavedli v kapitole [1.4]). Hned je mu jasné, Ze najit

1Jak bude ukézano pozdéji v této kapitole, byl to tikol NP-tplny.

11
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stabilni rozdéleni studenti do skupin nebude uplné lehké — rozhodnout o existenci core stabilniho
feseni v takové hie je NP-uplny problém.

V jeho problému je vSak jesté néco navic: velikost koalic je pfedem jasné dand, podobné jako
v Hedonickych hrach s pevnou velikost{ koalic (kterou jsme zavedli v kapitole . I v téchto
hrach vsak plati, ze rozhodnout o existenci core stabilniho feseni je NP-tiplné.

Pokud mame v Hedonické hie soucasné obé dvé tyto omezujici podminky, jak to ovlivni
vypocetni slozitost a muzeme tfeba néco garantovat? Abychom to mohli blize prozkoumat, byl za-
veden [3] Stable roommates problem with diversity preferences a jé jsem jej do Cestiny pielozil jako
Problém stabilnich spolubydlicich s podminkami ruznorodosti — dédle v praci ho budu oznacovat
zkracené jako Roommate diversity problem.

2.2 Zakladni definice

» Definice 2.1. Roommate diversity problem s velikosti koalice s je ctverice
G = (R, B,s,(Zi)icruB), kde N = RUB a |N| = k- s pro néjaké k € N. Preferencni relace 2Z;
kazdého agenta i € N je neostré uspordddni nad mnozinou D = {Z : j € {0,1,...,s}}.

VsSechny agenty v R budeme oznacovat jako cervené agenty, vSechny agenty v B budeme

oznaCovat modrymi agenty. Dale, r = |R|, b = |B| a n = |R U B|. Kazdou mnozinu S C N
o velikosti s oznaéime jako koalici. Dale, nechf k = =

Rozdélenim do koalic nebo resenim (anglicky outcome) nazveme rozdéleni vSech agenti do
k koalic T = {51, 52,...,Sk}, kde |S;| = s pro vSechna i € {1,2,...,k}. Pro dané rozdéleni do
koalic IT a daného agenta i, 7(i) oznacuje koalici S € II takovou, ze ¢ € S.

Pro danou koalici S C N, fekneme Ze je poméru 6(S) a myslime tim pomér ¢ervenych agenta

ku vSem agenttim v této koalici, tedy 6(S) = |S|gf‘. Pokud S C R, fekneme, ze S je cisté cervend

koalice, pokud S C B, fekneme, ze S je cisté modrd koalice.
U kazdého agenta i € N budeme jeho preferencni relaci 77; nad D interpretovat jako preference
nad pomérem Cervenych agentu v jeho koalici; tedy naptiklad
2, 3
575
znamend, ze agent i slabé preferuje koalici se dvéma cervenymi agenty pred koalici se tfemi
cervenymi agenty.

Méjme dvé koalice S, T C N, jejichz soucésti je agent i. Napiseme S »=; T a fekneme ze
agent ¢ striktné preferuje S pred T, jestlize 0(S) 7; 0(T) a zaroven 0(T) # 6(S). Déle, napiSeme
S 7; T a Tekneme, Ze i slabé preferuje S pred T, pokud 0(S) z; 8(T) nebo 0(S) = 6(T). Pokud
agent ¢ slabé preferuje S pred T a zaroven slabé preferuje T pred S, zapiseme S ~; T a Fekneme,
ze agent i je k témto koalicim lhostejny, pfipadné ze je preferuje stejné.

2.2.1 Rizné koncepty stability

Nyni jiz zndme vSechno potiebné pro to, abychom si mohli zavést néjaké koncepty stability feSeni.
Budeme se zabyvat predevsim core stabilitou, ale pro tplnost jich zde uvedeme vice.

» Definice 2.2. Rozdéleni do koalic T1 je core stabilni, pokud neexistuje koalice S CN, |S| = s
takovd, Ze pro vSechny agenty i € S plati 6(S) =; 0(w(i)). Jako core se potom oznacuje mnozina
vsech techto core stabilnich rozdéleni. Pokud takovd koalice S existuje, Tekneme Ze S je blokujict
koalice.

» Definice 2.3. Rozdéleni do koalic I1 je silné core stabilni, pokud neexistuje koalice S CN,
|S| = s takovd, Ze pro vsechny agenty i € S plati 0(S) 7=; 0(w(i)) a zdrover 3i € S, pro kterého
plati 6(S) =; 0(m(i)).
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» Definice 2.4. Rozdéleni do koalic 11 je Pareto optimdlni, jestlife neexistuje rozdéleni IT'
takové, ZeNi € N: 0(x' (1)) 7; O(m(i)) a zdrovert Ji € N: 0(n' (i) »; O(m(i)).

Jinak Tec¢eno, rozdéleni je Pareto optiméalni, pokud neexistuje néjaké jiné rozdéleni, ve kterém
by si nikdo nepohorsil, a alespon jeden agent by si v ném polepsil.

» Definice 2.5. Rozdéleni do koalic 11 je exchange stabilni, pokud neexistuji agenti i,j € N,

m(i) #m(5): 0((r(G)\ {3}) U{i}) =i 0(x (i) a zdroveni 0((x (i) \ {i}) U {j}) »; O0(x(j)). Pokud

takovi agenti i,j existuji, rekneme, Ze si i a j chtéji vymenit misto.

» Definice 2.6. Rozdéleni do koalic 11 je zavidéni prosté, pokud neexistuji agentii,j € N, 7 (i)
#mw(j): 0((m(G)\ {7}) U {i}) = 0(n(i)). Pokud takovi agenti i,j existuji, rekneme, Ze agent i
zavidi agentovi j jeho misto.

Na zavidéni prostost tedy muzeme pohlizet jako na jakousi jednostrannou verzi exchange
stability.

2.2.2 Strukturované preference

Preferen¢ni relace jednotlivych agentti miZeme navic ruznymi zpusoby omezit — vyzadovat po
nich, aby mély urcitou strukturu. V této praci se zabyvame predevsim single-peaked profily, ale
pro zajimavost si ukdZeme i tzv. dichotomické preferenéni relace (které, jak se ddle dozvime, ndm
garantuji core stabilni rozdéleni).

» Definice 2.7. Rekneme, Ze preferencnd relace agenta i je single-peaked, pokud existuje p; € D,
a pro vsechna «, f € D takové, Ze p; < a < 8 nebo 8 < a < p;, plati a 7=; 5.

» Priklad 2.8. Preference, které jsou single-peaked, jsou napriklad:

0 1. 2 3 4 5 6 3.2 4 5 6 10
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
Naopak single-peaked urc¢ité nejsou tyto preference:
1 6.2 4.3 5 0 3 1 6 5 4 2 0
66 6" 6" 6" 6" 6 66 6" 6 6" 6 6
B Obrazek 2.1 Zobrazeni ukézanych preferenci
8 [ _
=
(]
~
&
(]
—
A |
L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

Pocet ¢ervenych agentti v koalici
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» Definice 2.9. Instance Roommate diversity problému je single-peaked, pokud preferencni
relaci vSech agenti v této instanci jsou single-peaked.

» Definice 2.10. ﬁekneme, ze preferencni relace agenta i je dichotomickd, pokud je mozné
rozdélit D do dvou podmmnoZin Dt a D™, tak aby platilo: ¥d € DT,d € D~:d =; d’, Vd,d' €
Dt i d ~; d,Vd,d € D : d ~; d'. Rekneme, Ze agent i schvaluje vsechny poméry v D+
a neschvaluje vsechny pomery v D™ .

» Priklad 2.11. Nasledujici preference je dichotomicka:

2.3 Dosavadni poznatky

Vzhledem k tomu, ze byl tento typ problému zavedeny teprve v minulém roce, zatim nebyl
podrobné prozkouman, jako nékteré jiné problémy. V této kapitole si shrneme vSechny dilezité
poznatky, které jsou dosud znadmy. Protoze se tomuto problému zatim porddné vénoval pouze
jeden ¢lanek [3], vSechny véty a dikazy, které v této kapitole uvddime, jsou prevzaty z tohoto
¢lanku.

2.3.1 Velikost koalice dva

Pro s = 2, Roommate diversity problem je specidlnim pfipadem Problému stabilnich spo-
lubydlicich (kde je zndm Irvingtiv algoritmus, ktery rozhodne v ¢ase O(n?) zda existuje stabilni
feSeni, a nalezne jej, pokud existuje). Jak ndm zde pomohou podminky rtiznorodosti? Zjednodusi
nam problém natolik, ze muzeme vzdy garantovat existenci néjakého stabilniho feseni.

» Véta 2.12. Roommate diversity problem s velikosti koalic s = 2 md vZdy resent, které je Pareto
optimdlni, core stabilni a exchange stabilni. Existuje algoritmus, ktery takové resSeni nalezne
v linedrnim case.

Dtlezité je si zde uvédomit, ze pri této velikosti koalice maji agenti vlastné dvé moznosti
volby: bud nejvice preferuji ¢istou barevnou koalici své barvy a na druhém misté preferenci je
smiSend koalice poméru % nebo naopak. Pokud obé tyto koalice agent preferuje stejné, situace
se jesté zjednodusi, protoze z hlediska core stability muzeme daného agenta dat do jakékoliv

koalice. Logicky, ¢erveny agent nemuze byt v Cisté modré koalici a naopak.

Dukaz Véty Algoritmus, ktery takové feSeni najde, je vyborné formélné popsan véetné
vSech dukazu stabilit v plné verzi ¢ldnku [3]. Zékladni myslenka algoritmu je dat dohromady co
nejvice smisenych koalic z agentt, ktef{ slabé preferuji smiSenou koalici pred ¢istou (jednobarev-
nou) koalici. Potom se algoritmus pokusi rozmistit zbytek agentti do ¢istych koalic — pokud je
v tomto kroku pocet modrych agentu lichy, nebude to mozné. V tomto pripadé, podle preferenci
agentti ve smiSenych koalicich, bud’ algoritmus ze zbyvajicich agentfi vytvoii jesté jednu smisenou
koalici a ze zbytku agentt Cisté koalice, nebo rozpusti jednu ze smiSenych koalici a ze zbytku
vcetné téchto dvou agentt vytvori ¢isté koalice. |

Déle v této kapitole se tedy budeme vénovat tomu, co miuzeme obecné rici, pokud s > 2.
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2.3.2 Core stabilita

Ukézali jsme, Ze pokud s = 2, core stabilni feseni vzdy existuje. Jak je tomu, pokud s > 2?7
» Véta 2.13. Roommate diversity problem nemusi mit Zadné core stabilni resend.

» Piiklad 2.14. Necht G = ({7”1,7’2,7“3,7’4}, {bl,bg,b3,b4},4, (ii)ieN)v kde:

s 23y 10 1,230

’l-,’2=73~4 1717171 14.4 17171
1 2 3 0 4
blab27b3ab4-1>'4>‘1>‘1>‘1.

Predpokladejme pro spor, ze G méa core stabilni feSeni II. Pokud II obsahuje dvé koalice
poméru %, potom je koalice {ry,b1,bs,b3} blokujici. Pokud II obsahuje jednu koalici poméru
i a jednu koalici poméru %, potom je blokujici koalice {r1,r2,73,74}. Pokud II obsahuje ¢isté
Cervenou a ¢isté modrou koalici, koalice {ry,rs,b1,b2} je blokujici. Tato instance Roommate

diversity problému tedy nemé core stabilni reseni.

» Véta 2.15. Roommate diversity problem nemusi mit Zddné core stabilni reseni ani v pripade,
Ze jsou preference vsech agenti single-peaked.

Instance, ve které jsou preference vsech agentt single-peaked, a mé prazdné core, je ukdzana
v Prikladu 11

» Véta 2.16. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému existuje
core stabilni Tesent, je NP-uplng problém.

» Véta 2.17. Roommate diversity problem, kde jsou prefence vsech agenti dichotomické, md
vzdy core stabilni Teseni. Takové resent lze naleznout v polynomidlnim case.

Dukaz. Algoritmus, ktery nalezne takové feseni, je nasledujici: iterujeme pres vsechny poméry

f pro £ € {0,1,...,s} a vidy vytvoiime co nejvétsi pocet koalic z £ Cervenych agentii a s — £
modrych agentt, ktefi vsichni schvaluji pomér f. Zbytek agentu rozdélime jakkoliv do zbyvajich
koalic. |

2.3.3 Exchange stabilita

A jak je tomu s exchange stabilitou? Muzeme si nejdiive zavést trochu slabsi verzi, tzv. same-type-
exchange stabilitu, kterou muzeme aplikovat na néjaké priklady ze zivota. Naptiklad, profesor
z kapitoly Motivace muze chtit, aby v kazdé skupiné byl stejny pomér Cesky a Spanélsky
mluvicich studentti. Nepripada tedy v ivahu povolit neomezené prohazovani studenti mezi sku-
pinami, ale mtze povolit prohozeni skupin dvéma ¢eskym studentiim nebo dvéma Spanélskym
studenttim.

Same-type-exchange stabilita tedy znamend, ze povolime vyménovani mista v koalici pouze
agentum stejného typu — pomér ¢ervenych agentu v téchto koalicich tak vzdy zustane zachovan.

» Véta 2.18. Roommate diversity problem md vZdy same-type-exchange stabilni resent, a néjaké
takové resent lze nalézt v polynomidlnim case.

Dukaz. Abychom ziskali néjaké same-type-exchange stabilni feSeni, zacneme s néjakym pocéatec-
nim rozdélenim II. Dokud v II existuji agenti i a j stejného typu, ktefi si z definice exchange
stability chtéji vyménit misto, vyménime je. Tento algoritmus vzdy konverguje ke stabilnimu
feSeni — protoze prohazujeme agenty stejného typu, poméry ¢ervenych agenti v koalicich se tedy
neméni. Oba agenti, které prohodime, si polepsi — pro ostatni agenty se nic neméni! Algoritmus
se tedy vzdy zastavi v bodé, kdy uz si zaddni dva agenti stejného typu nechtéji vymeénit misto. <
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Bohuzel, toto se ned4 Fici obecné o exchange stabilité (kde muzeme prohazovat agenty obou
typl, ¢imz mohou byt zménény poméry jednotlivych koalic).

» Véta 2.19. Roommate diversity problem nemusi mit Zddné exchange stabilni Tesent, a to ani
v pripadé, Ze jsou preference vsech agenti single-peaked.

» Piiklad 2.20. Nechf G = ({r1,72.75,74.75}, {b1, b2, b3, ba}, 3, (Zi)ien), kde
Lo 3.2.1.0 e e 2 130

15 2-3 3 3 3; 3574, 5'3 3 3 37

0 1 2 3 1 2 0 3

biie = =% =% ° by bz, by im = = = — = =,

L3737 37y 208,045 = 5 - g g

V této hie jsou preference vSech agentt single-peaked a hra neméa zadné exchange stabilni reseni.

» Véta 2.21. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému exsituje
exchange stabilni Tesent, je NP-uplny problém.

2.3.4 Zavidéni prostost

Stejné jako tomu bylo s exchange stabilitou, i zde si muzeme zavést tzv. same-type zavidéni
prostost — to znamena, ze agent muze jinému agentovi zavidét misto, pouze pokud jsou stejného
typu. Bohuzel existenci feseni, které by bylo stabilni z tohoto hlediska, nelze garantovat.

» Véta 2.22. Existuje instance Roommate diversity problému s velikosti koalice dva, kterd nemd
zZadné same-type zavidéni prosté resent, a tedy ani Zddné zdvidéni prosté reseni. Navic, v této
instanci jsou preference vsech agenti single-peaked a dichotomické.

» Priklad 2.23. Necht’ G = ({T’l}, {bl, bg, b3}, 2, (i_/i)iGN)a kde:

2

2 0 0 1
S S bi,ba, bz iz = = = .
" 2 OB T Ty

Zde jsou preference vSech agentt single-peaked — pokud bychom spojili druhou a treti pre-
ferenci kazdého agenta, byly by i dichotomické. Kazdé rozdéleni do koalic obsahuje jednu cisté
modrou a jednu smisenou koalici — modry agent, ktery je ve smiSené koalici, bude vzdy zavidét

misto ostatnim dvéma modrym agentim.

» Véta 2.24. Kazdd instance Roommate diversity problému md same-type zdvidéni prosté
Tesent, pokud je r (pocet cervengch agenti) délitelny s (velikosti koalic) nebo k (poctem koa-

lic).

Diikaz. Pokud s déli r, existuje rozdéleni do koalic takové, kde jsou pouze Cisté cervené a cisté
modré koalice. Pokud k déli r, existuje takové rozdéleni, kde jsou vSechny koalice poméru #
V obou dvou pripadech nezavidi zadny agent zadnému jinému agentovi stejného typu misto,

protoze jsou v koalicich stejného poméru. <

» Véta 2.25. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému existuje
zavideni prosté resent, je NP-uplny problém.

2.3.5 Pareto optimalita

Ackoliv pro pfedchozi koncepty stability neni vzdy garantovano, ze takové stabilni Feseni existuje,
Pareto optimalni feSeni vzdy z definice Pareto optimality existuje. Takové feSeni vSak neni viibec
lehké najit.
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» Definice 2.26. Jazyk L C X* je v coNP prdvé tehdy, kdyz jazyk L = X* \ L je v NP.

» Véta 2.27. Rozhodnout o tom, zda je dané reseni Pareto optimdlni v dané instanci ro-
ommate diversity problému, je coNP-uplny problém. Navic, vypocitat Pareto optimdlni resent
v polynomidlnim case by bylo mozné, pouze pokud P = NP.

2.3.6 Parametrizovana slozitost

» Definice 2.28. Parametrizovany problém je formdiné definovdn jako jazyk L C ¥* x N, kde
Y. je konecnd neprdzdnd abeceda. Druhy prvek je zvin parametrem problému L.

» Definice 2.29. Parametrizovany problém L je parametrizované dostupny (fixed-parameter
tractable), pokud existuje algoritmus, ktery pro danou dvojici (x, k)

m rozhodne, zda (x,k) € L, a
m pracuje v case f(k) - |z|¢, kde [ je néjakd algoritmicky vycislitelnd funkce a ¢ je konstanta.
Tridu vSech parametrizované dostupnijch problémi oznacujeme FPT.

V kapitole jsme si ukazali, ze pokud mame s = 2, tak ndm to vyrazné snizuje vypocetni
slozitost tohoto problému. VZdy existuje (core/exchange) stabilni feseni, a dokonce takové Feseni
lze nalézt v polynomidlnim ¢ase pomérné jednoduchym algoritmem.

» Véta 2.30. Rozhodnout o tom, zda pro danou instanci Roommate diversity problému existuje
core stabilni / exchange stabilni / zdvidéni prosté tesent, je FPT vzhledem k velikosti koalice s.

A préavé to mé motivuje k dalsi praci — prozkoumat, jestli néjaky takovy jednoduchy algo-
ritmus neexistuje pro s > 2, kupiikladu pro s = 3, a zda mizeme garantovat néco o existenci
stabilnich Feseni, tfeba i za predpokladu strukturovanych preferenci agenti.
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Kapitola 3

Novy algoritmus

V této kapitole predstavujeme novy randomizovany algoritmus, ktery pro danou instanci Roo-
mmate diversity problému hledd core stabilni feseni, a pokud néjaké takové existuje, s velkou
pravdépodobnosti ho velmi rychle nalezne.

V podkapitole zavadime néjaké nové definice, které nam umozni a uleh¢i jeho popis,
ukazujeme, jak jsme k algoritmu dospéli, a také pro¢ by algoritmus mél fungovat. V nésledujici
podkapitole [3:2] se vénujeme popisu algoritmu, jeho implementaci a jeho analyze.

Mym hlavnim cilem bylo najit algoritmus, ktery by pracoval rychle a efektivné, na zikladé
jehoz vysledkt bychom mohli fici obecné néco o Roommate diversity problému, a pomoci kterého
bychom mohli najit néjaké zajimavé malé instance, které nemaji core stabilni feseni. Najit algo-
ritmus, ktery by pracoval deterministicky, se mi nepodarilo, prestoze jsem zkousel vice rtuznych
pristupti. J& jsem vsak s vyslednym algoritmem spokojen, protoze poslouzil k obojimu, pfestoze
je randomizovany, a pracuje rozumné rychle a zvladé i vétsi instance.

3.1 Cesta k algoritmu

Cilem této podkapitoly je objasnit, jak jsem k algoritmu dospél a z jakého divodu funguje,
pripadné ukézat, pro¢ nefunguji nékteré jiné napady. Nejdiive je zde vysloveno tvrzeni, které
nam Casto umozni zmensit velikost problému, potom jsou zde zavedeny néjaké nové definice,
umoznujici popis algoritmu, a dale jsou zde rtizna pozorovani.

» Lemma 3.1. Mé&jme néjakou instanci Roommate diversity problému G = (R, B, s, (Z2:)icRUB)-
Pokud existuje £ cervenych agenti a s — £ modrijch agentu takovych, Ze jejich nejvice preferované
koalice jsou pomeéru f, tyto agenty muzZeme umistit spolu do jedné koalice — nebudou nikdy v Zadné
blokujici koalici a zbyvd ndm vyresit mensi instanci problému bez téchto agenti.

Toto je velmi dulezité tvrzeni. Napiiklad, kdyZ rovnomérné ndhodné generujeme zadéani (pre-
ference agentti) Roommate diversity problému se 180 agenty a velikosti koalice 3, lze timto
zpusobem hned na zaCatku umistit do koalic obrovské mnozstvi agent — vétSinou nam zbyde
21-42 agentu, a sta¢i ndm pouze vyresit tuto mensi instanci.

Tedy na zac¢atku libovolného algoritmu, ktery ma hledat core stabilni feseni, muzeme vytvorit
koalice z agentti, ktefi nejvice preferuji praveé tento typ koalice — a pokud najdeme core stabilni
feSeni zbylych agentli, mame core stabilni feseni celé instance.

A co se zbytkem? Nejdiive si zavedeme néjaké definice.

» Definice 3.2. Méjme daného agenta i Roommate diversity problému a jeho preferencni re-
laci 7;. Jako t¥idu indiference oznacime mnoZinu proki z 7;, mezi ktergmi je agent i lhos-
tejny/indiferentni.
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» Priklad 3.3. Zde mame preferencni relaci néjakého agenta j. Tridy indiference v této relaci
jsou znézornény stejnou barvou.

N N}
| wo
S|

O
[ NN
[«
(@)
(=] N>

» Definice 3.4. Méjme danou instanci Roommate diversity problému G = (R, B, s, (Z:)icruB)
a dané rozdéleni agenti (N = RU B) do koalic T1. Jako nespokojenost agenta i € N v rozdélent
IT oznacime pocet trid indiference, které jsou pro agenta i lepsi nez trida, ve které je 0 (mw(i)).

» Priklad 3.5. Zde mame preferenéni relaci agenta x, ¢ervenou barvou je zvyraznéno 6(m(i))
v daném rozdéleni II (podil ¢ervenych agenti v agentové koalici v rozdéleni II).

2.4 3 1.0
TATaT 1T 17
Nespokojenost agenta x v rozdéleni IT je zde 2. Jak vidno, je v koalici, ve které jsou t¥i ¢erveni
agenti, ale radsi by byl v koalici, ve které by byli ¢tyfi ¢erveni agenti (jeho nespokojenost by zde
byla 1), a nejradéji v koalici, ve které by byli dva Cerveni agenti (zde by byla nulova).

» Definice 3.6. Méjme danou instanci Roommate diversity problému G = (R, B, s, (Z2:)icRuB)-
Jako celkovou miru nespokojenosti rozdéleni I oznacime soucet nespokojenosti vsech agenti
1€ N vll

Z nespokojenost ¢ v II

ieN
» Definice 3.7. Méjme danou instanci Roommate diversity problému G = (R, B, s, (Zi)icruB)-
Rozdélent do koalic II nazveme spokojené, pokud neexistuje néjaké jiné rozdéleni1l', které by mélo
mensi celkovou miru nespokojenosti.

» Pozorovani 3.8. Roommate diversity problem miize mit vice spokojenych rozdéleni.

NeChtj G = ({Tlﬁ 2,73, 7‘4}, {}7 27 (iz)'LEN% kde:

2 1 0
r1,7T2,73,7T4 25 - 5 - 5

Zde je celkova mira nespokojenosti kazdého mozného rozdéleni nula, a tedy kazdé mozné
rozdéleni je spokojené.

» Pozorovani 3.9. Spokojené rozdéleni nemusi byt vzdy core stabilni, a to ani kdyz dand in-
stance Roommate diversity problému néjaké core stabilni feseni maé.

Necht’ G = ({7’1 ,To, 7‘3}, {bl, b27 bg}, 3, (i:i)ieN)y kde:

2. 1.8 0 by 0.2 13

izT 33Ty Lo2ig T Ty g

iy Ty T3 Ty 33737373
3.2 1.0

iz o= = =

373737 3

V této hie existuje jediné spokojené rozdéleni 1 = {{ry, 2,73}, {b1, b2, b3}}, ve kterém je cel-
kovéa mira nespokojenosti rovna ¢tyfem. Ackoliv toto rozdéleni maximalizuje spokojenost agentt
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(minimalizuje celkovou miru nespokojenosti), neni core stabilni, protoze mé blokujic{ koalici
{T] 5y T2, b3}

Naopak rozdéleni {{r1,r2, b3}, {rs,b1,b2}} je core stabilni — zde je vSak celkovd mira nespo-
kojenosti 6.

Takze nestaci pouze najit spokojené rozdéleni, protoze to nemusi byt vzdy core stabilni. Navic,
najit néjaké takové rozdéleni miize byt vlastné vypocetné velmi tézké — jedna se o svym zptisobem
nejoptimalnéjsi rozdéleni ze vsech.

existuje tak jednoduchy hladovy algoritmus pro s = 2, mohl by existovat podobné jednoduchy
kuprikladu pro s = 3, kde jsou preference vSech agentti single-peaked.

» Pozorovani 3.10. Algoritmus, ktery postupné rozdéluje agenty do koalic tak, ze v kazdém
kroku vytvori koalici s nejmensi nespokojenosti, nemusi vratit core stabilni feseni ani pro s = 3,
kde preference vsech agentii jsou single-peaked.

Necht G = ({r1,72,73, 74}, {b1,b2},3, (Zi)ien), kde:
ety 203,00 pooy 2, 1.0
Ity Ty T3 Ty "M3T3737 3
''37 3737 3 2373737 3

Tento algoritmus v prvnim kroku vytvori koalici {r, b1, ba}, kde je celkovd nespokojenost 1,
a ze zbytku agentt koalici {ro,r3,74}. MlzZeme si rozmyslet, Ze toto rozdélen{ blokuje koalice
{ra2,73,b1}. Tento piiklad vyborné ilustruje to, na co jsem vzdy narazil pii pokusech o deter-
ministicky algoritmus — mame tak jednoduché zadani, tak jasnou volbu prvni vytvarené koalice
(pro dva agenty nejlepsi volba, pro tfetiho agenta druhd nejlepsi volba), a pfece to nevede ke
core stabilité.

Nyni jiz pfimo k algoritmu. Jak jiz bylo feceno, spokojené rozdéleni nemusi byt vzdy core stabilni.
Nasledujici pozorovani je ale klicové:

» Pozorovani 3.11. Je velmi vysoka pravdépodobnost, ze spokojené rozdéleni je core stabilni.
Tabulka [3.1] ukazuje, jak je vysokd pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané spokojené rozdéleni z
nahodné vygenerované instance Roommate diversity problému urcitych parametru je core sta-
bilni.

Jednd se o odhad pravdépodobnosti. Byl ndhodné vygenerovan dostatecné velky vzorek in-
stanci danych parametri (fddové desitky az stovky tisic), u kazdé instance bylo nalezeno néjaké
spokojené rozdéleni a potom bylo testovano, zda je nalezené spokojené rozdéleni core stabilni.

M Tabulka 3.1 Pravdépodobnost, Ze spokojené rozdéleni je core stabilni

’ # agentu | velikost koalic \ # Cervenych agenti \ single-peaked \ P ‘

21

6 3 3 NE 93,8%
6 3 3 ANO 97,3%
) 1 1 NE 83%
) 1 1 ANO 93%
10 5 5 NE 96,9%
10 5 5 ANO 97,9%
12 6 6 NE 93,0%
12 6 6 ANO 96,7%

Kuptikladu Sesty radek tabulky lze chépat timto zpisobem - generujeme

ndhodné instance

Roommate diversity problému, kde |RU B| = 10, |R| = 5, s = 5 a preference vSech agentii jsou
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single-peaked. Potom pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané spokojené rozdéleni (minimalizujici
nespokojenosti agentt) bude core stabilni, je 97,9%. Jesté tomu ptidava na véze fakt, Ze u této
velikosti koalice jiz nemame garanci existence core stabilntho feseni.

Miutzeme se tedy snazit néjakym zptisobem minimalizovat celkovou miru nespokojenosti a sle-
dovat, zda to vede ke core stabilnimu FeSeni. Nalézt spokojené rozdéleni je ovSsem velmi tézky
tkol (neprfisel jsem na lepsi zptisob nez vyzkouset vSechna moznd rozdéleni). Nabizi se ale zacit
s néjakym rozdélenim a prohazovat agenty mezi koalicemi tak, aby v kazdém prohozeni klesla
celkova mira nespokojenosti — to urcité konverguje k néjakému rozdéleni, protoze se nespokoje-
nost nemuze zmensovat nekonecné dlouho. Ackoliv tento postup nevede vzdy ke spokojenému
rozdéleni, vraci rozdéleni, ktera jsou z hlediska nespokojenosti agenti velmi rozumna a casto
také core stabilni.

Na tomto nésledujicim (poslednim) pozorovéani se zaklada mij algoritmus. Jeho soucdsti je
opét i tabulka vysledk mych méreni.

» Pozorovani 3.12. Mgjme instanci Roommate diversity problému a nésledujici algoritmus:

Algoritmus 2:

1 Na zacatku vytvor co nejvice koalic dle Lemma

2 Zbytek agentii rozdél nahodné do koalic

3 Dokud existuje dvojice agentt, jejichz prohozeni snizuje celkovou miru nespokojenosti,
prohod’ je

4 Pokud je na konci algoritmu nebo v kterémkoliv jeho kroku rozdéleni core stabilni,
zahlas jej

Je velmi vysokd pravdépodobnost, ze takovy algoritmus nalezne core stabilni feseni. Pozo-
rovani je opét podepreno tabulkou nameérenych vysledki. V Tabulce [3.2] je vidét, jak si tento
algoritmus vede pro rizné instance Roommate diversity problému.

Pochopitelné se opét jednd o odhad této pravdépodobnosti. Bylo ndhodné vygenerovano
radoveé desitky az stovky tisic instanci danych parametrt, a na nich spustén algoritmus popsany
pseudokddem. Pritom byl jesté méfren primérny pocet prohozeni agentu.

M Tabulka 3.2 Pravdépodobnost nalezeni core stabilniho feseni

’ # agentu \ velikost koalic \ # Cer. agentu \ single-peaked \ prum. # prohozeni \ P ‘
6 3 3 NE 0,2 97,3%
6 3 3 ANO 0,08 97,6%
60 3 30 NE 4,5 96,6%
60 3 30 ANO 1,75 91,1%
180 3 90 NE 12,5 98,5%
180 3 10 NE 3,7 75%
16 4 8 ANO 1,9 87%
16 4 8 NE 2,5 81,4%
40 4 20 ANO 4 87,3%
100 4 50 ANO 7 82%
100 5 50 ANO 14,5 72,5%

s vz

Napriklad paty radek tabulky znamené, ze ndhodné generujeme instance Roommate diversity
problému, kde |R U B| = 180, |R| = 90, s = 3 a preference nemusi byt single-peaked. Vyse
popsany algoritmus nalezne core stabilni feSeni s pravdépodobnosti 98,5% a prumérné provede
12.5 prohozeni agenti. Uspéénost déale s rostouci velikosti koalic klesa.

Situace, kde vysSe popsany algoritmus nenalezne core stabilni feseni, si vysvétluji tak, ze se
pfi prohazovéani agenttt bud zasekl nékde daleko od spokojeného rozdéleni, nebo dané instance
core stabilni feSeni zkratka nema.
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Prvni variantu by mohlo vyfesit znovu rozdélit zbytek agentti ndhodné do koalic a zacit
prohazovani znovu. To je zakladni myslenkou mého algoritmu, ktery si popiSeme v nésledujici
podkapitole.

3.2 Algoritmus

V minulé podkapitole jsme dosli k ndpadu na algoritmus, ktery by mohl fungovat. Nasleduje jeho
popis pseudokddem:

Algoritmus 3: Rychlé hledani core stabilniho feseni

Vstup : Roommate diversity problem
Vystup: Core stabilni feseni, existuje-li

1 Vytvor co nejvice koalic dle Lemma

Neprirazeni agenti <— agenti, ktefi nebyli umisténi do koalice v kroku 1

[M]

w

Rozdél vsechny nepiifazené agenty nahodné do koalic

Pro kazdou dvojici nepfifazenych agenti x,y:
Pokud se prohozenim x a y snizi celkova mira nespokojenosti:
Prohod z a y
Zacni znovu krok 4

- NS TN

o]

Pokud rozdéleni neni core stabilni, vrat se na krok 3

9 Vrat rozdéleni, které je nyni core stabilni

» Poznamka 3.13. Samoziejmé lze pfidat parametr maximdlniho poc¢tu vréceni (v kroku 8),
aby se algoritmus necyklil nekonecné. Nastaveni hodnoty parametru je potom znacné zavislé na
parametrech TeSenych instanci.

Tento algoritmus se velmi osvédcil a funguje az prekvapivé rychle i pro velké instance. Nej-
rychleji pracuje, kdyz ma na vstupu instance s podobnym mnozstvim cervenych a modrych
agentu.

Tabulka ukazuje, kolikrdt priumérné se algoritmus musi vratit (v kroku 8) pro nalezeni
core stabilniho feSeni jedné instance Roommate diversity problému riznych parametri. Tyto
hodnoty byly ziskany tim zptsobem, ze byly ndhodné generovany instance danych parametri
a posildny na vstup algoritmu, pficemz byl pocitan pocet nalezenych core stabilnich feseni a
celkovy pocet vraceni.

M Tabulka 3.3 Primérny pocet vraceni v Algoritmu

’ # agenti | velikost koalic \ # Cervenych agentt \ single-peaked \ pram. # vraceni

180 3 90 ANO 0,04
180 3 90 NE 0,7
180 3 60 ANO 3,5
180 3 30 ANO 9
30 3 15 ANO 0,09
30 3 15 NE 0,095
30 3 10 ANO 0,5
30 3 10 NE 0,3
30 3 5 ANO 1,77
30 3 5 NE 1,15
30 1 40 ANO 0,35
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Jak vyplyva z tabulky, primérny pocet vraceni je ¢asto velmi nizky, a to pfedevsim pokud
je ve hie podobny pocet Cervenych a modrych agentu.

Obrazek tuto skutecnost ilustruje: ukazuje, kolikrat primérné se algoritmus musi vratit
pro nalezeni core stabilntho feseni jedné instance Roommate diversity problému v zavislosti na
poctu Cervenych agentu.

Bereme v potaz instance, kde s = 3, n = 24 a vSechny preference jsou single-peaked (modra
barva) a instance, kde s = 3, n = 24 a preference nemusi byt single-peaked (Cervend barva).
Je ménén pocet Cervenych agentti v generovanych instancich a namérené hodnoty jsou opét
prumeérem.

B Obrazek 3.1 Priimerny pofet vraceni v Algoritmu [3[ v z4vislosti na poétu Eervenych agentt

2.0000

—_—= ‘3, n= 24‘1, Singlc—‘pcakcd
—_— s=3,n=24

_1.5000
=
3
g
>
£ 1.0000
o]
o
>
=
:
2 0.5000
[a W

0.0000

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Pocet ¢ervenych agenttu

Mize nés to trochu prekvapit, ale v tomto konkrétnim piipadé (s = 3 a n = 24) je vétsi
pravdépodobnost, ze algoritmus nalezne core stabilni feSeni na prvni pokus u instanci, které
nemusi byt nutné single-peaked.

Z obrazku je jasné vidét, Ze tato pravdépodobnost je u obou dvou piipadi nejvyssi (tedy
prumérny pocet vracen{ je nejnizsi), pokud se pocet Cervenych agenti rovnd poétu modrych
agentu. To je proto, ze kdyz je v instanci podobny pocet ¢ervenych a modrych agentt, na zacatku
algoritmu (v kroku 1) se pevné vytvori prumérné vétsi pocet koalic a dofesit danou instanci je
poté znacné jednodussi.

» Pozorovani 3.14. Predstaveny algoritmus na hledani core stabilnich feseni pracuje nejrychleji
predevsim pro ndhodné generované instance s podobnym poctem agentt obou typu.

V nésledujici kapitole si ukdzeme, na co jsme mohli i diky algoritmu prijit.
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vvvvvv

mohli diky algoritmu predstavenému v minulé kapitole ucinit.

4.1 Single-peaked preference

V prvni fadé si mizeme povsimnout, ze pokud jsou v dané instanci Roommate diversity problému
preference vSech agentu single-peaked, algoritmus bézi rychleji, protoze provede znatelné mensi
pocet prohozeni agenti. Je tedy velice pravdépodobné, Ze single-peaked preference problém
vyrazné zjednodusuji.

U klasického Problému stabilnich spolubydlicich (bez podminek ruznorodosti, velikost koalice
dva) jsou single-peaked preference jednou z podminek, kterd garantuje existenci core stabilniho
feSeni [5]. Zaméfil jsem se tedy na nalezeni pokud mozno co nejmensi a nejjednodussi instance
Roommate diversity problému, ve které jsou vsechny preference single-peaked, a kterd nemé core
stabilni feseni.

Zde bychom si méli pripomenout, ze jsme si jiz v Prikladu ukézali instanci Roommate
diversity problému s osmi agenty a velikosti koalice s = 4, kterd méla prazdné core. V této
instanci v8ak nebyly preference vSech agentu single-peaked!

Mné se podarilo nalézt nasledujici instanci:

» Priklad 4.1. Necht’ G = ({7‘1,7'2,7'3.,7'4,7'5,7‘(5}, {b17627b37b4},5, (il)lGN)a kde:
5>4>3>2>1 0 bbb3>4>2>1>0>5
T1, T2, T3 1= > — > — > — > — > —, ybaybs = = — = — = — = — =
Ly T s T 5T 57 57 5 L T "5 575 5
L3 4. 5.2 1.0 po A 3.2 1 0 5
N A A R A R AL Y55 575757 5
4.3 5 2 1.0
rgi- T T T T T
5" 5" 5 5 5 5

V této hre jsou preference vsech agentu single-peaked. Algoritmicky bylo ovéreno, Ze tato
instance nemd zadné core stabilni feseni!

» Poznamka 4.2. Tato instance je, co do po¢tu agentl, nejmensi moznou single-peaked instanci
Roommate diversity problému, kterd ma prazdné core. Urcité neexistuje single-peaked instance
s méné nez deseti agenty, kterd by méla prazdné core. Mohla by to byt napriklad néjaka single-
peaked instance, kde s = 4 an = 8 — u téchto jsem ale ovéril, ze vsechny maji néjaké core stabilni

feseni (4.3).

25
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Diky tomu tedy muzeme s naprostou jistotou rici, Ze single-peaked preference pro velikost
koalice s > 4 urcité negarantuji existenci core stabilniho reseni.

U s = 2 vime, zZe vzdy existuje core stabilni feseni. Jak je tomu u velikosti koalice s = 3 a
s =47

4.2 Pozorovani

Protoze algoritmus predstaveny v minulé kapitole neni deterministicky a pracuje na ndhodnosti,
nelze jej pouzit jako dukaz pro nasledujici tvrzeni — proto je vysloveno pouze jako domnénka.

» Domnénka 4.3. Domnivame se, ze Roommate diversity problem, kde
= s = 3 a preference vSech agenti jsou single-peaked,
= s = 3 a preference mohou byt libovolné,
= s = 4 a preference vSech agentu jsou single-peaked,
ma vzdy core stabilni rozdéleni do koalic.
Ackoliv to nemuzeme Fici zcela jisté, tuto domnénku médme podepienu nasledujicim:

m U Roommate diversity problému s parametry, kde vime, ze nemusi existovat core stabilni
feseni (tedy s = 4, kde preference nejsou single-peaked, s = 5, kde preference jsou single-
peaked, a potom samoziejmé dale), mame vzdy trividlni instanci velikosti dvou koalic, kterd
ma prazdné core.

= Déle, pokud ndhodné generujeme instance Roommate diversity problému s parametry, kdy
vime, ze muze byt prazdné core, a pomoci predstaveného algoritmu hledame core stabilni
feSeni, algoritmus velmi brzy najde instanci, kterd takové feSeni nemd (fddové stovky az
desitky tisic vygenerovanych instanci).

m J4 jsem vsak zkousel generovat stovky milionti instanci danych parametra (s = 3, s = 4 single-
peaked) riznymi zptsoby (zcela ndhodné, rizné systematicky apod.), a dosud jsem nenasel
zddnou, kterd by neméla core stabilni feSeni (algoritmus takové vzdy nasel). Generoval jsem
malé instance rtznych poméru ervenych agentil, ale i obrovské instance (az nékolik set
agenti).

m Prosel jsem vSechny mozné malé instance u s = 3 (pristi podkapitola [4.3]).

Pokud by tedy mély existovat néjaké instance téchto parametrti, které by mély mit prazdné
core, tak jsou pravdépodobné obrovské, a zcela jisté jsou zastoupeny velmi fidce (dosud zadna
nebyla nalezena).

4.3 Hruba sila

Diky tomu, ze mame k dispozici rychly algoritmus na hledani core stabilnich feSeni, mtzeme
vyslovit nasledujici vétu:

» Véta 4.4. KazZdd instance Roommate diversity problému, kde:
m s = 3, preference vsech agenti jsou single-peaked a n < 30,
ms=3an<15,

m s = 4, preference vsech agentu jsou single-peaked a n = 8,



4.3. Hruba sila

md core stabilni rozdeélent do koalic.
Dikaz. Pro kazdou takovou instanci bylo algoritmicky nalezeno core stabilni feseni. |

Pro dplnost popiseme, jak vygenerovat vSechny ruzné instance Roommate diversity problému
danych parametru (tak jak je to v priloZeném programu a jak bylo generovédno pro ovéreni

Véty .

m Nejdrive musime vypocitat, kolik riznych typa agentt pri dané velikosti koalice existuje.
Musime zohlednit, zda navic pozadujeme, aby preference vSech agenta byly single-peaked.
Typy si ulozime.

m Vygenerovani vSech riznych instanci potom odpovidd tloze rozdéleni stejngch objekti do
ruznych krabicek, zndmé z predmétu BI-ZDM (objekty jsou agenti a rtzné krabicky jsou
rizné typy agentu).

m Celkovy pocet moznosti je potom dan vzorcem ("Z‘f;l), n je poCet agenti a k pocet typu

agentl (muZeme si to predstavit jako umisténi k& — 1 prepédzek).

» Priklad 4.5. Chceme vygenerovat vsechny instance Roommate diversity problému, s para-
metry n = 30, s = 3 a aby preference vSech agentu byly single-peaked.
Pro velikost koalice s = 3 mame celkem Sest rtznych typt cervenych agenti

12 3 0
33" 3" 3 ’
2 1.3 0 2 3,1 0
33" 3" 3 33" 3" 3
3.2, 1.0
’ 33" 3" 3
a Sest typu modrych agenti:

0}1}2}3
33" 3" 3% ’
1.0 2.3 1.2 0.3
33" 3" 3 33" 3" 3
2 1.0 3
’ 33 3" 3

Navic chceme, aby preference byly single-peaked. Oranzovou barvou jsou vyznaceny prefe-
rence, které nejsou single-peaked. Dohromady tedy mame osm rtiznych validnich typt agenti.

Pocet raznych instanci potom odpovidd pocCtu riznych moznosti, jak rozdélit danych 30
agentu mezi témito osmi typy:

n+k—1 30+8—-1 37
(B 2 (0550 L (Y s

A tolik instanci zvladne propocitat algoritmus bézici na oby¢ejném notebooku za necelou noc
(a v tomto konkrétnim pifpadé vzdy nalezl core stabiln{ feSeni).

» Poznamka 4.6. V uvazovanych typech agenti jsou preference vzdy uplné, protoze jsme si
tak zadefinovali Roomate diversity problem. Pfipustné jsou vSak indiference/lhostejnosti. My
zde uvazujeme pouze preferencni relace bez indiferenci, protoze stac¢i najit core stabilni reseni
pro vSechny instance bez indiferenci (které lze nahradit striktnimi preferencemi).
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Prilozena implementace

V této posledni kapitole je nastinéna implementace celé problematiky a algoritmu, kterd se
nachdazi v ptilozenych souborech. Déle je vysvétleno, jak se pouzivé prilozeny program.

5.1 Implementace

Pro implementaci celé problematiky Roommate diversity problému a hledani algoritmu byl zvolen
programovaci jazyk C++ bez pouziti dalsich knihoven. Kazda ttida i funkce ve zdrojovém kodu
je dokumentovana (komentéfem).

Zakladem implementace jsou tfidy Agent a Problem.

Triida Agent reprezentuje agenta: znd tedy svoji barvu a své preference. Preference jsou
reprezentovany poctem cervenych agentu v koalicich, nikoliv pomérem, jak je definovano, protoze
se tak s nimi pracuje 1épe.

Triida Problem reprezentuje Roommate diversity problem — zné tedy pocet agenti, velikost
jsou isCoreStable(), kterd vraci true, pokud je rozmisténi agenti do koalic core stabilni, a
algorithm(), ktera implementuje algoritmus a pfimo méni rozmisténi agentti do koalic. Tiida
se také umi chytre vytvorit, a to tak, ze si sama vytvori agenty s ndhodnymi preferencemi. Pouziti
muze vypadat nasledovné:

Problem p(9,3,5); // 9 agentu, velikost koalic 3, 5 cervenych agentu
p-algorithm(); // *preference jsou jiz nahodne nastaveny

cout << p << endl;

cout << boolalpha << p.isCoreStable() << endl;

Samozrejmé, pokud chceme, lze vytvorit instanci problému i s jednotlivymi agenty a jejich
preferencemi, a to nasledujicim zptsobem:

vector<Agent> agents;

agents . push_back( Agent( Color::RED, vector<int>{2,1,0} ) );

agents . push_back( Agent( Color::RED, vector<int>{2,1,0} ) );
LIDED)
¥

B

agents . push_back( Agent( Color::BLUE, vector<int>{0,1,2
agents . push_back( Agent( Color::BLUE, vector<int>{1,0,2
Problem p(4,2,2,agents);

’

Samotny algoritmus (metoda Problem.algorithm()) je implementovéan tak, jak je uvedeno
v pseudokédu [3] Jeho zdrojovy kéd je podrobné popsan komentari.

29
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5.2 Pouziti programu

Spustitelny program se zkompiluje piikazem make a poté je spustén piikazem ./a.out. Po
spusténi se uzivateli zobrazi interaktivni menu s néasledujicimi moznostmi, které se vybiraji
napsanim prislusného ¢isla:

1. Slow solve and print

2. Fast instances solving

3. Brute force

4. Example s=5, n=10, single-peaked, empty core
5. Exit

Nyni se podrobné podivame na to, co ktera volba provadi:

1. Slow solve and print: Program hledd core stabilni feSeni pro ndhodné vygenerované in-
stance zadanych parametri, po kazdé vyreSené instanci danou instanci vytiskne, véetné rozdéleni
agentu do mistnosti. Touto volbou si tedy uzivatel muze ovérit, ze algoritmus skuteéné vraci core
stabilni Feseni. Na zaCatku je nutné zadat celkovy pocet agentu, velikost koalice, pocet ¢ervenych
agentu a zda maji byt vSechny preference single-peaked. Po kazdé zobrazené vyresené instanci
¢ekd program na vstup od uzivatele, zda mé pokracovat, nebo se vratit do menu. Algoritmus
samozrejmé nemusi najit core stabilni feseni, pokud jej dand instance nema.

2. Fast instances solving: Program opét hled4 core stabilni feseni pro nahodné vygenerované
instance zadanych parametru, tentokrat je vSak netiskne jako v predchozi volbé a automaticky
pokracuje. Zobrazuje pouze pocet vyfeSenych instanci. Timto zpusobem si tedy uzivatel muze
vyzkousSet rychlost algoritmu na rtznych instancich. Poc¢ita se s ukoncenim programu Ctrl-C.

3. Brute force: Program zkousi vyfesit vSechny rizné instance danych parametri. Zadavané

parametry jsou pocet agentl, velikost koalice a zda maji byt preference single-peaked. Vsech

instanci je ("‘,gf;l), kde n je pocet agenti a k je pocCet riznych typu agenti. Je tedy doporuceno

zkouset to pro minimalni parametry, napriklad:

m Pocet agentit = 6, velikost koalice = 3.
m Pocet agentth = 9, velikost koalice = 3, single-peaked.
m Pocet agentti = 8, velikost koalice = 4, sinle-peaked.

m Velikost koalice = 2.

4. Example s=5, n=10, single-peaked, empty core: Program nacte instanci z Prikladu
1] Poté vyzkousi vSechna moznd rozdéleni do koalic, ovéri, ze zadné rozdéleni neni core stabilni,
a nakonec instanci zobrazi.

5. Exit: Ukon¢i béh programu.



V této praci jsme predstavili novy randomizovany algoritmus na rychlé hledani core stabilnich
feseni u Roommate diversity problému. Ukézali jsme single-peaked instanci Roommate diversity
problému s deseti agenty a velikosti koalic pét, kterd ma prazdné core.

Pomoci predstaveného algoritmu jsme ovérili, ze kazdé instance Roommate diversity problému,
kde

m velikost koalic = 3, preferencni relace vSech agentt jsou single-peaked a pocet agentu < 30,
m velikost koalic = 3 a pocet agenti < 15,
m velikost koalic = 4, preferencni relace vsech agentt jsou single-peaked a pocet agenti = 8§,
ma core stabilni Teseni.

Déle se domnivame, ze kazdé instance Roommate diversity problému, kde
m velikost koalic = 3,
m velikost koalic = 4 a preferencni relace vSech agenti jsou single-peaked,

ma core stabiln{ feseni. Ackoliv se nam toto nepodarilo dokézat, v praci uvadime silné argumenty,
pro¢ by to tak mélo byt.
Jako otevieny problém tedy zustava formalné dokazat tuto domnénku.
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Obsah prilozeného média

Teadme . BXE ¢ttt e navod ke spusténi programu
thesis.pdf ... text prace ve formatu PDF
oY =5 - PP soubor Makefile
5 o P zdrojové koédy implementace
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