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Abstrakt

Cilem této prace bylo aplikovat soucasné algoritmy systematického a lokalniho
prohleddvani na zobecnéné varianté hry Sudoku modelované jako problém
splnovani omezeni. Otazkou bylo, ktery pristup bude dosahovat lepsich vysle-
dku. V prvni ¢ésti predstavujeme formulaci problému jako problémy splnovani
omezeni, a také algoritmy fesici tyto problémy. V druhé c¢asti aplikujeme
obecnd a teoreticka vychodiska na hru Sudoku. Posledni ¢ast obsahuje experi-
menty jednotlivych algoritmi a vzajemné srovnani spole¢né s diskuzi vysledki.
Experimenty ukézaly, ze systematické algoritmy dokézou lepé fesit herni plo-
chy, jejichz stavovy prostor je mensi nebo ho 1ze redukovat. Lokalni algoritmy
ziskavaji vyhodu v opaéném pripadé, ale obecné vyzaduji vétsi ¢asovy limit.

Kli¢ova slova Sudoku, Problém spliovani omezeni, Prohledavani s navraty,
Hranova konzistence, Simulované zihani, Tabu prohleddvani, Min conflicts
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Abstract

The aim of this thesis was to apply algorithms of systematic and local search
on a generalized variant of the game Sudoku modeled as a constraint sat-
isfaction problem. The question was which approach would achieve better
results. In the first part we present the formulation of problems as constraint
satisfaction problems, as well as algorithms used to solve these problems. In
the second part, we apply general and theoretical background to the game of
Sudoku. The last part contains experiments of individual algorithms and mu-
tual comparison together with a discussion of the results. Experiments have
shown that systematic algorithms can better solve game boards whose state
space is smaller or can be reduced. Local algorithms gain an advantage in the
opposite case, but generally require a larger time limit.

Keywords Sudoku, Constraint satisfaction problem, Backtracking, Arc con-
sistency, Simulated annealing, Tabu search, Min conflicts
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Uvod

Sudoku je jednou z mnoha logickych her zalozenych na vypliovani policek ¢isly
podle uréitych pravidel. Nejstarsi zminky o téchto hrach vedou do starovékeé
Ciny, kde je zminéna hra Magic squares [1]. Tato hra sestdva z herni plochy
o rozmérech 3 x 3, do které jsou ¢isla doplnovana tak, aby v fadcich, sloupcich
a v hlavnich diagonalach byl soucet roven 15. Dobové blizsi zminkou jsou La-
tinské ¢tverce, jejichz nazev byl inspirovan pracemi matematika Leonharda
Eulera, ktery zde pouzival znaky latinské abecedy. Na Latinské Ctverce se
pohlizi jako na kombinatoricky problém, ve kterém je pole o velikosti n x n
vyplnéno n riznymi symboly takovym zptsobem, ze symboly ve sloupich
a Tadcich se neopakuji. Tyto podminky jiz pfipominaji pravidla hry, kterou
dnesni svét znad pod ndzvem Sudoku.

Sudoku, tak jak ho dnes zndme, je pripisovdno americkému architektu
Howardu Garnsovi, ktery vytvarel a spolecné s Dell Magazines publikoval
tuto hru pod nazvem Number place. Toto jméno se ovSsem neuchytilo, a poté
co byla hra predstavena v Japonsku jako Suji wa dokushin ni kagiru (volné
prelozeno jako Cislice musi byt samostatné nebo Cislice jsou omezeny na jeden
vyskyt) se této hie zacalo zkracené fikat Sudoku. [2]

V pocitacové védeé je problém feseni zobecnéné varianty Sudoku NP—Uplny
problém [3], tudiz neexistuje algoritmus, ktery by dokézal kazdou herni plo-
chu vyresit v polynomialnim ¢ase pomoci deterministického Turingova stroje.
Existujici algoritmy dokéazou efektivné vytesit Sudoku pro nizkéa n, ale s ros-
toucim n nastava kombinatorickd exploze a rapidné narustd doba reseni.

Postupt, jak strojové vytesit Sudoku, je nékolik. Sudoku jako NP—Uplny
problém lze prevést na jiné NP—(Jplné problémy. Jedny z nejrychlejsich 9 x 9
fesici transformuji Sudoku na problém splnitelnosti booleovskych formuli
(SAT), a poté aplikuji exponencidlni DPLL algoritmus k vyteseni. Dal$i moz-
nosti je na Sudoku nahlizet jako na problém presného pokryti, ktery lze efek-
tivné resit pomoci algoritmu X od Donalda Knutha, jenz vyuziva techniku
zvanou Dancing Links [4] od stejného autora.
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Uvob

Konkrétné v této praci se budeme zabyvat fesenim Sudoku jako TfeSeni
problému splnovani omezeni. Problémy spliiovani omezeni lze fesit dvéma
zpusoby. Pomoci systematickych, tplnych algoritmt nebo vyuzitim matema-
tické optimalizace a lokélniho prohled4véni. Uvodni hypotézou je, ze algoritmy
systematického prohledavani budou vykazovat lepsi vysledky, jak ¢asové, tak

vvvvv

plementace.

Cil prace

Cilem této prace je prozkoumat, implementovat a porovnat existujici lokalni
a systematické algoritmy pouzivané k Teseni problému spliiovani omezeni.
Pifnosem této prace je odpovéd na otézku, ktery piistup bude pro zobecnénou
variantu hry Sudoku jako problém splriovani omezeni vyhodnéjsi.

Struktura prace

V prvni ¢asti zavadime pouzité znaceni této prace, definujeme pouzité pojmy
a predstavujeme soucasné algoritmy, které jsou pouzity v experimentalni ¢asti
prace.

Ve druhé kapitole ukazujeme, jak aplikovat teoretickd vychodiska na hru
Sudoku jako problém splnovani omezeni.

Treti, posledni ¢ast vénujeme praktickym experimenttm. Nejprve se zaby-
vame efektivnim generovanim hernich ploch, na kterych provadime experi-
menty. Poté porovnavame implementované algoritmy a hleddme parametry,
které zajisti optimalni vykon algoritmii na mensich datech. Z téchto algoritmii
jsou poté vybrany ty, které vykazuji nejlepsi vysledky a jsou znovu testovany
na vsech datech. Kapitola je zakoncena porovnanim a diskuzi nad vysledky.

Provadéné experimenty v podobé Jupyter notebooku vyuzivaji nami im-
plementovany softwarovy prototyp Sudoku solveru, ktery vyuziva algoritmy
z prvni ¢asti. Sudoku solver je implementovany v programovacim jazyce Py-
thon.



KAPITOLA 1

Teoreticka vychodiska

V této kapitole ¢tendfe obezndmime s principem modelovani problému jako
problémy spliiovani omezeni, s algoritmy, kterymi lze efektivné tyto problémy
fesit, s ruznymi vylepSenimi a v neposledni fadé s pouzitym znacenim této
prace.

1.1 Zobecnéna varianta hry Sudoku

Nejbéznéjsi variantou hry je varianta, kde velikost herniho pole je 9x9 a ikolem
je doplnit ¢isla od 1 do 9. V této praci se ovSem zaméfime na zobecnénou va-
riantu, kde Sudoku n-fadu je pole o velikosti n? x n? slozené z n x n blokl
a ¢isla k doplnéni jsou {1,2,...,n?}.

Aby herni pole bylo spravné vyplnéno, ¢islice musi byt doplnény podle
nasledujicich pravidel:

o Kazdé ¢islo se smi nachézet v kazdém radku pouze jednou.
o Kazdé ¢islo se smi nachazet v kazdém sloupci pouze jednou.

o Kazdé ¢islo se smi nachazet v kazdém nxn ¢tverci pouze jednou.

1.2 Problém splnovani omezeni

Problém splnovéni omezeni (angl. Constraint satisfaction problem, zkricené
CSP) je zpusob, kterym lze modelovat urcité matematické problémy. Tento
pristup zakladd na faktu, ze vétsinou neni vyhodné pro kazdy novy problém
vytvaret novy unikatni zpusob Teseni, ale zjistit, zda nejde problém preformu-
lovat na néjaky znamy problém, ktery jiz dokazeme efektivné resit pomoci
existujicich algoritm.

» CSP je trojice P = (X, D,C), kde X = {x1,...,z,} je kone¢nd mnozina
proménnych, D = {Dy, ..., D,} je koneéna mnozina domén, D; = {vi,...,v;}
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1. TEORETICKA VYCHODISKA

je doména (obor hodnot) proménné z; € X, kterd obsahuje hodnoty, které lze
dosadit do proménné, a C' = {C1,...,C;} je konetnd mnozina omezeni. Ome-
zeni C; je relaci R;, definovanou nad podmnozinou proménnych S;,S; C X.
Relace R; predstavuje legdlni souc¢asné piifazeni do svych proménnych. Pokud
S; =A{xq,...,zir}, pak R; je podmnozinou kartézského soucinu Dj; X --- X
D;y.. Poté lze oznacit omezeni Cj jako dvojici (S, R;).“ [5]

Jednim z nejcastéji uvadénych problémi, na kterych je CSP ilustrovano,
je barveni map, které spoc¢iva v obarveni tzemi jednotlivych statt tak, ze
staty, jenz mezi sebou sdili hranici, nemohou byt obarveny stejnou barvou.
Individualni staty zde predstavuji dil¢i proménné, domény obsahuji vSechny
barvy, které lze vyuzit, a omezeni se vyskytuji mezi sousedicimi staty a zaka-
zuji stejné obarveni. Dalsimi ilustra¢nimi priklady jsou problém N dam, kryp-
toaritmetika, logické hry jako Kakuro a dalsi. Mezi problémy, se kterymi je
mozné se setkat v praxi, lze zaradit sestaveni rozvrhu, automatické planovani
ve firmé, planovéani/rozvrhovéani dopravy, pridélovani zdroju.

1.3 ReSeni CSP
Prirazeni

Dosazenim do proménné z jeji domény vznika prirazeni. Pfifazeni podmnoziny
proménnych (x;1, ..., %) je zapsano jako k-tice sefazenych dvojic

((xi1, @), - -« (@i, air)), kde kazda dvojice (x, a) zastupuje ptifazeni hodnoty
a do proménné z. Pro zjednodusSeni se zépis ((z1,a1),...,(z;, a;)) zkridcené
zapisuje jako a = (ay,...,a;). Pfifazeni je kompletni, pokud je pres vSechny
proménné z X. [5]

Splnéni omezeni

Omezeni C; = (S;, R;) je splnéno pravé tehdy, kdyz prifazeni a obsahuje
viechny proménné z mnoziny S; a zobrazeni z a na S; se nachazi{ v R;. Necht
mame omezeni Cyy = (Szy = {z,y}, Ry = {(1,1),(1,0)}), poté piifazeni
a= ((z,1),(y,1), (2,0)), pak je omezeni Cy, povazovano za splnéné, protoze
zobrazeni z a do Sy, je rovno (1,1), které je soucasti Ryy. [5]

Konzistentni ¢astecné prirazeni

Céstecné prirazeni je nazvano konzistentni, pokud jsou splnéna vSechna ome-
zeni, jejichz vSechny proménné z S; jsou prirazené. Zobrazeni z pritazeni a na
mnozinu proménnych S; je znaceno jako alS;]. [5]
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1.4. Sudoku jako problém spliiovani omezeni

Reseni [5]
CSP P = (X, D, (C) je povazovano za vyfesené, pokud prifazeni je kompletni
a konzistentni pres vsechna omezeni. Reseni je znaceno jako

SOZ(P) = {(_Z = (al, ce ,an)|ai e D;, VS, € C,C_L[SZ] € Rl} (1.1)

Stavovy prostor CSP

Pro nasledujici systematické algoritmy je hledéni reseni CSP modelovano jako
stavovy prostor. Samotné hledani feSeni je poté tlohou prohledavani sta-
vového prostoru. Jednotlivé stavy odpovidaji prirazenim. Akce, které vedou
mezi stavy, reprezentuji zmény v pfirazeni jedné nebo vice proménnych. Stavy
nemusi obsahovat konzistentni prirazeni. Na obrazku lze pozorovat priklad
stavového prostoru pro hledéni feseni problému 4 dam. Cervené zvyraznéné
symboly predstavuji jednotlivé akce, provedené mezi stavy. Problém n dam
je formulovan v CSP tak, ze jednotlivé sloupce jsou proménné a ¢isla radkh
predstavuji hodnoty domén. Omezeni jsou binarni, vzdy mezi dvéma sloupci,
a vysledna relace nad omezenim obsahuje dvojice radki, ve kterych mohou
byt damy, aby se vzajemné neohrozovaly.

Obréazek 1.1: Stavovy prostor problému n dam, n = 4.

1.4 Sudoku jako problém splnovani omezeni
Sudoku modelované jako CSP (X, D, C) bude znac¢eno nasledovné:

e Jednotliva policka herni plochy reprezentuji jednotlivé proménné z mno-
Ziny X. Proménné budou znaceny jako z; j, kde 4, j je celociselna dvojice
oznacujici rddek a sloupec na herni plose.



1. TEORETICKA VYCHODISKA

e Mnozina D;; je doménou proménné z;; a obsahuje hodnoty, které lze
do této proménné dosadit.

e Omezeni u Sudoku je nejcastéji formulovano jednim z nasledujicich zpu-
sobui (v této praci budou vyuzity oba zpusoby):

— Bindrni omezeni, kde pro kazdou dvojici proménnych x; ;, Ty,
které se nachézi ve stejném radku, sloupci nebo nxn bloku je vy-
tvoreno omezeni ; j # . Toto omezeni mize byt také znaceno
jako Diff (zj, ®uy). Pro fadek o 9 proménnych toto znamena 36
novych omezeni. Pocet omezeni na radek podle fadu Sudoku lze
vyjadrit jako (”22), pron > 1.

— n-arni omezeni, kde jsou jednotlivd omezeni celé radky, sloupce
nebo n x n bloky. Toto omezeni se casto nazyva allDifferent nebo
také Constraint of difference a je znaceno jako
allDifferent(z; ;, . .., Ty.), kde tato k-tice, k = n? obsahuje omezo-
vané promeénné. [6]

o Pocateéné vyplnéné proménné pridavaji unarni omezeni ve tvaru

z;j = v, kde z; ; je vyplnénd proménna hodnotou v € {1,...,n%}.
. J 1 2 3 4
i
1 1 2 A Dl,j = {1a27374}
2 4 <1 3 T2 3 =3
3 2 3
4 3 1 — allDifferent(x4,1, 42,743, T4.4)

Obrézek 1.2: Sudoku 2-fadu jako CSP.

1.5 Prohledavani s navraty

Zakladnim algoritmem pro feseni CSP je prohleddvani s navraty (BT). BT
funguje na principu prohleddvani do hloubky. Algoritmus postupné vybira
proménné, a dosazovanim do proménnych vytvari ¢astecné prirazeni. Po kaz-
dém prifazeni je zkontrolovano, zda je konzistentni. Pokud je konzistentni,
algoritmus pokracuje, v opa¢ném pripadé se algoritmus vraci a zkousi dosud
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1.5. Prohledavani s navraty

nevyzkousené hodnoty. ReSeni je vraceno v pripadé, kdy prifazeni je pfres
vSechny proménné a je konzistentni.

Algoritmus 1: Backtracking(Assignment, csp)

1 begin

2 if Assignment is Complete and Satisfies All Constraints then
3 return Solution

4 end

5 Var <~ Next Variable

6 foreach Value € Dy, do

7 Assignment + Assignment U { Var < Value}
8 if Assignment is Valid then

9 Result + Backtracking(Assignment, csp)
10 if Result # False then

11 ‘ return Solution

12 end

13 end

14 Assignment < Assignment \ { Var < Value}
15 end

16 return Fulse
17 end

Algoritmus je systematicky a tuplny. Nikdy nezkousi dvakrat stejné ¢astec-
né prifazeni a zarucené vrati spravné reseni, pokud existuje. V nejhorsim
pripadé prohledé cely stavovy prostor. Tento pristup predstavuje hned nékolik
problému. Velikost stavového prostoru s rostoucim n ve vétSiné pripadi roste
exponencialné ¢i rychleji, a s tim i samotna doba béhu. Algoritmus také ¢asto
narazi na podobné slepé konce. Nejjednodussim piikladem tohoto problému je
obrazek na kterém lze pozorovat pribéh BT na Sudoku 2-fadu, které ma
jiz predvyplnénou proménnou z 2. Podle omezeni jiz tuto hodnotu nemutzeme
dosadit do stejného sloupce, fadku ¢i 2 x 2 bloku. Algoritmus ovSem tento fakt
nijak nepromitéd do domén ostatnich proménnych, tudiz ¢asto narazi na tyto
slepé konce. Tento problém BT se oznacuje jako thrashing [5] [7].

Alan K. Mackworth ve své préci [7], dle mého nejlepsiho védomi, poprvé zo-
becnil, sjednotil a definoval znaceni téchto problémi. Ve své praci také ukazal
nékolik algoritmi, a tim vytvoril podklad pro budouci vyzkum a vznik t¥idy
filtra¢nich algoritm.

Mackworth popisuje 3 hlavni zdroje neefektivity nasledovné:

1. Prvni zdroj neefektivity se tyka undarnich omezeni. Nechf mame pro-
ménnou x, nad kterou je omezeni ¢ = ({x}, R), a pokud existuje hodnota
a z domény D, kterd neni soucasti R, tudiz nespliiuje omezeni ¢, pak
kazdé prirazeni (x,a) bude duvodem okamzitého vraceni. Prikladem je
zminovany obrazek
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Obréazek 1.3: Priichod prohledavani s navraty stavovym prostorem Sudoku a
priklad Thrashing-u.

2. Druhy zdroj neefektivity nastdvd v ndsledujici situaci. Nechf mdme
Casteéné pritazeni a = (ai,...,a,) a pro pritazeni (x;,a;) nelze splnit
omezeni ¢ = ({z;,2;}, Rij) (i < j), pak BT vyzkousi vSechny hodnoty
z domény D; pro proménnou x;, neuspéje a vraci se k proménné x;_1,
pro kterou vyzkousi vsechny nevyzkousené hodnoty spolecné se vsemi
hodnotami z ;. Toto mizZe pokracovat pro vSechny kombinace hod-
not proménnych z;41,...,xj_1,7;, dokud se BT nevrati k proménné x;
a nevytradi hodnotu a;.

3. Tteti velky zdroj neefektivity nastava v pripadé, kdy méame pritazeni
(wi,a;) a (xj,a;5), kterd splnuji omezeni ({z;}, R;), ({z;}, R;)
a ({z4,2;}, Rij), ale neexistuje hodnota ay, kterd by splnovala vsechna
omezeni ({zx}, Ry), ({xi,xzr}, Rir) a ({xk,x;}, Rg;) najednou. Stejné
jako u problému 2 toto muze byt drahé k objeveni, ale také se to miize
objevit nékolikrat béhem hledani resSeni.

Prepséno do znaceni blizsiho této praci z [7].

1.5.1 Vynucovani konzistence a filtracni algoritmy

Pro usnadnéni pochopeni je vhodné zde za definovat graf omezeni. Problém
spliovani omezeni 1ze reprezentovat grafem omezeni. Vrcholy tohoto grafu jsou
jednotlivé proménné x € X. Hrana vede mezi dvéma vrcholy z;,xz;, pokud
jsou oba soucésti podmnoziny S néjakého omezeni ¢ € C'. Tedy pokud nevede
hrana mezi vrcholy, pak mezi témito proménnymi neexistuje zadné omezeni.
[5] Obrézek [1.4] je prikladem pro Sudoku.

Problémy popsané v predeslé kapitole lze pojmenovat postupné jako vr-
cholova nekonzistence, hranova nekonzistence a k-nekonzistence (Path incon-
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Obrazek 1.4: Graf omezeni pro Sudoku 2-radu.

sistency). Opakem k témto problémum jsou vlastnosti, které jim predchazeji
a zabranuji vzniku thrashing-u. Témito vlastnostmi jsou vrcholova konzis-
tence, hranovéd konzistence a k-konzistence (Path consistency). Tyto vlast-
nosti 1ze vynucovat na doménach proménnych a vyrazné tim zmensit stavovy
prostor. O CSP se poté da Tict, ze je vrcholové, hranové nebo k-konzistenti,
pokud vSechny vrcholy, hrany nebo cesty délky k£ — 1 jsou konzistentni v grafu
omezeni.

Vrcholova konzistence

Vrchol x je vrcholové konzistentni prdve tehdy, kdyz pro vsechna v € D, jsou
splnéna vsechna undrni omezeni nad proménnou z, ({x}, R).

Vrcholova konzistence je nejslabsi a nejjednodussi technikou. K dosazeni
této vlastnosti sta¢i pouze odstranit hodnoty z domén proménnych, které
porusuji néjaké unarni omezeni. Toto zvladne jednim prichodem pies CSP
algoritmus NC-1. NC-1 doséhne vrcholové konzistence v case O(|X||D|) [8],
kde | X| je pocet proménnych a |D| je kardinalita nejvétsi domény.

Algoritmus 2: NC-1(X,D,C)

1 begin

2 foreach var € X do

3 foreach value € D, do

4 if wvalue is not consistent with any unary constraint then
5 Dyar < Dygr \ {value}

6 end

7 end

8 end

9 end
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Hranova konzistence

Hrana (x;,x;) je hranové konzistentni pravé tehdy, kdyz pro vsechny hodnoty
v; € Dj existuje hodnota v; € D; takovd, Ze je splnéno omezeni ({x;, x;}, Rij).

Zakladni operaci algoritmil, které vynucuji hranovou konzistenci, je funkce
Revise, ktera pro hranu (z;, z;) jednoduse odstrani z domény D; vSechny hod-
noty, pro které neexistuje hodnota z domény D;, se kterou by bylo mozné
splnit bindrni omezeni ({z;,z;}, Ri;).

Algoritmus 3: Revise(x;, z;)

1 begin
2 change < False
3 foreach value € D; do
4 if there are no values € D; that would satisfy the constraints
then
Di — Dz\ {value}
change < True
end
end
return change

© ® N o w;

10 end

Funkce Revise tedy na hrané (z;,x;) ihned po aplikaci vynuti hranovou
konzistenci, ale zarovernl nemusi platit, Ze hrana (z;, ;) je také hranové konzis-
tentni nebo ze po aplikaci Revise na néjakou dalsi hranu (z;, zx) bude hrana
(xi, x;) stale konzistentni. Nasledkem tohoto faktu je, ze nestaci jeden priichod
této funkce pres vSechny hrany.

Prvnim algoritmem, ktery toto fesi je algoritmus AC-1, ktery vola Re-
vise na vsechny hrany. Toto opakuje dokud je pri prichodu vSsemi hranami
zredukovana alespon jedna doména. Jedno volani Revise provede maximélné
|D|? kontrol splnéni bindrniho omezeni. V nejhor§im piipadé jeden priichod
redukuje pouze jednu doménu o jednu hodnotu. Poté probéhne maximélné
|X||D| priichodii. Tudiz ¢asova slozitost AC-1 je O(|D[?|X||E|), kde |E| je
pocet hran. [5, [§]

Hlavnim a zjevnym zdrojem neefektivity je opétovny prichod pres vSsechny
hrany, pokud byla redukovana pouze jedna doména. Algoritmus AC-3 toto
resi tak, ze z pocatku pridd vSechny hrany do fronty, ze které je postupné
vybira. Na vybrané hrany je aplikovano Rewvise. Pokud pri aplikaci na hranu
(x;, ;) probéhla zména v doméné D;, pak algoritmus pfidd do fronty pouze ty
hrany, u kterych mohla redukci D; vzniknout nekonzistence a zaroven nejsou
ve fronté. Toto jsou hrany ve tvaru (zg, z;) takové, ze mezi zj a x; vede hrana
v grafu omezeni, k # i a k # j, protoze hrana (z;,2;) nemtze na piimo
zménit konzistenci hrany (z;,x;). [7] Algoritmus pokracuje dokud neni fronta
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prazdna.
Algoritmus 4: AC-3(X,D,C)
1 begin
2 NC-1(X,D,C)
3 Queue <+ Arcs
4 | while Queue # () do
5 Arc(z;, xj) < delete any Arc € Queue
6 if Revise(Arc(z;,z;)) then
7 if |D;|= 0 then
8 ‘ return False
9 else
10 Queue < Queue U {Arc(xg, z;)|(xg, ;)€ Arcs,k # i,
k#J}
11 end
12 end
13 end
14 return True
15 end

Stejné jako u AC-1, AC-8 prida z poc¢atku vSechny hrany do fronty a casova
slozitost operace Revise je stale | D|?. V nejlepsim ptipadé je CSP jiz hranové
konzistentni, a tedy na kazdou hranu bude aplikovana funkce Revise pouze
jednou. Z toho plyne, Ze dolni mez algoritmu AC-8 je Q(|D|?|E|). Naopak
v nejhorsim pripadé funkce Revise odstrani pouze jednu hodnotu z domény
a navic ve fronté nebude ani jedna hrana, kterd ma byt priddana. Toto muze
nastat pro kazdou proménnou az | D| krat. TudiZ v nejhorsim ptipadé je casova
slozitost AC-8 O(|D|?|E|) [5) 8].

Algoritmu, které vynuti hranovou konzistenci, je mnoho. Za zminku stoji
také AC-4, ktery jako prvni dosahuje optimélni ¢asové slozitosti v nejhorsim
piipadé O(|D|?|E|) [5, O]. AC-4 nevyuziva operaci Revise, ale zavadi hned
nékolik datovych struktur. Prvni z nich je pole counter(x;, a;, x; ), které uklada
pocet hodnot a; z domény D, které s hodnotou a; z domény D; spliiuji binarni
omezeni na hrané (z;,z;). Déle je pro kazdou dvojici (z;,a;),z; € X,a; € D;
vytvofena mnozina S(Ijﬂj), ve které jsou ulozeny vsechny dvojice (x;, a;), se
kterymi je splnéno omezeni na hrané (z;, z;). Kdyby byla odstranéna hodnota
aj, tak counter(x;,a;,x;) bude dekrementovan o 1. Posledni datovou struk-
turou je List, ktery obsahuje dvojice (x,a), se kterymi nelze splnit omezeni
na zadné hrané, na které se nachazeji. Algoritmus je rozdélen do dvou fazi.
V prvni jsou inicializovany a pfipraveny zminéné datové strukutury. Ve druhé
jsou postupné odebirany dvojice (x,a) z Listu, ndsledné dochazi k odstranéni
hodnoty a z domény proménné z, pomoci mnoziny S, ,) jsou dekrementovany
ostatni countery, pokud counter(z;,a;,z;) je roven 0, pak je pridana dvojice
(w;,a;) do Listu. Nevyhodou AC-4 je pamé&fova slozitost, kterd je také rovna
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O(|D|?|E|) [5]. Druhou nevyhodou je vykon v prvni, inicializaéni fazi. Richard
J. Wallace ukazuje ve své praci [10], ze ve vétsiné piipadia je AC-3 rychlejsi
algoritmus nez AC-4 i pfes teoretickou neoptimalni ¢asovou slozitost.

Na nevyhody AC-4 reagoval Christian Bessiére, ktery predstavil algorit-
mus AC-6 [I1], ktery zachovdva optimélni ¢asovou slozitost AC-4, ale vy-
lepsuje pamétovou sloZitost na O(| D||E|) spolecné s lepsim vykonem v primér-
nych pripadech.

k-konzistence

Mnozina k promenngch je k-konzistentni praveé tehdy, kdyz pro cdstecné kon-
zistentni prirazent k — 1 promennych existuje hodnota pro neprirazenou pro-
meénnou takovd, Ze vsechna omezeni mezi témito k promennymi jsou splnéna.

Zobecnénim konceptu lokalni konzistence je k—konzistence. Vrcholova, resp.
hranova, konzistence je k—konzistence pro k = 1, resp. k = 2. CSP je silné
k—konzistentni prave tehdy, kdyz je také i—konzistentni pro vsechna i (i < k).
Pokud je CSP silné n-konzistentni, kde n = | X|, pak CSP nabyvé vlastnosti
globalni konzistence.

Vlastnosti globalné konzistentniho CSP je moznost nalezeni feseni bez
vyuziti prohledavacich algoritmt. Kazda kombinace zbylych hodnot v domé-
néch proménnych tvori konzistentni feseni. [5] I pfes tuto vlastnost se tyto
algoritmy pouzivaji pouze zridka, kvili ¢asové slozitosti, kterd je vétSinou
exponencidlni vzhledem ke k. Vyjimkou byvaji algoritmy, které vynucuji 3—
konzistenci. Tyto algoritmy se vétsinou nazyvaji path consistency. PC-1, PC-2
[7 a PC-3 [9] funguji na velice podobném principu jako AC-1, AC-3 a AC-4.
Nicméné casova slozitost téchto algoritmi je i tak prilis vysoka. Konkrétné
PC-3, ktery pouziva stejné datové struktury jako AC-4, zavede 3-konzistenci
v nejhorsim ptipadé v case O(|D|?|E|?).

Zobecnéni hranova konzistence

Ptedchozi algoritmy byly zalozeny na pfedpokladu, ze omezeni v CSP jsou
unarni nebo binarni. V praxi na ¢isté binarni CSP témér nenarazime. V reakci
Mohr a Masini predstavili algoritmus GACY [12], ktery je zobecnénou verzi
AC-4. GACY dokaze filtrovat pro n-arni omezeni. Casov4 slozitost v nejhorsim
pripadé je identickd s PC-8 a pocet vyrazenych hodnot je stejny nebo vétsi
nez u AC-4 [12].

Samotna pravidla Sudoku lze reprezentovat pomoci specidlniho n-arniho
omezeni AllDifferent. AllDifferent je omezenim, kde vSechny proménné po-
kryté timto omezenim musi mit pfifazenou rozdilnou hodnotu. Toto omezeni
lze filtrovat jako bézné n-arni omezeni, pomoci algoritmu GAC/. Ovsem Jean-
Charles Régin predstavil novy pfistup [6], ktery dokdze pro omezeni AllDi-
fferent vynutit zobecnénou hranovou konzistenci znac¢né efektivnéji. Timto
algoritmem se zabyvé tato kapitola.
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Mohr a Massini [12] definuji zobecnénou hranou konzistenci pro n-arni
omezeni nasledovneé:

Definice 1 CSP (X, D,C) je hranové konzistentni prdvé tehdy, kdyz pro
Va; € X,Va; € D;,Ve = (S,R) € C omezujici proménnou x;, V&, ...,z €
S,3aj, ..., ay takové, Ze omezeni ¢ je pro (aj,...,ai,...,ax) splnéno.

Réginiv GAC algoritmus je zalozeny z velké Casti na teorii grafi, kterou
propojuje pomoci dokazanych vét s definicemi hranové konzistence.

Definice 2 Necht mdme omezeni AllDifferent ¢ = (S, R), pak bipartitni graf
GV (c) = (S,Ujecs Di, E), kde (x;,a) € E pokud a € D;, se nazjvd grafem
hodnot z c.

Obrézek je prikladem bipartitniho grafu hodnot na Sudoku 2-fadu
konkrétné na faddku i = 4 z[T.2

Obrazek 1.5: Graf hodnot pro 4. fadek Sudoku 2-rfddu z obrazku

Definice 3 Podmnozina hran M v grafu G je nazvdna pdrovdni grafu, po-
kud Zdadné 2 hrany neobsahuji spolecny vrchol. Maximdlni pdrovdni grafu
je pdrovdni, které obsahuje nejvétsi mozny pocet hran. Perfekini pdrovdini
grafu pokryjvd vsechny vrcholy v G. Pokud je pdrovani perfekini, pak je i ma-
ximdlny.

Véta 1 Necht mdame CSP (X, D, C). CSP je hranové konzistentni prdvé tehdy,
kdyz pro kazdé AllDifferent omezeni ¢ € C kazZdd hrana
2z GV (c) = (S,Uses Di, E) je soucdsti néjakého pdrovini, které pokrjuvd S.

Dukaz véty (1| je soucésti [6]. Predesla véta propojuje zavedené definice
z teorie grafi a hranové konzistence. Z této véty vyplyva, ze hrany, které
nejsou soucasti zddného parovani, jenz pokryva celou mnozinu proménnych S,
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je potreba odstranit. Na zakladé tohoto je mozné sestavit prvni ¢ast algoritmu,
ktera redukuje domény pro jedno omezeni AllDifferent.
Algoritmus 5: GAC
1 begin
2 G < Value Graph(c)
3 M < Find Mazimum Matching(G)
4 | if |M]| < |S| then
5 ‘ return False
6
7
8
9

end
Remove Edges From(M,G)
return True

end

Graf hodnot na fadku 2 lze vytvorit v case O(|S| + |U;es Di| + d|S]),
kde d je maximalni kardinalita domén. Rédek 3 vyuziva algoritmus, ktery
vyhledd maximéalni parovani. Vhodnym algoritmem je napiiklad Hopcraft—
Karptv algoritmus, jenz vrati maximalni parovani v bipartitnim grafu v case
O(d|S]y/1VT]) [13], kde |V| je pocet vrcholi, tedy |S| + |U;cg Dil- Podminka
na radcich 4-6 vrati False, pokud parovani M nepokryva celou mnozinu S,
tudiZz neni mozné splnit omezeni ¢ pro zadnou kombinaci hodnot z domén.
V nésledujicich odstavcich ukazeme, ze fadek 7 m4 linedrni ¢asovou slozitost.
Tedy pro jedno omezen{ AllDifferent algoritmus vyfiltruje za O(d|S|\/]V]).

K vysvétleni, jak najit hrany, které nepatii k zddnému parovani, jenz
pokryva celou mnozinu S, je potieba zavést nékolik nasledujicich definic.

Definice 4 Necht M je pdrovdni grafu. Jestlize hrana leZi v M, pak je ozna-
cena jako pdrovact, v opacném pripadé nepdrovaci. Vrchol, ktery je soucdsti
jedné hrany z M se nazgvd pdrovact, jinak volny. Stridajici cesta/cyklus je
obycejnd cesta/cyklus sklddajici se z hran, jenz jsou stridavé parovact a nepdro-
vaci. Délka stridajici cesty/cyklu je pocet hran, které obsahugi.

Vlastnost 1 (C. Berge, Hypergraphs [14]) Hrana lezi v néjakém mazi-
mdlnim pdrovant, jestliZe tato hrana leZi na stridavé cesté sudé délky zacinajict
ve volném wvrcholu nebo na stridavé kruznici vzhledem k libovolnému maxi-
mdlnimu pdrovdnsi.

Pro zjednoduseni zapisu nasledujici véty bude bipartitni graf G znacen
jako G = (X, Y, E).

Vé&ta 2 Necht mdme bipartitni graf G = (X,Y, E), jeho pdrovini M, které
pokrijvd mnozinu X, a graf Go = (X, Y, Succ), ziskany orientaci hran v grafu
G nasledovné:

Ve € X : Succ(x) ={y € Y|(z,y) € M}
Vy € Y : Suce(y) = {z € X|(z,y) € (E/M)}
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, pak plati tyto vlastnosti:

1. KazZdd orientovand kruznice v Go odpovidd stridavé orientované kruznici
v G a naopak.

2. KaZda orientovand cesta sudé délky v Go, kterd zacind ve volném wvr-
cholu, odpovidad stridavé sudé cesté v G, kterd zacind ve volném vrcholu,
a obrdcene.

Dukaz véty [2| je opét soucasti [6]. Z této véty je jiz mozné vytvorit pro-
ceduru, kterd tyto hrany odstrani.

Algoritmus 6: GAC - Remove Edges From(M,G) [6]

1 begin

2 Obtain oriented graph Go from G

3 Mark all edges in Go as Unused

4 Look for all directed edges that belong to a directed simple path
which begins at a free vertex by a breadth-first search starting
from free vertices, and mark them as "used”

5 Compute strongly connected components and mark all edges
connecting two vertices in the same component as Used

6 foreach Unused edge e do

7 if e ¢ M then

8 ‘ Remove e from G

9 end

10 end
11 end

Rédek 4 odpovida vlastnosti 2 z véty |2l Vyuziva BFS, které spousti z vol-
nych vrcholi, a hleda orientované hrany, jenz lezi na orientované cesté sudé
délky. Tyto hrany oznac¢i za pouzité. K vyhledani orientovanych kruznic na
radku 5 jsou spocitané silné souvislé komponenty grafu Gp. Za pouzité jsou
oznaceny hrany, které spojuji 2 vrcholy v jedné silné souvislé komponenté. Pro
nalezeni silné souvislych komponent je vyuzit Tarjanuv algoritmus, ktery je
najde v ¢ase O(n+m) [15], kde m je pocet hran a n je pocet vrcholu v grafu.
Hrany, které nejsou oznaceny za pouzité nebo nelezi v parovani M, jsou poté
odstranény.

Obdobné jako u algoritmu vynucujicich hranovou konzistenci nestaci pouze
spustit algoritmus na kazdé AllDifferent omezeni jednou. Lze vyuzit stejné
myslenky jako u algoritmu AC-3, tedy udélat frontu vSech omezeni, které
budou ndhodné nebo postupné vybirany a redukovany pomoci GAC. Pii od-
stranéni hodnot z domény proménné z jsou do fronty vlozena omezeni, kterd
omezuji proménnou z a nerovnaji se soucasnému omezeni, které je redukovano.
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Obrazek 1.6: Obrazek pred a po filtraci pomoci GAC.

1.5.2 Filtrace béhem hledani rfeseni

Techniky predstavené v predchézejicich kapitolach jsou nejcastéji pouzivané
pred samotnym hleddnim feSeni, a tim zmensuji velikost stavového prostoru.
Spolehlivé dokazou redukovat domény proménnych, a v ojedinélych piipadech
najdou feSeni nebo fakt, Ze Teseni neexistuje pred samotnym vyuzitim pro-
hledavaciho algoritmu.

Algoritmy fungujici na prohledavani do hloubky lze dale vylepsit tim,
ze zavedeme pracovni domény, ze kterych budeme po prifazeni hodnot do
proménnych odstranovat hodnoty, jenz neni mozné dosadit a vytvorit konzis-
tentni prifazeni.

Dopiedna kontrola

Nejjednodussi a zaroven nejslabsi technikou filtrovani je doprednéd kontrola
(FC). Po prirazeni (x;,a;) kontroluje vsechna omezeni ¢ € C, ve kterych se
proménnd xz; nachdzi. Omezeni ¢ = (S, R) je kontrolovéno tak, Ze pro vSechny
nepritazené proménné x € S jsou vyzkouseny vSechny hodnoty z jejich pra-
covnich domén v € D,, hodnota v je vyfazena z pracovni domény D,, pokud
neni soucdsti R se soucasnym Cdsteénym prifazenim a’. Pro Sudoku je tato
technika jesté jednodussi, v tom Ze po prifazeni (z;,a;) pouze staéi vyradit
hodnotu a; z pracovnich domén proménnych, se kterymi je x; v omezeni.

UdrzZovani hranové konzistence

Piimym opakem je udrzovani hranové konzistence (MAC). Po kazdém priraze-
ni (x;, a;) je zavolan algoritmus, ktery vyfiltruje domény tak, aby byly hranové
konzistentni (napf. AC3). Pokud je nékterd z domén vyprazdnéna, pak dosa-
zenou hodnotu a; zamitame a odstranime z domény dosazené proménné D;,
poté opét spoustime algoritmus hranové konzistence, ale tentokrat na celou
doménu D; \ a;. Jestlize je znovu libovolnd doména prézdna, pak soucasny
stav nemd TeSeni a algoritmus se ve stavovém prostoru vraci. [5] Vynucovani
hranové konzistence po kazdém prifazeni a v kazdém stavu muze byt v praxi
vypocetné drahé.
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1.5.3 Heuristiky

Pracovni domény a filtrace béhem hledani feseni nam dovoluji pouzit dalsi
techniky, které mohou vyrazné vylepsit efektivitu algoritmu BT. Tyto heuris-
tiky funguji jako strategie pti vybéru dalsi proménné, ktera ma byt prirazena,
nebo v jakém poradi do proménné dosazovat hodnoty z jeji domény. Heu-
ristiky v algoritmu BT usmérnuji prichod stavovym prostorem tak, ze slepé
konce nebo konzistentni prifazeni jsou objevena dfive. Nasledujici heuristiky
jsou obecné pro CSP.

Pro vybér proménné

Nejbéznéjsi heuristika se ¢asto nazyva Fail first [5] nebo také Minimum re-
maining values (MRV). Proces vybéru proménné probiha tak, ze jako dalsi
je vybrana proménna, kterd nejvice omezi stavovy prostor, coz je proménna,
kterd méa ve své souCasné pracovni doméné nejmensi poc¢et hodnot. Spoleéné
s filtraci béhem hledani feseni je mozné, ze heuristika vrati proménnou s kar-
dinalitou domény rovné 0, a v tom pripadé heuristika narazila na slepy konec
a prohledavani se vraci. Tato heuristika vytvari dynamické razeni proménnych
(DVO), tudiz poradi, v jakém jsou proménné, se muze meénit.

Druhou ¢asto pouzivanou heuristikou je Degree Heuristic. Oproti MRV
tato heuristika vytvari statické fazeni proménnych (SVO). Proménné jsou
sefazené sestupné, podle stupné, ktery ma vrchol v grafu omezeni.

Pr1i pouzivani MRV se Casto muze stat, ze existuje nékolik domén se stejnou
minimélni kardinalitou. Jako efektivni Teseni se pouziva zpusob, ktery Daniel
Frost a Rina Dechter pouzili ve své préci [16], kde kombinuji tyto heuristiky
tak, ze primérneé je vyuzita MRV, a v pripadé zZe existuje nékolik stejné velkych
miniméalnich domén, se vybere proménné s vétsim stupném.

V tomto je Sudoku specialnim pripadem, ze vSechny proménné v grafu
omezeni maji stejny stupen a nelze tedy vyuzit této kombinace.

Pro rfazeni hodnot

Hlavnim cilem v préci [16] nebyly heuristiky pro vybér proménnych, ale heuris-
tiky pro razeni hodnot. Frost a Dechter zde predstavuji algoritmus look-ahead
value ordering (LVO), ktery tyto heuristiky vyuziva. Ve své préci pouzivaji 4
heuristiky. 2 z nich nasledné predstavime a na 2. navdzeme heuristikou, kterou
vyuzivame.

Nejlepsi vysledky prinesla heuristika Min-conflicts (MC), kterd fadi hod-
noty v z domény D, soucasné pritazované proménné X, podle poc¢tu hod-
not z domén D’ dosud neprirazenych proménnych, které nemohou splnit ome-
zeni s hodnotou v. Tuto heuristiku pouzivame jako opravnou heuristiku pti
hledani kandidatnich prirazeni v lokalnim prohledavani, kterym se zabyva
dalsi kapitola.
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1. TEORETICKA VYCHODISKA

Druhou heuristikou, kterd vykazovala dobré vysledky je Maz-domain-size
(MD). Hodnoty v jsou fazené sestupné podle velikosti nejmensi domény, ktera
po pritazeni a filtraci vznikne. Velice podobnou heuristikou, ktera je imple-
mentovana v Sudoku Solveru, je Least constraining value (LCV). Preferované
hodnoty jsou ty, které nejméné omezi dosud nepritazené proménné. Cilem
téchto heuristik je nechat volnéjsi vybér pro budouci prirazeni, a tim se vy-
hnout slepym koncim.

U Sudoku tyto heuristiky casto objevuji tzv. Hidden singles. Na obrazku
lze pozorovat hidden single v ¢erveném kruhu. Tuto hodnotu nelze dosadit
do jiné proménné. Prifazeni této hodnoty by nijak neomezilo domény ostatnich
neprirazenych proménnych.

21 2|1
43

3
3324
142
2[4]1]3

Obrazek 1.7: ukdzka Hidden single.

w W = =
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1.6 Lokalni prohledavani

Opakem systematickych, tplnych algoritmi jsou algoritmy lokalni. Tyto al-
goritmy jsou zaloZené na principu Stoupdni do kopce (angl. Hill climbing).
celého prifazeni k dal$imu, pomoci lokédlnich oprav (napf. zména hodnoty
proménné, vyména hodnot dvou proménnych). Podle typu lokélnich oprav,
které provadime, je vytvaren stavovy prostor, a také kandidatni prifazeni,
mezi kterymi bude zvoleno to nejlepsi. Které je nejlepsi, je uréeno zvolenou
ucelovou funkci, ktera ohodnoti jednotliva prirazeni. Tuto funkci se poté algo-
ritmus snazi minimalizovat/maximalizovat tak, ze jako dalsi pfifazeni vybird
to s lepsim ohodnocenim. Tento pristup ma jeden problém. Neni zaruceno, ze
bude vraceno optiméalni feSeni, protoze zde nastava moznost uvaznuti v lokal-
nim extrému ucelové funkce. Uvaznuti v lokdlnim extrému zde znamend, ze
neexistuje takové dalsi pritazeni, vytvorené lokalni opravou, které by bylo
ohodnoceno lépe nez to stavajici. Z lokalniho extrému se lze dostat nékolika
zpusoby. V néasledujicich podkapitolach budou predstaveny existujici meta-
heuristiky, které tento problém tesi. V posledni podkapitole bude predstaven
algoritmus pro feseni Sudoku, ktery je vyuzit v experimentialni ¢asti, pomoci
kombinace téchto technik. Z ¢asti predstaveny v [17].

Algoritmus 7: Hill Climbing(csp)

1 begin

2 14 0

3 Current < Random Initialization(csp)

4 while ¢ < Max_Iter N Current # Optimal Solution do
5 Next + Candidate Solution(Current)

6 # V tomto pripadé tcelovou funkci minimalizujeme
7 if f(Current) > f(Next) then

8 ‘ Current <— Next

9

end
10 7+ i+1
11 end
12 return Current
13 end

V pripadé Sudoku budeme vyuzivat tcelové funkce, které budeme chtit
minimalizovat. Proto v nésledujicich podkapitolach bereme pritazeni, které
minimalizuje tcelovou funkci jako lepsi.

1.6.1 Simulované Zihani

Jak nézev napovidé, tato metaheuristika simuluje zihani oceli, coz je proces,
pri kterém dochéazi k opakovanému zahiivani a chlazeni kova za ticelem snizeni
tvrdosti, zvyseni taznosti a napomahajici eliminaci vnitinich pnuti.
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Simulované zihani oproti béznému stoupani do kopce predstavuje dveé vy-
lepseni. Prvnim je moznost prijmuti horsiho prirazeni za urcitych okolnosti. Pti
vybéru kandidatniho prifazeni je vypocitana zména ticelové funkce znacena 9,

5= f(Y) - f(X) (1.2)

, kde X je soucasné prirazeni a Y je kandidatni. Pokud je prirazeni lepsi
nebo stejné z hlediska tucelové funkce, tak provedeme zménu. V pripadé, ze je
horsi, je zména provedena s pravdépodobnosti

exp(—=d/t) >0,

1.3
1 0<0 (1:3)

P(ptrijmuti V) = {

[18, 19]. Parametr ¢ se nazyva teplota. Teplota je druhym vylepsenim této me-
tody. V trividlnim ptipadé je hodnota teploty konstantni. ﬁéinnéjéim zpusob-
em, jak zachézet s teplotou, je v priubéhu vyhleddvéni teplotu snizovat (chla-
dit). Vysledkem je zpocatku volnéjsi prohleddvani stavového prostoru, které
dovoluje vice horsich prirazeni, postupné s nizsi teplotou se stava hladovéjsi
a konverguje blize k optimalnimu Feseni. [I§]

Algoritmus 8: Simulated Annealing(csp)

1 begin

2 t < 1o

3 Current < Random Initialization(csp)

4 while — Stop Criterion do

5 Next < Candidate Solution(Current)

6 d < f(Next) — f(Current)

7 if § <0 then

8 ‘ Current <— Next

9 else if exp(—d/t) > Random(0,1) then
10 ‘ Current <— Next

11 t < Change t according to Cooling Schedule
12 end
13 return Current
14 end

Dulezitym krokem k dosazeni optimélniho vykonu algoritmu je volba poca-
tecni teploty to. Pokud je teplota prilis vysoké, algoritmus bude ptijimat témér
vSechny kroky a chovanim bude pripominat vice ndhodnou prochazku, ktera
je predstavena v dalsi podkapitole. Nizka pocatecni teplota naopak znemozni
prijimani zhorsujicich krok, coz povede k uvaznuti v lokdlnim minimu stejné
jako u stoupéani do kopce.

Neexistuje zadny zpusob, jak presné vypocitat idedlni pocatecéni teplotu.
Vhodnym zptisobem, ktery vrati dostatecné dobry odhad, je najit maximalni
mozny rozdil dmax ucelové funkce mezi dvéma soudicimi pritazenimi. Hodnotu
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to poté lze vypocitat z
b= GXP(—5maX/t0) (1.4)

, kde p je nami zvolend pravdépodobnost prijeti zhorsujictho kroku, jenz zhorsi
hodnotu ucelové funkce 0 dmax. [20]

Proces snizovani teploty se nazyva Cooling Schedule, a také méa velky vliv
na vykon algoritmu. Zékladni strategii je logaritmické chlazeni. Nevyhodou je
pomalé konvergence, kterd zapric¢inuje delsi béh.

Oét[)

et (1.5)

Rychlejsi strategii chlazeni je geometricka, kde vypocet probiha nasledovné
ti = toai. (16)

Parametr « je konstanta v rozmezi 0 az 1, nejcasteji pouzivana hodnota je
v rozmezi 0.8 az 0.99. [21]

10 —— Logarithmic
Geometric
0.8

4\
04 \

02

0.0

Obréazek 1.8: Cooling schedule - Parametr ¢ po 50 iteracich, to =1, a = 0.9.

1.6.2 Vyuziti ndhodné prochazky

Pro nésledujici metodu je vhodné si nastinit matematicky princip ndhodné
prochazky. Nahodna prochazka je nézev pro proces, popisujici cestu tvorenou
urcitym poctem nahodnych krokt stejné délky. Nahodnou prochazku v jedno-
rozmérném prostoru si lze predstavit jako ¢iselnou osu celych ¢isel, po které se
pohybujeme bud +1 s pravdépodobnosti p nebo -1 s pravdépodobnosti 1 — p.

WalkSAT

WalkSAT je metodou lokélniho prohleddvani, kterd vyuziva myslenky nédhod-
né prochazky. Ackoliv z ndzvu vyplyva, Ze metoda je uréena k reseni splni-
telnosti booleovskych formuli, Rina Dechter popisuje variantu, jak WalkSAT
vyuzit pro obecnéd omezeni.
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15

10

-10

Obrazek 1.9: Vychyleni od pocatku po 500 krocich s p = 0.5.

Metoda se sklddd ze dvou krokt. V prvnim kroku je ndhodné vybrano
omezeni, které neni splnéno souc¢asnym plnym pritazenim. Ve druhém kroku
miiZze nastat jedna ze dvou situaci. Ndhodné zménime hodnoty proménnych
s pravdépodobnosti p nebo s pravdépodobnosti 1 —p hladové zménime hodnoty
tak, Zze minimalizujeme pocet nové vzniklych nesplnénych omezeni. Tento sto-
chaisticky prvek ndhodné prochazky je vyuzit k uniknuti z lokélnich extrém.
5

1.6.3 Tabu prohledavani

., Labu prohleddvdni je zaloZeno na predpokladu, Ze reseni problému, aby se
kvalifikovalo jako inteligentni, musi zahrnovat adaptivni pamét a responzivni
prohledavani. [22]

Pojmy Tabu Search a Metaheuristics byly poprvé predstaveny v praci
Freda Glovera [23]. Tabu prohleddvéani (TS) je dalsi metaheuristikou vyuziva-
nou k feseni kombinatorickych problémt pomoci lokalniho prohledavani. Na-
rozdil od ostatnich pristupu TS zavadi adaptivni vyuziti paméti. Stavovy pro-
stor kandidatnich prifazeni prochazi systematicky a dynamicky méni okoli
dalsich pripustnych pfitazeni. Hlavni myslenkou je zakazovani urcitych taht
k predejiti cykleni v prostoru a opakovani stejnych tahi. Tyto zakdzané tahy
se nazyvaji tabu.

V okoli soucasného pritazeni je vybrano vzdy nejlepsi mozné kandidatni
pritazeni, které nejvice minimalizuje Gcelovou funkci. Vybér stoji na domnénce,
ze vybirani Spatnych tahid, tmyslné ¢i ndhodné, neptidd zaddnou hodnotu,
kromé vysplhani z lokdlnich optim. [23] TS se nesnazi vyhybat lokdlnim op-
timum, ba naopak k nim sméruje, ale za vyuziti paméti, se z nich dokaze
dostat.

Nejcastéji je pamét vyuzita k udrzovani tzv. kratkodobé paméti, kterd
je implementovéna napt. pomoci kruhového spojového seznamu (tabu list).
7 pocatku je do tabu listu vlozeno n umélych dummy tahi, které jsou béhem
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prohledavani stavového prostoru prepisovany tak, ze nejstarsi tah je nahrazen
nové provedenym. Tahy jsou zde poté ulozeny tak, aby nebylo mozné se vratit.
Pro ilustraci na problému n-dam, pokud zménime pozici ddmy z 1,1 na 13,
pak je do tabu listu ulozena skutecnost, kterd zakazuje vratit ddmu z x1 3 zpét
na .

Moznosti, jak prijmout tahy oznacCené jako tabu a flexibilné a dynamicky
prohledavat okolni stavy, je zavedeni aspira¢niho kritéria. Toto kritérium v nej-
jednodussi formé povoluje zvoleni tabu tahti, pokud jejich pfitazeni ma za
disledek nejlepsi hodnotu ucelové funkce, dosud ziskanou. Slozitéjsi aspiraéni
kritérium vyuzivéa aspiracni list A(z), ktery je inicializovdn v rozumném roz-
sahu moznych hodnot vyuzité ucelové funkce tak, ze A(z) = z — 1. Tabu tah
t je poté prijmut, pokud zlepSuje hodnotu ucelové funkce ze z na hodnotu
mensi nez A(z). Aspiracni list je nasledné aktualizovan na A(z) = f(¢).

Algoritmus 9: Tabu Search(csp)

1 begin
2 140
3 Tabu list < ()
4 Current < Random Initialization(csp)
5 Current_Score < Best_Score < f(Current)
6 while ¢ < Mazx_iter A Current # Optimal Solution do
7 Next < Best Candidate Solution Using Aspiration Criterion
And Tabu List(Current)
8 Move < (Next, Current)
9 Current <— Next
10 Current_Score < f(Next)
11 if Current_Score < Best_Score then
12 Best_Score < Current_Score
13 Update Tabu list(Move)
14 14+ i+1
15 end
16 return Current
17 end

Rysy a vlastnosti [22]
e Préace s adaptivni paméti
— Selektivita (strategické zapominani)
— Abstrakce a dekompozice
— Casovéni
* Nedavnost udalosti

* Frekvence udalosti
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*x Rozpoznani mezi kratkodobou a dlouhodobou paméti
— Kvalita a dopad

* Relativni atraktivita alternativnich moznosti

* Velikost zmén ve struktufe nebo v omezujicich vztazich
— Kontext

*x Regiondlni, strukturalni, sekvenéni vzajemna zavislost
e Dynamické prohleddvani prostoru

— Strategicky zavedené omezeni a pobidky (tabu podminky a as-
pira¢ni kritéria)
— Zaméreni na vyhodné okoli a dobré priznaky reseni (intenzifikace)

— Prohleddvéani slibnych novych okoli (diverzifikace)

Nemonoténni prohleddvajici vzory (strategické oscilovéni)

Integrace a rozsifovani feseni (path relinking)

TS nabizi velké mnozstvi zpiisobi, jak vyuzivat pamét a dynamicky pro-
hledavat stavovy prostor. Je tedy mozné flexibilné prizpisobit implementaci
pro Teseni konkrétnich problémt. Soucasti téchto vlastnosti je i velka volnost
parametrizace, jenz je dilezitou soucasti optimalizace implementace.

1.6.4 Min-conflicts

Min-conflicts je heuristika, vytvorend priimo pro reseni problémiu splnovani
omezeni. Pti lokdlnim prohleddvani se vyuziva jako opravné heuristika, podle
které se voli kandidatni prifazeni, které minimalizuje pocet porusenych ome-
zeni. Proces hledani lze rozdélit do dvou casti. Nejprve je ndhodné vybrana
jedna z proménnych, kterd vytvari konflikt, poté se hledd proménna, se kterou
se prohodi.

1.6.5 Kombinace metaheuristik

N. Musliu a F. Winter ve svém c¢lanku [17] pfedstavili hybridni algoritmus,
ktery kombinuje techniky systematického a lokdlniho prohledavani pro feseni
Sudoku. Jako metaheuristiku zvolili tabu prohledavani, které vyuziva tabu
list jako kritkodobou pamét a ukldda své posledni kroky. K této metaheu-
ristice zakomponovali prvek WalkSATu a ndhodné prochézky, kdy kandidatni
prirazeni, jenz zhorsi hodnotu uicelové funkce, je prijato jen s urcitou pravdeé-
podobnosti. Toto déla tabu prohledavani hladovéjsim a snazi se zamezit oka-
mzitému tUniku z lokalniho minima.
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Algoritmus 10: Tabu_Search_with_WalkSAT

1 begin
2 140
3 Tabu list < ()
4 Current < Initial Assignment
5 Current Score <— Best Score < f(Current)
6 while i <Maz Iter A Current # Optimal Solution do
7 Next < Best Candidate Solution Using Aspiration Criterion
And Tabu List(Current)
8 if Aspiration criterion is met then
9 Current < Next
10 Current Score < f(Next)
11 else
12 if f(Next) <Current Score V random <
acceptanceProbability then
13 Current < Next
14 Current Score < f(Next)
15 end
16 end
17 udpate changes to Tabu list
18 if Current Score <Best Score then
19 Best Score < Current Score
20 end
21 141+ 1
22 end
23 end
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KAPITOLA 2

Aplikace na Sudoku

V této kapitole je ukdzano, jak aplikovat obecné algoritmy z teoretické casti
na Sudoku jako problém splnovani omezeni.

2.1 Systematické prohledavani

Aplikace systematickych algoritmu je pfimocara. Vyhodou je moznost jedno-
duché implementace obecnych fesici CSP, kde neni potieba se specifikovat na
konkrétni problém.

Sudoku je oproti jinym hram a redlnym problémtm velice fixni. Fixni
ve smyslu konfigurace problému. Jediné co se mezi zaddnimi lisi je velikost
a samotné predvyplnéné hodnoty. Pocet hodnot v doménach je z pocatku
stejny a amérny velikosti, kazda proménna je omezena vzdy jen 3 pravidly.

GAC

Implementaci algoritmu GAC lze pro Sudoku zjednodusit. Pocet proménnych
jednoho AllDifferent omezeni je stejny jako pocet hodnot, které do téchto
proménnych budou dosazeny. Tedy po maximalnim parovani z algoritmu
které musi byt pres vSechny proménné AllDifferent omezeni, aby omezeni
mohlo byt splnéno, bude graf hodnot obsahovat pouze vrcholy oznacené jako
pérovaci. Dusledkem tohoto je, ze fadek 4 z algoritmu [6] muze byt v imple-
mentaci preskocen.

2.2 Lokalni prohledavani

Metody lokalniho prohledavani narozdil od systematickych jsou vétsinou im-
plementované pro konkrétni problém. ééstmi, které jsou potifeba implemen-
tovat, jsou inicializace prvotniho prirazeni, ucelova funkce, ktera bude rizena
metaheuristikou k optiméalni hodnoté, operator kandidédtniho prifazeni, krok
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(iterace) algoritmu a restartovani/ukonceni. V nasem Sudoku solveru imple-
mentujeme metaheuristiky simulované zihani, tabu prohledédvani a tabu pro-
hleddvani s prvkem WalkSAT. Inicializace, tcelova funkce a restart/ukonceni
jsou pro tyto metaheuristiky totozné. Iterace algoritmu a operdtor kandi-
détniho prirazeni jsou rozdilné a popsané pro implementované metody.

Inicializace

Prvni kandidatni prifazeni je zcela ndhodné az na vyjimku toho, ze v n x n
blocich se vyskytuji hodnoty 1 az n? pouze jednou. Tedy blokova omezeni jsou
po inicializaci vzdy splnéna. [1§]

Operator kandidatniho prirazeni

Hledani kandidatniho pfitazeni vyuziva heuristiku Min-conflicts tak, ze nej-
prve je ndhodné vybrana pocatecné nevyplnéna proménnad, kterd vytvari kon-
flikt, tedy policko, jehoz hodnota se v fadku nebo sloupci opakuje, a poté je ve
stejném n x n bloku vyhledédna proménné, se kterou si prohodi hodnoty, a tim
minimalizuji pocet konfliktti nebo-li acelovou funkci. U simulovaného zihani
je konfliktni proménnd vymeénéna s ndhodnou neptredvyplnénou proménnou.
Tabu prohleddavani zkousi konfliktni proménnou vyménit za vsechny nefixo-
vané proménné v n xn bloku a rozhoduje se podle aspira¢nich kritérii a obsahu
tabu listu, vice k rozdilim je v iteracich algoritmu. [17]

Ucelova funkce

Dtisledkem prvotni inicializace a zpusobu, jakym je hledano kandidatni prira-
zeni, je usetreni vypocetniho vykonu na kontrolovani blokovych omezeni a vy-
poctu ucelové funkce. Tedy tcelova funkce, kterou algoritmus bude chtit mi-
nimalizovat, je definovdna pro kandidatni pfifazeni a nasledné [1§]:

n

r(i) + Y c(j) (2.1)
j=1

(1%

fa) =

i=1

, kde r(i), resp. ¢(j) jsou funkce, jejichz vysledkem je pocet konfliktii na fadku
1, resp. ve sloupci j.

Jelikoz pti kazdém kroku algoritmu jsou vyménény pouze 2 promeénné,
tak se zméni hodnota c¢elové funkce maximalné jen pro 2 radky a 2 sloupce.
Proto by bylo nevyhodné pocitat acelovou funkci pro celou herni plochu a je
zde vyuzita delta evaluace, kterd funguje tak, ze ma ulozené pocty konflikti
pro tadky a sloupce, a k vyslednému skore pri¢ita rozdil ovlivnénych radku
nebo sloupcii. Obrazek je prikladem zmény tcelové funkce pri vymeéné
hodnot 2 proménnych.
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2.2. Lokalni prohledavani

Iterace algoritmu
Simulované zihani

Jedna iterace simulovaného zihani zac¢ind vzdy vyuzitim operatoru kandi-
datniho prirazeni, kde jsou vybrany nefixované proménné. Jedna, kterd tvori
konflikt a druhd nahodné. Tyto proménné jsou zaménény a je vypocitan rozdil
ucelové funkce 6. Pokud zaména minimalizuje hodnotu tcelové funkce, pak
je krok uznan. Pokud se hodnota ucelové funkce zvysila, pak je krok uznan
s pravdépobnosti exp (—d/t), v piripadé, ze neni uzndn zhorsujici krok, je
zéména vracena. Poslednim krokem iterace je chlazeni teploty.

Tabu prohledavani a TS s prvkem WalkSAT

Vybér idedlniho kandidatniho pritazeni probihd v nékolika krocich. Operator
kandidatniho prirazeni vybere nefixni konfliktni proménnou, a s ni vyzkousi
vSechny mozné zdmény ve stejném bloku. Rozdily hodnot ucelové funkce
si ukldda. Néasledné je vyzkouseno zakladni aspira¢ni kritérium na nejlepsi
zaméné. Pokud je splnéno je zdména provedena. Pokud neni, pak algorit-
mus prechazi k nejlepsi zaméné, ktera neni soucdsti tabu listu a provadi tuto
zdménu. Rozdil pro TS s prvek WalkSAT je, pokud vyména zhorsuje hodnotu
ucelové funkce, pak je prijata pouze s pravdépodobnosti P. Poslednim krokem
iterace metaheuristiky je aktualizovani tabu listu a zapsani posledniho kroku.

0 3|/1|/9|7|5(8(6|2|4 3/1|/9|7|5(8|6|2|4 0
3 2|5/6(6/3/2|/7/3|9 2/5/8(6/3/2|7/3|9 2
3 8/4|7(9/1/4|1|5|8 6(4|7|9|/1(4|1|5|8 2
3 711/2|6|9|5|7|5]|1 7(1/216|9|5|7|5]|1 3
1 5(9/6(2|7/1|2|8|3|] — [5/9|6|2|7|1|2|8]|3 1
4 4/8/3|4/8|3(6|9|4 4(8|3|4|8(3|6|9|4 4
1 1/7/5|4|2|3|8(9]|7 1/7|5|4|2|3(8|9|7 1
1 2|3|8|7|1|]6|4|1|5 2/3|8|7|1|6(4|1]|5 1
12] |9/6]4(5/8]/9]|3]|6|2 9/6/415/8/9[3[6]2] |2]

[1]afa]s]2]1]2]2]1] [1]a]1]s]2]1]2]2]1]

Obrazek 2.1: Krok algoritmu a zména tcelové funkce.

Restart a ukonceni

Jak bylo nékolikrat zminéno, algoritmy iterovaného lokalniho prohledavani
nejsou uplné. Toto znamend, ze neni garantovano, zda se algoritmus zastavi
a vrati reseni. Iteracni algoritmy se tedy casto omezuji poctem iteraci, které
mohou vykonat pfedtim nez dojde k automatickému ukonc¢enim. Pokud po
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2. APLIKACE NA SUDOKU

dosazeni limitu iteraci neni vraceno optimélni reseni je algoritmus spoustén
znovu pro dalsi ndhodnou inicializaci. Toto je omezeno casovym limitem.
Jestlize ani poté neni vraceno optimalni feseni je pokus oznacen za neispésny.
Pocet iteraci je uréen vztahem itern®. Pokud je pti prohleddvani nalezena nové
nejmensi hodnota tcelové funkce, pak je pocet iteraci vynulovan. Urceni hod-
noty konstanty iter je v experimentalni ¢asti.

Parametry metod lokalniho prohledavani

Simulované zihani implementuje 2 ménitelné parametry: P a a. P urcuje
pravdépobnost, se kterou bude prijato nejhorsi mozné kandidatni prirazeni
a je vyuzito k vypoctu pocatecni teploty to. a urcuje rychlost chlazeni teploty
pomoci geometrického chlazeni.

TS a TS s prvkem WalkSAT nabizi parametr ¢, ktery predstavuje kon-
stantu ve vztahu tabu_list_size = cn?. TS s prvkem WalkSAT mé jesté o jeden
parametr vice. P urcuje pravdépodobnost, se kterou bude pfijato zhorsujici
kandidatni prirazeni.

Ladéni hodnot parametrii je soucdsti experimentalni Casti.

2.3 Implementace a tvorba experimentu

Veskerd implementace Sudoku Solveru byla provedena v jazyce Python 3.éﬂ
Python nabizi velké mnozstvi standardnich a externich knihoven, a diky své
syntaxi nam dovoluje produkovat pomérné efektivni a ¢itelny kéd. Python je
tedy vhodny pro prototypovani a dovoluje ndm se soustfedit na zkoumany
problém nez na detaily jeho implementace. Jedinou externi knihovnou, kterd
byla pri tvorbé Sudoku Solveru vyuzita, je NumPyﬂ NumPy je matematicka
knihovna, ktera se stala zakladem pro vsemozné védecké vypocty v Pythonu.
Knihovna uleh¢uje a zefektiviiuje tvorbu vicedimenzionalnich poli a objektt
z nich vytvorenych(napf. matice). Soucésti je také mnozstvi rychlych operaci
nad témito objekty.

Experimenty byly zrealizovany pomoci Jupytelﬂ notebooki, jenz dovoluji
zatadit vizualizaci k experimentiim a je mozné snadné experimenty monito-
rovat a replikovat. Kromé standardnich Python knihoven a tfid ze Sudoku
solveru je vyuzita knihovna Matplotlibﬁ, jenz nam umoznuje vytvorit ¢itelnou
vizualizaci dat z vysledkt. Pouzité knihovny se nachazeji vzdy ve vrchni ¢asti.

"https://www.python.org/
https://numpy.org/

3https://jupyter.org/
“https://matplotlib.org/
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2.3. Implementace a tvorba experimentt

Tabulka 2.1: Mozné konfigurace algoritmt pomoci parametra tiid.

Backtracking Min_Conflicts
ac GAC TS_WalkSAT
AC3 method TS
SA
var_h MRV
N InOrder
val_h LCV
AscendingValues
bruteforce boolean
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KAPITOLA 3

Experimentalni cast

Tato kapitola obsahuje vysledky a diskuzi k vykonanym experimenttim. Cast
kapitoly je vénovanad generovani testovacich dat. Poté jsou hledany nejlepsi
mozné konfigurace algoritmu systematického prohledavani a ladéni parametri
u metod lokdlniho prohleddavani. Oba pristupy jsou nasledné testovany na tes-
tovacich datech a porovnavany. Kapitola kon¢i diskuzi zaobirajici se vysledky
a moznymi zlepsSenimi.

3.1 (Generovani hernich ploch

K generovani hernich ploch pouzivame jednoduchy generdator popsany v praci
[18]. Tento generator vyuziva algoritmu Root-Solution, ktery vytvoii zcela
validni a plnou herni plochu n-tého rfadu. Z této plochy lze pomoci permutaci:

e Permutaci sloupcii n x n blokd.
e Permutaci fadkt n x n blok.
e Permutaci sloupcii policek v jednom sloupci n x n bloku.

e Permutaci fadku policek v jednom radku n x n bloku.

vytvorit dalsi herni plochy, které budou stale splinovat vSechna omezeni. Po-
moci téchto operaci lze z tohoto zékladniho feseni vygenerovat az n!2("+1) — 1
rozdilnych ploch[I§].

Kromé parametru n generator prijima parametr p, ktery urcuje pocet
predvyplnénych hernich poli v rozsahu (0; 1) v procentech. Po provedeni per-
mutaci je ndhodné zvoleno 1 — p hernich poli, které budou vyprazdnény. Na-
konec je nové herni plocha uloZena do souboru.
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3. EXPERIMENTALN{ CAST

Generator je schopny vytvorit a ulozit kolem 800 hernich ploch 3-fadu
béhem 1 vtefiny. Test rychlosti je souc¢asti Jupyter notebooku s generovanim
testovacich dat.

Algoritmus 11: Root-Solution(n)[I§]

1 begin

2 T4+ 0

3 for i + 1 ton do

4 for j+ 1 ton do

5 for k <+ 1 to n® do
6 gridin(i — 1) + j][k] < x (mod n?) + 1
7 r—z+ 1

8 end

9 T T+ n

10 end

11 T T+ 1

12 end

13 end

3.2 Testovaci data

Pro experimenty bylo vygenerovano celkem 1200 hernich ploch. 20 pro kazdou
hodnotu p od 0 do 0,95 s 0,05 inkrementy, tedy 400 hernich ploch pro jeden
rfad Sudoku. Pro experimenty byly vyuzity herni plochy 3, 4 a 5-rfadu.

3.3 Systematické prohledavani

Pouzité algoritmy systematického prohledavédni nejsou parametrizovatelné.
Tedy cilem téchto testt bylo najit nejlepsi moznou kombinaci algoritmu. Testy
byly provedeny na hernich plochéach 3 a 4-radu.

Prvni test byl spustén na zlomku hernich ploch 3-fadu. Test slouzil pouze
jako demonstrace dilezitosti algoritmii hranové konzistence a predstavenych
heuristik oproti ¢istému prohleddvani s navraty, které lze pfirovnat k brute-
force algoritmtam. Hlavni méfenou statistikou tohoto testu byl pocet prohle-
danych stava stavového prostoru pred nalezenim reSeni.

Z tabulky [3.1]je patrné, ze BT s dopfednou kontrolou a spolecné s heuristi-
kami prohledd v priméru nékolika ndsobné méné stavi. S vynucenim hranové
konzistence je tento rozdil radovy. Velmi Spatnych vysledkti dosahuje heu-
ristika MRV bez vynuceni hranové konzistence. Jelikoz pred prohledavanim
nejsou vyfiltrované domény, tak jsou vsechny o velikosti n2. Tedy heuristika
MRYV v prvnim kroku vybira proménnou zcela ndhodné, coz muze zpusobit,
ze se BT vyda Spatnym smérem ve stavovém prostoru a objeveni tohoto miize
byt vypocetné drahé.
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3.3. Systematické prohledavani

Tabulka 3.1: Primérny pocet prohledanych stavii v hernich plochach Sudoku
3-radu.

’ Algoritmus Pocet stavu ‘
BruteforceBT 2356
BT+FC 841
BT+FC+MRV 481049
BT+FC+LCV 625
BT+FC+MRV+LCV 40971
AC3+BT+FC+MRV+LCV 44
GAC+BT+FC+MRV+LCV 43
GAC+BT+FC+MRV 44

Na zakladé prvniho testu byl proveden test heuristik, zda neni vyhodnéjsi
nékterou z heuristik vynechat a tim uSetrit vypocetni vykon. Test byl uskutec-
nén na 400 hernich plochach 3-fadu. Mérenou statistikou byl opét pocet stavu
tentokrat v zavisloti na p.

—+— AC3BTFCMRVLCV

6000 1 —<— GACBTFCMRVLCV
= —+— GACBTFCMRV
g 4000 —— GACBTFCLCV
o
[}
g
a 2000

0 .

00 02 04 06 08
Parametr p

Obrazek 3.1: Vysledky testu heuristik systematického prohleddvani.

Vysledkem [3.1] je fakt, ktery jsme pfedpokladali z teoretické ¢asti, ze kom-
binace téchto heuristik je opravdu lepsi nez samostatné heuristiky.

GAC vs. AC3

Z predeslych vysledkil neni zcela ziejmy rozdil mezi pouzitim GAC a AC3, je-
likoz obé metody vykazuji podobné vysledky. Nésledujici experiment byl opét
proveden na 400 hernich plochach 3-fadu, ale oproti predchozimu experimentu
bylo ptfidano 400 hernich ploch 4-fddu. Méfenymi veli¢inami byl pocet vyfil-
trovanych hodnot v zavislosti na parametru p a potiebny cas k vyfiltrovani
téchto hodnot opét v zavisloti na p.
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n=3 n=4
—e— GAC —e— GAC
300 —e— AC3 1500 —e— AC3
S °
S S
£ 200 2 1000
@ kal
S g
£ 100 a 500
0 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Parametr p Parametr p
—— GAC 4000 —— GAC
600 —e— AC3 —e— AC3
° 5 3000
C C
B 400 B
= < 2000
[ Q
O o
& 200 & 1000
0 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Parametr p Parametr p
0.030 0.5
—e— GAC —e— GAC
0.025 —— AC3 0.4 i ——
o 0.020 $03
3 3
8 0.015 0 0.2
0.010 0.1
0.005 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 " 00 0.2 0.4 0.6 0.8
Parametr p Parametr p

Obrazek 3.2: Vysledky testu GAC vs. AC3.

Algoritmus GAC vzdy v nejhorsim pfipadé odstrani stejny pocet hodnot
jako AC3, ale v rozsahu parametru p od 0,2 do 0,6 dosahuje az
o 10-20% lepsich vysledku. Prostfedni fada grafii na obrézku obsahuje
useCku, znazornujici poc¢et hodnot v doménéch pred filtrovanim. Algoritmy se
k této tsecce priblizuji a pti hodnoté parametru p > 0,5 ji témér kopiruji. Coz
znamend, ze dokazi vyfiltrovat témér vsechny hodnoty, které nebude mozné do-
sadit, a tim vyrazné zmensit stavovy prostor pred samotnym prohledavanim.
7Z posledni rady graft je mozné pozorovat, ze GAC dosahuje lepsich vysledki
s rostoucim n, co se tyce casu straveného filtrovanim. Pocet hran, se kterymi
je AC3 inicializovan, je 4n? (”22) +n*(n—1)2. Ve srovnani s GAC, které pracuje
s 3n? AllDifferent omezenimi.

3.4 Lokalni prohledavani

Hledani nejlepsi metaheuristiky pro feseni Sudoku probihalo ladénim para-
metri. Soucasti Sudoku solveru jsou metaheuristiky simulované zihani, tabu
prohledavani a tabu prohledavani se stochaistickym prvkem WalkSAT. Me-
taheuristiky byly ladény na vsech 400 hernich plochéch 3-fadu. Pro iteracni
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3.4. Lokélni prohledadvani

limit byla zvolena konstanta s hodnotou 70, tedy algoritmus byl zastaven,
pokud hodnota ucelové funkce neklesla pod dosud nejlepsi dosazenou hod-
notu za poslednich 70n? iteraci. Pro tuto hodnotu metaheuristiky vykazovaly
nejlepsi vysledky. Pro mensi hodnotu byly algoritmy restartovany, diive nez
mohly narazit na lokalni minimum a pro vyrazné vyssi hodnoty naopak travily
v téchto minimech prili§ mnoho casu. Po pfekroceni itera¢niho limitu byly
algoritmy znovu spustény s novou pocatecni inicializaci, pokud celkovy cas
béhu nepresahl casovy limit. éasovy limit byl ur¢en podle fadu herni plochy.
5 sekund pro n = 3, 30 sekund pro n = 4. Pokud nebylo nalezeno optiméalni
feseni do casového limitu, pak byl pokus oznacen za netspésny. Casy pokusi,
které byly netspésné, nebyly zapocitany do vyslednych ¢astu. V testech byly
meéreny 2 velic¢iny. Cas a uspésnost. Obé v zavislosti na parametru p.

Simulované zihani

Simulované zihani nabizi 2 parametry. Parametr P, jenz urcuje pravdépodob-
nost, se kterou bude pfijato nejhorsi mozné kandidatni prirazeni (Nejhorsi
mozny tah zvétsi hodnotu ucéelové funkce o 4 body.) po vypoctu prvotni tep-
loty, a parametr . « je vyuzita pri ochlazovani teploty, ¢im mensi «, tim
rychlejsi bude chlazeni. Test byl spustén pro hodnoty o € {0.99,0.95,0.9}
a P e {0.6,0.4}.
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P = 0.6, alpha = 0.99 P = 0.4, alpha = 0.99

1.0 1.0
0.20
015 0.8 0.15 0.8
3 g 3 g
@ 0.6 2 B0 0.6 ¢
E 0.10 o) o : et}
O 04 2 O 04 2
=] =)
0.05 e 0.05 —
SA 0.2 oA 0.2
0.00 -2~ Uspésnost 0.00 -- Uspésnost
: ———=10.0 : ———=10.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Parametr p Parametr p
P=0.6, =0. P=0.4, =0.
0.6, alpha = 0.95 10 0.20 0.4, alpha = 0.95 10
0.25
0.20 0.8 0.15 0.8
I @
w 06 0 W 0.6 ©
g 0.15 ;ﬁ E 0.10 §§
0 0.10 04 & O 0.4 &
—— SA Z o005 —— SA =
0.05 > 0.2 > 0.2
0.00 ->- Uspésnost 0.00 -~ Uspésnost
T — e S 0.0 : ———10.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Parametr p Parametr p
P=0. =0. =0. =0.
0.6, alpha = 0.9 10 P = 0.4, alpha = 0.9 10
0.15
0.8 0.15 0.8
10 068 & 06 8
- 2w 0.10 2
S 0.05 042 8 0.4 2
’ —e— SA > 0.05 —e— SA >
0.2 0.2
0.00 -»- Usp&Snost 0.00 -- Uspé&snost
: ——1o.0 : ————1o0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Parametr p Parametr p

Obrazek 3.3: Vysledky ladéni parametru Simulovaného zihani.

Z vysledku lze pozorovat, ze uspésnost byla pro vsechny kombinace
100 %. Nejlepsich vysledki dosdhla kombinace P =0,6 a o =0,9. Nedaleko za
ni byly P =0,4, a =0,99 a P =0,4 a a =0,9. Z téchto vysledkiu lze vyvodit, ze
rychlejsi konvergovani k niz$im teplotdm a mensi Sance prijmuti zhorsujicich
kandidati ptrinasi pro Sudoku lepsi vysledky. Poprvé zde mtzeme pozorovat
vyrazné vyssi ¢asy pro herni plochy s p od 0,2 do 0,5. Tento jev se nazyva
Phase Transition a budeme se jim zabyvat v diskuzi na konci této kapitoly.

Tabu prohledavani

Samotné tabu prohleddvani nabizi pouze jeden parametr, a tim je konstanta
¢, jenz predstavuje velikost tabu listu. Vysledna velikost tabu listu je cn?. Test
byl spustén pro hodnoty ¢ € {0.5,1,2, 3}.

Na grafech pozorujeme snizeni uspésnosti a velky ¢asovy narust pro
hodnoty {2, 3}. Tabu list idedlni velikosti by mél zabramnovat cyklickym zmé-
nam, ale nemél by jinak omezovat prichod prostorem. Nejlepsich vysledki
bylo dosazeno s hodnotou parametru rovné 0,5.
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Obrazek 3.4: Vysledky ladéni parametru Tabu prohledavani.

Tabu prohledavani se stochaistickym prvkem WalkSAT

Na zékladé vysledku predchoziho experimentu jsme vyuzili hodnotu parame-
tru, urcujictho velikost tabu listu, rovné 0,5. Diky tomu sta¢i tuto metaheu-
ristiku ladit jen pro parametr P, jenz urcuje s jakou pravdépodobnosti bude
prijat kandidat, ktery zhorsuje hodnotu tucelové funkce. Testované hodnoty
byly {0.25,0.4,0.55,0.7}.

P =0.25

0.20 1.0
0.15 08
O 0.6
P 0.10
O 0.4
0.05 —o— TS_WalkSAT |
-~ Uspé&snost
0.00 i I )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 '
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Obrazek 3.5: Vysledky ladéni parametru Tabu prohledavani se stochaistickym
prvkem WalkSAT.

Jako u simulovaného zihdni je dspésnost 100 % pro vSechny hodnoty P.
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3. EXPERIMENTALN{ CAST

Casové nejrychlejsi je P =0,55, jen o par milisekund pomalejsi je P =0,70.
Cim vétsi hodnota P, tim vice tato metaheuristika napodobuje samotné tabu
prohledavani. P¥i P = 1 jsou totozné. V ramci testovani jsme zvolili pro
nasledné experimenty hodnotu P =0,55 jako lepsi.

Zavérem této podkapitoly je test metaheuristik s nejlepsimi dosazenymi
parametry mezi sebou. Pro rekapitulaci témito hodnotami parametrt jsou: si-
mulované zihani P =0.6, o =0,9, tabu prohledavani ¢ =0,5, tabu prohledavani
se stochaistickym prvkem WalkSAT ¢ =0,5, P =0,55. Testy byly provedeny
na hernich plochéich 3 a 4-fadu.
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Obréazek 3.6: Vysledky testu porovnani metod lokalniho prohledavéni.

7 vysledka na [3.6] shleddvame podobné vysledky vsech metaheuristik na
Sudoku 3-fadu. Na hernich plochach 4-fadu jsou vysledky jiz rozdilné. Velkym
rozdilem je pokles tspésnosti pro hodnoty p od 0,25 az 0,45. Dle tspésnosti
si vedly totozné simulované zihani a tabu prohledavani s prvkem WalkSAT.
Casové nejlépe si vedlo simulované zihani. Naopak nejhure v obou mérenych
statistikdch dopadlo samotné tabu prohledavani.

7 experimenti na metodach lokdlniho prohleddavani muZeme pozorovat
trend, kterym se ubiraly vysledky jednotlivych metaheuristik, jenz ukazoval, ze
hladovéjsi a rychlejsi konvergovani k lokalnim optimtim neni pro problém jako
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je Sudoku $patné ba naopak lepsi. Na zakladé tohoto trendu jsme zvolili tabu
prohledavani s prvkem WalkSAT jako lepsi metaheuristiku nez simulované
zihani pro nasledujici testy. Z divodu myslenky této metaheuristiky, ktera se
blizi tomuto trendu vice.

3.5 Srovnani

Poslednim a nejdilezitéjsim experimentem bylo porovnani obou pristupi.
Za systematické prohleddvani byla zvolena kombinace GAC, BT, FC, MRV,
LCV. Metaheuristikou lokalniho prohledavani bylo tabu prohledavani s prv-
kem WalkSAT s parametry ¢ =0,5, P =0,55. Testy byly provedeny na vSech
1200 hernich plochach Fadu 3,4 a 5. Méfenymi statistikami byly opét cas
a uspésnost v zavislosti na p. Casové limity pro n = 3 a n = 4 ziistaly stejné
a to 5 a 30 sekund. éasovy limit pro n = 5 byl nastaven na 300 sekund.
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Obrazek 3.7: Vysledky testu porovnani metod systematického a lokalniho pro-
hledavani.

Sudoku 3-Ffaddu netvori pro algoritmy zadny problém. Oba pristupy doka-
zaly vyftesit herni plochy se 100% uspésnosti v dobrém case. Prohledavéani

s navraty je zde rychlejsi. Pro n = 4 jiz mtzeme pozorovat pokles uispésnosti
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obou pristupi. U BT od p = 0,1 do p = 0,4. TS s WalkSAT je na tom lépe.
Pokles nastal v rozsahu p = 0,3 az 0,4. Na poslednim grafu jsou vysledky
pro plochy 5-fadu. Zde jsou algoritmy v celku netispésné a vyzaduji mnohem
vetsi casovy limit. Pokles pro upravené TS nastava opét déle nez u BT, ale
od p = 0,3 do p = 0,5 je tspésnost nulova. BT je zcela netspésné pouze
v rozsahu p 0,35 az 0,45. Oba algoritmy si znovu s prehledem dokazou poradit
s problémy od p = 0,55.

3.6 Diskuze

7 dosazenych vysledkt nelze jednoznacéné udélat zavér o tom, ktery pristup je
lepsi. Metoda lokalniho prohledédvani dosahovala lepsich vysledkt pfi nizkych
hodnotach p. Vyznamny rozdil mezi metodami vysel také v testu na plochach

vvvvvv

p = 0,2. Pro hodnoty p > 0,6 jsou vysledky témér totozné.

Phase transitions

Implementované algoritmy s rostoucim n zacaly ztracet tspésnost kolem hod-
noty p = 0,35. Okolo této hodnoty se nédchazeji nejtézsi problémy. Tento
jev, kdy dramaticky klesne tispésnost a problémy se stanou mnohem tézsimi,
se nazyva phase transition. Cheeseman, Kanefsky a Taylor [24] ve své praci
nachézeji okolo kritickych hodnot tohoto parametru. Pro Sudoku byl timto pa-
rametrem, parametr p. Kritickymi hodnotami(hranicemi, kde nastavala phase
transition) v nasich vysledcich byly pfiblizné p = 0,2 a p = 0,5.

MozZna zlepsSeni

ZlepSeni algoritmu by se mélo zabyvat hlavné tézkymi problémy mezi hra-
nicemi phase transition. Tyto problémy obsahuji nejvétsi mnozstvi lokalnich
optim a slepych konct pro systematické prohledavani. Systematické algoritmy
je mozné vylepsit vynucovanim silnéjsi konzistence, a tim dale zmensit stavovy
prostor na tikor vypocetniho vykonu. Z vysledku se také ukazalo, ze dopirednd
kontrola (FC) je prilis slaba pro herni plochy vysstho fadu. Zajimavym tes-
tem by bylo porovnani s algoritmem MAC. Metody lokalniho prohledavani
Ize zlepsit v nékolika bodech. Prvnim je inicializace prvotniho pfirazeni. Cim
lepsi bude prvotni prifazeni, tim bliz budeme hned z pocatku globalnimu op-
timu, tedy v praméru by mél byt pocet iteraci k dosazeni optima mensi. Zde
se nabizi vyuziti algoritmii hranové konzistence, které by mohly piinaset lepsi
vysledky nez nahodna inicializace, ktera vytvari prvotni ptrifazeni tak, aby ne-
byla porusena blokova omezeni. Sudoku je fixni problém, ktery se s velikosti
moc neméni, tedy by stdlo za tivahu, zda nelze vymyslet heuristiku speciali-
zovanou primo pro tento problém.
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Zaver

Tato prace byla zamérena na aplikaci nékolika state—of-the—art algoritmu sys-
tematického a lokalntho prohleddvéni na zobecnénou variantu hry Sudoku mo-
delovanou jako problém spliiovani omezeni. Vytycené cile prace byly splnény.

V prvni ¢asti jsme predstavili zakladni algoritmus BT doplnény o me-
tody vynucovani konzistenci GAC, AC3, FC a heuristiky MRV, LCV, které
vedly prohleddvani skrze stavovy prostor k optimalnimu feseni. Déle byly
predstaveny metaheuristiky lokdlniho prohledavani zalozené na stoupani do
kopce jako simulované zihani a tabu prohledavani, které stavély na heuristice
Min Conflicts.

Ve druhé c¢asti jsme predstavené algoritmy aplikovali na zobecnénou va-
riantu hry Sudoku a implementovali jsme prototyp fesice Sudoku v jazyce
Python.

Poslednim cilem bylo porovnéni implementovanych algoritmt. Bézné herni
plochy 3-fadu netvotily pro algoritmy zadny problém. Algoritmy tyto plochy
vyresily béhem nékolika setin az desetin sekundy. Systematicky pristup zde byl
rychlejsi. Na plochach 4-radu tispésnost algoritmu poklesla. Nejveétsi iispésnost
zde méla metaheuristika lokalntho prohledavani TS se stochaistickym prvkem
WalkSAT, kterd méla na nejtézsich plochach az o 30 % vétsi tspésnost. Plochy
5-rfadu tvori exponencidlné vétsi stavovy prostor a algoritmy zde narazily a pro
plochy s 20-55 % predvyplnénymi poli mély témér nulovou tspésnost. Uvodni
hypotéza nemiize byt potvrzena. Systematické algoritmy jsou efektivnéjsi pro
problémy, kde stavovy prostor neni obrovsky nebo je mozné ho redukovat. Me-
tody lokalniho prohledavéani nejsou tolik znevyhodnéné zvétsenym stavovym
prostorem, ale potrebuji vyssi ¢asovy limit.

Dle dosazenych vysledki by bylo vhodné pro budouci prace zvazit kom-
v nich vlastnosti, na kterych by mohly vzniknout nové heuristiky. Nejtézsi
herni plochy zpravidla z poc¢atku obsahuji 25-40 % predvyplnénych poli.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

CSP Constraint satisfaction problem
BT Backtracking

SAT Boolean satisfiability problem
NC Node consistency

AC Arc consistency

PC Path consistency

GAC Generalized arc consistency
FC Forward checking

MAC Maintaining arc consistency
MRV Minimal remaining values
DVO Dynamic variable ordering
SVO Static variable ordering
LCV Least constraining values

TS Tabu search

SA Simulated annealing
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

README.TXET oottt ettt et eas popis obsahu CD
| _src
SUdOKUSOLVET « vt oie e eiieeineeeenn zdrojové kédy implementace
Experiments ................ testovaci data, experimenty a vysledky
TheSiS cuuviiineennneeeennnn. zdrojova forma prace ve formatu ITEX
| _text
Lthesis.pdf ............................. text prace ve formatu PDF
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