
Pokyny pro vypracování

Cílem výzkumu bude porovnat lokální a systematické algoritmy pro řešení zobecněné hry Sudoku na 

větším hracím poli. Sudoku chápeme jako jeden z hlavních testovacích problémů pro paradigma 

splňování omezení (CSP – constraint satisfaction problem), pro jehož řešení můžeme vybírat z rychlých 

neúplných lokálních algoritmů, nebo z úplných systematických. Otevřenou otázkou je, který z těchto 

směrů bude pro hru Sudoku modelovanou jako CSP výhodnější. Úkoly pro uchazeče budou následující: 

 

1. Prozkoumejte existující algoritmy lokální a systematické algoritmy pro CSP, jako kandidáti se 

nabízejí metody založené na stoupání do kopce nebo pokročilé metody prohledávání, jako je 

backtracking s udržováním konzistence. 

 

2. Vybrané algoritmy implementujte formou softwarového prototypu a navrhněte koncepci jejich 

srovnání na CSP modelu hry Sudoku. 

 

3. Proveďte experimentální porovnání implementovaných algoritmů a výsledky zhodnoťte. 
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Abstrakt

Ćılem této práce bylo aplikovat současné algoritmy systematického a lokálńıho
prohledáváńı na zobecněné variantě hry Sudoku modelované jako problém
splňováńı omezeńı. Otázkou bylo, který př́ıstup bude dosahovat lepš́ıch výsle-
dk̊u. V prvńı části představujeme formulaci problémů jako problémy splňováńı
omezeńı, a také algoritmy řeš́ıćı tyto problémy. V druhé části aplikujeme
obecná a teoretická východiska na hru Sudoku. Posledńı část obsahuje experi-
menty jednotlivých algoritmů a vzájemné srovnáńı společně s diskuźı výsledk̊u.
Experimenty ukázaly, že systematické algoritmy dokážou lepé řešit herńı plo-
chy, jejichž stavový prostor je menš́ı nebo ho lze redukovat. Lokálńı algoritmy
źıskávaj́ı výhodu v opačném př́ıpadě, ale obecně vyžaduj́ı větš́ı časový limit.

Kĺıčová slova Sudoku, Problém splňováńı omezeńı, Prohledáváńı s návraty,
Hranová konzistence, Simulované ž́ıháńı, Tabu prohledáváńı, Min conflicts
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Abstract

The aim of this thesis was to apply algorithms of systematic and local search
on a generalized variant of the game Sudoku modeled as a constraint sat-
isfaction problem. The question was which approach would achieve better
results. In the first part we present the formulation of problems as constraint
satisfaction problems, as well as algorithms used to solve these problems. In
the second part, we apply general and theoretical background to the game of
Sudoku. The last part contains experiments of individual algorithms and mu-
tual comparison together with a discussion of the results. Experiments have
shown that systematic algorithms can better solve game boards whose state
space is smaller or can be reduced. Local algorithms gain an advantage in the
opposite case, but generally require a larger time limit.

Keywords Sudoku, Constraint satisfaction problem, Backtracking, Arc con-
sistency, Simulated annealing, Tabu search, Min conflicts

viii



Obsah
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1.3 Řešeńı CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 Sudoku jako problém splňováńı omezeńı . . . . . . . . . . . . . 5
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Úvod

Sudoku je jednou z mnoha logických her založených na vyplňováńı poĺıček č́ısly
podle určitých pravidel. Nejstarš́ı zmı́nky o těchto hrách vedou do starověké
Č́ıny, kde je zmı́něna hra Magic squares [1]. Tato hra sestává z herńı plochy
o rozměrech 3×3, do které jsou č́ıslá doplňována tak, aby v řádćıch, sloupćıch
a v hlavńıch diagonálách byl součet roven 15. Dobově bližš́ı zmı́nkou jsou La-
tinské čtverce, jejichž název byl inspirován pracemi matematika Leonharda
Eulera, který zde použ́ıval znaky latinské abecedy. Na Latinské čtverce se
pohĺıž́ı jako na kombinatorický problém, ve kterém je pole o velikosti n× n
vyplněno n r̊uznými symboly takovým zp̊usobem, že symboly ve slouṕıch
a řádćıch se neopakuj́ı. Tyto podmı́nky již připomı́naj́ı pravidla hry, kterou
dnešńı svět zná pod názvem Sudoku.

Sudoku, tak jak ho dnes známe, je připisováno americkému architektu
Howardu Garnsovi, který vytvářel a společně s Dell Magazines publikoval
tuto hru pod názvem Number place. Toto jméno se ovšem neuchytilo, a poté
co byla hra představena v Japonsku jako Sūji wa dokushin ni kagiru (volně
přeloženo jako Čı́slice muśı být samostatné nebo Čı́slice jsou omezeny na jeden
výskyt) se této hře začalo zkráceně ř́ıkat Sudoku. [2]

V poč́ıtačové vědě je problém řešeńı zobecněné varianty Sudoku NP-Úplný
problém [3], tud́ıž neexistuje algoritmus, který by dokázal každou herńı plo-
chu vyřešit v polynomiálńım čase pomoćı deterministického Turingova stroje.
Existuj́ıćı algoritmy dokážou efektivně vyřešit Sudoku pro ńızká n, ale s ros-
toućım n nastává kombinatorická exploze a rapidně nar̊ustá doba řešeńı.

Postup̊u, jak strojově vyřešit Sudoku, je několik. Sudoku jako NP-Úplný
problém lze převést na jiné NP-Úplné problémy. Jedny z nejrychleǰśıch 9× 9
řešič̊u transformuj́ı Sudoku na problém splnitelnosti booleovských formuĺı
(SAT), a poté aplikuj́ı exponenciálńı DPLL algoritmus k vyřešeńı. Daľśı mož-
nost́ı je na Sudoku nahĺıžet jako na problém přesného pokryt́ı, který lze efek-
tivně řešit pomoćı algoritmu X od Donalda Knutha, jenž využ́ıvá techniku
zvanou Dancing Links [4] od stejného autora.
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Úvod

Konkrétně v této práci se budeme zabývat řešeńım Sudoku jako řešeńı
problému splňováńı omezeńı. Problémy splňováńı omezeńı lze řešit dvěma
zp̊usoby. Pomoćı systematických, úplných algoritmů nebo využit́ım matema-
tické optimalizace a lokálńıho prohledáváńı. Úvodńı hypotézou je, že algoritmy
systematického prohledáváńı budou vykazovat lepš́ı výsledky, jak časové, tak
úspěšnostńı, oproti metodám lokálńıho prohledáváńı navzdory složitěǰśı im-
plementace.

Ćıl práce

Ćılem této práce je prozkoumat, implementovat a porovnat existuj́ıćı lokálńı
a systematické algoritmy použ́ıvané k řešeńı problému splňováńı omezeńı.
Př́ınosem této práce je odpověd’ na otázku, který př́ıstup bude pro zobecněnou
variantu hry Sudoku jako problém splňováńı omezeńı výhodněǰśı.

Struktura práce

V prvńı části zavád́ıme použité značeńı této práce, definujeme použité pojmy
a představujeme současné algoritmy, které jsou použity v experimentálńı části
práce.

Ve druhé kapitole ukazujeme, jak aplikovat teoretická východiska na hru
Sudoku jako problém splňováńı omezeńı.

Třet́ı, posledńı část věnujeme praktickým experiment̊um. Nejprve se zabý-
váme efektivńım generováńım herńıch ploch, na kterých provád́ıme experi-
menty. Poté porovnáváme implementované algoritmy a hledáme parametry,
které zajist́ı optimálńı výkon algoritmů na menš́ıch datech. Z těchto algoritmů
jsou poté vybrány ty, které vykazuj́ı nejlepš́ı výsledky a jsou znovu testovány
na všech datech. Kapitola je zakončena porovnáńım a diskuźı nad výsledky.

Prováděné experimenty v podobě Jupyter notebook̊u využ́ıvaj́ı námi im-
plementovaný softwarový prototyp Sudoku solveru, který využ́ıvá algoritmy
z prvńı části. Sudoku solver je implementovaný v programovaćım jazyce Py-
thon.
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Kapitola 1
Teoretická východiska

V této kapitole čtenáře obeznámı́me s principem modelováńı problémů jako
problémy splňováńı omezeńı, s algoritmy, kterými lze efektivně tyto problémy
řešit, s r̊uznými vylepšeńımi a v neposledńı řadě s použitým značeńım této
práce.

1.1 Zobecněná varianta hry Sudoku

Nejběžněǰśı variantou hry je varianta, kde velikost herńıho pole je 9×9 a úkolem
je doplnit č́ısla od 1 do 9. V této práci se ovšem zaměř́ıme na zobecněnou va-
riantu, kde Sudoku n-̌rádu je pole o velikosti n2 × n2 složené z n × n blok̊u
a č́ısla k doplněńı jsou {1, 2, . . . , n2}.

Aby herńı pole bylo správně vyplněno, č́ıslice muśı být doplněny podle
následuj́ıćıch pravidel:

• Každé č́ıslo se smı́ nacházet v každém řádku pouze jednou.

• Každé č́ıslo se smı́ nacházet v každém sloupci pouze jednou.

• Každé č́ıslo se smı́ nacházet v každém n×n čtverci pouze jednou.

1.2 Problém splňováńı omezeńı

Problém splňováńı omezeńı (angl. Constraint satisfaction problem, zkráceně
CSP) je zp̊usob, kterým lze modelovat určité matematické problémy. Tento
př́ıstup zakládá na faktu, že většinou neńı výhodné pro každý nový problém
vytvářet nový unikátńı zp̊usob řešeńı, ale zjistit, zda nejde problém přeformu-
lovat na nějaký známý problém, který již dokážeme efektivně řešit pomoćı
existuj́ıćıch algoritmů.

”CSP je trojice P = (X,D,C), kde X = {x1, . . . , xn} je konečná množina
proměnných, D = {D1, . . . , Dn} je konečná množina domén, Di = {v1, . . . , vk}
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1. Teoretická východiska

je doména (obor hodnot) proměnné xi ∈ X, která obsahuje hodnoty, které lze
dosadit do proměnné, a C = {C1, . . . , Ci} je konečná množina omezeńı. Ome-
zeńı Cj je relaćı Rj , definovanou nad podmnožinou proměnných Sj , Sj ⊆ X.
Relace Rj představuje legálńı současné přǐrazeńı do svých proměnných. Pokud
Sj = {xi1, . . . , xir}, pak Rj je podmnožinou kártézského součinu Di1 × · · · ×
Dir. Poté lze označit omezeńı Cj jako dvojici 〈Sj , Rj〉.“ [5]

Jedńım z nejčastěji uváděných problémů, na kterých je CSP ilustrováno,
je barveńı map, které spoč́ıvá v obarveńı územı́ jednotlivých stát̊u tak, že
státy, jenž mezi sebou sd́ıĺı hranici, nemohou být obarveny stejnou barvou.
Individuálńı státy zde představuj́ı d́ılč́ı proměnné, domény obsahuj́ı všechny
barvy, které lze využ́ıt, a omezeńı se vyskytuj́ı mezi soused́ıćımi státy a zaka-
zuj́ı stejné obarveńı. Daľśımi ilustračńımi př́ıklady jsou problém N dam, kryp-
toaritmetika, logické hry jako Kakuro a daľśı. Mezi problémy, se kterými je
možné se setkat v praxi, lze zařadit sestaveńı rozvrhu, automatické plánováńı
ve firmě, plánováńı/rozvrhováńı dopravy, přidělováńı zdroj̊u.

1.3 Řešeńı CSP

Přǐrazeńı

Dosazeńım do proměnné z jej́ı domény vzniká přǐrazeńı. Přǐrazeńı podmnožiny
proměnných (xi1, . . . , xik) je zapsáno jako k-tice seřazených dvojic
(〈xi1, ai1〉, . . . , 〈xik, aik〉), kde každá dvojice 〈x, a〉 zastupuje přǐrazeńı hodnoty
a do proměnné x. Pro zjednodušeńı se zápis (〈x1, a1〉, . . . , 〈xi, ai〉) zkráceně
zapisuje jako ā = (a1, . . . , ai). Přǐrazeńı je kompletńı, pokud je přes všechny
proměnné z X. [5]

Splněńı omezeńı

Omezeńı Ci = 〈Si, Ri〉 je splněno právě tehdy, když přǐrazeńı ā obsahuje
všechny proměnné z množiny Si a zobrazeńı z ā na Si se nachaźı v Ri. Necht’
máme omezeńı Cxy = 〈Sxy = {x, y}, Rxy = {(1, 1), (1, 0)}〉, poté přǐrazeńı
ā = (〈x, 1〉, 〈y, 1〉, 〈z, 0〉), pak je omezeńı Cxy považováno za splněné, protože
zobrazeńı z ā do Sxy je rovno (1, 1), které je součást́ı Rxy. [5]

Konzistentńı částečné přǐrazeńı

Částečné přǐrazeńı je nazváno konzistentńı, pokud jsou splněna všechna ome-
zeńı, jejichž všechny proměnné z Si jsou přǐrazené. Zobrazeńı z přǐrazeńı ā na
množinu proměnných Si je značeno jako ā[Si]. [5]
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Řešeńı [5]

CSP P = (X,D,C) je považováno za vyřešené, pokud přǐrazeńı je kompletńı
a konzistentńı přes všechna omezeńı. Řešeńı je značeno jako

sol(P ) = {ā = (a1, . . . , an)|ai ∈ Di, ∀Si ∈ C, ā[Si] ∈ Ri} (1.1)

Stavový prostor CSP

Pro následuj́ıćı systematické algoritmy je hledáńı řešeńı CSP modelováno jako
stavový prostor. Samotné hledáńı řešeńı je poté úlohou prohledáváńı sta-
vového prostoru. Jednotlivé stavy odpov́ıdaj́ı přǐrazeńım. Akce, které vedou
mezi stavy, reprezentuj́ı změny v přǐrazeńı jedné nebo v́ıce proměnných. Stavy
nemuśı obsahovat konzistentńı přǐrazeńı. Na obrázku 1.1 lze pozorovat př́ıklad
stavového prostoru pro hledáńı řešeńı problému 4 dam. Červeně zvýrazněné
symboly představuj́ı jednotlivé akce, provedené mezi stavy. Problém n dam
je formulován v CSP tak, že jednotlivé sloupce jsou proměnné a č́ısla řádk̊u
představuj́ı hodnoty domén. Omezeńı jsou binárńı, vždy mezi dvěma sloupci,
a výsledná relace nad omezeńım obsahuje dvojice řádk̊u, ve kterých mohou
být dámy, aby se vzájemně neohrožovaly.

Q

Q Q Q
Q

Q

Q

...
...

...

...

· · ·

Obrázek 1.1: Stavový prostor problému n dam, n = 4.

1.4 Sudoku jako problém splňováńı omezeńı

Sudoku modelované jako CSP (X,D,C) bude značeno následovně:

• Jednotlivá poĺıčka herńı plochy reprezentuj́ı jednotlivé proměnné z mno-
žiny X. Proměnné budou značeny jako xi,j , kde i, j je celoč́ıselná dvojice
označuj́ıćı řádek a sloupec na herńı ploše.
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• Množina Di,j je doménou proměnné xi,j a obsahuje hodnoty, které lze
do této proměnné dosadit.

• Omezeńı u Sudoku je nejčastěji formulováno jedńım z následuj́ıćıch zp̊u-
sob̊u (v této práci budou využity oba zp̊usoby):

– Binárńı omezeńı, kde pro každou dvojici proměnných xi,j , xu,v,
které se nacháźı ve stejném řádku, sloupci nebo n×n bloku je vy-
tvořeno omezeńı xi,j 6= xu,v. Toto omezeńı může být také značeno
jako Diff (xij , xuv). Pro řádek o 9 proměnných toto znamená 36
nových omezeńı. Počet omezeńı na řádek podle řádu Sudoku lze
vyjádřit jako

(n2

2
)
, pro n > 1.

– n-árńı omezeńı, kde jsou jednotlivá omezeńı celé řádky, sloupce
nebo n× n bloky. Toto omezeńı se často nazývá allDifferent nebo
také Constraint of difference a je značeno jako
allDifferent(xi,j , . . . , xu,v), kde tato k-tice, k = n2 obsahuje omezo-
vané proměnné. [6]

• Počátečně vyplněné proměnné přidávaj́ı unárńı omezeńı ve tvaru
xi,j = v, kde xi,j je vyplněná proměnná hodnotou v ∈ {1, . . . , n2}.

1 2

3

3

32

1

4

i
j

1 2 3 4

1

2

3

4

Di,j = {1, 2, 3, 4}

x2,3 = 3

allDifferent(x4,1, x4,2, x4,3, x4,4)

Obrázek 1.2: Sudoku 2-̌rádu jako CSP.

1.5 Prohledáváńı s návraty

Základńım algoritmem pro řešeńı CSP je prohledáváńı s návraty (BT). BT
funguje na principu prohledáváńı do hloubky. Algoritmus postupně vyb́ırá
proměnné, a dosazováńım do proměnných vytvář́ı částečné přǐrazeńı. Po kaž-
dém přǐrazeńı je zkontrolováno, zda je konzistentńı. Pokud je konzistentńı,
algoritmus pokračuje, v opačném př́ıpadě se algoritmus vraćı a zkouš́ı dosud
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nevyzkoušené hodnoty. Řešeńı je vráceno v př́ıpadě, kdy přǐrazeńı je přes
všechny proměnné a je konzistentńı.

Algoritmus 1: Backtracking(Assignment, csp)
1 begin
2 if Assignment is Complete and Satisfies All Constraints then
3 return Solution
4 end
5 Var ← Next Variable
6 foreach Value ∈ DV ar do
7 Assignment ← Assignment ∪ {Var ← Value}
8 if Assignment is Valid then
9 Result ← Backtracking(Assignment, csp)

10 if Result 6= False then
11 return Solution
12 end
13 end
14 Assignment ← Assignment \ {Var ← Value}
15 end
16 return False
17 end

Algoritmus je systematický a úplný. Nikdy nezkouš́ı dvakrát stejné částeč-
né přǐrazeńı a zaručeně vrát́ı správné řešeńı, pokud existuje. V nejhorš́ım
př́ıpadě prohledá celý stavový prostor. Tento př́ıstup představuje hned několik
problémů. Velikost stavového prostoru s rostoućım n ve většině př́ıpad̊u roste
exponenciálně či rychleji, a s t́ım i samotná doba běhu. Algoritmus také často
naráž́ı na podobné slepé konce. Nejjednodušš́ım př́ıkladem tohoto problému je
obrázek 1.3, na kterém lze pozorovat pr̊uběh BT na Sudoku 2-̌rádu, které má
j́ıž předvyplněnou proměnnou x1,2. Podle omezeńı již tuto hodnotu nemůžeme
dosadit do stejného sloupce, řádku či 2×2 bloku. Algoritmus ovšem tento fakt
nijak nepromı́tá do domén ostatńıch proměnných, tud́ıž často naráž́ı na tyto
slepé konce. Tento problém BT se označuje jako thrashing [5, 7].

Alan K. Mackworth ve své práci [7], dle mého nejlepš́ıho vědomı́, poprvé zo-
becnil, sjednotil a definoval značeńı těchto problémů. Ve své práci také ukázal
několik algoritmů, a t́ım vytvořil podklad pro budoućı výzkum a vznik tř́ıdy
filtračńıch algoritmů.
Mackworth popisuje 3 hlavńı zdroje neefektivity následovně:

1. Prvńı zdroj neefektivity se týká unárńıch omezeńı. Necht’ máme pro-
měnnou x, nad kterou je omezeńı c = 〈{x}, R〉, a pokud existuje hodnota
a z domény Dx, která neńı součást́ı R, tud́ıž nesplňuje omezeńı c, pak
každé přǐrazeńı 〈x, a〉 bude d̊uvodem okamžitého vraceńı. Přikladem je
zmiňovaný obrázek 1.3.
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1

11 12

12 1 12 2
...

Obrázek 1.3: Pr̊uchod prohledáváńı s návraty stavovým prostorem Sudoku a
př́ıklad Thrashing-u.

2. Druhý zdroj neefektivity nastává v následuj́ıćı situaci. Necht’ máme
částečné přǐrazeńı ā = (a1, . . . , an) a pro přǐrazeńı 〈xi, ai〉 nelze splnit
omezeńı c = 〈{xi, xj}, Rij〉 (i < j), pak BT vyzkouš́ı všechny hodnoty
z domény Dj pro proměnnou xj , neuspěje a vraćı se k proměnné xj−1,
pro kterou vyzkouš́ı všechny nevyzkoušené hodnoty společně se všemi
hodnotami z xj . Toto může pokračovat pro všechny kombinace hod-
not proměnných xi+1, . . . , xj−1, xj , dokud se BT nevrát́ı k proměnné xi

a nevyřad́ı hodnotu ai.

3. Třet́ı velký zdroj neefektivity nastává v př́ıpadě, kdy máme přǐrazeńı
〈xi, ai〉 a 〈xj , aj〉, která splňuj́ı omezeńı 〈{xi}, Ri〉, 〈{xj}, Rj〉
a 〈{xi, xj}, Rij〉, ale neexistuje hodnota ak, která by splňovala všechna
omezeńı 〈{xk}, Rk〉, 〈{xi, xk}, Rik〉 a 〈{xk, xj}, Rkj〉 najednou. Stejně
jako u problému 2 toto může být drahé k objeveńı, ale také se to může
objevit několikrát během hledáńı řešeńı.

Přepsáno do značeńı bližš́ıho této práci z [7].

1.5.1 Vynucováńı konzistence a filtračńı algoritmy

Pro usnadněńı pochopeńı je vhodné zde za definovat graf omezeńı. Problém
splňováńı omezeńı lze reprezentovat grafem omezeńı. Vrcholy tohoto grafu jsou
jednotlivé proměnné x ∈ X. Hrana vede mezi dvěma vrcholy xi, xj , pokud
jsou oba součást́ı podmnožiny S nějakého omezeńı c ∈ C. Tedy pokud nevede
hrana mezi vrcholy, pak mezi těmito proměnnými neexistuje žádné omezeńı.
[5] Obrázek 1.4 je př́ıkladem pro Sudoku.

Problémy popsané v předešlé kapitole lze pojmenovat postupně jako vr-
cholová nekonzistence, hranová nekonzistence a k-nekonzistence (Path incon-
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Obrázek 1.4: Graf omezeńı pro Sudoku 2-̌rádu.

sistency). Opakem k těmto problémům jsou vlastnosti, které jim předcházej́ı
a zabraňuj́ı vzniku thrashing-u. Těmito vlastnostmi jsou vrcholová konzis-
tence, hranová konzistence a k-konzistence (Path consistency). Tyto vlast-
nosti lze vynucovat na doménách proměnných a výrazně t́ım zmenšit stavový
prostor. O CSP se poté dá ř́ıct, že je vrcholově, hranově nebo k-konzistent́ı,
pokud všechny vrcholy, hrany nebo cesty délky k−1 jsou konzistentńı v grafu
omezeńı.

Vrcholová konzistence

Vrchol x je vrcholově konzistentńı právě tehdy, když pro všechna v ∈ Dx jsou
splněna všechna unárńı omezeńı nad proměnnou x, 〈{x}, R〉.

Vrcholová konzistence je nejslabš́ı a nejjednodušš́ı technikou. K dosažeńı
této vlastnosti stač́ı pouze odstranit hodnoty z domén proměnných, které
porušuj́ı nějaké unárńı omezeńı. Toto zvládne jedńım pr̊uchodem přes CSP
algoritmus NC-1. NC-1 dosáhne vrcholové konzistence v čase O(|X||D|) [8],
kde |X| je počet proměnných a |D| je kardinalita největš́ı domény.

Algoritmus 2: NC-1(X,D,C)
1 begin
2 foreach var ∈ X do
3 foreach value ∈ Dvar do
4 if value is not consistent with any unary constraint then
5 Dvar ← Dvar \ {value}
6 end
7 end
8 end
9 end

9
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Hranová konzistence

Hrana (xi, xj) je hranově konzistentńı právě tehdy, když pro všechny hodnoty
vi ∈ Di existuje hodnota vj ∈ Dj taková, že je splněno omezeńı 〈{xi, xj}, Rij〉.

Základńı operaćı algoritmů, které vynucuj́ı hranovou konzistenci, je funkce
Revise, která pro hranu (xi, xj) jednoduše odstrańı z domény Di všechny hod-
noty, pro které neexistuje hodnota z domény Dj , se kterou by bylo možné
splnit binárńı omezeńı 〈{xi, xj}, Rij〉.

Algoritmus 3: Revise(xi, xj)
1 begin
2 change ← False
3 foreach value ∈ Di do
4 if there are no values ∈ Dj that would satisfy the constraints

then
5 Di ← Di\ {value}
6 change ← True
7 end
8 end
9 return change

10 end

Funkce Revise tedy na hraně (xi, xj) ihned po aplikaci vynut́ı hranovou
konzistenci, ale zároveň nemuśı platit, že hrana (xj , xi) je také hranově konzis-
tentńı nebo že po aplikaci Revise na nějakou daľśı hranu (xj , xk) bude hrana
(xi, xj) stále konzistentńı. Následkem tohoto faktu je, že nestač́ı jeden pr̊uchod
této funkce přes všechny hrany.

Prvńım algoritmem, který toto řeš́ı je algoritmus AC-1, který volá Re-
vise na všechny hrany. Toto opakuje dokud je při pr̊uchodu všemi hranami
zredukována alespoň jedna doména. Jedno voláńı Revise provede maximálně
|D|2 kontrol splněńı binárńıho omezeńı. V nejhorš́ım př́ıpadě jeden pr̊uchod
redukuje pouze jednu doménu o jednu hodnotu. Poté proběhne maximálně
|X||D| pr̊uchod̊u. Tud́ıž časová složitost AC-1 je O(|D|3|X||E|), kde |E| je
počet hran. [5, 8]

Hlavńım a zjevným zdrojem neefektivity je opětovný pr̊uchod přes všechny
hrany, pokud byla redukována pouze jedna doména. Algoritmus AC-3 toto
řeš́ı tak, že z počátku přidá všechny hrany do fronty, ze které je postupně
vyb́ırá. Na vybrané hrany je aplikováno Revise. Pokud při aplikaci na hranu
(xi, xj) proběhla změna v doméně Di, pak algoritmus přidá do fronty pouze ty
hrany, u kterých mohla redukćı Di vzniknout nekonzistence a zároveň nejsou
ve frontě. Toto jsou hrany ve tvaru (xk, xi) takové, že mezi xk a xi vede hrana
v grafu omezeńı, k 6= i a k 6= j, protože hrana (xi, xj) nemůže na př́ımo
změnit konzistenci hrany (xj , xi). [7] Algoritmus pokračuje dokud neńı fronta
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prázdná.

Algoritmus 4: AC-3(X,D,C)
1 begin
2 NC-1(X,D,C)
3 Queue ← Arcs
4 while Queue 6= ∅ do
5 Arc(xi, xj) ← delete any Arc ∈ Queue
6 if Revise(Arc(xi, xj)) then
7 if |Di|= ∅ then
8 return False
9 else

10 Queue ← Queue ∪ {Arc(xk, xi)|(xk, xi)∈ Arcs,k 6= i,
k 6= j }

11 end
12 end
13 end
14 return True
15 end

Stejně jako u AC-1, AC-3 přidá z počátku všechny hrany do fronty a časová
složitost operace Revise je stále |D|2. V nejlepš́ım př́ıpadě je CSP již hranově
konzistentńı, a tedy na každou hranu bude aplikována funkce Revise pouze
jednou. Z toho plyne, že dolńı mez algoritmu AC-3 je Ω(|D|2|E|). Naopak
v nejhorš́ım př́ıpadě funkce Revise odstrańı pouze jednu hodnotu z domény
a nav́ıc ve frontě nebude ani jedna hrana, která má být přidána. Toto může
nastat pro každou proměnnou až |D| krát. Tud́ıž v nejhorš́ım př́ıpadě je časová
složitost AC-3 O(|D|3|E|) [5, 8].

Algoritmů, které vynut́ı hranovou konzistenci, je mnoho. Za zmı́nku stoj́ı
také AC-4, který jako prvńı dosahuje optimálńı časové složitosti v nejhorš́ım
př́ıpadě O(|D|2|E|) [5, 9]. AC-4 nevyuž́ıvá operaci Revise, ale zavád́ı hned
několik datových struktur. Prvńı z nich je pole counter(xi, ai, xj), které ukládá
počet hodnot aj z domény Dj , které s hodnotou ai z domény Di splňuj́ı binárńı
omezeńı na hraně (xi, xj). Dále je pro každou dvojici 〈xj , aj〉, xj ∈ X, aj ∈ Dj

vytvořena množina S(xj ,aj), ve které jsou uloženy všechny dvojice 〈xi, ai〉, se
kterými je splněno omezeńı na hraně (xi, xj). Kdyby byla odstraněna hodnota
aj , tak counter(xi, ai, xj) bude dekrementován o 1. Posledńı datovou struk-
turou je List, který obsahuje dvojice 〈x, a〉, se kterými nelze splnit omezeńı
na žádné hraně, na které se nacházej́ı. Algoritmus je rozdělen do dvou fáźı.
V prvńı jsou inicializovány a připraveny zmı́něné datové strukutury. Ve druhé
jsou postupně odeb́ırány dvojice 〈x, a〉 z Listu, následně docháźı k odstraněńı
hodnoty a z domény proměnné x, pomoćı množiny S(x,a) jsou dekrementovány
ostatńı countery, pokud counter(xi, ai, xj) je roven 0, pak je přidána dvojice
〈xi, ai〉 do Listu. Nevýhodou AC-4 je pamět’ová složitost, která je také rovna
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O(|D|2|E|) [5]. Druhou nevýhodou je výkon v prvńı, inicializačńı fázi. Richard
J. Wallace ukazuje ve své práci [10], že ve většině př́ıpad̊u je AC-3 rychleǰśı
algoritmus než AC-4 i přes teoretickou neoptimálńı časovou složitost.

Na nevýhody AC-4 reagoval Christian Bessiére, který představil algorit-
mus AC-6 [11], který zachovává optimálńı časovou složitost AC-4, ale vy-
lepšuje pamět’ovou složitost na O(|D||E|) společně s lepš́ım výkonem v pr̊uměr-
ných př́ıpadech.

k-konzistence

Množina k proměnných je k-konzistentńı právě tehdy, když pro částečné kon-
zistentńı přiřazeńı k − 1 proměnných existuje hodnota pro nepřiřazenou pro-
měnnou taková, že všechna omezeńı mezi těmito k proměnnými jsou splněna.

Zobecněńım konceptu lokálńı konzistence je k–konzistence. Vrcholová, resp.
hranová, konzistence je k–konzistence pro k = 1, resp. k = 2. CSP je silně
k–konzistentńı právě tehdy, když je také i–konzistentńı pro všechna i (i < k).
Pokud je CSP silně n-konzistentńı, kde n = |X|, pak CSP nabývá vlastnosti
globálńı konzistence.

Vlastnost́ı globálně konzistentńıho CSP je možnost nalezeńı řešeńı bez
využit́ı prohledáváćıch algoritmů. Každá kombinace zbylých hodnot v domé-
nách proměnných tvoř́ı konzistentńı řešeńı. [5] I přes tuto vlastnost se tyto
algoritmy použ́ıvaj́ı pouze zř́ıdka, kv̊uli časové složitosti, která je většinou
exponenciálńı vzhledem ke k. Vyj́ımkou bývaj́ı algoritmy, které vynucuj́ı 3–
konzistenci. Tyto algoritmy se většinou nazývaj́ı path consistency. PC-1, PC–2
[7] a PC-3 [9] funguj́ı na velice podobném principu jako AC-1, AC-3 a AC-4.
Nicméně časová složitost těchto algoritmů je i tak př́ılǐs vysoká. Konkrétně
PC-3, který použ́ıvá stejné datové struktury jako AC-4, zavede 3-konzistenci
v nejhorš́ım př́ıpadě v čase O(|D|3|E|3).

Zobecněná hranová konzistence

Předchoźı algoritmy byly založeny na předpokladu, že omezeńı v CSP jsou
unárńı nebo binárńı. V praxi na čistě binárńı CSP téměř nenaraźıme. V reakci
Mohr a Masini představili algoritmus GAC4 [12], který je zobecněnou verźı
AC-4. GAC4 dokáže filtrovat pro n-árńı omezeńı. Časová složitost v nejhorš́ım
př́ıpadě je identická s PC-3 a počet vyřazených hodnot je stejný nebo větš́ı
než u AC-4 [12].

Samotná pravidla Sudoku lze reprezentovat pomoćı speciálńıho n-árńıho
omezeńı AllDifferent. AllDifferent je omezeńım, kde všechny proměnné po-
kryté t́ımto omezeńım muśı mı́t přǐrazenou rozd́ılnou hodnotu. Toto omezeńı
lze filtrovat jako běžné n-árńı omezeńı, pomoćı algoritmu GAC4. Ovšem Jean-
Charles Régin představil nový př́ıstup [6], který dokáže pro omezeńı AllDi-
fferent vynutit zobecněnou hranovou konzistenci značně efektivněji. T́ımto
algoritmem se zabývá tato kapitola.

12



1.5. Prohledáváńı s návraty

Mohr a Massini [12] definuj́ı zobecněnou hranou konzistenci pro n-árńı
omezeńı následovně:

Definice 1 CSP (X,D,C) je hranově konzistentńı právě tehdy, když pro
∀xi ∈ X,∀ai ∈ Di, ∀c = 〈S,R〉 ∈ C omezuj́ıćı proměnnou xi, ∀xj , . . . , xk ∈
S,∃aj , . . . , ak takové, že omezeńı c je pro (aj , . . . , ai, . . . , ak) splněno.

Régin̊uv GAC algoritmus je založený z velké části na teorii graf̊u, kterou
propojuje pomoćı dokázaných vět s definicemi hranové konzistence.

Definice 2 Necht’ máme omezeńı AllDifferent c = 〈S,R〉, pak bipartitńı graf
GV (c) = (S,⋃i∈S Di, E), kde (xi, a) ∈ E pokud a ∈ Di, se nazývá grafem
hodnot z c.

Obrázek 1.5 je př́ıkladem bipartitńıho grafu hodnot na Sudoku 2-̌rádu
konkrétně na řádku i = 4 z 1.2.
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Obrázek 1.5: Graf hodnot pro 4. řádek Sudoku 2-̌rádu z obrázku 1.2.

Definice 3 Podmnožina hran M v grafu G je nazvána párováńı grafu, po-
kud žádné 2 hrany neobsahuj́ı společný vrchol. Maximálńı párováńı grafu
je párováńı, které obsahuje nejvěťśı možný počet hran. Perfektńı párováńı
grafu pokrývá všechny vrcholy v G. Pokud je párováńı perfektńı, pak je i ma-
ximálńı.

Věta 1 Necht’ máme CSP (X,D,C). CSP je hranově konzistentńı právě tehdy,
když pro každé AllDifferent omezeńı c ∈ C každá hrana
z GV (c) = (S,⋃i∈S Di, E) je součást́ı nějakého párováńı, které pokrývá S.

Důkaz věty 1 je součást́ı [6]. Předešlá věta propojuje zavedené definice
z teorie graf̊u a hranové konzistence. Z této věty vyplývá, že hrany, které
nejsou součást́ı žádného párováńı, jenž pokrývá celou množinu proměnných S,

13
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je potřeba odstranit. Na základě tohoto je možné sestavit prvńı část algoritmu,
která redukuje domény pro jedno omezeńı AllDifferent.

Algoritmus 5: GAC
1 begin
2 G ← Value Graph(c)
3 M ← Find Maximum Matching(G)
4 if |M | < |S| then
5 return False
6 end
7 Remove Edges From(M,G)
8 return True
9 end

Graf hodnot na řádku 2 lze vytvořit v čase O(|S| + |⋃i∈S Di| + d|S|),
kde d je maximálńı kardinalita domén. Řádek 3 využ́ıvá algoritmus, který
vyhledá maximálńı párováńı. Vhodným algoritmem je např́ıklad Hopcraft–
Karp̊uv algoritmus, jenž vrát́ı maximálńı párováńı v bipartitńım grafu v čase
O(d|S|

√
|V |) [13], kde |V | je počet vrchol̊u, tedy |S| + |⋃i∈S Di|. Podmı́nka

na řádćıch 4-6 vrát́ı False, pokud párováńı M nepokrývá celou množinu S,
tud́ıž neńı možné splnit omezeńı c pro žádnou kombinaci hodnot z domén.
V následuj́ıćıch odstavćıch ukážeme, že řádek 7 má lineárńı časovou složitost.
Tedy pro jedno omezeńı AllDifferent algoritmus vyfiltruje za O(d|S|

√
|V |).

K vysvětleńı, jak naj́ıt hrany, které nepatř́ı k žádnému párováńı, jenž
pokrývá celou množinu S, je potřeba zavést několik následuj́ıćıch definic.

Definice 4 Necht’ M je párováńı grafu. Jestlǐze hrana lež́ı v M , pak je ozna-
čena jako párovaćı, v opačném př́ıpadě nepárovaćı. Vrchol, který je součást́ı
jedné hrany z M se nazývá párovaćı, jinak volný. Stř́ıdaj́ıćı cesta/cyklus je
obyčejná cesta/cyklus skládaj́ıćı se z hran, jenž jsou stř́ıdavě párovaćı a nepáro-
vaćı. Délka stř́ıdaj́ıćı cesty/cyklu je počet hran, které obsahuj́ı.

Vlastnost 1 (C. Berge, Hypergraphs [14]) Hrana lež́ı v nějakém maxi-
málńım párováńı, jestlǐze tato hrana lež́ı na stř́ıdavé cestě sudé délky zač́ınaj́ıćı
ve volném vrcholu nebo na stř́ıdavé kružnici vzhledem k libovolnému maxi-
málńımu párováńı.

Pro zjednodušeńı zápisu následuj́ıćı věty bude bipartitńı graf G značen
jako G = (X,Y,E).

Věta 2 Necht’ máme bipartitńı graf G = (X,Y,E), jeho párováńı M , které
pokrývá množinu X, a graf GO = (X,Y, Succ), źıskaný orientaćı hran v grafu
G následovně:

∀x ∈ X : Succ(x) = {y ∈ Y |(x, y) ∈M}
∀y ∈ Y : Succ(y) = {x ∈ X|(x, y) ∈ (E/M)}

14
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, pak plat́ı tyto vlastnosti:

1. Každá orientovaná kružnice v GO odpov́ıdá stř́ıdavé orientované kružnici
v G a naopak.

2. Každá orientovaná cesta sudé délky v GO, která zač́ıná ve volném vr-
cholu, odpov́ıdá stř́ıdavé sudé cestě v G, která zač́ıná ve volném vrcholu,
a obráceně.

Důkaz věty 2 je opět součást́ı [6]. Z této věty je již možné vytvořit pro-
ceduru, která tyto hrany odstrańı.

Algoritmus 6: GAC - Remove Edges From(M,G) [6]
1 begin
2 Obtain oriented graph GO from G
3 Mark all edges in GO as Unused
4 Look for all directed edges that belong to a directed simple path

which begins at a free vertex by a breadth-first search starting
from free vertices, and mark them as ”used”

5 Compute strongly connected components and mark all edges
connecting two vertices in the same component as Used

6 foreach Unused edge e do
7 if e /∈ M then
8 Remove e from G
9 end

10 end
11 end

Řádek 4 odpov́ıdá vlastnosti 2 z věty 2. Využ́ıvá BFS, které spoušt́ı z vol-
ných vrchol̊u, a hledá orientované hrany, jenž lež́ı na orientované cestě sudé
délky. Tyto hrany označ́ı za použité. K vyhledáńı orientovaných kružnic na
řádku 5 jsou spoč́ıtané silně souvislé komponenty grafu GO. Za použité jsou
označeny hrany, které spojuj́ı 2 vrcholy v jedné silně souvislé komponentě. Pro
nalezeńı silně souvislých komponent je využit Tarjan̊uv algoritmus, který je
najde v čase O(n+m) [15], kde m je počet hran a n je počet vrchol̊u v grafu.
Hrany, které nejsou označeny za použité nebo nelež́ı v párováńı M , jsou poté
odstraněny.

Obdobně jako u algoritmů vynucuj́ıćıch hranovou konzistenci nestač́ı pouze
spustit algoritmus na každé AllDifferent omezeńı jednou. Lze využ́ıt stejné
myšlenky jako u algoritmu AC-3, tedy udělat frontu všech omezeńı, které
budou náhodně nebo postupně vyb́ırány a redukovány pomoćı GAC. Při od-
straněńı hodnot z domény proměnné x jsou do fronty vložena omezeńı, která
omezuj́ı proměnnou x a nerovnaj́ı se současnému omezeńı, které je redukováno.
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Obrázek 1.6: Obrázek 1.5 před a po filtraci pomoćı GAC.

1.5.2 Filtrace během hledáńı řešeńı

Techniky představené v předcházej́ıćıch kapitolách jsou nejčastěji použ́ıvané
před samotným hledáńım řešeńı, a t́ım zmenšuj́ı velikost stavového prostoru.
Spolehlivě dokážou redukovat domény proměnných, a v ojedinělých př́ıpadech
najdou řešeńı nebo fakt, že řešeńı neexistuje před samotným využit́ım pro-
hledávaćıho algoritmu.

Algoritmy funguj́ıćı na prohledáváńı do hloubky lze dále vylepšit t́ım,
že zavedeme pracovńı domény, ze kterých budeme po přǐrazeńı hodnot do
proměnných odstraňovat hodnoty, jenž neńı možné dosadit a vytvořit konzis-
tentńı přǐrazeńı.

Dopředná kontrola

Nejjednodušš́ı a zároveň nejslabš́ı technikou filtrováńı je dopředná kontrola
(FC). Po přǐrazeńı 〈xi, ai〉 kontroluje všechna omezeńı c ∈ C, ve kterých se
proměnná xi nacháźı. Omezeńı c = 〈S,R〉 je kontrolováno tak, že pro všechny
nepřǐrazené proměnné x ∈ S jsou vyzkoušeny všechny hodnoty z jejich pra-
covńıch domén v ∈ Dx, hodnota v je vyřazena z pracovńı domény Dx, pokud
neńı součást́ı R se současným částečným přǐrazeńım ā′. Pro Sudoku je tato
technika ještě jednodušš́ı, v tom že po přǐrazeńı 〈xi, ai〉 pouze stač́ı vyřadit
hodnotu ai z pracovńıch domén proměnných, se kterými je xi v omezeńı.

Udržováńı hranové konzistence

Př́ımým opakem je udržováńı hranové konzistence (MAC). Po každém přǐraze-
ńı 〈xi, ai〉 je zavolán algoritmus, který vyfiltruje domény tak, aby byly hranově
konzistentńı (např. AC3). Pokud je některá z domén vyprázdněna, pak dosa-
zenou hodnotu ai zamı́táme a odstrańıme z domény dosazené proměnné Di,
poté opět spoušt́ıme algoritmus hranové konzistence, ale tentokrát na celou
doménu Di \ ai. Jestliže je znovu libovolná doména prázdná, pak současný
stav nemá řešeńı a algoritmus se ve stavovém prostoru vraćı. [5] Vynucováńı
hranové konzistence po každém přǐrazeńı a v každém stavu může být v praxi
výpočetně drahé.
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1.5.3 Heuristiky

Pracovńı domény a filtrace během hledáńı řešeńı nám dovoluj́ı použ́ıt daľśı
techniky, které mohou výrazně vylepšit efektivitu algoritmu BT. Tyto heuris-
tiky funguj́ı jako strategie při výběru daľśı proměnné, která má být přǐrazena,
nebo v jakém pořad́ı do proměnné dosazovat hodnoty z jej́ı domény. Heu-
ristiky v algoritmu BT usměrňuj́ı pr̊uchod stavovým prostorem tak, že slepé
konce nebo konzistentńı přǐrazeńı jsou objevena dř́ıve. Následuj́ıćı heuristiky
jsou obecné pro CSP.

Pro výběr proměnné

Nejběžněǰśı heuristika se často nazývá Fail first [5] nebo také Minimum re-
maining values (MRV). Proces výběru proměnné prob́ıhá tak, že jako daľśı
je vybrána proměnná, která nejv́ıce omeźı stavový prostor, což je proměnná,
která má ve své současné pracovńı doméně nejmenš́ı počet hodnot. Společně
s filtraćı během hledáńı řešeńı je možné, že heuristika vrát́ı proměnnou s kar-
dinalitou domény rovné 0, a v tom př́ıpadě heuristika narazila na slepý konec
a prohledáváńı se vraćı. Tato heuristika vytvář́ı dynamické řazeńı proměnných
(DVO), tud́ıž pořad́ı, v jakém jsou proměnné, se může měnit.

Druhou často použ́ıvanou heuristikou je Degree Heuristic. Oproti MRV
tato heuristika vytvář́ı statické řazeńı proměnných (SVO). Proměnné jsou
seřazené sestupně, podle stupně, který má vrchol v grafu omezeńı.

Při použ́ıváńı MRV se často může stát, že existuje několik domén se stejnou
minimálńı kardinalitou. Jako efektivńı řešeńı se použ́ıvá zp̊usob, který Daniel
Frost a Rina Dechter použili ve své práci [16], kde kombinuj́ı tyto heuristiky
tak, že primárně je využita MRV, a v př́ıpadě že existuje několik stejně velkých
minimálńıch domén, se vybere proměnná s větš́ım stupněm.

V tomto je Sudoku speciálńım př́ıpadem, že všechny proměnné v grafu
omezeńı maj́ı stejný stupeň a nelze tedy využ́ıt této kombinace.

Pro řazeńı hodnot

Hlavńım ćılem v práci [16] nebyly heuristiky pro výběr proměnných, ale heuris-
tiky pro řazeńı hodnot. Frost a Dechter zde představuj́ı algoritmus look-ahead
value ordering (LVO), který tyto heuristiky využ́ıvá. Ve své práci použ́ıvaj́ı 4
heuristiky. 2 z nich následně představ́ıme a na 2. navážeme heuristikou, kterou
využ́ıváme.

Nejlepš́ı výsledky přinesla heuristika Min-conflicts (MC), která řad́ı hod-
noty v z domény Dcur současně přǐrazované proměnné Xcur podle počtu hod-
not z domén D′ dosud nepřǐrazených proměnných, které nemohou splnit ome-
zeńı s hodnotou v. Tuto heuristiku použ́ıváme jako opravnou heuristiku při
hledáńı kandidátńıch přǐrazeńı v lokálńım prohledáváńı, kterým se zabývá
daľśı kapitola.
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Druhou heuristikou, která vykazovala dobré výsledky je Max-domain-size
(MD). Hodnoty v jsou řazené sestupně podle velikosti nejmenš́ı domény, která
po přǐrazeńı a filtraci vznikne. Velice podobnou heuristikou, která je imple-
mentována v Sudoku Solveru, je Least constraining value (LCV). Preferované
hodnoty jsou ty, které nejméně omeźı dosud nepřǐrazené proměnné. Ćılem
těchto heuristik je nechat volněǰśı výběr pro budoućı přǐrazeńı, a t́ım se vy-
hnout slepým konc̊um.

U Sudoku tyto heuristiky často objevuj́ı tzv. Hidden singles. Na obrázku
1.7 lze pozorovat hidden single v červeném kruhu. Tuto hodnotu nelze dosadit
do jiné proměnné. Přǐrazeńı této hodnoty by nijak neomezilo domény ostatńıch
nepřǐrazených proměnných.
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Obrázek 1.7: ukázka Hidden single.
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1.6 Lokálńı prohledáváńı

Opakem systematických, úplných algoritmů jsou algoritmy lokálńı. Tyto al-
goritmy jsou založené na principu Stoupáńı do kopce (angl. Hill climbing).
Nejčastěji pracuj́ı již s celým náhodným přǐrazeńım a přecháźı od jednoho
celého přǐrazeńı k daľśımu, pomoćı lokálńıch oprav (např. změna hodnoty
proměnné, výměna hodnot dvou proměnných). Podle typu lokálńıch oprav,
které provád́ıme, je vytvářen stavový prostor, a také kandidátńı přǐrazeńı,
mezi kterými bude zvoleno to nejlepš́ı. Které je nejlepš́ı, je určeno zvolenou
účelovou funkćı, která ohodnot́ı jednotlivá přǐrazeńı. Tuto funkci se poté algo-
ritmus snaž́ı minimalizovat/maximalizovat tak, že jako daľśı přǐrazeńı vyb́ırá
to s lepš́ım ohodnoceńım. Tento př́ıstup má jeden problém. Neńı zaručeno, že
bude vráceno optimálńı řešeńı, protože zde nastává možnost uváznut́ı v lokál-
ńım extrému účelové funkce. Uváznut́ı v lokálńım extrému zde znamená, že
neexistuje takové daľśı přǐrazeńı, vytvořené lokálńı opravou, které by bylo
ohodnoceno lépe než to stávaj́ıćı. Z lokálńıho extrému se lze dostat několika
zp̊usoby. V následuj́ıćıch podkapitolách budou představeny existuj́ıćı meta-
heuristiky, které tento problém řeš́ı. V posledńı podkapitole bude představen
algoritmus pro řešeńı Sudoku, který je využit v experimentálńı části, pomoćı
kombinace těchto technik. Z části představený v [17].

Algoritmus 7: Hill Climbing(csp)
1 begin
2 i ← 0
3 Current ← Random Initialization(csp)
4 while i < Max Iter ∧ Current 6= Optimal Solution do
5 Next ← Candidate Solution(Current)
6 # V tomto př́ıpadě účelovou funkci minimalizujeme
7 if f(Current) > f(Next) then
8 Current ← Next
9 end

10 i ← i+1
11 end
12 return Current
13 end

V př́ıpadě Sudoku budeme využ́ıvat účelové funkce, které budeme cht́ıt
minimalizovat. Proto v následuj́ıćıch podkapitolách bereme přǐrazeńı, které
minimalizuje účelovou funkci jako lepš́ı.

1.6.1 Simulované ž́ıháńı

Jak název napov́ıdá, tato metaheuristika simuluje ž́ıháńı oceli, což je proces,
při kterém docháźı k opakovanému zahř́ıváńı a chlazeńı kov̊u za účelem sńıžeńı
tvrdosti, zvýšeńı tažnosti a napomáhaj́ıćı eliminaci vnitřńıch pnut́ı.
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Simulované ž́ıháńı oproti běžnému stoupáńı do kopce představuje dvě vy-
lepšeńı. Prvńım je možnost přijmut́ı horš́ıho přǐrazeńı za určitých okolnost́ı. Při
výběru kandidátńıho přǐrazeńı je vypoč́ıtána změna účelové funkce značena δ,

δ = f(Y )− f(X) (1.2)

, kde X je současné přǐrazeńı a Y je kandidátńı. Pokud je přǐrazeńı lepš́ı
nebo stejné z hlediska účelové funkce, tak provedeme změnu. V př́ıpadě, že je
horš́ı, je změna provedena s pravděpodobnost́ı

P (přijmut́ı Y ) =
{

exp(−δ/t) δ > 0,
1 δ ≤ 0

(1.3)

[18, 19]. Parametr t se nazývá teplota. Teplota je druhým vylepšeńım této me-
tody. V triviálńım př́ıpadě je hodnota teploty konstantńı. Účinněǰśım zp̊usob-
em, jak zacházet s teplotou, je v pr̊uběhu vyhledáváńı teplotu snižovat (chla-
dit). Výsledkem je zpočátku volněǰśı prohledáváńı stavového prostoru, které
dovoluje v́ıce horš́ıch přǐrazeńı, postupně s nižš́ı teplotou se stává hladověǰśı
a konverguje bĺıže k optimálńımu řešeńı. [18]

Algoritmus 8: Simulated Annealing(csp)
1 begin
2 t ← t0
3 Current ← Random Initialization(csp)
4 while ¬ Stop Criterion do
5 Next ← Candidate Solution(Current)
6 δ ← f(Next) − f(Current)
7 if δ ≤ 0 then
8 Current ← Next
9 else if exp(−δ/t) > Random(0,1) then

10 Current ← Next
11 t ← Change t according to Cooling Schedule
12 end
13 return Current
14 end

Důležitým krokem k dosažeńı optimálńıho výkonu algoritmu je volba počá-
tečńı teploty t0. Pokud je teplota př́ılǐs vysoká, algoritmus bude přij́ımat téměř
všechny kroky a chováńım bude připomı́nat v́ıce náhodnou procházku, která
je představena v daľśı podkapitole. Nı́zká počátečńı teplota naopak znemožńı
přij́ımáńı zhoršuj́ıćıch krok̊u, což povede k uváznut́ı v lokálńım minimu stejně
jako u stoupáńı do kopce.

Neexistuje žádný zp̊usob, jak přesně vypoč́ıtat ideálńı počátečńı teplotu.
Vhodným zp̊usobem, který vrát́ı dostatečně dobrý odhad, je naj́ıt maximálńı
možný rozd́ıl δmax účelové funkce mezi dvěma soud́ıćımi přǐrazeńımi. Hodnotu
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t0 poté lze vypoč́ıtat z
p = exp(−δmax/t0) (1.4)

, kde p je námi zvolená pravděpodobnost přijet́ı zhoršuj́ıćıho kroku, jenž zhorš́ı
hodnotu účelové funkce o δmax. [20]

Proces snižováńı teploty se nazývá Cooling Schedule, a také má velký vliv
na výkon algoritmu. Základńı strategíı je logaritmické chlazeńı. Nevýhodou je
pomalá konvergence, která zapř́ıčiňuje deľśı běh.

ti = αt0
ln(1 + i) . (1.5)

Rychleǰśı strategíı chlazeńı je geometrická, kde výpočet prob́ıhá následovně

ti = t0α
i. (1.6)

Parametr α je konstanta v rozmeźı 0 až 1, nejčasteji použ́ıvaná hodnota je
v rozmeźı 0.8 až 0.99. [21]

Obrázek 1.8: Cooling schedule - Parametr t po 50 iteraćıch, t0 = 1, α = 0.9.

1.6.2 Využit́ı náhodné procházky

Pro následuj́ıćı metodu je vhodné si nast́ınit matematický princip náhodné
procházky. Náhodná procházka je název pro proces, popisuj́ıćı cestu tvořenou
určitým počtem náhodných krok̊u stejné délky. Náhodnou procházku v jedno-
rozměrném prostoru si lze představit jako č́ıselnou osu celých č́ısel, po které se
pohybujeme bud’ +1 s pravděpodobnost́ı p nebo -1 s pravděpodobnost́ı 1− p.

WalkSAT

WalkSAT je metodou lokálńıho prohledáváńı, která využ́ıvá myšlenky náhod-
né procházky. Ačkoliv z názvu vyplývá, že metoda je určena k řešeńı splni-
telnosti booleovských formuĺı, Rina Dechter popisuje variantu, jak WalkSAT
využ́ıt pro obecná omezeńı.
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Obrázek 1.9: Vychýleńı od počátku po 500 kroćıch s p = 0.5.

Metoda se skládá ze dvou krok̊u. V prvńım kroku je náhodně vybráno
omezeńı, které neńı splněno současným plným přǐrazeńım. Ve druhém kroku
může nastat jedna ze dvou situaćı. Náhodně změńıme hodnoty proměnných
s pravděpodobnost́ı p nebo s pravděpodobnost́ı 1−p hladově změńıme hodnoty
tak, že minimalizujeme počet nově vzniklých nesplněných omezeńı. Tento sto-
chaistický prvek náhodné procházky je využit k uniknut́ı z lokálńıch extrémů.
[5]

1.6.3 Tabu prohledáváńı

”Tabu prohledáváńı je založeno na předpokladu, že řešeńı problém̊u, aby se
kvalifikovalo jako inteligentńı, muśı zahrnovat adaptivńı pamět’ a responzivńı
prohledáváńı.“ [22]

Pojmy Tabu Search a Metaheuristics byly poprvé představeny v práci
Freda Glovera [23]. Tabu prohledáváńı (TS) je daľśı metaheuristikou využ́ıva-
nou k řešeńı kombinatorických problémů pomoćı lokálńıho prohledáváńı. Na-
rozd́ıl od ostatńıch př́ıstup̊u TS zavád́ı adaptivńı využit́ı paměti. Stavový pro-
stor kandidátńıch přǐrazeńı procháźı systematicky a dynamicky měńı okoĺı
daľśıch př́ıpustných přǐrazeńı. Hlavńı myšlenkou je zakazováńı určitých tah̊u
k předejit́ı cykleńı v prostoru a opakováńı stejných tah̊u. Tyto zakázané tahy
se nazývaj́ı tabu.

V okoĺı současného přǐrazeńı je vybráno vždy nejlepš́ı možné kandidátńı
přǐrazeńı, které nejv́ıce minimalizuje účelovou funkci. Výběr stoj́ı na domněnce,
že vyb́ıráńı špatných tah̊u, úmyslně či náhodně, nepřidá žádnou hodnotu,
kromě vyšplháńı z lokálńıch optim. [23] TS se nesnaž́ı vyhýbat lokálńım op-
timům, ba naopak k nim směřuje, ale za využit́ı paměti, se z nich dokáže
dostat.

Nejčastěji je pamět’ využita k udržováńı tzv. krátkodobé paměti, která
je implementována např. pomoćı kruhového spojového seznamu (tabu list).
Z počátku je do tabu listu vloženo n umělých dummy tah̊u, které jsou během
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prohledáváńı stavového prostoru přepisovány tak, že nejstarš́ı tah je nahrazen
nově provedeným. Tahy jsou zde poté uloženy tak, aby nebylo možné se vrátit.
Pro ilustraci na problému n-dam, pokud změńıme pozici dámy z x1,1 na x1,3,
pak je do tabu listu uložena skutečnost, která zakazuje vrátit dámu z x1,3 zpět
na x1,1.

Možnost́ı, jak přijmout tahy označené jako tabu a flexibilně a dynamicky
prohledávat okolńı stavy, je zavedeńı aspiračńıho kritéria. Toto kritérium v nej-
jednodušš́ı formě povoluje zvoleńı tabu tah̊u, pokud jejich přǐrazeńı má za
d̊usledek nejlepš́ı hodnotu účelové funkce, dosud źıskanou. Složitěǰśı aspiračńı
kritérium využ́ıvá aspiračńı list A(z), který je inicializován v rozumném roz-
sahu možných hodnot využité účelové funkce tak, že A(z) = z − 1. Tabu tah
t je poté přijmut, pokud zlepšuje hodnotu účelové funkce ze z na hodnotu
menš́ı než A(z). Aspiračńı list je následně aktualizován na A(z) = f(t).

Algoritmus 9: Tabu Search(csp)
1 begin
2 i ← 0
3 Tabu list ← ∅
4 Current ← Random Initialization(csp)
5 Current Score ← Best Score ← f(Current)
6 while i < Max iter ∧ Current 6= Optimal Solution do
7 Next ← Best Candidate Solution Using Aspiration Criterion

And Tabu List(Current)
8 Move ← (Next, Current)
9 Current ← Next

10 Current Score ← f(Next)
11 if Current Score < Best Score then
12 Best Score ← Current Score
13 Update Tabu list(Move)
14 i ← i+1
15 end
16 return Current
17 end

Rysy a vlastnosti [22]

• Práce s adaptivńı pamět́ı

– Selektivita (strategické zapomı́náńı)
– Abstrakce a dekompozice
– Časováńı

∗ Nedávnost událost́ı
∗ Frekvence událost́ı
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∗ Rozpoznáńı mezi krátkodobou a dlouhodobou pamět́ı
– Kvalita a dopad

∗ Relativńı atraktivita alternativńıch možnost́ı
∗ Velikost změn ve struktuře nebo v omezuj́ıćıch vztaźıch

– Kontext
∗ Regionálńı, strukturálńı, sekvenčńı vzájemná závislost

• Dynamické prohledáváńı prostoru

– Strategicky zavedené omezeńı a pob́ıdky (tabu podmı́nky a as-
piračńı kritéria)

– Zaměřeńı na výhodné okoĺı a dobré př́ıznaky řešeńı (intenzifikace)
– Prohledáváńı slibných nových okoĺı (diverzifikace)
– Nemonotónńı prohledávaj́ıćı vzory (strategické oscilováńı)
– Integrace a rozšǐrováńı řešeńı (path relinking)

TS nab́ıźı velké množstv́ı zp̊usob̊u, jak využ́ıvat pamět’ a dynamicky pro-
hledávat stavový prostor. Je tedy možné flexibilně přizp̊usobit implementaci
pro řešeńı konkrétńıch problémů. Součást́ı těchto vlastnost́ı je i velká volnost
parametrizace, jenž je d̊uležitou součást́ı optimalizace implementace.

1.6.4 Min-conflicts

Min-conflicts je heuristika, vytvořená př́ımo pro řešeńı problémů splňováńı
omezeńı. Při lokálńım prohledáváńı se využ́ıvá jako opravná heuristika, podle
které se voĺı kandidátńı přǐrazeńı, které minimalizuje počet porušených ome-
zeńı. Proces hledáńı lze rozdělit do dvou část́ı. Nejprve je náhodně vybrána
jedna z proměnných, která vytvář́ı konflikt, poté se hledá proměnná, se kterou
se prohod́ı.

1.6.5 Kombinace metaheuristik

N. Musliu a F. Winter ve svém článku [17] představili hybridńı algoritmus,
který kombinuje techniky systematického a lokálńıho prohledáváńı pro řešeńı
Sudoku. Jako metaheuristiku zvolili tabu prohledáváńı, které využ́ıvá tabu
list jako krátkodobou pamět’ a ukládá své posledńı kroky. K této metaheu-
ristice zakomponovali prvek WalkSATu a náhodné procházky, kdy kandidátńı
přǐrazeńı, jenž zhorš́ı hodnotu účelové funkce, je přijato jen s určitou pravdě-
podobnost́ı. Toto dělá tabu prohledáváńı hladověǰśım a snaž́ı se zamezit oka-
mžitému úniku z lokálńıho minima.
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Algoritmus 10: Tabu Search with WalkSAT
1 begin
2 i ← 0
3 Tabu list ← ∅
4 Current ← Initial Assignment
5 Current Score ← Best Score ← f(Current)
6 while i <Max Iter ∧ Current 6= Optimal Solution do
7 Next ← Best Candidate Solution Using Aspiration Criterion

And Tabu List(Current)
8 if Aspiration criterion is met then
9 Current ← Next

10 Current Score ← f(Next)
11 else
12 if f(Next) <Current Score ∨ random ≤

acceptanceProbability then
13 Current ← Next
14 Current Score ← f(Next)
15 end
16 end
17 udpate changes to Tabu list
18 if Current Score <Best Score then
19 Best Score ← Current Score
20 end
21 i ← i + 1
22 end
23 end
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Kapitola 2
Aplikace na Sudoku

V této kapitole je ukázáno, jak aplikovat obecné algoritmy z teoretické části
na Sudoku jako problém splňováńı omezeńı.

2.1 Systematické prohledáváńı

Aplikace systematických algoritmů je př́ımočará. Výhodou je možnost jedno-
duché implementace obecných řešič̊u CSP, kde neńı potřeba se specifikovat na
konkrétńı problém.

Sudoku je oproti jiným hrám a reálným problémům velice fixńı. Fixńı
ve smyslu konfigurace problému. Jediné co se mezi zadáńımi lǐśı je velikost
a samotné předvyplněné hodnoty. Počet hodnot v doménách je z počátku
stejný a úměrný velikosti, každá proměnná je omezena vždy jen 3 pravidly.

GAC

Implementaci algoritmu GAC lze pro Sudoku zjednodušit. Počet proměnných
jednoho AllDifferent omezeńı je stejný jako počet hodnot, které do těchto
proměnných budou dosazeny. Tedy po maximálńım párováńı z algoritmu 5,
které muśı být přes všechny proměnné AllDifferent omezeńı, aby omezeńı
mohlo být splněno, bude graf hodnot obsahovat pouze vrcholy označené jako
párovaćı. Důsledkem tohoto je, že řádek 4 z algoritmu 6 může být v imple-
mentaci přeskočen.

2.2 Lokálńı prohledáváńı

Metody lokálńıho prohledáváńı narozd́ıl od systematických jsou většinou im-
plementované pro konkrétńı problém. Částmi, které jsou potřeba implemen-
tovat, jsou inicializace prvotńıho přǐrazeńı, účelová funkce, která bude ř́ızena
metaheuristikou k optimálńı hodnotě, operátor kandidátńıho přǐrazeńı, krok
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(iterace) algoritmu a restartováńı/ukončeńı. V našem Sudoku solveru imple-
mentujeme metaheuristiky simulované ž́ıháńı, tabu prohledáváńı a tabu pro-
hledáváńı s prvkem WalkSAT. Inicializace, účelová funkce a restart/ukončeńı
jsou pro tyto metaheuristiky totožné. Iterace algoritmu a operátor kandi-
dátńıho přǐrazeńı jsou rozd́ılné a popsané pro implementované metody.

Inicializace

Prvńı kandidátńı přǐrazeńı je zcela náhodné až na výjimku toho, že v n × n
bloćıch se vyskytuj́ı hodnoty 1 až n2 pouze jednou. Tedy bloková omezeńı jsou
po inicializaci vždy splněna. [18]

Operátor kandidátńıho přǐrazeńı

Hledáńı kandidátńıho přǐrazeńı využ́ıvá heuristiku Min-conflicts tak, že nej-
prve je náhodně vybrána počátečně nevyplněná proměnná, která vytvář́ı kon-
flikt, tedy poĺıčko, jehož hodnota se v řádku nebo sloupci opakuje, a poté je ve
stejném n×n bloku vyhledána proměnná, se kterou si prohod́ı hodnoty, a t́ım
minimalizuj́ı počet konflikt̊u nebo-li účelovou funkci. U simulovaného ž́ıháńı
je konfliktńı proměnná vyměněna s náhodnou nepředvyplněnou proměnnou.
Tabu prohledáváńı zkouš́ı konfliktńı proměnnou vyměnit za všechny nefixo-
vané proměnné v n×n bloku a rozhoduje se podle aspiračńıch kritéríı a obsahu
tabu listu, v́ıce k rozd́ıl̊um je v iteraćıch algoritmů. [17]

Účelová funkce

Důsledkem prvotńı inicializace a zp̊usobu, jakým je hledáno kandidátńı přǐra-
zeńı, je ušetřeńı výpočetńıho výkonu na kontrolováńı blokových omezeńı a vý-
počtu účelové funkce. Tedy účelová funkce, kterou algoritmus bude cht́ıt mi-
nimalizovat, je definována pro kandidátńı přǐrazeńı ā následně [18]:

f(ā) =
n2∑
i=1

r(i) +
n2∑

j=1
c(j) (2.1)

, kde r(i), resp. c(j) jsou funkce, jejichž výsledkem je počet konflikt̊u na řádku
i, resp. ve sloupci j.

Jelikož při každém kroku algoritmu jsou vyměněny pouze 2 proměnné,
tak se změńı hodnota účelové funkce maximálně jen pro 2 řádky a 2 sloupce.
Proto by bylo nevýhodné poč́ıtat účelovou funkci pro celou herńı plochu a je
zde využita delta evaluace, která funguje tak, že má uložené počty konflikt̊u
pro řádky a sloupce, a k výslednému skóre přič́ıtá rozd́ıl ovlivněných řádk̊u
nebo sloupc̊u. Obrázek 2.1 je př́ıkladem změny účelové funkce při výměně
hodnot 2 proměnných.
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Iterace algoritmu

Simulované ž́ıháńı

Jedna iterace simulovaného ž́ıháńı zač́ıná vždy využit́ım operátoru kandi-
dátńıho přǐrazeńı, kde jsou vybrány nefixované proměnné. Jedna, která tvoř́ı
konflikt a druhá náhodná. Tyto proměnné jsou zaměněny a je vypoč́ıtán rozd́ıl
účelové funkce δ. Pokud záměna minimalizuje hodnotu účelové funkce, pak
je krok uznán. Pokud se hodnota účelové funkce zvýšila, pak je krok uznán
s pravděpobnost́ı exp (−δ/t), v př́ıpadě, že neńı uznán zhoršuj́ıćı krok, je
záměna vrácena. Posledńım krokem iterace je chlazeńı teploty.

Tabu prohledáváńı a TS s prvkem WalkSAT

Výběr ideálńıho kandidátńıho přǐrazeńı prob́ıhá v několika kroćıch. Operátor
kandidátńıho přǐrazeńı vybere nefixńı konfliktńı proměnnou, a s ńı vyzkouš́ı
všechny možné záměny ve stejném bloku. Rozd́ıly hodnot účelové funkce
si ukládá. Následně je vyzkoušeno základńı aspiračńı kritérium na nejlepš́ı
záměně. Pokud je splněno je záměna provedena. Pokud neńı, pak algorit-
mus přecháźı k nejlepš́ı záměně, která neńı součást́ı tabu listu a provád́ı tuto
záměnu. Rozd́ıl pro TS s prvek WalkSAT je, pokud výměna zhoršuje hodnotu
účelové funkce, pak je přijata pouze s pravděpodobnost́ı P . Posledńım krokem
iterace metaheuristiky je aktualizováńı tabu listu a zapsańı posledńıho kroku.

9 6 4 5 8 9 3 6 2
2 3 8 7 1 6 4 1 5
1 7 5 4 2 3 8 9 7
4 8 3 4 8 3 6 9 4
5 9 6 2 7 1 2 8 3
7 1 2 6 9 5 7 5 1
8 4 7 9 1 4 1 5 8
2 5 6 6 3 2 7 3 9
3 1 9 7 5 8 6 2 4

9 6 4 5 8 9 3 6 2
2 3 8 7 1 6 4 1 5
1 7 5 4 2 3 8 9 7
4 8 3 4 8 3 6 9 4
5 9 6 2 7 1 2 8 3
7 1 2 6 9 5 7 5 1
6 4 7 9 1 4 1 5 8
2 5 8 6 3 2 7 3 9
3 1 9 7 5 8 6 2 4

2
1
1
4
1
3
3
3
0
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Obrázek 2.1: Krok algoritmu a změna účelové funkce.

Restart a ukončeńı

Jak bylo několikrát zmı́něno, algoritmy iterovaného lokálńıho prohledáváńı
nejsou úplné. Toto znamená, že neńı garantováno, zda se algoritmus zastav́ı
a vrát́ı řešeńı. Iteračńı algoritmy se tedy často omezuj́ı počtem iteraćı, které
mohou vykonat předt́ım než dojde k automatickému ukončeńım. Pokud po
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dosažeńı limitu iteraćı neńı vráceno optimálńı řešeńı je algoritmus spouštěn
znovu pro daľśı náhodnou inicializaci. Toto je omezeno časovým limitem.
Jestliže ani poté neńı vráceno optimálńı řešeńı je pokus označen za neúspěšný.
Počet iteraćı je určen vztahem itern2. Pokud je při prohledáváńı nalezena nová
nejmenš́ı hodnota účelové funkce, pak je počet iteraćı vynulován. Určeńı hod-
noty konstanty iter je v experimentálńı části.

Parametry metod lokálńıho prohledáváńı

Simulované ž́ıháńı implementuje 2 měnitelné parametry: P a α. P určuje
pravděpobnost, se kterou bude přijato nejhorš́ı možné kandidátńı přǐrazeńı
a je využito k výpočtu počátečńı teploty t0. α určuje rychlost chlazeńı teploty
pomoćı geometrického chlazeńı.

TS a TS s prvkem WalkSAT nab́ıźı parametr c, který představuje kon-
stantu ve vztahu tabu list size = cn2. TS s prvkem WalkSAT má ještě o jeden
parametr v́ıce. P určuje pravděpodobnost, se kterou bude přijato zhoršuj́ıćı
kandidátńı přǐrazeńı.

Laděńı hodnot parametr̊u je součást́ı experimentálńı části.

2.3 Implementace a tvorba experiment̊u

Veškerá implementace Sudoku Solveru byla provedena v jazyce Python 3.81.
Python nab́ıźı velké množstv́ı standardńıch a exterńıch knihoven, a d́ıky své
syntaxi nám dovoluje produkovat poměrně efektivńı a čitelný kód. Python je
tedy vhodný pro prototypováńı a dovoluje nám se soustředit na zkoumaný
problém než na detaily jeho implementace. Jedinou exterńı knihovnou, která
byla při tvorbě Sudoku Solveru využita, je NumPy2. NumPy je matematická
knihovna, která se stala základem pro všemožné vědecké výpočty v Pythonu.
Knihovna ulehčuje a zefektivňuje tvorbu v́ıcedimenzionálńıch poĺı a objekt̊u
z nich vytvořených(např. matice). Součást́ı je také množstv́ı rychlých operaćı
nad těmito objekty.

Experimenty byly zrealizovány pomoćı Jupyter3 notebook̊u, jenž dovoluj́ı
zařadit vizualizaci k experiment̊um a je možné snadně experimenty monito-
rovat a replikovat. Kromě standardńıch Python knihoven a tř́ıd ze Sudoku
solveru je využita knihovna Matplotlib4, jenž nám umožňuje vytvořit čitelnou
vizualizaci dat z výsledk̊u. Použité knihovny se nacházej́ı vždy ve vrchńı části.

1https://www.python.org/
2https://numpy.org/
3https://jupyter.org/
4https://matplotlib.org/
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2.3. Implementace a tvorba experiment̊u

Tabulka 2.1: Možné konfigurace algoritmů pomoćı parametr̊u tř́ıd.

Backtracking Min Conflicts

ac GAC
method

TS WalkSAT
AC3 TS

SA

var h MRV
InOrder

val h LCV
AscendingValues

bruteforce boolean
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Kapitola 3
Experimentálńı část

Tato kapitola obsahuje výsledky a diskuzi k vykonaným experiment̊um. Část
kapitoly je věnovaná generováńı testovaćıch dat. Poté jsou hledány nejlepš́ı
možné konfigurace algoritmů systematického prohledáváńı a laděńı parametr̊u
u metod lokálńıho prohledáváńı. Oba př́ıstupy jsou následně testovány na tes-
tovaćıch datech a porovnávány. Kapitola konč́ı diskuźı zaob́ıraj́ıćı se výsledky
a možnými zlepšeńımi.

3.1 Generováńı herńıch ploch

K generováńı herńıch ploch použ́ıváme jednoduchý generátor popsaný v práci
[18]. Tento generátor využ́ıvá algoritmu Root-Solution, který vytvoř́ı zcela
validńı a úplnou herńı plochu n-tého řádu. Z této plochy lze pomoćı permutaćı:

• Permutaćı sloupc̊u n× n blok̊u.

• Permutaćı řádk̊u n× n blok̊u.

• Permutaćı sloupc̊u poĺıček v jednom sloupci n× n blok̊u.

• Permutaćı řádk̊u poĺıček v jednom řádku n× n blok̊u.

vytvořit daľśı herńı plochy, které budou stále splňovat všechna omezeńı. Po-
moćı těchto operaćı lze z tohoto základńıho řešeńı vygenerovat až n!2(n+1)− 1
rozd́ılných ploch[18].

Kromě parametru n generátor přij́ımá parametr p, který určuje počet
předvyplněných herńıch poĺı v rozsahu 〈0; 1〉 v procentech. Po provedeńı per-
mutaćı je náhodně zvoleno 1− p herńıch poĺı, které budou vyprázdněny. Na-
konec je nová herńı plocha uložena do souboru.
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Generátor je schopný vytvořit a uložit kolem 800 herńıch ploch 3-̌rádu
během 1 vteřiny. Test rychlosti je součást́ı Jupyter notebooku s generováńım
testovaćıch dat.

Algoritmus 11: Root-Solution(n)[18]
1 begin
2 x ← 0
3 for i ← 1 to n do
4 for j ← 1 to n do
5 for k ← 1 to n2 do
6 grid[n(i− 1) + j][k] ← x (mod n2) + 1
7 x ← x + 1
8 end
9 x ← x + n

10 end
11 x ← x + 1
12 end
13 end

3.2 Testovaćı data

Pro experimenty bylo vygenerováno celkem 1200 herńıch ploch. 20 pro každou
hodnotu p od 0 do 0,95 s 0,05 inkrementy, tedy 400 herńıch ploch pro jeden
řád Sudoku. Pro experimenty byly využity herńı plochy 3, 4 a 5-̌rádu.

3.3 Systematické prohledáváńı

Použité algoritmy systematického prohledáváńı nejsou parametrizovatelné.
Tedy ćılem těchto test̊u bylo naj́ıt nejlepš́ı možnou kombinaci algoritmů. Testy
byly provedeny na herńıch plochách 3 a 4-̌rádu.

Prvńı test byl spuštěn na zlomku herńıch ploch 3-̌rádu. Test sloužil pouze
jako demonstrace d̊uležitosti algoritmů hranové konzistence a představených
heuristik oproti čistému prohledáváńı s návraty, které lze přirovnat k brute-
force algoritmům. Hlavńı měřenou statistikou tohoto testu byl počet prohle-
daných stav̊u stavového prostoru před nalezeńım řešeńı.

Z tabulky 3.1 je patrné, že BT s dopřednou kontrolou a společně s heuristi-
kami prohledá v pr̊uměru několika násobně méně stav̊u. S vynuceńım hranové
konzistence je tento rozd́ıl řádový. Velmi špatných výsledk̊u dosahuje heu-
ristika MRV bez vynuceńı hranové konzistence. Jelikož před prohledáváńım
nejsou vyfiltrované domény, tak jsou všechny o velikosti n2. Tedy heuristika
MRV v prvńım kroku vyb́ırá proměnnou zcela náhodně, což může zp̊usobit,
že se BT vydá špatným směrem ve stavovém prostoru a objeveńı tohoto může
být výpočetně drahé.
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3.3. Systematické prohledáváńı

Tabulka 3.1: Pr̊uměrný počet prohledaných stav̊u v herńıch plochách Sudoku
3-̌rádu.

Algoritmus Počet stav̊u
BruteforceBT 2356
BT+FC 841
BT+FC+MRV 481049
BT+FC+LCV 625
BT+FC+MRV+LCV 40971
AC3+BT+FC+MRV+LCV 44
GAC+BT+FC+MRV+LCV 43
GAC+BT+FC+MRV 44

Na základě prvńıho testu byl proveden test heuristik, zda neńı výhodněǰśı
některou z heuristik vynechat a t́ım ušetřit výpočetńı výkon. Test byl uskuteč-
něn na 400 herńıch plochách 3-̌rádu. Měřenou statistikou byl opět počet stav̊u
tentokrát v závisloti na p.

Obrázek 3.1: Výsledky testu heuristik systematického prohledáváńı.

Výsledkem 3.1 je fakt, který jsme předpokládali z teoretické části, že kom-
binace těchto heuristik je opravdu lepš́ı než samostatné heuristiky.

GAC vs. AC3

Z předešlých výsledk̊u neńı zcela zřejmý rozd́ıl mezi použit́ım GAC a AC3, je-
likož obě metody vykazuj́ı podobné výsledky. Následuj́ıćı experiment byl opět
proveden na 400 herńıch plochách 3-̌rádu, ale oproti předchoźımu experimentu
bylo přidáno 400 herńıch ploch 4-̌rádu. Měřenými veličinami byl počet vyfil-
trovaných hodnot v závislosti na parametru p a potřebný čas k vyfiltrováńı
těchto hodnot opět v závisloti na p.

35



3. Experimentálńı část

Obrázek 3.2: Výsledky testu GAC vs. AC3.

Algoritmus GAC vždy v nejhorš́ım př́ıpadě odstrańı stejný počet hodnot
jako AC3, ale v rozsahu parametru p od 0,2 do 0,6 dosahuje až
o 10–20% lepš́ıch výsledk̊u. Prostředńı řada graf̊u na obrázku 3.2 obsahuje
úsečku, znázorňuj́ıćı počet hodnot v doménách před filtrováńım. Algoritmy se
k této úsečce přibližuj́ı a při hodnotě parametru p > 0,5 ji téměř koṕıruj́ı. Což
znamená, že dokáž́ı vyfiltrovat téměř všechny hodnoty, které nebude možné do-
sadit, a t́ım výrazně zmenšit stavový prostor před samotným prohledáváńım.
Z posledńı řady graf̊u je možné pozorovat, že GAC dosahuje lepš́ıch výsledk̊u
s rostoućım n, co se týče času stráveného filtrováńım. Počet hran, se kterými
je AC3 inicializován, je 4n2(n2

2
)
+n4(n−1)2. Ve srovnáńı s GAC, které pracuje

s 3n2 AllDifferent omezeńımi.

3.4 Lokálńı prohledáváńı

Hledáńı nejlepš́ı metaheuristiky pro řešeńı Sudoku prob́ıhalo laděńım para-
metr̊u. Součást́ı Sudoku solveru jsou metaheuristiky simulované ž́ıháńı, tabu
prohledáváńı a tabu prohledáváńı se stochaistickým prvkem WalkSAT. Me-
taheuristiky byly laděny na všech 400 herńıch plochách 3-̌rádu. Pro iteračńı
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3.4. Lokálńı prohledáváńı

limit byla zvolena konstanta s hodnotou 70, tedy algoritmus byl zastaven,
pokud hodnota účelové funkce neklesla pod dosud nejlepš́ı dosaženou hod-
notu za posledńıch 70n2 iteraćı. Pro tuto hodnotu metaheuristiky vykazovaly
nejlepš́ı výsledky. Pro menš́ı hodnotu byly algoritmy restartovány, dř́ıve než
mohly narazit na lokálńı minimum a pro výrazně vyšš́ı hodnoty naopak trávily
v těchto minimech př́ılǐs mnoho času. Po překročeńı iteračńıho limitu byly
algoritmy znovu spuštěny s novou počátečńı inicializaćı, pokud celkový čas
běhu nepřesáhl časový limit. Časový limit byl určen podle řádu herńı plochy.
5 sekund pro n = 3, 30 sekund pro n = 4. Pokud nebylo nalezeno optimálńı
řešeńı do časového limitu, pak byl pokus označen za neúspěšný. Časy pokus̊u,
které byly neúspěšné, nebyly započ́ıtány do výsledných čas̊u. V testech byly
měřeny 2 veličiny. Čas a úspěšnost. Obě v závislosti na parametru p.

Simulované ž́ıháńı

Simulované ž́ıhańı nab́ıźı 2 parametry. Parametr P , jenž určuje pravděpodob-
nost, se kterou bude přijato nejhorš́ı možné kandidatńı přǐrazeńı (Nejhorš́ı
možný tah zvětš́ı hodnotu účelové funkce o 4 body.) po výpočtu prvotńı tep-
loty, a parametr α. α je využita při ochlazováńı teploty, č́ım menš́ı α, t́ım
rychleǰśı bude chlazeńı. Test byl spuštěn pro hodnoty α ∈ {0.99, 0.95, 0.9}
a P ∈ {0.6, 0.4}.
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Obrázek 3.3: Výsledky laděńı parametr̊u Simulovaného ž́ıhańı.

Z výsledk̊u 3.3 lze pozorovat, že úspěšnost byla pro všechny kombinace
100 %. Nejlepš́ıch výsledk̊u dosáhla kombinace P =0,6 a α =0,9. Nedaleko za
ńı byly P =0,4, α =0,99 a P =0,4 a α =0,9. Z těchto výsledk̊u lze vyvodit, že
rychleǰśı konvergováńı k nižš́ım teplotám a menš́ı šance přijmut́ı zhoršuj́ıćıch
kandidát̊u přináš́ı pro Sudoku lepš́ı výsledky. Poprvé zde můžeme pozorovat
výrazně vyšš́ı časy pro herńı plochy s p od 0,2 do 0,5. Tento jev se nazývá
Phase Transition a budeme se j́ım zabývat v diskuzi na konci této kapitoly.

Tabu prohledáváńı

Samotné tabu prohledáváńı nab́ıźı pouze jeden parametr, a t́ım je konstanta
c, jenž představuje velikost tabu listu. Výsledná velikost tabu listu je cn2. Test
byl spuštěn pro hodnoty c ∈ {0.5, 1, 2, 3}.

Na grafech 3.4 pozorujeme sńıžeńı úspěšnosti a velký časový nár̊ust pro
hodnoty {2, 3}. Tabu list ideálńı velikosti by měl zabraňovat cyklickým změ-
nám, ale neměl by jinak omezovat pr̊uchod prostorem. Nejlepš́ıch výsledk̊u
bylo dosaženo s hodnotou parametru rovné 0,5.
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Obrázek 3.4: Výsledky laděńı parametru Tabu prohledáváńı.

Tabu prohledáváńı se stochaistickým prvkem WalkSAT

Na základě výsledk̊u předchoźıho experimentu jsme využili hodnotu parame-
tru, určuj́ıćıho velikost tabu listu, rovné 0,5. Dı́ky tomu stač́ı tuto metaheu-
ristiku ladit jen pro parametr P , jenž určuje s jakou pravděpodobnost́ı bude
přijat kandidát, který zhoršuje hodnotu účelové funkce. Testované hodnoty
byly {0.25,0.4,0.55,0.7}.

Obrázek 3.5: Výsledky laděńı parametru Tabu prohledáváńı se stochaistickým
prvkem WalkSAT.

Jako u simulovaného ž́ıháńı je úspěšnost 100 % pro všechny hodnoty P .
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Časově nejrychleǰśı je P =0,55, jen o pár milisekund pomaleǰśı je P =0,70.
Č́ım větš́ı hodnota P , t́ım v́ıce tato metaheuristika napodobuje samotné tabu
prohledáváńı. Při P = 1 jsou totožné. V rámci testováńı jsme zvolili pro
následné experimenty hodnotu P =0,55 jako lepš́ı.

Závěrem této podkapitoly je test metaheuristik s nejlepš́ımi dosaženými
parametry mezi sebou. Pro rekapitulaci těmito hodnotami parametr̊u jsou: si-
mulované ž́ıháńı P =0.6, α =0,9, tabu prohledáváńı c =0,5, tabu prohledáváńı
se stochaistickým prvkem WalkSAT c =0,5, P =0,55. Testy byly provedeny
na herńıch plochách 3 a 4-̌rádu.

Obrázek 3.6: Výsledky testu porovnáńı metod lokálńıho prohledáváńı.

Z výsledk̊u na 3.6 shledáváme podobné výsledky všech metaheuristik na
Sudoku 3-̌rádu. Na herńıch plochách 4-̌rádu jsou výsledky již rozd́ılné. Velkým
rozd́ılem je pokles úspěšnosti pro hodnoty p od 0,25 až 0,45. Dle úspěšnosti
si vedly totožně simulované ž́ıhańı a tabu prohledáváńı s prvkem WalkSAT.
Časově nejlépe si vedlo simulované ž́ıhańı. Naopak nejh̊uře v obou měřených
statistikách dopadlo samotné tabu prohledáváńı.

Z experiment̊u na metodách lokálńıho prohledáváńı můžeme pozorovat
trend, kterým se ub́ıraly výsledky jednotlivých metaheuristik, jenž ukazoval, že
hladověǰśı a rychleǰśı konvergováńı k lokálńım optimům neńı pro problém jako
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je Sudoku špatné ba naopak lepš́ı. Na základě tohoto trendu jsme zvolili tabu
prohledáváńı s prvkem WalkSAT jako lepš́ı metaheuristiku než simulované
ž́ıháńı pro následuj́ıćı testy. Z d̊uvodu myšlenky této metaheuristiky, která se
bĺıž́ı tomuto trendu v́ıce.

3.5 Srovnáńı

Posledńım a nejd̊uležitěǰśım experimentem bylo porovnáńı obou př́ıstup̊u.
Za systematické prohledáváńı byla zvolena kombinace GAC, BT, FC, MRV,
LCV. Metaheuristikou lokálńıho prohledáváńı bylo tabu prohledáváńı s prv-
kem WalkSAT s parametry c =0,5, P =0,55. Testy byly provedeny na všech
1200 herńıch plochách řád̊u 3,4 a 5. Měřenými statistikami byly opět čas
a úspěšnost v závislosti na p. Časové limity pro n = 3 a n = 4 z̊ustaly stejné
a to 5 a 30 sekund. Časový limit pro n = 5 byl nastaven na 300 sekund.

Obrázek 3.7: Výsledky testu porovnáńı metod systematického a lokálńıho pro-
hledáváńı.

Sudoku 3-̌rádu netvoř́ı pro algoritmy žádný problém. Oba př́ıstupy doká-
zaly vyřešit herńı plochy se 100% úspěšnost́ı v dobrém čase. Prohledáváńı
s návraty je zde rychleǰśı. Pro n = 4 již můžeme pozorovat pokles úspěšnosti
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obou př́ıstup̊u. U BT od p = 0,1 do p = 0,4. TS s WalkSAT je na tom lépe.
Pokles nastal v rozsahu p = 0,3 až 0,4. Na posledńım grafu 3.7 jsou výsledky
pro plochy 5-̌rádu. Zde jsou algoritmy v celku neúspěšné a vyžaduj́ı mnohem
větš́ı časový limit. Pokles pro upravené TS nastává opět déle než u BT, ale
od p = 0,3 do p = 0,5 je úspěšnost nulová. BT je zcela neúspěšné pouze
v rozsahu p 0,35 až 0,45. Oba algoritmy si znovu s přehledem dokážou poradit
s problémy od p = 0,55.

3.6 Diskuze

Z dosažených výsledk̊u nelze jednoznačně udělat závěr o tom, který př́ıstup je
lepš́ı. Metoda lokálńıho prohledáváńı dosahovala lepš́ıch výsledk̊u při ńızkých
hodnotách p. Významný rozd́ıl mezi metodami vyšel také v testu na plochách
4-̌rádu, kde TS bylo úspěšněǰśı. Naopak při testu n = 5 TS selhávalo už při
p = 0,2. Pro hodnoty p > 0,6 jsou výsledky téměř totožné.

Phase transitions

Implementované algoritmy s rostoućım n začaly ztrácet úspěšnost kolem hod-
noty p = 0,35. Okolo této hodnoty se náchazej́ı nejtěžš́ı problémy. Tento
jev, kdy dramaticky klesne úspěšnost a problémy se stanou mnohem těžš́ımi,
se nazývá phase transition. Cheeseman, Kanefsky a Taylor [24] ve své práci
uvád́ı, že každý NP-úplný problém má řad́ıćı parametr a nejtěžš́ı problémy se
nacházej́ı okolo kritických hodnot tohoto parametru. Pro Sudoku byl t́ımto pa-
rametrem, parametr p. Kritickými hodnotami(hranicemi, kde nástávala phase
transition) v našich výsledćıch byly přibližně p = 0,2 a p = 0,5.

Možná zlepšeńı

Zlepšeńı algoritmů by se mělo zabývat hlavně těžkými problémy mezi hra-
nicemi phase transition. Tyto problémy obsahuj́ı největš́ı množstv́ı lokálńıch
optim a slepých konc̊u pro systematické prohledáváńı. Systematické algoritmy
je možné vylepšit vynucováńım silněǰśı konzistence, a t́ım dále zmenšit stavový
prostor na úkor výpočetńıho výkonu. Z výsledk̊u se také ukázalo, že dopředná
kontrola (FC) je př́ılǐs slabá pro herńı plochy vyšš́ıho řádu. Zaj́ımavým tes-
tem by bylo porovnáńı s algoritmem MAC. Metody lokálńıho prohledáváńı
lze zlepšit v několika bodech. Prvńım je inicializace prvotńıho přǐrazeńı. Č́ım
lepš́ı bude prvotńı přǐrazeńı, t́ım bĺıž budeme hned z počátku globálńımu op-
timu, tedy v pr̊uměru by měl být počet iteraćı k dosažeńı optima menš́ı. Zde
se nab́ıźı využit́ı algoritmů hranové konzistence, které by mohly přinášet lepš́ı
výsledky než náhodná inicializace, která vytvář́ı prvotńı přǐrazeńı tak, aby ne-
byla porušena bloková omezeńı. Sudoku je fixńı problém, který se s velikost́ı
moc neměńı, tedy by stálo za úvahu, zda nelze vymyslet heuristiku speciali-
zovanou př́ımo pro tento problém.
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Závěr

Tato práce byla zaměřena na aplikaci několika state–of–the–art algoritmů sys-
tematického a lokálńıho prohledáváńı na zobecněnou variantu hry Sudoku mo-
delovanou jako problém splňováńı omezeńı. Vytyčené ćıle práce byly splněny.

V prvńı části jsme představili základńı algoritmus BT doplněný o me-
tody vynucováńı konzistenćı GAC, AC3, FC a heuristiky MRV, LCV, které
vedly prohledáváńı skrze stavový prostor k optimálńımu řešeńı. Dále byly
představeny metaheuristiky lokálńıho prohledáváńı založené na stoupáńı do
kopce jako simulované ž́ıháńı a tabu prohledáváńı, které stavěly na heuristice
Min Conflicts.

Ve druhé části jsme představené algoritmy aplikovali na zobecněnou va-
riantu hry Sudoku a implementovali jsme prototyp řešiče Sudoku v jazyce
Python.

Posledńım ćılem bylo porovnáńı implementovaných algoritmů. Běžné herńı
plochy 3-̌rádu netvořily pro algoritmy žádný problém. Algoritmy tyto plochy
vyřešily během několika setin až desetin sekundy. Systematický př́ıstup zde byl
rychleǰśı. Na plochách 4-̌rádu úspěšnost algoritmů poklesla. Největš́ı úspěšnost
zde měla metaheuristika lokálńıho prohledáváńı TS se stochaistickým prvkem
WalkSAT, která měla na nejtěžš́ıch plochách až o 30 % větš́ı úspěšnost. Plochy
5-̌rádu tvoř́ı exponenciálně větš́ı stavový prostor a algoritmy zde narazily a pro
plochy s 20–55 % předvyplněnými poli měly téměř nulovou úspěšnost. Úvodńı
hypotéza nemůže být potvrzena. Systematické algoritmy jsou efektivněǰśı pro
problémy, kde stavový prostor neńı obrovský nebo je možné ho redukovat. Me-
tody lokálńıho prohledáváńı nejsou tolik znevýhodněné zvětšeným stavovým
prostorem, ale potřebuj́ı vyšš́ı časový limit.

Dle dosažených výsledk̊u by bylo vhodné pro budoućı práce zvážit kom-
binaci obou př́ıstup̊u. Popř́ıpadě se zaměřit na nejtěžš́ı herńı plochy a hledat
v nich vlastnosti, na kterých by mohly vzniknout nové heuristiky. Nejtěžš́ı
herńı plochy zpravidla z počátku obsahuj́ı 25–40 % předvyplněných poĺı.
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https://doi.org/10.1109/SWAT.1971.1

[14] Berge, C.: Graphes et hypergraphes. Paris: Dunod, 1970, 502 s.

[15] Tarjan, R.: Depth-First Search and Linear Graph Algorithms. SIAM
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek

CSP Constraint satisfaction problem

BT Backtracking

SAT Boolean satisfiability problem

NC Node consistency

AC Arc consistency

PC Path consistency

GAC Generalized arc consistency

FC Forward checking

MAC Maintaining arc consistency

MRV Minimal remaining values

DVO Dynamic variable ordering

SVO Static variable ordering

LCV Least constraining values

TS Tabu search

SA Simulated annealing
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Př́ıloha B
Obsah p̌riloženého CD

README.txt .......................................... popis obsahu CD
src

SudokuSolver..........................zdrojové kódy implementace
Experiments ................ testovaćı data, experimenty a výsledky
Thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX

text
thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
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