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Abstrakt

Tato bakalatska prace se zabyva Problémem ¢inského listonose, konkrétné jeho neorientovanou a
orientovanou variantou. Problém ¢inského listonose je optimalizacni tloha z teorie grafi. V iivodu
je tento problém rozebran spolu se zavedenim definic pojmu pouzivanych v néasledujicich ¢astech
prace. Obé varianty problému jsou rozdéleny do jednotlivych krokia. Pro kazdy diléi krok jsou
popsany algoritmy, které ho fesi. V implementacni ¢asti prace jsou algoritmy implementovany a
spojeny do komplexniho feSeni Problému ¢inského listonoSe. Algoritmy jsou néasledné paralelizo-
vany pomoci knihovny OpenMP. Jednotlivé implementace algoritmu jsou testovany a porovnany
mezi sebou.

Klicova slova teorie grafii, Problém ¢inského listonose, eulerovsky tah, paralelizace

Abstract

This bachelor thesis deals with the Chinese postman problem, especially with undirected and
directed versions. The Chinese postman problem is an optimization problem from graph theory. In
the introduction, the problem is presented along with the definition of terms used in the following
sections. Both versions of the problem are divided into simple steps. For each of these steps
some algorithms are presented. In the implementation part of this thesis, those algorithms are
implemented and merged into a single solution to the Chinese postman problem. Implemented
algorithms are parallelized using the OpenMP library. Algorithms are then tested and compared
to each other.

Keywords graph theory, Chinese postman problem, eulerian cycle, parallelization
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Uvod

Problém ¢éinského listonoSe (anglicky Chinese postman problem — CPP) je tloha z teorie grafi.
V zékladni formé jde o hledani nejkratsi trasy pro postaka, ktery musi roznést postu do kazdé
ulice a vratit se zpét na poStu. Analogicky lze problém vyjadiit jako hledani nejkratsi trasy
grafem, ktera projde vsechny hrany a skonci ve vychozim vrcholu. Tento graf mize reprezentovat
mapu mésta, kde hrany jsou ulicemi a vrcholy kfizovatkami.

Podle typu hran lze rozliSovat jednotlivé varianty Problému ¢inského listonose. Podrobnéji
jsou tyto varianty popsany v ¢asti [L.3. Tato bakalarska prace se zabyva hlavné neorientovanou a
orientovanou variantou s celo¢iselnym kladnym ohodnocenim hran.

Predchiidce problému lze nalézt v ¢lanku Svycarského matematika Leonharda Eulera Solutio
Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis, ktery publikoval v roce 1736. Anglicky vysel v roce
1986 v knize Graph Theory 1736 — 1936 [E] Euler jako prvni nastolil problém, ktery vesel
ve vSeobecnou znamost jako hadanka sedmi mosti mesta Krdlovce. Tato hadanka je prvnim
vyjadfenim problému, ktery se stal zdkladnim kamenem pro rozvoj nového odvétvi matematiky
— teorie grafi. Podstata hadanky je nalezeni trasy, ktera projde kazdy z mosti v Kralovci pravé
jednou a skonci ve vychozim bodé. Euler ve svém c¢lanku ukézal, Ze tento problém nema feseni,
aniz by trasa néjaky most neprosla vicekrat.

Praktické vyuziti Problému ¢inského listonoSe netreba hledat pouze v roznaseni postovnich
zésilek. ReSeni lze uplatnit také napiiklad u ¢isténi ulic, trasovani linek autobusii [2], testovani
HW systémit [3]. navrhtt VLSI obvodit [4] nebo v &sticové fyzice, konkrétné ve fyzice konden-
zovanych latek [E] Daéle se Problém c¢inského listonose objevuje jako podproblém jinych tloh.
Kupiikladu u hledani nejkratsiho cyklu prochézejiciho vsemi vrcholy. Ten lze fesit pfevodem na
Problém obchodni cestujici nebo pfimo pomoci feSeni CPP jako jednoho z podproblému [6].

B Obrazek 1 Eulertiv ndkres Kralovce s mosty oznacenymi malymi pismeny. Zdroj: [EI]






Kapitola 1

Predstaveni problému

Pro formélni zavedeni Problému ¢inského listonose je treba si nejprve definovat nékteré pojmy
7z teorie graft.

1.1 Zakladni definice

» Definice 1.1. Graf G je usporddand dvojice neprdazdné konecné mnoziny vrcholu V' a mnoZiny
hran E. Znaci se G = (V, E).

Tato zédkladni definice je velmi volnd v tom, co se muze brat jako vrcholy a hrany. Definice
vibec netikd jaky vztah maji jednotlivé hrany a vrcholy. Do této definice se pomérné jednoduse
schovaji i multigrafy, které budou definovany pozdéji. Kvili zminéné volnosti jsou nize definovany
neorientované a orientované grafy, které jsou vice restriktivni z pohledu struktury.

» Definice 1.2. Neorientovany graf je graf, ktery jako mnozZinu hran E md podmnoZinu mnoziny
vSech neusporddangch dvojic vrcholi V. Hranu mezi vrcholy u a v znaéi se {u,v} a nazgvd se
neorientovana.

» Definice 1.3. Orientovany graf je graf, ktery jako mnozZinu hran E md podmnoZinu mnoZiny
vSech usporddangich dvojic vrcholi V. Hranu z vrcholu w do vrcholu v znaéi se (u,v) a nazjvd se
orientovana.

V téchto dvou definicich se mnozina hran da chapat v jistém smyslu jako binarni relace
na mnoziné vrcholi V. Vrcholy davad do vztahu, ktery se da nazvat sousedi s. Napiiklad na
obrazku jsou vrcholy a, b, c,d,e. Vrchol a sousedi s vrcholem b, takze mnozina hran tohoto
grafu jisté obsahuje dvojici a,b ({a,b} € E).

Je tieba si dat ovSem pozor na ten fakt, ze u neorientovanych graft jsou hrany reprezentovany
jako neusporddané dvojice a binarni relace je mnozina usporadanych dvojic. Zde intuice miize

B Obrazek 1.1 Neorientovany graf



Kapitola 1. Predstaveni problému

B Obrazek 1.2 Orientovany graf

mést a nékdo si mize myslet, ze pokud vrchol z je v relaci (sousedi s) vrcholem y, tak y musi byt
v relaci s (sousedit s) . Tato vlastnost relace se nazyva symetrie. U neorientovanych grafti tomu
tak opravdu je, ale problém nastane u orientovanych grafi, kde hrany jsou tzv. orientované —
pruchodné pouze v jednom sméru — a tedy tato relace nemusi byt symetricka.

Na obrazku [L.2 je orientovany graf, ktery v mnoziné hran obsahuje hranu (a, b), ale neobsahuje
hranu (b, a). Je tedy mozné se dostat z vrcholu a do vrcholu b, ale zpét uz ne.

» Definice 1.4. Multigraf je trojice (V, E,¢€) takovd, Ze

m V E jsou disjunktni mnoziny, kde V je neprdznd konecnd mnozina

mac: F— (‘2/) je zobrazent, které prirazuje kazZdé hrane jeji dva konce, (V

2) zZnaci mnozinu

neusporadangch dvojic ve V.

Definice multigrafu vyse odpovida zobecnéni definice neorientovaného grafu, protoze € zob-
razuje do mnoziny neusporadanych dvojic. Tato definice neumoznuje vytvorit graf, ktery by ob-
sahoval smycky — hrany zac¢inajici a konc¢ici v jednom vrcholu. Smycky vsSak nejsou dulezité pro
feseni CPP. Jednoduchou tpravou zobrazeni € lze definovat orientovanou variantu multigrafu.
Staci aby € zobrazovalo do mnoziny usporadanych dvojic vrcholti a hrany multigrafu budou mit
danou orientaci.

» Definice 1.5. Graf se nazgvd uplny pokud mmnozina hran obsahuje vsechny dvojice vrcholi.
Uplng graf o n vrcholech se znaci K,.

» Definice 1.6. Graf G = (V, E) se nazgvd bipartitni pokud ezistuje rozdélend vrcholi do dvou
mnozin A, BCVAANB=0ANAUB =YV takové, e pro kaZdou hranu plati V{u,v} € E,u €
ANv e B. Uplng bipartitni graf, kde n a m jsou velikosti partit se znact Ky, p,.

» Definice 1.7. Stupen vrcholu v neorientovaném grafu G = (V, E) je pocet hran spojujici dany
vrchol s jingmi vrcholy. Znaci se dega(v) = {u|u € V A (v,u) € E}|

Stupen vrcholu udéva pocet vrchold, které sousedi s danym vrcholem. Na obrazku EI je
stupeti vrcholu a roven 3, tedy degq(v) = 3.

Definice stupné vrcholu vyse je pouze pro neorientovany graf. V orientovaném grafu je rozdil
v tom, ze hrany maji smér a je tedy vhodné rozlisit takzvané vstupni a vystupni hrany vrcholu.

» Definice 1.8. Vstupnf stuperi vrcholu v orientovaném grafu G = (V, E) je pocet orientovangjch
hran koncicich ve vrcholu v. Znaci se degl(v) = [{u|u € V A (u,v) € E}|

» Definice 1.9. Vystupni stupeti vrcholu v orientovaném grafu G = (V, E) je pocet orientova-
ngjch hran zacinajicich ve vrcholu v. Znaci se degs(v) = {u|u € V A (v,u) € E}|.

» Definice 1.10. Stupen vrcholu v orientovaném grafu je soucet vstupniho a vystupniho stupné
vrcholu. degg(v) = degg (v) + degg (v)



1.1. Zakladni definice

B Obrazek 1.3 Neorientovany ohodnoceny graf

V grafu na obrazku ma vrchol a vstupni stupen vrcholu roven 0 a vystupni stupen roven
2, protoze z a vychédzi dvé hrany (do vrcholt b a ¢) a zddnd v ném nekondi. To se zapiSe takto:
degl(v) = 0 a degg(v) = 2.

» Véta 1.11. (o0 sudosti) Pro kazdy graf G = (V, E) plati

Y degg(v) = 2|E|

veV

Dikaz. Stupen vrcholu je roven poctu hran obsahujicich dany vrchol. Sec¢tenim stupnt vsech
vrcholl se zapocte kazda hrana dvakrat, coz dava soucet 2 |E|. <

» Dusledek 1.12. V kazZdém grafu je pocet vrcholu lichého stupné sudy.

» Definice 1.13. Necht G = (V, E) je neorientovany graf. Hustotou neorientovaného grafu G
se nazyvd pomer
__ 2|E]

VI(vI-1)

» Definice 1.14. Necht G = (V, E) je orientovany graf. Hustotou orientovaného grafu G se
nazyvd pomer

d

__ |E
VIVI=1)

V literatufe se ¢asto mluvi o hustych a Fidkych grafech (anglicky dense a sparse). Intuice
radi, ze ridké grafy maji malo hran, kdezto husté maji mnoho hran a blizi se k tplnym grafam.
Definice vyse definuji hustotu grafu jako pomér poctu hran v grafu ku poc¢tu moznych hran
v grafu. Kazdému grafu pfirad{ hustotu z intervalu (0, 1), kde 0 znaéi graf bez hran a 1 oznacuje
uplny graf. Rozdil v definici pro orientovany a neorientovany graf je kvuli riznému maximalnimu
poctu hran.

d

» Definice 1.15. Necht G = (V, E) je graf a w : E — R je zobrazend, které kaZdé hrané e € E
priradi ¢iselnou hodnotu w(e). Tato hodnota se nazjvd viha hrany e, zobrazeni se nazgvd vihova
funkce a graf se nazyjvd ohodnoceny.

Ohodnoceny graf didvd moznost jak kazdé hrané (dvojici vrchold) pfifadit néjakou ¢iselnou
hodnotu, coz pomahd lépe a presnéji reprezentovat data v realnych situacich. Napriklad u re-
prezentace sité vodovodniho potrubi grafem hrany budou predstavovat trubky a vrcholy budou
propojeni téchto trubek. Pomoci vah kazdé hrané (trubce) je mozné prifadit vdhu, kterd by
odpovidala napriklad jeji délce, kapacité nebo_aktudlnimu pratoku.

Priklad ohodnoceného grafu je na obrazku [1.3. Graf obsahuje stejné vrcholy a hrany jako graf
na obrazku [L.1], ale zde ma kazda hrana prifazenou néjakou ¢iselnou hodnotu. Naptiklad hrana
e = {a, b} m& pfifazenou hodnotu w(e) = 4, tedy vdha hrany e je 4.

» Definice 1.16. Necht G = (V, E) je graf, posloupnost (vo,e1,v1,...,€n,v,) se nazgvd sled
pokud:

(9}
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m v; €V pro vdechna i € {1,...,n}
m e; = (vi—1,v;) € E pro vechna i € {1,...,n}

» Definice 1.17. Sled v grafu se nazgvd tah pokud se v ném neopakuji hrany. Tah se nazyvd
uzavieny pokud zacind a konci ve stejném vrcholu. Tah se nazyvd eulerovsky pokud obsahuje
vsechny hrany grafu.

» Definice 1.18. Graf je eulerovsky pokud v ném existuje uzavreny eulerovsky tah.

» Véta 1.19. Neorientovany graf je eulerovsky prdavé tehdy, kdyz je souvisly a kazdy stupen
vrcholu je sudy.

Dukaz. Viz pfedndska 10 v [[]. <

» Véta 1.20. Orientovany graf je eulerovsky prdavé tehdy, kdyz je silné souvisly a pro kaZdy
vrchol v € V' plati deg(v) = degg (v).

Diikaz. Viz [B; s. 3] <
» Definice 1.21. Sled v grafu se nazgvd cesta pokud se v ném neopakuji vrcholy.

» Definice 1.22. Neorientovany graf G = (V, E) se nazyvd souvisly pokud v grafu pro kaZdou
dvojici ruznich vrcholi u,v € V- AN u # v existuje néjakd cesta z u do v .

» Definice 1.23. Orientovany graf G = (V, E) se nazgvd slabé souvisly pokud v grafu pro

kazdou dvojici riznych vrcholi u,v € V. Au # v existuje néjakd cesta z w do v nebo z v do u.
Orientovany graf G = (V, E) se nazjvd silné souvisly pokud v grafu pro kazZdou dvojici riznijch

vrchold u,v € V Au # v existuje néjakd cesta z u do v a zdroven existuje néjakd cesta z v do u.

» Definice 1.24. Vahou sledu v ohodnoceném grafu se nazgvd soucet vah vsech hran v sledu.

Casto se ohodnoceni hran bere jako délka hran. Je vhodné definovat i vzdalenost dvou vrcholi
grafu, které nejsou spojeny hranou.

» Definice 1.25. Pro libovolné dva vrcholy u,v ohodnoceného grafu je vzddlenost d(u,v) mini-
mum z délek vsech cest z u do v, pripadné co, pokud Zddnd uv-cesta neexistuje.

» Definice 1.26. Nejkratsi uv-cesta je libovolnd uv-cesta, jejiz délka je rovna vzddlenosti d(u,v).

Pokud u = v, poté se voli vzdalenost vrcholu od sebe samého jako 0. Pro neorientované grafy
jisté plati, ze d(u,v) = d(v, u).

» Definice 1.27. Pdrovini v grafu G = (V, E) je mnoZina hran M C E takovd, Ze kaZdy vrchol
grafu G patri nejvyse do jedné hrany z M. Pdrovani je perfektni, pokud kazdy vrchol grafu G
patri prave do jedné hrany z M.

» Definice 1.28. Pdrovdni se nazgvd maximalni, pokud neeristuje pdrovdni, které md vétsi
soucet vah vsech hran.

Casto se v teorii Fesi maximalni parovani ve smyslu poctu hran, takové parovani se nazyva
maximalni kardinalni parovani. Parovani, u kterého se maximalizuje soucet vah hran, se nazyva
maximalni vazené parovani. Tento text zabyva hlavné vazenym parovanim, proto se maximalnim
parovanim mysli maximélni vazené parovani, pokud nebude explicitné napsano jinak.

» Definice 1.29. Perfektni pdrovini se nazgvd minimalni, pokud neezistuje perfektni pdrovdini,
které by melo mensi soucet vah vsech hran.

» Véta 1.30. Minimdlni perfekini pdrovini v grafu existuje prdavé tehdy, kdyz existuje néjaké
perfekini pdrovdni v grafu.
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Dukaz. =-: Minimalni perfektni parovani je perfektni parovani.

<: V mnoziné vsech moznych perfektnich parovani v grafu jisté existuje takovy, jehoz vaha
bude minimalni, protoze mnozina vrcholi grafu je koneéna a tak je konecny i pocet vSech riznych
perfektnich parovani. <

Definice, véty, dukazy a dusledky uvedené vyse byly pfevzaty a nékteré upraveny z materidlu
predméti BI-AGI [9] a BILAG2 [[7].

1.2 Formulace problému

Problém ¢inského listonose (anglicky Chinese Postman Problem — CPP) jako prvn{ formuloval
¢insky matematik Mei-Ko Kwan (romanizovano také jako Mei-Gu Guan) v ¢ldnku z roku 1960,
ktery byl v roce 1962 prelozen do angli¢tiny [10].

Plvodni formulace:

,Postak musi roznést dopisy v daném sousedstvi. Vyjde z posty, musi projit_kaZdou ulici a
skondit zase na posté. Jakou trasu md zvolit, aby usel co nejkratsi vzddlenost?“ [10]

Tuto formulaci poté prevedl na optimalizac¢ni dlohu na grafu:

,Ddno souvisly graf obsahujici 2n vrcholu lichého stupné a zbytek vrchold md sudy stupern.
Predpoklddejme, zZe musime pridat do grafu hrany s ndsledujicimi vlastnostmi: pocet hran prida-
nych k vrcholu lichého stupné je lichy a pocet hran pridanych k vrcholu sudého stupné je sudy.
Musime minimalizovat celkovou délku pridangch hran.“ [[10]

V této tloze Guan tise predpokladd, ze se jedna o neorientovany ohodnoceny graf, kde vaha
hran predstavuje jeji délku. Pro orientovany graf je treba zarucit silnou souvislost grafu, coz je
ukézano v kapitole B. P¥idanim hran podle popisu vznikne (multi)graf. Tento graf je eulerovsky,
protoze souvislost grafu je dédna a vrcholim sudého stupné se zvedne stupen o sudé ¢islo a
vrcholim lichého stupné se zvedne stupen o liché ¢islo a tim paddem vsechny vrcholy budou mit
sudy stupen.

1.3 Varianty CPP

Z definice problému vyplyva, Ze existuji ruzné varianty a to nejen pro neorientované a orientované
grafy. Pfirovnanim k hledani nejkratsi trasy pro postaka lze zjistit, ze v ur¢itych piipadech nelze
na realnou situaci aplikovat pfimo jednu ze zminénych variant a je potifeba tlohu upravit.

Zékladnim typem CPP je jiz zminéné neorientovand varianta (UCPP — Undirected CPP).
V grafu jsou pouze neorientované hrany, coz znamend, Ze je mozné projit hranou (ulici) v ja-
kémkoli sméru. Vlastnosti UCPP:

= pouze neorientované hrany
m lze Fesit v polynomidlnim case [[11]
= definovéno v [[1(]

Druhym typem je orientovand varianta (DCPP — Directed CPP). Graf obsahuje pouze ori-
entované hrany, které lze prochazet pouze v jednom sméru. Orientace hran dovoluje modelovat
situace jako napriklad jednosmérné ulice, avsak neexistuje moznost jak modelovat obousmérné
ulice. Pridani hrany v opa¢ném sméru by nepomohlo, protoze by tim byl pozadovan priichod ulici
obéma sméry, coz neni stejné jako moznost prichodu nezavisle na sméru. Vlastnosti DCPP:

= pouze orientované hrany
m lze Tesit v polynomidlnim case [[11]

m definovéno v [2]



Kapitola 1. Predstaveni problému

Presnéjsi modelovani redlnych situaci a feSeni vyse zminéného problému piinasi smisena uloha
(MCPP — Mixed CPP). V této tloze je dovoleno pouzivat jak orientované, tak neorientované
hrany. Neorientované hrany se pouziji na reprezentaci ulic, které jsou obousmérné a staci je
projit jen jednou v néjakém sméru. Orientované hrany mohou reprezentovat jednosmérné ulice
nebo napriklad siroké ulice, které je potrebné projit v obou smérech. Vlastnosti MCPP:

= neorientované i orientované hrany
= NP-tézky problém [[12], [13]
m definovano v [12]

V redlném prostfedi ¢asto nastava situace, kdy obtiznost prichodu ulici zavisi na sméru
pricchodu. Pifkladem je ulice v kopci nebo vitr kladouci odpor pii chiizi proti nému. Reseni
prindsi asymetrickd varianta CPP (WPP — Windy Postman Problem). Tato varianta pracuje
nad neorientovanym grafem a kazdé neorientované hrané prirazuje vahu podle sméru pruchodu.
Vlastnosti WPP:

= neorientované hrany

m vaha hrany zavisi na sméru prichodu
m NP-tezky problém [14]

= definovdno v [[12]

Je vhodné zminit, ze WPP se da Tesit v polynomialnim case pokud pro kazdy cyklus v grafu
plati, Ze souet vah hran v jednom sméru je roven souctu vah hran ve sméru opacném [[14]. Tato
podminka nenf slozitd splnit. Pokud véha hrany (ulice) uréuje napiiklad stoupdni (resp. klesani),
pak tato podminka bude splnéna. Kazdy cyklus bude mit soucéet roven 0 v obou smérech, protoze
cyklus zacind a konci ve stejné vysce. JednodusSe feCeno, co cesta nastoupa musi i klesnout.

Dalsi situaci, kterd se casto objevuje, je pridani ulic, které neni potieba projit, ale lze je
vyuzit ke zkraceni celkové délky trasy. Tato varianta se nazyva problém venkovského postaka
(RPP — Rural Postman Problem). V tomto pripadé se nepozaduje, aby Feseni obsahovalo vSechny
hrany, ale pouze podmnozinu hran — povinné hrany. Vlastnosti RPP:

= neorientované i orientované varianty

= mnozina povinnych a nepovinnych hran
= NP-tezky problém [[15]

= definovano v [115]

V piipadé velmi velkého vstupu se lze uchylit k aproxima¢nim algoritmim a heuristikdm.
Napriklad u WPP, pokud podminka na stejnou délku cykli v obou smérech neni splnéna, ale
rozdil téchto délek je ,,maly“, pak lze vyuzit k FeSeni aproximadni algoritmus popsany v [14].
Dalsi aproximadni algoritmy pro WPP jsou v [16]. Aproximacni algoritmy pro MCPP lze nalézt
v [2] a podrobnéji rozebrané v [17]. Heuristiky k FeSeni neorientovanych i orientovanych variant
problému venkovského postdka jsou popsany v [15].



Kapitola 2

Neorientovany problém cinského
listonose

Pro jednoduchost v této kapitole je pod pojmem graf minén souvisly neorientovany ohodnoceny
graf, pokud nebude explicitné napsano jinak. Nasledujici podkapitoly predpoklddaji, ze vstupni
grafy jsou pouze kladné celociselné ohodnocené.

Puvodni formulace problému od matematika Mei-Gu Guana zni: ,, Ddno souvisly graf obsa-
hugjici 2n vrcholu lichého stupné a zbytek vrcholi maji sudy stupen. Predpoklddejme, zZe musime
pridat do grafu hrany s ndsledujicimi vlastnostmi: pocet hran pridangch k vrcholu lichého stupne
je lichy a pocet hran pridangch k vrcholu sudého stupné je sudy. Musime minimalizovat celkovou
délku pridangch hran.s [10]

Sam Guan ve stejném c¢lanku ukazal, ze pro mnozinu pridanych hran musi platit nasledujici
podminky, aby feseni problému bylo optimalni:

= Maximéalné jedna hrana je pfiddna mezi kazdou dvojici vrcholi — maximalné jedna kopie.

m Pro kazdy cyklus v rozsifeném grafu plati, ze celkova vaha pridanych hran neni vétsi nez
polovina vahy celého cyklu.

Jeho dikaz byl konstruktivni, ¢imz ukézal nejen, za jakych podminek je feSeni optimdlni, ale
také jak ho nalézt [10].

V roce 1973, tedy 11 let po zvefejnéni anglického prekladu ptvodniho ¢lanku, publikovali
americti matematici Jack Edmonds a Ellis L. Jonhson ¢lanek [L1], ve kterém ukézali, Ze Problém
¢inského listonose lze redukovat na hledani maximélniho parovani, které je resitelné v polynomi-
alnim Case, coz Edmonds ukazal jiz v roce 1965 [L§].

Ve formé celociselného programovani se problém da formulovat jako minimalizace pridani vah
takto:

Necht G = (V, E) je graf a transformuje se ho do grafu G’, ve kterém budou vSechny vrcholy
sudého stupné. Necht x;; je pocet kopil hran (cest) {v;,v;} (i < j) potfebnych k transformaci
G. Necht N(v;) je mnozina vrcholi sousedici s vrcholem v;. Mnozina vrcholu lichého stupné se
oznacuje jako T

Minimalizuj

E Cij xij

{viw;}eE

pri¢emz:
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Z {1 (mod2) ifwv; €T
Tij = .
vy N () 0 (mod?2) ifv, e V\T

Zij € {071} ({'Uivvj} € E)a

kde ¢;; je délka nejkratsi cesty mezi vrcholy v; a v; [E}
Reseni UCPP se rozdéli na postupné feseni diléich tikoli, které se daji fesit riznymi meto-
dami/algoritmy v nésledujicich krocich.

= Krok 1. Nalézt vsech 2k vrcholu lichého stupné.

Z Véty o sudosti a jejtho dusledku je zrejmé, ze v grafu je sudy pocet vrchola
lichého stupné. Tento krok nevyzaduje pouziti néjakého sofistikovaného algoritmu, provede
se jednoduchou iteraci pfes vrcholy grafu a ziskd se stupeti vrcholu degg (v).

= Krok 2. Vyhledat nejkratsi cesty mezi dvojicemi vrcholt lichého stupné.
= Krok 3. Sestrojit uplny graf Ko s vahami spocitanymi v kroku 2.

= Krok 4. Nalézt minimaln{ perfektni parovani v Kog.

Perfektni parovani v Ky jisté existuje, staci parovat postupné dvojice vrcholi v néjakém
poradi vrcholt a tim padem z Véty plyne, Ze minimélni perfektni parovani v kroku 4
existuje.

= Krok 5. Vytvorit upraveny graf priddnim do ptivodniho grafu hrany podél cest z kroku 2
mezi vrcholy parovani z kroku 4.

= Krok 6. Nalézt eulerovsky tah v upraveném grafu.

2.1 Hledani nejkratsich cest

Pro nalezeni optimélniho feSeni je tfeba nalézt minimalni perfektni parovani. Do toho je vSak
tfeba spocitat vahy mezi vsemi dvojicemi vrchola lichého stupné. Pokud se nad vahami hran
uvazuje jako na jejich délkami, tak se budou hledat nejkratsi cesty.

Algoritmu k hleddni nejkratsich cest v grafu je znamo nékolik. Kazdy mé své vyhody a nevy-
hody. V této kapitole jsou ukézany dva zakladni. Tim prvnim algoritmem je asi ten nejznaméjsi,
Dijkstriv, ktery hledd nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do ostatnich. Druhym algoritmem je
Floydtav—Warshalltiv algoritmus. Ten hledd nejkratsi cesty mezi vsemi dvojicemi vrcholi grafu
najednou.

Nize popsané algoritmy vyuzivaji faktu, ze pokud existuje nejkratsi cesta z vrcholu a do
vrcholu b a nékde na té cesté je vrchol ¢, tak ¢ast cesty mezi vrcholy a a ¢ je nejkratsi cesta mezi
témito vrcholy. Diky tomu je mozné konstruovat nejkratsi cesty postupné [19].

2.1.1 Dijkstriv algoritmus

Dijkstriv algoritmus je algoritmus na hledani nejkratsich cest v grafu. Predstavil ho nizozemsky
matematik Dijkstra ve svém ¢lanku v roce 1959 [19]. Algoritmus pracuje spravné na nezaporné
ohodnocenych grafech [@]

Algoritmus popsany v pseudokédu E, pracuje s tfemi stavy vrcholi. Stav nenalezeng repre-
zentuje vrchol, ktery jesté nebyl nenavstiven. Otevreny je vrchol, ktery algoritmus jiz navstivil,
ale jesté k nému nebyla nalezena nejkratsi cesta. Uzavreny vrchol jiz byl navstiven a také k nému
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byla nalezena nejkratsi cesta. Algoritmus je konecny, protoze v kazdé iteraci uzavie pravé jeden
vrchol, ke kterému se jiz nebude vracet. Dikaz korektnosti 1ze nalézt v [20, s. 146-148].

Algoritmus 1: Dijkstrav algoritmus

Vstup : Graf G, pocateéni vrchol v
Vystup: Pole vzdalenosti dist, pole predchidcu prev
1 Pro vSechny vrcholy v:
2 stav(v) < nenalezeny
3 dist(v) < 400
4 prev(v) < nedefinoviano

5 dist(vg) < 0
6 stav(vg) + otevieny

7 Dokud existuji oteviené vrcholy:

8 Vyber otevieny vrchol v, jehoz dist(v) je nejmensi
9 Pro vSechny sousedy w vrcholu v:

10 Pokud dist(w) > dist(v) + d(v, w):

11 dist(w) + dist(v) + d(v,w)

12 stav(w) « otevieny

13 prev(w) < v

14 stav(v) + uzavieny

Pii ulozeni vSech dat do pole vznikne algoritmus, ktery pobézi v ¢ase O(|V|?). Inicializace trva
O(]V]) a vnéjsim cyklem algoritmus projde pravé |V |-krat. V cyklu se pokazdé hledd minimum
ze vzdalenosti vrcholtl, coz trva O(|V]) a poté se prochézi jednotlivi sousedi daného vrcholu [20].

Pro zlepseni asymptotické slozitosti tohoto algoritmu je mozné vyuzit néjakou datovou struk-
turu, kterd umoznuje rychle vyhleddvat a extrahovat minimum a snizovat hodnoty. Struktura,
ktera zvlada tyto operace, se nazyva prioritni fronta. Existuji implementace prioritni fronty,
které dokazi nalézt a extrahovat minimum rychleji nez prostym prichodem v poli, ale zaplati se
za to zpomalenim operace snizeni existujici hodnoty, kterd je v poli trva konstantni dobu.

Jednou implementaci je bindrni halda, ktera vytvori z prvka bindrni strom, jehoz kofen je
nejmensi prvek. Vyhoda binarni haldy je jeji jednoduchost. Druhou implementaci je Fibonacciho
halda, kterd si také tvori strom a dava jesté lepsi asymptotickou slozitost u nékterych operaci. Na
rozdil od bindrni haldy je Fibonacciho halda pomérné slozitd na implementaci a lepsi asympto-
ticka slozitost se projevi az u velkych vstupt. Vice o bindrni haldé se lze dozvédét v prednasce
4 v [9] a v [20, s. 84-89], vice o Fibonacciho haldé v prednasce 8 v [[7] a v [20, s. 422-428].

P1i pouziti bindrni haldy pro ukladani vrchola vyjde asymptotickd slozitost Dijkstrova algo-
ritmu jako O((|V| + |E|) -log|V'|). Pfi pouziti Fibonacciho haldy se asymptotickd slozitost snizi
na O(|E| + |V|-log|V|) [20, s. 148-149].

Zrekonstruovani cesty z vrcholu u do vrcholu v z pole predchidci je treba provadét postupné
odzadu. Na zacatku bude cestu tvorit pouze vrchol v. Poté se bude na zacatek této cesty pridavat
predchudce prvniho vrcholu cesty, dokud cesta nebude zacinat ve vrcholu u. Cesta z u do v
neexistuje, pravé kdyz predchidce v neni definovan.

K ziskéni nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholi lichého stupné 1ze Dijkstrav algoritmus
opakované spoustét z jednotlivych vrchola.

2.1.2 Floydiv—Warshalltiv algoritmus

Floydiav—Warshalluv algoritmus hledd nejkratsi cesty mezi vsemi vrcholy grafu najednou. Graf
muze byt orientovany i neorientovany. Algoritmus pracuje spravné na grafu, ktery obsahuje hrany
zaporné délky, ale nesmi obsahovat zaporné cykly. Své jméno ma po dvou védcich, Robertu W.
Floydovi a Stephenovi Warshallovi, ktef{ ho publikovali nezdvisle na sobé v roce 1962 [21], [22].
Nebyli ovSem prvni, kteri tento algoritmus predstavili. Jiz v roce 1959 francouzsky matematik

11
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Bernard Roy publikoval algoritmus na hledani tranzitivniho uzavéru, ktery je ekvivalentni hledani
nejkratsich cest [23].

Algoritmus bere na vstupu matici délek hran, znaéf se ji D, ijt4 pozice matice obsahuje
délku hrany mezi itym a jtym vrcholem. Pokud hrana neexistuje, tak ijta pozice je dana jako
DZQJ = 00. Poté se postupné poéitd matice vzdalenosti DF, ktera na ijté pozici obsahuje délku
nejkratsi cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j pouze za pouziti prvnich k& vrcholi jako vnitinich vrcholi.
Matice D" se spoéité jako min(D¥;, D, + Df ). Na konci matice D" (n znaéi pocet vrcholi)
obsahuje délky nejkratsich cest mezi dvojicemi vrcholi nebo oo, pokud cesta neexistuje. Diukaz
korektnosti 1ze nalézt v [20, s. 154-155].

Algoritmus 2: Floyduv—Warshalliv algoritmus

Vstup : Matice délek D°

Vystup: Matice vzdédlenosti dist, matice ndsledniki next
1 dist < D°
2 Pro kazdou dvojici i, j:
3 next(i)(j) < j

4 Prok=0,....n—1:

5 Proi=1,...,n:

6 Proj=1,...,n:

7 Pokud dist(i)(j) > dist(i)(k) + dist(k)(5):
8 dist(i)(j§) < dist(z)(k) + dist(k)(j)

9 next(i)(j) < next(k)(y)

Pri blizsi prozkoumani je mozné si v§imnout, ze v algoritmu E neni pouzito pro kazdé k
vlastni matice, ale vSe se poc¢ita v matici, kterd bude obsahovat vysledek. V ptipadé prepisovani
hodnot pf{mo na misté, nenf mozné rozlisit, zda se ¢te Df , nebo DETL. Jak ukéZze lemma .1
obé hodnoty jsou si rovny a tedy nebude vadit prepisovani matice. Timto se radikalné zredukuje
pouzivany prostor v pameéti.

, . y . okl ok k+1 _ Pk
» Pomocné tvrzeni 2.1. Pro vsechna i, j, k plati Dy =Dkt o Dy =Dy
Diikaz. Levd a prava strana rovnost{ se lis{ pouze tim, zda lze pouzit (k4 1)ni vrchol jako vnitini
vrchol. Ten se ale jako vnitini vrchol pouzivat nebude, protoze je jiz pouzit jako pocatecni, resp.
koncovy, vrchol. |

Jak je vidét z pseudokodu E, Floydiv—Warshalltiv algoritmus je velmi jednoduchy na imple-
mentaci a jeho ¢asovd slozitost je O(|V[*) [20].

2.2 Hledani parovani

Dalsim krokem po nalezeni nejkratsSich cest v grafu mezi vrcholy lichého stupné je konstrukce
uplného grafu Ko s pravé napocitanymi délkami jako vahami mezi vrcholy. Vahy hran budou
jisté kladné, protoze vstupni graf je kladné ohodnoceny a tedy nejkratsi cesty maji kladnou délku.
V tomto grafu se poté bude hledat minimélni perfektni parovani. Toto parovani urci, které hrany
se budou muset projit vicekrat a jeho minimalita zaruc¢i optimalitu Feseni.

2.2.1 Minimalni perfektni parovani

Problém hleddni minimélniho perfektniho parovani v iplném grafu lze prevést na problém hledani
maximélniho parovani v upraveném uplném grafu.



2.2. Hledani parovani

Upraveny graf bude obsahovat stejné vrcholy a hrany, ale zméni se pouze vdhova funkce.
Necht m = maxreg(w(f)) + 1. Novd vdhova funkce bude mit pfedpis w'(e) = m — w(e). Nova
vaha hrany bude rovna rozdilu maxima z vah ptvodnich hran a vahy dané hrany. K této nové
vaze se pricte jesté jednicka, ktera zaruci, ze vahy vsech hran budou ostfe vétsi nez nula.

» Pomocné tvrzeni 2.2. Mazimdlni pdrovani v upraveném grafu je perfektns.

Dikaz. Pro spor lze predpokladat, ze maximalni parovani by nebylo perfektni. Protoze graf ma
sudy pocet vrcholi, jisté existuji alespon dva vrcholy u, v, které nejsou v parovani. Protoze graf
je uplny, v grafu existuje hrana mezi v a v, ta m4 jisté kladnou vdhu. ProtoZe tato hrana neni
v parovani a v parovani neni ani jeden z jejich konct, parovani lze o tuto hranu zvétsit, ¢imz
vznikne spor s tim, ze parovani bylo maximélni. <

» Pomocné tvrzeni 2.3. Mazimdlni pdrovani v upraveném grafu odpovidd minimdlnimu per-
fektnimu pdrovdni v puvodnim grafu.

Dikaz. Z lemma @ vyplyva, ze maximalni parovani v upraveném grafu je perfektni. V upra-
veném grafu se hledda maximalni parovani, tedy takové, které ma maximalni soucet vah hran.
Hrany v upraveném grafu maji vihu rovnou rozdilu maxima (+1) a vdhy v ptuvodnim grafu.
Hleda se tedy parovani, ve kterém maji hrany co nejvétsi rozdil od maxima z vah, coz odpovida
hledani minimalniho perfektniho parovani v ptivodnim grafu. <

7 téchto lemmat vyplyva, ze problém hledani minimélniho perfektniho parovani lze prevést
na hledani maximélntho parovani, coz je pomérné rozsifeny problém v teorii grafi.

2.2.2 Maximalni parovani

Hledanim maximalniho parovani v obecném grafu se zabyval Jack Edmonds v sérii svych ¢lank,
zejména v tom z roku 1965 [18] a pozdéji pfimo ve spojitosti s Problémem ¢inského listonose
v roce 1973 [11]. Do té doby se matematici zabyvali hleddnim maximélnfho pérovani pouze
v bipartitnich grafech.

Edmonds predstavil algoritmus, ktery umi nalézt maximalni parovani v obecném grafu. Tento
algoritmus se nazyvd Edmondstv nebo také kvétinovy (anglicky blossom algorithm) podle pojme-
novani cyklu liché délky. Tato prace se nezabyvéa zkouménim Edmonsova algoritmu do hloubky,
protoze se jednd o pomérné slozité téma, které by mozna samo vydalo na bakalarskou praci.
Z téchto divodi je zde pouze nastin, jak algoritmus funguje.

Zékladni pseudokdd algoritmu se da zapsat velmi jednoduse, jak je vidét v algoritmu E
Vyuziva Bergeho véty, kterd rika, ze parovani je maximalni pravé kdyz neexistuje zlepsujici
cesta [24]. Zlepsujici cestou se nazyva cesta v grafu, kterd zvysi pocet hran nebo vahu parovani
v zavislosti na tom jaky problém fesime. Obtizna ¢ast algoritmu je pravé v hledani zlepsujici
cesty.

Algoritmus 3: Edmondstv algoritmus

Vstup : Graf G, zédkladni parovani M
Vystup: Maximélni parovani
P + zlepSujici cesta na G s parovanim M

=

Pokud P je neprazdna:

vylepsi parovani M podél cesty P

rekurzivné spoc¢itej maximalni parovani na G s vylepSenym parovanim
Jinak:

vrat parovani M

S A WN

13



14

Kapitola 2. Neorientovany problém c¢inského listonose
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B Obrazek 2.1 Kontrakce kvétu do jednoho vrcholu

Kvétinovy algoritmus zakladd na algoritmu hleddni maximéalniho parovani v bipartitni grafu,
ktery postupné hleda zlepsujici cesty, o které lze parovani zvétsit. Problém u graf, které nejsou
bipartitni, nastane, kdyz algoritmus narazi na kruznici obsahujici lichy pocet vrcholi. Takova
kruznice jisté existuje v kazdém grafu, ktery neni bipartitni. Algoritmus pak muze vracet ne-
spravné vysledky. Situaci, kdy narazi na kruznici liché délky, kvétinovy algoritmus detekuje a
kruznici slouc¢i do nového pseudovrcholu, kterym poté kruznici nahradi a rekurzivné za¢ne hledat
zlepsujici cestu v_grafu bez dané kruznice lichého stupné.

Na obrazku je vidét jak funguje kontrakce kruznice liché délky, v tomto pripadé délky 5.
V této kruznici mohou byt v parovani maximalné 2 hrany. Tlusté ¢ary oznacuji hrany parovani.
Vrcholy, které nejsou soucasti parovani, se nazyvaji volné. Pokud v grafu existuje cesta, ktera
zacind a konci volnym vrcholem a hrany cesty postupné stiidaji zda jsou v parovani, lze ji vyuzit
k zvétseni parovani co do poctu hran.

Podrobny popis fungovani algoritmu a dikaz korektnosti 1ze nalézt v _[11]. Ukézka algoritmu
s obrazky, které ukazuji, jak jednotlivé kroky algoritmu funguje jsou v [25].

Slozitost Edmondsova algoritmu v zékladni jednoduché formé je O(|E||V]?) [25]. S hojnym
pouzitim prioritnich front 1ze asymptotickou slozitost snizit na O(|E||V|log|V]) [26].

2.3 Hledani eulerovského tahu

Po nalezeni miniméalniho parovani v Ky staci doplnit hrany mezi vrcholy z parovani. Hrany,
které budou doplnény /zduplikovdny jsou uréeny nejkratsimi cestami mezi vrcholy parovani. Do-
plnénim hran vzroste stupen vrcholim lichého stupné — koncovym vrcholim cest — stupen o 1.
Vrcholiim sudého stupné vzroste stupen o 2, pokud jsou vnitinimi vrcholy jedné z cest, podél
které se pfidavali hrany. Ostatnim vrcholiim sudého stupné se stupen nezméni. V (multi)grafu
s doplnénymi hranami maji vSechny vrcholy sudy stupen a je souvisly, je tedy eulerovsky. Po-
slednim krokem je v ném nalézt eulerovsky tah.

K nalezeni eulerovského tahu se da pouzit Hierholzeruv algoritmus, ktery byl predstaven
némeckym matematikem Carlem Hierholzerem v roce 1873. Algoritmus pouziva proceduru
kterou vola postupné na vrcholech, které jsou incidentnill s neproslymi hranami. Procedura
vraci néjaky uzavieny tah z vrcholu v. Vysledny tah je vracen jako seznam vrcholi tahu.

TVrchol je incidentn{ s hranami, které za¢inaji nebo konéi v daném vrcholu.



2.3. Hledani eulerovského tahu

Hlavni ¢ast Hierholzerova algoritmu je popsana v pseudokédu H Zacind se s prazdnym sezna-

mem done, do kterého se postupné uklddaji vrcholy vysledného eulerovského tahu. Druhy seznam
left je seznam navstivenych vrchold, ale tyto vrcholy jesté mohou byt incidentni s hranou, kterou
algoritmus nezahrnul do vysledného tahu.

Procedura Tah(v)

=

[« 3N BN I V)

Vstup : Eulerovsky graf G, vrchol v
Vystup: Uzavieny tah
C < prézdny seznam

Dokud v je incidentni s alespon jednou hranou:
Necht e = {v, u} je takova hrana
Pridej uw na konec C'
Smaz hranu e z grafu G
VU

Vrat C

Algoritmus 4: Hierholzertiv algoritmus

[N

© 00w N o o

10

Vstup : Eulerovsky graf G

Vystup: Uzavieny eulerovsky tah

Necht v je libovolny vrchol G

done < prazdny seznam

left + Tah(v)

Pripoj v na zacatek left

Dokud left je neprazdny:
Odeber prvni vrchol ze left a oznac¢ ho u
Pokud u je incidentni s alesponi jednou hranou:

Piipoj Tah(u) na zalatek left

Vloz u na konec done

Vrat done

Spravnost algoritmus lze nalézt v predndsce 10 v [[7]. Slozitost algoritmu je O(|E|) [{]. Pro

dosazeni této slozitosti je tfeba umét mazat hrany v konstantnim ¢ase. Algoritmus sice pozaduje
mazani hran, ale jednoduchou tupravou lze zaridit, aby misto smazani hrany stacilo oznaceni
hrany jako smazané a uz se k dané hrané nevracet.

Dalsi algoritmus, ktery hleda eulerovsky tah v grafu se jmenuje Fleuryho. Ten prochéazi hrany

tak, ze v kazdém kroku vybere hranu, ktera by nerozpojila graf na dvé ¢asti. Implementace vSak
potfebuje umét detekovat takzvané mosty, coz navysuje asymptotickou slozitost nad optimalnich

O(E))-






Kapitola 3

Orientovany problém cinského
listonose

Pro jednoduchost v této kapitole je pod pojmem graf minén silné souvisly orientovany ohod-
noceny graf, pokud nebude explicitné napsano jinak. Nésledujici podkapitoly predpokladaji, ze
vstupni grafy jsou pouze kladné celoc¢iselné ohodnocené.

Pokud by vstupni graf nebyl silné souvisly, ale jen slabé souvisly, tak by nad nim nebylo
mozné Tesit CPP. V takovém grafu jisté nebude existovat uzavieny tah, ktery by prosel vsechny
hrany ani kdyz se nékteré hrany znasobi. Pokud by v slabé souvislém grafu existoval eulerovsky
tah, tak by graf byl i silné souvisly. To plati, protoze tah lze zkratit na cestu a eulerovsky tah
navstivi vSechny vrcholy.

Véta rika, ze graf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je silné souvisly a vSechny vrcholy
maji stejny vstupni a vystupni stupen. Silnd souvislost je zarucena jiz na vstupu. Graf vSak
miize obsahovat takzvané nevyvazené vrcholy, vrcholy jejichz vstupni stupen se 1isi od vystupniho
stupné. Pokud se vstupni a vystupni stupné vrcholu rovnaji, nazyva vyvazeny. V grafu je potfeba
znasobit nékteré hrany, aby se tyto nevyvazené vrcholy staly vyvazenymi a slo v grafu nalézt
eulerovsky tah.

Necht 6(v) = degg(v) — degg,(v) uréuje rozdil vystupniho a vstupniho stupné. Vrchol je
vyvazeny, kdyz 6(v) = 0. DT je mnoZina vrcholu s kladnou § Dt = {v € V|[§(v) > 0}. D™ je
mnozina vrchold se zépornou § D~ = {v € V|d(v) < 0}.

Ve formé celociselného programovani lze orientovanou variantu CPP formulovat jako mini-
malizace pridani vah takto:

Minimalizuj

XY

vi €D~ v;ED™

pricemz:

Z Tij = —(S(’Ui) ('Ui S D_)

’UjED+

> @iy =06(v;) (v;€DY)

v, €D~
5 >0 (v; € D™, v; € D+),

kde ¢;; je délk nejkratsi cesty z vrcholu v; do v;. x;; odpovidd poctu priichodii hranami mezi
v; a vj navic [2].
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Kapitola 3. Orientovany problém cinského listonoSe

Reseni DCPP se rozdéli na postupné feseni diléich tikoli, které se daji Fesit riznymi meto-
dami/algoritmy v nésledujicich krocich.

= Krok 1. Nalézt nevyvazené vrcholy.
= Krok 2. Nalézt nejkratsi cesty z vrcholid z D~ do vrcholti z DT,

= Krok 3. Sestrojit tplny bipartitni graf K, ,, kde v prvni partité budou vrcholy z D~ a
v druhé vrcholy z DV. Vahy odpovidaji délkdm nejkratsich cest z kroku 2.

Kazdy vrchol do K, ,, se musi pridat v zavislosti na hodnoté 6(v). Kazdy vrchol bude pfidédn
pravé |6(v)|krat.

= Krok 4. Nalézt minimalni perfektni parovani v grafu K, ,.

= Krok 5. Pridat do grafu hrany podél nejkratsich cest z kroku 2 mezi vrcholy odpovidajici
parovani z predchoziho kroku.

KaZdému vrcholu z DT se piitadi pravé §(v) vrcholit a ziskd navic §(v) vstupnich hran a tim
se stane vyvazenym. Obdobné vrcholy z D~ se stanou vyvazenymi. Ostatnim vrcholim se
muze zménit stupen, ale ztstanou stale vyvazené.

= Krok 6. Nalézt eulerovsky tah v upraveném grafu.

3.1 Hledani nejkratsich cest

Dalsim krokem po identifikaci nevyvazenych vrcholi je nalezeni nejkratsich cest v grafu mezi
vrcholy z D™ a vrcholy z DT. Jedn4 se vidy o cesty zaéinajici v n&jakém vrcholu z D~ a konéici
ve vrcholu z DT. Tyto cesty jsou poté pfiddny do grafu.

Kapitola se zabyva hleddanim nejkratsich cest v neorientovaném grafu. Oba predstavené
algoritmy — Dijkstriiv i Floydtiv—Warshalliv — umi hledat nejkratsi cesty i v orientovaném grafu.
Ani jeden z algoritmu nijak nevyuZivd (ne)orientovanosti hran. Podrobnosti o Dijkstrové algo-
ritmu jsou v kapitole R.1.1]. Floydiv—Warshalliv algoritmus je popsan v kapitole m

3.2 Madarskid metoda

Nasledujicim krokem po nalezeni nejkratsich cest je hledani optimélniho pritazeni. Pfidanim cest
tohoto pfitazeni do grafu vznikne eulerovsky graf. Kazdému vrcholu z DT (resp. D™) se musi
prifadit §(v) (resp. —d(v)) vrcholii z D™ (resp. D). Nalezeni optimélniho pfitazeni je takzvany
Piitazovaci problém (anglicky Assignment problem).

Prirazovaci problém je zakladni optimaliza¢ni tiloha. Ukazkovym piikladem je tiloha rozdéleni
urc¢itého poctu pracovnikt k mnoziné tkoli. Kazdy pracovnik mize byt pfifazen k libovolnému
ukolu. Navic kazdé prirazeni pracovnika k tkolu mé urcitou cenu. Cilem je ziskat prirazeni co
nejvice tkold pfi minimalizaci (maximalizaci) ceny. V p¥ipadé, kdy je pocet pracovnikl rovny
poctu tkoll, se jednd o vyvazené prifazeni.

V teorii grafi Prirazovaci problém odpovida hledani parovani urcité velikosti v ohodnoceném
bipartitnim grafu, ve kterém je soucet vah hran parovani minimdalni. V pfipadé vyvazeného
prifazeni jsou obé partity grafu stejné velké.

Algoritmt na hledéni optiméalniho pfifazeni je nékolik. Jednim z nich je takzvanid Madarské
metoda.

Madarskd metoda je algoritmus na feseni Prirazovactho problému. Algoritmus popsal ame-
ricky matematik Harold W. Kuhn ve svém ¢lanku [27]. Kuhn navazoval na praci dvou madarskych
matematikt J. Egervaryho a D. Koniga, podle kterych algoritmus pojmenoval pravé Madarska
metoda.



3.2. Madarska metoda
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B Obrazek 3.1 Ukdzka prubéh Madarské metody

Prvnim problémem, ktery Kuhn predstavil ve svém c¢lanku, je pritazeni n pracovniki k n
tkoltim na zakladé jejich kvalifikace. Zadani problému bylo usporadano do matice n x n, kde
radky odpovidaly pracovnikiim a sloupce tikolim. Matice obsahovala pouze 1 a 0. Matice na jté
pozici obsahovala 1 pravé kdyz ity pracovnik byl kvalifikovany pro jty tkol. Cilem bylo nalézt
takové prifazeni, ve kterém je k co nejvice tikolim prifazen kvalifikovany pracovnik.

Druhy pfedstaveny problém je zobecnénou variantou prvniho. Matice neobsahuje pouze 1 a
0, ale kazdé prifazeni ma néjakou vahu, v tomto pripadé celociselnou kladnou. Cilem je nalézt
takové prifazeni pracovniku k tkoltim, které maximalizuje soucet jednotlivych vah prirazeni.

Algoritmus 5: Madarskd metoda

Vstup : Matice vah n x n
Vystup: Optimalni prirazeni
1 Od kazdého radku matice odecti minimum daného radku
Od kazdého sloupce matice odecti minimum daného sloupce
Oznac¢ vsechny nuly v matici minimalnim pokrytim horizontalnich a vertikalnich car

w N

Dokud pocet ¢ar pokryti je mensi nez n:
min < nejmensi hodnota, kterd neni pokryta zadnou ¢arou
Ke kazdému pokrytému radku pricti min
Od kazdého nepokrytého sloupce odecti min
Prepocitej pokryti nul ¢arami
Vrat pozice n nezavislych nul jako optimalni prirazeni

© 00 N O »oh

Pseudokod H popisuje princip fungovani algoritmu, ktery se snazi minimalizovat celkovou
cenu. Nezavislé nuly, které se hledaji v poslednim kroku, jsou takové, pro které plati, ze zadné
dvé nuly spolu nesdili radek ani sloupec.

» Priklad 3.1. Porada se vecirek, na kterém mé byt pohosténi a ziva hudba. Po vecirku je
potieba uklidit. TTi ruzné firmy, oznacené A, B a C, nabizeji sluzby podle ceniku v tabulce @
Kazda firma muze zafizovat pouze jednu z pozadovanych sluzeb. Jak kazdé firmé zadat sluzbu,
aby byla celkovd cena minimalni?

Cena za hudbu | Cena za jidlo | Cena za uklid
Firma A $108 $125 $150
Firma B $150 $135 $175
Firma C $122 $148 $250

B Tabulka 3.1 Cenik sluzeb
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Kapitola 3. Orientovany problém cinského listonoSe

Na obrazku @ je vyobrazen prubéh algoritmu madarské metody postupné v krocich. V prv-
nim kroku se zacina s tabulkou cen, kterd je prebréana z tabulky B.1. V kroku 2 se od kazdého
radku odecetla nejmensi hodnota Ffadku a od kazdého sloupce se odecetla nejmensi hodnota
sloupce. Dalsim krokem algoritmu je nalezeni minimélni pokryti ¢ar, coz je vyobrazeno zesedi-
vénim 1. sloupce a 2. fadku. Pocet ¢ar pokryti neni roven 3, takze se musi nalézt minimalni
nepokryty prvek. Tim je zvyraznéné ¢islo 2. V kroku 4 se k fadku 2 pricte ¢islo 2 a od sloupct
2 a 3 se odecte ¢islo 2. Timto vznikne novd nepokrytd nula na misté minimalniho prvku. Nové
minimalni pokryti carami pouziva t¥i ¢ary, coz je zobrazeno v kroku 5. Existuji tedy 3 nezavislé
nuly, které jsou zvyraznény v posledni tabulce.

7Z nalezeni téchto nezavislych nul vyplyva, Ze nejvyhodnéjsi prifazeni je, ze firma A bude délat
uklid, firma B bude mit na starosti jidlo a firma C se obstaréd zivou hudbu. Celkovd cena je $407.
Lze jednoduse ovérit, ze se jednd o optimalni cenu, pomoci vyzkouseni vSech 6 ruznych prirazeni.
Tento piiklad byl prebran z [2§].

Americky matematik James R. Munkres ve svém ¢ldnku [29] z roku 1957 podrobné roz-
vedl Kuhnovu Madarskou metodu. Popsal algoritmus hledani minimélniho poc¢tu ¢ar pokryvajici
vSechny nuly a hledani nejvétsi mnoziny nezavislych nul.

Pseudokéd Munkresovy Madarské metody je rozepsan v algoritmu B Pfti porovnéni algoritmi

a [ si 1ze vSimnout urcitych podobnosti. Algoritmus oznacuje nulové prvky matice. Nula v matici
muze byt oznacena hvézdickou, ¢arkou nebo nema zadné oznaceni. Na zacatku jsou vSechny prvky
matice bez oznaceni.

Prvni 3 kroky v kratsim zapisu algoritmu odpovidaji krokim 1-11 v Munkresové varianté.
Nulové prvky matice oznacené hvézdickou jsou aktualnim nejlepSim ptirazenim, které se zatim
podarilo nalézt. Pokud je hvézdickou oznacenych nul stejné jako sloupcu v matici, algoritmus
nasel optimalni prirazeni v matici.

Kroky 12-35 jsou podrobnym popisem jak hledat nezavislé nuly a jak zvétSovat velikost pri-
fazeni, aby se pokryly vSechny sloupce. V této ¢asti se objevuje druhy typ oznaceni nul ¢arkami.
Pomoci nul oznacenych ¢arkami se zvétsuje pfifazeni, coz je vidét v krocich 18-29. Kroky od
30 dal se vykonavaji v pripadé, kdy neexistuje nepokrytd nula a pocet ¢ar pokryti je mensi nez
n. Je tfeba nalézt minimalni nepokryty prvek matice a ten pricist ke vsem pokrytym radktm a
odecist od vsech nepokrytych sloupct. Tim se jisté ziskd nova nepokrytd nula a lze hledat néjaké
lepsi prirazeni.

Asymptoticka slozitost popsané Munkresovy varianty je O(n?), pro matici n x n jako vstup.
V élanku [30] je vSak ukézano jak zlepsit asymptotickou slozitost na O(n3). Zlepseni spociva
v zrychleni zdlouhavého odecitani a pri¢itani minimalnich prvka matice v krocich 37-45. Vyuziva
k tomu pomocna pole k hledani minima a linému pri¢itani a odéitani.



3.2. Madarska metoda

Algoritmus 6: Munkresova Madarska metoda

Vstup : Matice vah M n xn

Vystup: Optimalni prirazeni
1 Pro kazdy radek r matice M:
2 7 <= r — minimum radku r

3 Pro kazdy sloupec ¢ matice M:
¢ < ¢ — minimum sloupce ¢

5 Pro kazdou nulu v matici M:
Pokud ve stejném tadku a sloupci neni jiz oznacend nula hvézdickou:
Oznac¢ takovou nulu hvézdickou

8 lines <0

9 Pro kazdy sloupec ¢ v M, ktery obsahuje nulu oznacenou hvézdickou:
10 Pokryj sloupec ¢
11 lines < lines + 1

12 Opakuj dokud lines = n:

13 Dokud existuje v matici M nula Z, jejiz fadek a sloupec nejsou pokryty:
14 Ozna¢ Z ¢arkou

15 Pokud v fadku nuly Z existuje nula Z* oznacena hvézdickou:

16 Pokryj fadek nuly Z*

17 Odkryj sloupec nuly Z*

18 Jinak:

19 Zrus oznaceni ¢arkou nuly Z

20 Ozna¢ hvézdickou nulu Z

21 Dokud existuje dalsi nula Z* oznadend hvézdickou ve sloupci nuly Z:
22 Zru$ oznadeni hvézdickou u Z+

23 7 < nula oznadens ¢arkou z fadku nuly Z+

24 Zrus oznaceni ¢arkou u Z

25 Ozna¢ hvézdickou Z

26 lines < lines + 1

27 Zrus$ aktualni pokryti radkl a sloupcii matice

28 Pro kazdy sloupec ¢ matice M obsahujici nulu oznacenou hvézdickou:
29 Pokryj sloupec ¢

30 Pokud lines < n:

31 h < miniméalni nepokryty prvek matice M

32 Pro kazdy pokryty radek r matice M:

33 r<r+h

34 Pro kazdy nepokryty sloupec ¢ matice M:

35 cc—h

36 Vrat pozice nul oznacenych hvézdickou jako optimalni prirazeni

21
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3.3 Toky v sitich

Prirazovaci problém lze prevést na problém hledani maximalniho toku v siti, konkrétné na hledani
maximélniho toku s miniméalni cenou v siti, kterd vznikne z ohodnoceného bipartitniho grafu. [@]
K predstaveni takového algoritmu je tieba definovat nékolik pojmu okolo toku v siti.

3.3.1 Teorie

Definice, véty a dikazy v této podkapitole jsou prevzaty z [H] az [@]

> Definice 3.2. Usporddand ctverice (G, z,s,c) se nazjvd sit, kde G = (V, E) je orientovany
graf, z a s jsou dva rizné vrcholy G (nazjvaji se zdroj a stok) a kapacita c : E — R{ je funkce
ohodnocujici hrany nezapornymi redlngmi cisly.

» Definice 3.3. Tok v siti je kaZdd funkce f : E — R splriugici:
m Pro kaZdou hranu e € E plati 0 < f(e) < c(e).

m Pro kazZdy vrchol w € V. mimo zdroj a stok plati

Yo flew)= Y fluy)

(z,u)EE (u,y)€EE

» Definice 3.4. Velikost toku je

w(f)= > flzx)— Y flx,2)

(z,x)EE (z,2)EE

» Definice 3.5. Rezem mezi zdrojem z a stokem s v siti (G, s, z,¢), kde G = (V, E), je mnoZina
hran R C E takovd, Ze v siti (G, z, s, ¢) neexistuje Zddnd orientovand cesta ze zdroje do stoku,
kde G' = (V,E\ R).

Kapacita fezu je c(R) = > . c(e).

> Véta 3.6 (Hlavni véta o tocich). Pro kaZdou sit se velikost mazimdlniho toku rovnd kapacité
minimdlniho rezu:

o) = gl

fezy

toky

B Obrazek 3.2 Ilustrace Hlavni véty o tocich [H]

Diikaz. Dukaz Hlavni véty o tocich lze nalézt v pfedndsce 3 v [H] <

» Definice 3.7. Cesta v siti (G, z,s,¢) (ve zbytku podkapitoly pouze cesta) je posloupnost
(v0, €1, V1, -+, Un—1, €ms Um ), kde vrcholy vy, . . ., vy, jsou navzdjem rizné vrcholy sité a pro kazdé
i je e; = (vi—1,v;) nebo e; = (vi,vi—1).
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Tato definice cesty v siti se lisi od definice cesty v grafu tim, Ze povoluje prochazet orientované
hrany i proti sméru orientace.

» Definice 3.8. Cesta v siti je nasycend (vzhledem k danému toku f), pokud pro néjakou hranu
e; = (vi—1,v;) orientovanou po sméru je f(e;) = c(e;) nebo pro néjakou hranu e; = (v;,v;—1)
orientovanou proti smeéru je f(e;) = 0.

Cesté, kterd neni nasycend, se 1ikd nenasycena.

Nenasycend cesta ze zdroje do stoku se také casto oznacuje jako zlepsujici cesta.

Tok se nazyvd nasyceny, kdyz kaZdd cesta ze zdroje do stoku je nasycend.

» Véta 3.9. Tok f je maximdlni, prdve kdyZ je nasyceny. Pro kaZdy mazimdlni tok f existuje
Tez R takovy, Ze w(f) = c¢(R).

Dikaz. Dukaz lze nalézt v prednasce 3 v [[1]. <

» Definice 3.10. Usporddand pétice (G, z,s,¢,a), kde (G, z,s,c) je sit aa: E — RJ je funkce
cenovd funkce, se nazyvd sit s cenovou funkei a.

» Definice 3.11. Cena toku f v siti s cenovou funkci a je rovna:

> ale)f(e)

ecE

Posledni dvé definice pridavaji moznost kazdé hrané v siti prifadit hodnotu predstavujici
cenu vyuziti této hrany v toku. Vznika tak novy problém, hleddni maximéalniho toku v siti pri
minimalizaci ceny.

» Definice 3.12. Necht N = (G, z,s,¢,a) je sit s cenovou funkei a. Rezidudlni sit vzhledem
k toku f se definuje jako pétice Ny = (Gy,z,s,¢cr,a), kde Gy = (V, Ey),

Er={ecE| fle)<cle)}U{€ | ec EAf(e) >0},

‘e znaci opacnou orientaci hrany e a ¢y : By — R je definovdna jako: cf(e) = ¢
c;(%€) = f(e) pro kazdou hranu e € E. Cenovd funkce a je roziitena na Ey jako af
pro kaZdou hranu e € E a puvodnim hrandm pritazuje puvodni hodnotu.

(e) = f(e)

©) = —ale)

3.3.2 Forduav—Fulkersoniv algoritmus

Dtikaz Hlavni véty o tocich v [[7] poskytuje ndvod jak v piipadé existence nenasycené cesty ji
nasytit a zvétsit aktudlni tok. Takovyto postup predstavili ameri¢ti matematici Lester R. Ford
a Delbert R. Fulkerson ve svém ¢lanku [B3] z roku 1956. Algoritmus se po nich nazyvd Fordtv—
Fulkersontv.

V pseudokddu H je popséan jak funguje Forduv-Fulkersontuv algoritmus. Algoritmus postupné
hled4 zlepsujici — nenasycené — cesty v siti mezi zdrojem a stokem. Kdyz takovou cestu P nalezne,
spocita ep podle nasledujictho predpisu:

e1 = min{c(e) — f(e) | e € P je orientovand po sméru}
g2 = min{f(e) | e € P je orientovand proti sméru}

Ep = min{sl, 62}
Poté vylepsi tok f tak, ze vytvori novy tok f/, ktery zvétsi o ep nésledovné:

fle)+ep e € P je orientovana ze zdroje do stoku
f'(e) =14 f(e) —ep e € P je orientovana proti sméru

f(e) e¢ P

23
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Algoritmus 7: Fordtiv—Fulkersontiv algoritmus
Vstup : Sit (G, z, s, ¢)

Vystup: Maximéalni tok f

Pro kazdou hranu e:

[ary

2 fle) <0

3 Dokud existuje zlepsujici cesta:

4 Nalezni zlepsujici cestu P

5 Vypocitej ep

6 Vylepsi tok podél cesty P o ep

7 Vraf maximalni tok f

Tim se nasyti cesta P a cyklus opét zac¢ina hledat néjakou dalsi zlepsujici cestu v siti vzhledem
k novému toku f’. Pokud zaddnd nova zlepsujici cesta neexistuje, pak je podle Véty tok maxi-
malni a algoritmus ho vrati. Toto tvrzeni plati pro sité s celoc¢iselnymi a racionalnimi kapacitami.
Pro realné kapacity nemusi algoritmus dobéhnout a ani nemusi konvergovat k maximalnimu toku.
Diikaz korektnosti 1ze nalézt v [[].

Algoritmus neurcuje jak presné se maji hledat zlepsujici cesty. Pokud se zlepsujici cesty hledaji
pomoci prohleddvani do $ifky, algoritmus se nazyvd Edmondsiv—Karpuv [B4]. Asymptoticka
slozitost Edmondsova—Karpova algoritmu je O(|V||E|?) [35].

3.3.3 Parovani v ohodnoceném bipartitnim grafu

K nalezeni maximalniho parovani s minimalni cenou lze vyuzit modifikace Hopcroftova—Karpova
algoritmu. Ten hledd maximélni parovani, ve smyslu poctu hran, v neohodnoceném bipartitnim
grafu. Algoritmus byl predstaven v roce 1973 americkymi matematiky Johnem Hopcroftem a
Richardem Karpem v ¢ldnku [36].

Necht (AU B, E) je ohodnoceny bipartitni graf, kde A, B jsou partity grafu a w je vdhovd
funkce. Algoritmus é bere na vstupu sif, ktera se vytvori nasledujicim postupem. Kazdy vrchol
grafu se pridd do sité. Za kazdou hranu {u,v} € EAu € AAv € B se do sité pfidd orientovand
hrana e = (u,v) s cenou a(e) = w({u,v}) rovné véze v pivodnim grafu. VSechny zatim piidané
hrany v siti jsou orientované z partity A do partity B. Do sité se pridaji dva nové vrcholy z a s,
které budou zdroj a stok. Pro kazdy vrchol u € A se do sité pfidd hrana (z,u) s nulovou cenou.
Pro kazdy vrchol v € B je pfidd hrana (v, s) také s nulovou cenou. VSechny hrany v siti maji
kapacitu ¢(e) = 1. Takto vybudovand sit je vstupem algoritmu, ktery hledd optimélni parovani
pomoci hledani maximélniho toku pfi minim&lni cené.

Algoritmus E postupné hleda cesty v rezidudlni siti, kterymi by mohl vylepsit tok pri mini-
malizaci ceny. Jakmile nalezne cestu s minimaln{ vahou/cenou, odstrani prvni a posledni hrany
cesty z G¢. To jsou hrany, které spojuji vrcholy partity A, respektive B, se zdrojem, respektive
se stokem. Poté upravi cenu hran, které nejsou podél cesty, pomoci funkce d, kterd predstavuje
vzdélenost vrcholu od stoku. Toto upraveni cen zaruci, ze budou nezaporné a bude mozné k hle-
dani cesty pouzit Dijkstrav algoritmus. Poté nasleduje oto¢eni hran hran cesty a nastaveni ceny
na 0. Upraveni parovani probéhne tak, Ze se jako parovani berou hrany cesty P orientované z A
do B.

Dukaz korektnosti algoritmu lze nalézt v [32]. Asymptoticka slozitost s vyuzitim Dijkstrova
algoritmu s Fibonacciho haldou je O(|V||E| + |[V|? log|V]) [32].



3.4. Hledani eulerovského tahu

Algoritmus 8: Parovani v ohodnoceném bipartitnim grafu

Vstup : Sit N = (G, z, s, ¢) vytvofend z bipartitniho grafu
Vystup: Parovani M

1M+

2 Dokud existuje cesta z z do s v rezidudlni siti Ny:

3 Nalezni takovou cestu P s minimélni vahou
4 Smaz prvni a posledni hranu cesty P z Gy

Pro kazdou hranu (u,v) ¢ P:
a(u,v) < a(u,v) + d(u) — d(v)
Pro kazdou hranu (u,v) € P:
(u,v) = (v, u)
9 a(v,u) <0

10 Uprav parovani M podél P

3.4 Hledani eulerovského tahu

Poslednim krokem feseni DCPP je nalezeni eulerovského tahu v upraveném grafu. Doplnénim
hran podél nejkratsich cest mezi vrcholy parovani se kazdy nevyvazeny vrchol stane vyvazenym
a jiz vyvazené vrcholy zlstanou stéle vyvazené. Vysledny graf je tedy podle Véty M eulerovsky
a tedy v ném existuje eulerovsky tah.

Podobné jako algoritmy na hledani nejkratsich cest neni hledani eulerovského tahu zavislé
na tom, zda vstupni graf je orientovany ¢i ne. Hierholzertuv algoritmus je podrobné popsan
v kapitole . Pro spravné fungovani algoritmu je tfeba spravné urcit, se kterymi hranami
je vrchol incidentni. V neorientovaném grafu to jsou jak hrany zacinajici ve vrcholu, tak i ty,
které v ném konci. To by ovSem zpiusobilo, ze algoritmus by mohl prochézet hrany i proti jejich
orientaci. Proto je tfeba oznacit jako incidentni hrany pouze takové, které v daném vrcholu
zacinaji.

3.5 Modifikovany Tarjantv algoritmus

Pro testovani implementace je tfeba generovat vstupni data, v orientovaném piipadé silné sou-
vislé grafy. K ziskani pseudondhodného silné souvislého grafu se vyuzije modifikace Tarjanova
algoritmu predstavend v [37]. Pro popis algoritmu je tfeba zadefinovat komponenty silné souvis-
losti.

» Definice 3.13. Necht < je bindrni relace na vrcholech grafu definovand tak, Ze x <> y prdvé
tehdy, kdyz existuje orientovand cesta jak z x do vy, tak zy do x.

Ekvivalencni tridy takto definované bindrni relace indukuji podgrafy, které se nazyvaji kom-
ponenty silné souvislosti.

Uvedena definice komponent silné souvislosti je prevzata z [20].

Tarjantiv algoritmus je algoritmus na hledani silné souvislych komponent v orientovaném
grafu. Tarjaniiv algoritmus prochazi graf do hloubky a u kazdého vrcholu si pamatuje rizné
proménné, podle kterych urcuje komponenty silné souvislosti. Jak algoritmus presné funguje je
popséano v [20, s. 134-137].

Modifikace spociva v nahrazeni ¢asti programu, ktery detekuje novou komponentu silné sou-
vislosti, za pfidani hrany mezi komponenty tak, Ze je propoji dohromady.

Algoritmus [ zobrazuje zac¢atek béhu, ve kterém se inicializuje in pro kazdy vrchol na nedefi-
novanou hodnotu. Timto se vSechny vrcholy oznaci jako nenavstivené. Déale se globdlni pocitadlo
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T nastavi na 0. Algoritmus ocekava slabé souvisly graf, v tomto pripadé strom, ktery ma orien-
tované hrany smérem od néjakého vrcholu vg. V implementaci je to vzdy vrchol s ¢islem 0.

Procedura ModifikovanyTarjan| za¢ind nastavenim proménnych in, low a inverseln pro dany
vrchol na hodnotu globalniho pocitadla T'. Proménnd inverseln neni nezbytna pro korektni béh
algoritmu, ale pouze umoznuje rychlé vyhledani vrcholu s urcitou hodnotou in. Kroky 5-9 jsou
identické s puvodnim Tarjanovym algoritmem. V nich se procedura vola rekurzivné a pocita
proménné in a low.

Krok 10 odpovida detekci nové komponenty silné souvislosti. Pokud se vrchol v nachazi v jiné
komponenté nez vy, pak se vytvori nova hrana, ktera tyto komponenty spoji. Vybere se ndhodny
vrchol z komponenty vrcholu v a komponenty vrcholu vy a spoji se tyto vrcholy hranou. Poté se
musi aktualizovat low(v). Tato zména muze vést k nespravnym hodnotdm low u jinych vrcholu,
avSak k tém se algoritmus jiz vracet nebude [37)].

Dukaz korektnosti algoritmu lze nalézt v [B7]. Asymptoticka slozitost je O(|V]) [B7].

Algoritmus 9: Modifikovany Tarjantv algoritmus

Vstup : Orientovany slabé souvisly graf G, vrchol vg
Vystup: Orientovany silné souvisly graf

1 Pro vsechny vrcholy u v G:

2 in(u) < nedefinovéno

3T7<+0

4 ModifikovanyTarjan(vg)

Procedura ModifikovanyTarjan(v)

Vstup : Orientovany graf G, vrchol v
in(v) « T

low(w) < T

inverseln(v) < T

T+T+1

Pro vSechny sousedy w vrcholu v:
Pokud in(v) neni definovan:
ModifikovanyTarjan(w)
low(v) + min(low(w), low(v))
low(v) < min(low(v), in(w))

10 Pokud in(v) == low(v) A v # vg:

B W N =

© 0 N O W

11 x <+ ndhodné celé ¢islo z intervalu (in(v), T — 1)
12 y + ndhodné celé ¢islo z intervalu (0, T')

13 a + inverseln(x)

14 b < inverseln(y)

15 Pridej hranu z vrcholu a do vrcholu b

16 low(v) +y




Kapitola 4

Implementace

Tato kapitola se vénuje implementaci feseni Problému ¢inského listonose. Vyuzity byly algoritmy
popsané v predchozich kapitolach.

Jak jiz bylo v pfedchozich kapitolach zminéno obé varianty se daji rozdélit na nékolik kro-
kii/podproblému za sebou. Tyto kroky jsou si v obou variantich velmi podobné a nékteré z nich
se daji Tesit stejnymi algoritmy. Schéma na obrazku zobrazuje jednotlivé stupné reseni jako
sekvenci oddélenych kroku (anglicky pipeline). Zelené oznacené kroky odpovidaji algoritmim,
které byly predstaveny v kapitoldach P a B. Samotné implementace algoritmi se daji pomérné
jednoduse vyménovat. To uzivateli umoziuje zvolit, jaké implementace se pro jaky krok maji
pouzit nebo pouzit vlastni implementaci néjakého kroku.

Samotné Teseni je rozdéleno do nékolika slozek, podle typu t¥idy. Slozka Graph obsahuje
zékladni datové struktury pro praci s grafy. Dale obsahuje tridy, které generuji nebo nacitaji
grafy ze souboru. Slozka Algorithm obsahuje rozhrani a implementace algoritmu, které se pouziji
k feseni jednotlivych variant CPP. Slozka Pipeline obsahuje implementace sekvenci kroku pro
feSeni neorientované a orientované varianty. Slozka Utils obsahuje tridy, které piimo nesouvisi
s CPP, ale poméhaji vytvorit vysledny program.

4.1 Pouzité technologie

4.1.1 Programovaci jazyk

V zadani této prace byl pro implementaci urcen jazyk C++. Je to velmi rozsiteny programovaci
jazyk a je takzvané multiparadigmaticky. V této praci je pouzit hlavné jako objektové oriento-
vany jazyk. Kod je rozdélen do trid, které zabaluji ur¢itou funkcionalitu. Jedna z vyhod C++
je kompilace primo do strojového kédu, coz umoznuje kompilatoru provadét nizkoturoviiové op-
timalizace.

Pro C++ existuje mnoho knihoven. Nékteré z nich jsou pouzity v této praci k ulehceni
implementace a zkraceni vlastniho kédu. Knihovny jsou ¢asto odladéné k co nejrychlejsimu béhu.
Vlastni implementace nékterych algoritmt se tak tézko vyrovna, natoz prekond, implementaci
v knihovné.

4.1.2 Knihovny

Kromé standardn{ knihovny C++ byly vyuzity i jiné knihovny tfetich stran.
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Nacteni vstupniho grafu

Nacteni vstupniho grafu

Undirected Pipeline

Directed Pipeline

Nalezeni vrcholu
lichého stupné

Nalezeni nevyva-
zenych vrcholt

|

|

Hledani nejkratsich cest

Hledani nejkratsich cest

|

l

Vytvoteni tiplného grafu

Vytvoteni bipartitniho grafu

|

|

Hledani parovani

Hledani parovani

l

l

Doplnéni hran do grafu

Doplnéni hran do grafu

|

|

Hledani eulerovského tahu

Hledani eulerovského tahu

Vystup

Vystup

B Obrazek 4.1 Schéma feseni neorientované (vlevo) a orientované (vpravo) varianty CPP




4.2. Spolecéné tridy

4.1.2.1 Boost

Boost je kolekce volné pristupnych knihoven pro C++4. Boost nabizi knihovny pro témér jaké-
koliv uziti. V této préaci se vyuziva hlavné knihovna Boost. Heap, kterda obsahuje implementaci
prioritnich front. Prioritni fronta vyuzita v této préaci je Fibonacciho halda a to v implementaci
Dijkstrova algoritmu. Dalsi vyuzitou knihovnou je The Boost Graph Library (zkricené BGL) pro
jeji implementaci algoritmu na hleddni maximélniho vazeného parovani. Bohuzel se ukazalo, ze
implementace obsahuje chybu. Tato chyba je jiz nahldSena autortum.

Verze knihovny Boost pouzité v této praci je 1.75.0 [3§].

4.1.2.2 LEMON

LEMON je knihovna napsana v C++, kterd poskytuje efektivni implementace bézné uzivanych
datovych struktur a algoritmu k praci s grafy a sitémi. Knihovna LEMON byla pouzita jako
néhrada za knihovnu Boost Graph Library. LEMON obsahuje fungujici algoritmus hledani ma-
ximalniho vdzeného parovani. Na rozdil od BGL, LEMON nepouziva Sablony k definici grafi,
coZ prindsi uréité vyhody [39].

Verze knihovny LEMON pouzité v této préci je 1.3.1 [26].

4.1.2.3 Blossom V

Blossom V je nazev implementace Edmondsova kvétinového algoritmu na hledani perfektniho
minimalniho parovéni. Byla pfedstavena v ¢ldnku [40] z roku 2009. Blossom V predéila svou
efektivitou predchozi implementace. Je povazovana za nejefektivnéjsi implementaci Edmondsova
algoritmu [41].

Verze implementace Blossom V pouzité v této praci je 2.05.

4.1.2.4 OpenMP

Soucasti zadani je paralelizace implementovanych algoritmi pomoci OpenMP. OpenMP je sou-
bor direktiv prekladace, proménnych a funkci pro paralelni programovani. Nabizi jednoduché
vysokouroviiové rozhrani pro vytvoreni vicevlaknového programu.

Paralelizace algoritmt se provede piidanim vhodnych direktiv do téla algoritmt. Podrobny
popis fungovani lze nalézt v oficidln{ specifikaci OpenMP [42].

Verze OpenMP pouzité v této praci je 4.5.

4.2 Spolecné tridy

Vzhledem k podobnosti obou variant problému jsou nékteré nékteré tiidy sdileny mezi obéma
variantami. Aby se implementace algoritmu mohly pouzit jak v neorientované, tak v orientované
varianté, je tfeba vytvorit rozhrani, které bude nezavislé na typu vstupniho grafu.

4.2.1 Abstraktni trida Graph

Trida Graph je abstraktni tfida, kterd urcuje jaké metody by podtrida reprezentujici graf méla
implementovat. Tato trida je zakladnim kamenem pro vyuziti naptiklad Dijkstrova algoritmu
nezavisle na tom, zda je graf orientovany. Vrcholy jsou uklddany jako celd ¢isla v poradi od 0.
Jednotlivé hrany jsou reprezentovany pomoci struktury Edge.

Seznam metod:

= addEdge prida do grafu hranu mezi vrcheoly s danou vahou,

= setVertexCount nastavi pocet vrcholu grafu,
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= vertexCount vrati pocet vrcholu grafu,
m getWeight vrati vahu hrany mezi dvéma vrcholy,
m getEdges vrati vSechny hrany zacinajici v daném vrcholu,

= operator<< vypise graf do streamu v jednoduchém formatu.

4.2.2 Struktura Edge

Struktura Edge reprezentuje hranu v grafu. Jedna se o trojici celych ¢isel. Dvé ¢isla urcuji vrcholy
v grafu, které hrana spojuje. Proménné from je zaCatek hrany a to oznacuje konec hrany. Tretim
Cislem, weight, je vaha hrany.

Implementace obsahuje operdator porovnani a specializaci Sablony struktury std::hash ze
standardni knihovny. Tato implementace umoznuje pouziti jako klice v std: :map, avsak ve findlni
verzi programu se toho nevyuziva.

4.2.3 Trida Matrix

Trida Matrix je pomocnd t¥ida, ktera reprezentuje celoc¢iselnou matici. Implementovana je pomoci
dvojitého pouziti Ssablony std: :vector. Ttida umoznuje pouze ¢ist a zapisovat na danou pozici.
Seznam metod:

m get vrati prvek matice na dané pozici,

= set nastavi prvek matice na dané pozici na danou hodnotu,
= rows vrati pocet fadkt matice,

m cols vrati pocet sloupct matice,

= operator[] vrati referenci na specifikovany radek.

4.2.4 Trida Tour

Trida Tour reprezentuje tah v grafu jako sekvenci po sobé jdoucich vrcholt. Instance tfidy si
pamatuje i celkovou vahu tahu, takze neni treba pocitat vahu po nalezeni tahu, lze to pocitat uz
pri hledani tahu. Sekvence vrcholi je uloZena jako std::vector.

Seznam metod:

= empty statickd metoda, kterd vraci prazdny tah — tah nulové délky,

m operator<< vypise celkovou vdhu hran v tahu a poté jednotlivé vrcholy v poradi v tahu.

4.2.5 Abstraktni trida PathFinder

Abstraktni t¥ida PathFinder urcuje jaké rozhrani musi implementovat algoritmy, aby mohly byt
pouzity pro hledani nejkratsich cest v grafu pfi rfeseni CPP. Ttida, kterd od této dédi, musi
implementovat hledani nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy a spocitani matice vzdalenosti mezi
dvojicemi vrcholu.

Seznam metod:

= findPath nalezne nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy, vrati jeji délku a do vystupniho para-
metru ulozi vrcholy, kterymi cesta prochazi,
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= getDistanceMatrix spocitd a vrati matici vzdalenosti mezi dvojicemi vrcholu specifikova-
nymi argumenty,

= setGraph metoda ulozi graf, na kterém se budou pocitat nejkratsi vzdéalenosti.

4.2.6 Trida Dijkstra

Ttida Dijkstra dédi od tiidy PathFinder. Implementuje Dijkstriv algoritmus, ktery hleda nej-
kratsi cesty z jednoho vrcholu do ostatnich. Pro ziskani matice vzdalenosti je Dijkstriv algorit-
mus postupné spoustén z jednotlivych vrcholi. Pro co nejlepsi asymptotickou ¢asovou slozitost
je vyuzita Fibonacciho halda z knihovny Boost.

Kromé implementace zdédénych metod z t¥idy PathFinder tato tfida navic obsahuje metodu
calculateFromTo na nalezeni nejkratsich cest z jednoho vrcholu. Tato metoda je samotnou imple-
mentaci Dijkstrova algoritmu. Ta se pouziva napriklad v implementaci algoritmu § pro hledani
cesty s nejmensi vahou ze zdroje sité. Metody findPath a getDistanceMatrix o¢ekéavaji, ze se graf
neméni mezi volanim jednotlivych metod. Pro spravné fungovani je tfeba zavolat znovu metodu
setGraph, kterd resetuje dosud napocitané vysledky.

Seznam metod:

= findPath metoda zdédéna z tFidy PathFinder,
= getDistanceMatrix metoda zdédéna z tiidy PathFinder,
= setGraph metoda zdédéna z tiidy PathFinder,

m calculateFromTo nalezne nejkratsi cestu z grafu z predaného vrcholu do vrchola specifi-
kovanych argumentem volani, ocekdva predani poli pro udrzovani vzdalenosti a predchudc,
které maji velikost rovnu poctu vrcholt v grafu,

= getUsedEdges vrati iteratory obsahujici hrany pouzité v nejkratsich cestach pri poslednim
volani metody calculateFromTo.

Trida si pfi prvnim volani metod findPath nebo getDistanceMatrix predpoc¢itd matici vzda-
lenosti a matici predchudcu, ze kterych poté vytvari vysledky. Toto umoznuje napriklad opa-
kované volat metodu findPath se stejnymi parametry bez nutnosti opakovaného prepocitavani
nejkratsich cest. Pfedpocitdni matice vzdalenosti trva O(k - (|E|+ |V |log|V])), kde k znadi pocet
vrcholtll, ze kterych jsou nejkratsi cesty hleddny. V neorientované varianté to odpovida poctu
vrcholu lichého stupné a v orientované poc¢tu vrcholi v D~ — takovych jejichz rozdil vystupniho
a vstupniho stupné vrcholu je zdporny. V obou variantach je tento pocet az |V, tudiz celkova
asymptotickd slozitost odpovida O(|V||E| + |V|? log|V]).

Po predpocitani matice vzdalenosti a predchidct jednotlivé volani metod findPath a getDist-
naceMatrix trva kratsi dobu nez kdyz by se cesty musely vzdy pocitat znovu. Metoda findPath
spocita délku nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy, coz je diky matici vzdalenosti konstantni ope-
race a z matice predchidcu ziskd jednotlivé vrcholy podél nejkratsi cesty. Extrakce vrcholi podél
cesty z pole predchudcu se provadi od koncového vrcholu smérem k zac¢atku. To trva v nejhorsim
ptipadé O(|V]). Metoda getDistanceMatrix pouze musi zkopirovat z matice vzdélenost! vhodné
hodnoty, to trvd maximalné O(|V]?).

4.2.7 Trida FloydWarshall

Trida FloydWarshall dédi od t¥idy PathFinder. Implementuje Floyduv—Warshalluv algoritmus,
ktery hledd nejkratsi cesty mezi dvojicemi vrcholil v grafu. Floydtiv—Warshalliv algoritmus zacne
s matici vah hran a postupné pocita vyslednou matici vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholi
v grafu.

Seznam metod:
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= findPath metoda zdédéna z tFidy PathFinder,
= getDistanceMatrix metoda zdédéna z tiidy PathFinder,
= setGraph metoda zdédéna z tiidy PathFinder.

Podobné jako u tfidy Dijkstra se pii prvnim voldni metod findPath nebo getDistanceMatrix
piedpoditd matice vzdalenost! a naslednikii. Spoéitan{ téchto matic trva ©(|V[3), nezdvisle na
tom, z kterych vrcholu se cesty maji pocitat. Po spocitani matic asymptoticka slozitost findPath
odpovidd vytvoreni cesty z matice nésledniki, coz je O(|V]). Metoda getDistanceMatrix pouze
piekopiruje vhodné hodnoty do vysledné matice a to se provede v ¢ase O(|V|?).

4.2.8 Abstraktni trida EulerTourFinder

Abstraktni tiida EulerTourFinder urcuje rozhrani tiidam, které implementuji algoritmy na hle-
dani eulerovského tahu v grafu.
Seznam metod:

m findEulerTour nalezne uzavieny eulerovsky tah v grafu pokud existuje.

4.2.9 Trida Hierholzer

Trida Hierholzer je podtrida abstraktni tf¥idy EulerTourFinder. Ttida hledd eulerovsky tah
v grafu pomoci Hierholzerova algoritmu. Tento algoritmus funguje korektné nezévisle na ori-
entaci grafu avsak implementace je rozdilna pro neorientovany a orientovany graf.

Seznam metod:

m findEulerTour pretizend metoda pro abstraktni tfidu Graph a tfidy UndirectedGraph a
DirectedGraph.

Metoda findEulerTour ma tfi varianty. Prvni je zdédéna z t¥idy EulerTourFinder, jako ar-
gument bere konstantni referenci na instanci tiidy Graf a vold jednu z dalsich metod podle
typu daného grafu. Zbyvajici dvé varianty jsou specidlni implementace pro neorientovany graf a
orientovany graf.

Obé implementace pouzivaji iteratory, takze kazda hrana je zpracovana pouze jednou. U ne-
orientované varianty se kazda hrana vezme v potaz dvakrat, ale to je stale konstanta. Implemen-
tace pro neorientovany graf se od té pro orientovany lisi kvili reprezentaci neorientovanych hran.
Kazd4a hrana je v neorientovaném grafu ulozena dvakrat, jednou u kazdého z koncovych vrcholi.
Aby bylo mazani hran (nebo oznacovéni hran jako smazané) mozné provést v konstantnim case,
je treba vyuzit navic matici, kterd obsahuje pocet volnych hran mezi dvéma vrcholy.

Asymptotické slozitost metody findEulerTour pro orientovany graf je linedrni vzhledem k po-
¢tu hran vstupniho grafu. Inicializace trva O(|V]) a samotny algoritmus trvd O(|E|). Vstupni
graf je vzdy souvisly, takze plati |V| < |E|+ 1 a celkova slozitost je tedy O(|E]).

Asymptotickd slozitost metody findEulerTour pro neorientovany graf je oproti orientované
varianté zatiZena kopirovanfm matice poétu volnych hran. Inicializace tedy trva O(|V|?) a vlastn{
algoritmus ma sloZitost O(|E|). Celkova sloZitost vychazi jako O(|E|+|V|?). Algoritmus by se dal
implementovat 1épe, avsak to by znamenalo néjakou zménu struktury Edge nebo komplexnéjsi
odebirani hran z grafu. Tato tiprava neni potieba, protoze kopirovani matice mé velmi maly vliv
na celkovou dobu béhu programu.

4.2.10 Trida GraphLoader

Ttida GraphLoader je pomocna tiida pro nacitani grafii ze souboru. GraphLoader umi naci-
tat obé varianty grafu. Forméat vstupu je nasledujici. Prvni ¢islo n urcuje pocet vrchola. Poté
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nasleduje libovolny pocet trojic celych ¢isel a, b, w. Kazdé hrané grafu odpovida jedna trojice.
Cislo a ur¢uje, ve kterém vrcholu hrana zaéina. Cislo b uréuje, ve kterém vrcholu hrana konéi.
Cislo w uréuje vahu hrany. Pifpustné hodnoty pro é&isla a, b jsou z mnoziny {0,...,n — 1}. Vaha
hrany musi byt nezdpornd. Pro neorientované grafy staci uvést hranu pouze v jednom sméru.
GraphLoader vyuziva rozhrani t¥idy Graph, které zarucuje pritomnost metody addEdge, ktera
fesi pridani hrany mezi dva vrcholy.

Seznam metod:

= loadUndirected nacte neorientovany graf ze souboru nebo z vstupniho streamu

= loadDirected nacte orientovany graf ze souboru nebo z vstupniho streamu

4.2.11 Trida GraphGenerator

Trida GraphGenerator je pomocnd tiida pro generovani pseudondhodnych neorientovanych a
orientovanych grafu. Pri volani konstruktoru je mozné predat ¢islo, které bude pouzito jako seed
pro generator nahodnych ¢isel. Jako generdtor je pouzita implementace generdtoru Mersenne
Twister ve standardn{ knihovné std: :mt19937. Vahy hran jsou generovany pomoci rovnomérného
rozdéleni na intervalu (1, 100).

Seznam metod:

= generateUndirected vygeneruje pseudondhodny souvisly neorientovany graf se zadanym
poc¢tem vrcholi a hran

= generateUndirectedWithDensity spocita z poctu vrcholi a hustoty pocet hran a zavold
metodu generateUndirected

= generateDirected vygeneruje pseudondhodny silné souvisly orientovany graf se zadanym
poctem vrcholu a hran

= generateDirectedWithDensity spocitd z poctu vrcholi a hustoty pocet hran a zavold
metodu generateDirected

Metoda generateUndirected generuje souvislé neorientované grafy v nékolika krocich. Prvni se
otestuje zda pozadovany pocet hran je ve spravném rozmezi. Pti n vrcholech musi byt pocet hran
v intervalu (n —1,n(n — 1)/2). Poté se vygeneruje ndhodny strom, ktery zaruci souvislost grafu.
Poté se naleznou vsechny hrany, které mohou byt pridany do grafu, zamichaji se a do grafu se
prida prvnich m —n+ 1 hran, kde m znaci pocet pozadovanych hran. Zamichani a vybér prvnich
k prvku je ekvivalentni ndhodnému vybéru k prvku, avSak takto je to jednodussi implementovat.
Asymptoticka slozitost generovani grafu je O(n?), kde n je pocet vrcholit generovaného grafu.

Metoda generateDirected generuje silné souvislé orientované grafy. Stejné jako generovani
neorientovanych grafti i tato metoda zacina s nalezenim nédhodného stromu. Hrany ve stromu
musi byt orientovany tak, aby do kazdého vrcholu existovala cesta z vrcholu 0. Dalsi krok je
vytvoreni silné souvislého grafu. Tento krok se provede pomoci modifikovaného Tarjanova al-
goritmu, ktery je popsan v sekci B.5. Poté se stejnym zptsobem jako u neorientované varianty
se pridaji dodatecné hrany, které jesté nebyly pridany. Modifikovany Tarjantv algoritmus bézi
linedrné dlouho vzhledem k poctu vrcholl. Celkova slozitost generovani orientovaného grafu je
v nejhorsim piipadé O(n?), kde n je pozadovany pocet vrcholi.

4.2.12 Trida Configuration

Ttida Configuration je pomocnou tiidou, kterd umoznuje meénit béh programu bez nutnosti
kompilace. Diky této tridé je mozné ménit implementace algoritmi, zptsob ziskavani vstupniho
grafu nebo také kolik vlaken bude pouzito pfi béhu programu.

Seznam verejnych ¢lenskych proménnych:
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= graphType urcuje jaky typ grafu se bude zpracovavat a tedy jaky postup feseni se ma zvolit,
= pathFinderAlg urcuje jaky algoritmus se ma pouzit pro hledani nejkratsich cest,

= matching urcuje jaky algoritmus se mé& pouzit na hledani parovani v grafu nebo feSeni
Pritazovaciho problému v zavislosti na varianté problému,

= graphProvider urcuje jak se ziska vstupni graf, bud se nacte ze souboru nebo vygeneruje
podle zadanych parametri,

= graphFilename obsahuje cestu k souboru odkud se mé pripadné nacitat vstupni graf,

= graphNumberOfVertices obsahuje pocet vrchola grafu, ktery se ma vygenerovat,

= graphNumberOfEdges obsahuje pocet hran grafu, ktery se ma vygenerovat,

= graphDensity obsahuje hustotu grafu, ktery se ma vygenerovat,

= seed nastavuje seed pro ndhodny generator,

= threadsCount urcuje pocet vlaken k pouziti.

Seznam metod:

= getPathFinder vytvori instanci tiidy PathFinder v zavislosti na proménné pathFinderAlg,
= getMatching vytvori instanci tiidy MatchingAlgorithm podle proménné matching,

= getBipartiteMatching vytvori instanci tiidy BipartiteMatchingAlgorithm podle proménné
matching.

4.2.13 Trida ConfigurationLoader

Ttida ConfigurationLoader poskytuje rozhrani k nacitdni konfigurace ze souboru nebo pifimo
z prikazové radky.

Seznam metod:

= loadFromCommandLineArgs zjisti zda je predan soubor s konfiguraci jako argument nebo

je konfigurace zaznamenana primo v argumentech prikazové radky, podle toho zavold metodu
loadFromFile nebo loadFromArgs,

= loadFromFile nacte konfiguraci ze souboru,

= loadFromArgs nacte konfiguraci z argumenti prikazové radky.

4.2.14 Soubor Profiler.hpp

Soubor Profiler.hpp obsahuje t¥idy pouzivané k méfeni Casu a zapisovani méieni do souboru.
K samotnému méreni ¢asu se vyuziva std: : chrono ze standardni knihovny C++. Tento soubor
neni funkéni soucésti reseni. Jedna se pouze o podpurné tridy.

Zéklad souboru je prevzat z [@], ale byl velmi silné modifikovan a doplnén o dalsi funkci-
onalitu. Ttida ScopedTimer provadi méfeni casu. Méfeni lze opakované zastavovat a spoustét.
Trida Instrumentor se stard o zapisovani vysledk méfeni do souboru.

4.3 Tridy specifické pro neorientovanou variantu

V neorientované varianté se resi problém hledani miniméalniho parovani v obecném grafu, ktery
se u orientované varianty nefesi.



4.3. Tridy specifické pro neorientovanou variantu

4.3.1 Trida UndirectedGraph

Trida UndiredctedGraph je potomkem tridy Graph. Jedné se o specializaci, ktera reprezentuje
neorientovany graf. Vrcholy v grafu jsou ¢islovany od 0 a hrany jsou ulozeny jako seznam sousedi
pomoci Sablony std::vector. Vahy hran se navic uklddaji v matici pro rychlé dohledani vahy
mezi jakymikoli dvéma vrcholy. Trida reprezentuje spravné i multigrafy bez smycek, ale musi
platit, ze vaha hran mezi dvéma stejnymi vrcholy je vzdy stejna.

Seznam metod:

m metody zdédéné z tridy Graph,

= getDegree vrati stupen daného vrcholu v grafu,

= getDegrees vrati vSechny stupné vrcholu v poradi,

m getEdgeCountMatrix vrati matici obsahujici poc¢ty hran mezi dvojicemi vrcholi,

m operator<< vypise graf v jednoduchém formatu vyctu hran, hrany jsou vypisovany tak, ze
prvni vrchol mé nizsi ¢islo.

4.3.2 Abstraktni trida MatchingAlgorithm

Abstraktni tfida MatchingAlgorithm definuje jak mé vypadat rozhrani t¥id, které implementuji
algoritmus na hleddani minimalniho perfektniho parovani.

Trida obsahuje jedinou metodu, getMatching, ktera bere jako argument matici typu n X n,
ktera obsahuje vahy hran mezi vrcholy. Pri feseni UCPP se vzdy hledd parovani v uplném
grafu se sudym poctem vrcholl, ktery je ma kladné vahy hran. Toto predpoklada i samotna
metoda, vSechny prvky matice musi byt definovany. Matice je jisté symetricka, protoze graf je
neorientovany.

Seznam metod:

= getMatching nalezne minimdlni perfektni parovani v Gplném grafu a vrati ho jako seznam
dvojic.

wAckoli pro oba problémy (problém maximdlniho kardindlniho pdrovdani a problém minimdlniho
perfekiniho pdrovani) existuji velmi efektivni algoritmy, jejich implementace je velmi komplezni a
vyzaduje znacné mnozstvi prace. Z toho duvodu existuje malé mnoZstvi komercnich a nekomerc-
nich knihoven, které obsahuji implementace algoritmi téchto probléma.“ [41]

Jak jiz bylo zminéno v kapitole Edmondsav kvétinovy algoritmus je pomérné slozity
a proto byly vyuzity implementace dostupnych knihoven. Byla vyuzita knihovnha LEMON a
implementace Blossom V. Knihovna Boost sice nabizi funkci na hledani maximalniho parovani
v obecném grafu, ale obsahuje néjakou chybu, protoze pri testovani s grafy s 25 vrcholy funkce
vracela Spatné vysledky nebo vyhodila vyjimku. Dalsi volné pristupné knihovny jako napriklad
igraph, ngraph, Goblin nebo SNAP neobsahuji implementaci algoritmu.

4.3.3 Trida NaiveMatching

Trida NaiveMatching je podtiidou MatchingAlgorithm a implementuje naivni hledani minimél-
niho perfektniho parovani. V metodé getMatching se postupné generuji vSechny mozné kombinace
vrchola a hleda se takova, kterd ma nejnizsi soucet vah. Toto TeSeni je vsak velmi neefektivni,
protoze pocet perfektnich parovani je roven
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kde 2n je pocet vrcholi uplného grafu.H
Seznam metod:

evvs

4.3.4 'Trida Blossom5Matching

Ttida BlossombMatching dédi z t¥idy MatchingAlgorithm a vyuzivd implementaci Edmondsova
kvétinového algoritmu Blossom V. Celd implementace je ve slozce Algorithm/blossoms.
Seznam metod:

= getMatching pomoci implementace Blossom V nalezne minimalni perfektni parovani, vola
metodu treti strany.

Metoda getMatching nejdiive vytvori instanci tfidy PerfectMatching, coz je tfida z imple-
mentace Blossom V. Postupné se pridaji vSechny hrany uplného grafu s korespondujicimi vahami.
Zavold se metoda solve (metoda tteti strany z Blossom V) a poté se extrahuje nalezené feseni.
Celkova asymptoticka slozitost metody je O(n?logn), kde n je pocet vrchol grafu, ve kterém
se hledd parovani [40].

4.3.5 Trida LemonMatching

Trida LemonMatching je podtiida abstraktni tfidy MatchingAlgorithm. Minimalni perfektni
parovani hledd pomoci algoritmu na hledani maximalniho parovani z knihovny LEMON.
Seznam metod:

= getMatching nalezne minimélni perfektni parovani v grafu s pomoci knihovny LEMON,
vola metodu tieti strany.

Metoda getMatching hledd minimalni perfektni parovani, avsak knihovna LEMON posky-
tuje algoritmus na maximélni parovani. Jak bylo ukézano v kapitole problém minimélniho
perfektniho parovani pro kladné ohodnoceny tuplny graf lze prevést na hledani maximalniho paro-
vani v upraveném grafu. Prvni se tedy provede tprava grafu a poté se zavola metoda z knihovny
LEMON, nakonec se extrahuje reseni.

P1i implementaci byla pro reprezentaci grafu pouzita tfida lemon: :FullGraph. Pouziti této
tFidy snizilo ¢as straveny v metodé getMatching az o 25 % oproti pouziti lemon: : SmartGraph
nebo lemon: :ListGraph. Celkovd asymptotickd sloZitost metody je O(n3logn), kde n je pocet
vrchol grafu, ve kterém se hledd parovani [26].

4.3.6 Trida BoostMatching

Ttida BoostMatching dédi od tiidy MatchingAlgorithm. Vyuzivd knihovnu Boost, konkrétné
BGL, ktera obsahuje funkci na hledani maximalniho parovani. Implementace je ovSem chybna.
V nékterych ptipadech vraci Spatny vysledek a nékdy vyhodi vyjimku. Princip fungovani metody
getMatching je stejny jako u tiidy LemonMatching.

Seznam metod:

= getMatching metoda nevraci spravné vysledky.

TPosloupnost poétu perfektnich parovani v grafu Ka, je zaznamenina v encyklopedii posloupnosti OEIS a
ma oznaceni A001147.



4.4. Tridy specifické pro orientovanou variantu

4.3.7 Trida UndirectedPipeline

Ttida UndirectedPipeline je hlavni tiida feseni neorientované varianty CPP. TFida v metodé
run postupné vyhodnocuje kroky feseni UCPP, které jsou vidét na obrazku vlevo. Zelené
oznaceny jsou kroky, které se resi externé v jinych tridach. Rozhrani konstruktoru umoznuje
pouziti riznych implementaci jednotlivych algoritmi pfi reseni.

Seznam metod:

= run vyresi UCPP pro vstupni graf a vrati nalezeny tah.

Metoda run nalezne ve vstupnim grafu vrcholy lichého stupné. Poté spocita nejkratsi cesty
mezi vSemi dvojicemi vrchola lichého stupné. Ziskand matice vzdéalenosti se stane vstupem do
hledani miniméalniho perfektniho parovani. Podél nejkratsich cest mezi vrcholy nalezeného pa-
rovani se pridaji hrany do grafu. Tim vznikne eulerovsky graf. Poslednim krokem je nalezeni
eulerovského tahu. Metoda tento tah vrati. Pro jednotlivé kroky se pouzivaji tfidy popsané
drive.

Nalezeni vrcholt lichého stupné trva linearné dlouho vzhledem k pocétu vrcholi vstupniho
grafu. Pocet vrcholi lichého stupné muze byt az |V|. Pfiddni hran podél nejkratSich cest trva
O(|E|), protoze kazda hrana muze byt pridana maximélné jednou [lﬁ] Celkova ¢asova slozitost
metody run se méni v zavislosti na pouzitych algoritmech hledani nejkratsich cest, minimalniho
parovani a eulerovského tahu.

4.4 'Tridy specifické pro orientovanou variantu

V orientované varianté CPP se hledd minimalni perfektni parovani v grafu, ktery je bipartitni.
Problém se dé prevést na Pritazovaci problém.

4.4.1 Trida DirectedGraph

Trida DirectedGraph je podtrida tfidy Graph. Jedna se o specializaci, kterd reprezentuje ori-
entovany graf. Stejné jako u trfidy UndirectedGraph, hrany jsou ulozeny jako seznam sousedu
pomoci sablony std::vector. Déle se vahy hran ukladaji do matice pro vyhledani vihy mezi
dvéma vrcholy v konstantnim case. Navic jsou pritomny dvé pole, které drzi pro kazdy vrchol
jeho vstupni a vystupni vrchol. Ttida reprezentuje spravné multigrafy bez smycek, kde pro dvé
hrany, které maji stejné konce plati, Ze maji stejnou vahu. Toto omezeni pti feseni DCPP nijak
nevadi.

Seznam metod:

m metody zdédéné z tridy Graph,

= getInDegree vrati vstupni stupen daného vrcholu v grafu,

= getOutDegree vrati vystupni stupen daného vrcholu v grafu,

= getDegree vrati stupen daného vrcholu v grafu,

m getDegreeDiff vrati rozdil vystupniho a vstupniho stupné daného vrcholu v grafu,
m getEdgeCountMatrix vrati matici obsahujici poc¢ty hran mezi dvojicemi vrcholi,

m operator<< vypise graf v jednoduchém formatu pomoci vy¢tu hran.
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4.4.2 Abstraktni trida BipartiteMatchingAlgorithm

Abstraktni tfida BipartiteMatchingAlgorithm urcuje rozhrani tiiddm, které implementuji algo-
ritmus na hledani minimalni perfektni parovani v bipartitnim grafu. Trida obsahuje jedinou
metodu getMatching, kterd bere matici vah mezi vrcholy grafu jako argument.

Seznam metod:

= getMatching nalezne minimalni perfektni parovani v tplném bipartitnim grafu a vrati ho
jako seznam dvojic.

4.4.3 Trida NaiveBipartiteMatching

Trida NaiveBipartiteMatching dédi od abstraktni tiidy BipartiteMatchingAlgorithm a imple-
mentuje naivni feSeni hledani minimalniho perfektniho parovani. Reseni hleda priichodem vsech
moznych perfektnich parovani a nalezenim takového, které je minimalni. Kazdé perfektni paro-
vani v grafu K, , odpovida néjaké permutaci mnoziny o n prvcich.

Seznam metod:

= getMatching nalezne minimalni perfektni parovani v aplném bipartitnim grafu a vrati ho
jako seznam dvojic.

Metoda getMatching vyuziva k prichodu vSech permutaci funkci std: :next_permutation.
Pro kazdou permutaci spocitda soucet vah hran odpovidajiciho parovani a porovné to s dosud
nalezenym minimem. Takovéto feseni je velmi neefektivni, protoze pocet permutaci je roven n!
a pokazdé se musi secist n Cisel.

4.4.4 Trida HungarianMethod

Ttida HungarianMethod je podtiidou BipartiteMatchingAlgorithm. Hleddni minimalniho per-
fektniho parovani prevadi na Prifazovaci problém a ten fesi pomoci Madarské metody.
Seznam metod:

= getMatching nalezne optimalni pritazeni a vrati ho jako seznam dvojic.

Metoda getMatching odpovidd pseudokédu E, ktery popisuje Munkresovu variantu Madarské
metody. Velikost vstupu odpovida souctu ) .+ 6(v) coz mize byt v nejhorsim piipadé O(|E]).
Munkresova Madarskd metoda bézi v éase O(n?), kde n je podet fadkit vstupni matice. To celkové
dava asymptotickou slozitost O(|E|®) pro vstupni graf DCPP.

4.4.5 Trida MinCostFlowMatching

Ttida MinCostFlowMatching dédi od tiidy BipartiteMatchingAlgorithm a k hledani optimélniho
parovani vyuziva algoritmus na hledani maximalniho toku v siti pri minimalizaci ceny.
Seznam metod:

= getMatching nalezne optimélni parovani pomoci nalezeni maximalniho toku pfi minimalni
ceneé.

Metoda getMatching zacind vytvorenim sité z bipartitniho grafu. Poté postupné vylepsuje
tok, ktery odpovida parovani. Jakmile algoritmus nalezne maximalni tok, vytvori se vysledny
seznam dvojic optimalniho parovani. Pro vstupni graf G = (V, E) DCPP m4, podle stejné uvahy
jako u HungarianMethod, vznikla sit O(|E|) vrcholit a O(|E|?) hran. Tud{Z celkové sloZitost
algoritmu je O(|E| - |E|? + |E|*log |E|), coZ po zjednoduseni odpovidd O(|E|?).



4.5. Paralelni navrh

4.4.6 Trida DirectedPipeline

Ttida DirectedPipeline je hlavni tfidou TeSeni orientované varianty CPP. Tiida v metodé run
postupné vykonava kroky reseni DCPP, které jsou vidét na obrazku @ vpravo. Zelené jsou
oznaceny kroky, které jsou implementovany v jinych tiidach, které jsou pouze voldny. Rozhrani
konstruktoru umoznuje volbu rtznych implementaci jednotlivych algoritmu pii reseni.

Seznam metod:

m run vyiesi DCPP pro vstupni graf a vrati nalezeny tah.

Metoda run nalezne ve vstupnim grafu nevyvazené vrcholy, které rozdéli podle toho jestli
patii do mnoziny DT nebo D~. Poté nalezne nejkratsi cesty z vrcholtt v. D~ do vrcholti v DT.
Nésledné se matice vzdalenosti rozsiri tak aby kazdy vrchol v byl v matici zastoupen prave
|0(v)|krét. Po nalezeni optimélniho parovéni se do grafu piidaji hrany podél nejkratsich cest
mezi vrcholy parovani. Tim se stanou vSechny vrcholy vyvazené a zbyva nalézt eulerovsky tah.
Po nalezeni takového tahu ho metoda vrati jako vysledek. Pro realizaci jednotlivych krokia se

Nalezeni vrcholil patficich do mnoZin Dt a D~ zabere linedrné dlouho vzhledem k poctu
vrchola vstupniho grafu. Jak jiz bylo popsano vysSe pocet vrchola v bipartitnim grafu, ve kterém se
hledd minim&lni parovani, ma O(|E|) vrcholt vzhledem k vstupnimu grafu. Cest k pridani je tedy
O(|F|) a mohou mit maximalné |V| hran, tudiz pfidédni hran do grafu trva O(|E||V]). Celkova
Casova slozitost metody run se méni v zavislosti na pouzitych algoritmech hledéani nejkratsich
cest, minimélniho parovani a eulerovského tahu.

4.5 Paralelni navrh

Soucasti zadani této prace je paralelizace implementovanych algoritmu pomoci OpenMP.

4.5.1 Trida Dijkstra

Trida Dijkstra hledd nejkratsi cesty mezi dvojicemi vrcholi v grafu. To provadi opakovanym
volanim hledéni nejkratsich cest z jednotlivych vrcholi. Tyto volani jsou plné nezavislé na sobé
a prave proto se jedna o vhodné misto pro pouziti direktivy #pragma omp parallel for. Pro-
toze jednotliva volani se mohou vykondvat ruzné dlouho je tato direktiva doplnéna o argument
schedule(dynamic). Tato paralelizace neni efektivni kdyz pocet vldken je vétsi nez pocet vr-
choli, ze kterych se nejkratsi cesty. V tomto pripadé vSak bude hledani nejkratsich cest pomérné
rychlé.

Paralelizace pfi inicializaci a vytvareni vystupni struktury nemé vliv na celkovy béh pro-
gramu, protoze se v téchto fazich setrvavd minimalni dobu vzhledem k samotnému hledéni nej-
kratsich cest.

4.5.2 Trida FloydWarshall

Ttida FloydWarshall pouziva Floyduv—Warshalliv algoritmus k nalezeni nejkratsich cest mezi
vSemi dvojicemi vrcholu grafu. Algoritmus v kté iteraci po¢itd nejkratsi cesty s pouzitim nejvyse
ktého vrcholu jako vnitinfho vrcholu cesty. Pfi tom vyuziva nejkratsi cesty vypoétené v (k—1)nim
kroku. Z toho dtivodu nelze pouzit paralelizaci ve vnéjsim cyklu.

Avsak jednotlivé iterace vnitfniho cyklu jsou jiz nezavislé a tudiz lze pouzit direktivu pre-
kladu #pragma omp parallel for. Na rozdil od Dijkstrova algoritmu lze zde predpokladat, ze
jednotlivé iterace trvaji stejné dlouho a neni potfeba vyuzit dynamické prifazovani vlaken.
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4.5.3 Podtridy MatchingAlgorithm

Podti{dy MatchingAlgorithm (krom NaiveMatching) vyuZivaji k implementaci knihovni funkce.
Samotny Edmondstuv algoritmus je velmi sekvenc¢ni. Postupné zlepsuje ziskané parovani na za-
kladé ptfedchoziho nalezeného parovani. Paralelizace implementaci by vyzadovala udélat velmi
peclivé zmény ve zdrojovém kédu, ktery méa nékolik set fadku a paralelizace by nemusela byt do-
statecna. Jak je pozdéji vidét na obrazku p.9, hledani minimalniho perfektniho parovani v grafu
trva pomérné malou ¢ast celkové doby béhu. Z téchto divodu se tato prace nezabyva paralelizaci
podtrid hledajici miniméalni perfektni parovani.

4.5.4 Trida HungarianMethod

Trida HungarianMethod implementuje Munkresovu variantu Madarské metody. Implementace
obsahuje mnoho vnorenych cykli a nékteré z nich se daji dobfe paralelizovat. Paralelizovat je
mozné i hledani prvotniho prifazeni, ale tato ¢ast se ve vysledku témér vibec neprojevi. Zasadni
paralelizace jsou uvniti hlavniho cyklu v misté, kde se prepocitavaji minima v matici.

7 duvodu paralelizace musely byt provedeny ur¢ité zmény v kédu. Sablona std::vector
obsahuje specializaci pro primitivn{ datovy typ bool. Diky této specializaci je efektivné vyuzito
misto v paméti, ale pri paralelizaci nastavaji problémy. Pti zapisu hodnot na riazné pozice blizko
sebe vznika hazard, race condition, protoZe se muze zapisovat na stejny bajt v paméti. Kvili
tomuto hazardu algoritmus nemusi fungovat spravné. Jednoduchd zména z bool na celociselny
typ int vyresi takovyto problém.

4.5.5 Trida MinCostFlowMatching

Trida MinCostFlowMatching vyuziva algoritmus na hleddni maximélniho toku pri minimalizaci
ceny k nalezeni minimalniho perfektniho parovani. Nejvice ¢asu se stravi v hlavnim cyklu, kde
se postupné hledd zlepsujici cesta, kterd by vylepsila aktualni parovani. Kroky smycky tedy
nemohou byt spoustény nezavisle. Uvnitf smycky je hledd nejkratsi cesta, prepocitavaji se vahy
hran a vylepsuje se parovani podél cesty. Paralelizaci lze provést u prepocitavani vah hran pomoci
direktivy #pragma omp parallel for. Takto se bude upravovat vdha hran nezévisle na sobé,
coz ¢astecné urychli béh. Dalsi moznosti paralelizace je vyuziti paralelniho algoritmu na hledani
nejkratsich cest, ale implementace takového algoritmu nelze dosahnout pouhym pridanim direktiv
prekladu do stavajictho reseni.

4.5.6 Ostatni

Paralelizace by se dala vyuzit i u dalsich kroku feSeni napfiklad hledani vrcholi lichého stupné
/ nevyvazenych vrcholi, doplnéni hran do grafu nebo hledéni eulerovského tahu. Tyto oblasti
zabiraji velmi malou ¢ast celkové doby béhu a paralelizace by neméla velky vliv na celkovy cas.
7Z tohoto duvodu se tato prace nezabyva paralelizaci téchto ¢asti.

4.6 Pouziti programu

Kompilaci zdrojového kédu vznikne program na feSeni obou variant Problému ¢inského listonose.
Pro uspésnou kompilaci je tfeba mit nainstalovany knihovny Boost a LEMON. Implementace
Blossom V je jiz zahrnuta ve zdrojovém kédu. Kompilaci je mozné provést pomoci utility make,
ruéné nebo vytvorit projekt ve Visual Studiu a provést kompilaci tam (vhodné pro Windows).

Program ocekévd, ze dostane konfiguraci, kterd uréi jaka varianta CPP se bude fesit, jaké
algoritmy se pouziji a jak se ziskd vstupni graf. Tato konfigurace mutze byt predana jako soubor
nebo pomoci argumentt piikazové radky.



4.6. Pouziti programu

Pokud je konfigurace predana jako soubor, tento soubor musi obsahovat minimalné 4 radky.
Prvni radek urcuje typ tlohy. Pro Feseni neorientované varianty je tfeba zvolit Undirected, pro
orientovanou variantu je tfeba zvolit Directed. Druhy fadek obsahuje nazev zvolené tiidy na
hledani nejkratsich cest v grafu — Dijkstra / FloydWarshall. Tteti fadek urc¢uje algoritmus hle-
déani parovani. Mozné vstupy jsou: Naive, Boost, Lemon, Blossom5, NaiveBiparite, Hungarian
a MinCostFlow. Ctvrty fadek urcuje jak se ziskd vstupni graf. Text File <cesta k souboru>
zvoli nacteni grafu ze souboru. Dalsi moznost je GeneratorNumOfEdges <n> <m>, kterd bere
pocet vrcholti a pocet hran jako argumenty. Obdoba je pouziti GeneratorDensity, které bere
pocet vrcholt a desetinné ¢islo udéavajici hustotu pozadovaného grafu.

Podrobny popis prace s programem je v souboru readme.txt v pfiloze u zdrojového kodu.
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Kapitola 5

Testovani

Tato kapitola se vénuje testovani implementaci algoritmi, jejich porovnani a testovani celého
feseni. Implementace se testuji oddélené na ndhodnych datech. Vybér algoritmu k pouziti ve
vysledném celkovém testovani se provadi na zakladé vysledkt méreni oddélenych testi.

Pro kompilaci programu pfi testovani byl pouzit preklada¢ g++ verze 7.5.0. Kompilace byla
provadéna nasledujicimi prepinaci: -Wall -pedantic -std=c++14 -03 -fopenmp.

Pro generovani vstupnich grafu byla pouzita tfida GraphGenerator, kterda umi vytvaret na-
hodné orientované a neorientované grafy podle predanych parametri (pocet vrcholi a pocet
hran / hustota). Pro testovani algoritmt na hledéni parovani v obecnych grafech i téch bipartit-
nich byly vytvafeny matice o danych rozmérech s ndhodnymi hodnotami z intervalu (1, 1 000 000).
Hodnoty byly generoviny pomoci std: :random_device a bylo pouzito rovhomérné rozdéleni.

5.1 Testy spravnosti

Testy spravnosti probihaly nasledovné. Nejprve byly testovany jednotlivé implementace algoritmi
na nékolika instancich problémi, které byly pfipraveny ru¢né. Takto se testovaly implementace
jiz pri vyvoji a diky témto testim se odhalilo nejvice chyb v kédu.

Po dokonceni implementace se testovaly algoritmy mezi sebou po dvojicich. Byla vytvotrena
ndhodnéa instance problému (graf nebo matice), kterda poté byla feSena obéma implementacemi.
Takovéto testovani se provadélo na fadové stovkach instanci problému s riznymi parametry.
Vstupni grafy se generovaly s riznymi pocty vrcholl a ruznymi hustotami. Matice se lisily nejen
v hodnotéach, ale i v rozmérech. Tyto testy neodhalily zadné chyby v implementaci algoritmii,
ale v rozhrani, které tridy obsluhovalo.

Tridy UndirectedPipeline a DirectedPipeline byly testovany nejprve rucné na jednoduchych
grafech, ve kterych nebylo tézké nalézt optimalni reseni ru¢né. Tyto testy odhalily chyby v pro-
pojeni vyuzitych algoritmi a aritmetické chyby pri hledani nevyvazenych vrcholi.

Posledni se provadély testy spravnosti celého feseni DCPP a UCPP. K ovéreni spravnosti
vysledku byla pouzita knihovna JGraphT, kterd je napsdna v Javé. Nejprve byla pouzita tiida
GraphGenerator, ktera vygenerovala ndhodné grafy a ulozila je do souboru. Tyto grafy se na-
sledné staly vstupem k porovnani. K porovnani vysledki feSeni orientované varianty bylo také
pouzito Feseni z bakaldfské prace Matéje Razaka [44]. Veskeré vysledky vysly stejné, ¢imz byla
ovérena spravnost reseni.
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parametr mozné hodnoty
n 500 1000 1500 2000 2500 3000
d 0,1 0,25 0,5 0,75 0,9

B Tabulka 5.1 Parametry pro generovani ndhodnych grafa

5.2 Meéreni ¢asu

Meéreni ¢asu béhu jednotlivych algoritmi se provedlo pomoci tridy ScopedTimer. Tato tiida méri
¢as pomoci funkci ze standardni knihovny C++. Ttida je implementovana tak, aby méfeni bylo
co nejpresnéjsi a vedlejsi operace, jako naptiklad zapis do souboru, nebyly zahrnuty v méteni.
Déle aby celkovy dopad na dobu béhu byl co nejmensi, méri se pouze ucelené tiseky kodu, které
nejsou provadény opakované v cyklu.

Vysledky méreni se zapisuji do souboru ve formatu JSON. Soubor muze byt déle zpracovan
k analyze béhu programu. Pti programovani této prace byl vyuzit nastroj k vizualizaci takovychto
soubort, ktery je soucasti webovych prohlizech na béazi softwaru Chromium. Néastroj lze nalézt
napiiklad v prohlize¢i Chrome pod url chrome://tracing.

Kazdé méteni ¢asu, pro kazdou volbu parametri vstupu, bylo provedeno vzdy 10krat. Jako
vysledny ¢as béhu se vzal prumér z namérenych ¢asi. Timto opakovanim se zamezi zkresleni
jednorazovymi vychylkami cast, které mohou v prubéhu méfeni vzniknout.

5.3 'Trida Dijkstra

Ve tridé Dijkstra se pocitaji nejkratsi cesty v grafu. Nejkratsi cesty se nehledaji mezi vSemi
dvojicemi vrcholti, ale pouze z vrcholl lichého stupné v pripadé UCPP a z vrchold patiici do
mnoziny D~ v pripadé DCPP. V obou ptipadech mtze byt takovych vrcholi linedrné mnoho
vzhledem k celkovému poctu vrchola vstupniho grafu. Floydiv—Warshalluv algoritmus musi vzdy
pocitat nejkratsi cesty mezi vsemi vrcholy grafu i kdyz to neni nutné pro dalsi postup feseni CPP.
Aby se tridy lépe porovnavaly, tak se pri testovani pocitaly cesty mezi vSemi vrcholy grafu.

Testovani probihalo na ndhodné generovanych grafech. Méfeni se provadélo na orientovanych
a neorientovanych grafech nezavisle. Grafy byly generovany podle tabulky p.1|, kde n znaci pocet
vrchola a d pozadovanou hustotu grafu.

Mérti se béh metody getDistanceMatrix, kterda pocita nejkratsi cesty mezi zadanymi vrcholy.
Meéreni probihalo 10krat pro kazdou kombinaci parametru n a d.

Na obréazku je vidét graf zavislosti doby béhu Dijkstrova algoritmu na poctu vrcholu
v neorientovaném grafu. Podle asymptotické slozitosti algoritmu je doba béhu zavisld nejen na
poctu vrcholf, ale také na poétu hran. Tato skutecnost je na obrazku ziejma. Cim vyssi hustotu
graf ma tim déle trvd v ném nalézt nejkratsi cesty.

Na obrazku @ je vidét stejné meéreni avSak v tomto pripadé byl vstupem orientovany graf.
I prestoze orientované grafy mohou mit dvojnasobné hran pri stejném poctu vrcholu jak neori-
entované grafy, vysledné casy se mezi témito variantami lisi v fadu jednotek procent.

Testy potvrdily zrychleni béhu algoritmu pri pouziti vice vlaken k vypoctu. Na obrazku @
je vyobrazeno paralelni zrychleni na ndhodnych grafech, které maji 2000 vrchol a jejich hustota
je 0,5. Zrychleni vyslo témér stejné pro orientovanou i neorientovanou variantu. Pti vyuziti ¢tyt
vldken doslo k 3,44ndsobnému zrychleni oproti sekvenénimu béhu. Takovéto zrychleni se da
povazovat za uspésné. Z duvodu mozné vyssi rezie pri pouziti vice vldken se postupné koeficient
zrychleni vzdaluje od optimalni hodnoty.
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B Obrazek 5.1 Doba béhu Dijkstrova algoritmu na neorientovanych grafech
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B Obrazek 5.3 Paralelni zrychleni Dijkstrova algoritmu (n = 2000, d = 0,5)

5.4 Trida FloydWarshall

Ve tridé FloydWarshall se pocitaji nejkratsi cesty v grafu. Nejkratsi cesty se hledaji mezi vSemi
vrcholy grafu nezévisle na varianté CPP a specifikaci vrcholt v argumentu metody getDistance-
Matrix.

Stejné jako u testovani tiidy Dijkstra probihalo testovani na ndhodné generovanych oriento-
vanych_a neorientovanych grafech nezavisle. Grafy byly generovany podle stejné tabulky para-
metra p.1, kde n znaci pocet vrcholu a d pozadovanou hustotu grafu.

Meéri se doba béhu metody getDistanceMatrix, ktera pocita nejkratsi cesty mezi vSemi vrcholy.
Meéreni probihalo 10krat pro kazdou kombinaci parametra n a d.

Na obrazku p.4 je zobrazena doba béhu Floydova—Warshallova algoritmu v zavislosti na poctu
vrcholt a hustoté grafu. Na rozdil od Dijkstrova algoritmu je Floydiv—Warshalltv zavisly pouze
na poctu vrcholu vstupniho grafu. Podle asymptotické slozitosti doba béhu neni zavisla na poctu
hran, avsak na obrazku je vidét mirné zrychleni s rostouci hustotou. To mtze byt zptisobeno tim,
ze v Ffidkém grafu se Castéji objevi nova cesta, kterad se ulozi jako aktualné nejkratsi i kdyz bude
pozdéji znovu prepsana. Pro lepsi prehlednost byly vykresleny pouze 3 rizné hustoty.

Pokud se algoritmus spousti na orientovanych grafech, celkové ¢asy béhu jsou témér totozné.
7 pseudokodu algoritmu je zrejmé, ze mezi rychlosti vypoctu nejkratsich cest v orientovaném a
neorientovaném grafu nebude témér zadny rozdil, protoze vstupni matice mam v obou pripadech
stejné rozméry. V orientované neni vstupni matice symetrickd. Tento minimalni rozdil potvrzuji
data z méfeni, kdy se rozdily pohybovaly v rdmci 1 %.

Paralelni zrychleni Floydova—Warshallova algoritmu, které je zobrazeno na obrazku @, je
velmi podobné zrychleni Dijkstrova algoritmu. Z této podobnosti lze usuzovat, ze paralelizace
obou algoritmt byla tispésné a pravdépodobné narazi na uréity limit jakého koeficientu zrychleni
1ze dosdhnout pii daném poctu vldken.

7Z t¥id tesicich hledani nejkratsich cest v grafu vychazi pro pouziti pii feseni CPP lépe tiida
Dijkstra. Sice pro grafy s hustotou vyssi nez 0,5 vysla tato tfida jako pomalejsi, ale je nutné si
uvédomit, ze se jednalo o hledani nejkratsich cest mezi vSemi vrcholy. V feseni UCPP a DCPP se
hledaji cesty pouze z podmnoziny vsSech vrcholl. U neorientované varianty jsou to vrcholy lichého
stupné a u orientované vrcholy mnoziny D~ . Tato podmnozina vrcholt je jen velmi ziidka stejné
velkd jako mnozina vrcholu.
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B Obrazek 5.4 Doba béhu Floydova—Warshallova algoritmu na neorientovanych grafech
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B Obrazek 5.6 Doba béhu algoritmi na hleddni minimalniho perfektniho parovani

5.5 Porovnani BlossomVMatching a LemonMatching

Ttidy BlossomVMatching a LemonMatching implementuji algoritmus na hledani minimalniho
perfektniho parovani. Algoritmy ocekévaji na vstupu uplny neorientovany graf s 2n vrcholy.
Tento graf je reprezentovany matici 2n x 2n. Pro testovani byly generovany nahodné matice
s poc¢tem radki od 500 od 3000 po 500. Na téchto maticich byly spoustény oba algoritmy a jejich
Casy zaznamenany.

Na obrazku @ je vidét porovnani obou algoritmt. Z grafu je zjevné, ze algoritmus knihovny
LEMON rfesi problém rychleji nez implementace Blossom V. O Blossom V se mluvi jako o neje-
fektivnéjsi implementaci Edmondsova algoritmu. V porovnéani, kdy vstupem jsou obecné grafy,
je Blossom V rychlejsi nez implementace knihovny LEMON [@] Avsak v tomto pripadé se jedna
vzdy o tplné grafy. Moznym dtvodem, ze knihovna LEMON vysla v tomto testu lépe, je fakt,
Ze trida lemon: :FullGraph efektivné reprezentuje uplny graf. Tato t¥ida obsahuje pouze jedno
¢islo, pocet vrchold, které definuje cely stav objektu. Blossom V neobsahuje zddnou takovou
specializaci.

5.6 Porovnani HungarianMethod a MinCostMatching

Trida HungarianMethod implementuje Munkresovu variantu Madarské metody. Triida Min-
CostMatching tesi Prifazovaci problém pomoci tokt v siti. Testovani spocivalo ve vygenerovani
matice reprezentujici uplny bipartitni graf, kterd se stala vstupem metody getMatching.

Na obrazku 5 je srovnani doby béhu obou tifid. Munkresova Madarska metoda je pii spus-
téni na stejnych datech vyrazné rychlejsi. Jeden z divodt mize byt to, ze Madarskd metoda
za¢ind nalezenim néjakého (neprazdného) minimdalniho parovani, které pak zvétsuje. Nalezenim
vychoziho parovani ziska naskok oproti metodé vyuziti toku, které za¢ind s prazdnym parovanim.

Déle se Munkresova varianta Madarské metody ukézala jako vcelku dobfe paralelizovatelnd.
Jak je na grafu z obrazku p.§, pii spusténi na 4 vldknech se dosahlo témér 2,5nasobného zrychleni.
Naproti tomu se paralelizace u tfidy MinCostFlow ukézala jako velmi neefektivni / s velmi malym
zrychlenim.
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B Obrazek 5.10 Srovnan{ ¢asu béhu FeSeni neorientovaného CPP (UP — UndirectedPipeline)

5.7 Testovani UndirectedPipeline

T¥ida UndirectedPipeline je zodpovédné za cely béh feseni UCPP. Resf jednotlivé kroky a vy-
stupy algoritmu zpracovava tak, aby se mohly stat vstupy v dalsich krocich. Protoze Undirected-
Pipeline vyuziva jinych tiid k feSeni, je tieba si zvolit tfidy, které budou pouzity pfi testovani.
Pro hledéani nejkratsich cest byl zvolen Dijkstruv algoritmus, ktery v testovani vysel jako rych-
lejsi pro tidké grafy a bézi rychleji pokud pocet vrcholu lichého stupné je mensi nez celkovy
pocet vrcholi. Perfektni minimalni parovani se najde pomoci tfidy LemonMatching, ktera vysla
v testovani jako rychlejsi varianta. Pro nalezeni eulerovského tahu se vyuzije t¥ida Hierholzer.

Na obrazku é je zobrazené rozdéleni casu podle jednotlivych krokt pfi vyuziti riznych
pocti vldken. Méfeni bylo provedeno na ndhodnych grafech s 3000 vrcholy a hustotou 0,5. Pri
sekven¢nim provedeni se 92 % casu stravi v hleddnf nejkratsich cest v grafu. Diky paralelizaci
této casti celkova doba béhu pri pouziti 4 vldken 2,8ndsobné snizila.

Pro porovnani s existujici implementaci byla vybrana implementace knihovny JGraphT, kterd
je napsana v jazyce Java. Nalezené implementace feseni CPP v jazyce C++ byly nevyhovujici pro
porovnani. Nékteré vracely nespravné vysledky, nékteré byly prilis pomalé a nékteré nefungovaly
viibec. Reseni v knihovné JGraphT vyuziva Dijkstriv algoritmus pro hledani nejkratsich cest.
Pro hleddni minimélniho perfektniho parovani vyuziva implementaci, ktera je zaloZzena na ¢lanku
o implementaci Blossom V. K nalezeni eulerovského tahu slouzi Hierholzeruv algoritmus.



5.8. Testovani DirectedPipeline

Na obrazku je graf, ktery porovnavd dobu béhu UndirectedPipeline (UP) a implemen-
tace v knihovné JGraphT. Méfeny cas zahrnuje pouze feseni UCPP. Nacitani grafu a vytvareni
instanci objektt neni zapocitano do celkového casu. Vstupni grafy byly totozné pro obé méreni.
Jak je vidét z grafu, tfida UndirectedPipeline fesi UCPP nékolikandsobné rychleji. P¥i vstupu
0 3000 vrcholech a hustoté 0,9 trvalo implementaci knihovny JGraphT pfes 1000 vtefin nez se
dobrala k vysledku, zatim co tfida UndirectedPipeline to zvladla za ptiblizné 20 vtefin. Knihovna
JGraphT nenabizi paralelizaci feseni.

5.8 Testovani DirectedPipeline

T¥ida DirectedPipeline zabaluje celé FeSeni orientované varianty CPP. Redi jednotlivé kroky a
vystupy jednotlivych algoritmi zpracovava tak, aby se mohly stat vstupy v dalsich krocich.

DirectedPipeline vyuziva rozhrani umoznujici vyménu nékterych algoritmt. Pro testovani
byl pouzit Dijkstriv algoritmus pro nalezeni nejkratsich cest v grafu z vrcholt z D~. Pro feseni
Prifazovaciho problému byla zvolena tfida HungarianMethod, protoze vysla jako rychlejsi volba
a vice se projevila paralelizace. Nakonec, eulerovskych tah se nalezne pomoci tiidy Hierholzer.

Obrazek obsahuje rozdéleni ¢asu jednotlivych kroku feseni DCPP pro vstup obsahujici
600 vrcholta a hustotu 0,1. Obrazek je témér jednobarevny, protoze hleddni optimalniho prirazeni
mé kubickou slozitost a velikost vstupu do Madarské metody je casto o mnoho vétsi nez pocet
vrcholu vstupniho grafu. Obrézek obsahuje ptehled velikosti vstupti v zavislosti na volbé
parametrii vstupniho grafu. Cas straveny pii feseni Pfifazovaciho problému zabird pies 99 %
celkového ¢asu. Pii béhu na 4 vldknech se celkova doba zkratila témér na polovinu.

Pro porovnani DirectedPipeline s existujicimi feSenimi byla opét zvolena knihovna JGraphT
a Teseni Matéje Razéka, ktery se orientovanou variantou CPP zabyval ve své bakalarské praci
[44]. Implementace Matéje Razdka je v jazyce C++ a autor ve své préci také vyhodnotil pouziti
Dijkstrova algoritmu a Madarské metody jako nejrychlejsi. Méreni ¢asu béht jednotlivych Teseni
bylo méreno na ndhodné generovanych grafech, které byly pro vSechny feseni stejné. Jak je mozné
vidét na obrazku , pro grafy o hustoté 0,1 a 0,9 je velikost vstupu do Madarské metody velmi
podobna. Z tohoto davodu je v grafu E jsou vykresleny ¢asy pouze pro hustoty 0,1 a 0,5.

Na grafu v obrazku @J jsou vykresleny doby béhi jednotlivych feseni DCPP. Reseni z této
prace, ttida DirectedPipeline, je oznaceno jako DP, reseni Matéje Razdka je oznacené jako CD-
CPP, coz je autorovo pojmenovani feseni. Vysledky knihovny JGraphT jsou oznaceny jako JGra-
phT. Reseni z této prace pro grafy o hustoté 0,1 je témér 4krat rychlejsi nez feseni JGraphT.
Vstup o 750 vrcholech a hustoté 0,5 trval knihovné JGraphT zpracovat vice nez 1000 vterin zatim
co ostatnim implementacim to trvalo okolo 400 vtefin.

Implementace feseni Matéje Razdka CDCPP nabizi vyuziti paralelizace. Pfi sekvenénim fe-
Senf je DirectedPipelinev v priuméru o 5 % rychlejsi nez CDCPP. AvSak pii vyuziti 4 vldken se
implementace CDCPP stala stejné rychlou a rozdil v ¢asech béhu byl mensi nez 1 %.
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B Obrazek 5.11 Vliv paralelizace na celkovou dobu béhu DirectedPipeline (n = 600,d = 0.1)
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V této praci byl predstaven Problém ¢inského listonose pro orientované a neorientované grafy.
Cilem prace bylo nastudovani, popis a implementace algoritmi pro reseni obou téchto variant.
Poslednim dil¢im cilem bylo vyuziti OpenMP pro paralelizaci feseni. VSechny cile byly naplnény.

V prvnich tfech kapitoldch byl rozebran Problém c¢inského listonose, definovany zédkladni
pojmy a popsany jednotlivé kroky TeSeni obou variant problému. Pro hledani nejkratsich cest
v grafu byl predstaven Dijkstriv a Floydav—Warshalltiv algoritmus. Déle byl popsan Edmondsiv
kvétinovy algoritmus, ktery byl nasledné pouzit k hleddni minim&alniho perfektniho parovani
v iplném grafu. Pro hledani optimalniho parovani v bipartitnim grafu byla predstavena Madarska
metoda a algoritmus na zakladé tokt v siti. Na hledani eulerovského tahu byl vyuzit Hierholzertv
algoritmus.

V implementaéni ¢asti byl vytvoren fungujici program, ktery je nékolikandsobné rychlejsi nez
feseni knihovny JGraphT. V porovnani s praci Matéje Razaka, ktery popsal pouze orientovanou
variantu, vyslo, Ze obé implementace jsou obdobné rychlé. Paralelizace programu se u nékterych
trid ukazala jako efektivni.

Moznosti rozsiteni této prace je zaméreni se na tzv. Transporation problem, ktery by netrpél
problémy, které se objevily pri feseni Pfifazovaciho problému. Vhodna tprava tfid Undirected-
Pipeline a DirectedPipeline by umoznila vybirat si algoritmus hledani nejkratsich cest v grafu
v zavislosti na parametrech vstupu. Tento automatizovany vybér by mohl snizit dobu béhu pro
velmi husté grafy.

Dalsimi moznymi rozsifenimi je pouziti algoritmii, které jsou od zakladu paralelni misto
paralelizace sekvencnich algoritmt. Bylo by napiiklad mozné vyuzit blokovy Floydiv—Warshallav
algoritmus a vektorizaci pomoci SIMD instrukei nebo ho implementovat na GPU. Pii sleveni na
podmince nalezeni optimdlniho feseni CPP by se na nékteré kroky dalo vyuzit aproximac¢nich
algoritmu a heuristik, napriklad hledani parovani.
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