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Abstrakt:

Hlavnim cilem této préace je seznamit ¢tenare s nejbéznéjsimi typy funkcionalniho kal-
kulu v kontextu obecnych Banachovych algeber, coz zahrnuje holomorfni a spojity
funkciondlni kalkulus, a ukazat typické aplikace, pfedevsim v pfipadé konecné dimen-
zionalnich unitalnich Banachovych algeber ¢tvercovych matic. Pro tento ticel zavedeme
zékladni spektralni teorii a ukazeme spektralni dekompozice pro specialni prvky. V
posledni kapitole se zaméiime na Banachiiv prostor obdélnikovych matic, které sice
netvoii asociativni algebru vzhledem k nésobeni, ale pfesto maji strukturu Jordanova
triple systému, ve kterém budeme uvazovat dalsi obecnéjsi funkcionalni kalkulus.
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Uvob

Banachovy algebry jsou moderni abstraktni matematickd teorie, kterou lze povazovat za
kombinaci mnoha raznych odvétvi matematiky, jako je naptiklad topologie ¢i abstraktni al-
gebra, kterd vznikla v prvni poloviné dvacatého stoleti spolecné s matematickym odvétvim
funkcionélni analyzy, ke které ted neoddélitelné patii. Za zakladatele teorie Banachovych
algeber lze povazovat Israila Moiseeviche Gelfanda (1913 - 2009), ktery tuto abstraktni
teorii poprvé rozvedl ve své disertaéni praci (1939).

Banachovy algebry lze dosti naivné charakterizovat jako urc¢ité zobecnéni komplexnich
¢isel, coz je normovany linedrni prostor, konkrétnéji Banachuv prostor, na kterém lze
uvazovat dalsi operace, jako je asociativni nasobeni ¢i napiiklad komplexni sdruzeni, které
obecnéji nazyvame involuci. Skute¢né, mnohé Banachovy algebry jsou opravdu isometricky
isomorfni komplexnim ¢islum, coz je dusledek Mazurovy véty [12].

Vzhledem k tomu, ze obecné Banachovy algebry jsou linedrni prostory s operaci nasobeni,
neni prekvapivé, ze v kontextu takovych algeber lze uvazovat mocniny a tedy i formalni
polynomy, coz vSak vede na pfirozenou otazku, zda-li neni mozné takové polynomy cha-
rakterizovat pomoci polynomialnich zobrazeni, tzn. jestlize mame algebru X a libovolny
prvek x € X a uvazujeme néjaké polynomidlni zobrazeni p € C(Q2), otdzkou je, zda-li je
mozné najit néjaky prvek dané algebry ve tvaru

p(z) € X,

takovy, ktery bude mit stejné vlastnosti. Samoziejmé stejnd otdzka plati i pro obecné
spojité zobrazeni f € C(Q), a odpovéd na takovou otdzku déavd pravé konstrukee, které
fikdme obecné funkciondlni kalkulus.

V prvni kapitole této prace se budeme vénovat nejobecnéj$§imu typu Banachovych alge-
ber, ve kterych nebudeme predpokladat zadnou dodate¢nou strukturu, a ukdzeme, ze na
téchto algebrach vzdy existuje funkcionalni kalkulus, budeme-li uvazovat pouze holomorfni
zobrazeni. Tento kalkulus budeme zavadét postupné a prubézné budeme nékteré vysledky
ilustrovat na jednoduchych ptikladech.

Ve druhé kapitole budeme uvazovat komutativni Banachovy algebry, ve kterych vzdy exis-
tuji netrividlni idedly, které 1ze vyhodné vyuzit pro teorii Gelfandovy reprezentace, kte-
rou lze naivné popsat jako zobecnénou Fourierovu transformaci, coz ukazeme na dvou
standardnich piikladech. Témto algebram nasledné dame dodateé¢nou strukturu podobné
struktuie komplexnich ¢isel a ukdzeme, ze ndm Gelfandova reprezentace umoznuje pro jis-
tou tiidu prvki uvazovat funkcionalni kalkulus definovany pro libovolné spojité zobrazeni.

V posledni kapitole si zavedeme zdkladni algebraickou teorii Jordanovych triple systém,
ptricemz se budeme soustfedit pouze na prostory M""(C). Na téchto prostorech ukazeme
existenci polarni dekompozice a také analogie spektralni dekompozice. Nasledné zavedeme
pomoci polarni dekompozice obecnéjsi funkcionalni kalkulus, ktery bude zobecnénim funk-
ciondlnich kalkulu z predchozich kapitol.
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1. OBECNE BANACHOVY ALGEBRY

Prirozenym krokem k rozsifeni teorie linedrnich prostoru libovolné dimenze je vybavit
dany prostor konkrétni bindrni operaci, kterd tomuto prostoru doda novou algebraickou
strukturu, kterd je analogickd okruhtm (pfipomenme si, ze okruh mé bindrni operace
dvé). Vzhledem k tomu, ze vektory, jakozto prvky linearniho prostoru, umime séitat, ddva
smysl o této dotateéné operaci mluvit jako o nasobeni.

Definice 1.1 (Asociativni algebra). Necht je X linearn{ prostor nad télesem F s bindrn{

operaci nasobeni, ktera pro vSechna xz,y € X a a € I spliuje

(1) (zy)z = x(y2),

2) 2(y + 2) = xy + 22,

(3) (y+ 2)xr = yx + zx,

(4) a(zy) = (ax)y = z(ay).

Prostor X s takovou operaci nazyvame asociativni algebra.

Definice 1.2 (Jednotka). Necht je X asociativni algebra. Prvek e € X se nazyvd jednotka,
jestlize pro vSechna x € X plati

(1.1) er = = xe.

Definice 1.3 (Mocniny). Necht je X asociativni algebra a x € X. Mocninu n-tého rddu
definujeme iterativné ve tvaru

(1.2) " =" e,

0

pricemz ma-li algebra X jednotku, potom definujeme z° = e.

Definice 1.4 (Idempotent). Necht je X asociativni algebra. Prvek z € X se nazyvd
idempotent, jestlize pro néj plati

(1.3) = 1.

Poznamka. Indukci pro idempotentni prvky ziejmé x™ = x.

Tato definice je vSak Cisté algebraickd, a proto zavadime tzv. Banachovy algebry, které pro
studium algeber vyuzivaji funkcionalné analytické metody. Praveé tyto algebry v této ka-
pitole zavedeme a ukdZeme, Ze at je nase algebra sebekomplikovanéjsi, vidy ji lze vyhodné
vnofit do prostoru spojitych zobrazeni C(Q2) ¢i piipadné Cp(£2), kde konkrétni volba to-
pologického prostoru €2 zalezi na vlastnostech dané algebry.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.5 (Banachova algebra). Banachuv prostor X se souc¢inem, ktery tvoii asocia-
tivni algebru, nazyvame Banachova algebra, jestlize pro vSechna x,y € X plati

(1.4) eyl < ([ lyll -
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Existuje-li navic e € X takové, ze pro vSechna z € X plati
(1.5) ex=xze=uz, a |e||=1,

potom Banachovu algebru X nazyvame unitalni Banachovou algebrou, pficemz prvek e
nazyvame jednotkou.

Poznamka. Protoze je zvykem, z dobrého duvodu, teorii budovat v konkrétnich télesech
realnych ¢i komplexnich ¢isel, budeme nespecifikované téleso v predchozi definici uvazovat
jako téleso komplexnich ¢isel. Samoziejmé ndm nic nebrani v tom si zvolit nase téleso
realné, ale to s sebou nese urcita omezeni.

Na binarni operaci nasobeni neklademe zadné dalsi podminky kromé téch, které se vysky-
tuji v definici, coz konkrétnéji v nasem piipadé znamend, ze nemusi byt obecné komuta-
tivni. Pokud vSak nasobeni komutativni je, pak Banachovu algebru nazyvame komutativni
Banachovou algebrou, abychom tuto skutecnost speficikovali.

Podminka pro nésobeni ve tvaru nerovnosti norem muze na prvni pohled vypadat zvlastné,
jejim jednoduchym dusledkem je vsak nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.1. Je-li X Banachova algebra, potom je soucin spojité zobrazeni, piicemz

(1.6) =" || < )™ -

Drikaz. Uvazujme posloupnosti, pro které x, — x a y, — y; potom plati

l2nyn — 2yl| = |(@nYn — 2y) + (20y — 2oy)|| < (|20 — 2| Y]] + lyn — yll [|2n]] = O,

z ¢ehoz plyne, Ze x,y, — xy. Druhou &ist lze ukdzat indukcf pro z” = 2" 'z. O

1.1.1 Zakladni piiklady algeber

Dtive nez prejdeme k popisu obecnych vlastnosti Banachovych algeber, ukdzeme nejprve,
jak takové algebry vypadaji na konkrétnich piipadech, ze kterych by méla byt patrna i
motivace pro celou nasi teorii. Hrubé lze Banachovy algebry rozdélit na tfi pripady, a to
funkéni algebry, operdtorové algebry a ostatni algebry. Nejedna se samoziejmé o zadnou
formalni klasifikaci, je to pouze prakticka zalezitost.

Priklad 1.1. Linearni prostor C (nad C) slouzi jako prototyp komplexni Banachovy
algebry (stejné tak muzeme sestrojit i algebru redlnou), kde jako bindrni operaci ndsobeni
uvazujeme obyc¢ejny soucin, ktery zname v télese komplexnich ¢cisel.

Priiklad 1.2. Uvazujme kompaktni Hausdorfuv prostor K. Prostor komplexnich spojitych
zobrazeni C'(K) s bindrni operaci nésobeni, kterou definujeme ve tvaru

(f9)(x) = fz)g(x),

tvoii komutativni Banachovu algebru s jednotkou 1. Skute¢nost, Zze tato operace nasobeni
splinuje vSechny podminky z definice algebry, je zfejma, pfi¢emz pro normu plati

1f9lloo = sup |f(z)g(x)] < sup |[f(z)|sup |g(x)| = [ fllo 19/l >
zeK rzeK rzeK
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takze i tato podminka pro Banachovu algebru je splnéna. V piipadé, ze je prostor K = K,
konecény, potom pro tuto algebru plati

kde v pripadé n = 1 dostavame predchozi, nejjednodussi piiklad Banachovy algebry.
Pokud déle zeslabime podminku kompaktnosti prostoru K na lokalni kompaktnost, pak
1ze uvazovat prostor spojitych zobrazeni, které mizi v nekonec¢nu Cp(K). Tento prostor ma
v8ak jednotku pouze v piipadé, kdy je prostor K kompaktni.

Priklad 1.3. Uvazujme kompaktni Hausdorfuv prostor K s diferencidlni strukturou (tj.
muzeme pro zobrazeni na tomto prostoru uvazovat derivace) a algebru C(K'). Podprostor
spojité diferencovatelnych zobrazeni C"(K) C C(K) tvoii komutativni unitélni algebru v
piipadé, ze uvazujeme normu (jednotka musi mit normu jedna) ve tvaru

1= 11 lloe + D1 P loc
k

Piiklad 1.4. Necht je D C C jednotkovy otevieny disk a necht
A(D) = H*(D)n C(D),

kde prostor H*°(D) je prostor omezenych holomorfnich zobrazeni na D. Uvézime-li na
tomto prostoru standardni normu ve tvaru

[flloe = sup | f(2)| = max [f(z)],
2€D zeD

kde na pravé strané jsme vyuzili toho, ze uvazujeme pouze spojitd zobrazeni, potom v
takovém piipadé potom prostor A(D) tvoii komutativni unitdlni Banachovu algebru s
nasobenim po slozkéch. Tato algebra je taktéz dle dané konstrukce podalgebrou prostoru
H>(D).

Definice 1.6 (Konvoluce). Necht je f,g € L'(R"). Konvoluci definujeme ve tvaru
(1.7) fx9=| f(z —y)g(y) p(dy).

Piiklad 1.5. Uvazujme prostor Lebesguovsky integrovatelnych zobrazeni L'(R") s kon-
voluci jako operaci nésobeni. Tato operace spliiuje vSechny vlastnosti nasobeni, pficemz
aplikaci Fubiniho véty zjistime (Youngova nerovnost), ze pro konvoluci plati

1 glly < 1Lfll gl s

z ¢ehoz plyne, zZe tento prostor s konvoluci tvoii Banachovu algebru, pficemz je tato algebra
komutativni. Tato algebra vSak neni unitalni, ale Ize ji rozsitit na unitalni algebru tak, ze
budeme uvazovat prostor viech Borelovskych mér M(R"), pticemz pro f € L'(R™) mame
konkrétné rozsiteni ve tvaru

dp = fdA+ zdé,
kde X je Lebesgueova mira (shoduje se s Borelovou mirou), ¢ je delta mira a z € C.
Nésledujici piiklad je znaéné komplikovanéjsi, nebot vyuzivé novych pojmi, kterym se v
této praci nevénujeme. Uvadime ho vsak pro zajimavost, tudiz ho lze vynechat, spole¢né

s nasledujicim piikladem, bez Ujmy na tuplnosti teorie. V pfipadé zdjmu ctendre vsSak
uvedeme i konkrétni realizaci v prikladu, ktery bude nédsledovat.
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Piiklad 1.6. Uvazujme lokdlné kompaktni grupu G. Z teorie miry je znamo, Ze existuje
Borelova mira p na G, kterou nazyvame Haarova mira (lze ukdzat, Zze je jedind), jez
je konecna pro kazdou kompaktni mnozinu K C G a nenulova pro kazdou neprizdnou
otevienou mnozinu U C G, pricemz je zaroven zleva transla¢né invariantni, tj. pro kazdou
Borelovskou mnozinu S C G a kazdé g € G plati

w(gS) = p(S).

Uvazujeme-li prostor L'(G) s operaci ndsobeni ve tvaru
fro= [ S gla) u(da),

pak je prostor L'(G) Banachova algebra, kteréd je komutativni pouze v piipadé, kdy je G
komutativni grupa, a unitalni, pokud je grupa G konec¢na. Tento pripad Banachovy algebry
je dulezity zejména v harmonické analyze, kterd tzce souvisi s Fourierovou analyzou.

Piiklad 1.7. Uvazujme lokalné kompaktni grupu kladnych redlnych ¢isel RY. Ze se jedna
skutecné o grupu lze jednoduse ovérit. Co se tyce topologie, tak uvazujeme standardni
topologii, ¢imz opravdu dostdvame lokalné kompaktni grupu. Uvazujme miru

b
ulla.t) = [ ulce)

Je ziejmé, ze takto definovana mira skutec¢né spliiuje vSechny vlastnosti Haarovy miry z
predchoziho piikladu. Ovéiime, Ze je transla¢né invariantni. Vypoctem piedchoziho in-
tegralu dostavame explicitni tvar miry ve tvaru

lent) =1 (7).

Je-li g € RT libovolné, potom plati

p(gla, b)) = p([ga, gb]) = In <gb> =1In <b> = p([a, b)),

ga

z ¢ehoz plyne transla¢ni invariance.

Daéle si ukdzeme dva dulezité piiklady, pro jejichz forméalni konstrukci budeme potiebovat
nasledujici vétu, kterou vedeme bez dukazu.

Véta 1.2 (Cayley-Dickson). Necht je X normovand algebra s involuci. Necht
(1.8) X' =XoX,

ve smyslu sou¢tu dvou isomorfnich kopii linedrniho prostoru. Uvazujme konstrukeci:

1. Necht z,y,v,w € X. Néasobeni na X’ definujeme ve tvaru
(1.9) (@,y) (v, w) = (zv — w'y, wz + yv*),
pricemz jednotku definujeme jako (1,0) € X'.

2. Existuje pfirozené vnofeni algebry X «— X' ve tvaru z — (z,0).
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3. Normu definujeme ve tvaru

(1.10) 1@, y)ll = llzll + llyll-
4. Involuci definujeme ve tvaru

(1.11) (z,y)" = (=%, —y).

Potom je X’ opét normovang algebra.

Definice 1.7. Normovand algebra X’ z predchoz{ véty se nazyva Cayley-Dicksonova ite-
race, pficemz popsané konstrukci se #ikd Cayley-Dicksontiv proces.

Poznamka. Vsimnéme si, ze jestlize na redlnych ¢islech budeme uvazovat trivialni involuci
x* = x pro viechna z € R, potom Cayley-Dicksonuv proces ndm dava komplexni &isla

R = C.
Priiklad 1.8. Uvazujme prostor kvaternionu H, coz je prostor, ktery obsahuje prvky
a+bi+cj+dkeH,

kde a,b, c,d € R, pro néz lze nasobeni shrnout v nasledujici tabulce.

i =1 k | —j
il =k | =1 i
k| 7 | =i | -1

Tabulka 1.1: Kvaternionové generatory.

Analogicky komplexnimu sdruzeni lze definovat sdruzeni pro kvaterniony ve tvaru
¢ =a—bi—cj—dk,
diky ¢emuz lze pfirozené definovat normu na tomto prostoru ve tvaru
lgll = Vag* = Va? + b2 + 2 + d2,

Prostor kvaternionu forméalné ziskdme Cayley-Dicksonovym procesem nad komplexnimi
¢isly. Necht je tedy €’ takovd iterace a (a + bi,c + di) € C', potom kvaternionu odpovidd

(a+bi,c+di) = a+bi+cj+ dk.
Vynéasobenim dvou kvaterniont dostavame

(a +bi+cj+dk)(e+ fi+ gj+ hk) = (ac—bf —cg — dh) + (af + be + ch + dg)i + -
-+ (ag — bh+ ce + df)j + (ah + bg — cf + de)k.

A pro libovolné dva prvky iterace C’ je ndsobeni ve tvaru

(a +bi,c+di)(e+ fi,g+ hi) = ((ac — bf —cg — dh) + (af + be + ch + dg)si,
(ag — bh + ce + df) + (ah + bg — cf + de)i),
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z ¢ehoz je tedy zfejmé, Ze si tyto dva souciny odpovidaji. Vnofeni komplexnich ¢isel do
kvaternionové algebry je ziejmy, stejné tak i norma. Pro sdruzeni kvaternioni méame

(a+bi,c+di)* = (a—bi,—c—di) = a—bi—cj — dk.

Timto ziskdvame redlnou nekomutativni unitalni Banachovu algebru, protoze prostor kva-
terniont je Uplny a zarovein je kvaternionové nasobeni asociativni. Protoze je tento prostor
¢tyfdimenzionalni, muzeme ho ztotoznit s ¢tyfdimenzionalnim prostorem ¢tvercovych ma-
tic. Uvazujme homomorfismus ve tvaru

—c+di a-—10bi *oog*

fla+bi+cj+dk) = [‘Hbl C+dl] — [_i} ﬂ

Podprostor H C M?(C) viech matic tohoto tvaru ma bazi

10 i 0 0 1 0 1
R e e R R (1}
Homomorfismus f na tomto podprostoru je isomorfismus, takze H & H.

Na konec uvodni sekce uvedeme piiklad algebry, ktera neni Banachovou algebrou a kterou
Ize ziskat analogickym zpusobem, kterym jsme zkonstruovali kvaternionovou algebru.

Priklad 1.9. Uvazujme normovanou algebru oktonionu O = H’'. Tato algebra jiz na
rozdil od kvaternionové algebry neni Banachova algebra, protoze nasobeni oktonionu neni
asociativni, coz lze nahlédnout z nédsledujici tabulky pro nésobeni oktonionu.

T [ G k[ K]l a |1

i | =1 k | —j | jk | Kl | =1 | al
Pl —k | 1| @ | —il| =1 | K | jk
k| § | —i | 1| =1 ] il | —jk| K

Tabulka 1.2: Oktonionové generatory.

Uvazujme napiiklad souéin (ij)l = —kl. Potom je zfejmé, ze ndsobeni nemuze byt aso-
ciativni, protoze i(jl) = kl, ale —kl # kl, takze oktoniony netvoii Banachovu algebru,
nebot z definice mus{ sou¢in byt asociativni. Stejné tak jako oktoniony netvoif Banachovu
algebru, netvoii ji ani zddné vyssi Cayley-Dicksonovy iterace (dalsi takova iterace bude
Sestnactidimenziondlni normovand algebra nazyvana sedoniony).

Piiklad 1.10. Uvazujme Banachuv prostor X a prostor linedrnich operdtoru B(X). Po-
kud budeme uvazovat operaci ndsobeni jako skladani operdtoru, pak se ziejmé jednd o
unitalni Banachovu algebru. V piipadé, ze ma Banachuv prostor X = X, kone¢nou di-
menzi, je ze zakladniho kurzu linearni algebry znamo, ze pro linearni operatory lze psat

B(X,) = M"(C),

kde v pfipadé prostoru ¢tvercovych matic M™(C) uvazujeme nejcastéji Frobeniovu normu
(protoze se jednd o prostor koneéné dimenze, vSechny normy jsou ekvivalentni) ve tvaru

1Al = [ DO layl?
i

2

8z 77



Zajimavé je, ze je-li n > 1, potom se nejednd obecné o komutativni Banachovu algebru.
S poslednim piikladem, ktery uvedeme, a ktery neni ukazkou Banachovy algebry, se
muzeme nejcastéji setkat v kontextu fyziky.

Piiklad 1.11. Uvazujme Euklidovsky prostor R? a operaci vektorového souéinu. Vime,
ze tato operace neni asociativni ani komutativni, ale plati pro ni nerovnost ve tvaru

[l >yl < ]l lyll

coz znamend, ze na tuto algebru lze nahlizet jako na neasociativni normovanou algebru,
ale nikoli jako na Banachovu algebru.

1.1.2  Jednotka a invertibilni prvky

Vzhledem k tomu, ze v Banachovych algebrach, ¢i algebrach obecné, zavddime pojem
nasobeni prvku, je zajimavé se zaroven soustfedit na inverzni operaci, coz je v piimé
analogii s teorif grup, ¢i v naSem piipadé spiSe vhodnéji feCeno s teorii okruhu. V takovém
pripadé pfirozené vyzadujeme existenci prvku, kterému fikame jednotka. Takovy prvek
nema zadny divod se v algebrach vyskytovat, coz viak obecné neni problém, jak ukazeme
v této sekci, coz zaroven implikuje, ze obecné muzeme naSe Banachovy algebry, ve kterych
pracujeme, povazovat za unitalni.

Ptesto, ze algebry obecné jednotku obsahovat nemusi, mnohé dulezité prostory, se kterymi
se bézné v teoriich, a pfipadné praxi, setkdvame, jednotku pfirozené obsahuji. V ptipade,
pokud nase Banachova algebra X jednotku neobsahuje, pak ji lze formalné k dané algebie
pridat, tj. o jednotku ji rozsitit na unitalni algebru, kterou znac¢ime XJe|. V literatuie se
muzeme setkat predev8im s nédsledujicim postupem, ktery se dd povazovat za standardni.

Piiklad 1.12. Necht je X Banachova algebra a ddle necht je X[e] = X x C s normou
1@, 2) || x1e = llzllx +[2]-
Operaci nasobeni v takovém piipadé definujeme ve tvaru
(2, 21)(y, 22) = (vy + 21y + 227, 2122),

kde nasobeni uvniti zavorek je obycejné nasobeni prevzaté z puvodni algebry X. Jednotku
prirozené v tomto piipadé muzeme definovat jako e = (0,1). Plati totiz

(0,1)(x, 2) = (z,2)(0,1) = (x, 2).

Motivace pro tvar tohoto konkrétniho soucinu spo¢iva v tom, ze zobrazeni z — (x,0) je
isometricky isomorfismus mezi X a podprostorem X|e] s kodimenzi jedna. Piseme tedy

X[ =Xa&C,
pricemz jednotlivé prvky v navaznosti na direktni soucet muzeme znacit jako
(x,2) =x + ze.

Zajimavé je pozorovani analogie mezi timto zdpisem jednotlivych prvku rozsitené algebry
a zapisem komplexnich ¢isel. Pro ilustraci konkrétniho prikladu viz 1.5 v minulé sekci.
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Vidime tedy, ze pokud nasSe algebra X jednotku pfirozené neobsahuje, lze ji relativné
jednoduse pridat vyse ilustrovanym postupem, coz samoziejmé vede na piirozenou otazku,
co se stane, kdyz se pokusime o pridéni jednotky k jiz unitalizované algebie X [e]. Vzhledem
k tomu, ze se jednd o dulezité pozorovani, uvedeme to jako tvrzeni.

Tvrzeni 1.3. Je-li X unitalni Banachova algebra, pak je jednotka jedina.

Diikaz. Uvazujme, ze mé algebra X dvé ruzné jednotky e, e’ € X, potom lze psat

/ / /
e=ee =ce=c¢e,

z ¢ehoz plyne spor, tudiz musi byt tyto dvé jednotky nutné stejné. O

Obecné miuze dojit k situaci, ze algebra X obsahuje prvek e € X, ktery se chova jako
jednotka, tj. pro vSechna x € X plati

er = xre = x,

ale nebude mit jednotkovou normu, coz znamena, ze se nemiuze jednat o jednotku vzhledem
k definici obecné Banachovy algebry, ktera vyzaduje, aby tento prvek mél jednotkovou
normu. Pro tyto prvky, které se chovaji jako jednotky, specidlné plati

2]l = llez]] < llel[ |z]] = 1 <{le]-

Tento nedostatek lze odstranit nasledujici ivahou.

Na normovanych prostorech muzeme uvazovat ekvivalentni normy, coz pro pripomenuti
znamena, ze existuji A, B > 0 takové, ze pro vSechna x € X plati

Allzlly < ll2lly < Bzl

coz vSak naznacuje, ze je mozné uvazovat ekvivalentni normy na obecnych Banachovych
algebrach, a to konkrétnéji tak, abychom vyhovéli pozadavku jednotkové normy jednotky.
Toto skute¢né muzeme provést, a to vzdy, o ¢emz pojednava nésledujici véta.

Véta 1.4. Je-li X Banachova algebra, ktera obsahuje jednotku, pak existuje ekvivalentni
norma, vzhledem ke které je tato algebra unitélni.

Méme-li Banachovu algebru, kterd pfirozené zadnou jednotku neobsahuje, a nemuzeme
si dovolit z blize nespecifikovanych duvodu jednotku pfidat (muze se jednat o prakticky
diuvod), pak ji muzeme ¢astecné nahradit tzv. aproximativni jednotkou.

Definice 1.8 (Aproximativni jednotka). Necht je X Banachova algebra. Je-li (e,) C X
posloupnost, kterd pro vSechna x € X spliiuje

(1.12) lim e,z — x| =0, resp. lim |ze, —z| =0,
n—00 n—0oo

pak tuto posloupnost nazyvame levou, resp. pravou aproximativni jednotkou. V pfipadé,
ze spliiuje obé podminky, pak tuto posloupnost jednoduSe nazyvame aproximativni jed-
notkou.

Poznamka. Banachova algebra X bez jednotky nemusi mit ani aproximativni jednotku.
Jako priklad lze uvést algebru s trividlnim nasobenim xy = 0 pro vSechna z,y € X.

10z 77



Piiklad 1.13. Jiz vime z diifvejsi sekce, Ze algebra L'(R) jednotku neobsahuje a pfidana
jednotka mé podobu delta miry, kterd je hrubé fe¢eno koncentrované v jednom konkrétnim
bodé. Miuzeme tedy kupiikladu sestrojit posloupnost (e,) € L!'(R) ve tvaru

n
en = 5 Ll=1/m1/nl:

Ze se jednd o aproximativni jednotku muzeme ukdzat pifmo z piedchozi definice, ale
protoze jiz vime, jak by méla vypadat pfidana jednotka, ukdzeme, ze se ndmi zvolend
posloupnost lokélné chovd stejné jako delta mira. Necht tedy f € L'(R), vypoctem

1/n
n
(e = [ Sy ntan =5 [ fa—y)uian) = )
—1/n
kde limita na pravé strané plyne z Lebesguovy véty.
Jako dalsi pfirozeny krok je studium inverznich prvku, kvuali kterym se jednotky v al-

gebrich, a jinych algebraickych strukturdch, zavadi. Zacneme nejdiive z definice.

Definice 1.9 (Inverzni prvek). Necht je X unitdlni Banachova algebra a z € X je libo-
volny prvek. Existuje-li néjaké y € X, pro které plati

(1.13) Ty = yxr = €,

pak prvek y nazyvame inverznim prvkem k z a znaéime ho y = z~!. Prostor vech inver-
tibilnich prvku Banachovy algebry X zna¢ime obvykle G(X).

Pi#iklad 1.14. Uvazujme algebru posloupnost{ /! (N) a necht R, L € B(¢}(N)) jsou linedrn{
operatory pravé a levé translace, tj. operdtory ve tvaru

R(xy,x9,...) = (0,z1,29,...) resp. L(xy,x9,...)= (x2,23,24,...).
Viimnéme si, ze je-li x € £1(N) libovolné, potom tedy mame
(LR)(z) ==z, ale (RL)(x)# =,
z ¢ehoz plyne, ze existuji i jednostranné inverzni prvky.

Tvrzeni 1.5. Je-li X unitalni Banachova algebra a x,y € G(X), potom zy € G(X).

Diikaz. Necht je tedy zy € G(X) a z € X takové, ze plati
Tyz = €.

Potom také mame vynasobenim ptisluSnymi inverzemi vyraz ve tvaru

1 1 1

y e leyr =y e
z ¢ehoz dostavame, ze z = y~lz~! a tudiz 2y € G(X). O

Pozndmka. Prostor vsech invertibilnich prvku unitdlni Banachovy algebry G(X) jiz
obecné neni Banachova algebra. Uvazujme libovolné 2 € G(X), potom ale zfejmé

(z —z) ¢ G(X),

takze vidime, ze tato mnozina neni uzaviend na soucet. Vzhledem k predchozi vété je vSak
uzaviend na nasobeni a inverzni prvky, takze tvoii grupu.
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Priklad 1.15. Uvazujme kompaktni Hausdorfuv prostor K a algebru X = C(K). Po-
tom prostor vsech invertibilnich prvku G(X) obsahuje pravé takova zobrazeni, kterd jsou
nenulova, tj. f(z) # 0, pro viechna z € K.

Stejné tak jako zadna unitalni Banachova algebra nemuze obsahovat vice nez jednu jed-
notku, zadny invertibilni prvek nemuze obsahovat vice jak jeden prvek k nému inverzni.
Protoze jsme prvni pozorovani uvedli jako tvrzeni, uvedeme i toto jako dalsi tvrzeni.

Tvrzeni 1.6. Necht je X unitalni Banachova algebra. Je-li x € G(X), potom prvek k
nému inverzni je jediny.

Dikaz. Necht tedy x € G(X) a y, 2z € G(X) jsou k nému inverzni, potom

y=ye=y(xz) = (yr)z = ez = 2,

coz v8ak vede ke sporu, tudiz je inverzni prvek jediny. O

Maéme-li ngjakou Banachovu algebru X a libovolny prvek xz € X, pak je z praktického
hlediska tloha nalezeni jemu inverzniho prvku dosti ndro¢néd a mnohdy aZz nefeSitelna.
Pokud vsak tento prvek spliiuje urcité prijemné vlastnosti, pak inverzni prvek muzeme
nalézt napiiklad aplikaci nasledujici véty.

Tvrzeni 1.7 (Neumann). Necht je X unitdlni Banachova algebra a x € X takové, které
spliiuje podminku [|z|| < 1, potom plati (e — ) € G(X).

Diikaz. Uvazujme Césteény soucet ve tvaru

Protoze se jedna o analogii geometrické fady, pak tento soucet konverguje, pficemz stejné
jako klasickd geometricks fada konverguje absolutné, nebot plati

k
lswll <D )™ < oo
n=0

Nakonec pro tyto ¢astecné soucty plati

k+1

sple—x)=e—2""" = (e — x)sg,

a protoze x" — 0, pak je (e — x) € G(X), pficemz limita s — s ndm dava inverzi. O

Podminku v pfedchozi vété kladenou na velikost normy uvazovaného prvku nelze zanedbat,
pokud budeme chtit uvazovat danou inverzi, viz nasledujici piiklad.

Piiklad 1.16. Uvazujme algebru C([0,1]) a prvek (2 —z) € C([0,1]). Pro toto zobrazeni
ziejmé plati, ze (2 — 2)||,, = 2, takze neni splnéna podminka pro normu uvazovaného
prvku z pfedchozi véty, piicemZ viak vime, Ze toto zobrazeni je invertibilni. Déle necht

o0

Z(x - 1)71 = x_lv

n=0

coz je zobrazeni, které je spojité pouze na mnoziné (0, 1] C [0, 1].
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Jako piimé aplikace dané metody hledéni inverznich prvka v obecnych unitdlnich Ba-
nachovych algebrach se nabizi teorie zabyvajici se feSenim obecnych integrilnich rovnic,
které rikdme Fredholmova teorie.

P#iklad 1.17. Uvazujme Banachtiv prostor L?([0,1]) a Volterrovu integralni rovnici

o@) =1+ [ o) (),
V pifpadé, ze bychom uvazovali ¢ € H'([0, 1]), pak bychom mohli fesit ekvivalentné

¢ =9,

coz ze zakladniho kurzu diferencidlnich rovnic vime, ze vede na feseni ¢(z) = e*. Zaméime
se tedy na pravou stranu integralni rovnice, a to konkrétnéji na integrdl, ktery nazyvame
Volterruv linearni operator. Jestlize tento operator oznac¢ime K, potom lze psat

(1-K)p=1.

Bez dokazovani zminime (pro dikaz viz [11]), Ze pro normu Volterrova operatoru plati

2
I == <1.
T

Protoze je algebra B(L?([0,1])) unitdln{ Banachova algebra, s piihlédnutim k predchozi
nerovnosti je ziejmé, ze je operator (1 — K) invertibilni, a tudiz lze psat

o= (1-K)"\(1).

Inverzi ziskdme pomoci nekoneéného souctu z dikazu predchoziho tvrzeni. VSimnéme si,
ze pro jednotlivé mocniny Volterrova operatoru v tomto piipadé plati
n—1 n

k)= [ =T

takze z toho dostavame po dosazeni feSeni ve tvaru

o) = (1K) ) =S K1) =3 T = e,
n=0 n=0

coz odpovida naSemu ocekavanému feseni.

1.1.3 Spektrum v Banachovych algeberach

V této sekci si zavedeme pojem spektra, coz je zjednodusené feceno zobecnéni vlastnich
¢isel linedrnich zobrazeni v linearnich prostorech konecéné dimenze.

Definice 1.10 (Spektrum). Necht je X unitdlni Banachova algebra. Spektrum prvku
x € X definujeme jako mnozinu ve tvaru

(1.14) o(z)={ e C|(e—2x) ¢ GX)}
pricemz zaroven definujeme spektrélni polomér p(z) jako
(1.15) p(z) = sup |o()].

13z 77



Poznamka. Je-li X Banachova algebra a X [e] jeji rozsifeni o jednotku, potom lze definici
spektra pro x € X rozsitit ve tvaru

(1.16) ox(x) = oxg(z) U{0}.

Piiklad 1.18. Nechf je K kompaktni Hausdorfiv prostor. Z pifkladu 1.15 vime, Ze zob-
razeni f € C'(K) je invertibilni pravé tehdy, kdyz je nenulové na celém K, z éehoz plyne
negaci, ze zobrazeni nebude invertibilni pravé tehdy, kdyz 0 € R(f), z ¢ehoz dostdvame

o(f) = R(f),
a zaroven tedy plati p(f) = || f|l -

Definice 1.11 (Bodové spektrum). Necht je X obecny Banachiv prostor. Bodové spek-
trum linedrntho operatoru z € B(X) je mnozina ve tvaru

(1.17) op(z) = {X € C| (Ae — z) neni injektivni}.

Poznamka. V navaznosti na predchozi definici bodového spektra je zfejmé, ze obecné
vztah mezi jednotlivymi spektry linedrnich operatoru lze psat ve tvaru

op(z) C o(x).

Piiklad 1.19. Uvazujme Banachovu algebru M"™(C). Matice (A\E — A) € M™(C) neni
invertibilni pravé tehdy, kdyz neni injektivni, coz je ekvivalentni s tvrzenim

NOAE — A) # {0}.

Mnozina o,(A) vsech takovych A € C je viak ziejmé mnozinou vlastnich ¢isel, které jsou
koteny charakteristického polynomu p matice A. Dle Cayley-Hamiltonovy véty plati

p(4) =0,
coZz znamend, viz tvrzeni 1.31 pro dikaz, Ze plati relace
p(o(A)) = a(p(A)) = {0},

z ¢ehoz vsak plyne, ze o(A) C {A1,\2,..., Am}. Protoze jsou vsak matice ekvivalentni
linedrnim zobrazenim na prostorech kone¢né dimenze, jedna se o vlastni hodnoty a tudiz
v konecné dimenziondlnim piipadé pro operatory plati o,(A) = o(A).

Piiklad 1.20. Uvazujme Banachovu algebru B(LP(12)), kde 1 < p < oo, a multiplikativn{
operator M € B(LP(Q2)) definovany ve tvaru

Ma(f) = le,
kde f € LP(Q2) a a € L*™(Q) je nenulové s.v. Pro tento operator bude platit
(Mg —a)f =0,

pravé tehdy, kdyz zobrazeni f bude nulové s.v., coz vSak znamen4, ze bodové spektrum
tohoto multiplikativniho operatoru je dano ve tvaru

op(M) = {A € C | u({z € Q] ale) = A}) > 0}.

7 toho vidime, ze bodové spektrum operatoru muze byt prazdné. V tomto konkrétnim
pripadé staci uvazovat libovolné a € L*°(2), které je ryze monoténni. Spektrum je vsak
neprazdné, nebot spojitou inverzi mame pravé tehdy, kdyz pro s.v. x € Q plati

Alq(z) —a(z)| ' < K,
pro néjaké K > 0, coz vSak znamend, Ze spektrum je dano ve tvaru

o(M)={AeC|Pe>0, |\q(z)—a(z) >esv.}.
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Dulezité pozorovéni, které lze vyvodit z pfedchozich piikladi, je skutec¢nost, ze spektrum je
kompaktni mnozina. Pfirozenou otazkou tedy je, zda-li je tato mnozina kompaktni obecné
pro libovolné unitalni Banachovy algebry. Na tuto otdzku je kladna odpoved.

Véta 1.8 (Gelfand). Je-li X unitalni Banachova algebra, potom spektrum libovolného
prvku algebry je neprazdnd kompaktni mnozina.

Dukaz. Ukazeme naznak, pro detaily viz [15]. Uvazujme nenulové A € C a = € X, které
splitujf nerovnost ||z|| < |A|. Z toho dle tvrzenf 1.7 mdme (Ae —z) = A(e — A 71z) € G(X).
Uvazujme dale zobrazeni definované ve tvaru

PY(A) = e — x.

Zobrazeni 1) je ziejmeé spojité a G(X) je oteviend mnozina [15, str. 268], takze dle spojitosti
je mnozina 1! (G) taktéz oteviend, ale to znamend, Ze o(z) je uzaviend mnozina, ale
zaroven i omezend. Déle pro dané zobrazeni 1ze psat odhad jeho normy ve tvaru

1
Al = ]’

coz je tedy zfejmé omezené zobrazeni, je-li spektrum prazdné. Lze ukézat, Ze je resolvent
analytické zobrazeni, ale dle Liouvillovy véty z komplexni analyzy zaroven vime, Ze toto
zobrazeni musi byt identicky nulové na celé komplexni roviné, coz je spor a spektrum je
tedy vzdy neprazdné. O

™ O = A7 e = A1) | <

Spektrum libovolného prvku Banachovy algebry X je tedy vzdy kompaktni mnozina,
pricemz je prirozené se ptat, zda-li plati i opacna implikace a to presnéji ta, zda-li pro
kazdou kompaktni podmnozinu komplexnich ¢isel M C C muzeme najit néjaky prvek,
jehoz spektrum takové mnoziné odpovida.

Piiklad 1.21. Uvazujme algebru ¢2(M,,), kde M,, C N je kone¢nd mnozina. V takovém

pifpadé je tato algebra ziejmé koneéné dimenzionalni. Uvazujme déle algebru B(¢?(M,,))

a linedrni operator T' € B(¢?(M,)), ktery pro véechna x € ¢?(M,,) definujeme ve tvaru
T(z) = (a1,a2,...,an)(x1,22,...,25) = (@121, 022, ..., anTy).

Protoze jsme v kone¢né dimenzi, potom o,(T") = o(T'), takze tedy ziejmé plati

op(T) = {a1,az,...,a,}.

To vsak znamend, ze mame-li kone¢nou kompaktni mnozinu, potom existuje Banachova
algebra, kterda obsahuje prvek, jehoz spektrum je pravé dand mnozina. Tuto mysSlenku
vzhledem k danému piikladu vSak lze rozsifit na nekonecnou dimenzi hlavné diky tomu,
ze komplexni ¢isla jsou separabilni metricky prostor a trividlné tedy i libovolna jejich
podmnozina. Uvazujme kompaktni mnozinu A C C a hustou posloupnost (a,) C A. Déle
vime, ze prostor £2(N) je Hilbertiiv prostor, ktery méa ortonormalni bézi, takze

T(x)= Zak (x,er) ek
k=0

Z toho vidime, ze 0,(T) = {a, € C | n € N}, ale spektrum je vzdy nutné uzaviend
mnozina, takze musi tedy platit

op(T)=ACo(x).

Lze jednoduSe ovérit, ze neni-li A € A, potom je uvazovany operator invertibilni, ale to
pak znamena, ze A ¢ o(z), takze nakonec dostdvame rovnost.
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Jako zdkladni piiklad Banachovych algeber jsme uvadeéli prototypni algebru komplexnich
Cisel, ve které je ziejmé kazdy nenulovy prvek invertibilni. Jestlize méme obecnou unitalni
Banachovu algebru X, kde taktéz kazdy nenulovy prvek mé vlastni inverzi, pak muzeme
prirozené ocekédvat podobnou strukutu té, kterou méame u algebry komplexnich ¢éisel. Dalsi
véta je v kontextu Banachovych algeber velice dulezitd, nebot tyto algebry charakterizuje.

Véta 1.9 (Gelfand-Mazur). Je-li X unitalni Banachova algebra, kde kazdy nenulovy prvek
je invertibilni, potom je X isometricky isomorfni s komplexnimi ¢&isly, tj. plati

(1.18) X =C.

Diikaz. Protoze dle ptedpokladu je kazdé nenulové x € X invertibilni, potom musi platit
(Ae —x) =0,
coz vSak znamend, ze existuje pravé jedno ¢(z) € C takové, ze
z = ¢(z)e,
z ¢ehoz vSak plyne, ze zobrazeni ¢ : x — ¢(x) je isomorfismus, pficemz plati
¢(z)| = ll¢(@)ell = [l ,
a tudiz ¢ je zaroven isometrie. O

Poznamka. Stanistaw Mazur puvodné piedchozi vétu formuloval tak, ze Banachova alge-
bra (tentokrat ne nutné nad komplexnimi ¢isly), kde kazdy nenulovy prvek je invertibilni,
je isometricky isomorfni bud s redlnymi éisly, komplexnimi ¢isly a nebo nekomutativni
algebrou kvaternionu [12].

Tvrzeni 1.10. Necht je X unitdln{ Banachova algebra a z € 0G(X). Je-li (z,,) C G(X)
posloupnost, pro kterou plati x,, — x, potom plati

(1.19) 2t — oc.
Diikaz. Necht existuje M > 0 takové, pro které ||z, || < M, coz znamend, ze existuje
néjaké n € N takové, ze ||z, — x| < 1/M, pro které zaroven plati

lle =2 z| = |2 (20 — 2)|| < 1,

takze dle Von Neumannovy véty x, 'z € G(X), ale 2 = z,(z,'z) € G(X), coz vede ke
sporu, protoze mnozina G(X) je oteviend, z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Tvrzeni 1.11. Necht je X unitalni Banachova algebra. Existuje-li M < oo takové, ze pro
vSechna z,y € X plati

(1.20) |yl < M jzyll,

potom je X isometricky isomorfni s algebrou komplexnich ¢isel.

Diikaz. Necht je z € OG(X) libovolny hraniéni bod. Potom existuje néjakd posloupnost
(zn) C G(X), pro kterou plati z,, — z, takze lze psat
-1
[@nll 2 || < M lle],

ale z toho nutné plati ||z,| — 0, coz znamen4 z, — 0. Pro kazdy hrani¢ni bod X € do(y),
kde y € X, médme (Ae—y) € 0G(X), takze y = Ae, z cehoz vSak jiz plyne naSe tvrzeni. [J
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Naleznout spektrum prvku obecné Banachovy algebry X neni jednoducha zalezitost, lze
vsak pfinejmensim odhadnout nejmensi mnozinu (konkrétnéji uzavieny disk se stredem v
nule), ve které je celé spektrum obsazeno. K tomuto slouzi nasledujici véta.

Véta 1.12 (Gelfand). Necht je X unitdlni Banachova algebra a 2 € X. Potom plati

(1.21) p(z) = lim |2""".
n—oo
Dukaz. Vynechavame; lze ho najit napiiklad v [15, s. 253]. O

Dusledek 1.13. Nechf je X unitélni Banachova algebra a x € X. Potom pro spektralni
polomér daného prvku plati nerovnost ve tvaru

(1.22) o) < Jla]].
Tvrzeni 1.14. Necht je X unitdlni Banachova algebra a x € X. Je-li A € o(x), potom

(1.23) A" e o(z").

Diikaz. Pifmo plyne ze vztahu \"e — 2" = (Ae — x)(A\" e + .- 4+ 2" 1). O

Tvrzeni 1.15. Necht je X unitdln{ Banachova algebra a z,y € X. Plati (e —zy) € G(X),
pravé tehdy, kdyz (e — yz) € G(X).

Diikaz. Uvazujme (e — zy) € G(X) a necht z = e + y(e — zy) " 'z. Potom Ize jednoduse
overit, ze plati rovnosti z(e — yx) = e = (e — yx)z. O
Disledek 1.16. Necht je X unitdlni Banachova algebra a z,y € X. Potom plat{

(1.24) o(zy) U{0} = o(yx) U{0}.

Jiz na zacatku této sekce zaznél naznak, ze mame-li unitdlni Banachovu algebru X a
jeji libovolnou podalgebru, potom se jednotliva spektra stejného prvku nemusi obecné
shodovat. Vzhledem k tomu, Ze podalgebra m& intuitivné méné prvka nez puvodni algebra,
ocekavali bychom, zZe se nam spektrum zvétsi. To ilustruje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.17. Necht je X unitdlni Banachova algebra a Y C X je unitalnf Banachova
podalgebra se stejnou jednotkou. Je-li z € Y, potom plati

(1.25) ox(z) C oy(x).

Diikaz. Pro kazdé z € G(Y) také x € G(X), z ¢ehoz plyne G(Y) C G(X). O

Priklad 1.22. Jako jednoduchy piipad lze uvést rozsitené spektrum, které bylo zavedeno
na zacatku sekce. Uvazujme Banachovu algebru X. Pro libovolné = € X|e] plati

oxe)(z) Cox(z) = oxp(z) U {0},
a protoze ziejmé plati X C Xle|, vidime, Ze spektra se obecné neshoduji.
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1.2  Funkcionalni kalkulus

Vzhledem k tomu, ze Banachova algebra X (¢i asociativni algebry obecné), mé z definice
strukturu okruhu, muzeme na této algebie obecné uvazovat pro kazdy prvek x € X jeho
libovolny polynom, ktery muzeme psét jako p(z). Zvolime-li pevné dané x € X, pak timto
zpusobem lze pfirozené reprezentovat prostor vSech polynomu nad komplexnim télesem.
Protoze jsou polynomy specidlni ptipad analytickych zobrazeni, otdzkou je, jestli stejnou
konstrukei 1ze aplikovat i pro piipad analytickych zobrazeni A(2) ¢i mnohem obecnéjsi
zobrazen{ jako jsou zobrazen{ méfitelna L°(€2).

V této sekci ukazeme, jak tuto reprezentaci lze rozsifit na obecnéjsi funkéni prostory
holomorfnich zobrazeni H(f2), kde 2 C C je vhodné zvolena oteviend mnozina, pricemz
ukdzeme néjaké konkrétni konstrukce a i aplikace této reprezentace.

Definice 1.12 (Homomorfismus). Necht jsou X a Y obecné Banachovy algebry. Linedrn{
zobrazeni ¢ definované mezi témito algebrami se nazyva homomorfismus algeber, jestlize
pro vSechna z,y € X plati

(1.26) o(zy) = ¢(z)d(y).

1.2.1 Polynomialni zobrazeni

Definice 1.13 (Kalkulus). Necht je X unitdlni Banachova algebra, x € X a necht p € C|z]
je polynom. Polynomialni kalkulus definujeme jako zobrazeni

(1.27) v, : Clz] — X,

které ma konkrétni tvar
n
(1.28) U.(p) =) apz”,
k=0

Poznamka. Jak jiz bylo naznaceno v uvodu této sekce, obecné muzeme reprezentaci
polynomu v unitalni Banachové algebie X vzhledem k prvku € X psat ve zjednoduseném
tvaru p(z). Jednd se samoziejmé pouze o notacéni zélezitost, nebot formdlné tento vyraz
nedavd smysl vzhledem k definiénimu oboru polynomu.

Protoze ocekavame, ze reprezentace algeber bude obecné zachovavat algebraickou struk-
turu, tj. bude se jednat o homomorfismus algeber, je podstatné ukazat, ze tomu tak
skute¢né je v naSem konkrétnim ptipadé, coz ukazuje néasledujici véta.

Véta 1.18. Necht je X unitdlni Banachova algebra a x € X. Polynomialni funkcionalni
kalkulus je homomorfismus algeber, pficemz spliiuje ¥, (z) =z a ¥, (1) =e.

Drikaz. Nejdiive ukdzeme lineritu tohoto zobrazeni, kterd plyne ze vztahu

n

n n
Uo(zp+q) =Y (e +a)z" =2 pra’ +) qra® = 20, (p) + Va(g).
k=0 k=0 k=0

Multiplikativita tohoto linedrniho zobrazeni plyne z Cauchyova vzorce ve tvaru

p q pt+q m
V. (p)V.(q) = (Zpkx”) (Z Qkan) = Z (Zpkqu> ™ = U(pq).
n=0 n=0

m=0 \k=0

Dalsi dvé vlastnosti 1ze ovérit piimym dosazenim. O
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Poznamka. Je-li ¥, kalkulus a x € X spliuje ¥, (z) = z, potom tento prvek také muzeme
nazvat prvkem generujici piislusny kalkulus.

Dulezité je si uvédomit, ze obecné polynom p € C[z]| neni zobrazeni ale pouze formalni
konetna suma s neurcitou proménnou z, coz znamend, ze nas kalkulus nelze prohlésit za
funkciondlni kalkulus. Toto omezeni vSak jednoduSe vyreSime tim, Ze si zvolime néjaky
definiéni obor D(p), na kterém tento polynom budeme definovat. Neurcitd proménnd z se
v tomto pfipadé stane zobrazenim ve tvaru

z: D(p) — C,

¢imz nakonec dostavame z formélniho polynomu polynomialni zobrazeni, které nam tedy
dava polynomilni funkciondlni kalkulus.

Ptirozenou otazkou je, zda-li je polynomidlni funkciondlni kalkulus vzhledem k obecné
Banachové algebfe X injektivni. Je-li napiiklad € X nilpotentni, potom ziejmé existuje
nenulovy polynom p € C|[z], pro ktery plati

coz v8ak znamena, Ze ma zobrazeni W, netrividlni jadro a tudiZz neni obecné injektivni.
Ziejmé v8ak toto zobrazeni neni ani surjektivni.

Nésledujici tvrzeni je obecnd vlastnost funkciondlniho kalkulu, kterd neni jedine¢na poly-
nomidlnimu funkciondlnimu kalkulu.

Tvrzeni 1.19. Necht je X unitalni Banachova algebra. Je-li x € X a p € C|z], potom

(1.29) p(o(z)) = o(p(z)).

Dukaz. Dokézeme pozdéji. O

Piiklad 1.23. Uvazujme obecnou unitalni Banachovu algebru a necht z,y € X spliuji
Ty = ay,

kde a € C. Zfejmé se jednd o analogii vlastnich vektoru linedrnich operatoriu s diskrétnim
spektrem. VSimnéme si, ze vynasobime-li obé strany prvkem z, potom dostdvame

2%y = x(ay) = a(ay) = ay,
z ¢ehoz indukci dostdvame v obecném piipadé aplikaci funkcionalniho kalkulu
p(x)y = p(a)y.
V kontextu vlastnich vektorta tedy vidime, ze se zachovavaji, ale méni se spektrum.

Priklad 1.24. Uvazujme algebru diagondlnich matic D"(C) a necht M € D"™(C). Potom
pro libovolny polynom p € C[z] dostdvame

my 0 0 p(mi) 0 0
0 meo 0 0 p(mz) 0
M = : : . Sl p(M) = : :
0 0 ... my 0 0 oo p(my)

Na tomto piikladu je taktéz ziejmé, jak funkcionalni kalkulus transformuje spektrum.
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Priklad 1.25. Pro obecnéjsi piipad uvazujme algebru M"(C). Z teorie linedrni algebry
vime, ze libovolnou matici A € M™(C) lze vyjadiit v Jordanové tvaru

A=XJX'=X (@ Ji) X
i=1

kde J je Jordanova blokové diagondlni matice. Funkciondlni kalkulus pro tyto obecné
matice bychom chtéli definovat analogicky tém diagonalizovatelnym, tj. ve tvaru

p(A) = Xp(N)X ™" = Xp(J1)) & p(J2) ® -~ @ p(Ji) X',
kde jednotlivé Jordanovy bloky J, lze psat ve tvaru
JIp = )\nEn + Un7

kde matice E, je jednotkova a matice U, je dana ve tvaru

010 ---0
001 ---0
Un = Lo .o
000 ... 1
0 0 0 |

Vsimnéme si, ze jednotlivé mocniny Uff posouvaji diagonalu dané matice, coz znamena,
ze je tato matice nilpotentni, takze pro jeji spektrum plati o(U,) = {0}. Déle uvazujme
libovolné polynomiélni zobrazeni p € C[z] a Tayloruv rozvoj ve tvaru

p(z) =pA\) + ' (N)(z — A) + (= A2 4+

PN
2

Aplikaci funkcionalniho kalkulu pro konkrétni Jordanuv blok J,, dostavame

Protoze direktni soucet matic je blokové diagondlni matice, chova se funkcionalni kalku-
lus analogicky funkcionalnimu kalkulu v kontextu diagondlnich matic, tj. aplikuje se na
jednotlivé bloky, coz tedy vede na konec¢né vyjadreni ve tvaru

p(A) = Xp(J)X .

Vsimnéme si, ze v piipadé diagonalizovatelnych matic muzeme uvazovat v podstaté libo-
volné zobrazeni, které je definované na spektru, coz platii v piipadé nediagonalizovatelnych
matic s tim omezenim, ze vyzadujeme existenci koneé¢ného poctu derivaci.

Se zavedenym polynomialnim funkciondlnim kalkulem muzeme pro uré¢ité Banachovy al-
gebry uvazovat spektralni rozklad jednotlivych prvk.

Definice 1.14 (Ortogonalita). Necht je X Banachova algebra a necht (e;) C X je posloup-
nost idempotenti. Tuto posloupnost idempotentu nazyvame ortogondlni, jestlize plati

(1.30) eiej = 5@'61' = 5ij€j~
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Tvrzeni 1.20. Necht je X Banachova algebra a eq, e, e3 € X jsou ortogondlni idempo-
tenty, potom soucet (e; + e2) je opét idempotent, pro ktery plati

(1.31) (e1 +e2) L es.

Diikaz. Dokézeme piimym vypoctem ve tvaru
(e1+€2)” =€ +erea +ege1 + €5 = €1+ €3, (€1 + ea)es = eger + e2) =0,
z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Definice 1.15 (Algebraicita). Necht je X Banachova algebra. Prvek z € X se nazyvd
algebraicky, jestlize existuje rozklad ve tvaru

n
(1.32) T = Z K€L,
k=1

kde (e;) C X jsou ortogondlni idempotenty a (ay) C C.

Poznamka. Bude-li platit a € o(z), potom tento rozklad nazyvame spektralni rozklad,
pricemz pro tento rozklad muzeme volit a; > a;41 dle predchoziho tvrzeni, tj. tfeba

aje1 + ajes + ases = ai(e; + e2) + ases = ajers + ases.

Tvrzeni 1.21. Necht je X unitdlni Banachova algebra a nechf je z € X algebraicky
prvek, ktery mé spektrélni rozklad. Potom pro libovolny polynom p € C(o(x)) plati

n
(1.33) p(x) = plak)ex.
k=1
Dikaz. Pro druhou mocninu prvku z € X Ize psat
n 2 n n n
.%‘2 = <Z akek> == Z Zaiajeiej = Za?ei,
k=1 i=1

i=1 j=1

coz plyne z predpokladu ortogonality idempotentu. Zbytek lze ukdzat indukei. O

Algebraické prvky jsou tedy prvky, které maji explicitni konstrukci a také vlastnosti, z
¢ehoz tedy plyne, ze jsou dulezitou, a hlavné zajimavou, tfidou prvka v obecnych Bana-
chovych algebréch. Je v8ak otédzkou, zda-li takové prvky vubec existuji.

Priklad 1.26. Uvazujme algebru diagonalnich matic D"(C). V této algebfe je ziejmé
kazdy prvek algebraicky. Pro jednoduchost uvazujme, ze mé matice A € D"(C) na dia-
gondle ruzné prvky. Uvazujme déle matice (E;) C D™(C), pro které

(Ei)jk = Oik-

Tyto matice zifejmé tvoii ortogondlni systém idempotenti. Rozklad tedy muzeme psat

n
A= Z ap B
k=1
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Ptedchozi priklad ukazuje, jak nalézt spektralni rozklad diagonalnich matic. Pro ¢tvercové
matice A € M"(C), pro které P~1AP € D"(C), tj. diagonalizovatelné matice, dostavdme

A=PDP'=p (Z akEk> P! => " a,PEP",
k=1 k=1

z ¢ehoz plyne zavér, ze diagonalizovatelné matice jsou taktéz algebraické. Nasledujici véta
dava konkrétni ndvod pro aplikaci funkciondlniho kalkulu pro tento obecny piipad.

Véta 1.22 (Sylvester). Uvazujme algebru M™(C) a necht je A € M"(C) diagonalizova-
telnd matice. Je-li p € C[z], potom muzeme psat

(1.34) Va(p) = > p(M)Pr,
k=0
kde A; jsou vlastni ¢éisla a matice P, definujeme ve tvaru
1
1. P=|l—+-W\E,—A).

Diikaz. Necht je tedy p € C[z] néjaky polynom. Budeme-li uvazovat body p(\,), pro jed-
notlivé prvky spektra A, € o(A), potom muzeme aplikovat Lagrangeovu vétu o interpolaci,
¢imz dostaneme vyjadieni tohoto polynomu ve tvaru

" Ai — 2z
p(x) =Y pow [[ 2=
k=0 itj v

Nase tvrzeni ziskdme aplikaci funkcionalniho kalkulu W 4(p). O

Poznamka. Vzhledem ke konstrukci Lagrangeovy interpolace lze v pfedchozi vété misto
polynomidlnich zobrazeni uvazovat obecnéjsi zobrazeni.

Piiklad 1.27. Uvazujme algebru M?(C) a matici A € M?(C) ve tvaru

1 1
A= :
Tato matice je ziejmé diagonalizovatelnd, pficemz primym vypoctem kofenu charakteris-

tického polynomu dostdvame spektrum ve tvaru o(A4) = {1,2}. Mame tedy idempotenty

P, =(2F,— A) = [(1) _01} resp. Py = —(FEy — A) = [8 ﬂ .

Jako posledni ukazku aplikace uvedeme vlasnost stopy v koneéné dimenzi.

Priklad 1.28. Uvazujme algebru M"(C). Potom ze zékladni teorie linedrni algebry vime,
ze pro libovolnou matici A € M™(C) plati

tr(A) = D A,
A€o (A)
takze z vlastnosti polynomialniho funkcionalniho kalkulu mame zobecnény vztah
tr(p(A)) = Y p(N),
A€o (A)

kde p € C[z] je néjaké polynomidlni zobrazeni. Analogicky muzeme stejnou konstrukci
uvazovat i pro determinanty, kde v takovém piipadé nahradime sumu za soucin.
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1.2.2  Analyticka zobrazeni

Dalsi dulezita tiida holomorfnich zobrazeni jsou zobrazeni analytickd, kterd jsou pfimym
zobecnénim polynomu, tj. kazdy polynom je zaroven analytické zobrazeni. Pro pfipomenuti
reprezentujeme analytickd zobrazeni pomoci mocninnych fad (to vsak znamena, ze ziejmeé
bude v tomto piipadé zalezet na konkrétni podobé spektra kvili poloméru konvergence).

Definice 1.16 (Analyti¢nost). Nechtf je QO C C oblast. Zobrazeni f € C(f), které lze
reprezentovat mocninnou fadou ve tvaru

(1.36) f(z) =) arz®,

k=0
nazyvame analytické zobrazeni. Mnozinu takovych zobrazeni znacime A(€2).

Definice 1.17 (Analyticky kalkulus). Necht je X unitdlni Banachova algebra a f € A(D)
analytické zobrazeni definované na otevieném disku D C C o poloméru r > 0. Déale necht
pro x € X plati ||z|| < r. Analyticky funkciondlni kalkulus definujeme jako zobrazeni

(1.37) Ay i A(D) = X,

které ma konkrétni tvar

(1.38) Au(f) =) ara®,
k=0

Uvazujme unitalni Banachovu algebru X a x € X. Necht je f € A(D) néjaké analytické
zobrazeni, potom lze dle predchozi definice psat

f(z) = Z apx®.
k=0

7 takového zapisu neni ziejmé, ze by takova fada mohla konvergovat, lze vsak psat

oo oo

k k

1F @ <D larl l2*] < D lawl 1],
k=0 k=0

ale v takovém piipadé na pravé strané dostavame obycejnou skalarni nekonec¢nou tradu,
kterou jiz umime analyzovat. Radius konvergence r > 0 je v tomto piipadé urcen koefici-
enty a vzhledem k tomu, ze uvazujeme stied v pocatku, dostavame podminku

||| < r.

Vzpomeneme-li si vSak na vétu o spektralnim poloméru 1.13, potom tuto podminku
muzeme zeslabit na pozadavek ve tvaru

plx) <.

Tvrzeni 1.23. Analyticky funkcionédlni kalkulus je rozsifenim polynomialniho kalkulu.
Diikaz. Necht je p € C[z] polynom n-tého fddu. Polynomy jsou analytickd zobrazeni, tudiz
o n
Au(p) =) arz® =) ara = Wy (p),
k=0 k=0
z ¢ehoz plyne naSe tvrzeni. O
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Véta 1.24. Necht je X unitalni Banachova algebra a x € X. Analyticky funkcionalni
kalkulus je homomorfismus algeber, pficemz A, (z) =z a Ay(1) =e.

Diikaz. Analogicky polynomidlnimu kalkulu lze ukazat, ze se jednd o homomorfismus za
pouziti Cauchyova vzorce pro nasobeni mocninnych fad. Dalsi vlastnosti jsou zfejmé. O

Jako jednoduchou aplikaci analytického funkcionédlniho kalkulu uvadime alternativni formu
resolventy! pomoci mocninné fady, viz nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.25. Necht je X unitdlni Banachova algebra a z € X. Potom plati

(1.39) (ze —2)7! = ii (g)n,

n=0

pro viechna z € C, pro kterd ||z|| < |z| a zdroven z ¢ o(x).

Diikaz. Staci uvazovat analytické zobrazeni ve tvaru

Fw) = 1 :1 1

- —,
Z—wW zlz

a nakonec aplikovat funkciondlni kalkulus A(f). O

Piiklad 1.29. Necht je X unitdlni Banachova algebra a = € X. Ze zékladn{ teorie linedarni
algebry jiz vime, ze mizeme uvazovat exponencialni zobrazeni libovolného linearniho zob-
razeni na prostoru konecné dimenze. V obecném piipadé analogicky

o0

e’ = Z %x"

n=0
Tvrzeni 1.26. Necht je X komutativni Banachova algebra. Je-li z,y € X, potom plati

(1.40) efe¥ = "y,

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze jiz zndme analytické vyjadieni (tj. v podobé mocninné rady)
pro exponencialu obecného prvku Banachovy algebry, muzeme psat

N [%S) 1 . [e'S) 1 . ) k .ZEZ yk_l
o= (L) (B) -5 ()
m=0 n=0 k=0 \Il=0

Protoze z predpokladu je algebra komutativni, muzeme pro posledni ¢len aplikovat bi-
nomidlni vétu, kterd ndm dava

0o k .lel yk,l 00 1 k
> (Shdin) s (2

k=0 \I1=0

k N |
<l>wlyk_l> => @+
z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Poznamka. V predchozi vété nemusime nutné uvazovat, ze je celd unitalni Banachova al-
gebra X komutativni. Sta¢i pouze, aby prvky z,y € X spoleéné komutovaly. Komutativita
v predpokladu tohoto tvzeni je dulezitd, protoze v opatném piipadé se nam v argumentu
exponencidly objevi ’korekéni’ faktory v podobé komutatoru, viz [1].

'Resolventa prvku z € X unitdlnf Banachovy algebry X je zobrazeni R(z;z) = (ze — z) 1.
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Tvrzeni 1.27. Uvazujme algebru M™(C). Potom pro libovolné A € M"™(C) plati

det(e?) = "),

Dukaz. Je-li matice diagonalizovatelna, potom stopa je soucet vlastnich hodnot, pficemz
dle piikladu 1.28 pro determinant dostavame rovnost

det(e H eti = etr(A),

A€o (A

V obecném piipadé lze matici A psat ve tvaru
A=N+D,

kde N a D jsou komutujici matice, pficemz N je nilpotentni a D je diagonalizovatelna. V
takovém piipadé muzeme dle pfedchoziho tvrzeni psat

det(e?) = det(eVtP) = det(e) det(eP) = "N (P)

pricemz uvédomime-li si, ze spektrum nilpotentni matice je nulové, a tudiz je i stopa
nulova, potom tedy dostavame nase tvrzeni. O

Predtim nez uvedeme aplikaci exponencidly v kontextu feSeni diferencidlnich rovnic, bu-
deme potfebovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.28. Necht je X unitdlni Banachova algebra a z € X. Je-li t € R, potom

(1.41) D(e™) = ze™™.

Dukaz. Exponencidla je celistvé zobrazeni, které konverguje absolutné. Rozepiseme-li tedy
exponencidlu prvku x € X v podobé mocninné fady dle definice ve tvaru

o0

el = Z ;l (tx)",

n=0

potom muzeme zaménit derivaci a sumu, ¢imz dostaneme

oo o0
1 1
D eta} — tn—lxn _ m m+1 — tm m
@)=Y e = 3 e = 3
n=0 m=0
z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Piiklad 1.30. Uvazujme unitalni Banachovu algebru X a necht a € B(X). Dale uvazujme
linearni diferencialni rovnici ve tvaru

D(z) =a(z), z(0)=uz€ X.
Aplikaci funkciondlniho kalkulu a predchoziho tvrzeni dostdvame feSeni ve tvaru
x(t) = e™xp.
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Pi#iklad 1.31. Uvazujme algebru M?(C) a necht je A € M?(C) matice ve tvaru
0 —1
A= (1 : ) |
7 cisté geometrického hlediska Ize tuto matici oznacit za matici rotace v roviné. Plati
s (-1 0 3 (0 1
A_<0 -1/’ A_—10'

Z toho vidime, ze se matice chové obdobné jako komplexni jednotka, nebot A% = —E.
Aplikaci funkcionalniho kalkulu dostavame nekone¢nou fadu ve tvaru

T
e :Zm(tA)n:Z }rn.t%“ "1 42n ;

n=0 n=0

kde jednotlivé sumy lze identifikovat jako elementarni zobrazeni, coz nam déava

A [cos(t) —sin(t)) -
et = <sin(t) cos(?) ) = cos(t)E + sin(t) A.

Vidime tedy, ze tato matice ndm generuje rotace v rovineé.

Protoze kazdy prvek x € X Banachovy algebry X sam se sebou komutuje, miuzeme v
navaznosti na tvrzeni 1.26 uvazovat skladani exponencial s parametrem ve tvaru

el st — e(t—i—s)w,
coz s ohledem na asociativitu sou¢inu tvoti semigrupu pro libovolné x € X. Porovname-li
toto pozorovani s piikladem 1.30, potom je ziejmé, Ze toto bude mit dulezité dusledky v
obecné teorii diferencialnich linedarnich rovnic.

1.2.3 Holomorfni zobrazeni

V této sekci rozsitime analyticky funkcionalni kalkulus na zatim nejobecnéjsi funkcionalni
kalkulus, ktery v nasem kontextu lze vybudovat. Za¢neme opét z definice prostoru zobra-
zeni, se kterymi budeme pracovat. Protoze nezavadime integraci na Banachovych prosto-
rech, dukazy v této sekci budou spiSe informativni, pro detaily viz [15].

Definice 1.18 (Holomorfnost). Necht je Q C C oblast. Zobrazeni f € C(Q) se nazyvd
holomorfni, jestlize v kazdém bodé zg € 2 existuje derivace

(1.42) f'(z) = lim fE) = FG0)

Z—20 zZ— 20
Prostor vsech holomorfnich zobrazeni zna¢ime H ().

Definice 1.19 (Komponenta). Necht je X topologicky prostor. Mnozina M C X se
nazyva komponenta, jestlize se jednd o maximalni souvislou mnozinu v tom smyslu, ze
neni obsazena v zadné jiné souvislé mnoziné.
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Definice 1.20 (Holomorfn{ kalkulus). Necht je X unitdlni Banachova algebra, z € X a
necht je o(x) C Q C C oblast. Holomorfni funkcionalni kalkulus? je zobrazen{

(1.43) o, H(Q) > X,

které definujeme jako Cauchyho integral ve tvaru
1 1
R N L LCCEE R P=d 3 CCERR

kde 7, jsou kladné orientované Jordanovy kiivky takové, pro které o, (z) C Int(~y,), kde
mnoziny o, (z) jsou jednotlivé disjunktni komponenty spektra.

Poznamka. V piedchozi definici integralni reprezentace nezalezi na volbé konkrétni inte-
gra¢ni kiivky, analogicky integraci v komplexni analyze. Budeme-li uvazovat, ze predchozi
integral je definovén ve slabém smyslu (je kompatibilni s funkcionély), k ¢emuz ndm postaci
i klasickd Riemannovskd formulace integralu, potom pro libovolné ¢ € X* lze psat

0 (g I =07 d) = o 110 (s =27 a2 =0

a protoze X™* jako dusledek Hahn-Banachovy véty oddéluje body a integral na pravé strané
je standardni skalarni integral, potom s vyuzitim véty o deformaci kiivky z komplexni
analyzy tedy vidime, Ze na jeji volbé nezalezi.

Véta 1.29. Necht je X unitalni Banachova algebra a x € X. Holomorfni funkciondlni
kalkulus je homomorfismus, pficemz ®,(z) =z a ®,(1) =e.

Diikaz. Uvedeme pouze ndznak dukazu, pro konkrétni detaily viz [15]. Linearita uvazova-
ného zobrazeni ®, je ziejma z vlastnosti integralu. Ukdzeme tedy, Ze toto zobrazeni za-
chovéva operaci ndsobeni. Necht jsou 71 a v2 kruznice s poloméry p(z) < 71 < r2, potom

%)) = (5 élf(z)(ze—x)_ldz> (s b e~ taw) =

21 211 Yo

— o b b SO e ) e ) s =

(2711)2 §1§ F(z)g(w) . —[(ze — )" — (we —2) 7] dzduw,
Y1 Y72

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili identity
(z —w)(ze — ) Hwe — )7 = (ze — )71 — (we — z)7L.

Tento integral lze déle diky linearité rozdélit na dvé ¢asti, zacneme nejdiive z

s 194, B
71 72

coz ndm diky Cauchyho vété (pro vektorovy piipad) ddva vyraz ve tvaru

1 f g(w)
21

s dw=y9(),
72

2Tento typ funkciondlniho kalkulu lze v odborné literatuie taktéz nalézt pod ndzvem Dunford-
Schwartzuv funkciondlni kalkulus.
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analogickym zpusobem ukézeme, Ze druhy integral je nulovy, takze

1

27i

f(2)g(2)(ze — 2) 7" dz = @4 (fg).

71

D,(f)Ps(g) =

Pro druhou ¢ast dukazu si vSimnéme, ze plati

2(ze—2) ' =(ze —x+2)(2e — 1)t = e+ x(ze —x)7,

7 ¢ehoz dostavame

B (2) = ,yéz(ze B 1.§éx(ze — ) ds = 2, (1),

211
Ukéazeme, ze ®,(1) = e pfimym vypoctem a aplikaci predchoziho pozorovani

1 1 1 1
2(1) 57 é(ze x) dz omi P ~¢€ + Zac(ze x) dz=e+I(r),

kde I(r) — 0 pro r — oo, takze ®,(1) = e, coz zpétné také davd &, (z) = . O

Tvrzeni 1.30. Holomorfni funkcionalni kalkulus je rozsifenim analytického kalkulu.

Diikaz. Uvazujme analytické zobrazeni f € A(Q), kde o(z) C 2, pak lze psét

e (Z%ﬂ) ze — ) dz-2mz 515( zk+1 n) dZ—ZCLn ("),

z ¢ehoz je jiz zfejmé rovnost. O
Piiklad 1.32. Uvazujme algebru M"™(C) a matici A € M™(C), pro kterou plati
A=aF + N,

kde N je matice nilpotentni, tj. existuje m € N takové, pro které N™ = 0. Tato matice
ma nulové spektrum a protoze uvazujeme soucet s matici diagondlni, pak tato nilpotentni
matice ndm spektrum nijak neovlivni a tudiz je spektrum této matice ziejmé o(A) = {a}.
Resolventu lze psat ve tvaru

3
L

Nk

(2E — A)il = m,

>
I

0

takze aplikaci holomorfniho funkciondlniho kalkulu pro f € H(Q2) dostavame

—_

m—1

HOEDY (;m?éuf((f))kfﬂd’z)m::

k=0

f®(a)
k!

[e=]

coz je presné vztah, ktery jsme uvadéli v piikladu 1.25.

Tvrzeni 1.31. Necht je X unitdlni Banachova algebra a x € X. Je-li f € H(2), kde Q
je oblast, kterd obsahuje spektrum o(x) C €2, potom plati

(1.45) a(f(x)) = flo(x)).



Dikaz. Uvazujme \ € o(x). Z komplexni analyzy vime, ze existuje ¢ takové, pro které
FA) = f(z) = a(z)(A = 2),
z ¢ehoz aplikaci holomorfniho funkcionalniho kalkulu dostavame
fNe = f(z) = q(z)(Ae — ).

Pokud by platilo f(A\) ¢ o(f(x)), potom by pravé strana méla spojitou inverzi, ale v tom
pripadé by mél spojitou inverzi i druhy ¢len na pravé strané, coz by doslo ke sporu, ze
plati A € o(z), takze musi nutné platit f(\) € o(f(x)). Déle necht X ¢ f(o(x)), potom

h(z) = (A= f(2))!
je holomorfni zobrazeni v okoli na okoli mnoziny o(x), takze plati
h(z) (e - f(2)) = e,
coz impluje, ze A ¢ f(o(x)). O

Tvrzeni 1.32. Necht je X unitdlni Banachova algebra a = € X. Nechf Q; a Q9 jsou
oblasti takové, pro které o(x) C Q1, f € H(1) a f(o(z)) C Q. Necht ddle je déno
zobrazeni g € H (). Plati

(1.46) go f(x) =g(f(x)).

Diikaz. Opét uvedeme néznak dukazu, pro detaily viz [15]. Necht jsou 71 a 72 prislusné
kladné orientované Jordanovy kiivky. Potom lze psat

57 g0 1) e =)z (2;) $ (y§ o) = F:)) ™ dw ) (e = )7

z toho dalsi ipravou dostadvame

<21m)2 é g(w) (ﬁé (w— f(2)) (2o — 2) ! dz> dw = 2%” 757 g(w)(we — f(x)) " dw,

z ¢ehoz plyne naSe tvrzeni. O
Véta 1.33. Necht je X unitdlni Banachova algebra a z € X. Neoddéluje-li spektrum o (x)

body 0 a oo, potom existuje logaritmus prvku z, pficemz pro 0 < o < 1 existuje z%.

Diikaz. Protoze spektrum neeodéluje 0 a oo, Ize uvazovat otevienou oblast §2 takovou, pro
kterou o(z) C Q, a zaroven pies kterou neprochézi ez komplexni roviny. Potom existuje
holomorfni zobrazeni f € H(£2) takové, pro které plati

e = 2.

Z predchoziho tvrzeni plyne, ze f(x) je logaritmus. Pro druhou ¢ast tvrzeni uvazujme
7% — 6azln(m)

¢imz je dukaz dokoncen. O
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Poznamka. V predchozi vété podminka pro spektrum, které oddéluje body 0 a oo, vychéazi
z toho, ze logaritmus je obecné v komplexni roviné vicehodnotovy, takze je tieba zvolit
néjakou jednu hodnotu, ¢ehoz dosdéhneme konkrétni volbou fezu komplexni roviny.

Tvrzeni 1.34. Necht je X unitdlni Banachova algebra a x € X. Je-li p € C[z] a p(z) = 0,
potom je spektrum mnozina v8ech kofenu polynomu p.

Diikaz. Polynom je holomorfni, takze z vlastnosti holomorfniho kalkulu p(o(x)) = {0}. O

Daisledek 1.35. Je-li A € M"™(C) invertiblni, pak m4 logaritmus.

Diikaz. Dle Cayley-Hamiltonovy véty existuje polynom p, pro ktery plati p(A) = 0 (cha-
rakteristicky polynom matice), pficemz je-li matice A invertibilni, pak spektrum neobsa-
huje nulu a tudiz neoddéluje 0 a co. Existence logaritmu tedy plyne z véty 1.33. O

Jiz jsme zminovali, ze pro ur¢ité prvky obecnych unitalnich Banachovych algeber muzeme
uvazovat tzv. spektralni rozklad, ktery je linedrni kombinaci idempotenti. Protoze v
ptipadé holomorfniho funkciondlniho kalkulu mame moznost vybéru kiivky pro integraci,
muzeme idempotenty konstruovat uméle.

Uvazujme 1g € H(2), potom zfejmé pro toto zobrazeni plati
13 = 1q.

Protoze je funkcionalni kalkulus z konstrukce homomorfismus algeber, potom vlastnosti
prvku zachovava, coz znamend, ze muzeme uvazovat pro unitalni Banachovu algebru X a
prvek x € X tzv. spektralni idempotent ve tvaru

1o(z) € X.

Vzhledem k tomu, Ze je tato konstrukce obecnd, uvedeme ji jako definici.

Definice 1.21 (Spektralni idempotent). Necht je X unitdlni Banachova algebra z € X.
Déle necht je D o(x) oblast. Spektraln{ idempotent je definovdn ve tvaru

1
1.47 1o(z) = ze — ) tdz,
(1.47) o) = 57 [ (e =)

"~ 2mi

kde ~ je Jordanova kiivka, pro kterou Int(vy) C .

Necht je X unitdlni Banachova algebra. Vzhledem k pfedchoz{ definici muzeme uvazovat
takové prvky x € X, kde libovolny prvek jejich spektra je izolovany, tj. spektrum je
diskrétni mnozina v topologickém smyslu. Takové spektrum indukuje systém ortogonalnich
spektralnich idempotentu, coz znamenad, ze lze uvazovat spektralni rozklad ve tvaru

Tr = Z /\nl{)\n}(az)
n=1

V piipadé kone¢né dimenze se ziejmé jedna o zobecnéni Jordanova kanonického tvaru pro
matice, které jsou specidlnim piipadem kompaktnich operatori. Pro piipad, kdy spektrum
neni diskrétni mnozinou, predchozi konstrukci ziejmé nelze pouzit.
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Piiklad 1.33. Uvazujme algebru M?(C) a necht je A € M?(C) ve tvaru
1 1
A= [0 ! J |
Spektrum této matice je zfejmé o(A) = {—1, 1}. Dle predchozi diskuze lze uvazovat kiivky

m(t)=-1+ et resp. vo(t) =1+ e,

pro t € [0,2m7). Resolventa je pro tuto matici ddna ve tvaru

(:E—A) =1 [

z+1 1
22 -1 ’

0 z—1

takze pro integral podél prvni kiivky lze metodou rezidui psét

1 1 z+1 1 _ 1o —1
1{1}(33)_27%?%1,22—1{ 0 Z—Jd'z_Q[O 2}

Analogicky pro druhy integrdl mame vyjadieni ve tvaru

=3 1)

Jiz vime, Ze se jednd o spektrdlni idempotenty, pfiCemz zaroven pro tuto matici muzeme
dle predchozi diskuze psat spektralni rozklad ve tvaru

A= (“)1 () + (D1 (a),
takze analogicky piikladu 1.27 lze tedy v takovém piipadé pro obecné f € H(2) psét

f(A) = 55 () EE — A) s = f(-1)1 1y () + F(D) 1y (@),
Y1D71

T 2mi

1.2.4 Diskuze

Ackoliv je nami vybudovany funkciondlni kalkulus aplikovatelny pouze na tiidu holo-
morfnich zobrazeni, nese to s sebou tu vyhodu, ze je aplikovatelny v libovolné Banachové
algebfe, u které jediné, co predpokladame, je existence jednotky. O té vSak z této kapi-
toly vime, ze v ptipadé, ze Banachova algebra zddnou jednotku neobsahuje, potom ji lze
prirozené pridat tzv. unitalizaci algebry.

Cena za takto obecny kalkulus je vSak ta, ze tedy nemuzeme uvazovat napiiklad absolutni
hodnotu prvki, coz je sice spojité zobrazeni, ale dle Cauchy-Riemannovych podminek
kazdé redlné holomorfni zobrazeni musi byt nutné konstantni, coz vsak absolutni hodnota
nespliiuje. Stejné tak napiiklad nemuzeme uvazovat redlnou ¢i imagindrni ¢ast, protoze
komplexni sdruzeni taktéz neni holomorfni zobrazeni.

Také jsme si v této kapitole ukazali, ze holomorfni funkcionalni kalkulus neni obecné ani
injektivni ani surjektivni, coz je vSak néco, co bychom od reprezentace algebry ve funkéni
algebfe pozadovali. Tento nedostatek odstranime v néasledujici kapitole za cenu toho, ze
na uvazovanou Banachovu algebru budeme klast urcita omezeni.
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2. KOMUTATIVNI BANACHOVY ALGEBRY

V této kapitole podrobnéji rozebereme piipad, kdy ndmi uvazovana Banachova algebra X
je komutativni. V takovém piipadé se totiz ukazuje, ze lze algebru X vyhodné reprezen-
tovat pomoci algebry spojitych zobrazeni, se kterymi obecné umime dobfe pracovat, a v
piipadé dodate¢né struktury tato reprezentace bude isometrickym isomorfismem algeber.
Této reprezentaci fikdme obecné Gelfandova teorie.

2.1 Zakladni pojmy

2.1.1 Znaky Banachovych algeber

Definice 2.1 (Charakter). Necht je X Banachova algebra. Nenulové linedrni zobrazeni ¢
mezi algebrami X a C se nazyva charakter, jestlize pro vsechna z,y € X plati

(2.1) ¢(xy) = P(z)(y)-
Mnozinu vsech charakteru algebry zna¢ime A(X).

Poznamka. Pro notaéni jednoduchost budeme v urcitych piipadech psat A = A(X).

Tvrzeni 2.1. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra a ¢ € A(X) je libovolny
charakter, potom plati ¢(e) = 1 a zdroven pro kazdé x € G(X) plati ¢(z) # 0.

Diikaz. Necht je x € X takové, pro které ¢(z) # 0, potom ziejmé mdme
¢(z) = d(ex) = ¢(e)o(x),
z ¢ehoz piimo plyne prvni ¢ast tvrzeni. Pro druhou ¢4st uvazme x € G(X), potom
$(2)p(x™") = d(zz™") = ¢(e) = 1,
z ¢ehoz vsak plyne, zZe je ¢(x) nenulové. O

Poznamka. V predchozim dikazu prvni ¢asti tvrzeni nemusime nutné uvazovat libovolny
prvek algebry = € X takovy, pro ktery je charakter nenulovy, sta¢i totiz uvazovat

pricemz jisté ¢(e) # 0, nebot v opaéném pifpadé by zddny charakter algebry neexistoval.

Dausledek 2.2. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra a z € X, potom X € o(x)
praveé tehdy, kdyz existuje néjaké ¢ € A(X) pro které plati ¢p(x) = A.

Diikaz. Je-li A € o(z), potom (e — z) ¢ G(X), ale dle piedchozi véty plati

d(he — ) = A — d() = 0,

pro néjaké ¢ € A(X), z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O
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Dausledek 2.3. Je-li X komutativni unitalni Banachova algebra a x € X, potom plati

(2.2) o(z) = {¢(z) | ¢ € AX)}.

Tvrzeni 2.4. Je-li X unitélni Banachova algebra, potom pro kazdé ¢ € A(X) plati

(2.3) ¢(z)] <1,

kde z € X splauje podminku ||z < 1.

Diikaz. Necht |A| > 1, potom (e — A~tx) € G(x) dle tvrzeni 1.7, coz dava

$le—A"le) =1 - X1"o(x) #0,
z ¢ehoz vsak plyne, ze ¢(z) # A, ¢imz dostdvame nasi nerovnost. O
Dausledek 2.5. Je-li X unitalni Banachova algebra, potom plati A(X) C X*.

Piiklad 2.1. Necht je K kompaktni Hausdorfuv prostor. Kazdy multiplikativni funkcional
v algebie C'(K) ma pro libovolné f € C(K) tvar ¢,(f) = f(x).

Piiklad 2.2. Necht je D C C jednotkovy disk. Diskové algebra A(D) obsahuje funk-
cionély, které pro libovolné f € A(D) maji tvar ¢,(f) = f(z), coz je v piimé analogii
predchozimu piikladu, ale na rozdil od algebry C(K) vsak obsahuje i jiné funkciondly,
které nemaji tento konkrétni tvar, a to presnéji funkciondly zavisejici na hranici.

Vzhledem k nazvu kapitoly a kontextu, ve kterém charaktery algeber uvazujeme, se nabizi
prirozena otézka, pro¢ je uvazujeme pouze v piipadé komutativnich Banachovych algeber.
Jako motivace poslouzi nasledujici ptiklad, ktery ukazuje, ze charaktery algeber pro obecné
(ne nutné komutativni) Banachovy algebry nemusi vubec existovat.

Piiklad 2.3. Uvazujme algebru M?(C). Tato algebra je zfejmé nekomutativni unitdlni
Banachova algebra. Jestlize v této algebie existuji charaktery, pak budou spliiovat

¢(zy — yx) =0.
Obecnou komutativn{ relaci matic A, B € M?(C) muizeme psét jako

_ _ cf —bg df +eb—af —bh
AB —BA = ag + ch —dg — ec bg — cf ’
kde a,b,c,d, e, f,g,h € C. Uvazujme mnozinu vSech takovych sou¢inu ve tvaru
X ={AB—-BA| A, B < M*C)}.

Pripomenime si zaroven, ze stopa v linearni algebfe je definovana jako linearni funkciondl,
ktery vraci soucet vSech prvki na hlavni diagondle, presnéji ji definujeme jako
n
tr: M"(C) - C: A Zakk'
k=1

7 predchozi definice je jiz ziejmé, ze pro stopu libovolné matice A € X bude platit
tr(A) =0,
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pricemz pro jadro stopy zaroven plati N (tr) = X, takze stopa tento prostor charakterizuje,
pro ditkaz viz ¢lanek [16]. Uvazujeme-li tedy libovolnou matici A € M?(C), pak ziejmé

A %tr(A)E € X.

7 této skutecnosti déale plyne, ze pro charaktery této algebry musi nutné platit

¢ (A - ;tr(A)E> — (A) %tr(A) 0.

Protoze vsak stopa neni multiplikativni funkciondl, nemuze byt multiplikativni ani ¢, coz
vede ke sporu, z ¢ehoz tedy miizeme uéinit zavér, ze v této algebie charaktery neexistuji.
Stejny argument lze pouzit pro obecnéjsi algebry M"™(C), zméni se pouze konstanta.

Tvrzeni 2.6. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra, pak je A(X) neprazdné.

Diikaz. Necht je X = C, tj. kazdy prvek algebry je invertibilni, potom zfejmé dany iso-
morfismus je znakem algebry dle Gelfand-Mazurovy véty. Piipad, kdy algebra obsahuje
neinvertibilni prvky, ukazeme pozdéji. O

2.1.2 Idealy

Definice 2.2 (Ideél). Necht je X komutativni Banachova algebra. Podprostor I C X se
nazyva idedl jestlize pro vSechna x € X a y € I plati zy € I, pficemz fikdme, Ze je vlastni,
jestlize je vlastni podmnozinou algebry X, tj. X # I, a také tikdme, Ze je maximd&lni,
jestlize neexistuje zadny ideal J, pro ktery I # J, takovy, zZe plati

(2.4) IcJcX.

Idedly komutativnich Banachovych algeber hraji v nasi teorii analogickou roli co normalni
grupy v abstraktni algebfe, pfesnéji v teorii grup. Stejné jako normadlni grupy muzeme
vyuzit pro vytvareni novych grup pomoci faktorizace, idedly algeber muzeme vyuzit k
vytvareni novych komutativnich Banachovych algeber, o ¢emz pojednéva néasledujici véta.

Tvrzeni 2.7. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra a I C X uzavieny idedl,
potom faktorizace X/I je taktéz komutativni unitdlni Banachova algebra s normou

2.5 z+1 =inf ||z + ,
(2.5) | HX/I yeIH yllx
pricemz nasobeni pro x,y € X/I definujeme ve tvaru
(2.6) (z+Dy+1I)=ay+1.
Dukaz. Jiz vime, ze se jednd o Banachuv prostor, ukdzeme tedy pouze, ze ndsobeni spliuje
definici. Necht z1,29 € X, potom lze pro € > 0 najit y1,y» € I takova, Ze
i +yill < llzs + Il + €,
z ¢ehoz vSak plyne, Zze pro nasobeni plati
[(@1 + D) (@2 + D)|| = [(z1z2 + D) < [[(z1 4+ y1) (@2 +y2) || < (2]l +€) (2l +€),

ale protoze bylo € > 0 libovolné, je nerovnost nasobeni splnéna. Zaroven vsak plati

@)l = @) el < @I ]

takze jednotka mé& jednotkovou normu. O
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Véta 2.8. Necht je X komutativni unitdlni Banachova algebra a I C X vlastni idedl.

1. Idedl I neobsahuje invertibilni prvky.

2. Uzavér idealu je ideal.

w

. Kazdy maximélni idedl je uzavieny.

W

. Existuje maximalni ideal J C X, pro ktery I C J.

Diikaz. Necht je tedy I vlastni idedl algebry X.
1. Uvazujme, 7e existuje y € I N G(X), potom viak = = y(y~'z) € I pro viechna
x € X, z ¢ehoz pak piimo plyne I = X, coz je spor s tim, ze je I vlastni idedl.

2. Vime, ze uzévér podprostoru je opét podprostor, takze pokud y € I a x € X, pak
existuje posloupnost, pro kterou y, — I, takze xy, € I, ale ze spojitosti nasobeni
dostavame xy, — zy, takze xy € I.

3. Uvazujme, Ze je I maximalni ideal. Protoze ideal neobsahuje zadné invertibilni prvky
a mnozina invertibilnich prvku G(X) je oteviend, tizavér I také neobsahuje zadné
invertibilni prvky a je vlastnim idedlem algebry X, ale z maximality plyne I = I.

4. Plyne ze Zornova lemmatu, vynechdavame.

Tim jsou jednotlivéa tvrzeni dokazana. O

Dasledek 2.9. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra, potom x € G(X) prave
tehdy, kdyz ¢(z) # 0 pro vSechna ¢ € A(X).

Diikaz. Jiz jsme dokézali, ze pokud x € G(X), pak ¢(z) # 0. Pro opaénou implikaci
uvazujme, ze je x neinvertibilni. Potom z € I pro néjaky maximalni idedl I C X, ale to
znamend ¢(x) = 0, z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Tvrzeni 2.10. Necht je X komutativni unitdlni Banachova algebra. Je-li I C X ma-
ximédlni ideal, potom plati

(2.7) X/I=C.

Dukaz. Kazdé (x) € X/I je invertibilni, takze tvrzeni plyne z Mazur-Gelfandovy véty. [
Piiklad 2.4. Necht je K kompaktni Hausdorfiv prostor a x € K, potom mnoZina
I'={feC(K)| f(x) =0},

je maximélni idedl algebry C(K), pficemz lze ukézat, ze kazdy idedl mé tento tvar.

Vzhledem k tomu, Ze jsme jiz uvadéli piiklad nekomutativni unitalni Banachovy algebry,
kterd neobsahovala zadné multiplikativni funkciondly, tj. charaktery algebry, neni duvod
se domnivat, ze obecnd Banachova algebra vzdy musi obsahovat netrivialni vlastni idedly.
Tuto skutecnost ilustruje néasledujici priklad.
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Piiklad 2.5. Uvazujme prostor M"(C) a nechf E(4) ¢ M"(C) je matice, pro jejiz prvky
plati Eﬁ,%) = 0imdjn. Je-li A € M™(C) libovolna matice, potom lze psat

E) ApkD) — ajkE(il),
kde A € M™(C). Protoze muzeme v télese komplexnich ¢isel délit, plyne z této identity
M™(C) = span{ B},
coz vsak znamend, ze jediny netrividlni ideél této algebry je cely prostor M™(C).
Znaky komutativnich Banachovych algeber a jejich maximalni idedly spolu tizce souvisi,
coz ukazuji nasledujici dvé velmi dulezité véty.
Véta 2.11. Nechf je X komutativn{ unitdlni Banachova algebra. Potom plati, ze I C X

je maximélni idedl pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € A(X) takové, pro které I = N(¢),

Diikaz. Je-li ¢ € A(X), potom je ¢~1(0) idedl, ale zaroveii je tento idedl maximalni,
protoze méa kodimenzi 1, z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. Pro opac¢nou implikaci, kdy je [
maximalni idedl, viz [15, str. 227]. O

Poznamka. V piedchozi sekci o znacich jsme ukézali piiklad algebry M?2(C), kterd zadné
zéddné charaktery algebry neobsahovala. V této sekci jsme ukézali, Ze tento prostor zaroven
neobsahuje zadné vlastni maximalni idealy, coz je v souladu s predchozi vétou. Ta nam
dava navod pro analyzu obecnych algeber, a to v tom smyslu, Ze nalezeni idealu dané
algebry je mnohdy jednodussi.

Dausledek 2.12. Je-li X komutativni unitalni Banachova algebra, pak je A(X) neprazdné.

Dukaz. Pripad, kdy je kazdy prvek invertibilni jsme ukdzali v pfedchozi sekci. Existuje-li
vSak y € X, které neni invertibilni, potom y X je vlastni idedl, ktery je obsazen dle Zornova
lemmatu v néjakém maximalni idedlu, ktery je jaddrem pro néjaké ¢ € A(X). O

Véta 2.13 (Gelfand-Mazur). Necht je X komutativn{ unitdln{ Banachova algebra a necht
je dale I(X) mnozina vSech maximalnich idedlt algebry X. Potom existuje kanonicka
bijekce jakozto zobrazeni ve tvaru

(2.8) b I(X) = A(X).

2.1.3 Gelfandova reprezentace

Definice 2.3 (Gelfandova reprezentace). Necht je X komutativni unitdln{ Banachova
algebra. Gelfandova reprezentace algebry X je zobrazeni

(2.9) r: X —C(A),

které je definovano ve tvaru

(2.10) Iy AX) = C: ¢ ¢(x).
Reprezentaci prvku =z € X také znac¢ime Z.
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Poznamka. Prostor znaku algebry A(X) vybavujme tzv. Gelfandovou topologii, coz je
nejmensi topologie, ve které je kazdd Gelfandova reprezentace spojité zobrazeni, a to
konkrétnéji slabou topologii, ve které fikdme, ze ¢, — ¢ pravé tehdy, kdyz ¢, (x) — ¢(x)
pro vSechna x € X.

Nasledujici véta plati i pro neunitalni Banachovy s tim rozdilem, ze se nakonec bude jednat
o lokédlné kompaktni prostor. Protoze vSak lze obecné neunitdlni algebry unitalizovat,
uvedeme ji pouze pro tento pripad.

Veéta 2.14. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra, potom je mnozina vSech
charakterii A(X) vzhledem ke Gelfandové topologii kompaktni Hausdorfuv prostor.

Diikaz. Vynechdvame, lze ho najit napiiklad v [15, s. 280]. O

Poznamka. Vzhledem k tomu, ze je Gelfandova reprezentace spojity homomorfismus,
bude obraz celé algebry X taktéz algebra. Tuto vyslednou algebru oznacime I'(X).

Véta 2.15. Je-li X komutativni Banachova algebra, potom je Gelfandova reprezentace
homomorfismus mezi algebrami X a I'(X), pficemz plati

(2.11) NT) = I
(03
kde I, C X jsou jednotlivé maximaln{ idealy algebry X.

Diikaz. Necht je ¢ € A(X). Déle necht z,y € X a a € C, potom lze psét

Laziy(9) = ¢laz +y) = ap(z) + 6(y) = al'z(9) + Ty (9),

a v piipadé ndsobeni plati

Pay(0) = ¢(zy) = 6(2)p(y) = Ta(P)Ty(9),

z ¢ehoz plyne, Ze se jednd o homomorfismus algeber. Déle je-li x € N(I'), potom nutné musi
platit ¢(z) = 0 pro vSechna ¢ € A(X), ale dle véty 2.11 se jednd o prunik maximélnich
idedlu, z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Poznamka. Ziejmé dle predchozi véty je Gelfandova reprezentace komutativnich Bana-
chovych algeber injektivni homomorfismus pravé tehdy, kdyz je prunik vSech maximélnich
idedlu nulovy, tj. N(I') = {0}. Takovym algebram fikdme semi-prosté, pficemz samotny
prunik maximaélnich idedlu nazyvame radikal algebry.

Tvrzeni 2.16. Je-li X komutativni unitdlni Banachova algebra a = € X, potom plati

(2.12) o(z) = T4(A).

Diikaz. Ziejmé z vlastnosti znaku algebry. O

Disledek 2.17. Je-li X komutativni Banachova algebra a x € X, potom plati
(2.13) ITalloo = p(z) < [,
kde p je spektralni polomér, coz zaroveni znamenad, ze je Gelfandova reprezentace spojita.
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Diikaz. Prvni nerovnost na levé strané je ziejmé z piedchoziho tvrzeni. Druhd nerovnost
plyne z dusledku o spektralnim poloméru 1.13. O

Tvrzeni 2.18. Necht je X komutativni unitalni Banachova algebra. Pak prvek z € X je
invertibilni pravé tehdy, kdyz je invertibilni jeho reprezentace I',.

Dikaz. Uvazujme, ze je x € G(X). Protoze je Gelfandova reprezentace multiplikativni
homomorfismus, potom musi byt I'; invertibilni v algebfe C'(A). Naopak kdyz =z ¢ G(X),
potom nutné musi platit x € I, kde I C X je néjaky maximélni idedl, coz v piimé
korespondenci se charaktery algebry dava I',(¢) = 0 pro néjaké ¢ € A(X), z ¢ehoz vsak
plyne, Ze reprezentace ', nemuze byt invertibilni v algebfe C'(A), nebot 0 € o(T';). O

Piiklad 2.6. Uvazujme algebru M?(C) a podalgebru N C M?(C) generovanou® maticemi

a O 0 b
A—[O a]—aE, B—[O 0]—bU,

kde a,b € C jsou libovolné. Vidime, Ze tato podalgebra je zfejmé komutativni, coz zna-
mend, ze prostor A(N) je neprazdny. Je-li tedy ¢ € A(N), potom plati

¢(B*) = ¢(B)* =0,

z ¢ehoz plyne, ze ¢(B) = 0, pricemz ze zékladnich vlastnosti znaku vime, ze ¢(A) = a, to
nam vsak jiz definuje jediny charakter algebry, ktery tato algebra obsahuje. Gelfandova
reprezentace této algebry tedy ma nésledujici tvar

Lap4bu(9) = ¢(aE +0U) = ad(E) + bp(U) = a.

Uzite¢nost Gelfandovy transformace v nasi abstraktni teorii Ize ilustrovat na nasledujicim
prikladu, ktery ukazuje, ze tuto transformaci na obecnych komutativnich unitalnich Ba-
nachovych algebrach lze v nékterém abstraktnim smyslu ztotoznit s konkrétnim ptipadem
Fourierovy transformace na klasickych L!'(R™) algebréch.

Pi#iklad 2.7. Uvazujme prostor L'(R™). Jiz vime, ze se jednd o komutativni Banachovu
algebru, protoze konvoluce je komutativni operace nasobeni a jednotku muzeme pridat dle
jiz dfive popsaného zpusobu. Pro pfipomenuti ma kazdy prvek tvar

f+as € LYR™) & Cg,
kde f € LY(R"), a € C a § je delta mira, piicemz nasobeni je dédno ve tvaru
(f +ad)*(g+bd) = (f*g+bf+ag)+ abd.

Uvazujme déle zobrazeni ¢, : L*(R") @& C§ — C ve tvaru

¢ (f +ad) = f(t) +a,

kde f je Fourierova transformace. Plati ¢, € A(LY(R™) @ C6), piicemz lze ukézat, ze
prostor viech znaki je dén ve tvaru A(L'(R") @ C6) = {¢; |t € R} U {¢oo}, kde

¢00(f + ad) =a,

'Generovang algebra prvkem z € X je uzavér (tudiz se jednd o Banachovu algebru) prostoru vsech
prvka ve tvaru p(z), kde p je libovolny polynom.
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dle Riemann-Lebesgueova lemmatu o Fourierové transformaci, pro konkrétni detaily viz
[15, str. 285], coz vsak jiz pfirozené naznacuje, Ze tento prostor lze ztotoznit s jednobodovou
kompaktifikaci realnych ¢isel, tj. mame homeomorfismus

A(L'(R") @ C§) =2 R" U {o0}.
Uvazujme tedy zobrazeni T : R — A(L'(R™) @ C6) : t + ¢;. Toto zobrazeni je ziejmé
bijektivni, pficemz je také spojité, protoze je-li t, — t a f + ad € L' (R™) @ CJ, potom
T(ty)(f +ad) = f(tr) +a = ¢u(f +ad) = f(t) +a,

kde jsme vyuzili toho, ze Fourierova transformace je spojité zobrazeni. Budeme-li dale
uvazovat posloupnost ¢, — ¢, dostaneme

bu (f +ad) = f(ty) +a — ¢(f +ad) = f(t) +a,

ale protoze to plati pro véechna f € L'(R"), plati také t; — t. Analogicky ukézeme, Ze
toto plati i pro posloupnost t;, — 0o, coz viak znamend, ze inverzni zobrazeni T~ je také
spojité a tudiz se jednd o homeomorfismus, z ¢ehoz jiz lze ucinit zavér, ze Gelfandova
reprezentace na tomto prostoru je totozna s Fourierovou transformaci.

Analogicky bychom podobny vysledek ocekavali i v piipadé prostoru posloupnosti, kde
ziejmé misto Fourierovy transformace bude mit Gelfandova reprezentace tvar diskrétni
Fourierovy transformace. Tento piipad si také ukazeme v nasledujicim piikladu.

Piiklad 2.8. Uvazujme prostor ¢}(Z). Jedn4 se o komutativni Banachovu algebru s ope-
raci konvoluce ve tvaru

(.’E * y)n = Zwkynfka

kEZ

piicemz tento prostor obsahuje jednotku § = &g, kde &, € ¢£1(Z) definujeme jako posloup-
nost, kterd mé jednicku na n-tém misté. VSimnéme si, Ze pro tyto posloupnosti plati

5m * 6n = 6m+n.

Je-li f € £1(Z) libovolnd posloupnost, potom ziejmé lze psit
f= Z f(n)on.
nez

Je-li dale ¢ € A(¢1(Z)), potom dostavame

o(f) = ¢ <Z f(n)5n> =3 f()p(6n) =D f(n)d(d)",

nez neZ neZ

ale protoze je ¢ jednotka, musi platit ¢(0) € T, kde T je komplexni jednotkova kruznice,
takze Gelfandova reprezentace je ddna ve tvaru

Li(z) =) f(n)z", z€T,

nez

coz je otekdvand diskrétni Fourierova transformace.

Poznamka. Pro pfirozenéjsi tvar diskrétni Fourierovy transformace, se kterym se mtizeme
setkat v kontextu inzenyrském, muzeme psat

w:T—>T:zr—>ei9.
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Jako posledni priklad uvedeme prostor spojitych zobrazeni, abychom ilustrovali, ze Gel-
fandova reprezentace se v takovém piipadé chova pfirozenym zpusobem, jak bychom to
ocekavali, tj. spojitd zobrazeni budou reprezentovana sama sebou.

Priklad 2.9. Uvazujme kompaktni Hausforfuv prostor K a algebru X = C(K). Jiz vime,
ze vSechny maximalni idedly této algebry lze vyjadfit v mnozinovém tvaru jako

I, ={f € X[ f(z) =0},
coz prirozené naznacuje, ze mame homeomorfismus ve tvaru
A(X) 2K,
kde vSechny charaktery ¢, € A(X) maji tvar

ou(f) = f(b),

z ¢ehoz je jiz ziejmé, ze Gelfandova reprezentace libovolného spojitého zobrazeni f je opét
to samé spojité zobrazeni, coz se shoduje s nasi intuici.

Gelfandova reprezentace komutativnich Banachovych algeber nemusi byt obecné injektivni
(vime vsak, ze je injektivni pravé tehdy, kdyz jeji radikal je trividlni) ani surjektivni. M&-li
nase algebra v8ak dodate¢nou strukturu, pak je Gelfandova reprezentace isometrie.

Véta 2.19. Necht je X komutativni unitalni Banachova algebra. Plati-li rovnost
2
(2.14) 12 = [l

pro v8echna x € X, potom je Gelfandova reprezentace isometrie.

Diikaz. Uvazujme, ze tato rovnost plati. Potom induktivné dostédvame
2 2
=[] = fl=|™"
z ¢ehoz vsak aplikaci véty o spektralnim poloméru dostavame

p(z) = ||z = [Tzl -

Naopak uvazujme, ze HxQH = 52, tj. indukei HxQ”H < s%", to vede na
Tzl <5,
coz v8ak v pripadé isometrie vynuti s = ||z]|. O

2.2 Hveézdickové Banachovy algebry

V této sekci zavedeme novou tiidu Banachovych algeber, jejichz struktura nam dava
moznost isometricky isomorfni Gelfandovy reprezentace (samoziejmé za predpokladu ko-
mutativity dané algebry).

Jako prototyp pro tyto specidlni Banachovy algebry vyuzijeme unitélni (a komutativni)
Banachovy algebry komplexnich ¢éisel C, o které vime, Ze muzeme uvazovat operaci kom-
plexniho sdruzeni, kterou pro libovolny prvek (a + ib) € C definujeme jako

(a +1b)" = a — ib,

pficemz tato operace je v komplexnich ¢islech spojitéd.
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Definice 2.4 (Involuce). Necht je X Banachova algebra. Involuce je unarni operace, kterd
pro viechna x,y € X a a € C splinuje nésledujici podminky

(1) (ax +y)* = a*z" +y7,
(2) (zy)* =y o™,

(3) o™ =,

kde a* je standardni komplexni sdruzeni, tj. (u + iv)* = u — v, kde u,v € R.

Priklad 2.10. Uvazujme Banachuv prostor B(H, K ), kde H a K jsou Hilbertovy prostory,
a necht z € B(H, K) libovolny operdtor. Sdruzeny operéator z* € B(K, H) v takovém pfi-
padé definujeme pomoci skalarniho souc¢inu ve tvaru

(261,&2) ¢ = (§1,278)

pro viechna & € H a & € K. Ovéfme, ze takto definované sdruzeni linedrnich operétori je
skutecné operace involuce. Ukdzeme pouze, ze splituje prvini podminku z definice involuce,
zbylé dvé jsou zfejmé. Necht z,y € B(H, K) a a € C, potom plat{

((ax +y)&1,82) g = a (&1, &2) i + (Y€1, 82) ¢ = -+
=a(&,2°8) g+ &1,y %)y = (&, (ax +9)" &) g -

Plati-li H = K, potom je prostor B(H ) unitdlni Banachova algebra s involuci. Existence
takového sdruzeného operétoru plyne z Rieszovy véty, pro detaily viz [15].

Uvazujme opét unitalni Banachovu algebru komplexnich ¢isel C. V této algebte lze jed-
noduse nalézt prvky, které jsou vuci komplexnimu sdruzeni invariantni ve smyslu, ze plati

Z2F =z
Vyjadiime-li si takovy prvek explicitné ve tvaru

(a +1b)" = a — ib,
pak zjistime, Ze témito prvky jsou pravé ryze redlnd ¢isla. Analogicky rozklad libovolného
komplexniho ¢isla na redlnou a imagindrni ¢ast lze uvazovat i v obecnéjsich Banachovych
algebrach s involuci, jak si ukazeme pozdéji.

Definice 2.5 (Samo-sdruzenost). Necht je X Banachova algebra s involuci. Prvek z € X
se nazyva samo-sdruzeny, jestlize pro néj plati

(2.15) =z

Poznamka. Mame-li unitalni Banachovu algebru s involuci, potom je jednotka vzdy samo-
sdruzenym prvkem, nebot pro libovolné z € X mdme

er=xe=ux, ale ezr° =x"e =a",
a protoze je jednotka jedina, musi tedy platit e* = e.
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Piiklad 2.11. V Banachoveé algebie komplexnich ¢isel C jsme jiz zminili, Ze samo-sdruzené
prvky jsou pravé ryze redlna komplexni ¢isla. Pro netrividlni ptiklad uvazujme Banachovu
algebru s involuci M?(C) a matici A € M?(C) ve tvaru

a b
4-(22):
kde a, b, c,d € C jsou libovolné. Sdruzend matice je dana ve tvaru
« [a" c

z ¢ehoz vidime, ze mnozina samo-sdruzenych matic je ddna ve tvaru

M2(C)™ = {(b_“ic btﬁ) la,b,c,d € R},

z ¢ehoz vidime, Ze se jednd o realny Banachiiv prostor. Nejednd se vsak o algebru, nebot
tento prostor neni uzavieny na soucin, tj. z definice involuce pro A, B € M?(C)% plati

(AB)* = B*A* = BA,
coz ziejmé neni samo-sdruzeny prvek, pokud A a B nekomutuji.
Tvrzeni 2.20. Nechf je X Banachova algebra s involuci a necht prvky z,y € X jsou

samo-sdruzené. Souc¢in xy € X je samo-sdruzeny pravé tehdy, kdyz x a y komutuji.

Dukaz. V piipadé, Ze je sou¢in samo-sdruzeny, potom (zy)* = yxr = xy. Opacéné pokud
budeme uvazovat, ze prvky spolu komutuji, potom dostdvame

(zy)" =y'z" =yz = wy,
z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Daisledek 2.21. Je-li X komutativni Banachova algebra s involuci, potom realny linearni
prostor X%, definovany v piikladé 2.11, je redlnd Banachova algebra s triviadlni involuci.

Tvrzeni 2.22. Necht je X Banachova algebra s involuci. Prvky z,y € X komutuji praveé
tehdy, kdyz komutuji «*, y* € X.
Diikaz. Staci uvazovat soucin xy = yx a provést involuci, ¢imz dostaneme y*z* = z*y*. O

Tvrzeni 2.23. Necht je X Banachova algebra s involuci. Pro kazdé z € X existuje
dekompozice ve tvaru

(2.16) r=u+iv,

kde u,v € X jsou samo-sdruzené.

Dukaz. Staci ziejmé uvazovat rozklad ve tvaru
u=(x+2") a 2v=1i(z" —2x).

Piimym dosazenim dostavame pozadovanou dekompozici. Uvazujme jinou dekompozici ve
tvaru x = v’ + 1’ a polozme w = v/ — v. Potom w a iw jsou samo-sdruzené, piicemz

w = (iw)* = —iw,

ale z toho plyne, ze w = 0, tudiz je tato dekompozice jedina. O
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Dusledek 2.24. Necht je X Banachova algebra s involuci. Potom plati
(2.17) X = X% 4 X%

Pi#iklad 2.12. Uvazujme algebru M?(C) a matici A € M?(C) ve tvaru

C(1+i 1
A‘<—1 1—@)‘

Dekompozice této matice na samo-sdruzené matice je dana ve tvaru

a=(o 1)+ D)

Struktura Banachova prostoru X** je dulezitd z praktického hlediska napiiklad v kon-
textu kvantové fyziky, kde se uvazuji samo-sdruzené operatory na Hilbertovych prostorech
jakozto pozorovatelné (fyzikélni veli¢iny jako je rychlost ¢i tieba hybnost ¢astice).

Protoze je komutativita obecné pomérné silny pozadavek pro algebru, prostor X** obecné
neni ptirozené algebrou. V§imnéme si vSak, ze jsou-li prvky z,y € X5, potom plati

(vy +yx) € X,

coz nam dovoluje na takovém prostoru definovat operaci soucinu ve tvaru

1
Toy= i(xy—i-ya:)

Protoze tento sou¢in neni asociativni (je vSak na druhou stranu vzdy komutativni), neni
tento prostor Banachovou algebrou, ale specidlni Jordanovou algebrou, kterad tzce souvisi
s Jordanovymi triple systémy, které uvedeme v posledni kapitole.

Jako jednoduchy piipad, kdy se pfirozené muzeme setkat se samo-sdruzenymi prvky v
obecnych algebrach uvadime nasledujici piiklad, ktery jsme jiz vidéli v kontextu feseni
jednoduchych diferencialnich rovnic.

Piiklad 2.13. Uvazujme unitédlni Banachovu algebru s involuci X a necht je x € X
libovolné a také uvazujme v ramci tohoto piikladu, Ze je involuce isometrie. V takové
algebfe muzeme definovat mnozinu exponencial daného prvku s parametrem ¢ € R jako
mocninnou fadu ve tvaru
1
¢
e’ = Z E(t:):)”

n=0
Aplikujeme-li involuci ¢len po ¢lenu (to lze, protoze se jednd o isometrii), potom dostavame

*

(em)* — et:r; .
Budeme-li uvazovat, ze prvek s vlastni involuci komutuje (pozdéji pro takové prvky zave-
deme definici), potom muzeme uvazovat soucin

* *
el et — et(x-l—:c )

7 toho vidime, ze bude-li x € X anti-sdruzené, tj. * = —x, potom nam sdruzeni této
exponencidly davé inverzi, ale z pfedchozi charakterizace protoru samo-sdruzenych prvku

tedy vime, ze musi platit x € 1.X%2, takze muzeme tedy uvazovat exponencidly ve tvaru
) )
itz'

S takovymi vyrazy se ¢asto muzeme setkat v teoretické fyzice.
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Piiklad 2.14. Uvazujme kompaktni Hausdorfuv prostor K. V takovém piipadé je Ba-
nachova algebra C'(K) algebra s pfirozenou involuci (komplexni sdruzeni komplexnich
zobrazeni). Viimnéme si, ze v této algebie ziejmé plati

1F*Flloe = 1111156 »

ale to v8ak z definice Banachovy algebry zaroven dava

113 = 1/ Flloo < 1 lloo 1/l -

Nahradime-li f — f* a zaroven f* — f, potom zjistime, Ze v této algebfe je involuce
pfirozené isometrie.

V predchozim piikladu jsme ukézali, ze v algebte spojitych komplexnich zobrazeni (ktera
je dulezita, jak jsme jiz ukazovali v pfedchozi kapitole, pfedevsim v kontextu Gelfandovy
reprezentace). Je-li X Banachova algebra s involuci, kterd je zdroven v této algebie iso-
metrii, a prvek x € X je samo-sdruzeny, potom ziejmé plati

2
lz*a]| = [|2*| = [l=[I,
coz lze porovnat s podminkou pro to, kdy je Gelfandova reprezentace isometrii.

Priklad 2.15. Uvazujme algebru B(H), kde H je Hilbertuv prostor a necht = € B(H).
Protoze se jedna o Banachovu algebru, potom ziejmé plati

lo*z| < |lz*[| ||| -

Uvazujme libovolné £ € H s jednotkovou normou. Cauchy-Schwarz ndm dava
('€, &) < [la”z|,

to ale znamena, ze plati nerovnost ve tvaru

2| lz]l = fl="2|| = Sup (z*2 &, 8) = sup (w& &) = ||

Zameénou x — x* a zaroven z* — x dostadvame, ze sdruzeni je isometrie.

Poznamka. Vsimnéme si, ze chceme-li, aby ndm podminka z pfedchozich ptiklada impli-
kovala isometrii involuce, sta¢i uvazovat pouze slabsi verzi ve tvaru

2
l]l” < flz]| .
Vzhledem k tomu, ze algebry spojitych zobrazeni a omezenych linedrnich operatorii obé
spliiuji stejnou podminku, je ticelné uvazovat takové algebry obecné.

Definice 2.6 (C*-algebra). Necht je X obecna Banachova algebra s involuci. Tuto algebru
nazyvame C*-algebra, jestlize pro vSechna z € X plati

(2.18) lz*z|l = ||z ]*

Poznamka. Je-li X C*-algebra, kterd obsahuje jednotku (libovolné normy), tak je auto-
maticky unitdlni nebot plati
* 2
le*ell = llell = llell”
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Stejné jako v obecnych Banachovych algebrach s involuci (bez dodateéné struktury) jsme
prirozené uvazovali samo-sdruzené prvky, v C*-algebrach je zajimavé vzhledem k uvazova-
né podmince uvazovat prvky, kterym fikame normalni, viz nasledujici definice.

Definice 2.7 (Normalita). Necht je X C*-algebra. Prvek x € X se nazyvd normdlni,
jestlize pro néj plati

(2.19) T = zx’.

Poznamka. Vsimnéme si, ze samo-sdruzené prvky jsou v libovolné algebfe normalni,
opacnd implikace vSak neplati.

Tvrzeni 2.25. Necht je X unitalnf C*-algebra. Je-li x € X je normélni, potom plati
(2.20) p(x) = |||

Dikaz. Uvazujme nejdiive, ze x € X je samo-sdruzeny (tudiz i normalni), plati
2
l]|* = [lza*|| = [|«*[],

7 ¢ehoz indukel dostavame

2TL
e = 11",

takze dle véty o spektralnim poloméru méame

plw) = Tim 22" = |la].

Déle protoze xz* je samo-sdruzeny, muzeme pro x normélni psat

2
2_ (1 2n 27\ . ony ¢ gmy\kpo-m . #2727 2
ple)? = (Tim [l22|2)" = lim [[(22") (2*') " = Tim @) P =
coz po odmocnéni obou stran dava nasi pozadovanou rovnost. O

Disledek 2.26. Je-li X Banachova algebra s involuci, potom existuje jedind norma,
vzhledem ke které je tato algebra C*-algebrou.

Diikaz. Uvazujme dvé normy, vzhledem ke kterym je tato algebra C*-algebrou a necht
x € X je libovolné; potom lze dle predchoziho tvrzeni 2.25 psat

2 2
2]l = llz*z]ly = p(a”x) = [lz"x[l, = [|=]]7,
z ¢ehoz plyne, ze jsou tyto dvé normy stejné. O

Tvrzeni 2.27. Necht je X Banachova algebra s involuci a nechf z € X je norméln{ prvek
s rozkladem na samo-sdruzené prvky x1,xo € X ve tvaru

(2.21) x = x1 + ix9.

Potom prvky x1 a xo komutuji, tj. 122 = zox1.

Dikaz. Jiz vime, ze takovy rozklad existuje a je jedine¢ny dle tvrzeni o rozkladu 2.23,
necht tedy x = x1 + iz, kde x1, 29 € X5, potom piimym vypoctem

1 1 1 1
piay = 5@+ ") 50 —a7) = (@ —aw’ 2% = (1)) = (@ - @),

Analogicky i pro druhy soucin, z ¢ehoz nakonec dostdvame nase tvrzeni. O
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Na konec sekce zminime, ze kazdou koneéné dimenzionalni C*-algebru lze reprezentovat
pomoci néjakych prostoru ¢tvercovych matic. Analogicky v nekonetné dimenzi lze tyto
algebry reprezentovat jako podprostory spojitych linedrnich operatoru nad néjakymi Hil-
bertovymi prostory. Pro detaily viz [15] ¢ piipadné [14]; nésledujici vétu uvddime pouze
pro konec¢né dimenziondlni algebry.

Veéta 2.28. Necht je X unitalni koneéné dimenzionalni C*-algebra. Potom existuje je-
dinecné n € N takové, ze plati

(2.22) X = é M™(C),
k=1

kde (m;) jsou jedind az na permutaci.

2.3 Spojity funkcionalni kalkulus

V této sekci zavedeme spojity funkciondlni kalkulus, ktery je zfejmym rozsifenim holo-
morfniho funkcionalniho kalkulu za cenu toho, ze se omezime na algebry s konkrétnéjsi
strukturou. Nejdfive za¢neme z kratké diskuze ohledné spekter.

Definice 2.8 (Unitarita). Necht je X unitalni C*-algebra. Prvek u € X se nazyvd
unitarni, jestlize pro néj plati

(2.23) ufu = uu* =e.

Poznamka. Stejné jako v piipadé samo-sdruzenych prvku jsou unitarni prvky taktéz
normalni.

Priklad 2.16. Uvazujme algebru B(H), kde H je Hilbertuv prostor. V takovém piipadé
jsou unitarni prvky pravé surjektivni linedrni isometrie.

Tvrzeni 2.29. Necht je X unitédlni C*-algebra a u € X je unitdrni. Potom plati

(2.24) o(u) C T.

Diikaz. Protoze je dle predpokladu u unitdrni, musi byt unitarni i u*, takze muzeme psat
2
Jul|* = fu*ul] = [le]l = 1,

ale protoze je normdlni, pak dle tvrzeni 2.25 pro vSechna A € o(u) mame |A| < 1, ale
protoze pro unitérni prvky zfejmé plati u* = v~!, potom méme

AMteow ™) =o(u),
ale to znamenad, ze pro vSechna A € o(u) zdroven plati |\| > 1, takze o(u) C T. O
Tvrzeni 2.30. Necht je X unitdlni C*-algebra a € X je samo-sdruzené. Potom plati

(2.25) o(u) CR.



Diikaz. Necht A € o(z) je libovolné. Protoze je algebra komplexnich ¢isel Banachova
algebra s involuci, lze dle véty o rozkladu 2.23 uvazovat

A=a+1if,
kde a, 8 € C%* = R. Uvazujme posloupnost ve tvaru
xn =2 —ae+infe, i(n+1)B € o(xy,),
kde p(z,) = ||zy]|, protoze je x,, normalni. Nakonec mame odhad
(n+1)282 < pl@a)? = laall® = [eal = (@ — ae)? + n26%]| < [|o — ael® + 262,

coz implikuje, ze ¢len n?B? je omezeny pro véechna n € N, takze f = 0, z éehoz A € R. [

Vréatime-li se ke Gelfandové reprezentaci komutativnich algeber, je pro naSe tcely dulezité
ukézat, jak se chovaji charaktery vzhledem ke komutativni C*-algebre.

Tvrzeni 2.31. Necht je X komutativni C*-algebra a necht ¢ € A(X) je libovolny cha-
rakter algebry. Potom pro vSechna x € X plati

(2.26) p(z") = ¢(z)".

Dikaz. Uvazujme pro x € X rozklad dle véty 2.23 ve tvaru x = a+1b. Protoze charaktery
pifimo koresponduji se spektrem daného prvku, pak dle predchozi véty dostavame

¢(a) € o(a) CR, ¢(b) € o(b) CR,
z toho v8ak rovnou plyne
¢(z*) = ¢(a — ib) = P(a) — ip(b) = P(x)",
takze znaky prirozené respektuji operaci involuce. O

Poznamka. Zobrazeni, kterd respektuji operaci involuce se nazyvaji x-homomorfismy.

Véta 2.32. Necht je X unitdlni komutativni C*-algebra. Gelfandova reprezentace ve tvaru

(2.27) T:X = C(A),

isometricky *-isomorfismus.

Diikaz. Gelfandova reprezentace je isometrie, nebot pro viechna x € X plati
2 2
IT205% = ITiTallo = [P ||, = p(z*2) = lz*2| = ||z,

coz znamend, ze I'(X) je uzaviena podalgebra C(A), kterd oddéluje body, pficemz pro
kazdé ¢ € A(X) existuje x € X, které spliuje

I2(¢) # 0,

takze dle Stone-Weierstrassovy véty [15] dostavame
I'X)=CA),

z ¢ehoz plyne nasSe tvrzeni. O
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Vzhledem k predchozi vété o Gelfandové reprezentaci komutativnich C*-algeber mame
priblizny navod, jak konstruovat pro takové algebry spojity funkciondlni kalkulus. Kdy-
bychom totiz mohli identifikovat prostor charakteru A(X) se spektrem uvazovaného prvku
algebry z € X, potom bychom pro libovolné f € C(A) mohli psét

f(z) =T7(f).

Predpoklddejme nejdiiv, ze toto opravdu lze provést. Potom vSak nastdva problém, co
se tyce pozadavku komutativity, nebot mnohé zajimavé algebry komutativni nejsou, ale
presto obsahuji komutativni podalgebry. Muzeme tedy najit néjakou takovou algebru,
ktera obsahuje nas§ uvazovany prvek. Ze zakladni teorie Banachovych algeber vsak vime,
ze toto omezeni nam narusi spektrum.

Véta 2.33. Necht je X unitalnf C*-algebra. Je-1i Y C X unitdlni C*-podalgebra se stejnou
jednotkou, potom pro v8echna x € Y plati

(2.28) ox(z) = oy (),

tj. pii omezeni nedojde ke zméné spektra.

Dukaz. Tuto vétu dokdzeme pouze pro piipad, kdy je algebra ¥ C X komutativni. V
takovém pifpadé totiz plati, Ze kazdy prvek x € Y je normélni. Necht tedy z € Y je
libovolné a necht ~! € Y. Protoze je € Y normélni, je normalni i jeho inverze, ale to
viak znamend, ze z komutativity plyne 2=' € Y. O

Chceme-li tedy zvolit néjakou komutativni podalgebru, kterd obsahuje nas prvek x € X,
musi takova algebra zfejmé obsahovat x* € X, ale protoze musi byt komutativni, pak
tento prvek musi byt normélni. Pfedchozi tvrzeni lze tedy vyhodné uvazovat v piipadé,
zvolime-li nejmensi algebru generovanou mnozinou {e, z,z*}, kterou oznac¢ime

C*({e,x}).

Sjednocenim vSech tvah dostavame spojity funkcionalni kalkulus.

Véta 2.34 (Spojity kalkulus). Necht je X unitdlni C*-algebra a x € X je normdlni prvek.
Potom existuje isometricky #-isomorfismus ve tvaru

(2.29) U:C(o(x)) — C*({e,z}),

pro ktery W(z) = = a zaroven ¥(1) =e.

Diikaz. Pro jednoduchost necht Y = C*({e,z}). Vime, Ze tato algebra je komutativni

unitalni C*-algebra, pficemz Gelfandova reprezentace je isometricky s-isomorfismus
r:y—c).

Dva charaktery, které se shoduji pro prvek x € Y se musi shodovat na algebte Y, coz
znamend, ze 0,(¢) = ¢(x) je spojitda bijekce mezi A(X) a o(x), ale protoze tyto dvé
mnoziny jsou kompaktni Hausdorfovy prostory, jedna se o homeomorfismus a tyto mnoziny
lze ztotoznit. Z toho dostdavame isometricky *-isomorfismus

O :C(o(x)) = C(A),
pro ktery ®;(¢) = f(0.(¢)) = f(¢(x)) = f(Tx(¢)). Oznacime-li ¥ = I';! o @, potom

dostavame pozadované zobrazeni. Zbytek lze ovérit pfimym dosazenim. O
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Tvrzeni 2.35. Necht je X unitdlnf C*-algebra a z € X je normdlni prvek. Potom pro
libovolné zobrazeni f € C'(o(x)) plati

(2.30) a(f(x)) = flo(x)).

Diikaz. Necht je Y = C*({e,z}). Potom s vyuzitim spojitého funkciondlniho kalkulu a
véty 2.33 o neménnosti spektra mame

ox(f(z)) = oy (f(2)) = oc(0())(f) = flo(z)),
z ¢ehoz dostavame nase tvrzeni. ]

Disledek 2.36. Necht je X unitdlni C*-algebra a z € X je normélni prvek. Potom pro
libovolné zobrazeni f € C'(o(x)) plati

(2.31) [f (@)l = sup [f(2)] = [fll -

zeo(x

Déle se na konec této sekce zaméiime na nékteré dulezité aplikace a dusledky spojitého
funkcionéalniho kalkulu a to pfedevsim na existenci odmocniny pro pozitivni prvky, kterou
vyuzijeme pro konstrukci polarni dekompozice v posledni kapitole.

Definice 2.9 (Projekce). Necht je X obecnd C*-algebra. Prvek p € X se nazyva projekce,
jestlize pro néj plati

(2.32) pP=p=p",

tj. jednd se o samo-sdruzeny idempotent. Pficemz tikdme, ze dvé ruzné projekce p,q € X
jsou vzajemné ortogonalni prave tehdy, kdyz pg = gp = 0.

Tvrzeni 2.37. Necht je X unitalni C*-algebra a p € X projekce. Potom plat{
(2.33) o(p) C {0,1}.

Diikaz. Protoze je p € X z definice projekce idempotent, muzeme uvazovat f(z) = z(1—z),
coz vSak aplikaci spojitého funkciondlniho kalkulu déva f(p) = 0, ale to znamend, ze
spektrum muze obsahovat pouze hodnoty 0 nebo 1, z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. ]

Tvrzeni 2.38. Nechf je X kone¢né dimenziondlni unitalni C*-algebra a necht je z € X
je normélni. Potom o(z) je konetnd mnozina, pficemz

n
(2.34) T = Zakpk;a
k=1

kde ay € o(x) a pi jsou vzajemné ortogonalni projekce.

Dikaz. Protoze je z predpokladu prvek x € X normélni, potom je algebra C(o(x)) iso-
morfni s néjakou C*-podalgebrou Y C X, ktera vSak zfejmé musi byt taktéz konecné
dimenzionalni, coz znamend, ze spektrum musi byt nutné konetnd mnozina. V takovém
pripadé vsak pro kazdé \ € o(x) muzeme uvazovat zobrazeni

pa(2) = 1y (2),
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které je spojité diky tomu, ze spektrum je kone¢né. Toto zobrazeni je ziejmé samo-sdruzeny
idempotent, coz znamend, ze jeho obraz vzhledem ke spojitému funkcionalnimu kalkulu
musi byt projekce, ale protoze mame

Z )‘p)\(z) =z

Ao (x)
potom aplikaci kalkulu dostavame ndmi pozadovany rozklad na projekce. O
V obecnych nekoneéné dimenziondlnich algebrach je pfedchozi konstrukce problematicka

nejen z toho duvodu, zZe spektrum je obvykle nespocetnd mnozina, ale také kvili tomu, ze
projekce az na trivialni piipady nemusi v C*-algebie vubec existovat.

Piiklad 2.17. Uvazujme algebru C(K), kde K je néjaky kompaktni Hausdorfuv prostor.
Potom je zfejmé, ze v takovém pripadé v této algebie neexistuji zadné netrividlni projekce,
tj. jiné nez 0 a 1, pravé tehdy, kdyz je prostor K souvisly.

Definice 2.10 (Pozitivita). Necht je X obecnd C*-algebra. Samo-sdruzeny prvek x € X
se nazyva pozitivni, jestlize ma nezaporné spektrum.

Poznamka. Mnozinu vsech pozitivnich prvkia algebry obvykle znaéime X+, piicemz
skutecnost, Ze je prvek z € X pozitivni, tj. * € X', znaéime zjednodusené = > 0.
Vsimnéme si také, ze mnozina X' je zfejmé uzaviend na nasobeni nezdpornymi skalary.

Tvrzeni 2.39. Necht je X unitalnf C*-algebra. Je-li z € X normélni, potom z*z > 0.

Dukaz. Protoze je x € X z predpokladu normaélni, potom dle vlastnostni spojitého funk-
cionalniho kalkulu dostavame

o(z*z) = f(o(x)),

kde f(z) = z*z, coz je spojité zobrazeni, pro které lze psét f(z) = |z|2. O

Diky spojitému funkcionalnimu kalkulu mame urcitou analogii Jordanovy dekompozice
pro samo-sdruzené prvky, se kterou jsme se jiz mohli setkat v zakladni teorii mér. Tvrzeni
uvadime pro spiSe zajimavost, a tedy bez dukazu.

Tvrzeni 2.40. Necht je X unitdlni C*-algebra a € X je samo-sdruZzeny. Uvazujme
(2.35) f(z) = max{z,0} resp. g(z)=max{—z0}.
Potom f(x) a g(x) jsou pozitivni a plati rozklad ve tvaru

(2.36) e =f(z) - g(2).

Protoze maji z definice pozitivni prvky C*-algebry nezaporné spektrum, je na tomto spek-
tru odmocnina spojité zobrazeni a tedy lze pro takové prvky bez problémt odmocninu
pomoci spojitého funkcionalniho kalkulu definovat.

Tvrzeni 2.41. Necht je X unitdlni C*-algebra. Je-li x € X pozitivni, tj. z € X, potom
existuje prvek z'/2 € X+, ktery spliiuje

(2.37) (z'/?)? =z,
pricemz existuje-li y € X takové, ze x = y*y, potom x > 0.
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Diikaz. Protoze je x € X, ma nezédporné spektrum a tudiz aplikaci funkciondlniho kalkulu
pro zobrazeni f(z) = y/z dostdvdme nase tvrzeni. Protoze je sou¢in y*y samo-sdruzeny
pro libovolné y € X, musi mit redlné spektrum, takze necht f,g € C(R) jsou ve tvaru

F(2) = Vilee(z) a g(z) = V=21g (2).

Zrejmé f(z)g(z) = 0, ale také f2(z) — g?(z) = 2 pro véechna z € R. ProtoZe obé zobrazen{
jsou v pocatku nulovd, dostavame samo-sdruzené prvky ve tvaru

u=f(y'y) a v=g(yy),

pro které uv = vu = 0 a u? — v? = y*y. To dava prvek vy*yv = v(u? — v?)v = —v*, ktery
vSak ma zaporné spektrum, coz znamend, Ze je nulovy, ale protoze je samo-sdruzeny,
potom v = 0, to vak nakonec dava y*y = u?, coz viak vime, Ze je pozitivni. O

Definice 2.11 (Absolutn{ hodnota). Necht je X unitdlni C*-algebra. Absolutni hodnotu
libovolného prvku = € X definujeme ve tvaru

(2.38) |z| = Va*e.
Piiklad 2.18. Uvazujme algebru M?(C) a matici A € M?(C) ve tvaru
1 —4
A= (O ; > |

Absolutni hodnota této matice je ddna piimym vypoctem ve tvaru

= D6 - ) -2

Vzhledem k tomu, Ze absolutni hodnota prvkt C*-algebry je dilezitd a setkame se s ni v
posledni kapitole v kontextu Jordanovych triple systému, uvedeme nésledujici uzite¢nou
definici.

Definice 2.12 (Singuldrni hodnoty). Uvazujme prostor B(H, K), kde H a K jsou Hil-
bertovy prostory a nechf x € B(H, K). Singuldrni hodnoty definujeme jako mnozinu

(2.39) Osing(2) = op(|z])-

5272 77



3. JORDANOVY TRIPLE SYSTEMY

V predchozich kapitoldch jsme se soustfedili pfedevsim na Banachovy algebry, které jsou
z definice asociativni, vyznacujici se spojitou binarni operaci nasobeni. V této kapitole se
zaméiime na prostory s novou algebraickou strukturou, kterd je dana ternarni operaci,
které fikdme Jordanuv triple souéin.

Nejdiive za¢neme ze zdkladnich algebraickych vlastnosti takovych struktur a nasledné
ukazeme, ze na nich lze definovat funkciondlni kalkulus analogicky pfedchozim kapitolam,
ktery budeme ilustrovat na konkrétnim Banachové prostoru obdélnikovych matic.

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1 (Jordanuv triple systém). Necht je X komplexni, resp. redlny linedrni pro-
stor. Jordanuv triple souéin je terndrni operace, kterd pro vSechna x,y, z,a,b € X spliuje

(1) {z,y,z} je trilinedrni zobrazeni, které je symetrické ve vnéjsich argumentech,
(2) {av b7 {x) Y, Z}} - {Iv Y, {(l, b) Z}} = {{CL, bu l‘}, Y, Z} - {:1:) {bv a, y}a Z}'

Linedrni prostor X s touto operaci nazyvame komplexni, resp. redlny Jordanuv triple
systém. Je-li zaroven triple soucin ve vnitfnim argumentu sdruzené linearni, potom se
prostor X nazyva sdruzeny (¢i Hermitovsky) Jordanuv triple systém.

Piiklad 3.1. Uvazujme asociativni algebru C" s ndsobenim po slozkdch. Tato algebra
tvori komplexni Jordanuv triple systém s triple sou¢inem pro z,y, z € C" ve tvaru

{z,y,2}1 = 2y2,

Pokud vsak budeme uvazovat triple souc¢in ve tvaru

{l’, Y, z}? = my*z,
potom tato algebra tvoii sdruzeny Jordanuv triple systém. Formélni rozdil mezi témito
triple souciny je ziejmy, z praktického hlediska je vsak zajimavé pozorovani
{’L'JI,’L.y,Z}l = _{l'ayaz}la {ixaiyaz}Q :{xayaz}l

Priklad 3.2. Uvazujme Banachuv prostor B(H, K), kde H a K jsou libovolné komplexni
Hilbertovy prostory. Tento prostor netvoii algebru. Zvolime-1li pevné néjaké y € B(H, K),
potom tento prostor tvori asociativni algebru se soucinem ve tvaru

xoyz=uxy 2.

Protoze vsak neni piilis duvod se omezovat na konkrétni y € B(H, K), lze tuto asociativni
algebru rozsitit na sdruzeny Jordanuv triple systém pokud uvazujeme Jordanuv triple
soucin definovany ve tvaru

1 1
{z,y,2} = 5 (xoyz+zoyx) = §(xy*z + zy*z),

pro z,y,z € B(H, K). Tento symetricky Jordanuv triple sou¢in nazyvame kanonicky.

532z 77



Poznamka. Je-li X obecné asociativni algebra, potom je zaroven Jordanovym triple
systémem, pokud uvazujeme kanonicky soucin, coz v nasem piipadé znamend, ze muzeme
uvazovat libovolnou Banachovu algebru. Ma-li navic uvazovand asociativni algebra operaci
involuce, potom ziejmé bude mit strukturu sdruzeného Jordanovova triple systému.

V névaznosti na pfedchozi poznamku mame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1. Necht je X Banachova algebra s isometrickou involuci a strukturou Jorda-
nova triple systému vzhledem ke kanonickému sou¢inu a necht z,y, 2z € X. Plati

(3.1) {2y, 23 < Nl Iyl =] -

Diikaz. Pro ndami definovany kanonicky soucin zfejmé plati

1 *
K.y, 231 = 5 llzy"z + zy"ll < llll Iyl [1=],
z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Dusledek 3.2. Kanonicky triple soucin je spojitd operace na Banachovych algebrach s
isometrickou involuci.

Uvedeme jesté posledni dulezity ptiklad netrividlniho Jordanova triple systému.

Priklad 3.3. Uvazujme déle algebru Cy(R). Jiz vime, Ze tato algebra mé pfirozené struk-
turu sdruzeného Jordanova triple systému s kanonickym triple sou¢inem ve tvaru

{f,g9,h} = fg"h,

pro viechna f,g,h € Cp(R). Jako netrividlni piiklad Jordanova triple podsystému, ktery
jiz neni podalgebrou, lze uvést prostor viech lichych zobrazeni C°4(R) ve tvaru

CoM(R) = {f € Co(R) | f(—2) = —f(2), ¥z € R}.

Jiz vime, Ze kazda asociativni algebra s involuci mé zarovenn strukturu sdruzeného Jor-
danova triple systému, neni v8ak zatim zfejmé, Ze se jednd o zobecnéni jiz nam znamych
algeber. Uvazujme vS8ak, Ze naSe asociativni algebra X obsahuje jednotku e € X, potom
lze pro libovolnd z,y € X psat triple sou¢in ve tvaru

1, ., . 1
.6y} = 5(ee"y + ye'n) = 5wy + ya),

coz lze rozpoznat jako specidlni Jordanuv sou¢in. V pripadé, ze je naSe algebra zaroven
komutativni, potom se nam tento soucin zjednodusuje na tvar

{z,e,y} = ay,
coz je vSak obyCejny asociativni soucin.
Tvrzeni 3.3. Necht je X Jordanuv triple systém. Je-li z,y, 2z € X potom plat{ identita
(3.2) {z,y,{z,z,2}} = {z,{y,x, 2}, x}.
Diikaz. Identitu ziskdme opakovanou aplikaci Jordanovy identity z definice. O
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Otédzkou muze byt jak jednoduSe charakterizovat triple soucin pro obecny Jordanuv triple
systém X. Jestlize si v§imneme, ze plati vztah ve tvaru

{z+z,y,x+ 2z} ={x,y, 2} +{z,y, 2} + {2,y, 2} + {2, y, 2},
potom lze triple souc¢in charakterizovat pomoci polarizacni identity ve tvaru
AHa,y, 2 ={e+ 2y, 2+ 2} —{z,y, 2} —{2y,2},
ze které lze vidét, ze sta¢i pouze znét soucin ve tvaru {z,y,x} pro vsechna x,y € X.

Piiklad 3.4. Necht je X asociativni algebra s involuci a strukturou sdruzeného Jordanova
triple systému vzhledem ke kanonickému triple sou¢inu ve tvaru

(w92} = 5 (o' 2y'a)
pro vSechna z,y, z € X. Tento soucin Ize také charakterizovat jako
{z,y,2} = zy"z,
nebot z polariza¢ni identity plyne vztah
€z, y,z} = (z+2)y" (v + 2) —xy's — 2y 2z = 2y’ 2 + 2y"x,

coz je pfesné nas puvodni triple soucin. VSimnéme si také, ze pokud nami uvazovana
algebra obsahuje jednotku e € X, potom lze také psat

Az, ey} = (z+y)° —2® —y° = 2y +yz.

Jiz z prvni kapitoly vime, ze v piipadé asociativnich algeber s jednotkou mizeme uvazovat
libovolné mocniny induktivné ve tvaru

:'Un = {:I"’ 67 xn_1}7

coz vSak neni mozné v obecnych Jordanovych triple systémech, které neobsahuji binarni
operaci. Pfedchozi tvrzeni pro triple sou¢iny nam vsak dovoluje pfirozené definovat liché
mocniny v obecnych Jordanovych triple systémech nésledujicim zpusobem.

Definice 3.2 (Mocniny). Necht je X Jordanuv triple systém. Liché mocniny libovolného
prvku z € X definujeme induktivné pro n € N ve tvaru

(33) dW =z, 2P = {2,207, 2} = {2, 2,200}

Piiklad 3.5. Necht je X asociativni algebra s involuci a strukturou sdruzeného Jordanova
triple systému vzhledem ke kanonickému triple sou¢inu ve tvaru

{x7 y7 x} = xy*x7
pro vSechna z,y € X. Pro prvek x € X mame tieti mocninu ve tvaru
23 = {z,z,2} = zx*z,

pricemz indukci mame obecnou mocninu ve tvaru

2n+1) n+1) _

!t = z(z*z)" resp. = (za™)"z.

Vidime, ze pro samo-sdruzené prvky z € X*?* triple mocniny odpovidaji klasickym lichym
mocnindm v uvazované asociativni algebre.
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Vyhodnou odbockou do Jordanovych algeber, které jsou asociativni vzhledem k mocninam,
generovanych jednim prvkem z Jordanova triple systému, lze ukazat, ze se triple mocniny
chovaji pfirozenym zpusobem vzhledem k jejich triple ndsobeni. Vzhledem k tomu, Ze jsme
Jordanovy algebry nezavadéli, dukaz vynechdvéme, ale lze ho najit v [4].

Tvrzeni 3.4. Necht je X Jordantv triple systém a x € X. Pro lich4 a,b, c € N plat{
(3.4) (2@, z®) ()} = glatbte)

Priklad 3.6. Uvazujme obecny Jordanuv triple systém X. Prostor V(z) C X generovany
lichymi mocninami prvku z € X je zfejmé Jordantuv triple pod-systém, pficemz se jedné o
nejmensi Jordanuv triple systém, ktery obsahuje prvek z € X. Diky asociativité (1ze ukédzat
pomoci Jordanovych algeber) vzhledem k mocnéni prvku je tento systém komutativni.

Definice 3.3 (Triple polynom). Necht je X Jordanuv triple systém a x € X. Triple
polynom p(z) € X je libovolnd linedrni kombinace triple mocnin ve tvaru

(3.5) p(z) = Zakx(%H) € X.
k=1

Poznamka. Analogicky obecnym Banachovym algebram lze predchozi konstrukei poly-
nomu nad Jordanovymi triple systémy vyuzit ke konstrukci polynomialniho ternarniho
funkcionédlniho kalkulu pro libovolné liché polynomy.

Piiklad 3.7. Uvazujme C*-algebru X se strukturou sdruzeného Jordanova triple systému
s kanonickym sou¢inem. Potom pro libovolné x € X dle ptikladu 3.5 1ze pséat

CL’<2TL+1) _ x(x*x)n’
ale ¢len v zavorce je vzhledem k dané algebie pozitivni a lze tedy psat
(') =z |z|",

z ¢ehoz tedy dostavame, ze triple polynomy v této algebie budou ve tvaru

n
p(z) =) axzle]".
k=1

3.2 Spektrum v Jordanovych triple systémech

Protoze v obecnych Jordanovych triple systémech pracujeme s ternarni operaci, spektrum
obecného prvku je v tradiénim smyslu analogicky pfedchozim kapitolam obtizné definovat.
Vyhodné vsak je, pokud v uvazovaném triple sou¢inu zafixujeme dvé hodnoty, coz nam
definuje linearni operdtor, se kterymi v8ak jiz umime dobfe pracovat.

Definice 3.4 (Muliplikativni operdtor). Necht je X Jordanuv triple systém a z,y € X.
Multiplikativni operator (xoy) € L(X) je definovén ve tvaru

(3.6) (zoy)(2) = {z,y, 2},

pro vSechna z € X.
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Poznamka. Diéle se budeme zajimat predevsim o multiplikativni operdtor ve tvaru
(xoz) € L(X).

Vsimnéme si, ze v pripadé, ze budeme uvazovat C*-algebru se strukturou sdruzeného
Jordanova triple soucinu, potom je multiplikativni operator spojity, nebot jisté plati

2
[(@oz)yll < [z [[y]l -
Protoze nas v této kapitole zajimaji predevsim prostory obdélnikovych matic, uvadime
nasledujici piiklad nalezeni spektra multiplikativniho operatoru pravé pro tento pripad.

Piiklad 3.8. Uvazujme Banachuv prostor M"™"(C) se strukturou sdruzeného Jordanova
triple systému s kanonickym triple sou¢inem. Protoze je tento prostor konec¢né dimen-
zionalni, potom dostdvame isomorfismus ve tvaru

L(M™"(C)) = M™"(C).

V naSem pripadé je relevantni najit reprezentaci multiplikativniho operatoru. Zvolme si
kanonickou uspofadanou bazi prostoru M™"(C), tj. pro libovolné A € M"™"™(C) mame

A=anEn+apbi+ - +amBip+ -+ amnEmn,

kde E;j € M™"(C) jsou matice, pro které plati (E;;)x; = d;j, 1. Tato usporddand kanonicka
baze nam dava vyjadieni multiplikativniho operatoru pro B € M™"(C) ve tvaru

(BoB)A = ZZCLUBDB = ZZa”BDBlEZ]+ ZZCLZ]BDB s
=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
kde jsme rozdélili nas operator na soucet dvou operatoru ve tvaru

(BoB)A = %(BB*A + AB*B) = % (BaB)A+ (BoB)sA).

Vsimnéme si, ze pii uvazeni tohoto rozkladu multiplikativniho operatoru dostavame dle
predchoziho vyjadieni vzhledem k uspofadané kanonické béazi reprezentaci ve tvaru

n m
(BoB), & P, (Z@BB*) Py, (BoB);=) @B'B,
i=1 j=1

kde P;, P, € M™"(C) jsou né&jaké permutaéni matice. V pifipadé, ze uvazujeme Jordanuv
triple podsystém N(C) c M™"(C), ve kterém pro vsechna A, B,C € N(C) plati

{A,B,C} = AB*C,

se nam cela reprezentace multiplikativniho operatoru zjednodusuje na tvar

(BoB)|ne) & ZEBBB Z@’B\

Predchozi priklad ukazuje konkrétni postup pro nalezeni maticové reprezentace multipli-
kativniho operatoru v konecéné dimenzionalnim sdruzeném Jordanové triple systému s
kanonickym souc¢inem M™™(C), ktery lze aplikovat i na obecnéjsi systémy. Nésledujici
piiklad uvddime pro praktickou realizaci daného postupu.
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Piiklad 3.9. Uvazujme konkrétné matici
(1 -1 )
A= (0 2>€M (C),

coz v uspoiadané kanonické bazi odpovida (1,—1,0,2) € C*. Pro multiplikativni operdtor
ve tvaru (Ao A) € L(M?(C)) tedy mtizeme jeho maticovou reprezentaci psat ve tvaru

3 -1 -2 0 2 0 -2 0 1 -1 0 0
1f-1 7 0o —2| 1[0 2 o —2| 1|[-1 5 0 o0
Aod)=51 5 o 5 1| 2]l2 0 4 ol|*2l0o o 1 -1
0 -2 -1 9 0 -2 0 4 0 0 -1 5

Pro ilustraci ovéiime, ze budeme-li uvazovat A®), potom dan4 reprezentace ndm skutecné
dava spravny vysledek. Tteti mocnina standardnim vypoctem je dana ve tvaru

(3) _ 2 —6
A (—2 10> '

V nasi reprezentaci dostavame maticovym nasobenim

3 -1 -2 0 1 4
1-1 7 0 —2f(-1] 1[-12|_/2 -6
21-2 0o 5 —1||lo] 2| 4 :(2 10>’
0 -2 -1 9 2 20

¢imz jsme tedy ovérili spravnost naseho vypoctu.

Predchozi konstrukce pro multiplikativni operator v kone¢né dimenzionalnich prostorech
muze na prvni pohled vypadat samotucelné, je vSak uzite¢nd v tom smyslu, Ze spektrum
neni zavislé na volbé baze, takze to zjednodusuje analyzu tohoto operatoru.

Uvazujme opét Banachuv prostor M""(C) se strukturou sdruzeného Jordanova triple
systému a necht je A € M™"(C) libovolnd matice. Potom lze psat

1
c(AoA) C 3 (c(A™A) +0(AAY)),
kde uvazujeme standardni spektrum v Banachovych algebrach. Déle uvazujme sdruzeny

Jordanuv triple podsystém V(A) € M™"(C) generovany timto prvkem, tj. linedrni obal
triple mocnin daného prvku, a déle uvazujme multiplikativni operator

(Ao A) € L(V(A)).
Protoze libovolny prvek B € V(A) lze vyjadiit jako polynom, tj. ve tvaru

B— ZbkA(2k+1)7
e

muzeme pirimym dosazenim psat

Ll 2%k-+1 1 2%+1 «
(AA)B = S AA <ZbkA( ) +3 > b AR ) A% A,

k k
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coz déle s vyuzitim vysledku z piikladu (3.5) pro kanonicky soucin dostavame
D b AR =N T A(AT A =) b (AAT)F A
k k k
Dosazenim do pfedchoziho vztahu pro multiplikativni operdtor dostdvame

(Ao A)B = %Z by (AA*A(A*A)’“ + A(A*A)’“A*A) =3 B AATA = B(A*A).
k k

Z toho vidime, ze multiplikativni operdtor na Jordanové triple systému V(A) lze repre-
zentovat vzhledem ke kanonické bazi ve tvaru direktniho souctu jako

m m

(ApA) =) o A"A=> @ AP,

j=1 j=1
Z toho nakonec lze vyvodit, viz [10] pro detaily, ze plati
o(AoAlyy) U{0} =o(A*A) U {0} = o(AA™) U {0},

coz je ziejmé zjednoduSeni oproti puvodnimu vztahu pro spektrum multiplikativniho
operatoru, kde jednotliva spektra nemusela byt nutné stejna.

Piiklad 3.10. Uvazujme pro jednoduchost opét multiplikativni operator z ptikladu 3.9.
Spektrum multiplikativniho tohoto operatoru je mnozina ve tvaru

o(AoA) ={3-5,3,3+ 5},
pri¢emz mame
o(A*A) = 0(AA*) = {3—5,3+ 5},

z ¢ehoz jiz vidime, Ze relace ve tvaru
1
o(AoA) C 3 (c(A*A) + 0 (AA"))
opravdu v nasem piipadé plati.

Vzhledem k piedchozi diskuzi vidime, ze spektrum multiplikativniho operatoru nad Jor-
danovym triple systémem V(A) generovanym jednim prvkem A € M™"(C) sdruzeného
kone¢né dimenziondlniho Jordanova triple systému M™"(C) s kanonickym sou¢inem vla-
stné obsahuje druhé mocniny singularnich hodnot daného prvku.

Jako posledni véc v teorii Jordanovych triple systému v kontextu této price zavedeme
analogii spektralniho rozkladu na ortogonalni idempotenty, ktery jsme uvadéli v obecnych
Banachovych algebrach. K tomu budeme potiebovat par dalsich definic.

Definice 3.5 (Pozitivita). Jordanuv triple systém X se nazyva pozitivni, jestlize pro
vSechna z € X ma multiplikativni operator (xox) € L(X) nezdporné spektrum.

Priklad 3.11. Uvazujeme-li libovolnou C*-algebru X se strukturou sdruzeného Jordanova
triple systému s kanonickym sou¢inem, potom je tento Jordanuv triple systém zifejmé
pozitivni. Specidlné je tedy dle predchozi diskuze spektra pozitivni i sdruzeny Jordanuv
triple systém obdélnikovych matic M™"(C).
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Definice 3.6 (Tripotent). Necht je X Jordantuv triple systém. Prvek e € X se nazyvd
Jordanuv tripotent (¢i zjednodusené tripotent), jestlize pro néj plati

(3.7) {e,e,e} =,
pficemz tripotenty e;,e; € X nazyvame navzdjem ortogondlni, jestlize plati
(3.8) {ei,ej,ei} = €;0;;.

Poznamka. Je-li X sdruzeny Jordanuv triple systém a e € X je libovolny tripotent,
potom i jeho komplexni ¢i zdporny nasobek je taktéz tripotentem, tj. plati

{—e,—e,—e} = —e, {ie,ie,ie} =ie
Stejné jako v Banachovych algebrach, obecné v Jordanovych triple systémech nemusi tri-

potenty existovat.

Ortogonalitu tripotentl, coz je analogie idempotentnt v asociativnich algebrach, muzeme
vyuzit pro specidlni rozklad prvkiu analogicky spektrdalnimu rozkladu v obecnych Bana-
chovych algebrach. Uvazujme Jordanuv triple systém X a necht je (e,) C X konec¢nd
posloupnost nenulovych ortogondlnich tripotentu. Potom lze uvazovat

n
Y =P Ce; C X,
k=1
coz je ziejmé Jordanuv triple systém. Nasledujici véta takové rozklady charakterizuje.

Véta 3.5. Necht je X Jordanuv triple systém konecné dimenze. Je-li X pozitivni a semi-
prosty, potom pro libovolné nenulové = € X existuje jednoznacény rozklad ve tvaru

m
(3'9) r = Zakek,
k=1

kde 0 < aj < ag41 a (ex) C X jsou vzajemné ortogondlni tripotenty.
Dikaz. Dukaz lze najit v [4]. O

Maéme-li Jordanuv triple systém, ve kterém je takovy rozklad mozny, potom lze triple
spektrum libovolného prvku definovat nasledujicim zpusobem.

Definice 3.7 (Spektrdlni rozklad). Necht je X pozitivni a semi-prosty Jordanuv triple
systém konec¢né dimenze. Rozklad dle véty 3.5 prvku o € X z predchozi véty se nazyva
spektralni rozklad, pricemz triple spektrum definujeme jako mnozinu ve tvaru

(3.10) Sp(z) = {a1,a2,...,am}.

Poznamka. Vsimnéme si, ze na rozdil od Banachovych algeber muze byt triple spektrum
prazdné, coz je pravé piipad, kdyz je prvek nulovy.

Budeme-li se opét soustfedit na multiplikativni operator v libovolném sdruzeném Jorda-
nove systému X, ve kterém je mozné pro x € X uvazovat spektralni rozklad, potom plati

m
xDx' E a% ekmek
k=1

Z ¢ehoz vidime, ze Sp(z) = {0 < t | t* € o(z0x)}, coz ndm déva rovnou i ndvod pro
zobecnéni triple spektra pro nekonecné dimenzionélni Jordanovy triple systémy.
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Definice 3.8 (Triple spektrum). Necht je X sdruzeny Jordantuv triple systém. Spektrum
libovolného prvku x € X definujeme jako mnozinu ve tvaru

(3.11) Yz)={t*cR|t?c o(xozly))},

kde V(xz) C X je Jordanuv triple podsystém generovany prvkem x € X, piicemz triple
spektrum definujeme ve tvaru a nakonec triple spektrum jako mnozinu

(3.12) Sp(z) = {0 < t|t? € X(x)}.

Priklad 3.12. Uvazujeme-li Banachuv prostor M™"(C) s se strukturou sdruzeného Jor-
danova triple systému s kanonickym sou¢inem, potom pro nenulové A € M"™"(C) méame

Sp(A) = op(|A]) \ {0},
coz jsou praveé nenulové singularni hodnoty.
Tuto sekci zakonéime piikladem, ve kterém porovname jednotlivd spektra pro specialni

piipad ¢tvercovych matic, a to ve smyslu spektra vzhledem ke strukfe C*-algebry a také
vzhledem ke struktufe sdruzeného Jordanova triple systému.

Piiklad 3.13. Uvazujme sdruzeny Jordaniiv triple systém M?(C) s kanonickym souc¢inem
a necht A, B € M?(C) jsou matice ve tvarech

00 1 0
00 ()
Vidime, ze matice A je zfejmé tripotent, z ¢ehoz plyne, ze plati
V(A) =CA,

takze triple spektrum této matice je dle spektrélniho rozkladu Sp(A) = {1}, ale spektrum
této matice vzledem k C*-algebie je o0(A) = {0}. Matice B samo-sdruzend, pri¢emz pro
ni zirejmeé lze psat jeji generovnay prostor jako

V(B) = (C@ll + Cegg,

pricemz tato matice ma obecnou reprezentaci ve tvaru

1 0 0 0
1o 52 0 o

(BoB)= |4 5/2 0]
0 0 0 4

takze omezime-li se na V' (B), dostavame, ze triple spektrum je Sp(B) = {1, 2}. VSimnéme
si, ze v tomto piipadé také plati Sp(B) = |o(B)| \ {0}, coz je obecnd vlastnost samo-
sdruzenych prvku C*-algeber, pro detaily opét viz [4].

3.3 Polarni dekompozice

Jako odbocku od nasi hlavni teorie Jordanovych triple systému uvedeme polarni dekom-
pozici prvku v Banachovych prostorech spojitych linearnich operatoru, které uvazujeme
predevsim nad Hilbertovymi prostory, abychom mohli pro operatory konstruovat i jejich
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prislusné involuce, ¢i konkrétnéji jejich operatorova sdruzeni. V nasledujici sekci, ktera
bude néasledovat, tuto konstrukeci vyuzijeme pro zavedeni triple funkcionalniho kalkulu.

Polarni dekompozice vlastné vychazi z jednoduchého pozorovani v prototypni C*-algebie
komplexnich ¢isel C, kde libovolny prvek z € C muzeme rozlozit na tzv. polarni tvar

z=¢?z, 6el0,2m),

kde absolutni hodnotu definujeme standardné vzhledem ke spojitému funkciondlnimu kal-
kulu ve tvaru |z| = (2*2)'/2. Viimneme-li si, Ze budeme-li na prvni ¢len takové poldrni
dekompozice nahlizet jako na operator nasobeni zleva My € B(C), potom se vlastné jedna
o isometrii, nebot pro vsechna ¢ € C plati rovnost

1
Mg &[] = lle”¢ll = [1€]] -
Toto lze tedy brat jako navod pro analogickou konstrukei v obecnéjsich algebréch.

Definice 3.9 (Operdtorovd algebra). Necht je H Hilbertiv prostor. Operdtorova algebra
je unitalni C*-algebra spojitych linedrnich operatoru B(H).

Tvrzeni 3.6. Necht je B(H) operatorovd algebra. Je-li x € B(H), potom plat{

(3.13) Izl = [lz€]l

pro vSechna £ € H.

Drikaz. NaSe pozadované tvrzeni plyne z rovnosti ve tvaru
0 < [llel€l? = (J2| & 2] &) = (J2*€, €) = ("2 &, €) = (w, €)= ||x¢],
¢imz je naSe tvrzeni dokazano. O

Definice 3.10 (Céstecnd isometrie). Nechf je B(H) operatorové algebra. Potom linedrn{
operator u € B(H) se nazyvé ¢astecnd isometrie, jestlize pro véechna & € N(u)* plati

(3.14) [ugll =<l

Jinymi slovy je operdtor u isometrie na prostoru N (u)=.

Poznamka. 7 predchozi definice plyne, ze kazda isometrie je CasteCnd isometrie, ale
opacna implikace plati pouze tehdy, kdyz je jadro ¢astecné isometrie trivialni.

Pi#iklad 3.14. Uvazujme algebru M?(C) a matici A € M?(C) ve tvaru
10
A=
b o
Je ziejmé, ze plati N(A) = {0} @ C, coz znamens, ze N(A)+ = C @ {0}, z ¢ehoz lze ucinit
zaver, ze matice A je tedy ¢astetnd isometrie, neni vSak dle predchozi poznamky isometrii.

Definice 3.11. Necht je B(H) operatorova algebra a u € B(H) ¢astecnd isometrie.
Pocateéni, resp. koncovy prostor ¢astetné isometrie definujeme jako

(3.15) T(u) = N(u)t resp. F(u) = R(u).
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Vzhledem ke korespondenci mezi operatorovymi algebrami a C*-algebrami (analogicky
tomu, jak muzeme reprezentovat konecne dimenzionalni C*-algebry pomoci prostoru ma-
tic, muzeme tyto algebry v nekonecné dimenzi reprezentovat jako podalgebry operdtor-
ovych algeber) je dobré se zamérit také na cisté algebraické vlastnosti ¢dsteénych isometrii.

Definice 3.12 (Algebraick4 ¢dst. isometrie). Necht je X obecnd C*-algebra. Prvek u € X
se nazyva castecnd isometrie, jestlize je u*u projekce.

Tvrzeni 3.7. Nechf je X unitalni C*-algebra. Potom néasledujici tvrzen{ jsou ekvivalentn{

4

(1) w je Castetnd isometrie,
(2) wu*u = u,

(3) w*uu* = u*

(4)

uu® je projekce.

Dukaz. Je-li u ¢asteénd isometrie, potom je u*u z pfedchozi definice projekce, takze
muzeme uvazovat vyraz uu*u — u = u(u*u — e), coz z vlastnosti C*-algeber dava

|luu*u — u||2 = ||[(v*u — e)u u(u*u —e)|| = H(u*u)?’ — 2(u*u)2 + u*u” =0,

z ¢ehoz tedy dostdavame rovnost wu*u = u. Uvazujeme-li ddle involuci totoho vyrazu,
potom ziejmé také u*uu* = u*, ale v takovém pripadé pak plati

u(u uu®) = uu®,

tj. se jednd o samo-sdruzeny idempotent, coz je z definice projekce. Nakonec uvazujeme-li,
ze je prvek uu* projekce, potom nasobenim zprava v piredchozi rovnosti dostavame

(v uu™)u = u*u,

takze se jedna o ¢astetnou isometrii. O

Dausledek 3.8. Je-li operdtorova algebra B(H) sdruzeny Jordanuv triple systém, potom
jsou tripotenty pravé ¢astecné isometrie.

Stejné jako v C*-algebrach nemusi existovat netrividlni projekce, jak jsme ukézali v minulé
kapitole, nemusi obecné existovat ani netrividlni ¢dsteéné isometrie (coz muze byt ziejmé
uz jen z toho duvodu, ze pouzivame projekce v definici).

Priklad 3.15. Uvazujme algebru spojitych zobrazeni Cy(R). O této algebte vime, ze je
komutativni C*-algebrou. Pokud budeme chtit najit vSechny ¢astecné isometrie v této
algebfe, sta¢i uvazovat charakterizujici podminku ve tvaru

F(2)f*(2)f(z) = f(2), meboli |f(2)]° f(2) = f(2),

pro vSechna z € R z ¢ehoz tedy plyne, ze vyzadujeme, aby pro vSechna z € R platilo

ale z toho vsak vidime, ze jedind ¢astecna isometrie v této algebie je ¢astetnd isometrie
trivialni, tj. nulové zobrazeni.
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Predtim nez pfistoupime k hlavnimu dikazu existence a jedine¢nosti polarni dekompozice
pro libovolny linedrni operator z operatorové algebry B(H), je zajimavé se ptat, jaké ma
vlastné ¢astecnd isometrie spektrum.

Vsimnéme si, ze ¢dstecnd isometrie u € B(H) je kontraktivni zobrazeni, tj. ||u| < 1, coz
v8ak znamend, ze operdtor definovany ve tvaru (e — uu*) € B(H) je pozitivni a ma tedy
dle spojitého funkciondlniho kalkulu odmocninu. Uvazujme matici ve tvaru

M = <g Veg““*) € B(H & H).

Primym vypoctem M M* dostavame

u e —uu* u* 0\ (e O
0 0 Ve — uu* ~\0 0/’
z Cehoz je vsak ziejmé, Zze se jednd o projekci, ale dle tvrzeni 3.7 je M € B(H @ H)

CasteCnd isometrie, coz tedy znamend, ze kazdé kontraktivni zobrazeni 1ze rozsitit na veétsi
operatorovou algebru, ve které bude ¢dstec¢nou isometrii.

Protoze je kazda Castecna isometrie kontraktivni, jeji spektrum tedy lezi v jednotkovém
komplexnim disku. Mame dva piipady; je-li invertibilni, potom jeji spektrum lezi na
kruznici a ¢astecnd isometrie je v takovém piipadé unitarni. Pro neinvertibilni pripad
mame nasledujici vétu.

Tvrzeni 3.9. Necht je B(H) operdtorova algebra. Je-li @ C C kompaktni mnozina
obsazend v jednotkovém disku, pro kterou 0 € €2, potom je tato mnozina spektrem néjaké
Castecné isometrie.

Diikaz. Pro dukaz viz [8]. O

Z piedchoziho tvrzeni tedy vidime, ze spektrum ¢asteénych isometrii muze byt v podstaté
jakékoliv a nelze o nich nic konkrétnéjsiho fict.

Véta 3.10. Necht je B(H) operatorovd algebra a x € B(H). Potom existuje jedine¢nd
Castecna isometrie u, kterd nam dava polarni dekompozici operatoru x ve tvaru

(3.16) x=ulz|,

pro kterou plati N(u) = N(x) = N(|z|).

Diikaz. Uvazujme linedrni operdtor ve tvaru
uo : R(|z]) = R(x),

jez definujeme jako ug(|z|€) = €, pro vSechna £ € H. Z tvrzeni 3.6 plyne, Ze je tento
operator definovan korektné, pficemz ho lze spojité rozsitit na ¢asteénou isometrii

U N(|x|)J‘ — N(x)J‘,

ktera spliuje u |x| = z. Pro jedinecnost této polarni dekompozice uvazujme, ze ma linedrni
operétor x € B(H) tvar = qw, kde pro operédtor w plati w > 0 a ¢ je ¢asteénd isometrie,
ktera spliuje N(q) = N(w). Potom muzeme psat

z'e = (qu)*(qu) = wq*qu = w?,
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z éehoz plyne, 7e plati |z| = w, pFicemz N(q)* = N(|z|)* a zdroven také ||q|z|&|| = ||z€]|
pro vSechna € H, ale to znamend N(q) = N(|z|), ale zaroven

lafw| &l = [zl
pro vSechna & € H, z ¢ehoz plyne jedine¢nost. O

Uvédomime-li si, ze v pfedchozim dukazu pracujeme s operdtory vlastné jenom v sou-
vislosti s jejich jadry, lze analogickym zpusobem uvazovat stejny rozklad i pro ptipad,
kdy méme prostor B(H, K), ktery neni operatorovou algebrou. To v8ak znamend, ze v
piipadé kone¢éné dimenziondlnich prostoru polarni rozklad mizeme uvazovat i v piipadé
obdélnikovych matic. Rozsiteni definice ¢asteéné isometrie je v takovém piipadé zfejmé.

Pi#iklad 3.16. Uvazujme algebru M?(C) a matici A € M?(C) ve tvaru

A:[_Og g}

Polarni dekompozice této matice je potom ve tvaru

0 1|13 O
=[5 ) o o)
z ¢ehoz 1ze jednoduse videét, ze N(U) = {0} & {0} = N(JA]).

Pi#iklad 3.17. Uvazujme algebru M?32(C) a matici A € M3?(C) ve tvaru

A:

= w O

2
0
0

Protoze se nejednd o algebru, nemame zde funkcionalni kalkulus, ktery by nam definoval
absolutni hodnotu. Viimnéme si vsak, Ze pro libovolné B € M3?2(C) mdme B*B € M?(C),
coz je v8ak unitalni C*-algebra, na které kalkulus uvazovat muzeme, a tedy také

A=)

Polarni dekompozice této obdélnikové matice je tedy dédna ve tvaru

0 1
A= [3/5 0 E (2)]
4/5 0

Lze jednoduse ovérit, ze pro ¢aste¢nou isometrii plati relace uu*u = u.
Protoze v obecnych C*-algebrach nemusi existovat netrivialni projekce a tudiz ani ¢astecné

isometrie, je zfejmé, ze obecné nemuzeme uvazovat poldrni dekompozici. Lze viak uvazovat
slabsi formulaci této dekompozice pro tento typ algeber.

Tvrzeni 3.11. Nechf je X unitalni C*-algebra. Je-li x € X invertibilni prvek, potom pro
néj existuje dekompozice ve tvaru

(3.17) x = (x|z)™") ||
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Drikaz. Existence absolutni hodnoty vyplyva ze spojitého funkcionalniho kalkulu. Ovéime
tedy, ze u = @ |z| ™" je Gastecnd isometrie. To je ekvivalentn{ s tvrzenfm

uu*u = u,
takze pfimym dosazenim dostavame

ate el = w2 2 o] = xla| ",

-1
z|z| " |zl
z ¢ehoz vidime, Ze u je CasteCnd isometrie. O
Poznamka. Vsimnéme si, ze mame-li matici A € M™"(C), pro niz je A*A € M"™(C)
invertibilni, potom muzeme dekompozici z predchozi véty uvazovat i v tomto ptipadeé.

Piiklad 3.18. Uvazujme opét ptiklad 3.17. Protoze absolutni hodnota uvazované matice
byla invertibilni, miizeme dle pfedchoziho tvrzeni psat matici A € M32(C) ve tvaru

4 23[1/5 0] [5 o]
1 ool LO 12] )0 2

coz nam déva shodny vysledek bez pouziti spojitého funkciondlniho kalkulu.

Dalsi tvrzeni, viz ¢ldnek [2] pro dodatecné detaily, je pfimym dusledkem poldrni dekom-
pozice v operatorovych algebrach.

Tvrzeni 3.12. Necht je X C B(H) operdtorovd podalgebra. Existuje-li poldrni dekom-
pozice x = u |x| pro prvek x € X, potom pro libovolné spojité zobrazeni f € C(o(|z|)),
které splnuje f(0) = 0, plati

(3.18) uf(|z]) € X.

Diikaz. Pro libovolny prvek x € X s polarni dekompozici plati

m m m
u <Z an |x|n> = Zan(u |z]) || = Zan:ﬂ 2"t e X.
n=1 n=1

n=1

Tvrzeni plyne z pozorovéni, ze spektrum prvku |z| je kompaktni podmnozina pravé redlné
poloosy, takze dle Stone-Weierstrassovy véty muzeme zobrazeni f stejnomérné aproximo-
vat polynomy bez konstantniho ¢lenu. O

Je tucelné upozornit na to, ackoli to muze byt zfejmé, ze predchozi konstrukce nedava
obecné shodné vysledky s klasickym funkcionalnim kalkulem, ktery jsme zavadéli v mi-
nulych kapitolach.

Piiklad 3.19. Uvazujme libovolnou C*-algebru X, ve které je mozné provést polarni
dekompozici. Potom pro prvek z € X lze vzhledem k predchozimu tvrzeni psat

2™ = ulal" = (uo]) la" " =2 jaf"

Vidime tedy, ze aplikaci pfedchoziho tvrzeni tedy obecné nedostavame vysledky shodné
klasickému spojitému funkcionalnimu kalkulu. VSimnéme si vsak, ze pokud bude platit,
7ze x € X, potom dand konstrukce skuteéné odpovidé spojitému funkciondlnimu kalkulu.
Pro piipad, kdy prvek x € X neni pozitivni, uvazujme piiklad 3.16, potom plati

9 (=6 0 @ _ (0 4
A_<O 6)’ ale A% = 9 0
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Jako posledni dva piiklady této sekce uvedeme souvislost polarni dekompozice pro konecné
dimenziondlni Banachovy prostory matic M"™"(C) se singularnimi hodnotami matic a také
ukézeme souvislost predchoziho tvrzeni se singularni dekompozici.

Piiklad 3.20. Uvazujme Banachuv prostor M""(C) a necht je A € M"™"(C) libovolnd
matice. Tato matice mé polarni dekompozici, pricemz vime, Ze pozitivni ¢len této dekom-
pozice je normdlni matice, takze existuje unitarni matice V'€ M™(C), pro kterou

|A| = VDV*,

kde D € M™(C) je diagonalni matice, ktera obsahuje singularni hodnoty. Dosadime-li tuto
unitarni diagonalizaci do polarni dekompozice, potom dostavame

A=U|A|=U(WVDV*)=WDV*,
coz je singularni maticova dekompozice.

Definice 3.13 (Sing. dekompozice). Necht je ddn Banachuv prostor M™"(C) a libovolnd
matice A € M™"(C). Je-li A =U |A| polarni dekompozice této matice, potom singuldrni
dekompozice je dana ve tvaru

(3.19) A= (UV)DV* =WDV™,
kde VDV* = | A| je unitarni diagonalizace.

Poznamka. Je dulezité si neplést predchozi definici singuldrni dekompozice pro libovolné
matice s tzv. singular value decomposition (SVD), kterd uvazuje diagonélni obdélnikovou
matici, coz v nasem pripadé je matice D vzdy ¢tvercova.

Piiklad 3.21. Vsimnéme-si, ze pii uvazeni singuldrni dekompozice matice A € M™"(C)
lze v pfipadé unitarni diagonalizace pozitivniho ¢lenu polarni dekompozice pséat

f(AD) =V iD)VT,
coz po dosazeni do vyrazu z predchoziho piikladu dava vysledny vztah
f(A) =W [f(D)VT,

ktery vypada dosti podobné funkcionalnimu kalkulu pro diagonalizovatelné ¢tvercové ma-
tice, které jsme uvazovali v prvni kapitole této prace.

Skutecnost, Zze normdlni matice 1ze unitarné diagonalizovat, je znamy fakt ze zdkladni
teorie linedarni algebry, pficemz tento postup lze v8ak rozsitit i do obecnych unitalnich C*-
algeber libovolné dimenze, kde kazdy normalni prvek je unitarné ekvivalentni néjakému
multiplikativnimu operatoru, viz [14] pro detaily. Takové vété se 7ikd spektralni teorém,
ktery vyzaduje Boreluv funkciondlni kalkulus, ktery je nad ramec této prace.

3.4 Triple funkcionalni kalkulus

Na konci ptredchozi sekce jsme ukazali ndznak nového funkciondlniho kalkulu, ktery nam
dovoluje operace s obdélnikovymi maticemi. V této zdvérecné sekci ukdzeme, jak lze apli-
kovat polarni dekompozici pro konstrukei triple funkcionalnitho kalkulu. Budeme uvazovat
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hlavné Banachovy prostory M ™(C), ve kterych lze kromé poldrni dekompozice uvazovat
také spektralni rozklady.

Nejdiive za¢néme ze stru¢né diskuze pro obecny piipad. Jiz v tivodu této kapitoly jsme
naznacili, jak pro obecné Jordanovy triple systémy sestrojit triple funkcionalni kalkulus
pro licha polynomidlni zobrazeni.

Necht je X Jordaniv triple systém a x € X. Potom pro lichy polynom p muZeme psét
Zakm(%ﬂ)—Zak rxoz)T (2k=1) Zak zoz)ke.

Uvazujme déle, ze Jordanuv triple systém X je kone¢né dimenziondlni, semi-prosty a
pozitivni. V takovém piipadé pak lze uvazovat pro libovolny prvek x € X spektralni
rozklad dle véty 3.5 na ortogondlni tripotenty, ktery lze psat ve tvaru

m
T = 5 ager,
k=1

pricemz vime, ze v takovém ptipadé a; > 0. Pro triple mocninu tedy dostavame

m m m m m
3) _ _ 3, _ 3
= ag€f, ag€, ager ¢ = ap "€ = apeg,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

kde jsme vyuzili toho, zZe tripotenty ve spektrdlnim rozkladu jsou nutné vzajemné orto-
gonalni, takze kiizové ¢leny jsou nulové. Indukci tedy dostavame

m

p(z) = plar)er,

k=1

coz je vSak v ptimé analogii se spektralnim rozkladem v obecnych Banachovych algebrich
s tim rozdilem, ze v Jordanovych triple systémech nelze uvazovat sudé mocniny. VSimnéme
si také, ze pro triple spektrum v takovém ptipadé zifejmé plati

Sp(p(z)) = |p(Sp(z))| \ {0}

Uvazujme déle sdruzeny Jordanuv triple systém M""(C), ve kterém je dle predchozi sekce
moznd polarni dekompozice. Pro libovolny prvek A € M"™"™(C) lze tedy psét

A=UAl=U (Zaﬂ%) = Zak(UPk);
k=1 k=1

kde suma v zavorce je klasicky spektralni rozklad pozitivniho ¢lenu polarni dekompozice
v kone¢né dimenzionalni C*-algebie M™(C). Vsimnéme si, ze pro takovy rozklad plati

{UP,UP;,UP;} = (UR)(UP)*(UP;) = UP,P;UUP;,
ale protoze spektralni rozklad je rozklad na ortogondlni projekce, potom plati
{UP;,UP;,UP;} = UPP;UUP; = U{P;, P, P;} = 0;;(UP;),

coz v8ak znamend, ze tento rozklad nam dava rozklad na vzdjemné ortogondlni tripotenty
v uvazovaném Jordanoveé triple systému. Déle pro triple mocninu opét dostavame

A® = (U|ANU A" (U |A]) = U AP U*U |A| = U AP,
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pricemz pii uvazeni spektralni dekompozice mame opét indukei

n

p(A) = plap)(UP).

k=1

Protoze pro pozitivni ¢len polarni dekompozice plati |x| € M™(C), dostavdme zobecnéni
daného kalkulu dle tvrzeni 3.12, ktery lze definovat nasledujicim zptisobem.

Definice 3.14 (Triple kalkulus). Necht je M™"(C) sdruzeny Jordanuv triple systém
s kanonickym sou¢inem, a necht A € M™"(C) je nenulovd matice. Triple funkciondln{
kalkulus definujeme jako zobrazeni

(3.20) Q4 : Co(Sp(A4)) = M™"™(C),
které je dano ve tvaru
(3.21) Qu(f) =Uf(A]) = Wf(D)V,

kde v posledni rovnosti je singuldrni dekompozice dle definice 3.13.

Predtim nez ukazeme, ze se opravdu jednd o funkciondlni kalkulus, tak jak jsme ho chépali
v predchozich kapitolach, ukdzeme tii piiklady aplikace.

Pi#iklad 3.22. Uvazujme sdruzeny Jordantv triple systém M32(C) a necht D € M?32(C)
je libovolna diagonalni matice ve tvaru

D:

O O R
o o O

Je-li a = arg(a) a B = arg(b), potom polarni dekompozice této matice je ddna ve tvaru

el
D=0 &b <|a| O> .
0 0 U

Uvazujeme-li zobrazeni f vzhledem k tvrzeni 3.12, potom muzeme obecné psét

e 0 eio‘f(\a|) 0
fy=[ o es| (b O N[0T Gmpge )
0 < 0 f(\b\)> : A

z ¢ehoz vidime, Ze nami zavedeny triple kalkulus se v piipadé diagonalnich matic chova
obdobné jako funkcionalni kalkulus v piipadé Banachovych algeber. Vsimnéme si, ze
uvazujeme-li a,b > 0, potom vzhledem k pfedchozimu vysledku dostavame

fla) 0
f(D)y=1 0 f(b)
0 0

Piiklad 3.23. Pro konkrétni piiklad aplikace triple kalkulu uvazujme opét sdruzeny Jor-
dantv triple systém M32(C) a necht je A € M3?2(C) matice ve tvaru

A:

= w O

2
0
0

69 z 77



Protoze Banachiiv prostor M>?2(C) nenf algebra, nelze na ném uvazovat standardni druhé
mocniny. Polarni dekompozici této matici jsme jiz nalezli v ptikladu 3.17, aplikaci triple
funkcionéalniho kalkulu na tento rozklad dostavame

0 4
A® = (15 0
20 0

Piiklad 3.24. Uvazujme sdruzeny Jordantuv triple systém M™™(C), a necht je nenulovd
matice A € M™"(C) libovolné. Protoze se nejednd o algebru, nemuzeme k této matici najit
jeji inverzi. Triple funkciondlni kalkulus ndm vsak presto dovoluje definovat zobecnénou
inverzi, kterou obecné definujeme jako

{A,ACD Ay = ACD {AGD 4 ACDY = 4.
Uvazujme, ze 0 ¢ o(A*A), potom zobecnénd inverze je ddna ve tvaru
ACY =y ATt =wDvr,
Opravdu se jedné o zobecnénou inverzi dle piedchozi definice, nebot plat{
{A,ACY Ay = (U ADU AT (U A = U 4],
druhy vztah lze ovérit analogicky.

Poznamka. Piedchozi definice zobecnéné inverze pro linedrni operatory je také zndma
jako Moore-Penroseova pseudoinverze. VSimnéme si, ze uvazujeme-li skutecné singuldrni
rozklad, potom lze tuto inverzi zobecnit pro piipad, kdy 0 € o(A*A) tak, ze zadefinujeme

B 27V 240
-{"

Ukazme tedy, ze se jedna skutecné o funkcionalni kalkulus. Protoze vime, ze v obecnych
Banachovych algebrach byl kalkulus homomorfismus, je dulezité si fici, co chdpeme pod
takovym vyrazem v Jordanovych triple systémech.

Definice 3.15 (Triple homomorfismus). Nechf jsou X a Y obecné Jordanovy triple
systémy. Zobrazeni ¢ mezi témito systémy se nazyva triple homomorfismus, jestlize je
linearni a zaroven pro vSechna z,y, z € X spliuje

(3.22) o({z,y,2}) = {6(), d(y), ¢(2) }.

Tvrzeni 3.13. Necht je M™"(C) sdruzeny Jordanuv triple systém s kanonickym souci-
nem, a necht A € M™"(C) je nenulovd matice. Potom triple kalkulus Q4 je injektivn{
triple homomorfismus, pro ktery zaroven plati Q4(z) = A.

Diikaz. Necht f,g,h € Co(Sp(A)) jsou libovolné. Potom lze psét

{Qa(f), Qalg), Qa(h)} = %(Uf(IAI))(Ug(IAI))*(Uh(IAI)) +e

+ S (UR(AD) gAY (U F(AD),
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kde pro prvni ¢len na pravé strané prvniho fadku rovnice plati
(UL(AN)(Ug(JAD)*(UR(|A])) = Uf(|ANg"(|ANUTUR(|A]) = U f(1A])g* (JADA(IA]).

Analogicky bychom dostali podobny vysledek i pro druhy ¢len, ale z vlastnosti spojitého
funkciondlniho kalkulu vime, Ze jednotlivé ¢leny spolu komutuji, takze lze jednoduse psat

{©24(1),Qa(9), Qa(h)} = US(|ANg"(JADR(IA]) = Qa({f, g, h}),
z ¢ehoz plyne, zZe se jedna o triple homomorfismus. Pro injektivitu uvazujme rovnici
Qa(f) =0,
vynasobenim ¢dste¢nou isometrii zleva dostdvame
U*Qa(f) = UTU f([A]) = F(IA]) =0,
coz vSak znamend, ze zobrazeni f musi byt nutné nulové na spektru. Posledni vlastnost

lze ovétit pfimym dosazenim. O

Zajimavé je, kdyz uvazujeme libovolnou nenulovou matici A € M""(C) a zéroven jeji
sdruzenou matici A* € M™™(C). Ac¢koli tyto matice zfejmé nepatii do stejného prostoru,
je mezi nimi vzhledem k triple funkcionalnimu kalkulu nésledujici jednoduchy vztah.

Tvrzeni 3.14. Necht je M"™"(C) sdruzeny Jordantv triple systém s kanonickym souéi-
nem, a necht A € M""(C) je nenulovd matice. Pro libovolné f € Cy(Sp(A)) plati

(3.23) f(A") = f(A)* € M™™(C).
Diikaz. Protoze lze polarni dekompozici v ndmi uvazovaném Jordanové triple systému
zaménit za singuldrni dekompozici, mizeme ziejmé psat
A*=VDW*,
z ¢ehoz tedy dostavame
fAY) = VD)W = (W f(AVT)" = f(A),
z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Poznamka. Samoziejmé v predchozim dikazu ndm nic nebranilo stejny vysledek ukazat
pomoci polarni dekompozice. Singuldrni dekompozici jsme zvolili ¢isté z toho duvodu,
abychom ukéazali, ze dané konstrukce jsou skute¢né ekvivalentni.

Dale vime, ze se tento kalkulus v piipadé singularni dekompozice chova podobné jako
kalkulus pro diagonalizovatelné ¢tvercové matice. Otézkou vsak je, zda-li se tento kalkulus
bude chovat obdobné i pro jiné rozklady pomoci unitarnich matic.

Tvrzeni 3.15. Necht je M"™"(C) sdruzeny Jordanuv triple systém s kanonickym souci-
nem, a nechf A € M™"(C) je nenulovd matice. Ddle necht P € M™(C) a Q € M"(C)
jsou unitdrni matice a necht

(3.24) B = PAQ.
Potom pro libovolné f € Cy(Sp(A)) plati
(3.25) f(B) = Pf(A)Q.
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Diikaz. Dukaz provedeme piimym vypoctem ve tvaru
f(B) = f(PAQ) = f(PWDV*Q) = (PW)f(D)(V*Q) = Pf(A)Q,

z ¢ehoz plyne nase tvrzeni. O

Pro dalsi vlastnost triple funkcionalniho kalkulu si nejdiive vSimnéme, ze diky symetrii
triple sou¢inu muzeme obecné pro libovolnou nenulovou matici A € M™"(C) psat

{£(4),9(A), h(A)} = {h(A), g(A), F(A)},

coz lze hrubé interpretovat jako analogii komutativity, kterou jsme méli v klasickém funk-
ciondlnim kalkulu, tj. napiiklad pro ¢tvercové matice B € M™(C) platilo

Tento vztah lze formulovat mnohem prithlednéji, nebot protoze jsme jiz v pfedchozi kapi-
tole ukézali, ze jednotka v obecnych C*-algebrach je nutné samo-sdruzend, lze piredchozi
vztah vzhledem k jednotce E,,, € M™(C) také psat jako

f(B)E, ,9(B) = g(B)E;, ,,f(B).

Protoze vsak v prostoru M"™"(C) zfejmé existuje matice E,,, € M""(C), kterd ma na
hlavni diagonale jednotky a vSude jinde nuly, potom lze prvni vztah piepsat jako

{F(A); Emn, h(A)} = {h(A), Emn, [(A)},

coz uz je v ptimé analogii s tim, s ¢im jsme se setkali v predchozich kapitolach, a predevsim
se jedna o zobecnéni, nebot pro pifpad sdruzeného Jordanova triple systému M™(C) plati

f(B)g(B) ={f(B), Enn,h(B)} = g(B)f(B).

Ackoliv tedy v Jordanové triple systému M™"(C) nemuzeme ziejmé uvazovat bindrni
sou¢in a tedy ani nemuzeme mluvit o jeho komutativité, protoze se nejedna o algebru,
muzeme v ném uvazovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.16. Necht je M"™"(C) sdruzeny Jordanuv triple systém s kanonickym souci-
nem, a necht A € M""(C) je nenulovd matice. Potom pro f,g € Co(Sp(A)) plati

(3.26) g(AA*)f(A) = f(A)g(A"A),

kde g(AA*) a g(A*A) je dano klasickym spojitym funkciondlnim kalkulem.

Diuikaz. Opét vyuzijeme singularni dekompozice pro vypocet. Ziejmé plati
AA* = (WDV*(WDV*)* = WD*W*, A*A= (WDV*)*(WDV*) = VD*V*,
z ¢ehoz tedy pfimym vypoctem dostavame
g(AA") f(A) = Wyg(D)W*W f(D)V* = Wg(D?*)f(D)V* = W f(D)V*Vg(D*)V*,
z ¢ehoZ po porovnani ¢lenu jiz vSak plyne naSe tvrzeni. O
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Protoze jiz vime, Ze triple spektrum pro prvky kone¢né dimenzionélnich sdruzenych Jorda-
novych triple systému, pro které je mozné uvazovat jejich spektralni rozklad na vzdjemné
ortogonalni tripotenty, jsou pravé koeficienty daného rozkladu, vzhledem ke kterému jiz
vime, jak se triple funkciondlni kalkulus chové, 1ze formulovat nasledujici vétu o spektru.

Tvrzeni 3.17. Necht je M"™"(C) sdruzeny Jordanuv triple systém s kanonickym souci-
nem, a necht A € M™"(C) je nenulovd matice. Potom pro f € Cy(Sp(A)) plati

Sp(f(A)) = |7 (Sp(A))[\ {0}.

Dikaz. Je-li A € M™"™(C) nenulova matice, potom lze psat jeji spektralni rozklad dle
véty 3.5 na vzajemné ortogondlni tripotenty vzhledem k polarni dekompozici ve tvaru

A= "ap(UP),

k=1

ale v takovém piipadé pro libovolné zobrazeni f € Cy(Sp(A)) lze psét

F(A) =" flaw)(UP).

k=1

Muze nastat nékolik piipadu, jak bude vypadat obraz f(ay). Misto toho, abychom kazdy
pifpad prochdzeli zvlast, vyuzijeme toho, Ze je triple spektrum shodné se spektrem abso-
lutni hodnoty uvazované matice az na nulu. Uvazujme soucin

n
FOAF(A) =D If (ar)]” Pr,
k=1
z toho vsak zfejmé dostavame spektralni rozklad ve tvaru

F(A) =" [ f(aw)| (UP).
k=1

7 toho nakonec plyne nase tvrzeni. O

Vidime tedy z ptfedchoziho tvrzeni, Zze i pro triple funkcionalni kalkulus mame analogii
véty pro transformaci spektra jako jsme méli v piipadé spojitého funkciondlniho kalkulu,
co nam vsak chybi, je surjektivita naseho kalkulu.

Tento nedostatek vsak lze vyfesit tim, ze se omezime pouze na sdruzeny Jordanuv triple
systém V' (A) generovany nami zvolenou nenulovou matici A € M™"™(C). Protoze se jedna
v8ak o Banachuv prostor, uvazujeme tzavér tohoto generovaného prostoru.

Uvédomime-li si, ze triple spektrum libovolného prvku z € X sdruzeného Jordanova triple
systému X je kladnd ¢ast spektra multiplikativntho operatoru (zox), ktery omezujeme
pravé na generovany Jordanuv triple systém V' (z), zfejmé timto omezenim triple spektrum
matice nijak neovlivnime, z ¢ehoz nakonec tedy vidime, ze triple funkcionalni kalkulus

Q4 : Co(Sp(4)) = V(4)

je triple isomorfismus.
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ZAVER
Cilem této bakalaiské prace bylo uvedeni ¢tenafe do zakladni problematiky studia Bana-
chovych algeber a jejich reprezentace ve funkénich Banachovych prostorech komplexnich

spojitych zobrazeni pomoci tzv. funkcionalniho kalkulu a zaroven ukézat, ze analogickou
reprezentaci lze uvazovat i pro obecnéjsi algebraické struktury.

V prvni kapitole jsme struéné vysvétlili obecny pojem asociativni algebra a néasledné se
nosti takovych algeber a ilustrovali je na relativné jednoduchych ptikladech. Dale jsme v
dané kapitole uvedli zaklady spektralni teorie, které jsme nasledné vyuzili ke konstrukci
holomorfniho funkciondlniho kalkulu, ktery je mozny v libovolné Banachové algebie.

V druhé kapitole jsme se omezili na komutativni Banachovy algebry prirozené obsahujici
vlastni idealy, které tzce souvisi s charaktery dané algebry. Prostor charakteru jsme
nasledné ztotoznili se spektrem, coz nam dovolilo uvazovat tzv. Gelfandovu reprezentaci.

V té samé kapitole jsme déle v piipadé komutativnich Banachovych algeber uvazovali do-
datecnou strukturu, vzhledem ke které jsme ukazali, ze je Gelfandova reprezentace isome-
tricky isomorfismus, ktery jsme vyuzili ke konstrukci obecngjsiho spojitého funkcionalniho
kalkulu, ktery nam dovolil definovat absolutni hodnotu prvka.

V posledni kapitole jsme struéné uvazovali novou algebraickou strukturu, kterou jsme
charakterizovali terndrnim sou¢inem, jenz jsme nazvali triple sou¢inem. Ukéazali jsme, ze
v takovych strukturach lze uvazovat analogii spektralniho rozkladu, ktery jsme spolecné s
polarni dekompozici operatoru vyuzili ke konstrukei triple funkciondlniho kalkulu. V této
kapitole jsme se prevedsim omezili na konetné dimenzionalni Banachtv prostor obdélni-
kovych matic, na kterych jsme dany triple kalkulus ilustrovali.

Mozné rozsiteni prace

Funkcionalni kalkulus ®,(f) je z definice linedrni homomorfismus algeber (¢i piipadné tri-
ple homomorfismus Jordanovych triple systému); budeme-li v8ak jako argument uvazovat
prvek reprezentované algebraické struktury pro néjaké pevné zvolené spojité zobrazeni,
potom zobrazeni ®¢(x) jiz nebude linedrni. Piirozenym rozsifenim této bakalaiské prace
by tedy bylo zkoumat vlastnosti takového nelinearniho zobrazeni mezi algebrami vzhledem
ke Gateauxové derivaci ¢i pripadné Fréchetové derivaci.

Jako motivace poslouzi piipad nekomutativni unitalni Banachovy algebry X, ve které lze
uvazovat holomorfni funkcionalni kalkulus. Uvazujeme-li razné z,y € X, potom vzhledem
ke Gateauxove derivaci lze ukazat [7], ze pro holomorfni kalkulus plati

4y(ai9) = 5 [ 1) e =)y (e — )7

211

a konkrétnéji pro mocniny mame v nekomutativnim piipadé vztah
n
d® n(z;y) = Zxk_lyx”_k.
k=1
Pro vice detailu, v piipadé z&djmu ¢tenafe, 1ze doporucit ¢lanek [17].
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