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ZADÁNÍ BAKALÁŘSKÉ PRÁCE

I. OSOBNÍ A STUDIJNÍ ÚDAJE

483584Osobní číslo:ErikJméno:RappPříjmení:

Fakulta elektrotechnickáFakulta/ústav:

Zadávající katedra/ústav: Katedra radioelektroniky

Otevřené elektronické systémyStudijní program:

II. ÚDAJE K BAKALÁŘSKÉ PRÁCI

Název bakalářské práce:

Typy funkcionálního kalkulu pro operátory a matice

Název bakalářské práce anglicky:

Types of Functional Calculus for Operators and Matrices

Pokyny pro vypracování:
Cílem je srovnat a propojit základní typy kalkulu (holomorfní, spojitý a ternární) pro operátory na Hilbertově prostoru a
matice. Zkoumat ternární kalkulus pro obdélníkové matice (případně obecnější operátory mezi Hilbertovými protory) a
snažit se pomocí polárního rozkladu nalézt souvislost mezi ternárním spektrem, standardním spektrem a singulárními
hodnotami. Zkoumat spektrální věty v ternárním kalkulu. V literatuře neexistuje žádné pojednání o srovnání spekter a
funkčních kalkulů. Úkolem práce je zaplnit tuto mezeru, sepsat ucelený text o této problematice a obohatit ho o nové
výsledky a ukázky aplikací.

Seznam doporučené literatury:
[1] W.Rudin: Functional Analysis, Tata McGraw-Hill, 1974
[2] W.Kaup: Spectral singular values in JB* triples, Proc. of the Royla Irish Academy 96 (A), (1996), 95-103.
[3] C.A.Akemann, G.K.Pedersen: Ideal perturbation of elements in C*-algebras, Math. Scan. 41, 117-139 (1977)

Jméno a pracoviště vedoucí(ho) bakalářské práce:

prof. RNDr. Jan Hamhalter, CSc., katedra matematiky FEL

Jméno a pracoviště druhé(ho) vedoucí(ho) nebo konzultanta(ky) bakalářské práce:

Termín odevzdání bakalářské práce: _____________Datum zadání bakalářské práce: 22.01.2021

Platnost zadání bakalářské práce: 30.09.2022

_________________________________________________________________________________
prof. Mgr. Petr Páta, Ph.D.

podpis děkana(ky)
doc. Ing. Josef Dobeš, CSc.
podpis vedoucí(ho) ústavu/katedry

prof. RNDr. Jan Hamhalter, CSc.
podpis vedoucí(ho) práce

III. PŘEVZETÍ ZADÁNÍ
Student bere na vědomí, že je povinen vypracovat bakalářskou práci samostatně, bez cizí pomoci, s výjimkou poskytnutých konzultací.
Seznam použité literatury, jiných pramenů a jmen konzultantů je třeba uvést v bakalářské práci.

.
Datum převzetí zadání Podpis studenta

© ČVUT v Praze, Design: ČVUT v Praze, VICCVUT-CZ-ZBP-2015.1



Prohlášeńı
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1.1.1 Základńı př́ıklady algeber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Úvod
Banachovy algebry jsou moderńı abstraktńı matematická teorie, kterou lze považovat za
kombinaci mnoha r̊uzných odvětv́ı matematiky, jako je např́ıklad topologie či abstraktńı al-
gebra, která vznikla v prvńı polovině dvacátého stolet́ı společně s matematickým odvětv́ım
funkcionálńı analýzy, ke které ted’ neoddělitelně patř́ı. Za zakladatele teorie Banachových
algeber lze považovat Israila Moiseeviche Gelfanda (1913 - 2009), který tuto abstraktńı
teorii poprvé rozvedl ve své disertačńı práci (1939).

Banachovy algebry lze dosti naivně charakterizovat jako určité zobecněńı komplexńıch
č́ısel, což je normovaný lineárńı prostor, konkrétněji Banach̊uv prostor, na kterém lze
uvažovat daľśı operace, jako je asociativńı násobeńı či např́ıklad komplexńı sdružeńı, které
obecněji nazýváme involućı. Skutečně, mnohé Banachovy algebry jsou opravdu isometricky
isomorfńı komplexńım č́ısl̊um, což je d̊usledek Mazurovy věty [12].

Vzhledem k tomu, že obecné Banachovy algebry jsou lineárńı prostory s operaćı násobeńı,
neńı překvapivé, že v kontextu takových algeber lze uvažovat mocniny a tedy i formálńı
polynomy, což však vede na přirozenou otázku, zda-li neńı možné takové polynomy cha-
rakterizovat pomoćı polynomiálńıch zobrazeńı, tzn. jestliže máme algebru X a libovolný
prvek x ∈ X a uvažujeme nějaké polynomiálńı zobrazeńı p ∈ C(Ω), otázkou je, zda-li je
možné naj́ıt nějaký prvek dané algebry ve tvaru

p(x) ∈ X,

takový, který bude mı́t stejné vlastnosti. Samozřejmě stejná otázka plat́ı i pro obecné
spojité zobrazeńı f ∈ C(Ω), a odpověd’ na takovou otázku dává právě konstrukce, které
ř́ıkáme obecně funkcionálńı kalkulus.

V prvńı kapitole této práce se budeme věnovat nejobecněǰśımu typu Banachových alge-
ber, ve kterých nebudeme předpokládat žádnou dodatečnou strukturu, a ukážeme, že na
těchto algebrách vždy existuje funkcionálńı kalkulus, budeme-li uvažovat pouze holomorfńı
zobrazeńı. Tento kalkulus budeme zavádět postupně a pr̊uběžně budeme některé výsledky
ilustrovat na jednoduchých př́ıkladech.

Ve druhé kapitole budeme uvažovat komutativńı Banachovy algebry, ve kterých vždy exis-
tuj́ı netriviálńı ideály, které lze výhodně využ́ıt pro teorii Gelfandovy reprezentace, kte-
rou lze naivně popsat jako zobecněnou Fourierovu transformaci, což ukážeme na dvou
standardńıch př́ıkladech. Těmto algebrám následně dáme dodatečnou strukturu podobné
struktuře komplexńıch č́ısel a ukážeme, že nám Gelfandova reprezentace umožňuje pro jis-
tou tř́ıdu prvk̊u uvažovat funkcionálńı kalkulus definovaný pro libovolné spojité zobrazeńı.

V posledńı kapitole si zavedeme základńı algebraickou teorii Jordanových triple systémů,
přičemž se budeme soustředit pouze na prostory Mm,n(C). Na těchto prostorech ukážeme
existenci polárńı dekompozice a také analogie spektrálńı dekompozice. Následně zavedeme
pomoćı polárńı dekompozice obecněǰśı funkcionálńı kalkulus, který bude zobecněńım funk-
cionálńıch kalkul̊u z předchoźıch kapitol.
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1. Obecné Banachovy algebry
Přirozeným krokem k rozš́ı̌reńı teorie lineárńıch prostor̊u libovolné dimenze je vybavit
daný prostor konkrétńı binárńı operaćı, která tomuto prostoru dodá novou algebraickou
strukturu, která je analogická okruh̊um (připomeňme si, že okruh má binárńı operace
dvě). Vzhledem k tomu, že vektory, jakožto prvky lineárńıho prostoru, umı́me sč́ıtat, dává
smysl o této dotatečné operaci mluvit jako o násobeńı.

Definice 1.1 (Asociativńı algebra). Necht’ je X lineárńı prostor nad tělesem F s binárńı
operaćı násobeńı, která pro všechna x, y ∈ X a a ∈ F splňuje

(1) (xy)z = x(yz),

(2) x(y + z) = xy + xz,

(3) (y + z)x = yx+ zx,

(4) a(xy) = (ax)y = x(ay).

Prostor X s takovou operaćı nazýváme asociativńı algebra.

Definice 1.2 (Jednotka). Necht’ je X asociativńı algebra. Prvek e ∈ X se nazývá jednotka,
jestliže pro všechna x ∈ X plat́ı

(1.1) ex = x = xe.

Definice 1.3 (Mocniny). Necht’ je X asociativńı algebra a x ∈ X. Mocninu n-tého řádu
definujeme iterativně ve tvaru

(1.2) xn = xn−1x,

přičemž má-li algebra X jednotku, potom definujeme x0 = e.

Definice 1.4 (Idempotent). Necht’ je X asociativńı algebra. Prvek x ∈ X se nazývá
idempotent, jestliže pro něj plat́ı

(1.3) x2 = x.

Poznámka. Indukćı pro idempotentńı prvky zřejmě xn = x.

Tato definice je však čistě algebraická, a proto zavád́ıme tzv. Banachovy algebry, které pro
studium algeber využ́ıvaj́ı funkcionálně analytické metody. Právě tyto algebry v této ka-
pitole zavedeme a ukážeme, že at’ je naše algebra sebekomplikovaněǰśı, vždy ji lze výhodně
vnořit do prostor̊u spojitých zobrazeńı C(Ω) či př́ıpadně C0(Ω), kde konkrétńı volba to-
pologického prostoru Ω zálež́ı na vlastnostech dané algebry.

1.1 Základńı pojmy

Definice 1.5 (Banachova algebra). Banach̊uv prostor X se součinem, který tvoř́ı asocia-
tivńı algebru, nazýváme Banachova algebra, jestliže pro všechna x, y ∈ X plat́ı

(1.4) ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ .
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Existuje-li nav́ıc e ∈ X takové, že pro všechna x ∈ X plat́ı

(1.5) ex = xe = x, a ‖e‖ = 1,

potom Banachovu algebru X nazýváme unitálńı Banachovou algebrou, přičemž prvek e
nazýváme jednotkou.

Poznámka. Protože je zvykem, z dobrého d̊uvodu, teorii budovat v konkrétńıch tělesech
reálných či komplexńıch č́ısel, budeme nespecifikované těleso v předchoźı definici uvažovat
jako těleso komplexńıch č́ısel. Samozřejmě nám nic nebráńı v tom si zvolit naše těleso
reálné, ale to s sebou nese určitá omezeńı.

Na binárńı operaci násobeńı neklademe žádné daľśı podmı́nky kromě těch, které se vysky-
tuj́ı v definici, což konkrétněji v našem př́ıpadě znamená, že nemuśı být obecně komuta-
tivńı. Pokud však násobeńı komutativńı je, pak Banachovu algebru nazýváme komutativńı
Banachovou algebrou, abychom tuto skutečnost speficikovali.

Podmı́nka pro násobeńı ve tvaru nerovnosti norem může na prvńı pohled vypadat zvláštně,
jej́ım jednoduchým d̊usledkem je však následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.1. Je-li X Banachova algebra, potom je součin spojité zobrazeńı, přičemž

(1.6) ‖xn‖ ≤ ‖x‖n .

D̊ukaz. Uvažujme posloupnosti, pro které xn → x a yn → y; potom plat́ı

‖xnyn − xy‖ = ‖(xnyn − xy) + (xny − xny)‖ ≤ ‖xn − x‖ ‖y‖+ ‖yn − y‖ ‖xn‖ → 0,

z čehož plyne, že xnyn → xy. Druhou část lze ukázat indukćı pro xn = xn−1x.

1.1.1 Základńı př́ıklady algeber

Dř́ıve než přejdeme k popisu obecných vlastnost́ı Banachových algeber, ukážeme nejprve,
jak takové algebry vypadaj́ı na konkrétńıch př́ıpadech, ze kterých by měla být patrná i
motivace pro celou naš́ı teorii. Hrubě lze Banachovy algebry rozdělit na tři př́ıpady, a to
funkčńı algebry, operátorové algebry a ostatńı algebry. Nejedná se samozřejmě o žádnou
formálńı klasifikaci, je to pouze praktická záležitost.

Př́ıklad 1.1. Lineárńı prostor C (nad C) slouž́ı jako prototyp komplexńı Banachovy
algebry (stejně tak můžeme sestrojit i algebru reálnou), kde jako binárńı operaci násobeńı
uvažujeme obyčejný součin, který známe v tělese komplexńıch č́ısel.

Př́ıklad 1.2. Uvažujme kompaktńı Hausdorf̊uv prostor K. Prostor komplexńıch spojitých
zobrazeńı C(K) s binárńı operaćı násobeńı, kterou definujeme ve tvaru

(fg)(x) = f(x)g(x),

tvoř́ı komutativńı Banachovu algebru s jednotkou 1K . Skutečnost, že tato operace násobeńı
splňuje všechny podmı́nky z definice algebry, je zřejmá, přičemž pro normu plat́ı

‖fg‖∞ = sup
x∈K
|f(x)g(x)| ≤ sup

x∈K
|f(x)| sup

x∈K
|g(x)| = ‖f‖∞ ‖g‖∞ ,
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takže i tato podmı́nka pro Banachovu algebru je splněna. V př́ıpadě, že je prostor K = Kn

konečný, potom pro tuto algebru plat́ı

C(Kn) ∼= Cn,

kde v př́ıpadě n = 1 dostáváme předchoźı, nejjednodušš́ı př́ıklad Banachovy algebry.
Pokud dále zeslab́ıme podmı́nku kompaktnosti prostoru K na lokálńı kompaktnost, pak
lze uvažovat prostor spojitých zobrazeńı, které miźı v nekonečnu C0(K). Tento prostor má
však jednotku pouze v př́ıpadě, kdy je prostor K kompaktńı.

Př́ıklad 1.3. Uvažujme kompaktńı Hausdorf̊uv prostor K s diferenciálńı strukturou (tj.
můžeme pro zobrazeńı na tomto prostoru uvažovat derivace) a algebru C(K). Podprostor
spojitě diferencovatelných zobrazeńı Cn(K) ⊂ C(K) tvoř́ı komutativńı unitálńı algebru v
př́ıpadě, že uvažujeme normu (jednotka muśı mı́t normu jedna) ve tvaru

‖f‖ = ‖f‖∞ +
∑
k

‖f (k)‖∞.

Př́ıklad 1.4. Necht’ je D ⊂ C jednotkový otevřený disk a necht’

A(D) = H∞(D) ∩ C(D̄),

kde prostor H∞(D) je prostor omezených holomorfńıch zobrazeńı na D. Uváž́ıme-li na
tomto prostoru standardńı normu ve tvaru

‖f‖∞ = sup
z∈D
|f(z)| = max

z∈D̄
|f(z)| ,

kde na pravé straně jsme využili toho, že uvažujeme pouze spojitá zobrazeńı, potom v
takovém př́ıpadě potom prostor A(D) tvoř́ı komutativńı unitálńı Banachovu algebru s
násobeńım po složkách. Tato algebra je taktéž dle dané konstrukce podalgebrou prostoru
H∞(D).

Definice 1.6 (Konvoluce). Necht’ je f, g ∈ L1(Rn). Konvoluci definujeme ve tvaru

(1.7) f ∗ g =

�
Rn

f(x− y)g(y)µ(dy).

Př́ıklad 1.5. Uvažujme prostor Lebesguovsky integrovatelných zobrazeńı L1(Rn) s kon-
volućı jako operaćı násobeńı. Tato operace splňuje všechny vlastnosti násobeńı, přičemž
aplikaćı Fubiniho věty zjist́ıme (Youngova nerovnost), že pro konvoluci plat́ı

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1 ,

z čehož plyne, že tento prostor s konvolućı tvoř́ı Banachovu algebru, přičemž je tato algebra
komutativńı. Tato algebra však neńı unitálńı, ale lze ji rozš́ı̌rit na unitálńı algebru tak, že
budeme uvažovat prostor všech Borelovských měrM(Rn), přičemž pro f ∈ L1(Rn) máme
konkrétně rozš́ı̌reńı ve tvaru

dµ = f dλ+ z dδ,

kde λ je Lebesgueova mı́ra (shoduje se s Borelovou mı́rou), δ je delta mı́ra a z ∈ C.

Následuj́ıćı př́ıklad je značně komplikovaněǰśı, nebot’ využ́ıvá nových pojmů, kterým se v
této práci nevěnujeme. Uvád́ıme ho však pro zaj́ımavost, tud́ıž ho lze vynechat, společně
s následuj́ıćım př́ıkladem, bez újmy na úplnosti teorie. V př́ıpadě zájmu čtenáře však
uvedeme i konkrétńı realizaci v př́ıkladu, který bude následovat.
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Př́ıklad 1.6. Uvažujme lokálně kompaktńı grupu G. Z teorie mı́ry je známo, že existuje
Borelova mı́ra µ na G, kterou nazýváme Haarova mı́ra (lze ukázat, že je jediná), jež
je konečná pro každou kompaktńı množinu K ⊂ G a nenulová pro každou neprázdnou
otevřenou množinu U ⊂ G, pričemž je zároveň zleva translačně invariantńı, tj. pro každou
Borelovskou množinu S ⊂ G a každé g ∈ G plat́ı

µ(gS) = µ(S).

Uvažujeme-li prostor L1(G) s operaćı násobeńı ve tvaru

f ∗ g =

�
G
f(yx−1)g(x)µ(dx),

pak je prostor L1(G) Banachova algebra, která je komutativńı pouze v př́ıpadě, kdy je G
komutativńı grupa, a unitálńı, pokud je grupa G konečná. Tento př́ıpad Banachovy algebry
je d̊uležitý zejména v harmonické analýze, která úzce souviśı s Fourierovou analýzou.

Př́ıklad 1.7. Uvažujme lokálně kompaktńı grupu kladných reálných č́ısel R+. Že se jedná
skutečně o grupu lze jednoduše ověřit. Co se týče topologie, tak uvažujeme standardńı
topologii, č́ımž opravdu dostáváme lokálně kompaktńı grupu. Uvažujme mı́ru

µ([a, b]) =

� b

a

1

z
µ(dz).

Je zřejmé, že takto definovaná mı́ra skutečně splňuje všechny vlastnosti Haarovy mı́ry z
předchoźıho př́ıkladu. Ověř́ıme, že je translačně invariantńı. Výpočtem předchoźıho in-
tegrálu dostáváme explicitńı tvar mı́ry ve tvaru

µ([a, b]) = ln

(
b

a

)
.

Je-li g ∈ R+ libovolné, potom plat́ı

µ(g[a, b]) = µ([ga, gb]) = ln

(
gb

ga

)
= ln

(
b

a

)
= µ([a, b]),

z čehož plyne translačńı invariance.

Dále si ukážeme dva d̊uležité př́ıklady, pro jejichž formálńı konstrukci budeme potřebovat
následuj́ıćı větu, kterou vedeme bez d̊ukazu.

Věta 1.2 (Cayley-Dickson). Necht’ je X normovaná algebra s involućı. Necht’

(1.8) X ′ = X ⊕X,

ve smyslu součtu dvou isomorfńıch kopíı lineárńıho prostoru. Uvažujme konstrukci:

1. Necht’ x, y, v, w ∈ X. Násobeńı na X ′ definujeme ve tvaru

(1.9) (x, y)(v, w) = (xv − w∗y, wx+ yv∗),

přičemž jednotku definujeme jako (1, 0) ∈ X ′.

2. Existuje přirozené vnořeńı algebry X ↪→ X ′ ve tvaru x 7→ (x, 0).
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3. Normu definujeme ve tvaru

(1.10) ‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖ .

4. Involuci definujeme ve tvaru

(1.11) (x, y)∗ = (x∗,−y).

Potom je X ′ opět normovaná algebra.

Definice 1.7. Normovaná algebra X ′ z předchoźı věty se nazývá Cayley-Dicksonova ite-
race, přičemž popsané konstrukci se ř́ıká Cayley-Dickson̊uv proces.

Poznámka. Všimněme si, že jestliže na reálných č́ıslech budeme uvažovat triviálńı involuci
x∗ = x pro všechna x ∈ R, potom Cayley-Dickson̊uv proces nám dává komplexńı č́ısla

R′ ∼= C.

Př́ıklad 1.8. Uvažujme prostor kvaternion̊u H, což je prostor, který obsahuje prvky

a+ bi+ cj + dk ∈ H,

kde a, b, c, d ∈ R, pro něž lze násobeńı shrnout v následuj́ıćı tabulce.

· i j k

i −1 k −j
j −k −1 i

k j −i −1

Tabulka 1.1: Kvaternionové generátory.

Analogicky komplexńımu sdružeńı lze definovat sdružeńı pro kvaterniony ve tvaru

q∗ = a− bi− cj − dk,

d́ıky čemuž lze přirozeně definovat normu na tomto prostoru ve tvaru

‖q‖ =
√
qq∗ =

√
a2 + b2 + c2 + d2,

Prostor kvaternion̊u formálně źıskáme Cayley-Dicksonovým procesem nad komplexńımi
č́ısly. Necht’ je tedy C′ taková iterace a (a+ bi, c+ di) ∈ C′, potom kvaternionu odpov́ıdá

(a+ bi, c+ di) ∼= a+ bi+ cj + dk.

Vynásobeńım dvou kvaternion̊u dostáváme

(a+ bi+ cj + dk)(e+ fi+ gj + hk) = (ac− bf − cg − dh) + (af + be+ ch+ dg)i+ · · ·
· · ·+ (ag − bh+ ce+ df)j + (ah+ bg − cf + de)k.

A pro libovolné dva prvky iterace C′ je násobeńı ve tvaru

(a+ bi, c+ di)(e+ fi, g + hi) = ((ac− bf − cg − dh) + (af + be+ ch+ dg)i,

(ag − bh+ ce+ df) + (ah+ bg − cf + de)i),
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z čehož je tedy zřejmé, že si tyto dva součiny odpov́ıdaj́ı. Vnořeńı komplexńıch č́ısel do
kvaternionové algebry je zřejmý, stejně tak i norma. Pro sdružeńı kvaternion̊u máme

(a+ bi, c+ di)∗ = (a− bi,−c− di) ∼= a− bi− cj − dk.

T́ımto źıskáváme reálnou nekomutativńı unitálńı Banachovu algebru, protože prostor kva-
ternion̊u je úplný a zároveň je kvaternionové násobeńı asociativńı. Protože je tento prostor
čtyřdimenzionálńı, můžeme ho ztotožnit s čtyřdimenzionálńım prostorem čtvercových ma-
tic. Uvažujme homomorfismus ve tvaru

f(a+ bi+ cj + dk) =

[
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

]
=

[
z w
−w∗ z∗

]
.

Podprostor H ⊂M2(C) všech matic tohoto tvaru má bázi

E =

[
1 0
0 1

]
, I =

[
i 0
0 −i

]
, J =

[
0 1
−1 0

]
, K =

[
0 i
i 0

]
.

Homomorfismus f na tomto podprostoru je isomorfismus, takže H ∼= H.

Na konec úvodńı sekce uvedeme př́ıklad algebry, která neńı Banachovou algebrou a kterou
lze źıskat analogickým zp̊usobem, kterým jsme zkonstruovali kvaternionovou algebru.

Př́ıklad 1.9. Uvažujme normovanou algebru oktonion̊u O ∼= H′. Tato algebra již na
rozd́ıl od kvaternionové algebry neńı Banachova algebra, protože násobeńı oktonion̊u neńı
asociativńı, což lze nahlédnout z následuj́ıćı tabulky pro násobeńı oktonion̊u.

· i j k kl jl il l

i −1 k −j jk −kl −l il

j −k −1 i −il −l kl jk

k j −i −1 −l il −jk kl

kl −jl il −l −1 −i −j −k
jl kl l −il −i −1 k −j
il l −kl jl j −k −1 −i
l −il −jl −kl k j i −1

Tabulka 1.2: Oktonionové generátory.

Uvažujme např́ıklad součin (ij)l = −kl. Potom je zřejmé, že násobeńı nemůže být aso-
ciativńı, protože i(jl) = kl, ale −kl 6= kl, takže oktoniony netvoř́ı Banachovu algebru,
nebot’ z definice muśı součin být asociativńı. Stejně tak jako oktoniony netvoř́ı Banachovu
algebru, netvoř́ı ji ani žádné vyšš́ı Cayley-Dicksonovy iterace (daľśı taková iterace bude
šestnáctidimenzionálńı normovaná algebra nazývaná sedoniony).

Př́ıklad 1.10. Uvažujme Banach̊uv prostor X a prostor lineárńıch operátor̊u B(X). Po-
kud budeme uvažovat operaci násobeńı jako skládáńı operátor̊u, pak se zřejmě jedná o
unitálńı Banachovu algebru. V př́ıpadě, že má Banach̊uv prostor X = Xn konečnou di-
menzi, je ze základńıho kurzu lineárńı algebry známo, že pro lineárńı operátory lze psát

B(Xn) ∼= Mn(C),

kde v př́ıpadě prostoru čtvercových matic Mn(C) uvažujeme nejčastěji Frobeniovu normu
(protože se jedná o prostor konečné dimenze, všechny normy jsou ekvivalentńı) ve tvaru

‖A‖F =

∑
i

∑
j

|aij |2
 1

2

.
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Zaj́ımavé je, že je-li n > 1, potom se nejedná obecně o komutativńı Banachovu algebru.

S posledńım př́ıkladem, který uvedeme, a který neńı ukázkou Banachovy algebry, se
můžeme nejčastěji setkat v kontextu fyziky.

Př́ıklad 1.11. Uvažujme Euklidovský prostor R3 a operaci vektorového součinu. Vı́me,
že tato operace neńı asociativńı ani komutativńı, ale plat́ı pro ńı nerovnost ve tvaru

‖x× y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ,

což znamená, že na tuto algebru lze nahĺıžet jako na neasociativńı normovanou algebru,
ale nikoli jako na Banachovu algebru.

1.1.2 Jednotka a invertibilńı prvky

Vzhledem k tomu, že v Banachových algebrách, či algebrách obecně, zavád́ıme pojem
násobeńı prvk̊u, je zaj́ımavé se zároveň soustředit na inverzńı operaci, což je v př́ımé
analogii s teoríı grup, či v našem př́ıpadě sṕı̌se vhodněji řečeno s teoríı okruh̊u. V takovém
př́ıpadě přirozeně vyžadujeme existenci prvku, kterému ř́ıkáme jednotka. Takový prvek
nemá žádný d̊uvod se v algebrách vyskytovat, což však obecně neńı problém, jak ukážeme
v této sekci, což zároveň implikuje, že obecně můžeme naše Banachovy algebry, ve kterých
pracujeme, považovat za unitálńı.

Přesto, že algebry obecně jednotku obsahovat nemuśı, mnohé d̊uležité prostory, se kterými
se běžně v teoríıch, a př́ıpadně praxi, setkáváme, jednotku přirozeně obsahuj́ı. V př́ıpadě,
pokud naše Banachova algebra X jednotku neobsahuje, pak ji lze formálně k dané algebře
přidat, tj. o jednotku ji rozš́ı̌rit na unitálńı algebru, kterou znač́ıme X[e]. V literatuře se
můžeme setkat předevš́ım s následuj́ıćım postupem, který se dá považovat za standardńı.

Př́ıklad 1.12. Necht’ je X Banachova algebra a dále necht’ je X[e] = X × C s normou

‖(x, z)‖X[e] = ‖x‖X + |z| .

Operaci násobeńı v takovém př́ıpadě definujeme ve tvaru

(x, z1)(y, z2) = (xy + z1y + z2x, z1z2),

kde násobeńı uvnitř závorek je obyčejné násobeńı převzaté z p̊uvodńı algebry X. Jednotku
přirozeně v tomto př́ıpadě můžeme definovat jako e = (0, 1). Plat́ı totiž

(0, 1)(x, z) = (x, z)(0, 1) = (x, z).

Motivace pro tvar tohoto konkrétńıho součinu spoč́ıvá v tom, že zobrazeńı x 7→ (x, 0) je
isometrický isomorfismus mezi X a podprostorem X[e] s kodimenźı jedna. Ṕı̌seme tedy

X[e] = X ⊕ C,

přičemž jednotlivé prvky v návaznosti na direktńı součet můžeme značit jako

(x, z) = x+ ze.

Zaj́ımavé je pozorováńı analogie mezi t́ımto zápisem jednotlivých prvk̊u rozš́ı̌rené algebry
a zápisem komplexńıch č́ısel. Pro ilustraci konkrétńıho př́ıkladu viz 1.5 v minulé sekci.
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Vid́ıme tedy, že pokud naše algebra X jednotku přirozeně neobsahuje, lze ji relativně
jednoduše přidat výše ilustrovaným postupem, což samozřejmě vede na přirozenou otázku,
co se stane, když se pokuśıme o přidáńı jednotky k již unitalizované algebře X[e]. Vzhledem
k tomu, že se jedná o d̊uležité pozorováńı, uvedeme to jako tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.3. Je-li X unitálńı Banachova algebra, pak je jednotka jediná.

D̊ukaz. Uvažujme, že má algebra X dvě r̊uzné jednotky e, e′ ∈ X, potom lze psát

e = ee′ = e′e = e′,

z čehož plyne spor, tud́ıž muśı být tyto dvě jednotky nutně stejné.

Obecně může doj́ıt k situaci, že algebra X obsahuje prvek e ∈ X, který se chová jako
jednotka, tj. pro všechna x ∈ X plat́ı

ex = xe = x,

ale nebude mı́t jednotkovou normu, což znamená, že se nemůže jednat o jednotku vzhledem
k definici obecné Banachovy algebry, která vyžaduje, aby tento prvek měl jednotkovou
normu. Pro tyto prvky, které se chovaj́ı jako jednotky, speciálně plat́ı

‖x‖ = ‖ex‖ ≤ ‖e‖ ‖x‖ =⇒ 1 ≤ ‖e‖ .

Tento nedostatek lze odstranit následuj́ıćı úvahou.

Na normovaných prostorech můžeme uvažovat ekvivalentńı normy, což pro připomenut́ı
znamená, že existuj́ı A,B > 0 takové, že pro všechna x ∈ X plat́ı

A ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ B ‖x‖2 ,

což však naznačuje, že je možné uvažovat ekvivalentńı normy na obecných Banachových
algebrách, a to konkrétněji tak, abychom vyhověli požadavku jednotkové normy jednotky.
Toto skutečně můžeme provést, a to vždy, o čemž pojednává následuj́ıćı věta.

Věta 1.4. Je-li X Banachova algebra, která obsahuje jednotku, pak existuje ekvivalentńı
norma, vzhledem ke které je tato algebra unitálńı.

Máme-li Banachovu algebru, která přirozeně žádnou jednotku neobsahuje, a nemůžeme
si dovolit z bĺıže nespecifikovaných d̊uvod̊u jednotku přidat (může se jednat o praktický
d̊uvod), pak ji můžeme částečně nahradit tzv. aproximativńı jednotkou.

Definice 1.8 (Aproximativńı jednotka). Necht’ je X Banachova algebra. Je-li (en) ⊂ X
posloupnost, která pro všechna x ∈ X splňuje

(1.12) lim
n→∞

‖enx− x‖ = 0, resp. lim
n→∞

‖xen − x‖ = 0,

pak tuto posloupnost nazýváme levou, resp. pravou aproximativńı jednotkou. V př́ıpadě,
že splňuje obě podmı́nky, pak tuto posloupnost jednoduše nazýváme aproximativńı jed-
notkou.

Poznámka. Banachova algebra X bez jednotky nemuśı mı́t ani aproximativńı jednotku.
Jako př́ıklad lze uvést algebru s triviálńım násobeńım xy = 0 pro všechna x, y ∈ X.
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Př́ıklad 1.13. Již v́ıme z dř́ıveǰśı sekce, že algebra L1(R) jednotku neobsahuje a přidaná
jednotka má podobu delta mı́ry, která je hrubě řečeno koncentrovaná v jednom konkrétńım
bodě. Můžeme tedy kupř́ıkladu sestrojit posloupnost (en) ⊂ L1(R) ve tvaru

en =
n

2
1[−1/n, 1/n].

Že se jedná o aproximativńı jednotku můžeme ukázat př́ımo z předchoźı definice, ale
protože již v́ıme, jak by měla vypadat přidaná jednotka, ukážeme, že se námi zvolená
posloupnost lokálně chová stejně jako delta mı́ra. Necht’ tedy f ∈ L1(R), výpočtem

(f ∗ en)(x) =

�
R
f(x− y)en(y)µ(dy) =

n

2

� 1/n

−1/n
f(x− y)µ(dy)→ f(x),

kde limita na pravé straně plyne z Lebesguovy věty.

Jako daľśı přirozený krok je studium inverzńıch prvk̊u, kv̊uli kterým se jednotky v al-
gebrách, a jiných algebraických strukturách, zavád́ı. Začneme nejdř́ıve z definice.

Definice 1.9 (Inverzńı prvek). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X je libo-
volný prvek. Existuje-li nějaké y ∈ X, pro které plat́ı

(1.13) xy = yx = e,

pak prvek y nazýváme inverzńım prvkem k x a znač́ıme ho y = x−1. Prostor všech inver-
tibilńıch prvk̊u Banachovy algebry X znač́ıme obvykle G(X).

Př́ıklad 1.14. Uvažujme algebru posloupnost́ı `1(N) a necht’ R,L ∈ B(`1(N)) jsou lineárńı
operátory pravé a levé translace, tj. operátory ve tvaru

R(x1, x2, . . . ) = (0, x1, x2, . . . ) resp. L(x1, x2, . . . ) = (x2, x3, x4, . . . ).

Všimněme si, že je-li x ∈ `1(N) libovolné, potom tedy máme

(LR)(x) = x, ale (RL)(x) 6= x,

z čehož plyne, že existuj́ı i jednostranné inverzńı prvky.

Tvrzeńı 1.5. Je-li X unitálńı Banachova algebra a x, y ∈ G(X), potom xy ∈ G(X).

D̊ukaz. Necht’ je tedy xy ∈ G(X) a z ∈ X takové, že plat́ı

xyz = e.

Potom také máme vynásobeńım př́ıslušnými inverzemi výraz ve tvaru

y−1x−1xyz = y−1x−1,

z čehož dostáváme, že z = y−1x−1, a tud́ıž xy ∈ G(X).

Poznámka. Prostor všech invertibilńıch prvk̊u unitálńı Banachovy algebry G(X) již
obecně neńı Banachova algebra. Uvažujme libovolné x ∈ G(X), potom ale zřejmě

(x− x) /∈ G(X),

takže vid́ıme, že tato množina neńı uzavřená na součet. Vzhledem k předchoźı větě je však
uzavřená na násobeńı a inverzńı prvky, takže tvoř́ı grupu.

11 z 77



Př́ıklad 1.15. Uvažujme kompaktńı Hausdorf̊uv prostor K a algebru X = C(K). Po-
tom prostor všech invertibilńıch prvk̊u G(X) obsahuje právě taková zobrazeńı, která jsou
nenulová, tj. f(x) 6= 0, pro všechna x ∈ K.

Stejně tak jako žádná unitálńı Banachova algebra nemůže obsahovat v́ıce než jednu jed-
notku, žádný invertibilńı prvek nemůže obsahovat v́ıce jak jeden prvek k němu inverzńı.
Protože jsme prvńı pozorováńı uvedli jako tvrzeńı, uvedeme i toto jako daľśı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.6. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra. Je-li x ∈ G(X), potom prvek k
němu inverzńı je jediný.

D̊ukaz. Necht’ tedy x ∈ G(X) a y, z ∈ G(X) jsou k němu inverzńı, potom

y = ye = y(xz) = (yx)z = ez = z,

což však vede ke sporu, tud́ıž je inverzńı prvek jediný.

Máme-li nějakou Banachovu algebru X a libovolný prvek x ∈ X, pak je z praktického
hlediska úloha nalezeńı jemu inverzńıho prvku dosti náročná a mnohdy až neřešitelná.
Pokud však tento prvek splňuje určité př́ıjemné vlastnosti, pak inverzńı prvek můžeme
nalézt např́ıklad aplikaćı následuj́ıćı věty.

Tvrzeńı 1.7 (Neumann). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X takové, které
splňuje podmı́nku ‖x‖ < 1, potom plat́ı (e− x) ∈ G(X).

D̊ukaz. Uvažujme částečný součet ve tvaru

sk =
k∑

n=0

xn.

Protože se jedná o analogii geometrické řady, pak tento součet konverguje, přičemž stejně
jako klasická geometrická řada konverguje absolutně, nebot’ plat́ı

‖sk‖ ≤
k∑

n=0

‖x‖n <∞.

Nakonec pro tyto částečné součty plat́ı

sk(e− x) = e− xk+1 = (e− x)sk,

a protože xn → 0, pak je (e− x) ∈ G(X), přičemž limita sk → s nám dává inverzi.

Podmı́nku v předchoźı větě kladenou na velikost normy uvažovaného prvku nelze zanedbat,
pokud budeme cht́ıt uvažovat danou inverzi, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 1.16. Uvažujme algebru C([0, 1]) a prvek (2− x) ∈ C([0, 1]). Pro toto zobrazeńı
zřejmě plat́ı, že ‖(2− x)‖∞ = 2, takže neńı splněna podmı́nka pro normu uvažovaného
prvku z předchoźı věty, přičemž však v́ıme, že toto zobrazeńı je invertibilńı. Dále necht’

∞∑
n=0

(x− 1)n = x−1,

což je zobrazeńı, které je spojité pouze na množině (0, 1] ⊂ [0, 1].
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Jako př́ımá aplikace dané metody hledáńı inverzńıch prvk̊u v obecných unitálńıch Ba-
nachových algebrách se nab́ıźı teorie zabývaj́ıćı se řešeńım obecných integrálńıch rovnic,
které ř́ıkáme Fredholmova teorie.

Př́ıklad 1.17. Uvažujme Banach̊uv prostor L2([0, 1]) a Volterrovu integrálńı rovnici

φ(x) = 1 +

� x

0
φ(y)µ(dy),

V př́ıpadě, že bychom uvažovali φ ∈ H1([0, 1]), pak bychom mohli řešit ekvivalentně

φ′ = φ,

což ze základńıho kurzu diferenciálńıch rovnic v́ıme, že vede na řešeńı φ(x) = ex. Zaměřme
se tedy na pravou stranu integrálńı rovnice, a to konkrétněji na integrál, který nazýváme
Volterr̊uv lineárńı operátor. Jestliže tento operátor označ́ıme K, potom lze psát

(1−K)φ = 1.

Bez dokazováńı zmı́ńıme (pro d̊ukaz viz [11]), že pro normu Volterrova operátoru plat́ı

‖K‖ =
2

π
< 1.

Protože je algebra B(L2([0, 1])) unitálńı Banachova algebra, s přihlédnut́ım k předchoźı
nerovnosti je zřejmé, že je operátor (1−K) invertibilńı, a tud́ıž lze psát

φ = (1−K)−1(1).

Inverzi źıskáme pomoćı nekonečného součtu z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı. Všimněme si,
že pro jednotlivé mocniny Volterrova operátoru v tomto př́ıpadě plat́ı

Kn(1) =

� x

0

yn−1

(n− 1)!
dy =

xn

n!
,

takže z toho dostáváme po dosazeńı řešeńı ve tvaru

φ(x) = (1−K)−1(1) =
∞∑
n=0

Kn(1) =
∞∑
n=0

xn

n!
= ex,

což odpov́ıdá našemu očekávanému řešeńı.

1.1.3 Spektrum v Banachových algeberách

V této sekci si zavedeme pojem spektra, což je zjednodušeně řečeno zobecněńı vlastńıch
č́ısel lineárńıch zobrazeńı v lineárńıch prostorech konečné dimenze.

Definice 1.10 (Spektrum). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra. Spektrum prvku
x ∈ X definujeme jako množinu ve tvaru

(1.14) σ(x) = {λ ∈ C | (λe− x) /∈ G(X)}.

přičemž zároveň definujeme spektrálńı poloměr ρ(x) jako

(1.15) ρ(x) = sup |σ(x)| .
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Poznámka. Je-li X Banachova algebra a X[e] jej́ı rozš́ı̌reńı o jednotku, potom lze definici
spektra pro x ∈ X rozš́ı̌rit ve tvaru

(1.16) σX(x) = σX[e](x) ∪ {0}.

Př́ıklad 1.18. Necht’ je K kompaktńı Hausdorf̊uv prostor. Z př́ıkladu 1.15 v́ıme, že zob-
razeńı f ∈ C(K) je invertibilńı právě tehdy, když je nenulové na celém K, z čehož plyne
negaćı, že zobrazeńı nebude invertibilńı právě tehdy, když 0 ∈ R(f), z čehož dostáváme

σ(f) = R(f),

a zároveň tedy plat́ı ρ(f) = ‖f‖∞.

Definice 1.11 (Bodové spektrum). Necht’ je X obecný Banach̊uv prostor. Bodové spek-
trum lineárńıho operátoru x ∈ B(X) je množina ve tvaru

(1.17) σp(x) = {λ ∈ C | (λe− x) neńı injektivńı}.

Poznámka. V návaznosti na předchoźı definici bodového spektra je zřejmé, že obecně
vztah mezi jednotlivými spektry lineárńıch operator̊u lze psát ve tvaru

σp(x) ⊂ σ(x).

Př́ıklad 1.19. Uvažujme Banachovu algebru Mn(C). Matice (λE − A) ∈ Mn(C) neńı
invertibilńı právě tehdy, když neńı injektivńı, což je ekvivalentńı s tvrzeńım

N(λE −A) 6= {0}.

Množina σp(A) všech takových λ ∈ C je však zřejmě množinou vlastńıch č́ısel, které jsou
kořeny charakteristického polynomu p matice A. Dle Cayley-Hamiltonovy věty plat́ı

p(A) = 0,

což znamená, viz tvrzeńı 1.31 pro d̊ukaz, že plat́ı relace

p(σ(A)) = σ(p(A)) = {0},

z čehož však plyne, že σ(A) ⊂ {λ1, λ2, . . . , λm}. Protože jsou však matice ekvivalentńı
lineárńım zobrazeńım na prostorech konečné dimenze, jedná se o vlastńı hodnoty a tud́ıž
v konečně dimenzionálńım př́ıpadě pro operátory plat́ı σp(A) = σ(A).

Př́ıklad 1.20. Uvažujme Banachovu algebru B(Lp(Ω)), kde 1 ≤ p <∞, a multiplikativńı
operátor M ∈ B(Lp(Ω)) definovaný ve tvaru

Ma(f) = af,

kde f ∈ Lp(Ω) a a ∈ L∞(Ω) je nenulové s.v. Pro tento operátor bude platit

(λ1Ω − a)f = 0,

právě tehdy, když zobrazeńı f bude nulové s.v., což však znamená, že bodové spektrum
tohoto multiplikativńıho operátoru je dáno ve tvaru

σp(M) = {λ ∈ C | µ ({x ∈ Ω | a(x) = λ}) > 0} .

Z toho vid́ıme, že bodové spektrum operátoru může být prázdné. V tomto konkrétńım
př́ıpadě stač́ı uvažovat libovolné a ∈ L∞(Ω), které je ryze monotónńı. Spektrum je však
neprázdné, nebot’ spojitou inverzi máme právě tehdy, když pro s.v. x ∈ Ω plat́ı

|λ1Ω(x)− a(x)|−1 ≤ K,

pro nějaké K > 0, což však znamená, že spektrum je dáno ve tvaru

σ(M) = {λ ∈ C | @ ε > 0, |λ1Ω(x)− a(x)| ≥ ε s.v.} .
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Důležité pozorováńı, které lze vyvodit z předchoźıch př́ıklad̊u, je skutečnost, že spektrum je
kompaktńı množina. Přirozenou otázkou tedy je, zda-li je tato množina kompaktńı obecně
pro libovolné unitálńı Banachovy algebry. Na tuto otázku je kladná odpověd’.

Věta 1.8 (Gelfand). Je-li X unitálńı Banachova algebra, potom spektrum libovolného
prvku algebry je neprázdná kompaktńı množina.

D̊ukaz. Ukážeme náznak, pro detaily viz [15]. Uvažujme nenulové λ ∈ C a x ∈ X, které
splňuj́ı nerovnost ‖x‖ < |λ|. Z toho dle tvrzeńı 1.7 máme (λe− x) = λ(e−λ−1x) ∈ G(X).
Uvažujme dále zobrazeńı definované ve tvaru

ψ(λ) = λe− x.

Zobrazeńı ψ je zřejmě spojité a G(X) je otevřená množina [15, str. 268], takže dle spojitosti
je množina ψ−1(G) taktéž otevřená, ale to znamená, že σ(x) je uzavřená množina, ale
zároveň i omezená. Dále pro dané zobrazeńı lze psát odhad jeho normy ve tvaru∥∥ψ−1(λ)

∥∥ =
∥∥λ−1(e− λ−1x)−1

∥∥ ≤ 1

|λ| − ‖x‖
,

což je tedy zřejmě omezené zobrazeńı, je-li spektrum prázdné. Lze ukázat, že je resolvent
analytické zobrazeńı, ale dle Liouvillovy věty z komplexńı analýzy zároveň v́ıme, že toto
zobrazeńı muśı být identicky nulové na celé komplexńı rovině, což je spor a spektrum je
tedy vždy neprázdné.

Spektrum libovolného prvku Banachovy algebry X je tedy vždy kompaktńı množina,
přičemž je přirozené se ptát, zda-li plat́ı i opačná implikace a to přesněji ta, zda-li pro
každou kompaktńı podmnožinu komplexńıch č́ısel M ⊂ C můžeme naj́ıt nějaký prvek,
jehož spektrum takové množině odpov́ıdá.

Př́ıklad 1.21. Uvažujme algebru `2(Mn), kde Mn ⊂ N je konečná množina. V takovém
př́ıpadě je tato algebra zřejmě konečně dimenzionálńı. Uvažujme dále algebru B(`2(Mn))
a lineárńı operátor T ∈ B(`2(Mn)), který pro všechna x ∈ `2(Mn) definujeme ve tvaru

T (x) = (a1, a2, . . . , an)(x1, x2, . . . , xn) = (a1x1, a2x2, . . . , anxn).

Protože jsme v konečné dimenzi, potom σp(T ) = σ(T ), takže tedy zřejmě plat́ı

σp(T ) = {a1, a2, . . . , an}.

To však znamená, že máme-li konečnou kompaktńı množinu, potom existuje Banachova
algebra, která obsahuje prvek, jehož spektrum je právě daná množina. Tuto myšlenku
vzhledem k danému př́ıkladu však lze rozš́ı̌rit na nekonečnou dimenzi hlavně d́ıky tomu,
že komplexńı č́ısla jsou separabilńı metrický prostor a triviálně tedy i libovolná jejich
podmnožina. Uvažujme kompaktńı množinu A ⊂ C a hustou posloupnost (an) ⊂ A. Dále
v́ıme, že prostor `2(N) je Hilbert̊uv prostor, který má ortonormálńı bázi, takže

T (x) =

∞∑
k=0

ak (x, ek) ek.

Z toho vid́ıme, že σp(T ) = {an ∈ C | n ∈ N}, ale spektrum je vždy nutně uzavřená
množina, takže muśı tedy platit

σp(T ) = A ⊂ σ(x).

Lze jednoduše ověřit, že neńı-li λ ∈ A, potom je uvažovaný operátor invertibilńı, ale to
pak znamená, že λ /∈ σ(x), takže nakonec dostáváme rovnost.
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Jako základńı př́ıklad Banachových algeber jsme uváděli prototypńı algebru komplexńıch
č́ısel, ve které je zřejmě každý nenulový prvek invertibilńı. Jestliže máme obecnou unitálńı
Banachovu algebru X, kde taktéž každý nenulový prvek má vlastńı inverzi, pak můžeme
přirozeně očekávat podobnou strukutu té, kterou máme u algebry komplexńıch č́ısel. Daľśı
věta je v kontextu Banachových algeber velice d̊uležitá, nebot’ tyto algebry charakterizuje.

Věta 1.9 (Gelfand-Mazur). Je-li X unitálńı Banachova algebra, kde každý nenulový prvek
je invertibilńı, potom je X isometricky isomorfńı s komplexńımi č́ısly, tj. plat́ı

(1.18) X ∼= C.

D̊ukaz. Protože dle předpokladu je každé nenulové x ∈ X invertibilńı, potom muśı platit

(λe− x) = 0,

což však znamená, že existuje právě jedno φ(x) ∈ C takové, že

x = φ(x)e,

z čehož však plyne, že zobrazeńı φ : x 7→ φ(x) je isomorfismus, přičemž plat́ı

|φ(x)| = ‖φ(x)e‖ = ‖x‖ ,

a tud́ıž φ je zároveň isometrie.

Poznámka. Stanis law Mazur p̊uvodně předchoźı větu formuloval tak, že Banachova alge-
bra (tentokrát ne nutně nad komplexńımi č́ısly), kde každý nenulový prvek je invertibilńı,
je isometricky isomorfńı bud’ s reálnými č́ısly, komplexńımi č́ısly a nebo nekomutativńı
algebrou kvaternion̊u [12].

Tvrzeńı 1.10. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ ∂G(X). Je-li (xn) ⊂ G(X)
posloupnost, pro kterou plat́ı xn → x, potom plat́ı

(1.19) ‖x−1
n ‖ → ∞.

D̊ukaz. Necht’ existuje M > 0 takové, pro které ‖x−1
n ‖ < M , což znamená, že existuje

nějaké n ∈ N takové, že ‖xn − x‖ < 1/M , pro které zároveň plat́ı∥∥e− x−1
n x

∥∥ =
∥∥x−1

n (xn − x)
∥∥ < 1,

takže dle Von Neumannovy věty x−1
n x ∈ G(X), ale x = xn(x−1

n x) ∈ G(X), což vede ke
sporu, protože množina G(X) je otevřená, z čehož plyne naše tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.11. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra. Existuje-li M <∞ takové, že pro
všechna x, y ∈ X plat́ı

(1.20) ‖x‖ ‖y‖ ≤M ‖xy‖ ,

potom je X isometricky isomorfńı s algebrou komplexńıch č́ısel.

D̊ukaz. Necht’ je x ∈ ∂G(X) libovolný hraničńı bod. Potom existuje nějaká posloupnost
(xn) ⊂ G(X), pro kterou plat́ı xn → x, takže lze psát

‖xn‖ ‖x−1
n ‖ ≤M ‖e‖ ,

ale z toho nutně plat́ı ‖xn‖ → 0, což znamená xn → 0. Pro každý hraničńı bod λ ∈ ∂σ(y),
kde y ∈ X, máme (λe−y) ∈ ∂G(X), takže y = λe, z čehož však již plyne naše tvrzeńı.
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Naleznout spektrum prvku obecné Banachovy algebry X neńı jednoduchá záležitost, lze
však přinejmenš́ım odhadnout nejmenš́ı množinu (konkrétněji uzavřený disk se středem v
nule), ve které je celé spektrum obsaženo. K tomuto slouž́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.12 (Gelfand). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Potom plat́ı

(1.21) ρ(x) = lim
n→∞

‖xn‖1/n .

D̊ukaz. Vynecháváme; lze ho naj́ıt např́ıklad v [15, s. 253].

Důsledek 1.13. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Potom pro spektrálńı
poloměr daného prvku plat́ı nerovnost ve tvaru

(1.22) ρ(x) ≤ ‖x‖ .

Tvrzeńı 1.14. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Je-li λ ∈ σ(x), potom

(1.23) λn ∈ σ(xn).

D̊ukaz. Př́ımo plyne ze vztahu λne− xn = (λe− x)(λn−1e+ · · ·+ xn−1).

Tvrzeńı 1.15. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x, y ∈ X. Plat́ı (e−xy) ∈ G(X),
právě tehdy, když (e− yx) ∈ G(X).

D̊ukaz. Uvažujme (e − xy) ∈ G(X) a necht’ z = e + y(e − xy)−1x. Potom lze jednoduše
ověřit, že plat́ı rovnosti z(e− yx) = e = (e− yx)z.

Důsledek 1.16. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x, y ∈ X. Potom plat́ı

(1.24) σ(xy) ∪ {0} = σ(yx) ∪ {0}.

Již na začátku této sekce zazněl náznak, že máme-li unitálńı Banachovu algebru X a
jej́ı libovolnou podalgebru, potom se jednotlivá spektra stejného prvku nemuśı obecně
shodovat. Vzhledem k tomu, že podalgebra má intuitivně méně prvk̊u než p̊uvodńı algebra,
očekávali bychom, že se nám spektrum zvětš́ı. To ilustruje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.17. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a Y ⊂ X je unitálńı Banachova
podalgebra se stejnou jednotkou. Je-li x ∈ Y , potom plat́ı

(1.25) σX(x) ⊂ σY (x).

D̊ukaz. Pro každé x ∈ G(Y ) také x ∈ G(X), z čehož plyne G(Y ) ⊂ G(X).

Př́ıklad 1.22. Jako jednoduchý př́ıpad lze uvést rozš́ı̌rené spektrum, které bylo zavedeno
na začátku sekce. Uvažujme Banachovu algebru X. Pro libovolné x ∈ X[e] plat́ı

σX[e](x) ⊂ σX(x) = σX[e](x) ∪ {0},

a protože zřejmě plat́ı X ⊂ X[e], vid́ıme, že spektra se obecně neshoduj́ı.
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1.2 Funkcionálńı kalkulus

Vzhledem k tomu, že Banachova algebra X (či asociativńı algebry obecně), má z definice
strukturu okruhu, můžeme na této algebře obecně uvažovat pro každý prvek x ∈ X jeho
libovolný polynom, který můžeme psát jako p(x). Zvoĺıme-li pevně dané x ∈ X, pak t́ımto
zp̊usobem lze přirozeně reprezentovat prostor všech polynomů nad komplexńım tělesem.

Protože jsou polynomy speciálńı př́ıpad analytických zobrazeńı, otázkou je, jestli stejnou
konstrukci lze aplikovat i pro př́ıpad analytických zobrazeńı A(Ω) či mnohem obecněǰśı
zobrazeńı jako jsou zobrazeńı měřitelná L0(Ω).

V této sekci ukážeme, jak tuto reprezentaci lze rozš́ı̌rit na obecněǰśı funkčńı prostory
holomorfńıch zobrazeńı H(Ω), kde Ω ⊂ C je vhodně zvolená otevřená množina, přičemž
ukážeme nějaké konkrétńı konstrukce a i aplikace této reprezentace.

Definice 1.12 (Homomorfismus). Necht’ jsou X a Y obecné Banachovy algebry. Lineárńı
zobrazeńı φ definované mezi těmito algebrami se nazývá homomorfismus algeber, jestliže
pro všechna x, y ∈ X plat́ı

(1.26) φ(xy) = φ(x)φ(y).

1.2.1 Polynomiálńı zobrazeńı

Definice 1.13 (Kalkulus). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra, x ∈ X a necht’ p ∈ C[z]
je polynom. Polynomiálńı kalkulus definujeme jako zobrazeńı

(1.27) Ψx : C[z]→ X,

které má konkrétńı tvar

(1.28) Ψx(p) =
n∑
k=0

akx
k,

Poznámka. Jak již bylo naznačeno v úvodu této sekce, obecně můžeme reprezentaci
polynomu v unitálńı Banachově algebřeX vzhledem k prvku x ∈ X psát ve zjednodušeném
tvaru p(x). Jedná se samozřejmě pouze o notačńı záležitost, nebot’ formálně tento výraz
nedává smysl vzhledem k definičńımu oboru polynomů.

Protože očekáváme, že reprezentace algeber bude obecně zachovávat algebraickou struk-
turu, tj. bude se jednat o homomorfismus algeber, je podstatné ukázat, že tomu tak
skutečně je v našem konkrétńım př́ıpadě, což ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.18. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Polynomiálńı funkcionálńı
kalkulus je homomorfismus algeber, přičemž splňuje Ψx(z) = x a Ψx(1) = e.

D̊ukaz. Nejdř́ıve ukážeme lineritu tohoto zobrazeńı, která plyne ze vztahu

Ψx(zp+ q) =

n∑
k=0

(zpk + qk)x
k = z

n∑
k=0

pkx
k +

n∑
k=0

qkx
k = zΨx(p) + Ψx(q).

Multiplikativita tohoto lineárńıho zobrazeńı plyne z Cauchyova vzorce ve tvaru

Ψx(p)Ψx(q) =

(
p∑

n=0

pkx
n

)(
q∑

n=0

qkx
n

)
=

p+q∑
m=0

(
m∑
k=0

pkqm−k

)
xm = Ψx(pq).

Daľśı dvě vlastnosti lze ověřit př́ımým dosazeńım.
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Poznámka. Je-li Ψx kalkulus a x ∈ X splňuje Ψx(z) = x, potom tento prvek také můžeme
nazvat prvkem generuj́ıćı př́ıslušný kalkulus.

Důležité je si uvědomit, že obecně polynom p ∈ C[z] neńı zobrazeńı ale pouze formálńı
konečná suma s neurčitou proměnnou z, což znamená, že náš kalkulus nelze prohlásit za
funkcionálńı kalkulus. Toto omezeńı však jednoduše vyřeš́ıme t́ım, že si zvoĺıme nějaký
definičńı obor D(p), na kterém tento polynom budeme definovat. Neurčitá proměnná z se
v tomto př́ıpadě stane zobrazeńım ve tvaru

z : D(p)→ C,

č́ımž nakonec dostáváme z formálńıho polynomu polynomiálńı zobrazeńı, které nám tedy
dává polynomilńı funkcionálńı kalkulus.

Přirozenou otázkou je, zda-li je polynomiálńı funkcionálńı kalkulus vzhledem k obecné
Banachově algebře X injektivńı. Je-li např́ıklad x ∈ X nilpotentńı, potom zřejmě existuje
nenulový polynom p ∈ C[z], pro který plat́ı

p(x) = 0,

což však znamená, že má zobrazeńı Ψx netriviálńı jádro a tud́ıž neńı obecně injektivńı.
Zřejmě však toto zobrazeńı neńı ani surjektivńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı je obecná vlastnost funkcionálńıho kalkulu, která neńı jedinečná poly-
nomiálńımu funkcionálńımu kalkulu.

Tvrzeńı 1.19. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra. Je-li x ∈ X a p ∈ C[z], potom

(1.29) p(σ(x)) = σ(p(x)).

D̊ukaz. Dokážeme později.

Př́ıklad 1.23. Uvažujme obecnou unitálńı Banachovu algebru a necht’ x, y ∈ X splňuj́ı

xy = ay,

kde a ∈ C. Zřejmě se jedná o analogii vlastńıch vektor̊u lineárńıch operátor̊u s diskrétńım
spektrem. Všimněme si, že vynásob́ıme-li obě strany prvkem x, potom dostáváme

x2y = x(ay) = a(xy) = a2y,

z čehož indukćı dostáváme v obecném př́ıpadě aplikaćı funkcionálńıho kalkulu

p(x)y = p(a)y.

V kontextu vlastńıch vektor̊u tedy vid́ıme, že se zachovávaj́ı, ale měńı se spektrum.

Př́ıklad 1.24. Uvažujme algebru diagonálńıch matic Dn(C) a necht’ M ∈ Dn(C). Potom
pro libovolný polynom p ∈ C[z] dostáváme

M =


m1 0 · · · 0
0 m2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . mn

 , p(M) =


p(m1) 0 · · · 0

0 p(m2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . p(mn)


Na tomto př́ıkladu je taktéž zřejmé, jak funkcionálńı kalkulus transformuje spektrum.
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Př́ıklad 1.25. Pro obecněǰśı př́ıpad uvažujme algebru Mn(C). Z teorie lineárńı algebry
v́ıme, že libovolnou matici A ∈Mn(C) lze vyjádřit v Jordanově tvaru

A = XJX−1 = X

(⊕
i=1

Ji

)
X−1,

kde J je Jordanova blokově diagonálńı matice. Funkcionálńı kalkulus pro tyto obecné
matice bychom chtěli definovat analogicky těm diagonalizovatelným, tj. ve tvaru

p(A) = Xp(J)X−1 = Xp(J1)⊕ p(J2)⊕ · · · ⊕ p(Jk)X−1,

kde jednotlivé Jordanovy bloky Jn lze psát ve tvaru

Jn = λnEn + Un,

kde matice En je jednotková a matice Un je dána ve tvaru

Un =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 .

Všimněme si, že jednotlivé mocniny Ukn posouvaj́ı diagonálu dané matice, což znamená,
že je tato matice nilpotentńı, takže pro jej́ı spektrum plat́ı σ(Un) = {0}. Dále uvažujme
libovolné polynomiálńı zobrazeńı p ∈ C[z] a Taylor̊uv rozvoj ve tvaru

p(z) = p(λ) + p′(λ)(z − λ) +
p′′(λ)

2
(z − λ)2 + · · ·+ p(n)(λ)

n!
(z − λ)n.

Aplikaćı funkcionálńıho kalkulu pro konkrétńı Jordan̊uv blok Jn dostáváme

p(Jn) =
n−1∑
k=0

p(k)(λn)

k!
Ukn .

Protože direktńı součet matic je blokově diagonálńı matice, chová se funkcionálńı kalku-
lus analogicky funkcionálńımu kalkulu v kontextu diagonálńıch matic, tj. aplikuje se na
jednotlivé bloky, což tedy vede na konečné vyjádřeńı ve tvaru

p(A) = Xp(J)X−1.

Všimněme si, že v př́ıpadě diagonalizovatelných matic můžeme uvažovat v podstatě libo-
volné zobrazeńı, které je definované na spektru, což plat́ı i v př́ıpadě nediagonalizovatelných
matic s t́ım omezeńım, že vyžadujeme existenci konečného počtu derivaćı.

Se zavedeným polynomiálńım funkcionálńım kalkulem můžeme pro určité Banachovy al-
gebry uvažovat spektrálńı rozklad jednotlivých prvk̊u.

Definice 1.14 (Ortogonalita). Necht’ je X Banachova algebra a necht’ (ei) ⊂ X je posloup-
nost idempotent̊u. Tuto posloupnost idempotent̊u nazýváme ortogonálńı, jestliže plat́ı

(1.30) eiej = δijei = δijej .
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Tvrzeńı 1.20. Necht’ je X Banachova algebra a e1, e2, e3 ∈ X jsou ortogonálńı idempo-
tenty, potom součet (e1 + e2) je opět idempotent, pro který plat́ı

(1.31) (e1 + e2) ⊥ e3.

D̊ukaz. Dokážeme př́ımým výpočtem ve tvaru

(e1 + e2)2 = e2
1 + e1e2 + e2e1 + e2

2 = e1 + e2, (e1 + e2)e3 = e3(e1 + e2) = 0,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Definice 1.15 (Algebraicita). Necht’ je X Banachova algebra. Prvek x ∈ X se nazývá
algebraický, jestliže existuje rozklad ve tvaru

(1.32) x =

n∑
k=1

akek,

kde (ei) ⊂ X jsou ortogonálńı idempotenty a (ak) ⊂ C.

Poznámka. Bude-li platit ak ∈ σ(x), potom tento rozklad nazýváme spektrálńı rozklad,
přičemž pro tento rozklad můžeme volit ai > ai+1 dle předchoźıho tvrzeńı, tj. třeba

a1e1 + a1e2 + a3e3 = a1(e1 + e2) + a3e3 = a1e12 + a3e3.

Tvrzeńı 1.21. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a necht’ je x ∈ X algebraický
prvek, který má spektrálńı rozklad. Potom pro libovolný polynom p ∈ C(σ(x)) plat́ı

(1.33) p(x) =
n∑
k=1

p(ak)ek.

D̊ukaz. Pro druhou mocninu prvku x ∈ X lze psát

x2 =

(
n∑
k=1

akek

)2

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajeiej =

n∑
i=1

a2
i ei,

což plyne z předpokladu ortogonality idempotent̊u. Zbytek lze ukázat indukćı.

Algebraické prvky jsou tedy prvky, které maj́ı explicitńı konstrukci a také vlastnosti, z
čehož tedy plyne, že jsou d̊uležitou, a hlavně zaj́ımavou, tř́ıdou prvk̊u v obecných Bana-
chových algebrách. Je však otázkou, zda-li takové prvky v̊ubec existuj́ı.

Př́ıklad 1.26. Uvažujme algebru diagonálńıch matic Dn(C). V této algebře je zřejmě
každý prvek algebraický. Pro jednoduchost uvažujme, že má matice A ∈ Dn(C) na dia-
gonále r̊uzné prvky. Uvažujme dále matice (Ei) ⊂ Dn(C), pro které

(Ei)jk = δik.

Tyto matice zřejmě tvoř́ı ortogonálńı systém idempotent̊u. Rozklad tedy můžeme psát

A =

n∑
k=1

akkEk.

21 z 77



Předchoźı př́ıklad ukazuje, jak nalézt spektrálńı rozklad diagonálńıch matic. Pro čtvercové
matice A ∈Mn(C), pro které P−1AP ∈ Dn(C), tj. diagonalizovatelné matice, dostáváme

A = PDP−1 = P

(
n∑
k=1

akEk

)
P−1 =

n∑
k=1

akPEkP
−1,

z čehož plyne závěr, že diagonalizovatelné matice jsou taktéž algebraické. Následuj́ıćı věta
dává konkrétńı návod pro aplikaci funkcionálńıho kalkulu pro tento obecný př́ıpad.

Věta 1.22 (Sylvester). Uvažujme algebru Mn(C) a necht’ je A ∈ Mn(C) diagonalizova-
telná matice. Je-li p ∈ C[z], potom můžeme psát

(1.34) ΨA(p) =
n∑
k=0

p(λk)Pk,

kde λj jsou vlastńı č́ısla a matice Pk definujeme ve tvaru

(1.35) Pi =
∏
i 6=j

1

λj − λi
(λjEn −A).

D̊ukaz. Necht’ je tedy p ∈ C[z] nějaký polynom. Budeme-li uvažovat body p(λn), pro jed-
notlivé prvky spektra λn ∈ σ(A), potom můžeme aplikovat Lagrangeovu větu o interpolaci,
č́ımž dostaneme vyjádřeńı tohoto polynomu ve tvaru

p(z) =
n∑
k=0

p(λk)
∏
i 6=j

λj − z
λj − λi

.

Naše tvrzeńı źıskáme aplikaćı funkcionálńıho kalkulu ΨA(p).

Poznámka. Vzhledem ke konstrukci Lagrangeovy interpolace lze v předchoźı větě mı́sto
polynomiálńıch zobrazeńı uvažovat obecněǰśı zobrazeńı.

Př́ıklad 1.27. Uvažujme algebru M2(C) a matici A ∈M2(C) ve tvaru

A =

[
1 1
0 2

]
.

Tato matice je zřejmě diagonalizovatelná, přičemž př́ımým výpočtem kořen̊u charakteris-
tického polynomu dostáváme spektrum ve tvaru σ(A) = {1, 2}. Máme tedy idempotenty

P1 = (2E2 −A) =

[
1 −1
0 0

]
resp. P2 = −(E2 −A) =

[
0 1
0 1

]
.

Jako posledńı ukázku aplikace uvedeme vlasnost stopy v konečné dimenzi.

Př́ıklad 1.28. Uvažujme algebru Mn(C). Potom ze základńı teorie lineárńı algebry v́ıme,
že pro libovolnou matici A ∈Mn(C) plat́ı

tr(A) =
∑

λ∈σ(A)

λi,

takže z vlastnost́ı polynomiálńıho funkcionálńıho kalkulu máme zobecněný vztah

tr(p(A)) =
∑

λ∈σ(A)

p(λi),

kde p ∈ C[z] je nějaké polynomiálńı zobrazeńı. Analogicky můžeme stejnou konstrukci
uvažovat i pro determinanty, kde v takovém př́ıpadě nahrad́ıme sumu za součin.
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1.2.2 Analytická zobrazeńı

Daľśı d̊uležitá tř́ıda holomorfńıch zobrazeńı jsou zobrazeńı analytická, která jsou př́ımým
zobecněńım polynomů, tj. každý polynom je zároveň analytické zobrazeńı. Pro připomenut́ı
reprezentujeme analytická zobrazeńı pomoćı mocninných řad (to však znamená, že zřejmě
bude v tomto př́ıpadě záležet na konkrétńı podobě spektra kv̊uli poloměru konvergence).

Definice 1.16 (Analytičnost). Necht’ je Ω ⊂ C oblast. Zobrazeńı f ∈ C(Ω), které lze
reprezentovat mocninnou řadou ve tvaru

(1.36) f(z) =

∞∑
k=0

akz
k,

nazýváme analytické zobrazeńı. Množinu takových zobrazeńı znač́ıme A(Ω).

Definice 1.17 (Analytický kalkulus). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a f ∈ A(D)
analytické zobrazeńı definované na otevřeném disku D ⊂ C o poloměru r > 0. Dále necht’

pro x ∈ X plat́ı ‖x‖ < r. Analytický funkcionálńı kalkulus definujeme jako zobrazeńı

(1.37) Λx : A(D)→ X,

které má konkrétńı tvar

(1.38) Λx(f) =
∞∑
k=0

akx
k,

Uvažujme unitálńı Banachovu algebru X a x ∈ X. Necht’ je f ∈ A(D) nějaké analytické
zobrazeńı, potom lze dle předchoźı definice psát

f(x) =
∞∑
k=0

akx
k.

Z takového zápisu neńı zřejmé, že by taková řada mohla konvergovat, lze však psát

‖f(x)‖ ≤
∞∑
k=0

|ak| ‖xk‖ ≤
∞∑
k=0

|ak| ‖x‖k,

ale v takovém př́ıpadě na pravé straně dostáváme obyčejnou skalárńı nekonečnou řadu,
kterou již umı́me analyzovat. Rádius konvergence r > 0 je v tomto př́ıpadě určen koefici-
enty a vzhledem k tomu, že uvažujeme střed v počátku, dostáváme podmı́nku

‖x‖ < r.

Vzpomeneme-li si však na větu o spektrálńım poloměru 1.13, potom tuto podmı́nku
můžeme zeslabit na požadavek ve tvaru

ρ(x) < r.

Tvrzeńı 1.23. Analytický funkcionálńı kalkulus je rozš́ı̌reńım polynomiálńıho kalkulu.

D̊ukaz. Necht’ je p ∈ C[z] polynom n-tého řádu. Polynomy jsou analytická zobrazeńı, tud́ıž

Λx(p) =
∞∑
k=0

akx
k =

n∑
k=0

akx
k = Ψx(p),

z čehož plyne naše tvrzeńı.
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Věta 1.24. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Analytický funkcionálńı
kalkulus je homomorfismus algeber, přičemž Λx(z) = x a Λx(1) = e.

D̊ukaz. Analogicky polynomiálńımu kalkulu lze ukázat, že se jedná o homomorfismus za
použit́ı Cauchyova vzorce pro násobeńı mocninných řad. Daľśı vlastnosti jsou zřejmé.

Jako jednoduchou aplikaci analytického funkcionálńıho kalkulu uvád́ıme alternativńı formu
resolventy1 pomoćı mocninné řady, viz následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.25. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Potom plat́ı

(1.39) (ze− x)−1 =
1

z

∞∑
n=0

(x
z

)n
,

pro všechna z ∈ C, pro která ‖x‖ < |z| a zároveň z /∈ σ(x).

D̊ukaz. Stač́ı uvažovat analytické zobrazeńı ve tvaru

f(w) =
1

z − w
=

1

z

1

1− w
z

,

a nakonec aplikovat funkcionálńı kalkulus Λ(f).

Př́ıklad 1.29. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Ze základńı teorie lineárńı
algebry již v́ıme, že můžeme uvažovat exponenciálńı zobrazeńı libovolného lineárńıho zob-
razeńı na prostoru konečné dimenze. V obecném př́ıpadě analogicky

ex =

∞∑
n=0

1

n!
xn.

Tvrzeńı 1.26. Necht’ je X komutativńı Banachova algebra. Je-li x, y ∈ X, potom plat́ı

(1.40) exey = ex+y.

D̊ukaz. Vzhledem k tomu, že již známe analytické vyjádřeńı (tj. v podobě mocninné řady)
pro exponenciálu obecného prvku Banachovy algebry, můžeme psát

exey =

( ∞∑
m=0

1

m!
xm

)( ∞∑
n=0

1

n!
yn

)
=
∞∑
k=0

(
k∑
l=0

xl

l!

yk−l

(k − l)!

)
.

Protože z předpokladu je algebra komutativńı, můžeme pro posledńı člen aplikovat bi-
nomiálńı větu, která nám dává

∞∑
k=0

(
k∑
l=0

xl

l!

yk−l

(k − l)!

)
=

∞∑
k=0

1

k!

(
k∑
l=0

(
k

l

)
xlyk−l

)
=

∞∑
k=0

1

k!
(x+ y)k,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Poznámka. V předchoźı větě nemuśıme nutně uvažovat, že je celá unitálńı Banachova al-
gebra X komutativńı. Stač́ı pouze, aby prvky x, y ∈ X společně komutovaly. Komutativita
v předpokladu tohoto tvzeńı je d̊uležitá, protože v opačném př́ıpadě se nám v argumentu
exponenciály objev́ı ’korekčńı’ faktory v podobě komutátor̊u, viz [1].

1Resolventa prvku x ∈ X unitálńı Banachovy algebry X je zobrazeńı R(z;x) = (ze− x)−1.
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Tvrzeńı 1.27. Uvažujme algebru Mn(C). Potom pro libovolné A ∈Mn(C) plat́ı

det(eA) = etr(A).

D̊ukaz. Je-li matice diagonalizovatelná, potom stopa je součet vlastńıch hodnot, přičemž
dle př́ıkladu 1.28 pro determinant dostáváme rovnost

det(eA) =
∏

λ∈σ(A)

eλi = etr(A).

V obecném př́ıpadě lze matici A psát ve tvaru

A = N +D,

kde N a D jsou komutuj́ıćı matice, přičemž N je nilpotentńı a D je diagonalizovatelná. V
takovém př́ıpadě můžeme dle předchoźıho tvrzeńı psát

det(eA) = det(eN+D) = det(eN ) det(eD) = etr(N)etr(D),

přičemž uvědomı́me-li si, že spektrum nilpotentńı matice je nulové, a tud́ıž je i stopa
nulová, potom tedy dostáváme naše tvrzeńı.

Předt́ım než uvedeme aplikaci exponenciály v kontextu řešeńı diferenciálńıch rovnic, bu-
deme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.28. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Je-li t ∈ R, potom

(1.41) D(etx) = xetx.

D̊ukaz. Exponenciála je celistvé zobrazeńı, které konverguje absolutně. Rozeṕı̌seme-li tedy
exponenciálu prvku x ∈ X v podobě mocninné řady dle definice ve tvaru

etx =

∞∑
n=0

1

n!
(tx)n,

potom můžeme zaměnit derivaci a sumu, č́ımž dostaneme

D(etx) =

∞∑
n=0

1

(n− 1)!
tn−1xn =

∞∑
m=0

1

m!
tmxm+1 = x

∞∑
m=0

1

m!
tmxm,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Př́ıklad 1.30. Uvažujme unitálńı Banachovu algebru X a necht’ a ∈ B(X). Dále uvažujme
lineárńı diferenciálńı rovnici ve tvaru

D(x) = a(x), x(0) = x0 ∈ X.

Aplikaćı funkcionálńıho kalkulu a předchoźıho tvrzeńı dostáváme řešeńı ve tvaru

x(t) = etax0.
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Př́ıklad 1.31. Uvažujme algebru M2(C) a necht’ je A ∈M2(C) matice ve tvaru

A =

(
0 −1
1 0

)
.

Z čǐstě geometrického hlediska lze tuto matici označit za matici rotace v rovině. Plat́ı

A2 =

(
−1 0
0 −1

)
, A3 =

(
0 1
−1 0

)
.

Z toho vid́ıme, že se matice chová obdobně jako komplexńı jednotka, nebot’ A2 = −E.
Aplikaćı funkcionálńıho kalkulu dostáváme nekonečnou řadu ve tvaru

etA =

∞∑
n=0

1

n!
(tA)n =

∞∑
n=0

(
1

(2n)! t
2n − 1

(2n+1)! t
2n+1

1
(2n+1)! t

2n+1 1
(2n)! t

2n

)
,

kde jednotlivé sumy lze identifikovat jako elementárńı zobrazeńı, což nám dává

etA =

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
= cos(t)E + sin(t)A.

Vid́ıme tedy, že tato matice nám generuje rotace v rovině.

Protože každý prvek x ∈ X Banachovy algebry X sám se sebou komutuje, můžeme v
návaznosti na tvrzeńı 1.26 uvažovat skládáńı exponenciál s parametrem ve tvaru

etxesx = e(t+s)x,

což s ohledem na asociativitu součinu tvoř́ı semigrupu pro libovolné x ∈ X. Porovnáme-li
toto pozorováńı s př́ıkladem 1.30, potom je zřejmé, že toto bude mı́t d̊uležité d̊usledky v
obecné teorii diferenciálńıch lineárńıch rovnic.

1.2.3 Holomorfńı zobrazeńı

V této sekci rozš́ı̌ŕıme analytický funkcionálńı kalkulus na zat́ım nejobecněǰśı funkcionálńı
kalkulus, který v našem kontextu lze vybudovat. Začneme opět z definice prostoru zobra-
zeńı, se kterými budeme pracovat. Protože nezavád́ıme integraci na Banachových prosto-
rech, d̊ukazy v této sekci budou sṕı̌se informativńı, pro detaily viz [15].

Definice 1.18 (Holomorfnost). Necht’ je Ω ⊂ C oblast. Zobrazeńı f ∈ C(Ω) se nazývá
holomorfńı, jestliže v každém bodě z0 ∈ Ω existuje derivace

(1.42) f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

Prostor všech holomorfńıch zobrazeńı znač́ıme H(Ω).

Definice 1.19 (Komponenta). Necht’ je X topologický prostor. Množina M ⊂ X se
nazývá komponenta, jestliže se jedná o maximálńı souvislou množinu v tom smyslu, že
neńı obsažena v žádné jiné souvislé množině.
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Definice 1.20 (Holomorfńı kalkulus). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra, x ∈ X a
necht’ je σ(x) ⊂ Ω ⊂ C oblast. Holomorfńı funkcionálńı kalkulus2 je zobrazeńı

(1.43) Φx : H(Ω)→ X,

které definujeme jako Cauchyho integrál ve tvaru

(1.44) Φx(f) =
1

2πi

�
γ
f(z)(ze− x)−1 dz =

1

2πi

∑
n

�
γn

f(z)(ze− x)−1 dz,

kde γn jsou kladně orientované Jordanovy křivky takové, pro které σn(x) ⊂ Int(γn), kde
množiny σn(x) jsou jednotlivé disjunktńı komponenty spektra.

Poznámka. V předchoźı definici integrálńı reprezentace nezálež́ı na volbě konkrétńı inte-
gračńı křivky, analogicky integraci v komplexńı analýze. Budeme-li uvažovat, že předchoźı
integrál je definován ve slabém smyslu (je kompatibilńı s funkcionály), k čemuž nám postač́ı
i klasická Riemannovská formulace integrálu, potom pro libovolné φ ∈ X∗ lze psát

φ

(
1

2πi

�
γ
f(z)(ze− x)−1 dz

)
=

1

2πi

�
γ
f(z)φ

(
(ze− x)−1

)
dz = 0,

a protože X∗ jako d̊usledek Hahn-Banachovy věty odděluje body a integrál na pravé straně
je standardńı skalárńı integrál, potom s využit́ım věty o deformaci křivky z komplexńı
analýzy tedy vid́ıme, že na jej́ı volbě nezálež́ı.

Věta 1.29. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Holomorfńı funkcionálńı
kalkulus je homomorfismus, přičemž Φx(z) = x a Φx(1) = e.

D̊ukaz. Uvedeme pouze náznak d̊ukazu, pro konkrétńı detaily viz [15]. Linearita uvažova-
ného zobrazeńı Φx je zřejmá z vlastnost́ı integrálu. Ukážeme tedy, že toto zobrazeńı za-
chovává operaci násobeńı. Necht’ jsou γ1 a γ2 kružnice s poloměry ρ(x) < r1 < r2, potom

Φx(f)Φx(g) =

(
1

2πi

�
γ1

f(z)(ze− x)−1 dz

)(
1

2πi

�
γ2

f(w)(we− x)−1 dw

)
= · · ·

=
1

(2πi)2

�
γ1

�
γ2

f(z)g(w)(ze− x)−1(we− x)−1 dz dw = · · ·

=
1

(2πi)2

�
γ1

�
γ2

f(z)g(w)
1

z − w
[
(ze− x)−1 − (we− x)−1

]
dz dw,

kde v posledńı rovnosti jsme využili identity

(z − w)(ze− x)−1(we− x)−1 = (ze− x)−1 − (we− x)−1.

Tento integrál lze dále d́ıky linearitě rozdělit na dvě části, začneme nejdř́ıve z

1

(2πi)2

�
γ1

f(z)

�
γ2

g(w)

z − w
dw (ze− x)−1 dz,

což nám d́ıky Cauchyho větě (pro vektorový př́ıpad) dává výraz ve tvaru

1

2πi

�
γ2

g(w)

z − w
dw = g(z),

2Tento typ funkcionálńıho kalkulu lze v odborné literatuře taktéž nalézt pod názvem Dunford-
Schwartz̊uv funkcionálńı kalkulus.
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analogickým zp̊usobem ukážeme, že druhý integrál je nulový, takže

Φx(f)Φx(g) =
1

2πi

�
γ1

f(z)g(z)(ze− x)−1 dz = Φx(fg).

Pro druhou část d̊ukazu si všimněme, že plat́ı

z(ze− x)−1 = (ze− x+ x)(ze− x)−1 = e+ x(ze− x)−1,

z čehož dostáváme

Φx(z) =
1

2πi

�
γ
z(ze− x)−1 dz =

1

2πi

�
γ
x(ze− x)−1 dz = xΦx(1).

Ukážeme, že Φx(1) = e př́ımým výpočtem a aplikaćı předchoźıho pozorováńı

Φx(1) =
1

2πi

�
γ
(ze− x)−1 dz =

1

2πi

�
γ

1

z
e+

1

z
x(ze− x)−1 dz = e+ I(r),

kde I(r)→ 0 pro r →∞, takže Φx(1) = e, což zpětně také dává Φx(z) = x.

Tvrzeńı 1.30. Holomorfńı funkcionálńı kalkulus je rozš́ı̌reńım analytického kalkulu.

D̊ukaz. Uvažujme analytické zobrazeńı f ∈ A(Ω), kde σ(x) ⊂ Ω, pak lze psát

1

2πi

�
γ

( ∞∑
n=0

anz
n

)
(ze− x)−1 dz =

1

2πi

∞∑
n=0

an

�
γ

( ∞∑
k=1

xk

zk+1−n

)
dz =

∞∑
n=0

anΦx(zn),

z čehož je již zřejmá rovnost.

Př́ıklad 1.32. Uvažujme algebru Mn(C) a matici A ∈Mn(C), pro kterou plat́ı

A = aE +N,

kde N je matice nilpotentńı, tj. existuje m ∈ N takové, pro které Nm = 0. Tato matice
má nulové spektrum a protože uvažujeme součet s matićı diagonálńı, pak tato nilpotentńı
matice nám spektrum nijak neovlivńı a tud́ıž je spektrum této matice zřejmě σ(A) = {a}.
Resolventu lze psát ve tvaru

(zE −A)−1 =
m−1∑
k=0

Nk

(z − a)k+1
,

takže aplikaćı holomorfńıho funkcionálńıho kalkulu pro f ∈ H(Ω) dostáváme

f(A) =
m−1∑
k=0

(
1

2πi

�
γ

f(z)

(z − a)k+1
dz

)
Nk =

m−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
Nk,

což je přesně vztah, který jsme uváděli v př́ıkladu 1.25.

Tvrzeńı 1.31. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Je-li f ∈ H(Ω), kde Ω
je oblast, která obsahuje spektrum σ(x) ⊂ Ω, potom plat́ı

(1.45) σ(f(x)) = f(σ(x)).
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D̊ukaz. Uvažujme λ ∈ σ(x). Z komplexńı analýzy v́ıme, že existuje q takové, pro které

f(λ)− f(z) = q(z)(λ− z),

z čehož aplikaćı holomorfńıho funkcionálńıho kalkulu dostáváme

f(λ)e− f(x) = q(x)(λe− x).

Pokud by platilo f(λ) /∈ σ(f(x)), potom by pravá strana měla spojitou inverzi, ale v tom
př́ıpadě by měl spojitou inverzi i druhý člen na pravé straně, což by došlo ke sporu, že
plat́ı λ ∈ σ(x), takže muśı nutně platit f(λ) ∈ σ(f(x)). Dále necht’ λ /∈ f(σ(x)), potom

h(z) = (λ− f(z))−1

je holomorfńı zobrazeńı v okoĺı na okoĺı množiny σ(x), takže plat́ı

h(x)(λe− f(x)) = e,

což impluje, že λ /∈ f(σ(x)).

Tvrzeńı 1.32. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Necht’ Ω1 a Ω2 jsou
oblasti takové, pro které σ(x) ⊂ Ω1, f ∈ H(Ω1) a f(σ(x)) ⊂ Ω2. Necht’ dále je dáno
zobrazeńı g ∈ H(Ω2). Plat́ı

(1.46) g ◦ f(x) = g(f(x)).

D̊ukaz. Opět uvedeme náznak d̊ukazu, pro detaily viz [15]. Necht’ jsou γ1 a γ2 př́ıslušné
kladně orientované Jordanovy křivky. Potom lze psát

1

2πi

�
γ1

g ◦ f(z)(ze− x)−1 dz =

(
1

2πi

)2 �
γ1

(�
γ2

g(w)(w − f(z))−1 dw

)
(ze− x)−1 dz,

z toho daľśı úpravou dostáváme(
1

2πi

)2 �
γ2

g(w)

(�
γ1

(w − f(z))−1(ze− x)−1 dz

)
dw =

1

2πi

�
γ2

g(w)(we− f(x))−1 dw,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Věta 1.33. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Neodděluje-li spektrum σ(x)
body 0 a ∞, potom existuje logaritmus prvku x, přičemž pro 0 < α ≤ 1 existuje xα.

D̊ukaz. Protože spektrum neeoděluje 0 a∞, lze uvažovat otevřenou oblast Ω takovou, pro
kterou σ(x) ⊂ Ω, a zároveň přes kterou neprocháźı řez komplexńı roviny. Potom existuje
holomorfńı zobrazeńı f ∈ H(Ω) takové, pro které plat́ı

ef(z) = z.

Z předchoźıho tvrzeńı plyne, že f(x) je logaritmus. Pro druhou část tvrzeńı uvažujme

xα = eα ln(x),

č́ımž je d̊ukaz dokončen.

29 z 77



Poznámka. V předchoźı větě podmı́nka pro spektrum, které odděluje body 0 a∞, vycháźı
z toho, že logaritmus je obecně v komplexńı rovině v́ıcehodnotový, takže je třeba zvolit
nějakou jednu hodnotu, čehož dosáhneme konkrétńı volbou řezu komplexńı roviny.

Tvrzeńı 1.34. Necht’ je X unitálńı Banachova algebra a x ∈ X. Je-li p ∈ C[z] a p(x) = 0,
potom je spektrum množina všech kořen̊u polynomu p.

D̊ukaz. Polynom je holomorfńı, takže z vlastnost́ı holomorfńıho kalkulu p(σ(x)) = {0}.

Důsledek 1.35. Je-li A ∈Mn(C) invertiblńı, pak má logaritmus.

D̊ukaz. Dle Cayley-Hamiltonovy věty existuje polynom p, pro který plat́ı p(A) = 0 (cha-
rakteristický polynom matice), přičemž je-li matice A invertibilńı, pak spektrum neobsa-
huje nulu a tud́ıž neodděluje 0 a ∞. Existence logaritmu tedy plyne z věty 1.33.

Již jsme zmiňovali, že pro určité prvky obecných unitálńıch Banachových algeber můžeme
uvažovat tzv. spektrálńı rozklad, který je lineárńı kombinaćı idempotent̊u. Protože v
př́ıpadě holomorfńıho funkcionálńıho kalkulu máme možnost vyběru křivky pro integraci,
můžeme idempotenty konstruovat uměle.

Uvažujme 1Ω ∈ H(Ω), potom zřejmě pro toto zobrazeńı plat́ı

12
Ω = 1Ω.

Protože je funkcionálńı kalkulus z konstrukce homomorfismus algeber, potom vlastnosti
prvk̊u zachovává, což znamená, že můžeme uvažovat pro unitálńı Banachovu algebru X a
prvek x ∈ X tzv. spektrálńı idempotent ve tvaru

1Ω(x) ∈ X.

Vzhledem k tomu, že je tato konstrukce obecná, uvedeme j́ı jako definici.

Definice 1.21 (Spektrálńı idempotent). Necht’ je X unitálńı Banachova algebra x ∈ X.
Dále necht’ je Ω ⊃ σ(x) oblast. Spektrálńı idempotent je definován ve tvaru

(1.47) 1Ω(x) =
1

2πi

�
γ
(ze− x)−1 dz,

kde γ je Jordanova křivka, pro kterou Int(γ) ⊂ Ω.

Necht’ je X unitálńı Banachova algebra. Vzhledem k předchoźı definici můžeme uvažovat
takové prvky x ∈ X, kde libovolný prvek jejich spektra je izolovaný, tj. spektrum je
diskrétńı množina v topologickém smyslu. Takové spektrum indukuje systém ortogonálńıch
spektrálńıch idempotent̊u, což znamená, že lze uvažovat spektrálńı rozklad ve tvaru

x =

∞∑
n=1

λn1{λn}(x).

V př́ıpadě konečné dimenze se zřejmě jedná o zobecněńı Jordanova kanonického tvaru pro
matice, které jsou speciálńım př́ıpadem kompaktńıch operátor̊u. Pro př́ıpad, kdy spektrum
neńı diskrétńı množinou, předchoźı konstrukci zřejmě nelze použ́ıt.
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Př́ıklad 1.33. Uvažujme algebru M2(C) a necht’ je A ∈M2(C) ve tvaru

A =

[
1 1
0 −1

]
.

Spektrum této matice je zřejmě σ(A) = {−1, 1}. Dle předchoźı diskuze lze uvažovat křivky

γ1(t) = −1 + eit resp. γ2(t) = 1 + eit,

pro t ∈ [0, 2π). Resolventa je pro tuto matici dána ve tvaru

(zE −A)−1 =
1

z2 − 1

[
z + 1 1

0 z − 1

]
,

takže pro integrál podél prvńı křivky lze metodou rezidúı psát

1{1}(x) =
1

2πi

�
γ1

1

z2 − 1

[
z + 1 1

0 z − 1

]
dz =

1

2

[
0 −1
0 2

]
.

Analogicky pro druhý integrál máme vyjádřeńı ve tvaru

1{−1}(x) =
1

2

[
2 1
0 0

]
.

Již v́ıme, že se jedná o spektrálńı idempotenty, přičemž zároveň pro tuto matici můžeme
dle předchoźı diskuze psát spektrálńı rozklad ve tvaru

A = (−1)1{−1}(x) + (1)1{1}(x),

takže analogicky př́ıkladu 1.27 lze tedy v takovém př́ıpadě pro obecné f ∈ H(Ω) psát

f(A) =
1

2πi

�
γ1⊕γ1

f(z)(zE −A)−1 dz = f(−1)1{−1}(x) + f(1)1{1}(x).

1.2.4 Diskuze

Ačkoliv je námi vybudovaný funkcionálńı kalkulus aplikovatelný pouze na tř́ıdu holo-
morfńıch zobrazeńı, nese to s sebou tu výhodu, že je aplikovatelný v libovolné Banachově
algebře, u které jediné, co předpokládáme, je existence jednotky. O té však z této kapi-
toly v́ıme, že v př́ıpadě, že Banachova algebra žádnou jednotku neobsahuje, potom ji lze
přirozeně přidat tzv. unitalizaćı algebry.

Cena za takto obecný kalkulus je však ta, že tedy nemůžeme uvažovat např́ıklad absolutńı
hodnotu prvk̊u, což je sice spojité zobrazeńı, ale dle Cauchy-Riemannových podmı́nek
každé reálné holomorfńı zobrazeńı muśı být nutně konstantńı, což však absolutńı hodnota
nesplňuje. Stejně tak např́ıklad nemůžeme uvažovat reálnou či imaginárńı část, protože
komplexńı sdružeńı taktéž neńı holomorfńı zobrazeńı.

Také jsme si v této kapitole ukázali, že holomorfńı funkcionálńı kalkulus neńı obecně ani
injektivńı ani surjektivńı, což je však něco, co bychom od reprezentace algebry ve funkčńı
algebře požadovali. Tento nedostatek odstrańıme v následuj́ıćı kapitole za cenu toho, že
na uvažovanou Banachovu algebru budeme klást určitá omezeńı.
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Tato stránka je úmyslně ponechána prázdná.



2. Komutativńı Banachovy algebry
V této kapitole podrobněji rozebereme př́ıpad, kdy námi uvažovaná Banachova algebra X
je komutativńı. V takovém př́ıpadě se totiž ukazuje, že lze algebru X výhodně reprezen-
tovat pomoćı algebry spojitých zobrazeńı, se kterými obecně umı́me dobře pracovat, a v
př́ıpadě dodatečné struktury tato reprezentace bude isometrickým isomorfismem algeber.
Této reprezentaci ř́ıkáme obecně Gelfandova teorie.

2.1 Základńı pojmy

2.1.1 Znaky Banachových algeber

Definice 2.1 (Charakter). Necht’ je X Banachova algebra. Nenulové lineárńı zobrazeńı φ
mezi algebrami X a C se nazývá charakter, jestliže pro všechna x, y ∈ X plat́ı

(2.1) φ(xy) = φ(x)φ(y).

Množinu všech charakter̊u algebry znač́ıme ∆(X).

Poznámka. Pro notačńı jednoduchost budeme v určitých př́ıpadech psát ∆ = ∆(X).

Tvrzeńı 2.1. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra a φ ∈ ∆(X) je libovolný
charakter, potom plat́ı φ(e) = 1 a zároveň pro každé x ∈ G(X) plat́ı φ(x) 6= 0.

D̊ukaz. Necht’ je x ∈ X takové, pro které φ(x) 6= 0, potom zřejmě máme

φ(x) = φ(ex) = φ(e)φ(x),

z čehož př́ımo plyne prvńı část tvrzeńı. Pro druhou část uvažme x ∈ G(X), potom

φ(x)φ(x−1) = φ(xx−1) = φ(e) = 1,

z čehož však plyne, že je φ(x) nenulové.

Poznámka. V předchoźım d̊ukazu prvńı části tvrzeńı nemuśıme nutně uvažovat libovolný
prvek algebry x ∈ X takový, pro který je charakter nenulový, stač́ı totiž uvažovat

φ(e) = φ(e2) = φ(e)2,

přičemž jistě φ(e) 6= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě by žádný charakter algebry neexistoval.

Důsledek 2.2. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra a x ∈ X, potom λ ∈ σ(x)
právě tehdy, když existuje nějaké φ ∈ ∆(X) pro které plat́ı φ(x) = λ.

D̊ukaz. Je-li λ ∈ σ(x), potom (λe− x) /∈ G(X), ale dle předchoźı věty plat́ı

φ(λe− x) = λ− φ(x) = 0,

pro nějaké φ ∈ ∆(X), z čehož plyne naše tvrzeńı.
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Důsledek 2.3. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra a x ∈ X, potom plat́ı

(2.2) σ(x) = {φ(x) | φ ∈ ∆(X)}.

Tvrzeńı 2.4. Je-li X unitálńı Banachova algebra, potom pro každé φ ∈ ∆(X) plat́ı

(2.3) |φ(x)| < 1,

kde x ∈ X splňuje podmı́nku ‖x‖ < 1.

D̊ukaz. Necht’ |λ| ≥ 1, potom (e− λ−1x) ∈ G(x) dle tvrzeńı 1.7, což dává

φ(e− λ−1x) = 1− λ−1φ(x) 6= 0,

z čehož však plyne, že φ(x) 6= λ, č́ımž dostáváme naši nerovnost.

Důsledek 2.5. Je-li X unitálńı Banachova algebra, potom plat́ı ∆(X) ⊂ X∗.

Př́ıklad 2.1. Necht’ jeK kompaktńı Hausdorf̊uv prostor. Každý multiplikativńı funkcionál
v algebře C(K) má pro libovolné f ∈ C(K) tvar φx(f) = f(x).

Př́ıklad 2.2. Necht’ je D ⊂ C jednotkový disk. Disková algebra A(D) obsahuje funk-
cionály, které pro libovolné f ∈ A(D) maj́ı tvar φx(f) = f(x), což je v př́ımé analogii
předchoźımu př́ıkladu, ale na rozd́ıl od algebry C(K) však obsahuje i jiné funkcionály,
které nemaj́ı tento konkrétńı tvar, a to přesněji funkcionály závisej́ıćı na hranici.

Vzhledem k názvu kapitoly a kontextu, ve kterém charaktery algeber uvažujeme, se nab́ıźı
přirozená otázka, proč je uvažujeme pouze v př́ıpadě komutativńıch Banachových algeber.
Jako motivace poslouž́ı následuj́ıćı př́ıklad, který ukazuje, že charaktery algeber pro obecné
(ne nutně komutativńı) Banachovy algebry nemuśı v̊ubec existovat.

Př́ıklad 2.3. Uvažujme algebru M2(C). Tato algebra je zřejmě nekomutativńı unitálńı
Banachova algebra. Jestliže v této algebře existuj́ı charaktery, pak budou splňovat

φ(xy − yx) = 0.

Obecnou komutativńı relaci matic A,B ∈M2(C) můžeme psát jako

AB −BA =

[
cf − bg df + eb− af − bh

ag + ch− dg − ec bg − cf

]
,

kde a, b, c, d, e, f, g, h ∈ C. Uvažujme množinu všech takových součin̊u ve tvaru

X = {AB −BA | A,B ∈M2(C)}.

Připomeňme si zároveň, že stopa v lineárńı algebře je definována jako lineárńı funkcionál,
který vraćı součet všech prvk̊u na hlavńı diagonále, přesněji ji definujeme jako

tr : Mn(C)→ C : A 7→
n∑
k=1

akk.

Z předchoźı definice je již zřejmé, že pro stopu libovolné matice A ∈ X bude platit

tr(A) = 0,
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přičemž pro jádro stopy zároveň plat́ı N(tr) = X, takže stopa tento prostor charakterizuje,
pro d̊ukaz viz článek [16]. Uvažujeme-li tedy libovolnou matici A ∈M2(C), pak zřejmě

A− 1

2
tr(A)E ∈ X.

Z této skutečnosti dále plyne, že pro charaktery této algebry muśı nutně platit

φ

(
A− 1

2
tr(A)E

)
= φ(A)− 1

2
tr(A) = 0.

Protože však stopa neńı multiplikativńı funkcionál, nemůže být multiplikativńı ani φ, což
vede ke sporu, z čehož tedy můžeme učinit závěr, že v této algebře charaktery neexistuj́ı.
Stejný argument lze použ́ıt pro obecněǰśı algebry Mn(C), změńı se pouze konstanta.

Tvrzeńı 2.6. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra, pak je ∆(X) neprázdné.

D̊ukaz. Necht’ je X ∼= C, tj. každý prvek algebry je invertibilńı, potom zřejmě daný iso-
morfismus je znakem algebry dle Gelfand-Mazurovy věty. Př́ıpad, kdy algebra obsahuje
neinvertibilńı prvky, ukážeme později.

2.1.2 Ideály

Definice 2.2 (Ideál). Necht’ je X komutativńı Banachova algebra. Podprostor I ⊂ X se
nazývá ideál jestliže pro všechna x ∈ X a y ∈ I plat́ı xy ∈ I, přičemž ř́ıkáme, že je vlastńı,
jestliže je vlastńı podmnožinou algebry X, tj. X 6= I, a také ř́ıkáme, že je maximálńı,
jestliže neexistuje žádný ideál J , pro který I 6= J , takový, že plat́ı

(2.4) I ⊂ J ⊂ X.

Ideály komutativńıch Banachových algeber hraj́ı v naš́ı teorii analogickou roli co normálńı
grupy v abstraktńı algebře, přesněji v teorii grup. Stejně jako normálńı grupy můžeme
využ́ıt pro vytvářeńı nových grup pomoćı faktorizace, ideály algeber můžeme využ́ıt k
vytvářeńı nových komutativńıch Banachových algeber, o čemž pojednává následuj́ıćı věta.

Tvrzeńı 2.7. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra a I ⊂ X uzavřený ideál,
potom faktorizace X/I je taktéž komutativńı unitálńı Banachova algebra s normou

(2.5) ‖x+ I‖X/I = inf
y∈I
‖x+ y‖X ,

přičemž násobeńı pro x, y ∈ X/I definujeme ve tvaru

(2.6) (x+ I)(y + I) = xy + I.

D̊ukaz. Již v́ıme, že se jedná o Banach̊uv prostor, ukážeme tedy pouze, že násobeńı splňuje
definici. Necht’ x1, x2 ∈ X, potom lze pro ε > 0 naj́ıt y1, y2 ∈ I taková, že

‖xi + yj‖ ≤ ‖xi + I‖+ ε,

z čehož však plyne, že pro násobeńı plat́ı

‖(x1 + I)(x2 + I)‖ = ‖(x1x2 + I)‖ ≤ ‖(x1 + y1)(x2 + y2)‖ ≤ (‖x1‖+ ε) (‖x2‖+ ε) ,

ale protože bylo ε > 0 libovolné, je nerovnost násobeńı splněna. Zároveň však plat́ı

‖(x)‖ = ‖(x)(e)‖ ≤ ‖(x)‖ ‖(e)‖ ,

takže jednotka má jednotkovou normu.
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Věta 2.8. Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova algebra a I ⊂ X vlastńı ideál.

1. Ideál I neobsahuje invertibilńı prvky.

2. Uzávěr ideálu je ideál.

3. Každý maximálńı ideál je uzavřený.

4. Existuje maximálńı ideál J ⊂ X, pro který I ⊂ J .

D̊ukaz. Necht’ je tedy I vlastńı ideál algebry X.

1. Uvažujme, že existuje y ∈ I ∩ G(X), potom však x = y(y−1x) ∈ I pro všechna
x ∈ X, z čehož pak př́ımo plyne I = X, což je spor s t́ım, že je I vlastńı ideál.

2. Vı́me, že uzávěr podprostoru je opět podprostor, takže pokud y ∈ Ī a x ∈ X, pak
existuje posloupnost, pro kterou yn → I, takže xyn ∈ I, ale ze spojitosti násobeńı
dostáváme xyn → xy, takže xy ∈ Î.

3. Uvažujme, že je I maximálńı ideál. Protože ideál neobsahuje žádné invertibilńı prvky
a množina invertibilńıch prvk̊u G(X) je otevřená, úzavěr Ī také neobsahuje žádné
invertibilńı prvky a je vlastńım ideálem algebry X, ale z maximality plyne Ī = I.

4. Plyne ze Zornova lemmatu, vynecháváme.

T́ım jsou jednotlivá tvrzeńı dokázána.

Důsledek 2.9. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra, potom x ∈ G(X) právě
tehdy, když φ(x) 6= 0 pro všechna φ ∈ ∆(X).

D̊ukaz. Již jsme dokázali, že pokud x ∈ G(X), pak φ(x) 6= 0. Pro opačnou implikaci
uvažujme, že je x neinvertibilńı. Potom x ∈ I pro nějaký maximálńı ideál I ⊂ X, ale to
znamená φ(x) = 0, z čehož plyne naše tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.10. Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova algebra. Je-li I ⊂ X ma-
ximálńı ideál, potom plat́ı

(2.7) X/I ∼= C.

D̊ukaz. Každé (x) ∈ X/I je invertibilńı, takže tvrzeńı plyne z Mazur-Gelfandovy věty.

Př́ıklad 2.4. Necht’ je K kompaktńı Hausdorf̊uv prostor a x ∈ K, potom množina

I = {f ∈ C(K) | f(x) = 0},

je maximálńı ideál algebry C(K), přičemž lze ukázat, že každý ideál má tento tvar.

Vzhledem k tomu, že jsme již uváděli př́ıklad nekomutativńı unitálńı Banachovy algebry,
která neobsahovala žádné multiplikativńı funkcionály, tj. charaktery algebry, neńı d̊uvod
se domńıvat, že obecná Banachova algebra vždy muśı obsahovat netriviálńı vlastńı ideály.
Tuto skutečnost ilustruje následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 2.5. Uvažujme prostor Mn(C) a necht’ E(ij) ∈Mn(C) je matice, pro jej́ıž prvky

plat́ı E
(ij)
mn = δimδjn. Je-li A ∈Mn(C) libovolná matice, potom lze psát

E(ij)AE(kl) = ajkE
(il),

kde A ∈Mn(C). Protože můžeme v tělese komplexńıch č́ısel dělit, plyne z této identity

Mn(C) = span{E(ij)},

což však znamená, že jediný netriviálńı ideál této algebry je celý prostor Mn(C).

Znaky komutativńıch Banachových algeber a jejich maximálńı ideály spolu úzce souviśı,
což ukazuj́ı následuj́ıćı dvě velmi d̊uležité věty.

Věta 2.11. Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova algebra. Potom plat́ı, že I ⊂ X
je maximálńı ideál právě tehdy, když existuje φ ∈ ∆(X) takové, pro které I = N(φ),

D̊ukaz. Je-li φ ∈ ∆(X), potom je φ−1(0) ideál, ale zároveň je tento ideál maximálńı,
protože má kodimenzi 1, z čehož plyne naše tvrzeńı. Pro opačnou implikaci, kdy je I
maximálńı ideál, viz [15, str. 227].

Poznámka. V předchoźı sekci o znaćıch jsme ukázali př́ıklad algebry M2(C), která žádné
žádné charaktery algebry neobsahovala. V této sekci jsme ukázali, že tento prostor zároveň
neobsahuje žádné vlastńı maximálńı ideály, což je v souladu s předchoźı větou. Ta nám
dává návod pro analýzu obecných algeber, a to v tom smyslu, že nalezeńı ideál̊u dané
algebry je mnohdy jednodušš́ı.

Důsledek 2.12. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra, pak je ∆(X) neprázdné.

D̊ukaz. Př́ıpad, kdy je každý prvek invertibilńı jsme ukázali v předchoźı sekci. Existuje-li
však y ∈ X, které neńı invertibilńı, potom yX je vlastńı ideál, který je obsažen dle Zornova
lemmatu v nějakém maximálńı ideálu, který je jádrem pro nějaké φ ∈ ∆(X).

Věta 2.13 (Gelfand-Mazur). Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova algebra a necht’

je dále I(X) množina všech maximálńıch ideál̊u algebry X. Potom existuje kanonická
bijekce jakožto zobrazeńı ve tvaru

(2.8) ψ : I(X)→ ∆(X).

2.1.3 Gelfandova reprezentace

Definice 2.3 (Gelfandova reprezentace). Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova
algebra. Gelfandova reprezentace algebry X je zobrazeńı

(2.9) Γ : X → C(∆),

které je definováno ve tvaru

(2.10) Γx : ∆(X)→ C : φ 7→ φ(x).

Reprezentaci prvku x ∈ X také znač́ıme x̂.
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Poznámka. Prostor znak̊u algebry ∆(X) vybavujme tzv. Gelfandovou topologíı, což je
nejmenš́ı topologie, ve které je každá Gelfandova reprezentace spojité zobrazeńı, a to
konkrétněji slabou topologíı, ve které ř́ıkáme, že φn → φ právě tehdy, když φn(x)→ φ(x)
pro všechna x ∈ X.

Následuj́ıćı věta plat́ı i pro neunitálńı Banachovy s t́ım rozd́ılem, že se nakonec bude jednat
o lokálně kompaktńı prostor. Protože však lze obecně neunitálńı algebry unitalizovat,
uvedeme ji pouze pro tento př́ıpad.

Věta 2.14. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra, potom je množina všech
charakter̊u ∆(X) vzhledem ke Gelfandově topologii kompaktńı Hausdorf̊uv prostor.

D̊ukaz. Vynecháváme, lze ho naj́ıt např́ıklad v [15, s. 280].

Poznámka. Vzhledem k tomu, že je Gelfandova reprezentace spojitý homomorfismus,
bude obraz celé algebry X taktéž algebra. Tuto výslednou algebru označ́ıme Γ(X).

Věta 2.15. Je-li X komutativńı Banachova algebra, potom je Gelfandova reprezentace
homomorfismus mezi algebrami X a Γ(X), přičemž plat́ı

(2.11) N(Γ) =
⋂
α

Iα,

kde Iα ⊂ X jsou jednotlivé maximálńı ideály algebry X.

D̊ukaz. Necht’ je φ ∈ ∆(X). Dále necht’ x, y ∈ X a a ∈ C, potom lze psát

Γax+y(φ) = φ(ax+ y) = aφ(x) + φ(y) = aΓx(φ) + Γy(φ),

a v př́ıpadě násobeńı plat́ı

Γxy(φ) = φ(xy) = φ(x)φ(y) = Γx(φ)Γy(φ),

z čehož plyne, že se jedná o homomorfismus algeber. Dále je-li x ∈ N(Γ), potom nutně muśı
platit φ(x) = 0 pro všechna φ ∈ ∆(X), ale dle věty 2.11 se jedná o pr̊unik maximálńıch
ideál̊u, z čehož plyne naše tvrzeńı.

Poznámka. Zřejmě dle předchoźı věty je Gelfandova reprezentace komutativńıch Bana-
chových algeber injektivńı homomorfismus právě tehdy, když je pr̊unik všech maximálńıch
ideál̊u nulový, tj. N(Γ) = {0}. Takovým algebrám ř́ıkáme semi-prosté, přičemž samotný
pr̊unik maximálńıch ideál̊u nazýváme radikál algebry.

Tvrzeńı 2.16. Je-li X komutativńı unitálńı Banachova algebra a x ∈ X, potom plat́ı

(2.12) σ(x) = Γx(∆).

D̊ukaz. Zřejmé z vlastnosti znak̊u algebry.

Důsledek 2.17. Je-li X komutativńı Banachova algebra a x ∈ X, potom plat́ı

(2.13) ‖Γx‖∞ = ρ(x) ≤ ‖x‖ ,

kde ρ je spektrálńı poloměr, což zároveň znamená, že je Gelfandova reprezentace spojitá.
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D̊ukaz. Prvńı nerovnost na levé straně je zřejmá z předchoźıho tvrzeńı. Druhá nerovnost
plyne z d̊usledku o spektrálńım poloměru 1.13.

Tvrzeńı 2.18. Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova algebra. Pak prvek x ∈ X je
invertibilńı právě tehdy, když je invertibilńı jeho reprezentace Γx.

D̊ukaz. Uvažujme, že je x ∈ G(X). Protože je Gelfandova reprezentace multiplikativńı
homomorfismus, potom muśı být Γx invertibilńı v algebře C(∆). Naopak když x /∈ G(X),
potom nutně muśı platit x ∈ I, kde I ⊂ X je nějaký maximálńı ideál, což v př́ımé
korespondenci se charaktery algebry dává Γx(φ) = 0 pro nějaké φ ∈ ∆(X), z čehož však
plyne, že reprezentace Γx nemůže být invertibilńı v algebře C(∆), nebot’ 0 ∈ σ(Γx).

Př́ıklad 2.6. Uvažujme algebru M2(C) a podalgebru N ⊂M2(C) generovanou1 maticemi

A =

[
a 0
0 a

]
= aE, B =

[
0 b
0 0

]
= bU,

kde a, b ∈ C jsou libovolné. Vid́ıme, že tato podalgebra je zřejmě komutativńı, což zna-
mená, že prostor ∆(N) je neprázdný. Je-li tedy φ ∈ ∆(N), potom plat́ı

φ(B2) = φ(B)2 = 0,

z čehož plyne, že φ(B) = 0, přičemž ze základńıch vlastnost́ı znak̊u v́ıme, že φ(A) = a, to
nám však již definuje jediný charakter algebry, který tato algebra obsahuje. Gelfandova
reprezentace této algebry tedy má následuj́ıćı tvar

ΓaE+bU (φ) = φ(aE + bU) = aφ(E) + bφ(U) = a.

Užitečnost Gelfandovy transformace v naš́ı abstraktńı teorii lze ilustrovat na následuj́ıćım
př́ıkladu, který ukazuje, že tuto transformaci na obecných komutativńıch unitálńıch Ba-
nachových algebrách lze v některém abstraktńım smyslu ztotožnit s konkrétńım př́ıpadem
Fourierovy transformace na klasických L1(Rn) algebrách.

Př́ıklad 2.7. Uvažujme prostor L1(Rn). Již v́ıme, že se jedná o komutativńı Banachovu
algebru, protože konvoluce je komutativńı operace násobeńı a jednotku můžeme přidat dle
již dř́ıve popsaného zp̊usobu. Pro připomenut́ı má každý prvek tvar

f + aδ ∈ L1(Rn)⊕ Cδ,

kde f ∈ L1(Rn), a ∈ C a δ je delta mı́ra, přičemž násobeńı je dáno ve tvaru

(f + aδ) ∗ (g + bδ) = (f ∗ g + bf + ag) + abδ.

Uvažujme dále zobrazeńı φt : L1(Rn)⊕ Cδ → C ve tvaru

φt(f + aδ) = f̂(t) + a,

kde f̂ je Fourierova transformace. Plat́ı φt ∈ ∆(L1(Rn) ⊕ Cδ), přičemž lze ukázat, že
prostor všech znak̊u je dán ve tvaru ∆(L1(Rn)⊕ Cδ) = {φt | t ∈ R} ∪ {φ∞}, kde

φ∞(f + aδ) = a,

1Generovaná algebra prvkem x ∈ X je uzávěr (tud́ıž se jedná o Banachovu algebru) prostoru všech
prvk̊u ve tvaru p(x), kde p je libovolný polynom.
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dle Riemann-Lebesgueova lemmatu o Fourierově transformaci, pro konkrétńı detaily viz
[15, str. 285], což však již přirozeně naznačuje, že tento prostor lze ztotožnit s jednobodovou
kompaktifikaćı reálných č́ısel, tj. máme homeomorfismus

∆(L1(Rn)⊕ Cδ) ∼= Rn ∪ {∞}.

Uvažujme tedy zobrazeńı T : R → ∆(L1(Rn) ⊕ Cδ) : t 7→ φt. Toto zobrazeńı je zřejmě
bijektivńı, přičemž je také spojité, protože je-li tk → t a f + aδ ∈ L1(Rn)⊕ Cδ, potom

T (tk)(f + aδ) = f̂(tk) + a→ φt(f + aδ) = f̂(t) + a,

kde jsme využili toho, že Fourierova transformace je spojité zobrazeńı. Budeme-li dále
uvažovat posloupnost φtk → φt, dostaneme

φtk(f + aδ) = f̂(tk) + a→ φt(f + aδ) = f̂(t) + a,

ale protože to plat́ı pro všechna f ∈ L1(Rn), plat́ı také tk → t. Analogicky ukážeme, že
toto plat́ı i pro posloupnost tk →∞, což však znamená, že inverzńı zobrazeńı T−1 je také
spojité a tud́ıž se jedná o homeomorfismus, z čehož již lze učinit závěr, že Gelfandova
reprezentace na tomto prostoru je totožná s Fourierovou transformaćı.

Analogicky bychom podobný výsledek očekávali i v př́ıpadě prostoru posloupnost́ı, kde
zřejmě mı́sto Fourierovy transformace bude mı́t Gelfandova reprezentace tvar diskrétńı
Fourierovy transformace. Tento př́ıpad si také ukážeme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 2.8. Uvažujme prostor `1(Z). Jedná se o komutativńı Banachovu algebru s ope-
raćı konvoluce ve tvaru

(x ∗ y)n =
∑
k∈Z

xkyn−k,

přičemž tento prostor obsahuje jednotku δ = δ0, kde δn ∈ `1(Z) definujeme jako posloup-
nost, která má jedničku na n-tém mı́stě. Všimněme si, že pro tyto posloupnosti plat́ı

δm ∗ δn = δm+n.

Je-li f ∈ `1(Z) libovolná posloupnost, potom zřejmě lze psát

f =
∑
n∈Z

f(n)δn.

Je-li dále φ ∈ ∆(`1(Z)), potom dostáváme

φ(f) = φ

(∑
n∈Z

f(n)δn

)
=
∑
n∈Z

f(n)φ(δn) =
∑
n∈Z

f(n)φ(δ)n,

ale protože je δ jednotka, muśı platit φ(δ) ∈ T, kde T je komplexńı jednotková kružnice,
takže Gelfandova reprezentace je dána ve tvaru

Γf (z) =
∑
n∈Z

f(n)zn, z ∈ T,

což je očekávaná diskrétńı Fourierova transformace.

Poznámka. Pro přirozeněǰśı tvar diskrétńı Fourierovy transformace, se kterým se můžeme
setkat v kontextu inženýrském, můžeme psát

ψ : T→ T : z 7→ eiθ.

40 z 77



Jako posledńı př́ıklad uvedeme prostor spojitých zobrazeńı, abychom ilustrovali, že Gel-
fandova reprezentace se v takovém př́ıpadě chová přirozeným zp̊usobem, jak bychom to
očekávali, tj. spojitá zobrazeńı budou reprezentována sama sebou.

Př́ıklad 2.9. Uvažujme kompaktńı Hausforf̊uv prostor K a algebru X = C(K). Již v́ıme,
že všechny maximálńı ideály této algebry lze vyjádřit v množinovém tvaru jako

Ix = {f ∈ X | f(x) = 0},

což přirozeně naznačuje, že máme homeomorfismus ve tvaru

∆(X) ∼= K,

kde všechny charaktery φt ∈ ∆(X) maj́ı tvar

φt(f) = f(t),

z čehož je již zřejmé, že Gelfandova reprezentace libovolného spojitého zobrazeńı f je opět
to samé spojité zobrazeńı, což se shoduje s naš́ı intuićı.

Gelfandova reprezentace komutativńıch Banachových algeber nemuśı být obecně injektivńı
(v́ıme však, že je injektivńı právě tehdy, když jej́ı radikál je triviálńı) ani surjektivńı. Má-li
naše algebra však dodatečnou strukturu, pak je Gelfandova reprezentace isometrie.

Věta 2.19. Necht’ je X komutativńı unitálńı Banachova algebra. Plat́ı-li rovnost

(2.14) ‖x2‖ = ‖x‖2 ,

pro všechna x ∈ X, potom je Gelfandova reprezentace isometrie.

D̊ukaz. Uvažujme, že tato rovnost plat́ı. Potom induktivně dostáváme

‖x2n‖ = ‖x‖2n ,

z čehož však aplikaćı věty o spektrálńım poloměru dostáváme

ρ(x) = ‖x‖ = ‖Γx‖∞ .

Naopak uvažujme, že
∥∥x2
∥∥ = s2, tj. indukćı

∥∥x2n
∥∥ ≤ s2n, to vede na

‖Γx‖∞ ≤ s,

což však v př́ıpadě isometrie vynut́ı s = ‖x‖.

2.2 Hvězdičkové Banachovy algebry

V této sekci zavedeme novou tř́ıdu Banachových algeber, jejichž struktura nám dává
možnost isometricky isomorfńı Gelfandovy reprezentace (samozřejmě za předpokladu ko-
mutativity dané algebry).

Jako prototyp pro tyto speciálńı Banachovy algebry využijeme unitálńı (a komutativńı)
Banachovy algebry komplexńıch č́ısel C, o které v́ıme, že můžeme uvažovat operaci kom-
plexńıho sdružeńı, kterou pro libovolný prvek (a+ ib) ∈ C definujeme jako

(a+ ib)∗ = a− ib,

přičemž tato operace je v komplexńıch č́ıslech spojitá.
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Definice 2.4 (Involuce). Necht’ je X Banachova algebra. Involuce je unárńı operace, která
pro všechna x, y ∈ X a a ∈ C splňuje následuj́ıćı podmı́nky

(1) (ax+ y)∗ = a∗x∗ + y∗,

(2) (xy)∗ = y∗x∗,

(3) x∗∗ = x,

kde a∗ je standardńı komplexńı sdružeńı, tj. (u+ iv)∗ = u− iv, kde u, v ∈ R.

Př́ıklad 2.10. Uvažujme Banach̊uv prostor B(H,K), kde H a K jsou Hilbertovy prostory,
a necht’ x ∈ B(H,K) libovolný operátor. Sdružený operátor x∗ ∈ B(K,H) v takovém př́ı-
padě definujeme pomoćı skalárńıho součinu ve tvaru

(xξ1, ξ2)K = (ξ1, x
∗ξ2)H ,

pro všechna ξ1 ∈ H a ξ2 ∈ K. Ověřme, že takto definované sdružeńı lineárńıch operátor̊u je
skutečně operace involuce. Ukážeme pouze, že splňuje prvńı podmı́nku z definice involuce,
zbylé dvě jsou zřejmé. Necht’ x, y ∈ B(H,K) a a ∈ C, potom plat́ı

((ax+ y)ξ1, ξ2)K = a (xξ1, ξ2)K + (yξ1, ξ2)K = · · ·
= a (ξ1, x

∗ξ2)H + (ξ1, y
∗ξ2)H = (ξ1, (ax+ y)∗ξ2)H .

Plat́ı-li H = K, potom je prostor B(H) unitálńı Banachova algebra s involućı. Existence
takového sdruženého operátoru plyne z Rieszovy věty, pro detaily viz [15].

Uvažujme opět unitálńı Banachovu algebru komplexńıch č́ısel C. V této algebře lze jed-
noduše nalézt prvky, které jsou v̊uči komplexńımu sdružeńı invariantńı ve smyslu, že plat́ı

z∗ = z.

Vyjádř́ıme-li si takový prvek explicitně ve tvaru

(a+ ib)∗ = a− ib,

pak zjist́ıme, že těmito prvky jsou právě ryze reálná č́ısla. Analogický rozklad libovolného
komplexńıho č́ısla na reálnou a imaginárńı část lze uvažovat i v obecněǰśıch Banachových
algebrách s involućı, jak si ukážeme později.

Definice 2.5 (Samo-sdruženost). Necht’ je X Banachova algebra s involućı. Prvek x ∈ X
se nazývá samo-sdružený, jestliže pro něj plat́ı

(2.15) x∗ = x.

Poznámka. Máme-li unitálńı Banachovu algebru s involućı, potom je jednotka vždy samo-
sdruženým prvkem, nebot’ pro libovolné x ∈ X máme

ex = xe = x, ale e∗x∗ = x∗e∗ = x∗,

a protože je jednotka jediná, muśı tedy platit e∗ = e.
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Př́ıklad 2.11. V Banachově algebře komplexńıch č́ısel C jsme již zmı́nili, že samo-sdružené
prvky jsou právě ryze reálná komplexńı č́ısla. Pro netriviálńı př́ıklad uvažujme Banachovu
algebru s involućı M2(C) a matici A ∈M2(C) ve tvaru

A =

(
a b
c d

)
,

kde a, b, c, d ∈ C jsou libovolné. Sdružená matice je dána ve tvaru

A∗ =

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
,

z čehož vid́ıme, že množina samo-sdružených matic je dána ve tvaru

M2(C)sa =

{(
a b+ ic

b− ic d

)
| a, b, c, d ∈ R

}
,

z čehož vid́ıme, že se jedná o reálný Banach̊uv prostor. Nejedná se však o algebru, nebot’

tento prostor neńı uzavřený na součin, tj. z definice involuce pro A,B ∈M2(C)sa plat́ı

(AB)∗ = B∗A∗ = BA,

což zřejmě neńı samo-sdružený prvek, pokud A a B nekomutuj́ı.

Tvrzeńı 2.20. Necht’ je X Banachova algebra s involućı a necht’ prvky x, y ∈ X jsou
samo-sdružené. Součin xy ∈ X je samo-sdružený právě tehdy, když x a y komutuj́ı.

D̊ukaz. V př́ıpadě, že je součin samo-sdružený, potom (xy)∗ = yx = xy. Opačně pokud
budeme uvažovat, že prvky spolu komutuj́ı, potom dostáváme

(xy)∗ = y∗x∗ = yx = xy,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Důsledek 2.21. Je-li X komutativńı Banachova algebra s involućı, potom reálný lineárńı
prostor Xsa, definovaný v př́ıkladě 2.11, je reálná Banachova algebra s triviálńı involućı.

Tvrzeńı 2.22. Necht’ je X Banachova algebra s involućı. Prvky x, y ∈ X komutuj́ı právě
tehdy, když komutuj́ı x∗, y∗ ∈ X.

D̊ukaz. Stač́ı uvažovat součin xy = yx a provést involuci, č́ımž dostaneme y∗x∗ = x∗y∗.

Tvrzeńı 2.23. Necht’ je X Banachova algebra s involućı. Pro každé x ∈ X existuje
dekompozice ve tvaru

(2.16) x = u+ iv,

kde u, v ∈ X jsou samo-sdružené.

D̊ukaz. Stač́ı zřejmě uvažovat rozklad ve tvaru

2u = (x+ x∗) a 2v = i(x∗ − x).

Př́ımým dosazeńım dostáváme požadovanou dekompozici. Uvažujme jinou dekompozici ve
tvaru x = u′ + iv′ a položme w = v′ − v. Potom w a iw jsou samo-sdružené, přičemž

iw = (iw)∗ = −iw,

ale z toho plyne, že w = 0, tud́ıž je tato dekompozice jediná.
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Důsledek 2.24. Necht’ je X Banachova algebra s involućı. Potom plat́ı

(2.17) X = Xsa + iXsa.

Př́ıklad 2.12. Uvažujme algebru M2(C) a matici A ∈M2(C) ve tvaru

A =

(
1 + i 1
−1 1− i

)
.

Dekompozice této matice na samo-sdružené matice je dána ve tvaru

A =

(
1 0
0 1

)
+ i

(
1 −i
i −1

)
.

Struktura Banachova prostoru Xsa je d̊uležitá z praktického hlediska např́ıklad v kon-
textu kvantové fyziky, kde se uvažuj́ı samo-sdružené operátory na Hilbertových prostorech
jakožto pozorovatelné (fyzikálńı veličiny jako je rychlost či třeba hybnost částice).

Protože je komutativita obecně poměrně silný požadavek pro algebru, prostor Xsa obecně
neńı přirozeně algebrou. Všimněme si však, že jsou-li prvky x, y ∈ Xsa, potom plat́ı

(xy + yx) ∈ Xsa,

což nám dovoluje na takovém prostoru definovat operaci součinu ve tvaru

x ◦ y =
1

2
(xy + yx).

Protože tento součin neńı asociativńı (je však na druhou stranu vždy komutativńı), neńı
tento prostor Banachovou algebrou, ale speciálńı Jordanovou algebrou, která úzce souviśı
s Jordanovými triple systémy, které uvedeme v posledńı kapitole.

Jako jednoduchý př́ıpad, kdy se přirozeně můžeme setkat se samo-sdruženými prvky v
obecných algebrách uvád́ıme následuj́ıćı př́ıklad, který jsme již viděli v kontextu řešeńı
jednoduchých diferenciálńıch rovnic.

Př́ıklad 2.13. Uvažujme unitálńı Banachovu algebru s involućı X a necht’ je x ∈ X
libovolné a také uvažujme v rámci tohoto př́ıkladu, že je involuce isometrie. V takové
algebře můžeme definovat množinu exponenciál daného prvku s parametrem t ∈ R jako
mocninnou řadu ve tvaru

etx =

∞∑
n=0

1

n!
(tx)n.

Aplikujeme-li involuci člen po členu (to lze, protože se jedná o isometrii), potom dostáváme

(etx)∗ = etx
∗
.

Budeme-li uvažovat, že prvek s vlastńı involućı komutuje (později pro takové prvky zave-
deme definici), potom můžeme uvažovat součin

etxetx
∗

= et(x+x∗).

Z toho vid́ıme, že bude-li x ∈ X anti-sdružené, tj. x∗ = −x, potom nám sdružeńı této
exponenciály dává inverzi, ale z předchoźı charakterizace protor̊u samo-sdružených prvk̊u
tedy v́ıme, že muśı platit x ∈ iXsa, takže můžeme tedy uvažovat exponenciály ve tvaru

eitx.

S takovými výrazy se často můžeme setkat v teoretické fyzice.
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Př́ıklad 2.14. Uvažujme kompaktńı Hausdorf̊uv prostor K. V takovém př́ıpadě je Ba-
nachova algebra C(K) algebra s přirozenou involućı (komplexńı sdružeńı komplexńıch
zobrazeńı). Všimněme si, že v této algebře zřejmě plat́ı

‖f∗f‖∞ = ‖f‖2∞ ,

ale to však z definice Banachovy algebry zároveň dává

‖f‖2∞ = ‖f∗f‖∞ ≤ ‖f
∗‖∞ ‖f‖∞ .

Nahrad́ıme-li f 7→ f∗ a zároveň f∗ 7→ f , potom zjist́ıme, že v této algebře je involuce
přirozeně isometrie.

V předchoźım př́ıkladu jsme ukázali, že v algebře spojitých komplexńıch zobrazeńı (která
je d̊uležitá, jak jsme již ukazovali v předchoźı kapitole, předevš́ım v kontextu Gelfandovy
reprezentace). Je-li X Banachova algebra s involućı, která je zároveň v této algebře iso-
metríı, a prvek x ∈ X je samo-sdružený, potom zřejmě plat́ı

‖x∗x‖ =
∥∥x2
∥∥ = ‖x‖2 ,

což lze porovnat s podmı́nkou pro to, kdy je Gelfandova reprezentace isometríı.

Př́ıklad 2.15. Uvažujme algebru B(H), kde H je Hilbert̊uv prostor a necht’ x ∈ B(H).
Protože se jedná o Banachovu algebru, potom zřejmě plat́ı

‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖ ‖x‖ .

Uvažujme libovolné ξ ∈ H s jednotkovou normou. Cauchy-Schwarz nám dává

(x∗x ξ, ξ) ≤ ‖x∗x‖ ,

to ale znamená, že plat́ı nerovnost ve tvaru

‖x∗‖ ‖x‖ ≥ ‖x∗x‖ ≥ sup
ξ

(x∗x ξ, ξ) = sup
ξ

(x ξ, x ξ) = ‖x‖2 .

Záměnou x 7→ x∗ a zároveň x∗ 7→ x dostáváme, že sdružeńı je isometrie.

Poznámka. Všimněme si, že chceme-li, aby nám podmı́nka z předchoźıch př́ıklad̊u impli-
kovala isometrii involuce, stač́ı uvažovat pouze slabš́ı verzi ve tvaru

‖x‖2 ≤ ‖x∗x‖ .

Vzhledem k tomu, že algebry spojitých zobrazeńı a omezených lineárńıch operátor̊u obě
splňuj́ı stejnou podmı́nku, je účelné uvažovat takové algebry obecně.

Definice 2.6 (C∗-algebra). Necht’ je X obecná Banachova algebra s involućı. Tuto algebru
nazýváme C∗-algebra, jestliže pro všechna x ∈ X plat́ı

(2.18) ‖x∗x‖ = ‖x‖2 .

Poznámka. Je-li X C∗-algebra, která obsahuje jednotku (libovolné normy), tak je auto-
maticky unitálńı nebot’ plat́ı

‖e∗e‖ = ‖e‖ = ‖e‖2 .
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Stejně jako v obecných Banachových algebrách s involućı (bez dodatečné struktury) jsme
přirozeně uvažovali samo-sdružené prvky, v C∗-algebrách je zaj́ımavé vzhledem k uvažova-
né podmı́nce uvažovat prvky, kterým ř́ıkáme normálńı, viz následuj́ıćı definice.

Definice 2.7 (Normalita). Necht’ je X C∗-algebra. Prvek x ∈ X se nazývá normálńı,
jestliže pro něj plat́ı

(2.19) x∗x = xx∗.

Poznámka. Všimněme si, že samo-sdružené prvky jsou v libovolné algebře normálńı,
opačná implikace však neplat́ı.

Tvrzeńı 2.25. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Je-li x ∈ X je normálńı, potom plat́ı

(2.20) ρ(x) = ‖x‖ .

D̊ukaz. Uvažujme nejdř́ıve, že x ∈ X je samo-sdružený (tud́ıž i normálńı), plat́ı

‖x‖2 = ‖xx∗‖ =
∥∥x2
∥∥ ,

z čehož indukćı dostáváme
‖x‖2

n

= ‖x2n‖,

takže dle věty o spektrálńım poloměru máme

ρ(x) = lim
n→∞

‖x2n‖2−n
= ‖x‖ .

Dále protože xx∗ je samo-sdružený, můžeme pro x normálńı psát

ρ(x)2 =
(

lim
n→∞

‖x2n‖2−n
)2

= lim
n→∞

‖
(
x2n
) (
x2n
)∗‖2−n

= lim
n→∞

‖(xx∗)2n‖2−n
= ‖x‖2 ,

což po odmocněńı obou stran dává naši požadovanou rovnost.

Důsledek 2.26. Je-li X Banachova algebra s involućı, potom existuje jediná norma,
vzhledem ke které je tato algebra C∗-algebrou.

D̊ukaz. Uvažujme dvě normy, vzhledem ke kterým je tato algebra C∗-algebrou a necht’

x ∈ X je libovolné; potom lze dle předchoźıho tvrzeńı 2.25 psát

‖x‖21 = ‖x∗x‖1 = ρ(x∗x) = ‖x∗x‖2 = ‖x‖21 ,

z čehož plyne, že jsou tyto dvě normy stejné.

Tvrzeńı 2.27. Necht’ je X Banachova algebra s involućı a necht’ x ∈ X je normálńı prvek
s rozkladem na samo-sdružené prvky x1, x2 ∈ Xsa ve tvaru

(2.21) x = x1 + ix2.

Potom prvky x1 a x2 komutuj́ı, tj. x1x2 = x2x1.

D̊ukaz. Již v́ıme, že takový rozklad existuje a je jedinečný dle tvrzeńı o rozkladu 2.23,
necht’ tedy x = x1 + ix2, kde x1, x2 ∈ Xsa, potom př́ımým výpočtem

x1x2 =
1

2
(x+ x∗)

1

2i
(x− x∗) =

1

4i
(x2 − xx∗ + x∗x− (x∗)2) =

1

4i
(x2 − (x2)∗).

Analogicky i pro druhý součin, z čehož nakonec dostáváme naše tvrzeńı.
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Na konec sekce zmı́ńıme, že každou konečně dimenzionálńı C∗-algebru lze reprezentovat
pomoćı nějakých prostor̊u čtvercových matic. Analogicky v nekonečné dimenzi lze tyto
algebry reprezentovat jako podprostory spojitých lineárńıch operátor̊u nad nějakými Hil-
bertovými prostory. Pro detaily viz [15] či př́ıpadně [14]; následuj́ıćı větu uvád́ıme pouze
pro konečně dimenzionálńı algebry.

Věta 2.28. Necht je X unitálńı konečně dimenzionálńı C∗-algebra. Potom existuje je-
dinečné n ∈ N takové, že plat́ı

(2.22) X ∼=
n⊕
k=1

Mmk(C),

kde (mi) jsou jediná až na permutaci.

2.3 Spojitý funkcionálńı kalkulus

V této sekci zavedeme spojitý funkcionálńı kalkulus, který je zřejmým rozš́ı̌reńım holo-
morfńıho funkcionálńıho kalkulu za cenu toho, že se omeźıme na algebry s konkrétněǰśı
strukturou. Nejdř́ıve začneme z krátké diskuze ohledně spekter.

Definice 2.8 (Unitarita). Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Prvek u ∈ X se nazývá
unitárńı, jestliže pro něj plat́ı

(2.23) u∗u = uu∗ = e.

Poznámka. Stejně jako v př́ıpadě samo-sdružených prvk̊u jsou unitárńı prvky taktéž
normálńı.

Př́ıklad 2.16. Uvažujme algebru B(H), kde H je Hilbert̊uv prostor. V takovém př́ıpadě
jsou unitárńı prvky právě surjektivńı lineárńı isometrie.

Tvrzeńı 2.29. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a u ∈ X je unitárńı. Potom plat́ı

(2.24) σ(u) ⊂ T.

D̊ukaz. Protože je dle předpokladu u unitárńı, muśı být unitárńı i u∗, takže můžeme psát

‖u‖2 = ‖u∗u‖ = ‖e‖ = 1,

ale protože je normálńı, pak dle tvrzeńı 2.25 pro všechna λ ∈ σ(u) máme |λ| ≤ 1, ale
protože pro unitárńı prvky zřejmě plat́ı u∗ = u−1, potom máme

λ−1 ∈ σ(u−1) = σ(u∗),

ale to znamená, že pro všechna λ ∈ σ(u) zároveň plat́ı |λ| ≥ 1, takže σ(u) ⊂ T.

Tvrzeńı 2.30. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a x ∈ X je samo-sdružené. Potom plat́ı

(2.25) σ(u) ⊂ R.
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D̊ukaz. Necht’ λ ∈ σ(x) je libovolné. Protože je algebra komplexńıch č́ısel Banachova
algebra s involućı, lze dle věty o rozkladu 2.23 uvažovat

λ = α+ iβ,

kde α, β ∈ C sa = R. Uvažujme posloupnost ve tvaru

xn = x− αe+ inβe, i(n+ 1)β ∈ σ(xn),

kde ρ(xn) = ‖xn‖, protože je xn normálńı. Nakonec máme odhad

(n+ 1)2β2 ≤ ρ(xn)2 = ‖xn‖2 = ‖x∗nxn‖ =
∥∥(x− αe)2 + n2β2e

∥∥ ≤ ‖x− αe‖2 + n2β2,

což implikuje, že člen n2β2 je omezený pro všechna n ∈ N, takže β = 0, z čehož λ ∈ R.

Vrát́ıme-li se ke Gelfandově reprezentaci komutativńıch algeber, je pro naše účely d̊uležité
ukázat, jak se chovaj́ı charaktery vzhledem ke komutativńı C∗-algebře.

Tvrzeńı 2.31. Necht’ je X komutativńı C∗-algebra a necht’ φ ∈ ∆(X) je libovolný cha-
rakter algebry. Potom pro všechna x ∈ X plat́ı

(2.26) φ(x∗) = φ(x)∗.

D̊ukaz. Uvažujme pro x ∈ X rozklad dle věty 2.23 ve tvaru x = a+ ib. Protože charaktery
př́ımo koresponduj́ı se spektrem daného prvku, pak dle předchoźı věty dostáváme

φ(a) ∈ σ(a) ⊂ R, φ(b) ∈ σ(b) ⊂ R,

z toho však rovnou plyne

φ(x∗) = φ(a− ib) = φ(a)− iφ(b) = φ(x)∗,

takže znaky přirozeně respektuj́ı operaci involuce.

Poznámka. Zobrazeńı, která respektuj́ı operaci involuce se nazývaj́ı ∗-homomorfismy.

Věta 2.32. Necht’ je X unitálńı komutativńı C∗-algebra. Gelfandova reprezentace ve tvaru

(2.27) Γ : X → C(∆),

isometrický ∗-isomorfismus.

D̊ukaz. Gelfandova reprezentace je isometrie, nebot’ pro všechna x ∈ X plat́ı

‖Γx‖2∞ = ‖Γ∗xΓx‖∞ =
∥∥Γ(x∗x)

∥∥
∞ = ρ(x∗x) = ‖x∗x‖ = ‖x‖2 ,

což znamená, že Γ(X) je uzavřená podalgebra C(∆), která odděluje body, přičemž pro
každé φ ∈ ∆(X) existuje x ∈ X, které splňuje

Γx(φ) 6= 0,

takže dle Stone-Weierstrassovy věty [15] dostáváme

Γ(X) ∼= C(∆),

z čehož plyne naše tvrzeńı.
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Vzhledem k předchoźı větě o Gelfandově reprezentaci komutativńıch C∗-algeber máme
přibližný návod, jak konstruovat pro takové algebry spojitý funkcionálńı kalkulus. Kdy-
bychom totiž mohli identifikovat prostor charakter̊u ∆(X) se spektrem uvažovaného prvku
algebry x ∈ X, potom bychom pro libovolné f ∈ C(∆) mohli psát

f(x) = Γ−1
x (f).

Předpokládejme nejdř́ıv, že toto opravdu lze provést. Potom však nastává problém, co
se týče požadavku komutativity, nebot’ mnohé zaj́ımavé algebry komutativńı nejsou, ale
přesto obsahuj́ı komutativńı podalgebry. Můžeme tedy naj́ıt nějakou takovou algebru,
která obsahuje náš uvažovaný prvek. Ze základńı teorie Banachových algeber však v́ıme,
že toto omezeńı nám naruš́ı spektrum.

Věta 2.33. Necht’ jeX unitálńı C∗-algebra. Je-li Y ⊂ X unitálńı C∗-podalgebra se stejnou
jednotkou, potom pro všechna x ∈ Y plat́ı

(2.28) σX(x) = σY (x),

tj. při omezeńı nedojde ke změně spektra.

D̊ukaz. Tuto větu dokážeme pouze pro př́ıpad, kdy je algebra Y ⊂ X komutativńı. V
takovém př́ıpadě totiž plat́ı, že každý prvek x ∈ Y je normálńı. Necht’ tedy x ∈ Y je
libovolné a necht’ x−1 ∈ Y . Protože je x ∈ Y normálńı, je normálńı i jeho inverze, ale to
však znamená, že z komutativity plyne x−1 ∈ Y .

Chceme-li tedy zvolit nějakou komutativńı podalgebru, která obsahuje náš prvek x ∈ X,
muśı taková algebra zřejmě obsahovat x∗ ∈ X, ale protože muśı být komutativńı, pak
tento prvek muśı být normálńı. Předchoźı tvrzeńı lze tedy výhodně uvažovat v př́ıpadě,
zvoĺıme-li nejmenš́ı algebru generovanou množinou {e, x, x∗}, kterou označ́ıme

C∗({e, x}).

Sjednoceńım všech úvah dostáváme spojitý funkcionálńı kalkulus.

Věta 2.34 (Spojitý kalkulus). Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a x ∈ X je normálńı prvek.
Potom existuje isometrický ∗-isomorfismus ve tvaru

(2.29) Ψ : C(σ(x))→ C∗({e, x}),

pro který Ψ(z) = x a zároveň Ψ(1) = e.

D̊ukaz. Pro jednoduchost necht’ Y = C∗({e, x}). Vı́me, že tato algebra je komutativńı
unitálńı C∗-algebra, přičemž Gelfandova reprezentace je isometrický ∗-isomorfismus

Γ : Y → C(∆).

Dva charaktery, které se shoduj́ı pro prvek x ∈ Y se muśı shodovat na algebře Y , což
znamená, že δx(φ) = φ(x) je spojitá bijekce mezi ∆(X) a σ(x), ale protože tyto dvě
množiny jsou kompaktńı Hausdorfovy prostory, jedná se o homeomorfismus a tyto množiny
lze ztotožnit. Z toho dostáváme isometrický ∗-isomorfismus

Φ : C(σ(x))→ C(∆),

pro který Φf (φ) = f(δx(φ)) = f(φ(x)) = f(Γx(φ)). Označ́ıme-li Ψ = Γ−1
x ◦ Φ, potom

dostáváme požadované zobrazeńı. Zbytek lze ověřit př́ımým dosazeńım.
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Tvrzeńı 2.35. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a x ∈ X je normálńı prvek. Potom pro
libovolné zobrazeńı f ∈ C(σ(x)) plat́ı

(2.30) σ(f(x)) = f(σ(x)).

D̊ukaz. Necht’ je Y = C∗({e, x}). Potom s využit́ım spojitého funkcionálńıho kalkulu a
věty 2.33 o neměnnosti spektra máme

σX(f(x)) = σY (f(x)) = σC(σ(x))(f) = f(σ(x)),

z čehož dostáváme naše tvrzeńı.

Důsledek 2.36. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a x ∈ X je normálńı prvek. Potom pro
libovolné zobrazeńı f ∈ C(σ(x)) plat́ı

(2.31) ‖f(x)‖ = sup
z∈σ(x)

|f(z)| = ‖f‖∞ .

Dále se na konec této sekce zaměř́ıme na některé d̊uležité aplikace a d̊usledky spojitého
funkcionálńıho kalkulu a to předevš́ım na existenci odmocniny pro pozitivńı prvky, kterou
využijeme pro konstrukci polárńı dekompozice v posledńı kapitole.

Definice 2.9 (Projekce). Necht’ je X obecná C∗-algebra. Prvek p ∈ X se nazývá projekce,
jestliže pro něj plat́ı

(2.32) p2 = p = p∗,

tj. jedná se o samo-sdružený idempotent. Přičemž ř́ıkáme, že dvě r̊uzné projekce p, q ∈ X
jsou vzájemně ortogonálńı právě tehdy, když pq = qp = 0.

Tvrzeńı 2.37. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a p ∈ X projekce. Potom plat́ı

(2.33) σ(p) ⊂ {0, 1}.

D̊ukaz. Protože je p ∈ X z definice projekce idempotent, můžeme uvažovat f(z) = z(1−z),
což však aplikaćı spojitého funkcionálńıho kalkulu dává f(p) = 0, ale to znamená, že
spektrum může obsahovat pouze hodnoty 0 nebo 1, z čehož plyne naše tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.38. Necht’ je X konečně dimenzionálńı unitálńı C∗-algebra a necht’ je x ∈ X
je normálńı. Potom σ(x) je konečná množina, přičemž

(2.34) x =

n∑
k=1

akpk,

kde ak ∈ σ(x) a pk jsou vzájemně ortogonálńı projekce.

D̊ukaz. Protože je z předpokladu prvek x ∈ X normálńı, potom je algebra C(σ(x)) iso-
morfńı s nějakou C∗-podalgebrou Y ⊂ X, která však zřejmě muśı být taktéž konečně
dimenzionálńı, což znamená, že spektrum muśı být nutně konečná množina. V takovém
př́ıpadě však pro každé λ ∈ σ(x) můžeme uvažovat zobrazeńı

pλ(z) = 1{λ}(x),
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které je spojité d́ıky tomu, že spektrum je konečné. Toto zobrazeńı je zřejmě samo-sdružený
idempotent, což znamená, že jeho obraz vzhledem ke spojitému funkcionálńımu kalkulu
muśı být projekce, ale protože máme∑

λ∈σ(x)

λpλ(z) = z,

potom aplikaćı kalkulu dostáváme námi požadovaný rozklad na projekce.

V obecných nekonečně dimenzionálńıch algebrách je předchoźı konstrukce problematická
nejen z toho d̊uvodu, že spektrum je obvykle nespočetná množina, ale také kv̊uli tomu, že
projekce až na triviálńı př́ıpady nemuśı v C∗-algebře v̊ubec existovat.

Př́ıklad 2.17. Uvažujme algebru C(K), kde K je nějaký kompaktńı Hausdorf̊uv prostor.
Potom je zřejmé, že v takovém př́ıpadě v této algebře neexistuj́ı žádné netriviálńı projekce,
tj. jiné než 0 a 1, právě tehdy, když je prostor K souvislý.

Definice 2.10 (Pozitivita). Necht’ je X obecná C∗-algebra. Samo-sdružený prvek x ∈ X
se nazývá pozitivńı, jestliže má nezáporné spektrum.

Poznámka. Množinu všech pozitivńıch prvk̊u algebry obvykle znač́ıme X+, přičemž
skutečnost, že je prvek x ∈ X pozitivńı, tj. x ∈ X+, znač́ıme zjednodušeně x ≥ 0.
Všimněme si také, že množina X+ je zřejmě uzavřená na násobeńı nezápornými skaláry.

Tvrzeńı 2.39. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Je-li x ∈ X normálńı, potom x∗x ≥ 0.

D̊ukaz. Protože je x ∈ X z předpokladu normálńı, potom dle vlastnostńı spojitého funk-
cionálńıho kalkulu dostáváme

σ(x∗x) = f(σ(x)),

kde f(z) = z∗z, což je spojité zobrazeńı, pro které lze psát f(z) = |z|2.

Dı́ky spojitému funkcionálńımu kalkulu máme určitou analogii Jordanovy dekompozice
pro samo-sdružené prvky, se kterou jsme se již mohli setkat v základńı teorii měr. Tvrzeńı
uvád́ıme pro sṕı̌se zaj́ımavost, a tedy bez d̊ukazu.

Tvrzeńı 2.40. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra a x ∈ X je samo-sdružený. Uvažujme

(2.35) f(z) = max{z, 0} resp. g(z) = max{−z, 0}.

Potom f(x) a g(x) jsou pozitivńı a plat́ı rozklad ve tvaru

(2.36) x = f(z)− g(z).

Protože maj́ı z definice pozitivńı prvky C∗-algebry nezáporné spektrum, je na tomto spek-
tru odmocnina spojité zobrazeńı a tedy lze pro takové prvky bez problémů odmocninu
pomoćı spojitého funkcionálńıho kalkulu definovat.

Tvrzeńı 2.41. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Je-li x ∈ X pozitivńı, tj. x ∈ X+, potom
existuje prvek x1/2 ∈ X+, který splňuje

(2.37) (x1/2)2 = x,

přičemž existuje-li y ∈ X takové, že x = y∗y, potom x ≥ 0.
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D̊ukaz. Protože je x ∈ X+, má nezáporné spektrum a tud́ıž aplikaćı funkcionálńıho kalkulu
pro zobrazeńı f(z) =

√
z dostáváme naše tvrzeńı. Protože je součin y∗y samo-sdružený

pro libovolné y ∈ X, muśı mı́t reálné spektrum, takže necht’ f, g ∈ C(R) jsou ve tvaru

f(z) =
√
z 1R+(z) a g(z) =

√
−z 1R−(z).

Zřejmě f(z)g(z) = 0, ale také f2(z)− g2(z) = z pro všechna z ∈ R. Protože obě zobrazeńı
jsou v počátku nulová, dostáváme samo-sdružené prvky ve tvaru

u = f(y∗y) a v = g(y∗y),

pro které uv = vu = 0 a u2 − v2 = y∗y. To dává prvek vy∗yv = v(u2 − v2)v = −v4, který
však má záporné spektrum, což znamená, že je nulový, ale protože je samo-sdružený,
potom v = 0, to však nakonec dává y∗y = u2, což však v́ıme, že je pozitivńı.

Definice 2.11 (Absolutńı hodnota). Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Absolutńı hodnotu
libovolného prvku x ∈ X definujeme ve tvaru

(2.38) |x| =
√
x∗x.

Př́ıklad 2.18. Uvažujme algebru M2(C) a matici A ∈M2(C) ve tvaru

A =

(
1 −4
0 2

)
.

Absolutńı hodnota této matice je dána př́ımým výpočtem ve tvaru

|A| =

√(
1 0
−4 2

)(
1 −4
0 2

)
=

√(
1 −4
−4 20

)
=

1

5

(
3 −4
−4 22

)
.

Vzhledem k tomu, že absolutńı hodnota prvk̊u C∗-algebry je d̊uležitá a setkáme se s ńı v
posledńı kapitole v kontextu Jordanových triple systémů, uvedeme následuj́ıćı užitečnou
definici.

Definice 2.12 (Singulárńı hodnoty). Uvažujme prostor B(H,K), kde H a K jsou Hil-
bertovy prostory a necht’ x ∈ B(H,K). Singulárńı hodnoty definujeme jako množinu

(2.39) σsing(x) = σp(|x|).
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3. Jordanovy triple systémy
V předchoźıch kapitolách jsme se soustředili předevš́ım na Banachovy algebry, které jsou
z definice asociativńı, vyznačuj́ıćı se spojitou binárńı operaćı násobeńı. V této kapitole se
zaměř́ıme na prostory s novou algebraickou strukturou, která je dána ternárńı operaćı,
které ř́ıkáme Jordan̊uv triple součin.

Nejdř́ıve začneme ze základńıch algebraických vlastnost́ı takových struktur a následně
ukážeme, že na nich lze definovat funkcionálńı kalkulus analogicky předchoźım kapitolám,
který budeme ilustrovat na konkrétńım Banachově prostoru obdélńıkových matic.

3.1 Základńı pojmy

Definice 3.1 (Jordan̊uv triple systém). Necht’ je X komplexńı, resp. reálný lineárńı pro-
stor. Jordan̊uv triple součin je ternárńı operace, která pro všechna x, y, z, a, b ∈ X splňuje

(1) {x, y, z} je trilineárńı zobrazeńı, které je symetrické ve vněǰśıch argumentech,

(2) {a, b, {x, y, z}} − {x, y, {a, b, z}} = {{a, b, x}, y, z} − {x, {b, a, y}, z}.

Lineárńı prostor X s touto operaćı nazýváme komplexńı, resp. reálný Jordan̊uv triple
systém. Je-li zároveň triple součin ve vnitřńım argumentu sdruženě lineárńı, potom se
prostor X nazývá sdružený (či Hermitovský) Jordan̊uv triple systém.

Př́ıklad 3.1. Uvažujme asociativńı algebru Cn s násobeńım po složkách. Tato algebra
tvoř́ı komplexńı Jordan̊uv triple systém s triple součinem pro x, y, z ∈ Cn ve tvaru

{x, y, z}1 = xyz,

Pokud však budeme uvažovat triple součin ve tvaru

{x, y, z}2 = xy∗z,

potom tato algebra tvoř́ı sdružený Jordan̊uv triple systém. Formálńı rozd́ıl mezi těmito
triple součiny je zřejmý, z praktického hlediska je však zaj́ımavé pozorováńı

{ix, iy, z}1 = −{x, y, z}1, {ix, iy, z}2 = {x, y, z}2.

Př́ıklad 3.2. Uvažujme Banach̊uv prostor B(H,K), kde H a K jsou libovolné komplexńı
Hilbertovy prostory. Tento prostor netvoř́ı algebru. Zvoĺıme-li pevně nějaké y ∈ B(H,K),
potom tento prostor tvoř́ı asociativńı algebru se součinem ve tvaru

x ◦y z = xy∗z.

Protože však neńı př́ılǐs d̊uvod se omezovat na konkrétńı y ∈ B(H,K), lze tuto asociativńı
algebru rozš́ı̌rit na sdružený Jordan̊uv triple systém pokud uvažujeme Jordan̊uv triple
součin definovaný ve tvaru

{x, y, z} =
1

2
(x ◦y z + z ◦y x) =

1

2
(xy∗z + zy∗x),

pro x, y, z ∈ B(H,K). Tento symetrický Jordan̊uv triple součin nazýváme kanonický.
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Poznámka. Je-li X obecně asociativńı algebra, potom je zároveň Jordanovým triple
systémem, pokud uvažujeme kanonický součin, což v našem př́ıpadě znamená, že můžeme
uvažovat libovolnou Banachovu algebru. Má-li nav́ıc uvažovaná asociativńı algebra operaci
involuce, potom zřejmě bude mı́t strukturu sdruženého Jordanovova triple systému.

V návaznosti na předchoźı poznámku máme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1. Necht’ je X Banachova algebra s isometrickou involućı a strukturou Jorda-
nova triple systému vzhledem ke kanonickému součinu a necht’ x, y, z ∈ X. Plat́ı

(3.1) ‖{x, y, z}‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖z‖ .

D̊ukaz. Pro námi definovaný kanonický součin zřejmě plat́ı

‖{x, y, z}‖ =
1

2
‖xy∗z + zy∗x‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖z‖ ,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Důsledek 3.2. Kanonický triple součin je spojitá operace na Banachových algebrách s
isometrickou involućı.

Uvedeme ještě posledńı d̊uležitý př́ıklad netriviálńıho Jordanova triple systému.

Př́ıklad 3.3. Uvažujme dále algebru C0(R). Již v́ıme, že tato algebra má přirozeně struk-
turu sdruženého Jordanova triple systému s kanonickým triple součinem ve tvaru

{f, g, h} = fg∗h,

pro všechna f, g, h ∈ C0(R). Jako netriviálńı př́ıklad Jordanova triple podsystému, který
již neńı podalgebrou, lze uvést prostor všech lichých zobrazeńı Codd(R) ve tvaru

Codd
0 (R) = {f ∈ C0(R) | f(−z) = −f(z), ∀z ∈ R}.

Již v́ıme, že každá asociativńı algebra s involućı má zároveň strukturu sdruženého Jor-
danova triple systému, neńı však zat́ım zřejmé, že se jedná o zobecněńı již nám známých
algeber. Uvažujme však, že naše asociativńı algebra X obsahuje jednotku e ∈ X, potom
lze pro libovolná x, y ∈ X psát triple součin ve tvaru

{x, e, y} =
1

2
(xe∗y + ye∗x) =

1

2
(xy + yx),

což lze rozpoznat jako speciálńı Jordan̊uv součin. V př́ıpadě, že je naše algebra zároveň
komutativńı, potom se nám tento součin zjednodušuje na tvar

{x, e, y} = xy,

což je však obyčejný asociativńı součin.

Tvrzeńı 3.3. Necht’ je X Jordan̊uv triple systém. Je-li x, y, z ∈ X potom plat́ı identita

(3.2) {x, y, {x, z, x}} = {x, {y, x, z}, x}.

D̊ukaz. Identitu źıskáme opakovanou aplikaćı Jordanovy identity z definice.
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Otázkou může být jak jednoduše charakterizovat triple součin pro obecný Jordan̊uv triple
systém X. Jestliže si všimneme, že plat́ı vztah ve tvaru

{x+ z, y, x+ z} = {x, y, z}+ {x, y, x}+ {z, y, z}+ {z, y, x},

potom lze triple součin charakterizovat pomoćı polarizačńı identity ve tvaru

2{x, y, z} = {x+ z, y, x+ z} − {x, y, x} − {z, y, z},

ze které lze vidět, že stač́ı pouze znát součin ve tvaru {x, y, x} pro všechna x, y ∈ X.

Př́ıklad 3.4. Necht’ je X asociativńı algebra s involućı a strukturou sdruženého Jordanova
triple systému vzhledem ke kanonickému triple součinu ve tvaru

{x, y, z} =
1

2
(xy∗z + zy∗x) ,

pro všechna x, y, z ∈ X. Tento součin lze také charakterizovat jako

{x, y, x} = xy∗x,

nebot’ z polarizačńı identity plyne vztah

2{x, y, z} = (x+ z)y∗(x+ z)− xy∗x− zy∗z = xy∗z + zy∗x,

což je přesně náš p̊uvodńı triple součin. Všimněme si také, že pokud námi uvažovaná
algebra obsahuje jednotku e ∈ X, potom lze také psát

2{x, e, y} = (x+ y)2 − x2 − y2 = xy + yx.

Již z prvńı kapitoly v́ıme, že v př́ıpadě asociativńıch algeber s jednotkou můžeme uvažovat
libovolné mocniny induktivně ve tvaru

xn = {x, e, xn−1},

což však neńı možné v obecných Jordanových triple systémech, které neobsahuj́ı binárńı
operaci. Předchoźı tvrzeńı pro triple součiny nám však dovoluje přirozeně definovat liché
mocniny v obecných Jordanových triple systémech následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 3.2 (Mocniny). Necht’ je X Jordan̊uv triple systém. Liché mocniny libovolného
prvku x ∈ X definujeme induktivně pro n ∈ N ve tvaru

(3.3) x(1) = x, x(2n+1) = {x, x(2n−1), x} = {x, x, x(2n−1)}.

Př́ıklad 3.5. Necht’ je X asociativńı algebra s involućı a strukturou sdruženého Jordanova
triple systému vzhledem ke kanonickému triple součinu ve tvaru

{x, y, x} = xy∗x,

pro všechna x, y ∈ X. Pro prvek x ∈ X máme třet́ı mocninu ve tvaru

x(3) = {x, x, x} = xx∗x,

přičemž indukćı máme obecnou mocninu ve tvaru

x(2n+1) = x(x∗x)n resp. x(2n+1) = (xx∗)nx.

Vid́ıme, že pro samo-sdružené prvky x ∈ Xsa triple mocniny odpov́ıdaj́ı klasickým lichým
mocninám v uvažované asociativńı algebře.
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Výhodnou odbočkou do Jordanových algeber, které jsou asociativńı vzhledem k mocninám,
generovaných jedńım prvkem z Jordanova triple systému, lze ukázat, že se triple mocniny
chovaj́ı přirozeným zp̊usobem vzhledem k jejich triple násobeńı. Vzhledem k tomu, že jsme
Jordanovy algebry nezaváděli, d̊ukaz vynecháváme, ale lze ho naj́ıt v [4].

Tvrzeńı 3.4. Necht’ je X Jordan̊uv triple systém a x ∈ X. Pro lichá a, b, c ∈ N plat́ı

(3.4) {x(a), x(b), x(c)} = x(a+b+c).

Př́ıklad 3.6. Uvažujme obecný Jordan̊uv triple systém X. Prostor V (x) ⊂ X generovaný
lichými mocninami prvku x ∈ X je zřejmě Jordan̊uv triple pod-systém, přičemž se jedná o
nejmenš́ı Jordan̊uv triple systém, který obsahuje prvek x ∈ X. Dı́ky asociativitě (lze ukázat
pomoćı Jordanových algeber) vzhledem k mocněńı prvk̊u je tento systém komutativńı.

Definice 3.3 (Triple polynom). Necht’ je X Jordan̊uv triple systém a x ∈ X. Triple
polynom p(x) ∈ X je libovolná lineárńı kombinace triple mocnin ve tvaru

(3.5) p(x) =
n∑
k=1

akx
(2k+1) ∈ X.

Poznámka. Analogicky obecným Banachovým algebrám lze předchoźı konstrukci poly-
nomů nad Jordanovými triple systémy využ́ıt ke konstrukci polynomiálńıho ternárńıho
funkcionálńıho kalkulu pro libovolné liché polynomy.

Př́ıklad 3.7. Uvažujme C∗-algebru X se strukturou sdruženého Jordanova triple systému
s kanonickým součinem. Potom pro libovolné x ∈ X dle př́ıkladu 3.5 lze psát

x(2n+1) = x(x∗x)n,

ale člen v závorce je vzhledem k dané algebře pozitivńı a lze tedy psát

x(x∗x)n = x |x|n ,

z čehož tedy dostáváme, že triple polynomy v této algebře budou ve tvaru

p(x) =

n∑
k=1

akx |x|n .

3.2 Spektrum v Jordanových triple systémech

Protože v obecných Jordanových triple systémech pracujeme s ternárńı operaćı, spektrum
obecného prvku je v tradičńım smyslu analogicky předchoźım kapitolám obt́ıžné definovat.
Výhodné však je, pokud v uvažovaném triple součinu zafixujeme dvě hodnoty, což nám
definuje lineárńı operátor, se kterými však již umı́me dobře pracovat.

Definice 3.4 (Muliplikativńı operátor). Necht’ je X Jordan̊uv triple systém a x, y ∈ X.
Multiplikativńı operátor (x � y) ∈ L(X) je definován ve tvaru

(3.6) (x � y)(z) = {x, y, z},

pro všechna z ∈ X.
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Poznámka. Dále se budeme zaj́ımat předevš́ım o multiplikativńı operátor ve tvaru

(x �x) ∈ L(X).

Všimněme si, že v př́ıpadě, že budeme uvažovat C∗-algebru se strukturou sdruženého
Jordanova triple součinu, potom je multiplikativńı operátor spojitý, nebot’ jistě plat́ı

‖(x �x)y‖ ≤ ‖x‖2 ‖y‖ .

Protože nás v této kapitole zaj́ımaj́ı předevš́ım prostory obdélńıkových matic, uvád́ıme
následuj́ıćı př́ıklad nalezeńı spektra multiplikativńıho operátoru právě pro tento př́ıpad.

Př́ıklad 3.8. Uvažujme Banach̊uv prostor Mm,n(C) se strukturou sdruženého Jordanova
triple systému s kanonickým triple součinem. Protože je tento prostor konečně dimen-
zionálńı, potom dostáváme isomorfismus ve tvaru

L(Mm,n(C)) ∼= Mmn(C).

V našem př́ıpadě je relevantńı naj́ıt reprezentaci multiplikativńıho operátoru. Zvolme si
kanonickou uspořádanou bázi prostoru Mm,n(C), tj. pro libovolné A ∈Mm,n(C) máme

A = a11E11 + a12E12 + · · ·+ a1nE1n + · · ·+ amnEmn,

kde Eij ∈Mm,n(C) jsou matice, pro které plat́ı (Eij)kl = δij,kl. Tato uspořádaná kanonická
báze nám dává vyjádřeńı multiplikativńıho operátoru pro B ∈Mm,n(C) ve tvaru

(B �B)A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aij(B �B)Eij =
1

2

m∑
i=1

n∑
j=1

aij(B �B)1Eij +
1

2

m∑
i=1

n∑
j=1

aij(B �B)2Eij ,

kde jsme rozdělili náš operátor na součet dvou operátor̊u ve tvaru

(B �B)A =
1

2
(BB∗A+AB∗B) =

1

2
((B �B)1A+ (B �B)2A) .

Všimněme si, že při uvážeńı tohoto rozkladu multiplikativńıho operátoru dostáváme dle
předchoźıho vyjádřeńı vzhledem k uspořádané kanonické bázi reprezentaci ve tvaru

(B �B)1
∼= P1

(
n∑
i=1

⊕BB∗
)
P2, (B �B)2

∼=
m∑
j=1

⊕B∗B,

kde P1, P2 ∈Mmn(C) jsou nějaké permutačńı matice. V př́ıpadě, že uvažujeme Jordan̊uv
triple podsystém N(C) ⊂Mm,n(C), ve kterém pro všechna A,B,C ∈ N(C) plat́ı

{A,B,C} = AB∗C,

se nám celá reprezentace multiplikativńıho operátoru zjednodušuje na tvar

(B �B)|N(C)
∼=

m∑
j=1

⊕B∗B =
m∑
j=1

⊕ |B|2 .

Předchoźı př́ıklad ukazuje konkrétńı postup pro nalezeńı maticové reprezentace multipli-
kativńıho operátoru v konečně dimenzionálńım sdruženém Jordanově triple systému s
kanonickým součinem Mm,n(C), který lze aplikovat i na obecněǰśı systémy. Následuj́ıćı
př́ıklad uvád́ıme pro praktickou realizaci daného postupu.
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Př́ıklad 3.9. Uvažujme konkrétně matici

A =

(
1 −1
0 2

)
∈M2(C),

což v uspořádané kanonické bázi odpov́ıdá (1,−1, 0, 2) ∈ C4. Pro multiplikativńı operátor
ve tvaru (A �A) ∈ L(M2(C)) tedy můžeme jeho maticovou reprezentaci psát ve tvaru

(A �A) ∼=
1

2


3 −1 −2 0
−1 7 0 −2
−2 0 5 −1
0 −2 −1 9

 =
1

2


2 0 −2 0
0 2 0 −2
−2 0 4 0
0 −2 0 4

+
1

2


1 −1 0 0
−1 5 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 5

 .

Pro ilustraci ověř́ıme, že budeme-li uvažovat A(3), potom daná reprezentace nám skutečně
dává správný výsledek. Třet́ı mocnina standardńım výpočtem je dána ve tvaru

A(3) =

(
2 −6
−2 10

)
.

V naš́ı reprezentaci dostáváme maticovým násobeńım

1

2


3 −1 −2 0
−1 7 0 −2
−2 0 5 −1
0 −2 −1 9




1
−1
0
2

 =
1

2


4
−12
−4
20

 ∼= ( 2 −6
−2 10

)
,

č́ımž jsme tedy ověřili správnost našeho výpočtu.

Předchoźı konstrukce pro multiplikativńı operátor v konečně dimenzionálńıch prostorech
může na prvńı pohled vypadat samoúčelně, je však užitečná v tom smyslu, že spektrum
neńı závislé na volbě báze, takže to zjednodušuje analýzu tohoto operátoru.

Uvažujme opět Banach̊uv prostor Mm,n(C) se strukturou sdruženého Jordanova triple
systému a necht’ je A ∈Mm,n(C) libovolná matice. Potom lze psát

σ(A �A) ⊂ 1

2
(σ(A∗A) + σ(AA∗)) ,

kde uvažujeme standardńı spektrum v Banachových algebrách. Dále uvažujme sdružený
Jordan̊uv triple podsystém V (A) ⊂ Mm,n(C) generovaný t́ımto prvkem, tj. lineárńı obal
triple mocnin daného prvku, a dále uvažujme multiplikativńı operátor

(A �A) ∈ L(V (A)).

Protože libovolný prvek B ∈ V (A) lze vyjádřit jako polynom, tj. ve tvaru

B =
∑
k

bkA
(2k+1),

můžeme př́ımým dosazeńım psát

(A �A)B =
1

2
AA∗

(∑
k

bkA
(2k+1)

)
+

1

2

(∑
k

bkA
(2k+1)

)
A∗A,
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což dále s využit́ım výsledku z př́ıkladu (3.5) pro kanonický součin dostáváme∑
k

bkA
(2k+1) =

∑
k

bkA(A∗A)k =
∑
k

bk(AA
∗)kA.

Dosazeńım do předchoźıho vztahu pro multiplikativńı operátor dostáváme

(A �A)B =
1

2

∑
k

bk

(
AA∗A(A∗A)k +A(A∗A)kA∗A

)
=
∑
k

bkA(A∗A)k+1 = B(A∗A).

Z toho vid́ıme, že multiplikativńı operátor na Jordanově triple systému V (A) lze repre-
zentovat vzhledem ke kanonické bázi ve tvaru direktńıho součtu jako

(A �A) ∼=
m∑
j=1

⊕A∗A =

m∑
j=1

⊕ |A|2 ,

Z toho nakonec lze vyvodit, viz [10] pro detaily, že plat́ı

σ(A �A|V (A)) ∪ {0} = σ(A∗A) ∪ {0} = σ(AA∗) ∪ {0},

což je zřejmé zjednodušeńı oproti p̊uvodńımu vztahu pro spektrum multiplikativńıho
operátoru, kde jednotlivá spektra nemusela být nutně stejná.

Př́ıklad 3.10. Uvažujme pro jednoduchost opět multiplikativńı operátor z př́ıkladu 3.9.
Spektrum multiplikativńıho tohoto operátoru je množina ve tvaru

σ(A �A) = {3−
√

5, 3, 3 +
√

5},

přičemž máme

σ(A∗A) = σ(AA∗) = {3−
√

5, 3 +
√

5},

z čehož již vid́ıme, že relace ve tvaru

σ(A �A) ⊂ 1

2
(σ(A∗A) + σ(AA∗))

opravdu v našem př́ıpadě plat́ı.

Vzhledem k předchoźı diskuzi vid́ıme, že spektrum multiplikativńıho operátoru nad Jor-
danovým triple systémem V (A) generovaným jedńım prvkem A ∈ Mm,n(C) sdruženého
konečně dimenzionálńıho Jordanova triple systému Mm,n(C) s kanonickým součinem vla-
stně obsahuje druhé mocniny singulárńıch hodnot daného prvku.

Jako posledńı věc v teorii Jordanových triple systémů v kontextu této práce zavedeme
analogii spektrálńıho rozkladu na ortogonálńı idempotenty, který jsme uváděli v obecných
Banachových algebrách. K tomu budeme potřebovat pár daľśıch definic.

Definice 3.5 (Pozitivita). Jordan̊uv triple systém X se nazývá pozitivńı, jestliže pro
všechna x ∈ X má multiplikativńı operátor (x �x) ∈ L(X) nezáporné spektrum.

Př́ıklad 3.11. Uvažujeme-li libovolnou C∗-algebru X se strukturou sdruženého Jordanova
triple systému s kanonickým součinem, potom je tento Jordan̊uv triple systém zřejmě
pozitivńı. Speciálně je tedy dle předchoźı diskuze spektra pozitivńı i sdružený Jordan̊uv
triple systém obdélńıkových matic Mm,n(C).

59 z 77



Definice 3.6 (Tripotent). Necht’ je X Jordan̊uv triple systém. Prvek e ∈ X se nazývá
Jordan̊uv tripotent (či zjednodušeně tripotent), jestliže pro něj plat́ı

(3.7) {e, e, e} = e,

přičemž tripotenty ei, ej ∈ X nazýváme navzájem ortogonálńı, jestliže plat́ı

(3.8) {ei, ej , ei} = eiδij .

Poznámka. Je-li X sdružený Jordan̊uv triple systém a e ∈ X je libovolný tripotent,
potom i jeho komplexńı či záporný násobek je taktéž tripotentem, tj. plat́ı

{−e,−e,−e} = −e, {ie, ie, ie} = ie.

Stejně jako v Banachových algebrách, obecně v Jordanových triple systémech nemuśı tri-
potenty existovat.

Ortogonalitu tripotent̊u, což je analogie idempotentn̊u v asociativńıch algebrách, můžeme
využ́ıt pro speciálńı rozklad prvk̊u analogicky spektrálńımu rozkladu v obecných Bana-
chových algebrách. Uvažujme Jordan̊uv triple systém X a necht’ je (en) ⊂ X konečná
posloupnost nenulových ortogonálńıch tripotent̊u. Potom lze uvažovat

Y =

n⊕
k=1

Cek ⊂ X,

což je zřejmě Jordan̊uv triple systém. Následuj́ıćı věta takové rozklady charakterizuje.

Věta 3.5. Necht’ je X Jordan̊uv triple systém konečné dimenze. Je-li X pozitivńı a semi-
prostý, potom pro libovolné nenulové x ∈ X existuje jednoznačný rozklad ve tvaru

(3.9) x =
m∑
k=1

akek,

kde 0 < ak < ak+1 a (ek) ⊂ X jsou vzájemně ortogonálńı tripotenty.

D̊ukaz. Důkaz lze naj́ıt v [4].

Máme-li Jordan̊uv triple systém, ve kterém je takový rozklad možný, potom lze triple
spektrum libovolného prvku definovat následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 3.7 (Spektrálńı rozklad). Necht’ je X pozitivńı a semi-prostý Jordan̊uv triple
systém konečné dimenze. Rozklad dle věty 3.5 prvku x ∈ X z předchoźı věty se nazývá
spektrálńı rozklad, přičemž triple spektrum definujeme jako množinu ve tvaru

(3.10) Sp(x) = {a1, a2, . . . , am}.

Poznámka. Všimněme si, že na rozd́ıl od Banachových algeber může být triple spektrum
prázdné, což je právě př́ıpad, když je prvek nulový.

Budeme-li se opět soustředit na multiplikativńı operátor v libovolném sdruženém Jorda-
nově systému X, ve kterém je možné pro x ∈ X uvažovat spektrálńı rozklad, potom plat́ı

(x �x) =

m∑
k=1

a2
k (ek � ek).

Z čehož vid́ıme, že Sp(x) = {0 < t | t2 ∈ σ(x �x)}, což nám dává rovnou i návod pro
zobecněńı triple spektra pro nekonečně dimenzionálńı Jordanovy triple systémy.
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Definice 3.8 (Triple spektrum). Necht’ je X sdružený Jordan̊uv triple systém. Spektrum
libovolného prvku x ∈ X definujeme jako množinu ve tvaru

(3.11) Σ(x) = {t2 ∈ R | t2 ∈ σ(x �x|V (x))},

kde V (x) ⊂ X je Jordan̊uv triple podsystém generovaný prvkem x ∈ X, přičemž triple
spektrum definujeme ve tvaru a nakonec triple spektrum jako množinu

(3.12) Sp(x) = {0 < t | t2 ∈ Σ(x)}.

Př́ıklad 3.12. Uvažujeme-li Banach̊uv prostor Mm,n(C) s se strukturou sdruženého Jor-
danova triple systému s kanonickým součinem, potom pro nenulové A ∈Mm,n(C) máme

Sp(A) = σp(|A|) \ {0},

což jsou právě nenulové singulárńı hodnoty.

Tuto sekci zakonč́ıme př́ıkladem, ve kterém porovnáme jednotlivá spektra pro speciálńı
př́ıpad čtvercových matic, a to ve smyslu spektra vzhledem ke strukře C∗-algebry a také
vzhledem ke struktuře sdruženého Jordanova triple systému.

Př́ıklad 3.13. Uvažujme sdružený Jordan̊uv triple systém M2(C) s kanonickým součinem
a necht’ A,B ∈M2(C) jsou matice ve tvarech

A =

(
0 0
1 0

)
, B =

(
1 0
0 −2

)
.

Vid́ıme, že matice A je zřejmě tripotent, z čehož plyne, že plat́ı

V (A) = CA,

takže triple spektrum této matice je dle spektrálńıho rozkladu Sp(A) = {1}, ale spektrum
této matice vzledem k C∗-algebře je σ(A) = {0}. Matice B samo-sdružená, přičemž pro
ni zřejmě lze psát jej́ı generovnaý prostor jako

V (B) = Ce11 + Ce22,

přičemž tato matice má obecnou reprezentaci ve tvaru

(B �B) ∼=


1 0 0 0
0 5/2 0 0
0 0 5/2 0
0 0 0 4

 ,

takže omeźıme-li se na V (B), dostáváme, že triple spektrum je Sp(B) = {1, 2}. Všimněme
si, že v tomto př́ıpadě také plat́ı Sp(B) = |σ(B)| \ {0}, což je obecná vlastnost samo-
sdružených prvk̊u C∗-algeber, pro detaily opět viz [4].

3.3 Polárńı dekompozice

Jako odbočku od naš́ı hlavńı teorie Jordanových triple systémů uvedeme polárńı dekom-
pozici prvk̊u v Banachových prostorech spojitých lineárńıch operátor̊u, které uvažujeme
předevš́ım nad Hilbertovými prostory, abychom mohli pro operátory konstruovat i jejich
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př́ıslušné involuce, či konkrétněji jejich operátorová sdružeńı. V následuj́ıćı sekci, která
bude následovat, tuto konstrukci využijeme pro zavedeńı triple funkcionálńıho kalkulu.

Polárńı dekompozice vlastně vycháźı z jednoduchého pozorováńı v prototypńı C∗-algebře
komplexńıch č́ısel C, kde libovolný prvek z ∈ C můžeme rozložit na tzv. polárńı tvar

z = eiθ |z| , θ ∈ [0, 2π),

kde absolutńı hodnotu definujeme standardně vzhledem ke spojitému funkcionálńımu kal-
kulu ve tvaru |z| = (z∗z)1/2. Všimneme-li si, že budeme-li na prvńı člen takové polárńı
dekompozice nahĺıžet jako na operátor násobeńı zleva Mθ ∈ B(C), potom se vlastně jedná
o isometrii, nebot’ pro všechna ξ ∈ C plat́ı rovnost

‖Mθ ξ‖ = ‖eiθξ‖ = ‖ξ‖ .

Toto lze tedy brát jako návod pro analogickou konstrukci v obecněǰśıch algebrách.

Definice 3.9 (Operátorová algebra). Necht’ je H Hilbert̊uv prostor. Operátorová algebra
je unitálńı C∗-algebra spojitých lineárńıch operátor̊u B(H).

Tvrzeńı 3.6. Necht’ je B(H) operátorová algebra. Je-li x ∈ B(H), potom plat́ı

(3.13) ‖|x| ξ‖ = ‖xξ‖

pro všechna ξ ∈ H.

D̊ukaz. Naše požadované tvrzeńı plyne z rovnost́ı ve tvaru

0 ≤ ‖|x| ξ‖2 = (|x| ξ, |x| ξ) = (|x|2 ξ, ξ) = (x∗x ξ, ξ) = (xξ, xξ) = ‖xξ‖2 ,

č́ımž je naše tvrzeńı dokázáno.

Definice 3.10 (Částečná isometrie). Necht’ je B(H) operátorová algebra. Potom lineárńı
operátor u ∈ B(H) se nazývá částečná isometrie, jestliže pro všechna ξ ∈ N(u)⊥ plat́ı

(3.14) ‖u ξ‖ = ‖ξ‖ .

Jinými slovy je operátor u isometrie na prostoru N(u)⊥.

Poznámka. Z předchoźı definice plyne, že každá isometrie je částečná isometrie, ale
opačná implikace plat́ı pouze tehdy, když je jádro částečné isometrie triviálńı.

Př́ıklad 3.14. Uvažujme algebru M2(C) a matici A ∈M2(C) ve tvaru

A =

[
1 0
0 0

]
Je zřejmé, že plat́ı N(A) = {0}⊕C, což znamená, že N(A)⊥ = C⊕{0}, z čehož lze učinit
závěr, že matice A je tedy částečná isometrie, neńı však dle předchoźı poznámky isometríı.

Definice 3.11. Necht je B(H) operátorová algebra a u ∈ B(H) částečná isometrie.
Počátečńı, resp. koncový prostor částečné isometrie definujeme jako

(3.15) I(u) = N(u)⊥ resp. F(u) = R(u).
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Vzhledem ke korespondenci mezi operátorovými algebrami a C∗-algebrami (analogicky
tomu, jak můžeme reprezentovat konečne dimenzionálńı C∗-algebry pomoćı prostor̊u ma-
tic, můžeme tyto algebry v nekonečné dimenzi reprezentovat jako podalgebry operátor-
ových algeber) je dobré se zaměřit také na čistě algebraické vlastnosti částečných isometríı.

Definice 3.12 (Algebraická část. isometrie). Necht’ je X obecná C∗-algebra. Prvek u ∈ X
se nazývá částečná isometrie, jestliže je u∗u projekce.

Tvrzeńı 3.7. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(1) u je částečná isometrie,

(2) uu∗u = u,

(3) u∗uu∗ = u∗,

(4) uu∗ je projekce.

D̊ukaz. Je-li u částečná isometrie, potom je u∗u z předchoźı definice projekce, takže
můžeme uvažovat výraz uu∗u− u = u(u∗u− e), což z vlastnost́ı C∗-algeber dává

‖uu∗u− u‖2 = ‖(u∗u− e)u∗u(u∗u− e)‖ =
∥∥(u∗u)3 − 2(u∗u)2 + u∗u

∥∥ = 0,

z čehož tedy dostáváme rovnost uu∗u = u. Uvažujeme-li dále involuci totoho výrazu,
potom zřejmě také u∗uu∗ = u∗, ale v takovém př́ıpadě pak plat́ı

u(u∗uu∗) = uu∗,

tj. se jedná o samo-sdružený idempotent, což je z definice projekce. Nakonec uvažujeme-li,
že je prvek uu∗ projekce, potom násobeńım zprava v předchoźı rovnosti dostáváme

(u∗uu∗)u = u∗u,

takže se jedná o částečnou isometrii.

Důsledek 3.8. Je-li operátorová algebra B(H) sdružený Jordan̊uv triple systém, potom
jsou tripotenty právě částečné isometrie.

Stejně jako v C∗-algebrách nemuśı existovat netriviálńı projekce, jak jsme ukázali v minulé
kapitole, nemuśı obecně existovat ani netriviálńı částečné isometrie (což může být zřejmé
už jen z toho d̊uvodu, že použ́ıváme projekce v definici).

Př́ıklad 3.15. Uvažujme algebru spojitých zobrazeńı C0(R). O této algebře v́ıme, že je
komutativńı C∗-algebrou. Pokud budeme cht́ıt naj́ıt všechny částečné isometrie v této
algebře, stač́ı uvažovat charakterizuj́ıćı podmı́nku ve tvaru

f(z)f∗(z)f(z) = f(z), neboli |f(z)|2 f(z) = f(z),

pro všechna z ∈ R z čehož tedy plyne, že vyžadujeme, aby pro všechna x ∈ R platilo

|f(x)| = 1,

ale z toho však vid́ıme, že jediná částečná isometrie v této algebře je částečná isometrie
triviálńı, tj. nulové zobrazeńı.
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Předt́ım než přistouṕıme k hlavńımu d̊ukazu existence a jedinečnosti polárńı dekompozice
pro libovolný lineárńı operátor z operátorové algebry B(H), je zaj́ımavé se ptát, jaké má
vlastně částečná isometrie spektrum.

Všimněme si, že částečná isometrie u ∈ B(H) je kontraktivńı zobrazeńı, tj. ‖u‖ ≤ 1, což
však znamená, že operátor definovaný ve tvaru (e − uu∗) ∈ B(H) je pozitivńı a má tedy
dle spojitého funkcionálńıho kalkulu odmocninu. Uvažujme matici ve tvaru

M =

(
u
√
e− uu∗

0 0

)
∈ B(H ⊕H).

Př́ımým výpočtem MM∗ dostáváme(
u
√
e− uu∗

0 0

)(
u∗ 0√

e− uu∗ 0

)
=

(
e 0
0 0

)
,

z čehož je však zřejmé, že se jedná o projekci, ale dle tvrzeńı 3.7 je M ∈ B(H ⊕ H)
částečná isometrie, což tedy znamená, že každé kontraktivńı zobrazeńı lze rozš́ı̌rit na větš́ı
operátorovou algebru, ve které bude částečnou isometríı.

Protože je každá částečná isometrie kontraktivńı, jej́ı spektrum tedy lež́ı v jednotkovém
komplexńım disku. Máme dva př́ıpady; je-li invertibilńı, potom jej́ı spektrum lež́ı na
kružnici a částečná isometrie je v takovém př́ıpadě unitárńı. Pro neinvertibilńı př́ıpad
máme následuj́ıćı větu.

Tvrzeńı 3.9. Necht’ je B(H) operátorová algebra. Je-li Ω ⊂ C kompaktńı množina
obsažená v jednotkovém disku, pro kterou 0 ∈ Ω, potom je tato množina spektrem nějaké
částečné isometrie.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz viz [8].

Z předchoźıho tvrzeńı tedy vid́ıme, že spektrum částečných isometríı může být v podstatě
jakékoliv a nelze o nich nic konkrétněǰśıho ř́ıct.

Věta 3.10. Necht’ je B(H) operátorová algebra a x ∈ B(H). Potom existuje jedinečná
částečná isometrie u, která nám dává polárńı dekompozici operátoru x ve tvaru

(3.16) x = u |x| ,

pro kterou plat́ı N(u) = N(x) = N(|x|).

D̊ukaz. Uvažujme lineárńı operátor ve tvaru

u0 : R(|x|)→ R(x),

jež definujeme jako u0(|x| ξ) = xξ, pro všechna ξ ∈ H. Z tvrzeńı 3.6 plyne, že je tento
operátor definován korektně, přičemž ho lze spojitě rozš́ı̌rit na částečnou isometrii

u : N(|x|)⊥ → N(x)⊥,

která splňuje u |x| = x. Pro jedinečnost této polárńı dekompozice uvažujme, že má lineárńı
operátor x ∈ B(H) tvar x = qw, kde pro operátor w plat́ı w ≥ 0 a q je částečná isometrie,
která splňuje N(q) = N(w). Potom můžeme psát

x∗x = (qw)∗(qw) = wq∗qw = w2,
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z čehož plyne, že plat́ı |x| = w, přičemž N(q)⊥ = N(|x|)⊥ a zároveň také ‖q|x| ξ‖ = ‖xξ‖
pro všechna ξ ∈ H, ale to znamená N(q) = N(|x|), ale zároveň

‖q|w| ξ‖ = ‖x ξ‖ ,

pro všechna ξ ∈ H, z čehož plyne jedinečnost.

Uvědomı́me-li si, že v předchoźım d̊ukazu pracujeme s operátory vlastně jenom v sou-
vislosti s jejich jádry, lze analogickým zp̊usobem uvažovat stejný rozklad i pro př́ıpad,
kdy máme prostor B(H,K), který neńı operátorovou algebrou. To však znamená, že v
př́ıpadě konečně dimenzionálńıch prostor̊u polárńı rozklad můžeme uvažovat i v př́ıpadě
obdélńıkových matic. Rozš́ı̌reńı definice částečné isometrie je v takovém př́ıpadě zřejmé.

Př́ıklad 3.16. Uvažujme algebru M2(C) a matici A ∈M2(C) ve tvaru

A =

[
0 2
−3 0

]
.

Polárńı dekompozice této matice je potom ve tvaru

A =

[
0 1
−1 0

] [
3 0
0 2

]
,

z čehož lze jednoduše vidět, že N(U) = {0} ⊕ {0} = N(|A|).

Př́ıklad 3.17. Uvažujme algebru M3,2(C) a matici A ∈M3,2(C) ve tvaru

A =

0 2
3 0
4 0

 .
Protože se nejedná o algebru, nemáme zde funkcionálńı kalkulus, který by nám definoval
absolutńı hodnotu. Všimněme si však, že pro libovolné B ∈M3,2(C) máme B∗B ∈M2(C),
což je však unitálńı C∗-algebra, na které kalkulus uvažovat můžeme, a tedy také

|A| =
[
5 0
0 2

]
.

Polárńı dekompozice této obdélńıkové matice je tedy dána ve tvaru

A =

 0 1
3/5 0
4/5 0

[5 0
0 2

]
.

Lze jednoduše ověřit, že pro částečnou isometrii plat́ı relace uu∗u = u.

Protože v obecných C∗-algebrách nemuśı existovat netriviálńı projekce a tud́ıž ani částečné
isometrie, je zřejmé, že obecně nemůžeme uvažovat polárńı dekompozici. Lze však uvažovat
slabš́ı formulaci této dekompozice pro tento typ algeber.

Tvrzeńı 3.11. Necht’ je X unitálńı C∗-algebra. Je-li x ∈ X invertibilńı prvek, potom pro
něj existuje dekompozice ve tvaru

(3.17) x = (x |x|−1) |x| .
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D̊ukaz. Existence absolutńı hodnoty vyplývá ze spojitého funkcionálńıho kalkulu. Ověřme
tedy, že u = x |x|−1 je částečná isometrie. To je ekvivalentńı s tvrzeńım

uu∗u = u,

takže př́ımým dosazeńım dostáváme

x |x|−1 |x|−1 x∗x |x|−1 = x |x|−2 |x| = x |x|−1 ,

z čehož vid́ıme, že u je částečná isometrie.

Poznámka. Všimněme si, že máme-li matici A ∈ Mm,n(C), pro ńıž je A∗A ∈ Mn(C)
invertibilńı, potom můžeme dekompozici z předchoźı věty uvažovat i v tomto př́ıpadě.

Př́ıklad 3.18. Uvažujme opět př́ıklad 3.17. Protože absolutńı hodnota uvažované matice
byla invertibilńı, můžeme dle předchoźıho tvrzeńı psát matici A ∈M3,2(C) ve tvaru

A =

0 2
3 0
4 0

[1/5 0
0 1/2

][5 0
0 2

]
,

což nám dává shodný výsledek bez použit́ı spojitého funkcionálńıho kalkulu.

Daľśı tvrzeńı, viz článek [2] pro dodatečné detaily, je př́ımým d̊usledkem polárńı dekom-
pozice v operátorových algebrách.

Tvrzeńı 3.12. Necht’ je X ⊂ B(H) operátorová podalgebra. Existuje-li polárńı dekom-
pozice x = u |x| pro prvek x ∈ X, potom pro libovolné spojité zobrazeńı f ∈ C(σ(|x|)),
které splňuje f(0) = 0, plat́ı

(3.18) uf(|x|) ∈ X.

D̊ukaz. Pro libovolný prvek x ∈ X s polárńı dekompozićı plat́ı

u

(
m∑
n=1

an |x|n
)

=
m∑
n=1

an(u |x|) |x|n−1 =
m∑
n=1

anx |x|n−1 ∈ X.

Tvrzeńı plyne z pozorováńı, že spektrum prvku |x| je kompaktńı podmnožina pravé reálné
poloosy, takže dle Stone-Weierstrassovy věty můžeme zobrazeńı f stejnoměrně aproximo-
vat polynomy bez konstantńıho členu.

Je účelné upozornit na to, ačkoli to může být zřejmé, že předchoźı konstrukce nedává
obecně shodné výsledky s klasickým funkcionálńım kalkulem, který jsme zaváděli v mi-
nulých kapitolách.

Př́ıklad 3.19. Uvažujme libovolnou C∗-algebru X, ve které je možné provést polárńı
dekompozici. Potom pro prvek x ∈ X lze vzhledem k předchoźımu tvrzeńı psát

x(n) = u |x|n = (u |x|) |x|n−1 = x |x|n−1 .

Vid́ıme tedy, že aplikaćı předchoźıho tvrzeńı tedy obecně nedostáváme výsledky shodné
klasickému spojitému funkcionálńımu kalkulu. Všimněme si však, že pokud bude platit,
že x ∈ X+, potom daná konstrukce skutečně odpov́ıdá spojitému funkcionálńımu kalkulu.
Pro př́ıpad, kdy prvek x ∈ X neńı pozitivńı, uvažujme př́ıklad 3.16, potom plat́ı

A2 =

(
−6 0
0 −6

)
, ale A(2) =

(
0 4
−9 0

)
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Jako posledńı dva př́ıklady této sekce uvedeme souvislost polárńı dekompozice pro konečně
dimenzionálńı Banachovy prostory matic Mm,n(C) se singulárńımi hodnotami matic a také
ukážeme souvislost předchoźıho tvrzeńı se singulárńı dekompozićı.

Př́ıklad 3.20. Uvažujme Banach̊uv prostor Mm,n(C) a necht’ je A ∈ Mm,n(C) libovolná
matice. Tato matice má polárńı dekompozici, přičemž v́ıme, že pozitivńı člen této dekom-
pozice je normálńı matice, takže existuje unitárńı matice V ∈Mn(C), pro kterou

|A| = V DV ∗,

kde D ∈Mn(C) je diagonálńı matice, která obsahuje singulárńı hodnoty. Dosad́ıme-li tuto
unitárńı diagonalizaci do polárńı dekompozice, potom dostáváme

A = U |A| = U(V DV ∗) = WDV ∗,

což je singulárńı maticová dekompozice.

Definice 3.13 (Sing. dekompozice). Necht’ je dán Banach̊uv prostor Mm,n(C) a libovolná
matice A ∈Mm,n(C). Je-li A = U |A| polárńı dekompozice této matice, potom singulárńı
dekompozice je dána ve tvaru

(3.19) A = (UV )DV ∗ = WDV ∗,

kde V DV ∗ = |A| je unitárńı diagonalizace.

Poznámka. Je d̊uležité si neplést předchoźı definici singulárńı dekompozice pro libovolné
matice s tzv. singular value decomposition (SVD), která uvažuje diagonálńı obdélńıkovou
matici, což v našem př́ıpadě je matice D vždy čtvercová.

Př́ıklad 3.21. Všimněme-si, že při uvážeńı singulárńı dekompozice matice A ∈Mm,n(C)
lze v př́ıpadě unitárńı diagonalizace pozitivńıho členu polárńı dekompozice psát

f(|A|) = V f(D)V ∗,

což po dosazeńı do výrazu z předchoźıho př́ıkladu dává výsledný vztah

f(A) = Wf(D)V ∗,

který vypadá dosti podobně funkcionálńımu kalkulu pro diagonalizovatelné čtvercové ma-
tice, které jsme uvažovali v prvńı kapitole této práce.

Skutečnost, že normálńı matice lze unitárně diagonalizovat, je známý fakt ze základńı
teorie lineárńı algebry, přičemž tento postup lze však rozš́ı̌rit i do obecných unitálńıch C∗-
algeber libovolné dimenze, kde každý normálńı prvek je unitárně ekvivalentńı nějakému
multiplikativńımu operátoru, viz [14] pro detaily. Takové větě se ř́ıká spektrálńı teorém,
který vyžaduje Borel̊uv funkcionálńı kalkulus, který je nad rámec této práce.

3.4 Triple funkcionálńı kalkulus

Na konci předchoźı sekce jsme ukázali náznak nového funkcionálńıho kalkulu, který nám
dovoluje operace s obdélńıkovými maticemi. V této závěrečné sekci ukážeme, jak lze apli-
kovat polárńı dekompozici pro konstrukci triple funkcionálńıho kalkulu. Budeme uvažovat
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hlavně Banachovy prostory Mm,n(C), ve kterých lze kromě polárńı dekompozice uvažovat
také spektrálńı rozklady.

Nejdř́ıve začněme ze stručné diskuze pro obecný př́ıpad. Již v úvodu této kapitoly jsme
naznačili, jak pro obecné Jordanovy triple systémy sestrojit triple funkcionálńı kalkulus
pro lichá polynomiálńı zobrazeńı.

Necht’ je X Jordan̊uv triple systém a x ∈ X. Potom pro lichý polynom p můžeme psát

p(x) =
n∑
k=1

akx
(2k+1) =

n∑
k=1

ak(x �x)x(2k−1) =
n∑
k=1

ak(x �x)kx.

Uvažujme dále, že Jordan̊uv triple systém X je konečně dimenzionálńı, semi-prostý a
pozitivńı. V takovém př́ıpadě pak lze uvažovat pro libovolný prvek x ∈ X spektrálńı
rozklad dle věty 3.5 na ortogonálńı tripotenty, který lze psát ve tvaru

x =
m∑
k=1

akek,

přičemž v́ıme, že v takovém př́ıpadě ai > 0. Pro triple mocninu tedy dostáváme

x(3) =

{
m∑
k=1

akek,

m∑
k=1

akek,

m∑
k=1

akek

}
=

m∑
k=1

a
(3)
k ek =

m∑
k=1

a3
kek,

kde jsme využili toho, že tripotenty ve spektrálńım rozkladu jsou nutně vzájemně orto-
gonálńı, takže kř́ıžové členy jsou nulové. Indukćı tedy dostáváme

p(x) =

m∑
k=1

p(ak)ek,

což je však v př́ımé analogii se spektrálńım rozkladem v obecných Banachových algebrách
s t́ım rozd́ılem, že v Jordanových triple systémech nelze uvažovat sudé mocniny. Všimněme
si také, že pro triple spektrum v takovém př́ıpadě zřejmě plat́ı

Sp(p(x)) = |p(Sp(x))| \ {0}.

Uvažujme dále sdružený Jordan̊uv triple systém Mm,n(C), ve kterém je dle předchoźı sekce
možná polárńı dekompozice. Pro libovolný prvek A ∈Mm,n(C) lze tedy psát

A = U |A| = U

(
n∑
k=1

akPk

)
=

n∑
k=1

ak(UPk),

kde suma v závorce je klasický spektrálńı rozklad pozitivńıho členu polárńı dekompozice
v konečně dimenzionálńı C∗-algebře Mn(C). Všimněme si, že pro takový rozklad plat́ı

{UPi, UPj , UPj} = (UPi)(UPj)
∗(UPi) = UPiP

∗
j U
∗UPi,

ale protože spektrálńı rozklad je rozklad na ortogonálńı projekce, potom plat́ı

{UPi, UPj , UPj} = UPiP
∗
j U
∗UPi = U{Pi, Pj , Pi} = δij(UPi),

což však znamená, že tento rozklad nám dává rozklad na vzájemně ortogonálńı tripotenty
v uvažovaném Jordanově triple systému. Dále pro triple mocninu opět dostáváme

A(3) = (U |A|)(U |A|)∗(U |A|) = U |A|2 U∗U |A| = U |A|3 ,
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přičemž při uvážeńı spektrálńı dekompozice máme opět indukćı

p(A) =

n∑
k=1

p(ak)(UPk).

Protože pro pozitivńı člen polárńı dekompozice plat́ı |x| ∈ Mn(C), dostáváme zobecněńı
daného kalkulu dle tvrzeńı 3.12, který lze definovat následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 3.14 (Triple kalkulus). Necht’ je Mm,n(C) sdružený Jordan̊uv triple systém
s kanonickým součinem, a necht’ A ∈ Mm,n(C) je nenulová matice. Triple funkcionálńı
kalkulus definujeme jako zobrazeńı

(3.20) ΩA : C0(Sp(A))→Mm,n(C),

které je dáno ve tvaru

(3.21) ΩA(f) = Uf(|A|) = Wf(D)V ∗,

kde v posledńı rovnosti je singulárńı dekompozice dle definice 3.13.

Předt́ım než ukážeme, že se opravdu jedná o funkcionálńı kalkulus, tak jak jsme ho chápali
v předchoźıch kapitolách, ukážeme tři př́ıklady aplikace.

Př́ıklad 3.22. Uvažujme sdružený Jordan̊uv triple systém M3,2(C) a necht’ D ∈M3,2(C)
je libovolná diagonálńı matice ve tvaru

D =

a 0
0 b
0 0

 .

Je-li α = arg(a) a β = arg(b), potom polárńı dekompozice této matice je dána ve tvaru

D =

eiα 0
0 eiβ

0 0

(|a| 0
0 |b|

)
.

Uvažujeme-li zobrazeńı f vzhledem k tvrzeńı 3.12, potom můžeme obecně psát

f(D) =

eiα 0
0 eiβ

0 0

(f(|a|) 0
0 f(|b|)

)
=

eiαf(|a|) 0
0 eiβf(|b|)
0 0

 ,

z čehož vid́ıme, že námi zavedený triple kalkulus se v př́ıpadě diagonálńıch matic chová
obdobně jako funkcionálńı kalkulus v př́ıpadě Banachových algeber. Všimněme si, že
uvažujeme-li a, b ≥ 0, potom vzhledem k předchoźımu výsledku dostáváme

f(D) =

f(a) 0
0 f(b)
0 0

 .

Př́ıklad 3.23. Pro konkrétńı př́ıklad aplikace triple kalkulu uvažujme opět sdružený Jor-
dan̊uv triple systém M3,2(C) a necht’ je A ∈M3,2(C) matice ve tvaru

A =

0 2
3 0
4 0

 .
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Protože Banach̊uv prostor M3,2(C) neńı algebra, nelze na něm uvažovat standardńı druhé
mocniny. Polárńı dekompozici této matici jsme již nalezli v př́ıkladu 3.17, aplikaćı triple
funkcionálńıho kalkulu na tento rozklad dostáváme

A(2) =

 0 4
15 0
20 0

 .

Př́ıklad 3.24. Uvažujme sdružený Jordan̊uv triple systém Mm,n(C), a necht’ je nenulová
matice A ∈Mm,n(C) libovolná. Protože se nejedná o algebru, nemůžeme k této matici naj́ıt
jej́ı inverzi. Triple funkcionálńı kalkulus nám však přesto dovoluje definovat zobecněnou
inverzi, kterou obecně definujeme jako

{A,A(−1), A} = A(−1), {A(−1), A,A(−1)} = A.

Uvažujme, že 0 /∈ σ(A∗A), potom zobecněná inverze je dána ve tvaru

A(−1) = U |A|−1 = WD−1V ∗.

Opravdu se jedná o zobecněnou inverzi dle předchoźı definice, nebot’ plat́ı

{A,A(−1), A} = (U |A|)(U |A|−1)∗(U |A|) = U |A| ,

druhý vztah lze ověřit analogicky.

Poznámka. Předchoźı definice zobecněné inverze pro lineárńı operátory je také známá
jako Moore-Penroseova pseudoinverze. Všimněme si, že uvažujeme-li skutečně singulárńı
rozklad, potom lze tuto inverzi zobecnit pro př́ıpad, kdy 0 ∈ σ(A∗A) tak, že zadefinujeme

f(z) =

{
z−1 z 6= 0

0 z = 0
.

Ukažme tedy, že se jedná skutečně o funkcionálńı kalkulus. Protože v́ıme, že v obecných
Banachových algebrách byl kalkulus homomorfismus, je d̊uležité si ř́ıci, co chápeme pod
takovým výrazem v Jordanových triple systémech.

Definice 3.15 (Triple homomorfismus). Necht’ jsou X a Y obecné Jordanovy triple
systémy. Zobrazeńı φ mezi těmito systémy se nazývá triple homomorfismus, jestliže je
lineárńı a zároveň pro všechna x, y, z ∈ X splňuje

(3.22) φ({x, y, z}) = {φ(x), φ(y), φ(z)}.

Tvrzeńı 3.13. Necht’ je Mm,n(C) sdružený Jordan̊uv triple systém s kanonickým souči-
nem, a necht’ A ∈ Mm,n(C) je nenulová matice. Potom triple kalkulus ΩA je injektivńı
triple homomorfismus, pro který zároveň plat́ı ΩA(z) = A.

D̊ukaz. Necht’ f, g, h ∈ C0(Sp(A)) jsou libovolné. Potom lze psát

{ΩA(f),ΩA(g),ΩA(h)} =
1

2
(Uf(|A|))(Ug(|A|))∗(Uh(|A|)) + · · ·

+
1

2
(Uh(|A|))(Ug(|A|))∗(Uf(|A|)),
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kde pro prvńı člen na pravé straně prvńıho řádku rovnice plat́ı

(Uf(|A|))(Ug(|A|))∗(Uh(|A|)) = Uf(|A|)g∗(|A|)U∗Uh(|A|) = Uf(|A|)g∗(|A|)h(|A|).

Analogicky bychom dostali podobný výsledek i pro druhý člen, ale z vlastnost́ı spojitého
funkcionálńıho kalkulu v́ıme, že jednotlivé členy spolu komutuj́ı, takže lze jednoduše psát

{ΩA(f),ΩA(g),ΩA(h)} = Uf(|A|)g∗(|A|)h(|A|) = ΩA({f, g, h}),

z čehož plyne, že se jedná o triple homomorfismus. Pro injektivitu uvažujme rovnici

ΩA(f) = 0,

vynásobeńım částečnou isometríı zleva dostáváme

U∗ΩA(f) = U∗Uf(|A|) = f(|A|) = 0,

což však znamená, že zobrazeńı f muśı být nutně nulové na spektru. Posledńı vlastnost
lze ověřit př́ımým dosazeńım.

Zaj́ımavé je, když uvažujeme libovolnou nenulovou matici A ∈ Mm,n(C) a zároveň jej́ı
sdruženou matici A∗ ∈Mn,m(C). Ačkoli tyto matice zřejmě nepatř́ı do stejného prostoru,
je mezi nimi vzhledem k triple funkcionálńımu kalkulu následuj́ıćı jednoduchý vztah.

Tvrzeńı 3.14. Necht’ je Mm,n(C) sdružený Jordan̊uv triple systém s kanonickým souči-
nem, a necht’ A ∈Mm,n(C) je nenulová matice. Pro libovolné f ∈ C0(Sp(A)) plat́ı

(3.23) f(A∗) = f(A)∗ ∈Mn,m(C).

D̊ukaz. Protože lze polárńı dekompozici v námi uvažovaném Jordanově triple systému
zaměnit za singulárńı dekompozici, můžeme zřejmě psát

A∗ = V DW ∗,

z čehož tedy dostáváme

f(A∗) = V f(D)W ∗ = (Wf(A)V ∗)∗ = f(A)∗,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Poznámka. Samozřejmě v předchoźım d̊ukazu nám nic nebránilo stejný výsledek ukázat
pomoćı polárńı dekompozice. Singulárńı dekompozici jsme zvolili čistě z toho d̊uvodu,
abychom ukázali, že dané konstrukce jsou skutečně ekvivalentńı.

Dále v́ıme, že se tento kalkulus v př́ıpadě singulárńı dekompozice chová podobně jako
kalkulus pro diagonalizovatelné čtvercové matice. Otázkou však je, zda-li se tento kalkulus
bude chovat obdobně i pro jiné rozklady pomoćı unitárńıch matic.

Tvrzeńı 3.15. Necht’ je Mm,n(C) sdružený Jordan̊uv triple systém s kanonickým souči-
nem, a necht’ A ∈ Mm,n(C) je nenulová matice. Dále necht’ P ∈ Mm(C) a Q ∈ Mn(C)
jsou unitárńı matice a necht’

(3.24) B = PAQ.

Potom pro libovolné f ∈ C0(Sp(A)) plat́ı

(3.25) f(B) = Pf(A)Q.
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D̊ukaz. Důkaz provedeme př́ımým výpočtem ve tvaru

f(B) = f(PAQ) = f(PWDV ∗Q) = (PW )f(D)(V ∗Q) = Pf(A)Q,

z čehož plyne naše tvrzeńı.

Pro daľśı vlastnost triple funkcionálńıho kalkulu si nejdř́ıve všimněme, že d́ıky symetrii
triple součinu můžeme obecně pro libovolnou nenulovou matici A ∈Mm,n(C) psát

{f(A), g(A), h(A)} = {h(A), g(A), f(A)},

což lze hrubě interpretovat jako analogii komutativity, kterou jsme měli v klasickém funk-
cionálńım kalkulu, tj. např́ıklad pro čtvercové matice B ∈Mn(C) platilo

f(B)g(B) = g(B)f(B).

Tento vztah lze formulovat mnohem pr̊uhledněji, nebot’ protože jsme již v předchoźı kapi-
tole ukázali, že jednotka v obecných C∗-algebrách je nutně samo-sdružená, lze předchoźı
vztah vzhledem k jednotce En,n ∈Mn(C) také psát jako

f(B)E∗n,ng(B) = g(B)E∗n,nf(B).

Protože však v prostoru Mm,n(C) zřejmě existuje matice Em,n ∈ Mm,n(C), která má na
hlavńı diagonále jednotky a všude jinde nuly, potom lze prvńı vztah přepsat jako

{f(A), Em,n, h(A)} = {h(A), Em,n, f(A)},

což už je v př́ımé analogii s t́ım, s č́ım jsme se setkali v předchoźıch kapitolách, a předevš́ım
se jedná o zobecněńı, nebot’ pro př́ıpad sdruženého Jordanova triple systému Mn(C) plat́ı

f(B)g(B) = {f(B), En,n, h(B)} = g(B)f(B).

Ačkoliv tedy v Jordanově triple systému Mm,n(C) nemůžeme zřejmě uvažovat binárńı
součin a tedy ani nemůžeme mluvit o jeho komutativitě, protože se nejedná o algebru,
můžeme v něm uvažovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.16. Necht’ je Mm,n(C) sdružený Jordan̊uv triple systém s kanonickým souči-
nem, a necht’ A ∈Mm,n(C) je nenulová matice. Potom pro f, g ∈ C0(Sp(A)) plat́ı

(3.26) g(AA∗)f(A) = f(A)g(A∗A),

kde g(AA∗) a g(A∗A) je dáno klasickým spojitým funkcionálńım kalkulem.

D̊ukaz. Opět využijeme singulárńı dekompozice pro výpočet. Zřejmě plat́ı

AA∗ = (WDV ∗)(WDV ∗)∗ = WD2W ∗, A∗A = (WDV ∗)∗(WDV ∗) = V D2V ∗,

z čehož tedy př́ımým výpočtem dostáváme

g(AA∗)f(A) = Wg(D2)W ∗Wf(D)V ∗ = Wg(D2)f(D)V ∗ = Wf(D)V ∗V g(D2)V ∗,

z čehož po porovnáńı člen̊u již však plyne naše tvrzeńı.
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Protože již v́ıme, že triple spektrum pro prvky konečně dimenzionálńıch sdružených Jorda-
nových triple systémů, pro které je možné uvažovat jejich spektrálńı rozklad na vzájemně
ortogonálńı tripotenty, jsou právě koeficienty daného rozkladu, vzhledem ke kterému již
v́ıme, jak se triple funkcionálńı kalkulus chová, lze formulovat následuj́ıćı větu o spektru.

Tvrzeńı 3.17. Necht’ je Mm,n(C) sdružený Jordan̊uv triple systém s kanonickým souči-
nem, a necht’ A ∈Mm,n(C) je nenulová matice. Potom pro f ∈ C0(Sp(A)) plat́ı

Sp(f(A)) = |f(Sp(A))| \ {0}.

D̊ukaz. Je-li A ∈ Mm,n(C) nenulová matice, potom lze psát jej́ı spektrálńı rozklad dle
věty 3.5 na vzájemně ortogonálńı tripotenty vzhledem k polárńı dekompozici ve tvaru

A =
n∑
k=1

ak(UPk),

ale v takovém př́ıpadě pro libovolné zobrazeńı f ∈ C0(Sp(A)) lze psát

f(A) =

n∑
k=1

f(ak)(UPk).

Může nastat několik př́ıpad̊u, jak bude vypadat obraz f(ak). Mı́sto toho, abychom každý
př́ıpad procházeli zvlášt’, využijeme toho, že je triple spektrum shodné se spektrem abso-
lutńı hodnoty uvažované matice až na nulu. Uvažujme součin

f(A)∗f(A) =
n∑
k=1

|f(ak)|2 Pk,

z toho však zřejmě dostáváme spektrálńı rozklad ve tvaru

f(A) =
n∑
k=1

|f(ak)| (UPk).

Z toho nakonec plyne naše tvrzeńı.

Vid́ıme tedy z předchoźıho tvrzeńı, že i pro triple funkcionálńı kalkulus máme analogii
věty pro transformaci spektra jako jsme měli v př́ıpadě spojitého funkcionálńıho kalkulu,
co nám však chyb́ı, je surjektivita našeho kalkulu.

Tento nedostatek však lze vyřešit t́ım, že se omeźıme pouze na sdružený Jordan̊uv triple
systém V (A) generovaný námi zvolenou nenulovou matićı A ∈Mm,n(C). Protože se jedná
však o Banach̊uv prostor, uvažujeme úzavěr tohoto generovaného prostoru.

Uvědomı́me-li si, že triple spektrum libovolného prvku x ∈ X sdruženého Jordanova triple
systému X je kladná část spektra multiplikativńıho operátoru (x �x), který omezujeme
právě na generovaný Jordan̊uv triple systém V (x), zřejmě t́ımto omezeńım triple spektrum
matice nijak neovlivńıme, z čehož nakonec tedy vid́ıme, že triple funkcionálńı kalkulus

ΩA : C0(Sp(A))→ V (A)

je triple isomorfismus.
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Závěr
Ćılem této bakalářské práce bylo uvedeńı čtenáře do základńı problematiky studia Bana-
chových algeber a jejich reprezentace ve funkčńıch Banachových prostorech komplexńıch
spojitých zobrazeńı pomoćı tzv. funkcionálńıho kalkulu a zároveň ukázat, že analogickou
reprezentaci lze uvažovat i pro obecněǰśı algebraické struktury.

V prvńı kapitole jsme stručně vysvětlili obecný pojem asociativńı algebra a následně se
věnovali konkrétńı tř́ıdě Banachových algeber. Ukázali jsme nejd̊uležitěǰśı základńı vlast-
nosti takových algeber a ilustrovali je na relativně jednoduchých př́ıkladech. Dále jsme v
dané kapitole uvedli základy spektrálńı teorie, které jsme následně využili ke konstrukci
holomorfńıho funkcionálńıho kalkulu, který je možný v libovolné Banachově algebře.

V druhé kapitole jsme se omezili na komutativńı Banachovy algebry přirozeně obsahuj́ıćı
vlastńı ideály, které úzce souviśı s charaktery dané algebry. Prostor charakter̊u jsme
následně ztotožnili se spektrem, což nám dovolilo uvažovat tzv. Gelfandovu reprezentaci.

V té samé kapitole jsme dále v př́ıpadě komutativńıch Banachových algeber uvažovali do-
datečnou strukturu, vzhledem ke které jsme ukázali, že je Gelfandova reprezentace isome-
trický isomorfismus, který jsme využili ke konstrukci obecněǰśıho spojitého funkcionálńıho
kalkulu, který nám dovolil definovat absolutńı hodnotu prvk̊u.

V posledńı kapitole jsme stručně uvažovali novou algebraickou strukturu, kterou jsme
charakterizovali ternárńım součinem, jenž jsme nazvali triple součinem. Ukázali jsme, že
v takových strukturách lze uvažovat analogii spektrálńıho rozkladu, který jsme společně s
polárńı dekompozićı operátor̊u využili ke konstrukci triple funkcionálńıho kalkulu. V této
kapitole jsme se převedš́ım omezili na konečně dimenzionálńı Banach̊uv prostor obdélńı-
kových matic, na kterých jsme daný triple kalkulus ilustrovali.

Možné rozš́ı̌reńı práce

Funkcionálńı kalkulus Φx(f) je z definice lineárńı homomorfismus algeber (či př́ıpadně tri-
ple homomorfismus Jordanových triple systémů); budeme-li však jako argument uvažovat
prvek reprezentované algebraické struktury pro nějaké pevně zvolené spojité zobrazeńı,
potom zobrazeńı Φf (x) již nebude lineárńı. Přirozeným rozš́ı̌reńım této bakalářské práce
by tedy bylo zkoumat vlastnosti takového nelineárńıho zobrazeńı mezi algebrami vzhledem
ke Gâteauxově derivaci či př́ıpadně Fréchetově derivaci.

Jako motivace poslouž́ı př́ıpad nekomutativńı unitálńı Banachovy algebry X, ve které lze
uvažovat holomorfńı funkcionálńı kalkulus. Uvažujeme-li r̊uzná x, y ∈ X, potom vzhledem
ke Gâteauxově derivaci lze ukázat [7], že pro holomorfńı kalkulus plat́ı

dΦf (x; y) =
1

2πi

�
γ
f(z) (ze− x)−1 y (ze− x)−1 dz,

a konkrétněji pro mocniny máme v nekomutativńım př́ıpadě vztah

dΦzn(x; y) =
n∑
k=1

xk−1yxn−k.

Pro v́ıce detail̊u, v př́ıpadě zájmu čtenáře, lze doporučit článek [17].
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