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Abstrakt

Prace se zabyva moznostmi paralelizace algoritmt hledajicich maximalni tok
v siti pro masivné paralelni architekturu CUDA. Na tivod prace je zaveden ne-
zbytny teoreticky zaklad z teorie grafu a algoritmu, na ktery navazuje predsta-
veni existujicich sekvencnich a masivné paralelnich algoritm, které vychézeji
vyhradné z ptuvodniho sekven¢éniho Goldbergova algoritmu. Déle je uveden
novy masivné paralelni algoritmus vyuzivajici obarveni hran sité. Uvedené
paralelni algoritmy jsou implementovany v programovacim jazyce C++ rozsi-
feném o CUDA. Na zavér prace je vykonnost implementovanych algoritmu
porovnana na sadé ruznych typi siti.

Klic¢ova slova maximalni tok v siti, CUDA, GPU, masivné paralelni algo-
ritmus, paralelni BFS, Goldbergtv algoritmus, C++
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Abstract

This thesis explores the possibilities of parallelizing algorithms finding max-
imum flow in a network for massively parallel CUDA architecture. At the
beginning of the work, a necessary theoretical basis from the graph and algo-
rithm theory is introduced, followed by the introduction of existing sequential
and massively parallel algorithms based exclusively on the original sequential
Goldberg algorithm. Next, a new massively parallel algorithm using network
edge coloring is introduced. All these parallel algorithms are implemented in
the C++ programming language extended by CUDA. At the end of the work,
the performance of implemented algorithms is compared on a set of different
types of networks.

Keywords maximum flow in network, CUDA, GPU, massively parallel al-
gorithm, parallel BFS, Goldberg algorithm, C++
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Uvod

Tématem této prace jsou algoritmy pro hledani maximalniho toku v siti na ar-
chitekture CUDA, jedna se tedy o masivné paralelni feseni tohoto dulezitého
problému oboru informatiky a teorie grafii. Sekvencénich algoritmti hledajicich
maximalni tok existuje nékolik a nékteré jsou znamy jiz desitky let. Nachazeni
stale lepsich algoritmli vedlo k ¢im dal lepsi asymptotické Casové slozitosti,
v redlném svété na redlném pocitaci. Proto stoji za ivahu pro nékteré z nich
vyuzit i razné heuristiky snizujici jejich redlnou dobu béhu. V dnesni dobé se
vzhledem k dostupnosti GPU nabizi otazka, jak takové algoritmy paralelizo-
vat a dosdhnout jejich jesté rychlejsiho béhu vyuzitim vypocetniho systému s
masivné paralelni architekturou, jako je napriklad CUDA. Existujici paralelni
algoritmy pro CPU i GPU jsou vyhradné variantami pivodniho sekvenéniho
Goldbergova algoritmu [6] diky vlastnostem jeho internich operaci.

Nalezeni maximalniho toku v siti ma mnoho aplikaci v redlném svété na-
priklad pfi planovani zdroji nebo zjistovani propustnosti Zeleznic¢ni, silniéni
nebo vodovodni sité. Nékteré problémy lze dokonce na problém nalezeni ma-
ximalniho toku prevést, coz se vyuziva naptiklad v pocitacovém vidéni pii
segmentaci obrazu, proto existuji implementace specidlné navrzeny pouze pro
urcity typ sité, tato prace se ovsem zabyva algoritmy pro obecné rtznorodé
typy siti.

Struktura prace

Tato prace se déli na na sebe logicky navazujici kapitoly, nejdrive je uveden ne-
zbytny teoreticky zaklad zejména z teorie grafti spolu s nékterymi existujicimi
sekven¢nimi algoritmy hledajicimi maximalni tok, na které navazuje uvedeni
paralelnich algoritmu pro architekturu CUDA spolu s ndvrhem jednoho no-
vého. Zavéreéné dveé kapitoly se zabyvajl implementaci uvedenych algoritmt
a porovnani jejich vykonosti na ruznych typech siti.






KAPITOLA ].

Zakladni pojmy a poznatky

V této kapitole jsou uvedeny definice zédkladnich pojmi z teorie grafii spolu
se souvisejicimi poznatky a vétami, které budou dale v praci vyuzivany. Kon-
krétnéjsi pojmy souvisejici s jednotlivymi algoritmy budou uvedeny v prislus-
nych dalsich kapitolach. Uvedené definice a véty jsou prevzaty z [1] a [2].

1.1 Zakladni definice

Definice 1.1.1 (Orientovany graf). Orientovangm grafem rozumime uspora-
danou dvojici (V, E), kde V je neprazdna koneénd mnozina vrcholi a E je
mnozina hran. Hrana v orientovaném grafu je usporadand dvojice (u,v), kde
u,v € V. Vystupni stupen vrcholu u € F definujeme jako

DEG®"T(u) := [{v: (u,v) € E}|. A

Definice 1.1.2 (Orientovana cesta). Orientovanou cestou z vrcholu vy do
vrcholu v, v orientovaném grafu (V, F) rozumime koneénou posloupnost

(vo, €1,V1,€2,y ..., Un_1,€n,Vn), kde vg,...,v, € V jsou ruzné vrcholy a pro
kazdé i plati e; = (vi—1,v;) € E. Délkou takové cesty rozumime pocet hran e;
v cesté, pokud existuje, pokud neeixstuje, jeji délka je co. Vzddlenosti vrchola
vo a vy, rozumime délku nejkratsi cesty z v do vy, a znaéime ji d(vg,vy,). A

Definice 1.1.3 (Sit). Sit je usporddana pétice (V, E, z, s, ¢), kde:
o (V,E) je orientovany graf,
e c: F— R(J{ je funkce prirazujici hranam jejich kapacity,
e 2,5 € V jsou dva ruzné vrcholy nazyvané zdroj a stok (spotrebi¢). A

Predpokladame, zZe sit je souvisly graf a pro kazdou jeji hranu (u,v) € E
existuje i hrana opa¢nd (v,u) € E. Toho lze docilit bez Gjmy na obecnosti tim,
ze pokud by néjakd opac¢na hrana v siti chybéla, pridame ji do sité s nulovou
kapacitou.



1. ZAKLADNI POJMY A POZNATKY

Definice 1.1.4 (Tok). Tok v siti je funkce f : E — RJ, pro kterou plati:
o« Yee E: f(e) < c(e), neboli tok po hrané je shora omezen jeji kapacitou,

o Kirchoffuv zdikon:

Yo e V\{z, s} : Z f((u,v)) = Z f((v,u)),

u:(u,v)EE u:(v,u)EE

neboli do kazdého vrcholu kromé zdroje a stoku pritéka stejné mnozstvi,
které z néj odtéka. A

Pro sumy podobné tém v Kirchhoffové zdkoné zadefinujeme nasledujici
pohodlné znaceni.

Definice 1.1.5 (Ptitok, odtok, prebytek). Pro libovolnou funkei f : E — R
definujeme:

o [T(v) =X yuwyer [ ((u,v)) — celkovy pritok do vrcholu v,
o [7(v) =X uwwer f((v,u)) - celkovy odtok z vrcholu v,
o fA():= fT(v) — f~(v) — prebytek ve vrcholu v. A

7 Kirchhoffova zdkona tedy plyne, ze pro vSechny vrcholy kromé zdroje
a stoku plati f2(v) = 0.

Definice 1.1.6 (Velikost toku). Velikost toku f definujeme jako |f| := f2(s),
neboli jaké mnozstvi pritéka do stoku. A

Lemma 1.1.1. Pro kazdou sit (V, E, z, s,¢) a tok f v ni plati

F2(s) = =f2(2)-

Diikaz: Oznaéme S = Y, g f2(v). Podle Kirchhoffova zakona miize byt
prebytek ve vrcholu nenulovy pouze pro zdroj a stok, takze S = f2(z)+ f2(s).
Zaroven je tato suma rovna nule, protoze kazda hrana k ni prispéje jednou
kladné (ve vrcholu do kterého vede) a jednou zaporné (ve vrcholu ze kterého
vede). O

Definice 1.1.7 (Rez). Rezem mezi zdrojem z a stokem s v siti (V, E, z, s, ¢)
nazveme mnozinu hran R C E takovou, ze v siti (V, E\R,z,s,c) neexis-
tuje zadna orientovana cesta ze zdroje do stoku. Kapacitou rezu rozumime

e(R) = Toepele). A

4



1.1. Zékladni definice

Rez je dilezitym pojmem z oblasti toktl, kterj v nasledujici sekei da do
souvislosti jeho kapacitu a velikost toku v siti. Uvédomme si, ze tokl v libo-
volné siti muze byt nekone¢né mnoho, takze nelze trividlné tvrdit, ze existuje
néjaky maximalni (existuji nekoneéné mnoziny nemajici maximum). Nésledu-
jici lemma vsak rika, ze tomu tak skutecné je.

Véta 1.1.1 (O existenci maximalniho toku). Pro kazdou sif existuje maxi-
malni tok.

Dikaz: Necht S = (V) E, z, s, ¢) je sit. Ozna¢me mnozinu W = {|f| : f je
tok v siti S} a M = sup(M) supremum této mnoziny.

Protoze funkce prifazujici kazdé hrané 0 je tok, plati M > 0. Zaroven plati,
ze kazdy tok md nejvyse velikost c({z}, V\{z}) = X (. pepcl(z,2)) < oo,
takze M < oco. Staci tedy ukazat, ze existuje tok velikost M, ten je pak jisté
maximéalni.

Protoze M je supremum W, tak pro kazdé ¢ > 0 existuje tok f takovy, ze
| f| > M —e, neboli existuje posloupnost tokt (f,,)22; takova, ze lim, oo | fn| =
M. 7 této posloupnosti nyni vybereme podposloupnost ( f;);’f:l takovou, ze
(f1.(€))22; je konvergentni pro kazdou hranu e € E.

Zvolme néjaké pevné poradi vsech hran sité eq,es, es,...,€g a polozme
( T(LO))?LO:l = (fn)s2; pro vsechna ¢ € N. Nyni budeme postupné pro j =
1,2,3,...,|E| z posloupnosti toku (fy(ffl))%o:l vybirat podposloupnost toku

( fT(LJ ))Zozl tak, aby ( fr(ﬂ )(ej))flo:l byla konvergentni. Neboli pro kazdou hranu
vybereme konvergentni podposloupnost z predchozi. To lze udélat, protoze
( % _1)(63‘))%0:1 je zdola omezend nulou a shora c(e;), takze vybirdme kon-
vergentni podposloupnost z omezené posloupnosti. Poté polozime ( f,ll)j‘le =
(fT(L‘ED)?iL’O:l. Tim docilime toho, Ze (f,, (7)), je pro kazdé j = 1,2,3,..., |E|
konvergentni, neboli existuje lim,_,oo f, (€) pro kazdou hranu e € E.

Definujeme funkci g : E — R piedpisem g(e) = lim,, o0 f, (€) a ukdzeme,
ze g je tok. Pro spor predpoklddame nejprve, ze existuje hrana e € E, pro
kterou g(e) > c(e). Pak existuje ng € N takové, Ze pro vSechny n > ng plati
fi(e) > c(e), coz je spor s tim, ze f, je tok. Obdobné pokud g(e) < 0, tak
existuje ng € N takové, Ze pro vSechny n > ng plati fq;(e) < 0, coz je také
spor s tim, ze f;l je tok. Déle pro spor predpokladdme neplatnost Kirchhoffova
zakona, tedy zZe existuje vrchol u € V,u # z, s splnujici

Y. 9l@u)# Y g((uy).

(m,u)GE (u,y)eE

Pak maji posloupnosti (X(,,uep fu((@ )2, a (Zwyer fal(wv)),2,
rizné limity. Takze existuje ng € N takové, ze pro vsechny n > ng plati

> fallwu) > (<) Y falluy)),

(zu)EE (u,y)€EE
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coz je v obou piipadech (< a >) spor s tim, Ze f,, je tok. Ukazali jsme tedy,
ze g je tok. Pro jeho velikost plati

lgl=Y_ 9((z2)— > g((z,2) =

(z,x)EE (z,2)EE
= > lim fu((z2)— > lim fu((z,2)) =
(zx)eE (z,2)eE
R IR ACEIED S AR E
(z,2)EE (z,2)EE
= Jim |£,] = M,
takze jsme nasli tok g hledané velkosti M. O

1.2 Hlavni véta o tocich

Nasledujici dilezitd véta dava do souvislosti toky a Tezy v siti. Narozdil od
tok1, je pocet Tezu sité shora omezen poctem podmnozin mnoziny hran dané
sité, takze jisté existuje nejaky s nejmensi kapacitou.

Véta 1.2.1 (Hlavni véta o tocich). Pro kazdou sif se velikost maximélniho
toku rovna kapacité miniméalniho fezu.

Dikaz véty postupné vyplyne z nasledujicich pomocnych lemmat.

Definice 1.2.1. Necht A, B jsou dvé podmnoziny vrcholu néjaké sité. Pro
mnozinu hran vedoucich z vrcholi A do vrcholi B zavedeme znaceni:

S(A,B) :={(u,v) :u € A,v € B,(u,v) € E},
hrany vedouci z B do A do mnoziny nepatii. Déle:

c(A,B) = Z c(e),

e€S(A,B)

f(AB):= > [le),
e€eS(A,B)

fA(AvB) = f(A7B) - f(B7A)

A

Lemma 1.2.1. Rozdélime-li vrcholy néjaké sité na dvé mnoziny A, B tak, ze
z € Aase B, potom S(A, B) je fez dané sité, takovy fez nazveme elemen-
tdarni Tez.



1.2. Hlavni véta o tocich

Diikaz: Sporem. Necht v siti (V, E\S(A, B), z,s,c) existuje orientovand
cesta z z do s, pak v dané cesté nutné existuje hrana vedouci z A do B, kazda
takova hrana ovsem byla ze sité odstranéna, coz je spor. O

Lemma 1.2.2. Kazdy fez sité obsahuje jako svou podmnozinu elementarni
fez.

Diikaz: Necht R je tez sité S; = (V,E,z,s,¢) a mnozina A obsahuje
vsechny vrcholy, do kterych vede ze zdroje orientovana cesta v siti So =
(V,E\R, z,s,c). Pak S(A,V\A) C R (coz je elementédrni fez), protoze kdyby
néjakd hrana e = (u,v) € S(A,V\A), kde u € Aav ¢ A, azaroven e ¢ R,
existovala by orientovana cesta ze zdroje do vrcholu v v siti So a tedy vrchol
v € A, coz neplati. O

Lemma 1.2.3. Pro kazdy fez R sité plati, ze pokud R\{e} neni fez pro zad-

nou hranu e € R, tak R je elementarni.

Diikaz: Plyne jednoduse z pfedchazejictho lemmatu . O

Lemma 1.2.4. Necht A C V je podmnozina vrcholi néjaké sité obsahujici
zdroj a ne stok a f je libovolny tok v této siti, pak plati |f| = f(A,V\A) —
FVA\A, A).

Drikaz: Necht A je libovolnd mnozina a f tok splnujici predpoklady. Pro
kazdy vrchol u z A mimo zdroj plati Kirchhoffuv zdkon

Y. flwaz)— > (@) =0

(u,z)EE (z,w)EE

pro zdroj plati
F(z2) = Y f(z,2) =fl.

(Z,.I)GE (];7;/;)EE
Sectenim levych a pravych stran obou rovnic do jedné dostdvame
S Awa)- X A@w) =1l
uc€A (u,x)EE (z,u)EE

Levou stranu upravime na

Y. flwa)- > faw) =

(u,z)EEuEA (zu)EEuEA

= > f((u,2)) — > f(@,u)+
(u,x)eEEucAzeA (z,u)eEucAzeA

+ > f((u, ) — > f((z,v)),
(w,x)EEucA,x¢A (z,u)eEucAx¢A
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kde prvni dvé sumy jsou stejné jen s opa¢nymi znaménky, takze dostavame

Z f((u,v))— Z f((v,u)): |f’7

(u,v)EEucAvgA (viu)eEueAv¢A
coz je presné f(A,V\A) — f(V\A,A) = |f] O

Nasledujici lemma 1ika ¢ast Hlavni véty o tocich — velikost maximalniho
toku je nejvyse roven kapacité minimdalniho fezu.

Lemma 1.2.5. Pro kazdy tok f a fez R v néjaké siti plati | f| < ¢(R).

Dikaz: Dany ez R obsahuje jako svou podmnozinu podle lemmatu
néjaky elementdrni fez S(A, V\ A) takovy, ze z € A. Pro velikost toku f potom

plati
€)

kde posledni nerovnost plati, protoze f(e) < c(e) pro vSechny hrany sité.
V fezu R mohou byt jesté néjaké hrany navic oproti elementidrnimu fezu

S(A,V\A), takze dostavame |f| < c¢(A,V\A) < ¢(R). O
Definice 1.2.2 (Neorientovana cesta). Neorientovanou cestou v siti

(V, E, z,s,c) rozumime konecnou posloupnost (vg, €1, v1,€2,...,Un-1,€n, Un),
kde vg,...,v, € V jsou ruzné vrcholy a pro kazdé i plati e; = (v;—1,v;) € E
nebo e; = (v;,v;—1) € E (ignorujeme orientaci hran). A

Definice 1.2.3 ((Ne)nasycend cesta, zlepsujici cesta, nasyceny tok). Necht f
je tok v néjaké siti. Neorientovana cesta v siti se nazyva nasycend vzhledem
k toku f, pokud v dané cesté existuje hrana (v;_1,v;) orientovana po sméru
cesty splnujici f((vi—1,v;)) = ¢((vi—1,v;)) a k ni opacnd hrana (v;,v;—1) orien-
tovand proti sméru cesty splnuje f((vi,vi—1)) = 0. Pokud takova hrana neexis-
tuje, rikdme cesté nenasycend. Nenasycené cesté ze zdroje do stoku budeme
fikat zlepsujici cesta. Tok f nazveme nasyceny, pokud kazda cesta vedouci ze
zdroje do stoku je nasycena. A

Lemma 1.2.6. Tok f v siti je maximélni pravé tehdy, kdyz je nasyceny. Pro
kazdy maximalni tok f existuje fez R takovy, ze |f| = ¢(R).

Drikaz: Nejdiive dokazeme sporem, ze maximalni tok je nasyceny. Necht
tok f je maximélni a nenasyceny. Existuje tedy zlepsujici cesta P, podle niz
nalezneme vylepseni toku f. Zavedeme

g1 := MIN{c(e) — f(e) : e € P je orientovand po sméru P},
g9 := MIN{ f(e) : e € P je orientovana proti sméru P},
ep = MIN{e1,e2}.
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Plati, Ze ep > 0 protoze P je nenasycend. Tok f zménime na tok f’ nésledu-
jicim zpiisobem:

f(e) +ep e € P orientovana po sméru P,
f'(e) =< f(e) —ep e € P orientovana proti sméru P,

f(e) eé¢ P.

S takto zvolenym ep se nikde neprekroc¢i kapacita hrany a f’(e) neni nikde
zaporné. Kirchhoffiv zdkon stile plati, protoze ep se pro vrcholy na cesté
jednou pficte i odecte, jednd se tedy o validni tok. Pro f’ tedy plati |f/| =
|f| +ep > |f], coz je spor.

Nyni dokazeme, ze pokud je tok nasyceny, pak je maximalni. Zvolme A
jako mnozinu vsech vrchol v, pro které existuje nenasycend cesta ze zdroje do
v. ProtozZe f je nasyceny, plati z € Aa s ¢ A. Pro kazdou hranu e € S(A4,V\A)
plati f(e) = c(e) a pro kazdou hranu e € S(V\ A4, A) plati f(e) = 0. Plati tedy

[f1= (A, VAA) = f(VAA, A) = (A, VAA) = 0 = (4, V\A).

Z lemmatu vime, ze |f| < ¢(R) pro jakykoli fez a tok. Pro fez R =
S(A,V\A) dokonce plati ¢(R) = |f]|, tok f je tedy ur¢ité maximélni a my k
nému nasli i prislusny rez. O

Timto dikazem je dokazana i Hlavni véta o tocich ze zacatku této
sekce. Vime, ze pro kazdou sit existuje maximalni tok a miniméalni fez o stejné

kapacité. Dukaz také dava jednoduchy algoritmus na hleddni maximalniho
toku v siti, ktery je predstaven v dalsi kapitole.






KAPITOLA 2

Sekvencni algoritmy

V této kapitole budou predstaveny nékteré existujici sekvencni algoritmy hle-
dajici maximalni tok v siti. Na vybrané z nich bude navazano v dalsi kapitole.
Nékteré algoritmy vyuzivaji velmi rizné pristupy a jiné jsou ,,pouze” vylepsSeni
jejich predchtdct. Algoritmy jsou uvedeny v poradi, aby na sebe logicky na-
vazovaly. Pomocné definice a lemmata uvedené v jednotlivych sekcich pochazi
z [1l].

2.1 Fordtv-Fulkersontv algoritmus

Prvni predstaveny algoritmus byl publikovin v roce 1956 v [3]. Jeho myslenka
spociva v postupném vylepsovani toku zacinajiciho tokem o velikosti nula, jak
bylo naznaceno na konci minulé kapitoly. Dokud existuje néjaka nenasycend
cesta ze zdroje do stoku, algoritmus stavajici tok podél této cesty vylepsi

0 nejvyssi moznou hodnotu. Pro jeho snadnéjsi popis zavadime nasledujici
definici, pseudokdd je uveden v algoritmu .

Definice 2.1.1 (Rezerva hrany). Necht f je tok v siti (V, E, z, s, ¢), rezervou
hrany (u,v) € E vzhledem k toku f rozumime

r((u,0)) := c((u,0)) = f((u,0)) + f((v,u).
A

Lemma 2.1.1. Pokud se Fordiv-Fulkersontiv algoritmus zastavi, vyda maxi-
malni tok.

Diikaz: Necht (V, E, z, s, ¢) je sit pro kterou se algoritmus zastavi. Ozna¢me
mnoziny vrchola

A :={v € V : existuje nenasycend cesta z z do v} a B := V\A.

11
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Zdroj z lezi v A, protoze pro néj existuje cesta nulové délky, kterd je tedy
nenasycend. Stok s lezi v B, protoze algoritmus skoncil, takze na radku 2 byla
podminka vyhodnocena jako false. Mnzozina hran S(A, B) je tedy Tez.

Dale vime, ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu. Kdyby totiz pro
néjakou (u,v) € S(A, B) platilo 7((u,v)) > 0, tak by existovala nenasycena
cesta z z do v (spojenim nenasycené cesty z z do u a hrany (u,v)), takze pro
vrchol v by platilo v € A, coz je spor s tim, ze v € B.

Takze po vsech hrandch v S(A, B) tece tok rovny kapacité hrany a po
hrandch S(B, A) tece tok rovny nule, tento tok ozna¢me f. Tudiz pro fez
S(A, B) plati ¢(A,B) = _f2(A, B). Takze jsme nasli fez o kapacité rovné
velkosti toku, podle véty je dany tok maximalni. O

Algoritmus 2.1.1: Forduv-Fulkersontiv algoritmus
input :sit S=(V,E, zs,c¢)
output: maximalni tok f sité S

1 f < nulovy tok

2 while existuje nenasycend cesta P z z do s do

3 € < MIN{r(e) : e € P} < o kolik Ize zvysit tok
4 forall (u,v) € P do

5 d < MIN{f((v,u)),e} < kolik Ize odedist v protisméru cesty
6 f((v,u)) = f((v,u)) =46 < snizeni toku v protisméru
7 f((u,v)) < f((u,v)) +e—4 a zbytek zvysi tok ve sméru
8 return f

Lemma 2.1.2. Pro kazdou sit s racionalnimi kapacitamy hran se Forduav-
Fulkersoniv algoritmus zastavi v ¢ase O(|MAX{f : f je tok sité}| - |E|).

Diikaz: Pro sit (V, E, z, s, ¢) nejdiive prendsobime vsechny kapacity hran
nejmensim spoleé¢nym nasobkem jmenovateltl vSech kapacit hran ve zlomku v
zékladnim tvaru, kapacity tedy budou od ted pouze celd kladné éisla.

7 toho vypliva, ze ¢ > 1, takze v kazdé iteraci cyklu na radcich 2 az 7
se f zvysi alespon o 1. Pocet téchto iteraci lze shora omezit naptiklad sumou
> (s u)eE c((z,u)), coz je koneéné ¢islo, takze algoritmus jisté skoné¢i. Nena-
sycenou cestu ze zdroje do stoku lze najit pomoci BFS v ¢ase O(|E]). Cesta
se bude hledat, dokud f neni maximalni, a zvysi se vzdy alespon o 1, takze
algoritmus pracuje v ¢ase O(|MAX{ [ : f je tok sité}| - |E|). O

Na druhém radku algoritmu, kde se vybird nenasycend cesta, neni nijak
specifikovano, kterd se ma vybrat, pokud cest existuje vic. Tato skutecnost
castecné algoritmus limituje, ten totiz nemusi pro redlné kapacity hran sité
vibec dobéhnout, sami autori takovou sit uvedli. Tento nedostatek lze obejit
jednoduchou dpravou uvedenou v nésledujici podsekci.

12



2.2. Dinitztv algoritmus

2.1.1 Edmonstv-Karpiav algoritmus

Pokud by se na druhém radku algoritmu namisto libovolné vybirala nej-
kratsi nenasycena cesta ze zdroje do stoku, jednalo by se o algoritmus znamy
pod jménem ,, Edmonstv-Karptiv*, ten nezavisle na sobé objevili v roce 1970
Yefim Dinitz [5] a o dva roky pozdéji Jack Edmons s Richardem Karpem [4].
Tato jednoducha modifikace asymptoticky zrychluje béh na O(|V| - |E|?), ale
také zajistuje, Ze se algoritmus vzdy zastavi a najde maximalni tok i pro realné
kapacity hran.

2.2 Dinitztv algoritmus

Podstata Fordova-Fulkersonova algoritmu spoc¢iva v postupném vylepsovani
toku podél libovolné nenasycené cesty ze zdroje do stoku, to za prvé viibec
nemusi vést k nalezeni maximalniho toku v siti s redlnymi kapacitami hran a
za druhé to muize trvat velmi dlouho i pro malé jednoduché sité.

Oba tyto nedostatky tesi Dinitztiv algoritmus publikovany v roce 1970 Ye-
fimem Dinitzem v [5], ten najde maximdlni tok v libovolné siti a s nizsi
asymptotickou slozitosti. Jeho myslenka spoc¢ivd v tom, Ze narozdil od vy-
lepsovani toku pomoci cesty, vylepsuje tok pomoci toku. Pro popis algoritmu
nejprve zavedeme nékolik definic usnadnujicich jeho popis.

Definice 2.2.1 (Prutok hranou). Necht f je tok v siti (V, E, z, s, ¢), pritokem
hranou (u,v) € E rozumime f*((u,v)) := f((u,v)) — f((v,u)). A

Lemma 2.2.1. Pritok hranou (u,v) sité mé ndsledeujici vlastnosti:
Lo f*((u, ) = = f*((v, u),
2. f*((u,v)) < e((u,v)),
3. [*((u,0)) = —c((v,u),
4. pro vSechny vrcholy v # 2, s plati 32, »yep f*((u,v)) = 0.

Diikaz: Vlastnosti 1 a 2 okamzité vyplyvaji po prepsani z definice pri-
toku. Vlastnost 3 pak vyplyva z prvnich dvou. U vlastnosti 4 si sta¢i prepsat
sumu dle definice pratoku a uvédomit si, ze se jednd o Kirchhoffiv zdkon
7z definice . O

Lemma 2.2.2 (O prutoku). Necht S = (V,E,z,s,¢) jesit a f*: E — R je
funkce splnujici vlastnosti 1, 2 a 4 Pak existuje tok f v siti S s pritokem f*.

Diikaz: Staci pro kazdou hranu (u,v) € E a k ni opacnou (v, u) najit tok
f. Predpoklddejme bez tjmy na obecnosti, ze pro vSechny hrany (u,v) plati
f*((u,v)) > 0, diky vlastnosti 1 sta¢i kdyztak vrcholy v a v prohodit. Nyni
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sta¢i pro kazdou takovou (u,v) polozit f((u,v)) = f*((u,v)) a pro hranu
opa¢nou f((v,u)) = 0. Z vlastnosti 2 plyne, ze f nikdy nepiekro¢i kapacitu
hrany a z vlastnosti 4 vyplyva platnost Kirchhoffova zakona, takze f je tok. [

Definice 2.2.2 (Sit rezerv). Necht f je tok vsiti S = (V, E, z, s, ¢). Siti rezerv
k toku f rozumime sit R(S, f) := (V, E, z,s,r), kde r((u,v)) je rezerva hrany
(u,v) dle definice pro vSechny (u,v) € E. A

Lemma 2.2.3 (O zlepSovani toku). Pro kazdy tok f v néjaké siti S =
(V,E, z,s,¢) a pro kazdy tok g v siti R(S, f) lze v ¢ase O(|E|) nalézt tok
h v siti S splijici |h| = |f| + |g|-

Diikaz: Pro kazdou hranu e € E polozme h*(e) = f*(e) + g*(e) a ukazme,
ze funkce h* spliuje vSechny t¥i vlastnosti z predpokladu lemmatu P.2.2.
Vlastnost 1 plati okamzité, protoze kdyz plati pro jednotlivé toky f* a ¢*,
tak trividlné plati i pro jejich soucet. Aby ¢ byl tok sité R(S, f), tak jisté
plati ¢*((u,v)) < c((u,v)) — f*((u,v)) = r((u,v)) (vzhledem k f), takze
pri¢tenim f*((u,v)) k oboum strandm nerovnosti dostdavame h*((u,v)) =
((u,v)) + g*((w,v)) < e((u,v)). Tedy vlastnost 2 plati také. Protoze vlast-
nost 4 plati pro toky f* a g*, tak jisté pro jejich soucet 0 + 0 plati také.

Dle lemmatu ﬁ tedy existuje tok h s priutokem h*. Pro jeho velikost
plati

l= > flus)=f(s,u)+ > glus)—g(s,u) = |f] +]gl.

(u,8)€EE (u,8)€EE

Nakonec si sta¢i uvédomit, ze h*(e) jsme nasli jako soucet f*(e) a g*(e)
pro kazdou hranu e € F a v dikazu lemmatu @ se hledany tok f nasel
tak, ze kazdé hrané se v konstantnim case pritadila jedna ze dvou hodnot.
Asymptoticka slozitost nalezeni toku je tedy O(|E]|). O

Definice 2.2.3 (Blokujici tok). Necht f je tok v néjaké siti. Rekneme, Ze tok
f je blokujici, pokud na kazdé orientované cesté ze zdroje do stoku existuje
alesponi jedna hrana e, pro kterou plati f(e) = c(e). A

Definice 2.2.4 (Vistevnatd sit). Rekneme, Ze sit (V, E, z, s, ¢) je vrstevnatd
(procisténd), pokud pro vSehny hrany e € E plati, ze hrana e lezi na néjaké
nejkratsi cesté z z do s. A

S takto zavedenymi definicemi lze chod algoritmu popsat takto. Algoritmus
zacne s nulovym tokem a ten bude postupné vylepSovat pomoci blokujicich
tokt v siti rezerv dané tokem z predchozi iterace.

Blokujici tok budeme hledat jen ve vrstevnaté siti, tedy podsiti tvofené pouze
nejkratsimi nenasycenymi cestami ze zdroje do stoku. Pfed hleddnim bloku-
jictho toku tedy musime nejdriv sif zbavit hran, které urcité nelezi na néjaké
nejkratsi nenasycené cesté ze zdroje do stoku. To jsou hrany vedouci uvnit¥
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jedné vrstvy nebo do nizsich vrstev. Dale to jsou ,,slepé ulicky“, coz jsou vr-
choly, do kterych vede cesta ze zdroje, ale ze kterych neexistuje cesta do stoku.

Blokujici tok se pak ve vrstevnaté siti hledd snadno, protoze vime, ze kazda
hrana takové sité s kladnou rezervou lezi na néjaké nenasycené cesté ze zdroje
do stoku. Stac¢i tedy postupné zlepsovat nulovy tok podél libovolné takové
cesty, dokud néjaka existuje. Kazdé takové vylepseni, lze chapat jako jednu
iteraci Fordova-Fulkersonova algoritmu. PTi tom je tfeba dat pozor na to, ze
béhem vylepsovani toku, mohly nasycenim néjaké hrany vzniknout nové ,,slepé
ulicky“, ty je potfeba pokazdé odstranit (prodcistit sit) pomoci fronty, aby sit
zustala vrstevnatd.

Timto postupem se docili kompromisu, zZe jedna iterace Dinitzova algoritmu
nebude trvat prilis dlouho a zaroven, ze hodnota, o kterou se tok zlepsi, bude
co nejvyssi. Pseudokdd je uveden v algoritmu .

Lemma 2.2.4 (O korektnosti). Pokud se Dinitziv algoritmus zastavi, vydd
maximéalni tok.

Drikaz: 7 lemmatu o zlepsovani toku plyne, Zze f je po celou dobu
korektni tok. Algoritmus se zastavi, pokud neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje do stoku (fadek 4), to je stejnd podminka jako u Fordova-Fulkerosonova
algoritmu a ten pri jejim splnéni nasel maximalni tok. O

Lemma 2.2.5 (O slozitosti iteraci). Kazda iterace Dinitzova algoritmu (fadky
2 az 10) trva O(|V] - | E|) casu.

Dikaz: Sit je souvisla, takze |V| = O(|E|). Sestrojeni sité rezerv, mazani
hran s nulovou rezervou, hledani nejkratsi cesty i konecné zlepsovani toku tr-
vaji O(|E|) ¢asu.

Pfi ¢isténi sité (procedura ) vcetné ¢isténi béhem hledani blokujiciho toku
se kazda hrana i vrchol smaze nejvyse jednou, coz pro hranu i vrchol trva kon-
stantni ¢as. Takze Cisteni zabere O(|V| + |E|) = O(|E|) ¢asu.

P1i hledani blokujiciho toku (procedura @) se projde nejvyse |E| cest, pro-
toze pro kazdou nalezenou cestu se v siti nasyti alespon jedna jeji hrana, ktera
se odstrani. Hledani cesty ve vrstevnaté siti zabere O(|V|) ¢asu. Celkem hle-
déni blokujiciho toku tedy zabere O(|V] - |E|).

Jedna iterace tedy zabere O(|E|)+O(|E|)+O(|V|-|E|) = O(|V|-|E|) ¢asu. O

Lemma 2.2.6 (O délce cest). Délka [ nejkratsi nenasycené cesty ze zdroje do
stoku vypoctena Dinitzovym algoritmem na tadku 5 vzroste pri kazdé iteraci
alespon o jedna.
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Drikaz: Ozna¢me R; jako sif rezerv v i-té iteraci Dinitzova algoritmu zba-
vend hran s nulovou rezervou a pred procisténim. Necht nejkratsi nenasycend
cesta ze zdroje do stoku v R; mé délku [. Ukazeme, ze v siti R;;1 neexistuje
nenasycena cesta ze zdroje do stoku délky [.

V siti R; se pro kazdou nenasycenou cestu ze zdroje do stoku odstrani (nasyti)
alespon jedna jeji hrana (fddek 7 procedury ) Takze v siti R;11 zadna
takova cesta neexistuje.

Zvysenim toku po néjaké hrané (fadek 5 procedury ) se ovSem mohla
zZvysit rezerva opacné hrany z nuly na kladné ¢islo, takze takova hrana je v
R;4+1 navic oproti R;. Staci ukazat, Zze kazda nenasycend cesta ze zdroje do
stoku, ktera je ted v R;41 navic je delsi nez [.

Rozdélme vrcholy R; do vrstev podle jejich vzdalenosti od zdroje. V této siti
ze zvysoval tok pouze na hranich vedoucich z vrstvy do vrstvy o jedna vyssi,
takze hrany, které mohou byt v R;;1 navic jsou pouze ty vedouci do vrstvy
o jedna nizsi. Pak kazda nenasycena cesta ze zdroje do stoku vedouci pres ta-
kovou hranu m4 jisté délku alespon [ + 2, protoze stok je v [-té vrstvé a zadna
nenasycend hrana nevede do vrstvy o vic nez jedna vyssi. O

Lemma 2.2.7. Dinitzuv algoritmus provede nejvys |V| iteraci.

Diikaz: Cesta ze zdroje do stoku obsahuje nejvys |V| hran, takze nejkratsi
takova cesta se prodlouzi nejvyse |V| — 2-krét, v prvni iteraci se cesta nepro-
dluzuje (zadnd totiz nebyla jesté nalezena) a v posledni iteraci uz zadna cesta
neexistuje. Dohromady to je tedy |V| iteraci. O

Véta 2.2.1 (Casova slozitost Dinitzova algoritmu). Dinitziv algoritmus na-
jde maximalni tok v siti v dase O(|V|? - |E)).

Drikaz: Podle lemmatu probéhne nejvyse |V| iteraci, kazdd z nich
podle lemmatu trva O(|V|-|E|) ¢asu, coz ddva dohromady O(|V|? - |E|)
casu. Takze algoritmus se vzdy zastavi a podle lemmatu m najde maximalni
tok. 0
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2.2. Dinitztv algoritmus

Algoritmus 2.2.1: Dinitztv algoritmus

input :sit S=(V,E, zs,c¢)

output: maximalni tok f sité S

1 f < nulovy tok v siti S

2 repeat

3 R <+ sit rezerv S vzhledem k f bez hran z nulovou rezervou
4 if existuje nenasycené cesta z z do s v siti R then

5 L [ < délka nejkratsi nenasycené cesty z z do s

6 else
7 L return f

R <+ CISTENI_SITE(R, 1) < procedura R.2.2

g < BLOKUJICI TOK(R) < procedura R.2.3

10 f < zlepseni toku f o tok g

Procedura 2.2.2: Cistén{ sité

input :sit R=(V,E, z,s,r), prirozené ¢islo [

output: procisténa sit R

pomoci BFS rozdél vrcholy sité do vrstev podle jejich vzdalenosti od z

z R odstran vSechny hrany kromé téch vedoucich do vyssi vrstvy

z R odstran vSechny vrcholy v : d(z,v) > [ a k nim pfislusné hrany

F < fronta vrcholi v € V\{z, s} : DEG°"T(v) =0

while F # () do
odeber vrchol v z F < vrchol na konci ,slepé ulicky"
ze sité R odeber vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou
pokud néjakému vrcholu v R klesl DEG®YT na 0, zafad ho do F’

®w N O O~ W N

return R

©

Procedura 2.2.3: Blokujici tok

input :sit R=(V,FE,z,s,r)
output: blokujici tok g v siti R
1 g < nulovy tok v siti R
2 while v siti R existuje nenasycena cesta P z z do s do

3 e < MIN{r(e) — g(e) : e € P}

4 forall e € P do

5 gle) < gle)+e¢

6 if g(e) = c(e) then

7 smaz e z R

8 docisti sit R pomoci fronty < odstranéni novych ,slepych uli¢ek"

9 return g
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2. SEKVENCNI ALGORITMY

2.3 Goldbergiv algoritmus

Posledni predstaveny algoritmus na hlednani maximélniho toku byl navrzeny
Andrewem Goldbergem a publikovany v roce 1988 v [§]. Tento algoritmus
vyuziva odlisny pristup od predchozich. Po dobu béhu se nevylepsuje tok, ale
zacind se vlnou vychazejici ze zdroje, ktera se postupné prevadi az do stoku.
Algoritmus je podstatné jednodussi nez Dinitziv a ukaze se, ze muze mit
dokonce lepsi ¢asovou slozitost.

Definice 2.3.1 (Vlna). Necht S = (V, E, 2, s, ¢) je sit. Vina v siti S je funkce
f: E —R{, pro kterou plati:

o Ve € E: f(e) < c(e), vlna neprekroc¢i kapacitu hrany,

o Yo e V\{z,s}: f2(v) >0, piebytek v kazdém vrcholu kromé zdroje a
stoku je nezdporny. A

Definice 2.3.2 (Vyska vrcholu). Necht S = (V, E, z, s, ¢) je sit. Vijska vrcholu
je funkce h : V' — Ny, pro kterou plati:

o h(z) =|V|, vyska zdroje je vzdy rovna poctu vrcholi,
o h(s) =0, vyska stoku je vzdy rovna nule,

o Y(u,v) € E:r((u,v)) >0= h(u) < h(v)+ 1, vyska vrcholu po hrané s
kladnou rezervou nikdy neklesa o vice nez jedna.

Pokud budeme chtit zduraznit, ze vrcholy sité S maji vysku h, budeme sit
macit S = (W, E, z, 8, ¢). JAN

Definice 2.3.3 (Prevedeni piebytku). Necht S = (Vj,, E, 2, s,¢) je sit, e =
(u,v) € E je hrana splitujici r(e) > 0 a f2(u) > 0a ¢ = MIN{r(e), f2(u)}.
Prevedenim prebytku po hrané e rozumime poslani § jednotek toku po této
hrané, coz je odecteni ¢ = MIN{d, f((v,u))} od toku v protisméru hrany e a
pricteni § — € k toku v jejim sméru. Takto zavedené prevadéni prebytkl po
hranach pak zmeéni tok, prislusné prebytky vrcholi a rezervy hran nasledovné:

2 ) = f2(u) =4,
FAw) = f2 )+,
r((u,0)) = r((u,v)) =6,
r((v,u)) = r((v,u)) + 6.
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2.3. Goldbergtiv algoritmus

Algoritmus bude fungovat tak, ze vlna se bude postupné Sifit (prevadét
prebytky) ze zdroje smérem ke stoku a pfipadné mnozstvi, které se nepodaii
prevést do stoku bude prevedeno zpét do zdroje, aby se z viny stal tok. Aby
toto fungovalo korektné, budeme prevadét prebytky pouze do vrchold s nizsi
vyskou. Pokud z néjakého vrcholu s kladnym prebytkem nebude vést hrana z
kladnou rezervou do nizsiho vrcholu, budeme tento vrchol zvedat — zvySovat
vysku. To je _celd myslenka Goldberova algoritmu, jeho pseudokdd je uveden
v algoritmu .

Lemma 2.3.1. Po celou dobu béhu Goldbergova algoritmu plati:

e funkce f je vlna,

o pro vSechny vrcholy vyska h(u) nikdy neklesa,

« pro viechny vrcholy kromé zdroje je f(u) > 0.

Drikaz: Po inicializaci na fadku 1 vSechny tii ¢asti trivialné plati. PTi pre-
vedeni piebytku na fadku 4 z definice plyne, ze f neprekracuje kapacitu
hrany a prebytek neni v zaddném vrcholu kromé zdroje zaporny, prebytek ve
stoku miize pouze rist diky podmince na fadku 2. Vysky se v tomto kroku

nemeéni. Pii zvedani vrcholu na tadku 6 se vysky pouze zvétsuji a to jen u
vrchold riaznych od zdroje a stoku, funkce f se v tomto kroku neméni. O

Algoritmus 2.3.1: Goldbergiv algoritmus
input :sit S=(Vp,, E, z,s,c¢)
output: maximalni tok f sité S

S, f < INIT(S) < procedura

1

2 while Ju € V;,\{z, s} : f2(u) >0 do

3 if (u,v) € E:r((u,v)) >0Ah(u) > h(v) then

4 L preved prebytek po hrané (u,v) < definice
5 else

6 L h(u) < h(u) + 1

7 return f

Lemma 2.3.2 (O vysce). Béhem celého béhu algoritmu je h(v) platnd vyska
pro kazdy vrchol (spliiuje definici )

Dukaz: Vyska zdroje a stoku se diky podmince na fadku 2 nikdy neméni.
Indukci dle béhu algortmu ukazeme, ze se v zadném jeho kroku neporusi ani
podminka rozdila vysek. Pri inicializaci na radku 1 se vysky a pocatecni vina
inicializuji a vSechny hrany s kladnou rezervou vedou z vrcholt s vyskou 0,
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2. SEKVENCNI ALGORITMY

Procedura 2.3.2: Inicializace Goldbergova algoritmut
input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢)
output: sit S a vlna f v siti S inicializované pro Goldbergiv alg.

1 h(z) < |[Va| < vyska zdroje
2 forall v € V;,\{z} do

3 L h(v) «+ 0 < podateéni vyska ostatnich vrcholi
4 f < nulovy tok v siti S

5 forall (z,u) € F do

6 L fl(z,u)) < c((z,u)) < pocateéni vina
7 return S, f

do vrchola s vyskou 0 nebo do zdroje s vyskou |V|. Pak se muze podminka
rozdili vysek porusit pouze ve dvou pripadech:

o Zvednutim vrcholu u € V, ze kterého vede hrana (u,v) s kladnou re-
zervou, kde h(u) = h(v) 4+ 1. To ale nemuze nastat, protoze algoritmus
na fadku 3 da v takovém pripadé prednost prevedeni prebytku po této
hrané pred zvednutim vrcholu u.

o ZvétSenim rezervy hrany (u,v) € E, kde h(u) > h(v) + 1. To ovSem ne-
muze nastat, protoze rezerva této hrany se muze zvysit pouze prevede-
nim prebytku po opa¢né hrané (v, u) a to nenastane, protoze algoritmus
prevadi prebytky pouze z vrcholu vyssich do nizsich. O

Lemma 2.3.3 (O korektnosti). Pokud se Goldberguv algoritmus zastavi, f
je maximalni tok.

Diikaz: Nejprve ukazeme, zZe f je tok. Jelikoz po celou dobu béhu algoritmu
je f vlna, stac¢i ukézat, ze pro ni na konci plati Kirchhoffiv zdkon. Protoze se
algoritmus zastavil neexistuje kvili podmince na fadku 2 vrchol (kromé zdroje
a stoku) s kladnym prebytkem, coz je preformulovany Kirchhoffuv zékon z
definice .

Ted sporem ukazeme, ze f je maximalni. Pro spor nechf f neni maximalni. Z
lemmatu m tedy plyne, Ze existuje nenasycend cesta P ze zdroje do stoku.
Tato cesta ma nejvyse |V| vrcholu a tedy |V| — 1 nenasycenych hran a podle
lemmatu zacina ve zdroji ve vysce |V a konéi ve stoku ve vysce 0. Protoze
vysky vrcholu cesty P klesaji o |V| vysek, tak alespon pro jednu jeji hranu
(u,v) musi platit, ze h(u) > h(v)+1, coz je spor s lemmatem o vysce . O

Lemma 2.3.4. Po celou dobu béhu Goldbergova algoritmu plati

Y A (u) =0.

ueV
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2.3. Goldbergtiv algoritmus

Diikaz: Po inicializaci lemma plati, protoze po kazdé hrané (z, u) vedouci ze
zdroje se posle vlna rovna kapacité ¢((z,u)), prebytek se pak ve zdroji sniz o
¢((z,u)) a ve vrcholu u zvysi o ¢((z,u)). VSechny ostatni vrcholy maji prebytek
roven nule. Prebytky ve vrcholech se pak méni pouze pfi jejich prevadéni po
hrané (u,v) na fadku 4 a to podle definice jednou odecte hodnotu ¢
od f2(u) a jednou pfi¢te hodnotu § k f2(v), takze suma piebytkil ve vSech
vrcholech se nezméni a ziistane nulova. O

Lemma 2.3.5. Pokud béhem Goldbergova algoritmu v néjaky okamzik plati
—f2(2) = f2(s), pak pro vechny vrcholy sité v € V\{z,s} plati f2(v) =0
a f je tok.

Diikaz: Sporem. Necht existuje vrchol v € V\{z, s} pro ktery f2(v) > 0.
Podle lemmatu plati >, cv f2(u) = 0 a kvili pfedpokladiim tohoto
lemmatu dokonce } ey (. 6} f2(u) = 0. Podle lemmatu jsou prebytky
ve vSech vrcholech kromé zdroje nezaporné, takze

Z A () = fA(U) + Z fA(u) > 0, coZ je spor.

ueV\{z,s} ueV\{z,s,v}

Protoze vlna f mé nulové prebytky ve vSech vrcholech kromé zdroje a stoku,
tak splnuje definici a je tokem. O

Lemma 2.3.6. Necht v je vrchol sité v néjaké fazi Goldbergova algoritmu,
pro ktery f2(v) > 0. Pak z tohoto vrcholu existuje nenasycena, cesta do zdroje.

Dukaz: Necht v je vrchol splnujici predpoklady a ozna¢me mnozinu vrchola
A :={u € V : existuje nenasycend cesta z v do u}.

Ukéazeme, ze A obsahuje zdroj. Sec¢teme prebytky vSech vrcholi v mnoziné A.
Do tohoto souc¢tu budou prispivat pouze hrany vedouci ven z mnoziny A a
k nim opacné, hrany vedouci mezi vrcholy v A do souc¢tu prispéji nulou, coz
vychézi z definice . Takze dostavame:

YW= Y fle- X fle)

ucA e€S(V\A,A) e€S(AV\A)

Pro vSechny hrany (u,v) vedouci z venku do mnoziny A v prvni sumé plati, ze
f((u,v)) = 0, protoze kdyby tomu tak nebylo, hrana k ni opa¢na (v, u) by byla
nenasycend a vrchol u lezici mimo mnozinu A by se do A mohl ptidat. Prvni
suma je tedy rovna nule. Druha suma je jisté vétsi nebo rovna nula, protoze
se jedna o soucet nezdpornych ¢isel. Takze soucet prebytka vsech vrcholi v A
je mensi nebo roven nule. Vrchol v ma vsak z predpokadu kladny prebytek,
takZze v A musi existovat i vrchol ze zdporndym prebytkem a to muze byt
pouze zdroj, takze zdroj patii do mnoziny A. O

21



2. SEKVENCNI ALGORITMY

Lemma 2.3.7. Pokud béhem Goldbergova algoritmu pro néjaky vrchol v
plati h(v) > |V, tak z néj neexistuje nenasycend cesta do stoku.

Dikaz: Sporem. Nechf P je nenasycena cesta z vrcholu v do stoku, kde
h(v) > |V|. Cesta P obsahuje nejvyse |V| vrcholi a tedy |V| — 1 hran. Kazda
hrana (u,v) € P je nenasycend, takze h(u) < h(v)+ 1, neboli po kazdé hrané
cesty klesne vyska nejvice o jedna. Vyska po celé cesté P klesne o alespon |V|,
takze musi obsahovat alespon |V| hran, coz je spor. O

Lemma 2.3.8 (O maximéalni vysce). Po celou dobu béhu Goldbergova algo-
ritmu pro vSechny vrcholy v € Vj, plati h(v) < 2-|V].

Dukaz: Sporem. Necht vrchol v mé vysku h(v) > 2 - |V, do této vysky se
mohl dostat pouze zvednutim z vysky alespon 2 - |V|. Pfed timto zvednutim
mél vrchol v jisté kladny prebytek (aby ho algoritmus mohl zvednout) a dle
lemmatu @ z néj v tu chvili existovala nenasycena cesta do zdroje. Ta
klesala alespon o |V| vysek (z vysky alespon 2 - |V| do vysky zdroje |V]) a
obsahovala maximalné |V| — 1 hran, takze alespon pro jednu jeji_hranu (u,v)
musi platit, ze h(u) > h(v) + 1, coz je spor s lemmatem o vysce R.3.2. O

Lemma 2.3.9 (O poctu zvednuti). Goldbergiv algoritmus provede dohro-
mady nejvys 2 - [V|? zvednuti vrcholu.

Diikaz: Z predchoziho lemmatu P.3.8 plyne, #e kazdy vrchol mize byt zved-
nut nejvyse 2 - |V|-krat, takze véechny vrcholy dohromady 2 - [V |?-krat. [

Definice 2.3.4 ((Ne)nasycené pievedeni prebytku). Rekneme, Ze prevedeni
prebytku po hrané e je nasycené, pokud po jeho provedeni klesla rezerva hrany
e na nulu. V opacném pripadé se jednd o nenasycené prevedeni. A

Lemma 2.3.10 (O poc¢tu nasycenych prevedeni). Goldberguv algoritmus pro-
vede nejvyse |V| - |E| nasycenych prevedeni prebytku.

Dikaz: Necht (u,v) je hrana sité, ukdzeme kolikrat nejvice mohlo dojit k
nasycenému prevedeni pfebytku po této hrané. P¥i prvnim nasyceném pie-
vedeni prebytku po hrané (u,v) klesla rezerva této hrany na nulu a dle lem-
matu @ platilo A(u) = h(v)+1. Aby doslo k dalsimu nasycenému prevedeni
po této hrané, musi se zvysit jeji rezerva. K tomu mize dojit pouze prevedenim
prebytku po hrané k ni opa¢né (v,u). Aby k tomuto prevedeni mohlo dojit
musi mit vrchol v vysku o jedna vétsi nez u. Aby se poté mohl znovu prevadét
prebytek po hrané (u,v) musi se vrchol u zvednout nejdiive do vysky vrcholu
v a pak o jedna vys, celkové tedy alespon dvakrat.

Takze mezi kazdymi dvémi nasycenymi prevedenimi po hrané (u, v) musel byt
vrchol u alespon dvakrat zvednut. A podle lemmatu k tomu mohlo do-
jit nejvice |V|-krat. Takze vSech nasycenych prevedeni se mohlo pro vsechny
hrany dohromady provést nejvyse |V| - |E]. O
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2.3. Goldbergtiv algoritmus

Lemma 2.3.11 (O poé¢tu nenasycenych prevedeni). Goldbergiv algoritmus
provede O(|V|? - |E|) nenasycenych pievedeni prebytku.

Diikaz: Necht S = (Vi, E, 2, s, ¢) je sit. Zavedme nésledujici funkci (poten-

cial):
o= Z h(v),

veV\{z,s},f2(v)>0

ta bude slouzit k popisu stavu algoritmu. Kazda operace potencial bud zvysi
nebo snizi, ukaze se, ze tato funkce je vzdy nezaporna a operaci, které ji snizuji
je vyrazné méné nez téch, které ji zvysuji. Na konci béhu algoritmu pomoci
této funkce odvodime asymptoticky pocet nenasycenych prevedeni prebytku.
Pontecial se v prabéhu algoritmu méni takto:

o Na zacatku béhu algoritmu ma hodnotu 0.

e Po celou dobu jisté plati @ > 0, protoze se jedna o soucet nezapornych
¢isel.

e Zvednuti vrcholu zvysi jeji hodnotu o jedna. Aby mohl byt vrchol zved-
nut, musi mit kladny prebytek, takze do sumy uz prispival svou vyskou a
po zvednuti prispéje jesté o jedna vic. Z lemmatu vime, Ze nastane
nejvyse 2 -|V|? zvednuti vrcholu, takze zvedanim vsech vrcholl se zvysi
potencial nejvyse o 2 - |V|2.

o Nasycené prevedeni prebytku po hrané (u,v) zvysi ® nejvyse o 2 - |V].
Vrchol u méa pred prevedenim jisté kladny prebytek a po prevedeni muze
mit stale kladny nebo nulovy. Pokud mé vrchol v pred prevedenim nu-
lovy prebytek, tak po prevedeni ma jisté kladny a do potencidlu bude
prispivat svou vyskou, ta je nejvyse 2 - |V|. Potencidl se tedy zvysi nej-
vyse 0 2-|V| a podle lemmatu k tomu dojde nejvyse |V|-|E|-krat,
takze nasycené prevedeni prebytku zvysi potencidl za cely béh algoritmu
nejvyse o 2 - |[V|? - |E)|.

o Pfi nenasyceném prevedeni prebytku po hrané (u,v) se od potencidlu
jisté odecte h(u). Pokud méa vrchol v pfed prevedenim nulovy pfebytek,
tak po prevedeni ma jisté kladny a do potencidlu bude prispivat svou
vyskou, pro tu dle lemmatu E plati h(v) = h(u) — 1. Takze kazdé
nenasycené prevedeni snizi potencidl alespon o h(u) — h(v) = h(u) —
h(u)+1=1.

Potenciél tedy celkové stoupne o nejvyse 2 - [V[2+2- |V|? - |E| = O(]V|? -

|E|) a pri kazdém nenasyceném prevedeni klesne o alespon jedna, takze vSech
nenasycenych ptrevedeni je O(|V|? - |E|). O
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2. SEKVENCNI ALGORITMY

Véta 2.3.1 (Slozitost Goldbergova algoritmu). Goldberguv algoritmus najde
maximaln{ tok v ¢ase O(|V|* - |E).

Dukaz: Inicializace na fadku 1 trva trividlné O(|E|) ¢éasu. Lemma P.3.9
tvrdi, Ze se provede nejvyse 2 - [V|? zvednuti vrcholu, dle lemmatu P.3.1
nejvyse |V|-|F| nasycenych prevedeni prebytku a dle lemmatu O(|V|?-
|E|) nenasycenych ptevedeni prebytku. Pfedpokldddme, ze vSechny operace
maji konstantn{ slozitost. Celkova sloZitost algoritmu tedy je O(|E| + |V] -
|E| + |[V]? - |E| + [V]?) = O(]V]* - |E|) a dle lemmatu je nalezeny tok

maximalni. O

2.3.1 Vylepseni vybérem nejvyssiho vrcholu

Zakladni verze Goldbergova algoritmu dosahuje stejné asymptotické slozitosti
jako Dinitzuv algoritmus. Jednoduchou tipravou lze vsak dosahnout slozitosti
radove lepsi. Goldberguv algoritmus nespecifikuje, jaky vrchol s kladnym pre-
bytkem se mé na radku 2 vybrat, pokud jich existuje vic. Sta¢i namisto libo-
volného vrcholu s kladnym ptrebytkem vzdy vybirat ten s nejvétsi vyskou.

Lemma 2.3.12. Goldbergiv algoritmus, ktery na fadku 2 vybira nejvyssi vr-
chol s kladnym piebytkem, provede O(|V'|?) nenasycenych pievedeni prebytku.

Drikaz: Vrcholy sité rozdélme do hladin podle jejich vysek a oznac¢me nej-
vyssi hladinu s kladnym prebytkem jako:

H :=Max{h(v):v € VAv#2z,sA f2(v) > 0}.

Béh algoritmu rozdélme na faze. Kazda faze zacind a konc¢i zménou H, to se
miuize zvysit o jedna, pokud se vrcholu v nejvyssi hladiné zvysi vyska, a snizit
o jedna, pokud se z nejvyssiho vrcholu prevede prebytek do vrcholu s vyskou o
jedna mensi. H je vzdy nezédporné. Z lemmatu E’vime, ze nastane O(|V|?)
zvednuti vrcholu, takze pocet zvyseni H je shora omezen a protoze se H zvy-
suje a snizuje vzdy o jedna, je pocet snizeni omezen poctem zvyseni. Tudiz
nastane O(|V|?) fazi.

V kazdé fazi algoritmus na faddku 2 vybird pouze vrcholy z nejvyssi hladiny,
a pokud se z néjakého takového vrcholu v provede nenasycené prevedeni pie-
bytku, vrchol ma poté jisté nulovy prebytek a v této fazi z néj urcité k zadnému
dalsimu prevedeni prebytku nedojde. Kdyby z takového vrcholu v k dalsimu
prevedeni prebytku totiz doslo, musel by se do vrcholu nejdrive néjaky preby-
tek dostat a to je mozné pouze z vrcholu v s o jedna vétsi vyskou. K tomu ale
muze dojit v jiné fazi, protoze vrchol u ma kladny prebytek a vétsi vysku nez
vrchol v. Z toho plyne, ze v kazdé fazi dojde k nejvyse jednomu nenasycenému
ptrevedeni prebytku z kazdého vrcholu, takze v kazdé fazi dojde k nejvyse |V|
nenasycenym prevedeni prebytku.

Jelikoz fazi je O(|V]?) a v kazdé dojde k nejvyse |V| nenasycenym prevedeni
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piebytku, dohromady dojde k O(|V|?) ptevedeni za dobu béhu celého algo-
ritmu. O

Tento odhad je i tak prilis pesimisticky a da se ukazat, ze pocet nenasyce-
nych pfevedeni prebytku lze timto vylepSenim dokonce omezit O(|V |2+ /| E]),
jak je uvedeno v[l] na strané 343.

Lemma 2.3.13. Goldbergiv algoritmus vyuzivajici vybér nejvyssiho vrcholu
najde maximalni tok v éase O(|V |- /| E]).

Diikaz: V dltikazu véty o slozitosti Goldbergova algoritmu mél nejvéts
podil na vysledné slozitosti ¢len O(|V|? - |E|) udéavajici poet nenasycenych

prevedeni prebytku, ten se uvedenou tipravou zméni na O(|V|? - /|E]), takze
slozitost Goldbergova algoritmu s vybérem nejvyssiho vrcholu je O(|E| + V|-
[E| +[V]?- VIE[+ [V]?) = O(V[* - VIE]). O

2.3.2 Vylepseni skalovanim prebytki

Myslenka tohoto vylepseni Goldbergova algoritmu spoc¢iva v upfednostnovani
prevadéni prebytku z vrchola s velkym prebytkem do vrcholi s malym pre-
bytkem, ¢imz se snizi jejich celkovy pocet. Tim se dosahuje jesté lepsi casové
slozitosti nez v predchozim uvedeném vylepseni vybérem nejvyssiho vrcholu,
algoritmus byl publikovin v roce 1989 v [[7] a predpoklada celoéiselné kapacity
hran, jeho pseudokdd je uveden v algoritmu Ep

Algoritmus na zacatku zvoli proménnou U jako maximum z kapacit hran
vedoucich ze zdroje. Pomoci U se zvoli proménnd K := [log, U| udavajici
pocet skalovacich iteraci, a proménnd o := 25 udavajici horni mez piebytki ve
vsech vrcholech. V kazdé iteraci se budou prebytky prevadét pouze z vrcholu s
dostatecné velkym ptebytkem konkrétné vétsim nez § a mensim nebo rovnym
a, az takové vrcholy nebudou existovat, a se zmensi na polovinu a pokracuje
se dalsi iteraci. Pri prevadéni prebytku se dava prednost prevadéni z vrcholu s

eV,

vrchol, do kterého se bude prevadét md jisté prebytek mensi nebo roven §.

Aby se prebytek néjakého vrcholu nezvysil nad hodnotu «, upravime mnozstvi,
které lze po hrané (u,v) prevést (definice ):

{MIN{T((u,v)), 2 (u)} pokud v = z, s,
MIN{7((u,v)), f2(u), — fA(v)} jinak.

Lemma 2.3.14. Kazdé nenasycené prevedeni prebytku po hrané (u,v) zvysi
jejf priitok o vice nez 5.
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Diikaz: Pokud v = z, s, lemma trividlné plati, protoze f2(u) > 5. Pokud
v # 2,5, pak jisté f2(v) < 5, takze

6 =MIN{f2(u), 0 — fA(v)} > MIN{%,a - %} _

O

Lemma 2.3.15. Po celou dobu béhu algoritmu mé kazdy vrchol kromé stoku
prebytek nejvyse a.

Dukaz: Po inicializaci na radcich 1 az 3 lemma trividlné plati. Prebytek
ve vrcholu v se muze zvysit pouze prevedenim na rddku 10. Po prevedeni po
hrané (u,v) pro prebytek vrcholu v plati

F2() = 2 (0) AN {(r((u, 0)), S (), a—= f2(0)} < SR (0) +a—f2(v) = a
O

Lemma 2.3.16. Goldbergliv algoritmus vyuzivajici skdlovani prebytkl najde
maximélni tok v éase O(|V| - |E| + |V|? - logy U).

Diikaz: Je uveden v [[7] na strané 755. O

2.3.3 Heuristika globalniho prepocitani vysek

Touto heuristikou publikovnou v [§] 1ze docilit mensiho poc¢tu zvySovani vysek
vrchold.

Za béhu Goldbergova algoritmu muze pro néjakou hranu (u,v) s kladnou
rezervou nastat, ze h(v) je vyrazné vétsi nez h(u), takze aby se po této hrané
mohl pfevést prebytek, musi se nejdiive vrchol u zvednout do vysky h(v) + 1,
zvedani vrcholu u vSak pouze prodluzuje dobu béhu a vlnu v siti nijak neméni.
Z lemmatu plyne, ze d(u,s) > h(u) — h(s) = h(u), takze kazdému
vrcholu kromé zdroje mizeme prifadit vysku rovnou jeho vzdalenosti od stoku
a stale se bude jednat o platnou vysku. Takové nastaveni vysek zpusobi, ze
vrcholy jsou ihned pfipravené prevadét svij prebytek smérem ke stoku bez
zvySovani jejich vysek. Vrcholim u, ze kterych neexistuje nenasycend cesta do
stoku, lze pritadit vysku |V| 4 d(u, z), z nich se pak budou ptrebytky vracet
zpét smérem do zdroje. Vysky vrcholim lze priradit pomoci zpétného BFS
zacinajiciho ve stoku respektive ve zdroji, ktery se vyda z vrcholu u po hrané
(u,v), pokud ma k ni opa¢nd hrana (v,u) kladnou rezervu.

Takové prepocitani vysek lze provadét vzdy po provedeni néjakého daného
poctu zvednuti vrcholit nebo provedeni cyklu mezi fadky 2 a 6.
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Algoritmus 2.3.3: Goldberguv algoritmus — skalovani prebytkt
input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢)
output: maximalni tok f sité S

1S, f < INIT(S) < procedura
2 U + Max{c((z,u)) : (z,u) € E}

3 K < [logy U]

4 lists < mnozina 2 - |V| prazdnych seznamu vrcholu

5 foriin K...0do

6 | a+ 2

7 forall v € V;\{s} : f2(v) > % do

8 L ptidej v do lists[h(v)] < seznam vrcholii se stejnou vyskou
9 while 3 neprazdny seznam v mnoziné lists do
10 level + nejmensi n € N : lists[n] # ()
11 odeber vrchol u ze za¢atku seznamu lists[level]
12 if 3 hrana (u,v) € E : r((u,v)) > 0 A h(u) > h(v) then

13 preved prebytek po hrané (u,v) < upravena definice
14 if f2(u) > S then < stéle pFipustny vrchol
15 L pridej u do seznamu lists[level]

16 if f2(v) > § Av # 2,5 then < novy pripustny vrchol
17 L pridej v do seznamu lists[level — 1]
18 else

19 h(u) + MIN{h(v) : (u,v) € EAr((u,v)) >0} +1
20 ptidej u do seznamu lists[h(u)]

21 return f

Lemma 2.3.17. Necht h je vyska vrcholu v siti (Vj, E, 2z, s, ¢) v néjaké fazi
Goldbergova algoritmu, pak pro kazdou nenasycenou cestu z vrcholu u do vr-
cholu v plati d(u,v) > h(u) — h(v).

Drikaz: Pokud nenasycend cesta z vrcholu u do vrcholu v neexistuje, pak
jeji délka je oo a lemma plati. Pokud existuje, ozna¢me ji P, kazda hrana
(xz,y) € P je nenasycend, takze h(zx) < h(y) + 1, tedy po kazdé hrané klesne
vyska nejvyse o jedna. Pocet hran v cesté P je roven d(u,v), takze vyska po
celé cesté klesne nejvyse o d(u,v). O

2.3.4 Minimalni fez a velikost maximalniho toku

Goldbergtv algoritmus najde vzdy maximéalni tok sité, ovSem miize se stat, ze
nam staci znat pouze minimalni fez nebo velikost maximélniho toku a jeho
konkrétni rozlozeni po hranach sité nas nezajima.
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Pokud v néjakém okamziku béhu Goldbergova algoritmu pro vSechny vrcholy
v s kladnym prebytkem plati h(v) > |V, tak z lemmatu plyne, Ze z téchto
vrcholil neexistuje nenasycend cesta do stoku, takze z nich nelze prevést pre-
bytek az do stoku. Prebytek se z téchto vrcholi bude podle lemmatu @
pouze vracet zpét do zdroje, ¢imz se upravi vlna na tok, ale velikost vysled-
ného toku se nijak nezméni.

Takze pokud v néjakém okamziku maji vSechny vrcholy s kladnym prebytkem
(kromé stoku) vysku alespon | V|, miize se algoritmus zastavit a hodnota f2(s)
udava velikost maximalniho toku v siti. Minimalni fez lze v ten moment najit
pomoci zpétného BFS (viz podsekce ) zacinajictho ve stoku, ktery do mi-
nimalniho fezu ptida vSechny hrany (u,v), pokud BFS nalezl vrchol u a hrana
(u,v) mé nulovou rezervu — z vrcholu v se neexistuje nenasycenéd cesta do
stoku. Pokud budeme chtit védét, jak maximalni tok vypadé, nechame algo-
ritmus bézet dél, dokud se sdm nezastavi po nesplnéni podminky na radku 2.
Béh Goldbergova algoritmu 1ze tedy rozdélit na dvé faze, v té prvni se vzdy
nejdrive najde velikost maximéalniho toku, pripadné i minimélni ez, a ve druhé
se najde onen maximalni tok. Plati, Ze prvni faze zabird asymptoticky vice
casu [18].

algoritmus (sekce) ‘ asymptoticka ¢asova slozitost
Fordtv-Fulkersoniv (P. O(MAX{|f]| : f je tok site} - |E|)
Edmonstuv-Karpuv ( ) o(|V|-|E|?)

V> |E])

VI*-|E|)

V> VIET)

(V- B + [V]* - 1og, U),

U = wmMax{c((z,u)): (z,u) € E}

A~~~

— vybér nejvyssiho vrcholu ()

Dinitztv (@ (@)
Goldberguv (R.3) O
0

— gkalovani prebytki (2.3.9) @

Tabulka 2.1: Asymptotickd ¢asovéa slozitost uvedenych sekvencénich algoritmu
hledajicich maximalni tok
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KAPITOLA 3

Paralelni algoritmy na
architekture CUDA

Na uvod této kapitoly jsou uvedeny zakladni méritka efektivity algoritmi, na-
sleduje tivod do paralelnich algoritmti pro hledani maximalniho toku spolu s
uvedenim existujicich paralelnich variant Goldbergova algoritmu pro CPU, na
ktery navazuje kratky tvod do architekrury CUDA. Déle jsou predstaveny
existujici paralelni algoritmy pro tuto architekturu spolu s paralelni verzi
algoritmu BFS. Na zavér je navrhnut novy paralelni algoritmus vyuzivajici
obarveni hran. Implementacemi uvedenych algoritmt pro CUDA se zabyva
nasledujici kapitola.

3.1 Zakladni pojmy slozitosti paralelnich algoritmii

V této sekci jsou uvedeny zakladni pojmy a méritka sloziosti sekvenc¢nich a
paralelnich algoritmi pochazejici z [19)].

o TX : doba vypoctu sekvenéniho algoritmu A, ktery fesi problém K na
vstupnich datech velikosti n.

o SLK(n) : nejhorsi casova slozitost nejlepsiho mozného sekvencéniho al-
goritmu pro reseni problému K.

e SUK(n) : nejhorsi ¢asova slozitost nejrychlejstho zndmého sekvencéniho
algoritmu pro feseni problému K.

o T(n,p) : cas, ktery uplynul od zac¢atku paralelniho vypocétu do okamziku,
kdy posledni (nejpomalejsi) z p procesort/vldken/jader skoncil vypocet.
Sklada se z vypocetnich krokt a komunikac¢nich kroki.

o S(n,p) = ;[(Jn(?;; : paralelni zrychlent, které je vzdy mensi nebo rovno p.

V pfipadé, Ze by stoupl pocet procesoru k-krat a zaroven klesl T'(n, p)
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k-krét, tedy S(n,p) = ©(p), jedna se o linedrni zrychleni, kterého je ve
skutecnosti obtizné dosdhnout.

K
o LE(n,p)= SLp(n) : spodni mez na paralelni ¢as pro p procesoru.
e C(n,p) =p-T(n,p): paralelni cena.

o Algoritmus nazveme cenové optimdlni, pokud C(n,p) = O(SU(n)).

o E(n,p) = g((]n(?) : paralelnd efektivnost, kterd je mensi nebo rovna 1.

o Pokud pro danou konstantu 0 < Ey < 1 plati, ze E(n,p) > Ep, fikdme,
ze algoritmus méa konstantni efektivnost.

e Pro paralelni algoritmus jsou tvrzeni, ze 1. je cenové optimdlni, 2. ma
linedrni zrychleni a 3. ma konstanini efektivnost, ekvivalentni.

3.2 Vybér vhodného algoritmu pro paralelizaci

Goldbergtiv algoritmus se nabizi jako nejvhodnéjsi kandidat na parale-
lizaci pro vice vldken diky jeho vlastnosti, ze v hlavni smyéce na fadcich 2 az
6 jsou vSechny operace — prevadéni prebytkt a zvedani vrcholti — lokalniho
charakteru a jejich provadéni neni zavislé na stavu v jinych c¢astech sité, proto
ji lze paralelizovat bez vysoké nadbytecné rezie.

Pri nédvrhu paralelniho algoritmu pro velky pocet vladken, se nabizi kaz-
dému vrcholu nebo hrané priradit jedno vldkno a nechat vlakna paralelné
prevadét prebytky a zvedat vrcholy. To ovsem bez néjaké formy synchroni-
zace muze vést k Casové zavislym chybdm, v jeden moment muze totiz jedno
vlakno prevadét prebytek do vrcholu v, do kterého jiné vlakno také prevadi
piebytek, a hodnota f2 (v) je tedy upravovana vice vlakny soucasné. Tudiz je
nutné navrhnout i néjakou synchronizac¢ni metodu, aby algoritmus fungoval
spravné. Mimo jiné pravé ruzné pristupy k synchronizaci vldken od sebe od-
lisuji jednotlivé dale uvedené algortimy a jsou jednim z faktoru ovliviujicich
jejich efektivitu. Je dilezité poznamenat, ze synchronizace by neméla pouzivat
kritické sekce a zadmky, protoze to neni v . CUDA podporovano [12] a muselo
by se to implementovat naptiklad atomickymi operacemi s paméti, coz by pti
velkém poctu vldken ssebou neslo vysokou rezii.

3.3 Metoda pulzu

Paralelni verzi Goldbergova algoritmu pro libovolny pocet procesort uvedli
sami jeho autori v pivodnim ¢ldnku [6]. Predpokladd se distribouvany model
bez sdilené paméti s moznosti posilani zprav mezi procesory.

Nejdrive se kazdému vrcholu priradi procesor, ktery ho bude zpracovavat. Pro-
cesor muze komunikovat se vSemi procesory sousednich vrcholi a ma lokalné k
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dispozici data pouze o svém vrcholu a jeho incidentnich hranéch. Algoritmus
pak funguje na zakladé opakovaného provadéni takzvaného pulzu, ten se sklada
ze CtyT fazi: v prvni se posilaji prebytky z vrchola do jejich sousedti, ve druhé
se vrcholy zvedaji, ve treti vrcholy rozesilaji svou novou vysku svym souse-
dam a ve ¢tvrté vrcholy nacitaji prebytky poslané od jejich sousedil v prvni
fazi. Provadéni pulzu se opakuje, dokud existuje vrchol rtizny od stoku s klad-
nym prebytkem, coz je stejnd podminka jako v sekvenénim algoritmu .
Vsechny tyto faze jsou provadény kazdym procesorem paralelné. Aby algorit-
mus fungoval korektné, pred zacatkem provadéni kazdé faze procesory cekaji,
az vsechny ostatni procesory dokon¢i tu soucasnou — synchronizace bariérou.
Pseudokdd pulzu je uveden v algoritmu .

Tento algoritmus muze slouzit jako startovni bod pri ndvrhu paralelniho
algoritmu urcéeného jak pro CPU tak pro architekturu CUDA a jeho synchro-
niza¢ni metodu fazemi vyuzivaji nékteré dale uvedené algoritmy.

Algoritmus 3.3.1: Pulz
input :sit S = (V},E, z,s,¢); vlna f vsiti S
output: sit S a vlna f v siti S po provedeni jednoho pulzu

forall v € V}, paralelné do < jeden procesor <> jeden vrchol
1. FAZE
forall (u,v) € E : r((u,v)) >0 do
preved prebytek po hrané (u,v) podle definice , ale
nezvysuj hodnotu 2 (v)
2. FAZE
4 if f2(u) >0Au#z s then
5 L R (u) < MIN{h(v) : (u,v) € EAr((u,v)) >0} +1
else
L B (u) < h(u)
3. FAZE
if f2(u) >0 A h(u) # h'(u) then
L h(u) « K (u)

[uny

10 broadcast h(u) vSem v € V}, : (u,v) € E
4. FAZE
11 zvy$ hodnotu f2(u), podle pfevedeného mnozstvi do vrcholu u z

1. faze na radku 3
12 return S, f
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3.4 Paralelni algoritmy pro CPU

Porovnavanim paralelnich algoritmt pro hledani maximalniho toku v siti na
CPU se zabyvé bakalarska prace Jana Groschafta [17] z roku 2019. V ni jsou
uvedeny tri paralelni algoritmy.

Prvnim z nich s ndzvem ,, Parallel Push—Relabel“ je implementace algo-
ritmu vyuzivajici pulzu (algoritmus ) ze zacatku této kapitoly. Vrcholy
jsou v kazdé fazi udrzovany ve fronté, ze které je jednotliva vlakna vybiraji a
provadéji nad nimi operace daného pulzu, dokud neni fronta prazdna.

Zbylé dva algortimy paralelizuji Goldbergiiv algoritmus rozdélenim sité
na segmenty, v praci jsou pojmenovany ,, Push—Relabel Segment“ a ,, Ahuja—
Orlin Segment“. Oba funguji tak, ze vrcholy sité nejdiive rozdéli podle jejich
vysek do disjunktnich mnozin (segmentii) a kazdé vlakno CPU pak sekvencéné
prevadi prebytky pouze uvniti svého segmentu. Druhy jmenovany algoritmus
se od prvniho lisi tim, Ze pri prevadéni prebytli uvniti segmentu vyuziva
vylepgeni gkalovanim piebytki uvededené v podsekei R.3.2.

V préaci je popsan také paralelni algoritmus pro globalni prepocitani vysek
na CPU, ktery vSechny tri uvedené algoritmy vyuzivaji a periodicky provadi.

3.5 Predstaveni technologie CUDA

Informace a obrazky celé této sekce pochdzi z prirucky [9], kde je mozné najit
podrobnéjsi popis této technologie. Hlavnim rozdilem mezi CPU a GPU je, ze
CPU je navrzeny a urceny k co nejrychlejsimu vykonavani posloupnosti operaci
v jednom vlakné a muze soubézné provadét nejvyse desitky takovych vldken,
prednosti GPU je naopak vykonavani az tisicti vlaken soubézné, které nejsou
tak vykonné, ale diky jejich velkému pocétu dokazi skryt latenci pristupu do
paméti. Obrazek @ ukazuje schématicky rozdil mezi GPU a CPU, kde GPU
disponuje vyrazné vyssim poctem tranzistort pro praci z daty.

CUDA® byla uvedena spolecnosti NVIDIA® v listopadu 2006 jako plat-
forma pro obecné paralelni vypocty a programovaci model pro sva GPU. Ve
své podstaté CUDA poskytuje tii klicové abstrakce: hierarchie skupin vlaken,
sdilené paméti a synchronizace bariérou. To je pri psani aplikaci realizovano
pouze minimalnim rozsitenim jazyka C. Tyto abstrakce vedou programéatora
k rozdéleni reseného problému na mensi subproblémy resitelné nezavisle a pa-
ralelné bloky vlaken a tyto subproblémy na jesté mensi fesitelné jednotlivymi
vldkny bloku.

CUDA rozsituje jazyk C o moznost definovat funkci zvanou kernel, kterd
se spousti na M vldknech v kazdém z N stejné velkych bloku soubézné na
GPU, narozdil od prostych funkci vykonavanych sekvencné jednim vldknem
na CPU. Pri spusténi kernelu se kazdému vldknu prifadi unikatni 1D, které
je z kernelu pristupné z vestavénych proménnych CUDA. Vldkna jsou orga-
nizovana do bloku a bloky do mfizky (grid). Existuje omezeni, ze kazdy blok
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Core Core

L1 Cache L1 Cache

Core Core

L1 Cache L1 Cache
L2 Cache L2 Cache

L3 Cache

L2 Cache

Obrazek 3.1: Schématicky rozdil mezi tranzistory na CPU a GPU

muze obsahovat nejvyse 1024 vlaken, to je z divodu, zZe tyto vlakna jsou vy-
konavana jedinym procesorem a déli se o omezenou velikost sdilené paméti.
Mrizka stejné jako bloky muze mit jednu, dvé nebo tii dimenze, coz pri za-
volani kernelu v kédu urcuji parametry v zavorkach <<<blocks_per_grid,
threads_per_block>>>. Obrazek popisuje hierarchii vliken v CUDA pro
konkrétni pocet bloki a vldken v bloku.

VIdkna mohou pristuovat k riznym typum paméti. Kazdé vldkno ma k
dispozici vlastni privatni lokalni pamét, kazdy blok vldken mé sdilenou pamét
viditelnou pouze pro vSechna vlakna daného bloku a vSechna vlakna mrizky
maji pristup do globédlni paméti. Déle existuji dalsi dvé read-only typy paméti
pristupné vsemi vldkny mrizky — pamét konstant a pamét textur.

3.5.1 Divergence warpu

CUDA je prikladem takzvané SIMT (single instruction multiple threads) ar-
chitektury, kterd se vyznacuje tim, ze v jeden okamzik mohou vldkna vyko-
navat pouze jednu instrukci najednou. V. CUDA jsou vldkna kazdého bloku
mrizky pri vykondvani kernelu rozdélena na takzvané warpy, coz jsou skupiny
32 vlaken, kterd vykonavaji vzdy stejnou instrukci. Pokud by néjaké vldkno
jednoho warpu napriklad kvili podmince if v kédu mélo vykondvat jinou
instrukci nez ostatni, dochazi k divergenci uvnitt warpu. Warp musi provést
obé vétve, ale v jeden okamzik muze provadét pouze jednu z nich, providéni
instrukci druhé vétve se tak musi stridat s prvni, ¢imz dochézi k pomalejsimu
vykonavani kédu kernelu. To mize v extrémnim pripadé vést k tomu, ze kazdé
vldkno warpu je vykondvano sekvencéné. Pri ndvrhu aplikaci pro CUDA je tedy
dilezité co nejvice minimalizovat divergence warpti. Architektura Volta prinasi

33



3. PARALELNI ALGORITMY NA ARCHITEKTURE CUDA
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Obréazek 3.2: Hierarchie vlaken v CUDA pro dvoudimenziondlni mfizku a bloky

vylepseni, které optimalizuje provadéni vlaken uvniti warpu, které vykondavaji
odlisné instrukce, jak je uvedeno v [20].

3.5.2 Atomické operace

CUDA podporuje fadu atomickych aritmetickych funkeci [E] Jsou to funkce
do jejichz provadéni zadné jiné vlakno nemuze zasahovvat, neboli je zarucené,
ze k operandiim atomické funkce nema zadné jiné vlakno pristup a nemuze je
zménit pred dokoncéenim atomické funkce. Zde je uvedeno nékolik atomickych
aritmetickych funkci véetné jejich vyznamu.

e ATOMICADD(address,val) — nac¢te hodnotu old ulozenou na adrese
address, spocita old + val a vysledek ulozi zpét na adresu address.
Funkce vraci old.

o ATOMICSUB(address,val) — na¢te hodnotu old uloZenou na adrese
address, spocita old — val a vysledek ulozi zpét na adresu address.
Funkce vraci old.
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Obrézek 3.3: Hierarchie paméti v CUDA

ATOMICMIN (address, val) — na¢te hodnotu old ulozenou na adrese
address, spo¢itd minimum z old a val a vysledek ulozi zpét na adresu
address. Funkce vraci old.

ATOMICMAX (address,val) — nac¢te hodnotu old uloZzenou na adrese
address, spoc¢itd maximum z old a val a vysledek ulozi zpét na adresu
address. Funkce vraci old.

ATOMICINC(address, val) — nacte hodnotu old uloZenou na adrese
address, spo¢ita (old >= wval) 7 0 : (old 4+ 1) a vysledek ulozi zpét na
adresu address. Funkce vraci old.
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3.6 Paralelni BFS na CUDA

Jak bylo uvedeno v podsekci Goldbergtiv algoritmus lze urcyhlit pro-
vadénim globédlniho prepocitani vysek pomoci BFS, proto pfi jeho paralelni
modifikaci pro architekturu CUDA se nabizi vyuzit i pralelni algoritmus BFS
pro stejnou architekturu. Ten muze zaprvé pracovat rychleji nez jeho sekvenéni
verze pro CPU a hlavné se tim eliminuje nutnost kopirovani dat mezi hlavni
paméti CPU a paméti CUDA pred a po provedeni globalniho prepocitani vy-
sek.

Nékolik paralelnich variant BFS pro CUDA je uvedeno spolu s jejich méte-
nim v [11]. Relativné dobfe ve srovnani s ostatnimi uvedenymi z méfeni vysel
algoritmus ze sekce ,, Vertex Frontier with Iteration Counter” pochazejici z [[10],
jeho pseudokdd je uveden v algoritmu .

Algoritmus 3.6.1: Paralelni BFS
input : graf G = (V, E); poc¢atecni vrchol v € V
output: funkce d prirazujici vrcholim jejich vzdalenost od v

forall u € V\{v} do

[y

2 L d(u) + oo < inicializace vzdalenosti
3 d(v) <0

4 level <+ 0 < udava soucasnou hloubku hranice
5 do

6 stop <— TRUE < globalni sdilend proménna
7 d, stop <— SHIFT__FRONTIER(G, d, level, stop) < procedura n
8 level < level + 1

9 while stop = FALSE;
10 return d

Algoritmus vyuziva pojem hranice, coz je mnozina vrchold se stejnou ur-
¢itou vzdélenosti od pocatecniho vrcholu. Jeho myslenka spociva v opakova-
ném posouvani hranice. Na zac¢atku hranici tvori pouze pocateéni vrchol, jehoz
vzdéalenost je 0, ostatni vrcholy maji inicidlni vzdalenost co. Nasledné se pro-
vadi iterace pocinaje iteraci nula. V kazdé i-té iteraci se kazdému vrcholu u
priradi jedno vlakno, které zkontroluje, zda vzdalenost u je rovna i, a pokud
ano, vlakno pro vSechny jeho nenalezené sousedy (ty se vzdalenosti co) nastavi
jejich vzdalenost na i + 1, ¢imz posune hranici o jednu troven dal. Trivialné
plati, Ze pocet iteraci je roven excentricité pocateé¢niho vrcholu, neboli jeho
vzdalnosti k nejvzdalengjsimu dosazitelnému vrcholu. Dulezité je si uvédomit,
ze navzdory piipadnym vicendsobnym soucasnym zapisum vldken do stejné
sdilené proménné na tadcich 6 a 7 procedury , operace nemusi byt ato-
mické a nevede k chybnému vypoctu, protoze vldkna danym proménnym vzdy
pritazuji stejnou spravnou hodnotu.
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Procedura 3.6.2: Posun hranice
input : graf G = (V, E); funkce vzdélenosti d; ¢islo level € Ny; bool
priznak stop
output: funkce d s posunutou hranici o jednu uroven; bool priznak
stop udavajici zda byly nalezeny vSechny dosazitelné vrcholy

1 forall v € V paralelné do < jedno vladkno <> jeden vrchol
2 if d(u) = level then

3 forall (u,v) € E do

4 if d(v) = oo then

5 d(v) < level + 1

6 stop < FALSE < byl nalezen dosud nenalezeny vrchol

7 return d, stop

3.7 Existujici algoritmy hledajici maximalni tok

V této sekei jsou predstaveny ¢tyii existujici algoritmu pro CUDA hledajici
maximalni tok v siti, lisi se predevsim zptusobem synchronizace a prirazovani
vlaken.

3.7.1 Synchronizace atomickymi operacemi

Algoritmy této podsekce se vyznacuji pouzitim atomickych operaci k synchro-
nizaci vlaken, které CUDA podporuje [9].

3.7.1.1 Vlakna prirazovana vrcholtim

Prvni predstaveny algoritmus pochézi z [12]. Algoritmus uvedeny v publikaci
hleda pouze hodnotu maximalniho toku a pripadné miniméalni fez, ale 1ze ho
jednoduse upravit i pro hledani maximélniho toku, jak bylo uvedeno v pod-
sekci . Pro heuristiku globalniho prepocitani vysek vyuziva CPU, argu-
mentem je nizkd vykonnost BFS provadéného na GPU. Vzhledem k tomu, ze
publikace vysla roku 2012, takové tvrzeni na novéjsich a vykonnéjsich GPU uz
nemusi platit, jak je uvedeno v [22], kde sekvenéni BFS zaostava za variantami
pro GPU ve vétsiné pripad.

Algoritmus po inicializaci provadi hlavni smycku na fadcich 2 az 5 al-
goritmu , kde se nejdrive_provede globalni prepocitani vysek a poté se
nékolikrat provadi procedura @, ve které se prevadéji prebytky a zvysuji
vysky vrchold. Tato hlavni smycka se opakuje, dokud se prebytek ve stoku
nerovnd odtoku ze zdroje, tedy vlna se zméni na tok.

V procedure ﬂ se vlakna pritadi vrcholim tak, Ze jedno vldkno mé na
starosti jeden vrchol. Kazdy vrchol kromé zdroje a stoku s kladnym prebytkem
se poté pokusi prevést co nejvétsi ¢ast svého prebytku do jednoho ze svych
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sousednich vrchold pomoci atomickych aritmetickych operaci. Pokud do zad-
ného sousedniho vrcholu prebytek nelze prevést, tedy z vrcholu nevede zadna
klesajici hrana, zvysi vrchol svou vysku o jedna. Toto paralelni prevadéni pre-
bytkl a zvedani vrcholl lze chépat jako jako paralelni provadéni smycky na
radcich 2 az 6 sekvencniho Goldbergova algoritmu Jednou nevyhodou
této procedury muze byt vysokd divergence vlaken pri vykonavani smycky na
Fadcich 4 az 7, pokud jsou stupné vrcholu vyrazné odlisné.

Algoritmus 3.7.1: Maximalni tok - CUDA: atomic, vrcholové centr.
input :sit S=(V},E, z,s,c¢)
output: maximalni tok f sité S

S, [+ INIT(S) < procedura

1

2 while —f2(2) # f2(s) do

3 globalni prepocitani vysek algoritmem BFS

4 repeat limit times

5 L S, f <= VERTEX__TRANSFER_RELABEL(S, f) < procedura
6 return f

Procedura 3.7.2: Prevedeni prebytki: atomic, vrcholové centricky
input :sit S=(Vp, E, z,s,c); vlna f v siti S
output: sit S a vlna f v siti S, kde vrcholy s kladnym prebytkem
prevedly prebytek po jedné hrané, nebo zvysily svou vysku

1 forall v € V}, paralelné do < jedno vlakno <> jeden vrchol
2 if f2(u) >0Au#z,s then

3 h' <+ oo

4 forall (u,v) € E: r((u,v)) > 0 do

5 if »’ > h(v) then

6 v v < vrchol do kterého Ize prevadét
7 L h' + h(v)

8 if h(u) > 1’ then

9 § <« MIN{ f2(w), r((u,v"))} < kolik Ize prevést
10 e < MIN{6, f((¢, u))} < kolik Ize odecist v protisméru
11 ATOMICSUB(f((v',u)), )

12 ATOMICADD( f((u,v")),d — €)
13 ATOMICSUB(f2(u), )
14 ATOMICADD(f2 ('), §)
15 else
16 L h(u) < h(u) +1

17 return S, f
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3.7.1.2 Vlakna prifazovana hranam

Dalsi algoritmus vyuzivajici atomické operace je popsan v [13]. Algoritmus
se od predchoziho lisi hlavné tim, ze vlakna pti prevadéni prebytku nepfita-
zuje vrcholim ale hrandm, coz ma podle autori pozitivni vliv na efektivitu z
divodu nizké divergence vldken. U grafii, které maji odlisné stupné vrchold,
muze pri vrcholové centricité (prifazovani vldken vrcholiim) dochézet napii-
klad k rtzné dlouhym for smyckam, kdyz vldkno iteruje pres vsechny své
sousedni vrcholy. Clanek neuvadi pouziti globalntho prepoéitani vysek, avsak
uvadi paralelni variantu BFS pro nalezeni minimélniho fezu velmi podobnou
uvedenému algoritmu ze sekce B.6.

Algoritmus po inicializaci a globdlnim prepocitani vysek opakované
provadi operaci prevedeni prebytkt po hrandch nasledovanou operaci zvedani
vrcholtd, to je realizovano pomoci dvou procedur a . Algoritmus
kon¢i, kdyz se odtok ze zdroje rovné pritoku do stoku.

Algoritmus 3.7.3: Maximalni tok - CUDA: atomic, hranové centr.
input :sit S=(V,, E, z,s,c¢)
output: maximalni tok f sité S

1 S, f < INIT(S) < procedura

2 forall v € V}, do
3 | wlift < TRUE < atribut vrcholu

4 while —f2(2) # f2(s) do

5 globalni pfepocitani vysek algoritmem BFS

6 repeat [imit times

7 S, f + EDGE_ TRANSFER(S, f) < procedura B.7.4
8 S < EDGE_ RELABEL(S, f) < procedura B.7.5

9 return f

Operace prevedeni prebytki je popsana v procedufe . V té se kazdé
hrané (u,v), pfifadi jedno vlakno, které se pokusi prevést prebytek z prvniho
vrcholu do druhého, pokud jsou splnény podminky pro prevedeni (h(u) >
h(v) a r((u,v)) > 0), za pouziti atomickych operaci. Vldkna nejdiive zjisti,
kolik mohou ve skutecnosti prevést, protoze z jednoho vrcholu muze vést vice
hran. Proto na fadku 4 kazdé vlakno atomicky odecte od prebytku vychoziho
vrcholu hrany rezervu dané hrany a podle vracené hodnoty old pak vldkno
zjisti, zda muze prevadét, nebo ho ostatni vlakna v prevadéni ,, predbéhla“. Je
dilezité si uvédomit, ze prebytek se nikdy nepievadi po jedné hrané obémi
sméry najednou, protoze by to porusovalo podminku vysek (piebytek se vzdy
prevadi do nizstho vrcholu), tprava hodnot f((u,v)) a f((v,u)) tak nemusi
byt atomicka. V procedure se déale aktualizuje bool priznak w.lift udavajici,
zda z vrcholu u nevede klesajici hrana s kladnou rezervou, a tudiz vrcholu u
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lze zvysit vysku.

Druhé operace zvedajici vrcholy je popsana v procedure . Ta je roz-
délena na tii fize, v prvni se inicializuje proménnd u.new_ height udéva-
jici novou moznou vysku vrcholu uw. Ve druhé se kazdé hrané (u,v) priradi
jedno vlakno, které zkontroluje, zda vrcholu u lze zvysit vysku na hodnotu
h(v) +1 (kladny prebytek vrcholu u a rezerva hrany (u,v) a pravdivy ptiznak
lift), a pokud ano tak mu pomoci atomickych operaci upravi proménnou
u.new__height na minimum ze souc¢asné hodnoty w.new__height a h(v) + 1.
Po skonceni druhé faze tak maji vsechny vrcholy u, které lze zvednout, hod-
notu u.new__hetght nastavenou na nejvyssi mozné vysce ale takové, aby vyska
vsech klesajicich hran z vrcholu u klesala nejvice o jedna. Ve tfeti fazi se vr-
choly paralelné zvedaji do vysek urcéenych hodnotou u.new__height ze druhé
faze.

Procedura 3.7.4: Prevedeni prebytki: atomic, hranové centricky
input :sit S=(Vp, E, z,s,c); vlna f v siti S
output: sit S a vlna f v siti S, kde se po hranach poslalo nejvétsi
mozné mnozstvi prebytku

1 forall (u,v) € E paralelné do < jedno vldkno <> jedna hrana
2 if 7((u,v)) >0Au# z,sAh(u) > h(v) then

3 old + ATOMICSUB(f2 (u), r((u,v)))

4 if old > r((u,v)) then < |ze prevést mnozstvi r((u,v))
5 ATOMICADD(f2 (v), 7((u,v)))

6 prislusné uprav tok f po hranach (u,v) a (v, u)

7 else if old > 0 then < |ze prevést mnozstvi old
8 ATOMICADD(f2(u), r((u,v)) — old)

9 ATOMICADD( f2(v), old)

10 ptislusné uprav tok f po hrandch (u,v) a (v, u)
11 else < nelze nic prevést
12 L ATOMICADD(f2(u), r((u,v)))
13 if 7((u,v)) > 0 then
14 | wlift < FALSE 4 vrchol u nelze zvednout

15 return S, f
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Procedura 3.7.5: Zvednut{ vrchol: atomic, hranové centricky
input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢); vlna f vsiti S
output: sit S se zvednutymi vrcholy

1 forall v € V;,\{z, s} paralelné do < jedno vldkno <« jeden vrchol
2 L v.new__height < oo

3 forall (u,v) € E paralelné do < jedno vldkno <« jedna hrana
4 if w.lift = TRUEA f2(u) > 0Ar((u,v)) > 0Au+# 2,5 then

5 L ATOMICMIN (u.new__height, h(v) + 1)

[
—r

orall v € V},\{z, s} paralelné do < jedno vldkno <« jeden vrchol
if v.lift = TRUE A f2(v) > 0 then
L h(v) < v.new__height

9 v.li ft < TRUE

10 return S

3.7.2 Synchronizace fazemi

Atomické operace vyuzivané algoritmy predchozi podsekce mohou prii vicena-
sobné tpravé stejné proménné dosahovat znacného zpomaleni, protoze vldkna
musi byt pri aplikovani atomické operace na jedno pamétové misto seriali-
zovana. Tento nedostatek lze vyresit pouzitim synchronizacni strategie, ve
které v zadném kroku nemuze dojit k vicendsobné tipraveé jednoho mista v pa-
méti a operace s paméti nemusi byt atomické. Na zacatku této kapitoly v al-
goritmu byla uvedena metoda synchronizace pomoci pulzu. Podobnou
synchronizaci vldken pouzivaji algoritmy uvedené v nésledujicich podsekcich,
ovSsem diky tomu, Ze vsechna vlakna maji pristup do globalni paméti, je to
podstatné jednodussi.

3.7.2.1 Statické prevadéni prebytki

Algoritmus popsany v [14], se specializuje na hleddni minimalniho toku pro
mrizkové grafy, coz vyuziva pri segmentaci obrazu, ale 1ze ho pouzit i na obecné
grafy.

Algoritmus nejdriv inicializuje sit a vlnu a zacne provadét hlavni
smycku na Fadcich 2 az 9. V té se nejdrive globalné prepocitaji vysky vsech
vrcholu. Pak se m-krat provede pulz (viz sekce @) o dvou fazich, coz je
realizovano procedurami@ a . Poté se lokalné zvysi vysky vrcholu
v procedure B.7.8, to se spolu s cyklem pulzu opakuje k-krat a potom se
znovu globalné prepocitaji vysky vrcholt a cely cyklus se opakuje. Algoritmus
kon¢i pri splnéni rovnosti odtoku ze zdroje a pritoku do stoku. Autori uvadi,
ze nejlepsich vysledkt dosahovaly hodnoty m =1 a k = 6.

V procedure se vsem vrcholim kromé zdroje a stoku prifadi jedno
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vldkno. Pak se pro vsSechny vrcholy kromé zdroje a stoku prevede nejvétsi
mozné mnozstvi prebytku do jejich sousednich vrcholl, ovSsem bez zvySeni
hodnoty prebytku v cilovém vrcholu. Poslané mnozstvi po hrané (u, v) se ulozi

do sdileného pole p o délce |E|.

V procedute se poté vsem vrcholim priradi jedno vldkno a z pole p se
k prebytku prislusnych vrcholi pri¢te mnozstvi poslané od sousednich vrchola
z prvii faze pulzu.

Procedura mé na starosti zvysovani vysek vrcholt. V té se opét kaz-
dému vrcholu pritadi jedno vlakno, a pokud ma pfislusny vrchol kladny preby-
tek a je rauzny od zdroje a stoku zvysi se mu potencidlné vyska. Novou vysku

evvs

evv,

pripadé se vyska vrcholu u nezméni.

Algoritmus 3.7.6: Maximélni{ tok - CUDA: faze, statické prevadéni
input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢)
output: maximalni tok f sité S

1 S, f < INIT(S5) < procedura

2 while — f2(2) # f2(s) do

3 globalni prepocitani vysek pomoci BFS algoritmu

4 repeat k times

5 repeat m times

6 p < vynulované pole délky |E|

7 fyp < VERTEX__PUSH(S, f,p, Vi) < procedura B.7.9
8 f < VERTEX__PULL(S, f,p, V1) < procedura B.7.7
9 S < VERTEX_ LOCAL_ RELABEL(S, f) < procedura

10 return f

Procedura 3.7.7: Nacteni prebytka do vrcholi: vrcholové centricky

input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢); vlna f v siti S; vyplnéné pole
poslanych prebytkil p; mnozina vrchold M C Vj,

output: vlna f v siti S, kde vrcholy v € M nacetly prebytek poslany
od sousednich vrcholi

1 forall v € M paralelné do < jedno vldkno <+ jeden vrchol
2 forall (u,v) € E do
s | | fR) = f2) +pl(u,v)]

4 return f
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Procedura 3.7.8: Zvednut{ vrchol: vrcholové centricky
input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢); vlna f vsiti S
output: sit S se zvednutymi vrcholy

1 forall v € V}, paralelné do < jedno vldkno < jeden vrchol
2 if f2(u) >0Au+#z s then

3 u.new__height < oo

4 forall (u,v) € E: r((u,v)) >0 do

5 L u.new__height < MIN{u.new__height, h(v) + 1}

6 h(u) + u.new__height

7 return S, f

Procedura 3.7.9: Poslani prebytkt z vrcholi: vrcholové centricky
input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢); vlna f v siti S; pole p poslanych
prebytkt k vyplnéni; mnozina vrchola M C V;,
output: vlna f v siti S, kde vrcholy v € M prevedly sviij prebytek;
vyplnéné pole poslanych prebytkt p

1 forall © € M paralelné do < jedno vldkno <+ jeden vrchol
2 if u # z,s then

3 forall (u,v) € E: r((u,v)) > 0A h(u) = h(v) + 1 do

4 if f2(u) =0 then

5 L break

6 § < MIN{ f2 (), 7((u,v))} < kolik Ize prevést
7 preved d jednotek toku po hrané (u,v), ale nezvysuj f2(v)
8 pl(u,v)] <6 < pole poslanych prebytki

9 return f,p

3.7.2.2 Dynamické prevadéni prebytki

Predchozi algoritmus prevadél prebytky vzdy ze vSech vrchol najednou, al-
goritmus uvedeny v [15] voli strategii postupného dynamického prevadeéni od
nejvyssich vrchold k nizs§im. K tomu pouziva jednoduchou datovou strukturu
zvanou lattice, kterou si lze predstavit jako seznam mnozin vrcholi, kde kazda
mnozina obsahuje vSechny vrcholy sité se stejnou vyskou. Ze struktury lze tedy
jednoduse vybirat a pridédvat do ni vrcholy se stejnou vyskou. Algoritmus se
lisi od vsech predeslych tim, ze vysky vrcholtt méni pouze pomoci globalniho
prepocitani vysek.

Algoritmus zacind inicializaci a v hlavni smyéce na fadcich 2 az 8
nejprve globalné prepocitd vysky vrcholi pomoci paralelntho BFS . Au-
tori algoritmu v sekci IV na strané 3 uvadi metodu, jak pii kazdém posunu
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hranice rovnéz zkonstruovat mnozinu vSech vrcholi tvorici hranici, kterd se
pak vklada do lattice, k tomu vyuzivaji paralelni prefixovy soucet. Po do-
béhnuti BFS se vykondva smycka na fadcich 4 az 8, ve které se postupuje
od vrcholu s nejvétsi vyskou k nejnizsim. Z lattice se v kazdé iteraci odebere
mnozina vrcholil s nejvétsi vyskou lvl a z téchto vrcholi se dvoufizové pre-
vede prebytek do nizsich vrcholi. Nejdrive se pomoci procedury m posle
prebytek vrcholiim s vyskou [vl — 1, tyto vecholy pak nactou poslany prebytek
v procedure . V dalsi iteraci se posila prebytek z vrcholi s vyskou (vl — 1
do vrcholt s vyskou lvl — 2...nakonec se takto prevede prebytek z vrcholu
o vysce 1 do stoku. Prevadéni prebytki je tedy opét realizovano bez pouziti
atomickych operaci. Poté se opét globalné prepocitaji vysky vrcholi a znovu
zkonstruuje struktura lattice, aby odpovidala nynéjsimu stavu sité. Cely tento
cyklus se opakuje, dokud se z vlny nestane tok.

Algoritmus 3.7.10: Maximalni tok - CUDA: fize, dynam. prevadéni
input :sit S= (V},E, z2,s,¢); vlna f vsiti S
output: sit S a tok f v siti S s prevedenymi piebytky

1 S, f < INIT(S5) < procedura
2 while —f2(2) # f2(s) do

3 lattice <— BF'S konstruujici lattice

4 while lattice obsahuje alespon dva seznamy vrcholi do

5 z lattice odeber seznam list s nejvétsimi vyskami vrcholu (vl

6 p < vynulované pole délky |E|

7 f,p < VERTEX__PUSH(S, f,p, list) < procedura %
8 f < VERTEX__PULL(S, f, p, lattice[lvl — 1]) < procedura B.7.7
9 return S, f

3.8 Novy algoritmus vyuzivajici obarveni hran

V této sekci je predstaveny novy algoritmus pro CUDA, vyuzivajici obarveni
hran sité.

Algoritmus po inicializaci sité a pocatecni vlny nastavi proménné
vSech vrchold w.lift na true, tato proménnd udava, zda lze vrcholu u zvysit
vysku. Poté se obarvi hrany sité tak, ze se kazdé hrané priradi barva (pfi-
rozené cislo) tak, ze pro vSechny vrcholy plati, ze vSechny k nim incidentni
hrany maji riznou barvu, pokud neuvazujeme orientaci hran. Nasleduje hlavni
smycka algoritmu na fadcich 6 az 11, ve které se nejdtive provadi globélni pre-
pocitani vysek, nasleduje prevadéni prebytkt v procedure @ pro vsechny
barvy sité. Po proiterovani vsech barev néasleduje procedura ﬂ zvysujici
vysky vrcholi. Po néjakém daném poctu opakovani této smycky (prevadéni
prebytku a zvysSeni vysek) se opét globalné prepocitaji vysky, aby lépe odpo-
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vidaly soucasnému stavu sité a celd hlavni smycka se opakuje az do doby, nez
se z viny stane tok.

V procedure pri prevadéni prebytkt jsou vlakna prifazovana hra-
nam. Kazdé vlakno prevede ptrebytek po hrané (u,v), pouze pokud hrana a
incidentni vrcholy spliiuji podminky pro prevedeni a pokud mé hrana (u,v)
barvu dané iterace. Pokud i po prevedeni ma hrana (u,v) kladny prebytek
nastavuje se proménna wu.lift na FALSE, protoze vrcholu v nelze zvysit vysku
(vede z néj klesajici hrana (u,v) s kladnou rezervou). Obarveni hran zpuso-
buje, ze v zddny okamzik dvé razna vlakna nikdy neupravuji soucasné jedno
pamétové misto, takze prevadéni pebytku lze provést bez pouziti atomickych
operaci. To plati, prestoze dvé ruzna vlakna mohou ve stejny okamzik pro-
vadét tuto proceduru pro hrany (u,v) a k ni opacénou (v,u), ve skuteénosti
se diky podmince vysek na radku 2 procedury nikdy neprevadi v obou
smeérech najednou a nejvyse jedno vlakno ve skutecnosti prebytek prevede.
Diky tomu, ze vladkna jsou pri prevadéni prebytku prifazovana hrandm a ne
vrcholiim, maji vSechna vlakna vyvazené mnozstvi prace, i pokud jsou stupné
vrchold vyrazné rozdilné.

V procedure se kazdému vrcholu pritadi jedno vldkno, které zkontro-
luje, zda je mozné vrcholu zvysit vysku. Pokud lze, vldkno zvysi vysku vrcholu
o jedna. Nakonec se nastavi proménnné vrcholu w.li ft na true, kterd se bude
moct ménit v dalsi iteraci pri prevadéni prebutku a bude se kontrolovat pri
dalsim vykonavani této procedury.

Na obarveni hran grafu lze pouzit Misra-Grieuv algoritmus [16]. Ten do-
kéze obarvit hrany libovolného neorientovaného grafu v ¢ase O(|V| - |E|) za
pouziti nejvice A + 1 barev, kde A je nejvétsi stupen vrcholu obarvovaného
grafu. Nebo lze pouzit naivni ,, hladovy* algoritmus obarvujici hrany uvedeny
napiiklad zde [23], ktery muze bézet rychleji, ovSem muze pouzit vice barev.
Protoze sit je orientovany graf, budou vsechny hrany (u,v) a k ni opaéné (v, u)
mit stejnou barvu.

Algoritmus nepotiebjue zadné atomické operace a jeho dil¢i procedury by
mély vykazovat nizkou miru divergence vlaken — zddné vldkno CUDA nevy-
konava for smycku. Naproti tomu jeho izké hrdlo by mohla byt inicializace
konkrétné sekvencni obarveni hran grafu, které muze trvat nezanedbatelné
mnozstvi ¢asu.

3.8.1 Dukaz spravnosti

Na tadcich 1 az 5 algoritmu se inicializuje sit a obarvi hrany. Ukoncovaci
podminka na faddku 6 vychazi z lemmatu @ Télo smycky na fddcich 7 az 11
se sklada z heuristiky globalniho prepocitani vysSek popsané v podsekci
a smycky na fadcich 8 az 11, kterou lze opakovat libovolné-krat.

Ve této smycce se nejprve pro kazdou barvu sité provadi procedura .
V té se pro vsechny hrany (u, v) obarvené barvou dané iterace zkontroluji pod-
minky: 1. rezerva hrany (u,v) je kladnd, 2. vrchol u je rizny od z, s a 3. vyska
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h(u) je vétsi nez h(v), coz zahrnuje stejné podminky pro prevedeni prebytku,k
teré jsou v puvodnim Goldbergové algoritmu , az na podminku kladného
prebytku vrcholu u, ale nulovy prebytek z vrcholu lze prevadét, i kdyz to nema
zadny efekt. Pokud hrana vSsechny podminky splnuje, prevede se po ni pieby-
tek z vrcholu u do vrcholu v podle definice . Pokud dale plati, ze rezerva
hrany (u,v) je i po prevedeni prebytku kladnd, vrchol u nelze zvednout podle
definice @ (vede z néj klesajici hrana (u,v) s kladnou rezervou) a proto
se na Tadku 5 nastavuje ptriznak [ift na false. Ackoli se prevadéni prebytki
provadi paralelné, diky obarveni hran zddné dvé prevadéjici hrany nikdy ne-
maji zadny spoleény vrchol a to i presto, ze hrana (u,v) a k ni opac¢né (v,u)
maji stejnou barvu a stejné krajni vrcholy, ovSem pfebytek se vzdy prevadi
pouze do nizsiho vrcholu, takze vzdy nejvyse po jedné z této dvojice hran.
Prevadéni prebytk ma tedy stejny efekt, jako kdyby se pro vsechny hrany
dané barvy provadélo sekvencné. Procedura m tedy primarné prevadi pre-
bytky stejné jako pavodni sekvenéni Goldberguv algoritmus na raddku 4, vysky
vrcholil ziistavaji po celou dobu stejné a vlna splnuje definici .

Po prevedeni prebytkt se na radku 11 vykonava procedura . V té
se paralelné pro vsSechny vrcholy u zkontroluje 1. zda jsou ruzné od zdroje
a stoku, 2. maji kladny prebytek a 3. proménné wu.lift vrcholu je nastavena
na true. VSimnéme si, jak bylo popsano v predchozim odstavci, ze proménnd
lift kazdého vrcholu je nastavena na false, pokud z néj vede alespon jedna
klesajici hrana s kladnou rezervou, a nastavena na true v opac¢ném pripadé.
Ptipomenime, ze v pivodnim Goldbergové algoritmu se vrchol zvedd, pouze
pokud 1. je rizny od zdroje a stoku, 2. mé kladny prebytek a 3, nevede z néj
klesajici hrana s kladnou rezervou, coz jsou stejné t¥i podminky pro zvednuti
vrcholu. Vrcholu u se tedy pri splnéni danych ti1 podminek zvétsuje vyska o
jedna, ¢imz vysky vrchol zistanou korektni podle definice . Vina se v
procedure nijak neméni. ]
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Algoritmus 3.8.1: Maximalni tok - CUDA: obarvené hrany

input :sit S=(Vp,, E, z,s,c¢)
output: maximalni tok f sité S

1 S, f < INIT(S5) < procedura

2 forall v € V}, do

3 L w.lift < TRUE < atribut vrcholu
4 obarvy hrany sité S < Misra-Griesiv algoritmus [16]
5 colors <— mnozina barev hran sité S

6 while —f2(2) # f2(s) do

7 globalni ptrepocitani vysek pomoci BFS algoritmu

8 repeat limit times

9 forall c € colors do

10 L S, f < EDGE__TRANSFER(S, f, ¢) < procedura
11 S < LIFT__VERTICES(S, f) < procedura

12 return f

Procedura 3.8.2: Prevedeni prebytki: obarvené hrany, hranové c.

input :sit S=(Vp, E, z,s,c); vlna f v siti S; barva ¢
output: sit S a vlna f v siti S, kde se po hranach obarvenych barvou
¢ poslalo nejvétsi mozné mnozstvi prebytku

forall (u,v) € E : col((u,v)) = c paralelné do < jed. vl.<+ jed. hrana
if r((u,v)) >0Au# 2,5 A\ h(u) > h(v) then
preved prebytek po hrané (u,v) < definice
if 7((u,v)) > 0 then
| wlift < FALSE

S NV VS

6 return 5, f

Procedura 3.8.3: Zvednuti vrcholi: obarvené hrany, vrcholové c.

input :sit S=(Vp, E, z,s,c¢); vlna f vsiti S

output: sit S se zvednutymi vrcholy
1 forall v € V}, paralelné do < jedno vldkno <+ jeden vrchol
2 if u# 2,8 A f2(u) > 0 Awlift = TRUE then
L h(u) < h(u) +1

u.lift < TRUE

w

N

5 return S
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lgoritmus (sekce) synchronizace prirazovani lokalni
aEo us (SeXee) | Vlaken vlaken zména vysek
atomickymi o . .
alg. z [12]() operacemi vrcholim vzdy o jedna
alg. 7 [13] () atomickymi hrandm podle vysek
& — operacemi soused. vrcholu
. . vrcholtim podle vysek
alg. [14]() fdzemi (staticky) soused. vrcholi
. . vrcholtim
alg. z [15]() fazemi (dynamicky)
novy alg.: CUDA obarvenim , . .
coloured edges (@) hran hrandm vady o jedna

Tabulka 3.1: Porovnani hlavnich vlastnosti uvedenych paralelnich algoritmu
— 1. typ synchronizace vlaken pri pristupu do sdilené paméti, 2. zptisob prira-
zovani vlaken pri prevadéni prebytku a 3. jak se lokalné méni vysky vrchola
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KAPITOLA 4

Detaily implementace

V této kapitole je uveden zplisob a detaily implementace uvedenych paralel-
nich algoritmt. Zdrojovy kod implementace je dostupny pro ptrihlasené uziva-
tele na fakultnim GitLabu FIT CVUT na adrese ! a flash disku pfiloZzeném k
fyzické kopii této prace.

4.1 Technologie

Jako programovaci jazyk byl zvolen C++ ve standardu C++11, je vyuzivana
standardni knihovna jazyka. Pro psani kédu vykonavaného na GPU je pouzita
CUDA, coz je z pohledu psani kédu pouze rozsiteni jazyka C/C++ o nové
konstrukty. Déle jsou pouzity knihovny Boost [24] a Thrust [25].

4.2 Reprezentace datovych struktur v paméti

4.2.1 Graf

Kvli typu pristupu, kde mnoho vldken za béhu algoritmu pristupuje soucasné
ke stejnému atributu riaznych vrcholt nebo hran, jsou atributy ulozeny jako
struktura poli (Structure of Arrays), kde vldkna jednoho warpu mohou pfi-
stupovat k sousedicim indextm stejného pole rychleji, jak je uvedeno zde [26].
Vsechna tato pole maji prvky o velikosti 32 biti_kromé pole odpovidajiciho
booleovskému atributu vrcholu lift v algoritmech a , které ma prvky
8-bitové z diivodu dspory mista. VSechna data jsou ulozena v globalni paméti
GPU.

Atributy hran (rezerva hrany, zdrojovy vrchol hrany, barva hrany. . .) véetné
hran zpétnych jsou ulozené jako struktura poli a plati, ze indexy hran (u,v) a
k ni opacné (v, u) se lisi o 1, tedy jsou ulozené v poli vedle sebe, tak ze prvni
hrana grafu m4 index 0 k ni zpétnd index 1, dalsi hrana m& index 2 k ni zpétnd

Yhttps:/ /gitlab.fit.cvut.cz/cerveka2 /mi-dip_implementation
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index 3 atd. Urcovani indexu zpétné hrany k libovolné hrané lze diky tomu
jednoduse implementovat bitovymi operacemi bez nutnosti pouziti prikazu
if. Kazda hrana ma své atributy vzdy na stejném indexu v nékolika riznych
polich. Hranu lze tedy jednoznacné identifikovat jejim indexem a hranu k ni
opacnou indexem o jedna vétsim ¢i mensim.

Atributy vrcholu (pfebytek vrcholu, vyska vrcholu...) jsou uloZené také
jako struktura poli. Ke kazdému vrcholu u je udrzovano pole indext, coz jsou
indexy hran vychazejicich z daného vrcholu u. Z daného vrcholu u nelze tedy
pristupovat primo k jeho sousednim vrcholiim, ale je nutné index sousedniho
vrcholu nejdrive dopocitat jako cilovy vrchol hrany vychazejici z u. Vrchol
lze jako hrany jednoznacné urc¢it svym indexem ve vsech polich udrzujicich
atributy vrcholi.

4.2.2 Lattice

Jak bylo uvedeno, algoritmus ze sekce vyuzivd datovou strukturu zva-
nou lattice. Ta je implementovana jako dvé pole velikosti 2 - [V|, které se
vyplnuji pii globalnim prepocitani vysek. Prvni pole 32-bitovych prvki udr-
Zuje pocCty vrcholi s danou vyskou tak, Ze na indexu 0 je pocet vrcholu z
vyskou 1, na indexu 1 je pocet vrcholi s vyskou 2 atd. Druhé pole uklada
samotné vrcholy jako dynamicky alokované pole 32-bitovych indext vrcholi,
coz jsou jednotlivé irovné této struktury. Po globalnim prepocitani vysek je
druhé uvedené pole vyplnéno tak, ze na indexu 0 ma ulozené pole vSech vr-
cholii s vyskou 1, na indexu 1 méa pole vSech vrcholt s vyskou 2 atd. Struktura
tedy vzdy po jeji konstrukci obsahuje vSechny vrcholy sité, ale jejich umisténi
dané jejich vyskami se muze v case lisit. V této struktufe jsou postupné pro-
chazeny jednotlivé irovné (jednotliva pole vrcholi o stejné vysce) od nejvyssi
po nejnizsi, jak je uvedeno v algoritmu m ve smycce na fadcich 4 az 8.
Struktura se po kazdém tomto priuchodu uvede dealokaci alokovanych poli do
prazdného stavu, kdy neobsahuje zddné vrcholy.

4.3 Implementace algoritmiu

VsSechny algoritmy pouzivaji stejnou reprezentaci grafi v paméti uvedenou
v predchozi sekci, coz u nékterych muze vést k neefektivnimu pristupu do
pameéti kvili castym vypadkim paméti cache, coz je napriklad pri iteraci pres
sousedy néjakého vrcholu v, kde ptistupy ke hrandm vychazejicim z v vedou na
nadhodné nesouvisla mista v paméti. Dana reprezentace na druhou nevyzaduje
pri zadné editaci atributu sité ipravu vice mist v paméti, protoze kazdy atribut
hran i vrchold je v paméti uloZen pravé jednou.

Vsechny algortimy hledajici maximalni tok vykonavaji smycku while, do-
kud se odtok ze zdroje nerovnd pritoku do stoku, ta je u vSech implemen-
tovana jako samostatny kernel vykondvany jednim vldknem CUDA. Uvnit¥
tohoto kernelu pak vldkno vykonava funkce nebo spousti dalsi kernely, jedné
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se tedy o vyuziti dynamického paralelismu [27]. Procedury jednotlivych al-
goritmt, které vykonavaji néjaké prikazy paralelné pro hrany nebo vrcholy
sité, jsou implementovany jako kernel spustény pro dany pocet vldken, ktery
je roven bud poctu vrcholi nebo poc¢tu hran sité. Jednotlivym vldkntim se
v kernelu podle jejich unikatni pozice, dané pozici vldkna v bloku a pozici
bloku v celé miizce vldken CUDA, prifadi vrchol nebo hrana, pro které pak
vykonavaji dany kéd. Prirazovani vldken funguje tak, ze vldkno na pozici i
obstarava vrchol nebo hranu s indexem 4. V nékterych pripadech je spousteni
kernelu pro velké mnozstvi vldken nahrazeno pouzitim funkce memset, pokud
se ma pouze vyplnit néjaké pole stejnou hodnotou jako napriklad na radku 2
procedury

V algoritmu se hrany obarvuji sekven¢né bud pomoci knihovny Boost
implementujici Misra-Griesuv algoritmus, nebo , hladovym® algoritmem [23].
Po obarveni se hrany seradi podle jejich barev pomoci knihovny Thrust, po
jejich uloZeni do vnitfni reprezentace jsou pak pole atributt hran rozdélené
na souvislé tuseky, kde v kazdém tseku jsou pouze hrany stejné barvy. Kdyz
se pak na tadcich 9 a 10 iteruje pres vSechny barvy hran, mize se kernel
prevadéjici prebytky spoustét pfimo pro potirebny pocet vldken dany poctem
hran dané barvy a vlakna jednoho warpu pristupuji vzdy k sousedicim prvkam
jednotlivych poli atributt hran.

4.3.1 Paralelni globalni prepocitani vysek

Aby se minimalizovalo kopirovani mezi pamétmi GPU a CPU je globalni pre-
pocitani vysek a tedy algoritmus BFS jako jeho soucdst vykonavan na GPU.
Implementace kopiruje pseudokéd uvedeného BFS algoritmu ze sekce
Viechny #adky algoritmu vykonavé jedno CUDA vlakno, které na fadku
7 spousti kernel pro dany pocet vlaken posouvajici hranici o jednu troven a
¢ekd na jeho dokonceni vsemi vlakny.

V pripadé, kdy se vykonava globdlni prepocitani vysek v algoritmu ze
sekce , je nutné za jeho béhu vypliovat strukturu lattice. To je imple-
mentovano podle popisu_uvedeného v [15] na obrazku 3 na strané 3. Kernelu
realizujicimu proceduru , se pridava argument traversedNodes, coz je vy-
nulované pole délky |V|. V tomto kernelu se pfi nalezeni dosud nenalezeného
vrcholu v zapiSe na index vrcholu v v poli traversed Nodes hodnota 1. Po skon-
¢eni kernelu posouvajiciho hranici se in-place paralelné spocitéd inkluzivni pre-
fixovy soucet pole traversedNodes, coz je realizované funkci knihovny Thrust.
7Z pole traversedNodes lze pak jednoduse sestavit pole nové nalezenych vrchola
se stejnou vyskou, protoze prvek pole traversedNodes na indexu téchto nove
nalezenych vrcholi ma o jedna vyssi hodnotu nez prvek na indexu o jedna
mensim. Tyto vrcholy jsou pak pridany do struktury lattice spolu s jejich
poctem, ktery je roven prvku pole traversedNodes na jeho poslednim indexu.
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4.4 Parametry algoritmu

Pro kernely, které jsou vykonavany vice nez jednim CUDA vldknem, byla jako
velikost jednoho bloku mtizky cuda vldken zvolena hodnota 128, ktera spolu s
hodnotou 256 dosahovala nejlepsich vysledktu. Nékteré algoritmy lze parame-
trizovat délkami jejich vnitfnich smycek, zde jsou uvedeny pouzité hodnoty
parametru.

V algoritmu ze sekce se jako efektivni délka smycky na radcich 4
a b jevila hodnota v nizsim tadu stovek, nakonec byla zvolena hodnota 200.

Algoritmu ze sekce lze mémit délku smycky na fadcich 6 az 8,
pouzita délka ¢ini 20.

Jak uvadéji autori algoritmu ze sekce , nejefektivnéjsi hodnotou pa-
rametru k je 6 a m je 1 a tyto hodnoty byly pouzity.

Posledni uvedeny algoritmus ze sekce lze parametrizovat délkou smycky
na fadcich 8 az 11, zvolena hodnota, ktera vykazovala relativné nizky ¢as béhu,
je 100.
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KAPITOLA 5

Testovani a meéreni algoritmiu

V této kapitole jsou uvedeny vysledky méreni implementovanych algoritmu a
jejich porovnéni.

5.1 Vstupni instance

Méreni probihalo na osmi sitich rtizného typu popsanych nize.

5.1.1 Sité DIMACS

Sité jsou vygenerovany programy, které jsou soucasti prvniho roéniku imple-
mentacni soutéze DIMACS [31]. Generdtory jsou dostupné z [2§].

e ac__4000: graf vygenerovany programem ac. Jedna se o uplny acyklicky
orientovany graf, jehoz hrany maji ndhodné kapacity v rozmezi 1 az
10 000.

e genrmf 128 32: graf vygenerovany programem genrmf. Sklada z 32
¢tvercovych mrizek velikosti 128 x 128, které jsou ve vrstvach za sebou.
7 kazdého vrcholu v i-té vrstvé vede hrana do nahodného vrcholu ve
vrstvé nasledujici. Kapacity hran jsou ndhodné ¢isla v rozmezi 10 a 100.

5.1.2 Sité KaHIP

Sité zalozené na grafech z desatého ro¢niku soutéze DIMACS [32]. Vsechny
tyto sité maji jednotkové kapacity vsech hran, pouze hrany vedouci ze zdroje a
do stoku maji kapacitu 2 147 483 647, coz je nejvyssi mozné kladna hodnota,
kterou lze ulozit znaménkové do 32-bitového celého ¢isla. Aby nedochézelo k
preteceni hodnoty vnitini reprezentace prebytku ve vrcholech, je graf upraven,
aby vSechny hrany mély kapacitu 1. Instance jsou dostupné z [29].
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o af_shell9: sit ze sekce ,, Based on Other Graphs (Road Networks, Scien-
tific Computing, ...)* v [29]

e del__strip20: sit zaloZzenad na Delaunayho triangulaci nahodnych bodu
rozmisténych ve ¢tverci

e grid_ strip20: mrizkovy graf

e rgg  strip20: ndhodny geometricky graf

5.1.3 Sité z pocitacového vidéni

Mnoho problému z oboru pocitacového vidéni lze prevést na problém nalezeni
miniméalniho fezu v siti, coz se vyuziva naptriklad v grafice nebo biomedicinské
analyze obrazu. Sité z této sekce reprezentuji pravé takové problémy. Instance
jsou mfizkového typu a jsou dostupné z [30)].

« BLO06-camel-sml: Sit je odvozena z problému rekonstrukce 3D objektu
z nékolika 2D obrazkt. M4 rozméry 40 x 30 x 42 x 24 vrcholi.

« LBO07-bunny-sml: Sif reprezentuje problém vznikajici pti rekonstrukci
3D objektu z mnoha bodt v prostoru. Ma rozméry 102 x 100 x 79 vrchold.

Parametry jednotlivych siti jsou uvedeny v tabulce @ Pocet hran neza-
hrnuje zpétné hrany s nulovou kapacitou.

, . 9 o 9 velikost
nazev sité pocet vrcholti | pocet hran max. toku
ac__4000 4 000 7998 000 | 1 986 298 448
af shell9 151 457 5 107 415 1490
BLO6-camel-sml 1 209 602 5 963 582 6 413 363
del_strip20 629 147 3 769 500 1482
genrmf 128 32 524288 2 588 672 895 521
grid__strip20 838 862 3 352 684 1024
LBO7-bunny-sml 805 802 5 040 834 961 163
rgg_ strip20 629 147 8 273 741 1525

Tabulka 5.1: Prehled parametru vstupnich instanci

5.2 Testovani spravnosti

Maximalni tok v siti narozdil od jeho velikosti neni vzdy jednoznacny, protoze
rozlozeni toku po hrandch sité miZe vést na maximélni tok ve vice pripadech.
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Kvuli této nejednoznacnosti se pri testovani spravnosti kontrolovala pouze
velikost maximalniho toku.

Pri testovani spravnosti byly vystupy implementovanych algoritmii po-
rovnany s vystupem implementa¢ni ¢asti bakalarské prace [17] zabyvajici se
hledanim maximaéalniho toku v siti, kterd implementuje hledani velikosti ma-
ximélniho toku. Testovani probéhlo na vsech sitich uvedenych v tabulce El]

5.3 Meéreni

Tato sekce uvadi detaily méreni algoritmu.

5.3.1 Prostredi

Meéreni probihalo na fakultnim serveru STAR, ktery ma nésledujici hardwa-
rové parametry.

« CPU:

— nazev modelu: Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v2 @ 2.10GHz
— pocet fyzickych jader: 6 (logickych 12)

— dostupna pamét: 32GB

— frekvence: 2 100 MHz (turbo 2 600 MHz)2

« GPU:

— nazev modelu: GeForce RTX 2080 Ti

— pocet jader CUDA: 4 352

— dostupnd pamét: 11 GB typu GDDR6

— frekvence: 1 350 MHz (boost 1 545 MHz)

— compute capability: 7.5 (Tu]ring)E

Prekladacem zdrojového kédu v C++ je g++ ve verzi 4.8.5, pro CUDA je
to nvcc ve verzi 10.0.130. Pouzité prepinace pri kompilaci jsou: -g -x cu
-std=c++11 -03 -Xcompiler -Wall,-Wno-pedantic -c -dc -arch=sm_70
-gencode=arch=compute_70,code=sm_70 -rdc=true.

2https://ark.intel.com /content /www/us/en/ark /products/75789/intel-xeon-processor-
25-2620-v2-15m-cache-2-10-ghz.htm]
3https://www.nvidia.com /cs-cz/geforce /graphics-cards/rtx-2080-ti
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5.3.2 Vysledky méreni

Namérené ¢asy behu algoritmii pro vstupni instance jsou uvedené v tabulce @
Tabulka uvadi ¢asy pro vsechny implementované paralelni algoritmy a sek-
venéni Goldberguv algoritmus, jehoz implementace pochézi z [[17]. Pokud doba
béhu prekrocila jednu hodinu, je v tabulce uvedena hodnota +3600.

Na prvni pohled je vidét, ze sekvencni Goldbergiv algoritmus méa rela-
tivné stabilni ¢asy a predhani vSechny paralelni implementace i o nékolik Fad,
pouze algoritmus ze sekce je rychlejsi pro instanci s nazvem ,,af shell9“.
7 paralelnich implementaci nejnizsich ¢ast dosahl algoritmus uvedeny ve dru-
hém sloupci nésledovany algoritmem ze tretiho sloupce, oba vyuzivaji k syn-
chronizaci vlaken pii pristupu do sdilené paméti atomické operace. Algoritmy
ze Ctvrtého a patého sloupce vyuzivajici k synchronizaci metodu fazi dobéhly
s az o rady horsimi casy.

Doba béhu algoritmt uvedenych predevsim v poslednich dvou sloupcich
vykazuje vysokou zavislost na typu vstupni sité, coz je rozebrano v nasleduji-
cich podsekcich.

5.3.2.1 Algoritmus vyuzivajici lattice

V tabulce r jsou uvedeny detaily struktury lattice béhem vykondvani algo-
nl

ritmu pro vstupni instance. Druhy sloupec urcuje, kolikrat se struktura
lattice tvotila pri globdlnim prepocitani vysek, dokud se nenasel maximalni
tok. Treti sloupec udava aritmeticky primér poctti drovni vrchold ve struk-
tufe po jejim vytvoreni. Pro instanci s ndzvem ,,genrmt 128 32“ algoritmus
nedobéhl v rozumném case a data pro ni nejsou znama.

Lze si vSimnout zavisloti mezi rychlosti béhu algoritmu a hodnotami v ta-
bulce @ Algoritmus mél nejnizsi ¢asy pro instance ,ac_4000“ a ,,LBO7-
bunny-sml“, ve kterych se prevadél prebytek z jedné trovné lattice do nizsi
urovné dohromady 22-1.8 = 39.6-krat, respektive 28-82 = 2 296-krat. Naopak
nejvétsi namérené casy jsou pro instance ,,del_strip20“ a ,rgg strip20“, kde
se prevadélo 87 - 1110.5 = 96 613.5-krat, respektive 110 - 648.4 = 71 324-krat.

5.3.2.2 Algoritmus vyuzivajici obarveni hran

V tabulce q I'sou uvedeny detaily obarvovani jednotlivych vstupnich instanci
v algoritmu . Pro obarvovani sité byl pouzity naivni hladovy ,,algoritmus®
z [23], protoze Misra-Griesuv algoritmus poskytovany knihovnou Boost bézel
vyrazné pomaleji.

Z tabulky lze vycist, ze doba obarvovani siti nevykazuje na vstupnich
instancich vyrazné rozdily. Naproti tomu je vidét, ze celkova doba béhu algo-
ritmu silné zavisi na prumérném poctu hran obarvenych stejnou barvou, coz je
bylo pouzito pouze sedm barev a primérné 221 184 hran bylo obarveno stejnou
barvou. Pro sité ,, BLO6-camel-sml“ a ,, LBO7-bunny-sml“, na jejichz obarveni
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bylo pouzito nejvice barev s primérnym poctem 5.66 respektive 15.77 hran
obarvenych stejnou barvou, algoritmus viibec nedobéhl v rozumném case.

nazev sité kolikrat se prum. pocet trovni
lattice tvorila | vrcholu v lattice
ac_ 4000 22 1.8
af shell9 144 204.6
BLO0O6-camel-sml 85 209.2
del__strip20 87 1110.5
genrmf 128 32 — —
grid_ strip20 12 1532
LB0O7-bunny-sml 28 82.0
rgg_ strip20 110 648.4

Tabulka 5.2: Detaily struktury lattice béhem vykonavani algoritmu

nazev sité pouzity pocet | pram. pocet doba b’afveni
barev hran na barvu | hran sité
ac_ 4000 6 547 1 221.62 6.23s
af shell9 1755 1 456.02 2.04s
BLO06-camel-sml 654 271 5.66 8.70s
del_strip20 2 753 685.58 4.53s
genrmf 128 32 7 221 184.00 3.37s
grid_ strip20 1024 1 638.05 4.93s
LB07-bunny-sml 167 944 15.77 5.23s
rgg strip20 1575 2 627.57 5.59s

Tabulka 5.3: Detaily obarvovani hran jednotlivych siti v algoritmu
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5. TESTO

nazev sité

sekv. Goldber-
gav alg. (s. mv

alg. s obarvenymi
hranami (s. @

ac_ 4000

af shell9
BLO6-camel-sml
del_strip20
genrmf 128 32
grid__strip20
LBO7-bunny-sml
rgg  strip20

0.08
0.81
1.49
1.27
9.02
1.80
0.57
1.75

Tabulka 5.4: Prehled nam

0.38
9.34
4.64
17.74
7.07
0.79
2.79

3.26 63.32
49.65 348.77
65.64 229.31

135.48 902.722
125.70 156.02

6.12 25.56

33.91 265.98

2 759.8

2 843.97
+3 600.00
+3 600.00
1 388.32
262.88
+3 600.00

érenych cast béhu v sekundach

129.84
62.81

+3 600.00
238.39
14.45
361.04

+3 600.00
122.20
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Zaver

V préci byly uvedeny existujici sekvencéni algoritmy hledajici maximalni tok
v siti spolu s nezbytnym teoretickym zakladem. Déale byly predstaveny ¢tyri
existujici masivné paralelni varianty Goldbergova algoritmu pro architekturu
CUDA spolu s uvedenim nového masivné paralelniho algoritmu pro stejnou
architekturu vyuzivajiciho obarveni hran sité. Popsan byl také existujici para-
lelni BFS algoritmus vyuzivany pro heuristiku Globilniho prepocitani vysek.

Vsechny paralelni algoritmy byly implementovany v programovacim ja-
zyku C++ rozsiteném o CUDA pro psani kédu vykondvaného na GPU. Imple-
mentované algoritmy byly meéreny a testovany na sadé ruznorodych instanci
na fakultnim serveru STAR spolu s existujici implementaci sekvenc¢niho Gol-
dbergova algoritmu. Méreni ukazalo, ze uvedené implementace paralelnich al-
goritmli vyrazné zaostavaji za sekvenéni verzi a také, ze zavislost efektivity
algoritmu na typu vstupni sité je pro jednotlivé paralelni algoritmy vyrazné
odlisna.

Do budoucna se nabizi prozkoumat, zda by jiné implementace uvedenych
paralelnich algoritmti dosahovaly lepsich vysledkt. Mohlo by se naptiklad jed-
nat o odliSny zptisob vnitini reprezentace sité, jiny zptsob price s paméti v
kombinaci s jinou volbou parametru algoritmi, jako je napriklad délka jejich
internich smycek.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

BFS Breadth-first search (prohledavéani do sifky)

CPU Central processing unit (centralni procesorové jednotka)
CUDA Compute unified device architecture

GPU Graphics processing unit (grafickd procesorova jendotka)

SIMT Single instruction multiple threads
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PRILOHA B

Obsah prilozeného flash disku

readme.tXt ..ooveriniinnniinnnnn... popis obsahu tohoto flash disku
EDP_Cerveny_Kamil_2021 pdf . tato prace ve formatu PDF
STC/ et e adresar se zdrojovymi kody
tthesis/ ...................... adresar se zdrojovym kodem této prace
implementation/......... adresar se zdrojovym kédem implementace
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