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Abstrakt

Ackoliv mapové podklady nejsou do-
konalé, vétsina algoritmt planovani cest
nebere v tvahu priichodnost jednotlivych
useku cesty. Pro nékteré uzivatele (napft.
pro lidi na voziku nebo lidi s ko¢arky) pfi-
tom mozné prekazky na cesté mohou zpt-
sobit velké komplikace. Cilem této prace
je navrhnout a implementovat algoritmus
planovani cest, ktery bere v potaz pravdé-
podobnost pruchodu jednotlivych hran.

Nejprve jsme zvolili vhodné kritérium
prachodnosti a zformulovali dva podobné
problémy. Prvnim problémem je mul-
tikriteridlni problém nalezeni mnoziny
vSech Pareto-optimalnich cest optimali-
zujici kritéria vzdédlenosti a prichodnosti.
Cilem druhého problému je nalézt nej-
kratsi cestu, ktera splnuje dané omezeni
kritéria pruchodnosti.

Pro reseni obou téchto problému jsme
navrhli a implementovali podobné algo-
ritmy zalozené na algoritmu NAMOA*.

K vyhodnoceni obou algoritmii jsme
pouzili grafy Prahy a Sumavy pro pési.
Déle jsme na zakladé informaci z Open-
StreetMap vytvorili 2 scénare priichod-
nosti simulujici rozdilné situace s ohledem
na pocasi, ze kterych byla urcena pravdé-
podobnost priichodu jednotlivych hran.

V experimentech jsme porovnali oba
navrzené algoritmy na nékolika vytvore-
nych sadéach problémui. Kromé nich jsme
také vyhodnotili vliv heuristik, riznych
implementaci Pareto-mnozin a scénaiu
pruchodnosti.

Vysledky experimenta ukazaly, ze
vSechny zkoumané parametry, mohou vy-
razné ovlivnit dobu béhu algoritmu.

Kli¢ova slova: planovani cest, nejistota,
nejista prachodnost, multikriterialni
problém nejkratsi cesty

Vedouci prace: Ing. Marek Cuchy
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Abstract

Although the map data are not perfect,
the majority of route planning algorithms
do not consider the traversability of par-
ticular parts of path. At the same time,
there are users (e.g. people in wheelchairs
or people with prams) to whom possible
obstacles on the road can cause big is-
sues. The aim of this thesis is to propose
and implement route planning algorithm
which takes into account the probability
of traversal of particular edges.

At first, we chose a suitable traversabil-
ity criterion and formulated two similar
problems. The first problem is a multicri-
teria problem of finding all Pareto-optimal
paths optimizing distance and traversabil-
ity criteria. The aim of the second one
is to find the shortest path that satisfies
given traversability criterion constraint.

To solve both of these problems, we
proposed and implemented similar algo-
rithms based on the NAMOA* algorithm.

To evaluate both algorithms, we
used graphs of Prague and Sumava for
pedestrians.  Furthermore, based on
OpenStreetMap information, we created
2 traversability scenarios simulating a
different situations with respect to the
weather. The probability of traversal
of particular edges was determined from
these scenarios.

In experiments, we compared both pro-
posed algorithms on several created prob-
lem sets. Moreover, we also evaluated
the impact of heuristics, different Pareto-
sets implementations and traversability
scenarios.

The results of experiments showed that
all examined parameters can significantly
affect the algorithm runtime.

Keywords: route planning, uncertainty,
uncertain traversability, multiobjective
shortest path problem

Title translation: Route Planning with
Uncertain Edge Traversability
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Kapitola 1
Uvod

Pri planovani cest je obvyklé realny svét modelovat grafem dopravni sité, ve
kterém je nasledné hledana optimalni cesta. Graf dopravni sité je vytvoren z
mapovych podkladii, které vSak nejsou dokonalé. Obcas se v nich totiz mohou
vyskytovat urcité nedostatky (napf. v nich nékteré podstatné informace
chybi nebo jsou nespravné). A tedy i graf vytvoreny z téchto podkladi bude
obsahovat tyto nedokonalé informace.

Pro cesty automobily se chyby ¢i nedostatky v datech dopravni sité, vzhle-
dem k jejich ¢astému pouzivani, prilis nevyskytuji. A proto se cesty napla-
nované s témito nedokonalymi informacemi od optimalnich priliS nelisi. Na
druhou stranu u nékterych zpusobu dopravy (napft. u lidi na voziku, lidi s
koc¢arkem nebo u cyklistii), kde se nedostatki v mapovych podkladech vy-
skytuje vice, muze neiplnost a nespravnost téchto informaci zpusobit béhem
cesty velké komplikace.

Jina informace, jejiz neuvazovani mize vést k nedokonalosti grafu a tim
ovlivnit optimalitu naplanované cesty, je zpusobena vlivem pocasi. Napriklad
budou-li na cesté popadané vétve, stane-li se z pevné cesty nezpevnéna nebo
bude-li cesta pokryta snéhovou pokryvkou, prichodnost (resp. prijezdnost)
cesty tim bude urcité vyrazné ovlivnéna.

Ackoliv je z vyse uvedenych prikladt vidét, ze graf dopravni sité nemusi byt
vzdy dokonaly a prichodnost nékterych jeho hran mize byt nejista, vétsina
algoritmu planovani cesty nejistotu prichodnosti hran kvuli jednoduchosti ig-
noruje. Hrana je pak bud povazovana za plné prijezdnou nebo neni uvazovana
vibec.

V této prici uvazujeme predpoklad, ze o této nejistoté mame predem
jistou znalost. Konkrétné predpokladame, ze u kazdé hrany grafu je predem
znama urcitd hodnota pravdépodobnosti urcujici, jestli dand hrana bude
prichodné. Cilem préce je pak zformulovat problém planovani cest tak, aby u
naplanovanych cest byla brana v iivahu tato pravdépodobnost. Pro porovnani
jednotlivych cest bude nejprve potieba vhodné zadefinovat samotné kritérium
pruchodnosti cesty. Déle je cilem navrhnout a implementovat algoritmus
pro feseni tohoto problému. A na zavér tento implementovany algoritmus
vyhodnotit na testovacich instancich zaloZenych na realnych datech.






Kapitola 2
Prehled literatury

Tato kapitola obsahuje prehled nékolika problému planovani optimalni cesty
a popis algoritmt, které tyto problémy resi. Nejprve je v sekci [2.1] popsdn
problém hledani nejkratsi cesty v grafu, jehoz struktura i ceny hran jsou
predem znamy. V sekci 2.2 je popsano rozsireni této tlohy na problém hledani
nejkratsi cesty optimalizujici vice kritérii. Na zavér jsou v sekci [2.3| popsany
problémy uvazujici ur¢itou nejistotu pii hleddni cesty v grafu. V téchto
problémech je graf sice predem znamy, ale skutecné ceny jeho hran jiz znamy
nejsou.

B 2.1 Hiedani nejkratsi cesty

Hledani nejkratsi cesty mezi dvéma body v grafu je dobfe znamym a casto
studovanym problémem. Cilem problému je nalézt nejkratsi cestu mezi dvéma
uzly, tedy cestu s minimalnim souctem délek jejich hran.

Poznamenejme, ze optimalizovanym kritériem nemusi byt pouze délka
cesty, ale jakékoli jiné kritérium, jehoz hodnota lze na jednotlivych hranach
grafu scitat. Napriklad chceme-li hledat nejrychlejsi cestu, muzeme pouzit
algoritmus hledani nejkratsi cesty, pouze s tim rozdilem, Ze cena hrany nebude
jeji délka, ale cCas, za ktery se lze pres danou hranu dostat.

B 2.1.1 Dijkstriv algoritmus

Jednim z nejznaméjsich algoritmti hledani nejkratsi cesty v grafu je Dijkstriv
algoritmus [I]. Cilem tohoto algoritmu je nalézt nejkratsi cestu z urcitého
pocate¢niho uzlu s do vsech ostatnich (z s dostupnych) uzlu grafu.

Béhem béhu algoritmu si kazdy uzel v udrzuje délku dosud nejkratsi
cesty d(u) vedouci z s do néj. Déle je udrzovana mnozina tzv. oteviengch uzli.
Otevreny uzel je takovy uzel, do néhoz jiz byla nalezena cesta, ale jesté nebyl
expandovan (viz déle).

Na pocatku algoritmu je pocatecni uzel s vlozen do mnoziny otevienych
uzli a d(s) je mu nastavena na 0. Vsem ostatnim uzlim je pfifazena délka oo.

Po pocétecni inicializaci jsou v cyklu postupné expandovdiny dosud nejlepsi
uzly. Konkrétné, v kazdém cyklu algoritmu je z mnoziny otevienych uzla
vybran uzel u s nejkratsi délkou d(u). Tento uzel u je odebran z mnoziny

3



2. Prehled literatury

otevienych uzli a je expandovan. Béhem expanze uzlu u jsou postupné
navstiveny vsechny uzly v; sousedici s timto uzlem. Pro kazdy uzel v; je
vypoctena d'(v;), délka cesty z s do v; vedouci pres uzel u, jako

d (v;) = d(u) + l(u, v;),

kde I(u,v;) je délka hrany mezi uzly u a v;. Pokud je délka d’(v;) kratsi nez
délka dosud nejkratsi cesty d(v;), je do d(v;) prifazena délka d'(v;) a uzel v;
je pridan do mnoziny otevienych uzli.

Pokud je mnozina otevienych uzli prazdnd, je pro kazdy uzel nalezena
délka nejkratsi cesty a algoritmus kondi.

V nékteré literature (napr. v [2]) je tento algoritmus oznacovan jako
tzv. uniform-cost search. Zakladni Dijkstriv algoritmus lze snadno vylepsit
tim, Ze si budeme udrzovat i mnozinu uzavrengch uzlu (tj. uzli, které jiz byly
vybrany k expanzi), které uz nebudeme dale navstévovat. To je umoznéno
diky tomu, ze pokud byl uzel vybran k expanzi, byla jiz do néj nalezena
nejkratsi cesta [2]. Pokud tedy hleddme pouze cestu do konkrétniho uzlu,
algoritmus muze skoncit pred jeho expanzi.

Dijkstruv algoritmus je optimélni na grafu s nezdpornymi hranami.

B 2.1.2 Algoritmus A*

Zobecnénim Dijkstrova algoritmu pro hledani nejkratsi cesty mezi dvéma
uzly grafu je algoritmus A* [3], ktery kromé ceny dosazeni uzlu g(u) vyuziva
i odhad ceny cesty do cilového uzlu. Tento odhad je realizovan heuristickou
funkei h(u). Z mnoziny otevienych uzla se pak nevybira podle funkce g(u),
ale podle funkce
f(u) = g(u) + h(u)
=0

Poznamenejme, 7Ze v pripadé, ze h(u) pro kazdé u, je algoritmus A*
redukovan na Dijkstriv algoritmus.

Pro spravné chovani algoritmu je pozadovano, aby heuristickd funkce byla
pripustnd a idealné i konzistentni.
Definice 2.1. Je-li h*(u) cena optimélni cesty z bodu u do cilového uzlu.
Heuristickd funkce h(u) je pripustnd, pokud pro kazdy uzel u plati

0 < h(u) < h*(u).
Pripustna heuristika tedy nikdy neodhaduje vyssi cenu cesty do cilového
uzlu nez je skutecna, coz zarucuje optimalitu nalezeného Teseni.
Definice 2.2. Heuristickd funkce h(u) je konzistentni, pokud pro kazdy
uzel u a jeho néasledovnika v plati trojuhelnikova nerovnost
B(u) < e(u,v) + h(v),
kde c(u,v) je cena hrany mezi uzly u a v.

Konzistentni heuristika tedy zarucuje, ze hodnoty f(u) béhem cesty budou
neklesajici. A tudiz kdykoliv je uzel vybran k expanzi, byla jiz do tohoto
uzlu nalezena optimalni cesta [2]. Poznamenejme, ze pokud je heuristika
konzistentni, tak je zadroven také pripustna.
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2.2. Multikriterialni hledani nejkratsi cesty

B 2.2 Multikriterialni hledani nejkratsi cesty

V nékterych typech tloh optimalizace podle jednoho kritéria nestaci a je
vhodné hledat optiméalni feSeni podle vice kritérii. Napriklad zajima-li nas
nejkratsi a zaroven nejrychlejsi cesta, budeme optimalizovat podle vzdalenosti
a casu.

Na uvod poznamenejme, ze zatimco algoritmy zminéné v predchozi sekci,
které hledaji nejkratsi cestu podle jednoho kritéria, naleznou feseni v polyno-
V [] bylo s odkazem na ¢lanek [5] zminéno, ze i v pfipadé problému se dvéma
kritérii muze vyslednd Pareto-mnozina obsahovat exponencialné mnoho reseni.

Pri hledani optimalni cesty podle vice kritérii vznika hned nékolik problémn,
které se v algoritmech optimalizujicich jediné kritérium nevyskytuji. Nejvétsim
rozdilem je, ze optimalizované kritérium neni pouze skaldrni hodnota, ale
vektor hodnot jednotlivych kritérii. Tim vznika problém s urc¢enim lepsiho z
vektortu cen. Proto je pro vektory cen definovana relace ¢astecné usporadanych
preferenci < nazvand dominance.

Definice 2.3. Mé&jme dva vektory cen ¢y, cy € RF. Rekneme, 7e ¢; dominuje
¢o (znaceno c¢; < ¢g) pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,...,k} plati

Cl(’i) < CQ(’i) A ¢ # co.

Poznamenejme, Ze ne pro vsechny dvojice vektori cen existuje relace <,
a tedy ne vzdy lze rozhodnout, ktery z vektort cen je lepsi. Napriklad pro
vektory ¢; = (1,2), co2 = (1,3) a ¢3 = (2,1) plati, Ze ¢; dominuje ca, ale
neplati, ze ¢; dominuje c3 ani ze c3 dominuje c;.

B 2.2.1 Multikriterialni A*

Algoritmus rozsirujici algoritmus A* na vice kritérif je multikriteridini A*
algoritmus (Multiobjective A*, MOA*) popsany v ¢lanku [6]. Jako rozsifeni
algoritmu A* byl pozdéji v ¢élanku A New Approach to Multiobjective A*
Search [7] také navrzen algoritmus NAMOA*. Vlastnosti algoritmu NAMOA*
byly déle podrobnéji studovény v ¢élanku [§], kde byl navic algoritmus NA-
MOA* porovnavéan s algoritmem MOA*. Mimo jiné zde bylo ukézano, Ze za
rozumnych predpokladu mé algoritmus NAMOA* nékteré dulezité vlastnosti
algoritmu A*, které vSak algoritmus MOA* nemé&. Jednou z téchto vlast-
nost{ je napiiklad, ze s konzistentnimi heuristikami lze u algoritmu NAMOA*
garantovat, ze k expanzi budou vybrany jen nezbytné nutné cesty.

Protoze v multikriterialni optimalizaci nemusi byt optimalni jediné fe-
Seni. Cilem algoritmu MOA* a NAMOA* je proto nalézt mnozinu vSech
nedominovanych (Pareto-optiméalnich) feseni.

Vzhledem k tomu, zZe jsou hledany vsechny nedominované cesty, je potreba
si béhem prohledavani v kazdém uzlu u udrzovat mnozinu cen vsSech nedo-
minovanych cest do u. Tato mnozina obsahujici nedominované ceny byva
také nazyvana jako tzv. Pareto-mnoZina. Kdykoliv je pak nalezena nova
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cesta do uzlu u, je potieba zkontrolovat jeji dominanci s cenami vSech dosud
nedominovanych cest do u z této mnoziny.

Vzhledem k tomu, Ze znacnou ¢ast béhu multikriteridlniho algoritmu tvori
pravé porovnavani dominance jednotlivych cest, v élanku [9] byla predstavena
technika tzv. redukce dimenze, kterd muze béh algoritmu urychlit. Tuto
techniku je mozné pouzit u tzv. presnych multikriteridlnich label-setting
algoritmt, mezi néz patii i algoritmus NAMOA*. Redukce dimenze spociva
v tom, ze v nékterych pripadech je za urcitych podminek mozné pti kontrole
dominance vynechat prvni kritérium. Tyto podminky konkrétnéji popiseme
dale v podsekci 5.1}

B 2.2.2 Konkrétni ulohy multikriteridlniho planovani cest

Konkrétnim pripadem, kdy je pri pldnovani cest vhodné vyuzit multikriterialni
tlohu miize byt planovani pro cyklisty, pro které délka nebo cas cesty nemusi
byt hlavnim kritériem pro vybér cesty.

Planovani pro cyklisty bylo feSeno napriklad v ¢lanku [I0], ve kterém
byl zformulovan bikriteridlni problém, kde prvnim kritériem byl ¢as cesty
a druhym kritériem byla vhodnost cesty. Jednotlivym hranam grafu byl urcen
cas a cena kritéria vhodnosti, coz byla hodnota mezi 0 a 100 ziskana jako
kombinace mnoha faktorti napr. bezpecnost cesty, iroven dopravy nebo terén.

Multikriteridlni pldnovani pro cyklisty bylo feseno také v ¢lanku [11], kde
byl zformulovéan problém se tfemi kritérii (¢asem cesty, pohodlnosti cesty a
prevysenim na cesté). Protoze se zvysujicim poctem kritérii se také zvysuje
doba béhu algoritmu, v ¢lanku byly porovnavany kombinace ruznych urych-
lujicich technik, které vSsak mohou vést k nenalezeni nékterych optiméalnich
feseni. Na druhou stranu ale bylo ukazano, ze s nékterymi kombinacemi téchto
technik je mozné nalézt optimalni feseni v prakticky pouzitelném pramérném
case 5 sekund.

B 2.3 Hiedani optimalni cesty v grafu s nejistymi
cenami hran

V nékterych tlohach hledédni nejkratsi cesty nemusi byt ceny nékterych hran
v grafu predem znamé nebo urcené jednou konkrétni hodnotou. Moznou
variantou problému, kde se vyskytuje urc¢ita nejistota, je napiiklad problém
popsany v podsekci [2.3.1, kde ve znamém grafu mohou byt nékteré hrany
zablokovany a byt tak plné neprajezdné. Jiny problém je popsin v pod-
sekci [2.3.2, kde skutecné ceny hran nejsou predem znamé, ale je znamé jejich
pravdépodobnostni rozdéleni.

Jina forma nejistoty se miize vyskytovat pii planovani cest v dopravnich
sitich. V' [4] je napriklad zminéna nejistota ve formé zpozdéni nékterého
dopravniho prostiedku nebo nejistoty pii prestupu. Tyto typy tloh se vSak
jiz od nasi tlohy vyrazné lisi.
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B 2.3.1 Problém kanadského cestujiciho

Problémem hledani optiméalni cesty v grafu, kdy priachodnost hran neni
predem znama3 a je zjisténa az béhem cesty, se zabyva tzv. problém kanadského
cestujictho (Canadian Traveller Problem, CTP) definovany v ¢lanku [12].

Ridi¢ se pohybuje v zndmém prostfedi a snazi se dostat z poc¢ateéniho
bodu do cile. Béhem jeho cesty se vSak nékteré hrany mohou stat nepru-
jezdné (napf. kvuli zasypani snéhem). Jestli je urcitd hrana prujezdna ¢i
nikoliv 1ze zjistit az v s ni sousedicim uzlu. Cilem tohoto problému je nalézt
optimalni strategii pro cestu z pocatecniho bodu do cile, kterda minimalizuje
oc¢ekdvanou cenu cesty. Kritériem minimalizace muze byt napriklad tzv. worst—
case ratio, pomér mezi délkou cesty podle dané strategie a délkou nejkratsi
cesty, ktera by byla nalezena pri znalosti cen vSech hran v grafu.

Existuje nékolik variant CTP tloh. Nékteré z nich jsou studovany v ¢lan-
ku [I3], kde je studovdna napiiklad varianta, kde zablokované hrany mohou
byt po urc¢ité dobé odblokovany, nebo varianta, kde je shora omezen pocet
hran, které mohou byt zablokovany.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna spise o dynamicky problém, nebot je uvazo-
vano ziskavani novych informaci béhem cesty, nelze ho v pripadé nasi tlohy
(tedy planovani trasy predem) jednoduse pouzit. Navic CTP je spiSe o hledéni
optimalni strategie pro prochazeni grafu nez o hledédni konkrétni cesty.

B 2.3.2 Stochasticky problém nejkratsi cesty

Jinym problémem hledani optimalni cesty v grafu s nejistymi cenami hran se
zabyva stochasticky problém nejkratsi cesty (Stochastic Shortest Path Problem
with Recourse) studovany v ¢lanku [14].

Formulace tohoto problému je velmi podobnd problému CTP. V tomto
pripadé je graf stochasticky (tj. ceny hran jsou ndhodné). Cena kazdé hrany
je realizovana ndhodnou proménnou s predem zndmym pravdépodobnostnim
rozdélenim. Skutecné ceny hran jsou vsak zjisfovany az pribézné pii priichodu
grafem.

Jako priklad mozného problému je v ¢lanku zminéna situace jizdy autem,
kdy skuteénd troven provozu (a tedy i napf. mozné dopravni zicpy) je
zjistovana v prubéhu cesty az na jednotlivych krizovatkach.

Stejné jako CTP i tento problém je spise o hledani optimalni strategie
(tj. pravidel, jak se rozhodovat s ohledem na aktudlné zndmé informace) nez
o hledani konkrétni cesty. Cilem stochastického problému nejkratsi cesty je
totiz nalézt strategii, kterda minimalizuje stfedni hodnotu souctu cen vsech
hran, po kterych vozidlo projelo nez se dostalo do cilového uzlu.






Kapitola 3

Formulace problému

V této kapitole zformulujeme problém planovani cest s nejistou prichodnosti
hran.

Pokud bychom planovali cestu pouze podle jeji priuchodnosti, velmi ¢asto
by naplanovana cesta byla prilis dlouhd. Domnivame se, ze pro praktické ucely
je pri planovani potreba vzit v ivahu nejen prichodnost cest ale i jejich délku.
Proto jsme se rozhodli problém zformulovat jako multikriteridlni problém,
kde je mozné vzit v ivahu jak délku cesty, tak jeji prichodnost.

Nakonec jsme se rozhodli zformulovat 2 podobné problémy. Prvnim problé-
mem je obecny problém, jehoz cilem je nalézt celou mnozinu vsech Pareto-
optimalnich cest. Cilem druhého problému je nalézt nejkratsi cestu z této
mnoziny tak, aby bylo splnéno dané omezeni na jeji prichodnost.

Pro formulaci téchto problémi nejprve zadefinujeme nékolik potrebnych
pojmiu. Zacneme definovanim pojmi z teorie grafi inspirované textem pred-
nasky [15] a pojmu, které budou potteba pro definici nasich problému. Poté
popiseme, jak jsme volili vhodné kritérium prichodnosti a v zdvéru kapitoly
zformulujeme oba problémy.

B 31 Orientovany graf

Orientovany graf G je trojice (V, E,€), kde
® V je neprazdnd koneénd mnozina vrcholi (uzli),
® F je kone¢nd mnozina hran,

B yztah incidence € je pritazeni, které kazdé hrané e € E prifadi usporada-
nou dvojici vrcholt.

Jestlize pro hranu e € F a vrcholy u,v € V plati e(e) = (u, v), pak vrchol u
nazveme pocdtecnim vrcholem hrany e a vrchol v koncovym vrcholem hrany e.

. 3.2 Cesta

Méjme orientovany graf G = (V, E, €). Posloupnost vrchola a hran

V1, €1,02,€2,...,V_1,€k—1,Vk

9
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grafu G nazveme cestou z uzlu vy do uzlu v, pokud pro kazdou hranu e;
této posloupnosti plati, ze uzel v; je jejim pocate¢nim vrcholem a uzel v;41 je
jejim koncovym vrcholem.

Poznamenejme, ze v teorii grafu (naptiklad v [I5]) byva v definici cesty
jesté zakazano opakovani uzli a hran. V tlohach hledani nejkratsi cesty vsak
byvaji tyto podminky vypustény, a proto se nevyskytuji ani v této definici.

B 33 Graf dopravni sité s nejistou prichodnosti hran

Graf dopravni sité s nejistou prichodnosti hran G je trojice (G',d,p), kde
®m G' = (V,E,e€) je orientovany graf,

B d: E — R+ je zobrazeni prirazujici kazdé hrané vzdalenost mezi jejim
pocatecnim a koncovym vrcholem,

® p: E — (0,1) je zobrazeni prifazujici kazdé hrané pravdépodobnost, ze
hrana bude prichodna.

B 3.4 Cena cesty

Necht m# = wvq,e1,v9,€9,...,Vp_1,€5_1,Vr je cesta v grafu dopravni sité s
nejistou pruchodnosti hran G = ((V, E, €),d, p), pak

B jeji délku cy(m) definujeme jako je soucet délek jejich hran, tedy

k—1

ca(m) =) des),

i=1
® jeji vdZenou neprichodnost c,(m) jako soucet soucint délek a pravdépo-
dobnosti nepriuchodu jejich hran, tedy
k—1

cp(m) = d(ei)(1 — ples)),

i=1
B jeji cenu c(m) jako dvojici (cq(m), cp(m)).

Prvnim kritériem v nasi tloze tedy bude délka cesty a druhym bude
kritérium priachodnosti. Pro¢ jsme pro kritérium prichodnosti zvolili pravé
vazenou nepruchodnost popiseme déle v sekci

. 3.5 Relace dominance

Jak jiz bylo zminéno pri popisu multikriteridlniho hledani cest, pro porovnani
dvou vektoru cen je potreba zavést vztah dominance.
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3.6. Volba kritéria prichodnosti

Dominance dvou cen cest ¢; = (dy,p1), c2 = (d2, p2) pfimo z definice by
v nasem pripadé byla urcend vztahem

c1<c & di<daApi <p2Aci#ca.

Za ticelem zrychleni algoritmu je mozné vyuzit slabsi definici dominance,
ktera se lisi pouze tim, ze jsou navic dominovany i stejné ceny. Dominanci
tedy definujeme néasledovné.

Necht ¢; = (dq1,p1) a ca = (da, p2) jsou dvé ceny cest, pak plati

c1 2 & di<dyAp1 <po.

Tato definice sice neumozni nalézt cesty se stejnou cenou, nicméné tyto
cesty se vétsinou lis{ jen na velmi kratkém useku (naptiklad v jednom uzlu
a dvou hranach), a tim jsou pro vyslednou mnozinu cest nezajimavé. Navic
v nékterych pripadech miize tento pristup vést k vyrazné redukci velikosti
Pareto-mnoziny, a tedy i k vyraznému zrychleni. Proto jsme se rozhodli
v nasem pripadé vyuzit tuto slabsi definici dominance.

B 3.6 Volba kritéria pruchodnosti

Kritérium pro délku cesty jsme v nasem multikriteridlnim problému zvolili
jednoduse jako minimalizaci souc¢tu délek jednotlivych hran na cesté. Zduvod-
néni, jak jsme uvazovali pri volbé kritéria priichodnosti a pro¢ jsme zvolili
pravé vazenou neprichodnost, nabizi tato sekce.

Pro hledédni nejkratsi cesty pomoci standardnich algoritmu (Dijkstra, A*)
je potreba, aby kritérium splnovalo urcité vlastnosti. Tyto vlastnosti bychom
chtéli i u kritéria priachodnosti. Potrebovali bychom tedy, aby kritérium bylo
po hranach aditivni, aby bylo minimalizovano a aby jeho hodnoty béhem
cesty byly neklesajici (tj. aby se pfiddnim hrany nemohla cena cesty snizit).

B 3.6.1 Pravdépodobnost priichodu cesty

Jednim z moznych kritérii by mohla byt pfimo maximalizace pravdépodobnosti
prichodu cesty, kterd by, za predpokladu nezavislosti pravdépodobnosti pri-
chodu jednotlivych hran na cesté, byla urcena jako souc¢in pravdépodobnosti
pruchodu jednotlivych hran na cesté vzorcem

11 »les). (3.1)

e; em

Toto kritérium sice neni pfimo aditivni, ale je mozné ho s vyuzitim vlastnosti
logaritmu na aditivni kritérium relativné jednoduse prevést. Jednotlivé kroky
prevodu jsou prehledné popsany na analogickém piipadu hledani nejspoleh-
livéjsi cesty v ¢lanku [16], kde jsou pouzity upravy z ¢lanku [I7]. Navic by
se nam pri tomto prevodu vytesil i druhy problém tohoto kritéria a to, ze
maximalizaci bychom pfrevedli na minimalizaci. Vyuzitim tohoto prevodu
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bychom béhem prohledavani minimalizovali soucty opa¢nych hodnot loga-
ritmt pravdépodobnosti priichodu hran na cesté, tedy >_.. . —log(p(e;)), a az
na zavér bychom toto kritérium prevedli zpét, a tim ziskali pravdépodobnost
prichodu cesty podle vzorce |3.1L

Ackoliv toto transformované kritérium jiz splinuje vSechny vytycené vlast-
nosti, nepovazujeme ho za vhodné pro nas problém. Divodem pro to je
predevsim neuvazovani délek jednotlivych hran a zavislost na jejich poctu.
Tyto divody jsou ilustrovany v nasledujicich dvou prikladech.

Pfiklad 3.1 (Kratky neprichodny Gsek). Méjme cestu s délkou 1 km tvo-
rfenou nékolika hranami. Tato cesta ma jednu hranu s pravdépodobnosti
pruchodu 0.1, kterd tvori jen pétimetrovy tsek z celé cesty. VSechny ostatni
hrany maji pravdépodobnost priichodu 1.

Pouzitim vzorce 3.1 by této cesté byla prifazena prichodnost 0.1. A tedy

ackoliv je tato cesta az na maly tsek plné prichodné, kratky neprichodny
usek by zpusobil, Ze i prichodnost celé cesty by byla nizkd. Pritom je mozné,
ze tento kratky by tsek mohlo jit v mnoha pripadech néjak prejit, prenést ¢i
obejit.
P¥iklad 3.2 (Zavislost na poltu hran). Méjme 2 cesty se stejnou délkou 1 km.
Prvni cesta je tvorend jedinou hranou s pravdépodobnosti priuchodu 0.9. Druhé
cesta je tvorena 5 hranami, kde kazda hrana ma stejnou pravdépodobnost
pruchodu 0.9.

Intuice 1iké, Ze vzhledem k tomu, Ze obé cesty maji na stejné dlouhém
useku po celou dobu pravdépodobnost pruchodu 0.9, mély by mit obé cesty
i stejnou prichodnost. Nicméné, pokud by byl pro prichodnost cesty vyuzit
vztah [3.1], prvni cesta by méla prichodnost 0.9, zatimco cesta tvorena vice
hranami by méla vyrazné nizsf prichodnost 0.9% = 0.59.

B 3.6.2 Primérna (ne)prichodnost cesty

Variantou, kterd bere ohled na délku jednotlivych hran i na jejich pocet, je
prumeérnd pruchodnost cesty. Tou oznacujeme vazeny aritmeticky prameér
pravdépodobnosti prichodu jednotlivych hran na cesté, kde vahy jsou délky

prislusnych hran, tedy
ZeiEw d(el )p(ei)

Ze¢€7r d(el) ’
kde vzhledem k tomu, ze délky jednotlivych hran jsou kladné, vime, ze
i Zeiew d(ez) > 0.

Takto definované kritérium se chova rozumnéji nejen na prikladech|3.1]a (3.2
Konkrétné pro priklad [3.1] je primérnd prichodnost 0.9955 a pro priklad |3.2
je 0.9. Na druhou stranu, jakozto primeér bohuzel nespliuje vlastnosti pro
pouziti standardnich algoritm® hledani nejkratsi cesty.

Vezmeme-li pouze Citatele ze vzorce 3.2, tedy >, o d(e;)p(e;), jednd se jiz
o neklesajici kritérium, které lze jednoduse sé¢itat. Navic pritom bere v tivahu
délky jednotlivych tseku.

Stejnad uprava byla pouzita i v ¢lanku [I0], kde byl fesen bikriteridlni
problém s podobnymi kritérii. Vzhledem k tomu, ze tato kritéria nemaji

(3.2)
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na feseni problému vliv, pro prehlednost popiSeme pouzity prevod tuloh
v nasem znaceni. V ¢lanku tedy byla zformulovana zakladni tiloha, kde prvnim
kritériem byla minimalizace délky cesty a v druhém kritériu byla maximalizace
vazeného aritmetického priméru, kde vahami byla pravé délka jednotlivych
hran. K této tloze pak byla zformulovana modifikovans tloha, kde jako
prvni kritérium zistala minimalizace délky a v druhém kritériu byla misto
maximalizace vazeného aritmetického prumeéru vyuzita jen maximalizace jeho
Citatele.

V tomto ¢lanku byla dédle dokdzéna implikace, Ze je-li 7* optiméalni (nedo-
minované) feseni zakladni tlohy, pak je 7* také optimalnim (nedominovanym)
feSsenim modifikované tlohy. Bohuzel pro maximalizaci kritéria nelze vyuzit
algoritmy hledani nejkratsi cesty. Proto pro feseni problému byl v ¢lanku vyu-
zit algoritmus, ktery nalezne délku nejkratsi cesty Dy.in, a pak hledd vsechny
cesty s délkou mezi D,ipn & Diin + 0. Z nalezenych feseni modifikované tlohy
byla nakonec eliminovana feseni, kterd nebyla optimélni v zakladni tloze.

V nasem pripadé jsme se rozhodli vyuzit toho, ze zndme-li pravdépodob-
nost p(e;), ze hrana bude prichodnd, zname také pravdépodobnost opac¢ného
jevu 1 — p(e;), ze hrana pruchodnd nebude. A tedy jsme se rozhodli, Ze misto
maximalizace pruchodnosti cesty vyuzijeme minimalizaci jeji neprichodnosti.
Jako primeérnou neprichodnost cesty tedy oznac¢ime vazeny aritmeticky pra-
mér s pravdépodobnosti, Ze hrana prichodna nebude, tedy

Pesen dlei) (1 —plei))
EeiEﬂ' d(el) ‘

Jakozto primér ma toto kritérium opét problém s monotonicitou, ale
prevedenim tohoto kritéria na tlohu minimalizace jeho citatele, tedy

> d(e)(1 = pled)), (3.4)

e;em

(3.3)

jiz splnuje vsechny 3 vytycené vlastnosti. Je po hranich aditivni, jedna se
o minimalizaci a hodnoty tohoto kritéria béhem cesty budou neklesajici,
nebot se pri¢itaji pouze nezdporné hodnoty. Pritom jsou uvazovany i délky
jednotlivych hran. Pripomenme, Ze toto kritérium je nami zvolena vazena
nepruchodnost cesty.

Véazena nepriichodnost cesty je tedy vhodnym kritériem pro nasi tlohu.
Jedinym problémem je jeho horsi interpretovatelnost. Bohuzel v pripadé
minimalizace jiz nelze pouzit vyse uvedeny prevod tloh, ktery byl pouzit v
¢lanku [10].

Oznacime-li pro piehlednost délku cesty D(m) = >_. ., d(e;) a vazenou
nepriichodnost cesty N(m) = 3 .., d(e;)(1—p(e;)), kde D(7) > 0a N(m) > 0,
pak tedy neplati, ze je-li 7* optimalni (nedominované) feseni tlohy minima-
lizace ceny

(D). (35)

pak je m* také optimédlnim (nedominovanym) fesenim tlohy minimalizace
ceny

(D(m), N(m)). (3.6)
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3. Formulace problému

Jako protipriklad lze uvést graf se dvéma paralelnimi hranami. Prvni cesta
mé délku 100 a pravdépodobnost prichodu 0.1. Druha cesta ma délku 1000
a pravdépodobnost prichodu 0.9. Zatimco v tloze [3.6| je nalezena jen prvni
cesta (100 < 1000 a 100 - (1 — 0.1) =90 < 100 = 1000 - (1 — 0.9)), v tloze 3.5
jsou optimaln{ obé cesty (100 < 1000 a 220U=01) — 0.9 > 0.1 = 10000209))

Na druhou stranu vSak plati opa¢na implikace, kterd ndm umozni interpre-
tovat cenu kritéria vazené nepruchodnosti cesty (vzorec |3.4)) jako priamérnou
nepriichodnost urc¢enou vztahem (3.3 Tuto implikaci formuluje nasledujici
tvrzeni. Dikaz je zaloZen na stejné myslence jako dikaz tvrzeni umoznujici
prevod tloh v élanku [10].

Tvrzeni 3.3. Je-li 7 optimalni (nedominované) reseni tlohy minimalizace
ceny (3.6, pak je m* také optimalnim (nedominovanym) reSenim tlohy mini-
malizace ceny (3.5,

Diikaz. Toto tvrzeni dokdzeme sporem. Necht 7* je optimaln{ feSeni ilohy |3.6L
Naopak predpokladejme, ze 7* neni optimalnim feSenim tlohy |3.5. Tudiz
existuje cesta 7’ takova, ze ' < 7*, a tedy

D(r') < D(*) A < g(“*) (3.7)

nebo

(3.8)

Ukazeme, ze oba piipady (3.7, [3.8)) vedou ke sporu.

1. (nerovnice 3.7 vedou ke sporu)

Vynasobenim druhé nerovnosti ze vztahu (3.7 obéma kladnymi jmenovali
dostaneme nerovnost

N(r")D(7*) < N(x*)D(7").

S vyuzitim prvni nerovnosti vztahu 3.7 a faktu, ze vSechny vyrazy v
nerovnici jsou nezaporné, mizeme v piipadé N(7') > 0 levou stranu
této nerovnosti zdola ostie omezit vyrazem N (7')D(x’). Tim ziskdme
nerovnice

N(r")D(z") < N(z")D(7*) < N(zx*)D(7"),
a tedy i nerovnici
N(=")D(r") < N(z*)D(x"). (3.9)
Vydélime-li tuto nerovnici kladnym vyrazem D(7’), ziskdme nerovnici
N(r') < N(7*), (3.10)

kterd je vsak ve sporu s tim, ze 7* je optimalni feseni tlohy [3.6.

Béhem tprav jsme vynechali ptipad N(7") = 0. V tomto piipadé (z druhé
nerovnosti vztahu 3.7) musi byt N(7*) > 0.
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3.6. Volba kritéria prichodnosti

® Piipad N(7*) > 0 vede na nerovnici 3.10| (a tedy i ke sporu).

® Pro pripad N(7*) = 0 tvrzeni plati, protoze v tomto piipadé by
se obé ulohy |3.5| a 3.6 zredukovaly na stejnou tlohu — minimali-
zaci D(r).

2. (nerovnice 3.8 vedou ke sporu)

Podobnymi tpravami lze ukazat, ze i nerovnosti 3.8 vedou na nerov-
nici 3.9, a tedy i ke sporu s tim, ze 7* je optimalni feSeni tlohy (3.6
Konkrétné vynasobenim druhé nerovnosti z 3.8 obéma kladnymi jmeno-
vali dostaneme nerovnost

N(7")\D(r*) < N(7*)D(x").

S vyuzitim prvni nerovnosti vztahu [3.8] a faktu, Ze vsechny vyrazy
v nerovnici jsou nezdporné, muzeme levou stranu této nerovnosti zdola
omezit vyrazem N (7')D(x"). Tim ziskdme nerovnice

N(r"YD(r") < N(x")D(r*) < N(x*)D(='),
a tedy i nerovnici 3.9, jez vede ke sporu (viz prvni ¢ast dikazu).

V obou pripadech jsme odvodili spor s tim, ze 7* je optimalni feseni tlohy |3.6.
Tim jsme ukazali, ze 7 je také optimalnim resenim tlohy |3.5. 0

Pro prohledavani jsme tedy jako nejvhodnéjsi kritérium prichodnosti zvo-
lili minimalizaci vdZené neprichodnosti (vzorec |3.4). Aby bylo mozné ceny
nalezenych cest rozumné interpretovat, budeme ceny kritéria vazené nepri-
chodnosti prevadét na pramérnou neprichodnost cesty (vzorec |3.3) a primér-
nou prichodnost cesty (vzorec [3.2). Prevod mezi prumérnou pruchodnosti
a nepruchodnosti je totiz mozny diky nasledujicimu tvrzeni.

Tvrzeni 3.4. Uloha minimalizace priimérné nepriichodnosti cesty (vzorec|3.3)
a uloha maximalizace prumérné priichodnosti cesty (vzorec|3.2) maji stejnd
reseni.

Diikaz. Oznacime-li ¢y () pramérnou prichodnost cesty (vzorec|3.2) a cpp, (1)
prumérnou neprichodnost cesty (vzorec 3.3)), pak protoze plati nasledujici
vztah mezi cpp(m) a cpp ()

> d(ei)(1 —ples))

e;ET
Cpn(’ﬂ') = Z d(ez)

e;em

> d(ei) — X d(ei)p(e:)

e; €M e; €M

> d(e;)

e;eEm

> d(ei)p(e;)

e; ET

> d(e)

e;em

=1 — cpp(m)

—1-
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3. Formulace problému

a nasledujici vztahy mezi funkcemi argmin a argmax
argmax cp,(m) = argmin {1 — ¢,p(7)}
T ™
argmax ¢y, (1) = argmin { —cp ()}
T o
vime, Ze plati

argmax cp,(m) = argmin ¢, (7).
K ™

B 3.7 Mnozina optimalnich cest

Méjme graf dopravni sité s nejistou pruchodnosti hran G, pocatecni uzel s
a koncovy uzel t. MnoZina optimdlnich cest 113, je mnozina vSech cest z s do ¢,
jejichz cena (dvojice (cq(m), cp(m)) definovana v sekei neni dominovana
jakoukoliv jinou cestou z s do t.

Pro kazdé dvé cesty m, 7" € II}, tedy plati, ze c(r) A c(n') a zéroven

c(n’) A e(m).

B 3.8 Multikriterialni problém planovani cest s
nejistou prichodnosti hran

Méjme graf dopravni sité s nejistou priichodnosti hran G, pocatec¢ni uzel s
a koncovy uzel t. Multikriteridlni problém pldnovdni cest s nejistou priuchod-
nosti hran je iloha minimalizace ceny cesty ¢(m) = (cq(7), cp(m)), kde cilem
je nalézt mnozinu vsech optimalnich cest 11, vedoucich z s do t.

. 3.9 Problém hledani nejkratsi cesty s omezenim
prichodnosti

Méjme graf dopravni sité s nejistou priichodnosti hran G, pocatecni uzel s
a koncovy uzel t a horni mez vazené nepriuchodnosti b. Pak problém hleddani
nejkratsi cesty s omezenim prichodnosti je nalézt nejkratsi cestu 7* z mnoziny
optimélnich cest IIY, vedoucich z s do , jejiz vazena nepriichodnost je mensi
nebo rovna b, tedy

" = argmincy(m) za podminky ¢p(m) < b.
melly,
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Kapitola 4

Reseni problému

V této kapitole popiseme algoritmy, které resi problémy definované v predchozi
kapitole. Konkrétné tedy resi multikriterialni problém planovani cest s nejistou
prichodnosti hran a problém hledani nejkratsi cesty s omezenim priachodnosti.

Vzhledem k tomu, Ze cesta, jez je feSenim problému s omezenim, je také
jedna z mnoziny optimalnich cest, ktera je feSenim multikriteridlniho pro-
blému, jsou si oba algoritmy velmi podobné. Proto nejprve v sekei /4.1 popiSeme
obecny multikriterialni algoritmus, ktery je spole¢nou kostrou obou navr-
zenych algoritmi, a nasledné v sekcich a od sebe tyto algoritmy
odlisime.

B 4.1 Obecny multikriterialni algoritmus

Tato sekce popisuje obecny multikriteridlni algoritmus, ktery je implementaci
algoritmu NAMOA* [7], jenz je zminén v sekci a upraven na nasi tlohu.
Algoritmus vyuziva nékolik datovych struktur, které popiseme v pod-
sekei Déle v podsekci objasnime tcel jednotlivych abstraktnich
funkei, které jsou v algoritmu vyuzity, v podsekci zminime mozné
heuristické funkce a v zdvérecné podsekci popiseme algoritmus.

Na tuvod poznamenejme, ze kvili vétsi prehlednosti jsme popis algoritmu
mirné zjednodusili v tom, ze misto mnoziny nedominovanych cest nachéazi
pouze mnozinu jejich cen. Zpusob, jak lze tento algoritmus jednoduse upravit
tak, aby nalezl pfimo cesty, je ilustrovan v zavéru této sekce.

B 4.1.1 Datové struktury pouzité v algoritmu

V algoritmu jsou pouzity tyto datové struktury:
® stav (label) je trojice (u,c(u),e(u)), kde

u je uzel,

c(u) = (ca(u), cp(u)) je soucasna cena cesty z poc¢atecniho uzlu s do
uzlu v v tomto stavu,

e(u) = (ca(u) + hq(u), cp(u) + hp(u)) je odhadovand cena celé cesty
v tomto stavu (tj. soucet soucasné ceny cesty z pocate¢niho uzlu s
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4. Reseni problému

do u a odhadu ceny cesty z u do cilového uzlu ¢ uréeného heuristickou
funkei h(u,t) = (hq(u), hp(u)), kterd je vysvétlena podrobnéji v
podsekci 4.1.3).

® prioritni fronta @ stavu (u,c(u),e(u)), udrzujici si nalezené neexpando-
vané stavy. Stavy jsou z fronty odebirany na zakladé lexikografického
usporadéni jejich odhadované ceny cesty e(u). Obsahuje-li tedy fronta
stavy l, = (u,c(u),e(u)) a l, = (v,c(v),e(v)) s odhadovanymi cenami
e(u) = (eq(u), ep(u)) a e(v) = (eq(v), ep(v)), z fronty bude diive odebran
stav [, prave tehdy, kdyz eq(u) < eq(v) nebo eq(u) = eq(v) A ep(u) <
ep(v).

B mnozina Cyopytions Obsahujici nalezené nedominované ceny cest z poca-
te¢niho uzlu s do cilového uzlu t.

® pro kazdy uzel v madme mnozinu Copep[u], kterd obsahuje oteviené ceny
cest z s do u (tj. ceny stavi, které jsou jesté ve fronté Q).

® pro kazdy uzel v madme mnozinu Cyyseq|ul, kterd obsahuje uzaviené ceny
cest z s do u (tj. ceny stavu, které jiz byly vytazeny z fronty Q).

B 4.1.2 Abstraktni funkce v algoritmu

Jak jiz bylo zminéno, v navrzeném algoritmu [1| pouzivime abstraktni funkce,
jejichz implementace se miize lisit pro konkrétni tlohy. Tyto funkce a jejich
acel vysvétluji nasledujici odrazky.
® Funkce isSuitable Estimate rozhoduje, jestli ma v souCasném stavu
prohledavani smysl dale expandovat stav s danou odhadovanou cenou
cesty e(u). Vime-li totiz, Ze z tohoto stavu jiz nebude mozné nalézt
optimalni feSeni, neni nutné ho déale uvazovat. V zavislosti na tom, jestli
muze byt nalezena cesta s cenou e(u), vraci funkce pravdivostni hodnotu
true nebo false.

® Funkce terminationCondition v zavislosti na soucasném stavu prohle-
dévani urcuje, jestli se ma prohledédvani ukoncit (vraci hodnotu true) ¢
déle pokracovat (vraci hodnotu false).

® Funkce pruneA fter FoundSolution je volana po nalezeni feSeni s danou
cenou c(solution). Jejim cilem je odstranit z fronty @ stavy, které jiz
nemohou vést k nalezeni optimélniho feseni.

B 4.1.3 Mozné heuristické funkce

Méme-li o problému uréitou znalost, je vhodné ji vyuzit pro urychleni al-
goritmu. Proto je v algoritmu pouzita heuristickd funkce h(u,t), kterd této
informace vyuziva. Tato funkce vraci odhadovanou cenu cesty z daného uzlu u
do cilového uzlu t. Protoze mame cenu slozenou ze 2 slozek, je i tato heuris-
ticka funkce slozena ze 2 heuristik pro jednotliva kritéria. V tivahu prichézi
hned nékolik moznych heuristik.
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4.1. Obecny multikriterialni algoritmus

Nejjednodussi heuristikou, je tzv. nulovd heuristika, kterd vzdy vraci hod-
notu 0. Tato heuristika v prohledavani neptida zddnou informaci. Jde tedy
o neinformované prohledavani, které z algoritmu déla jistou multikriteridlni
verzi Dijkstrova algoritmu. Nulova heuristika tedy k zrychleni algoritmu
nevede.

Pokud se tyké heuristiky vzdalenosti, k odhadu délky cesty do cilového
uzlu t je mozné vyuzit znalosti geografickych souradnic obou uzli. Vzhledem
k tomu, ze body nejsou v roviné, neni mozné pro vypocet vzdalenosti mezi nimi
jednoduse vyuzit eukleidovskou vzdalenost. Misto toho je vhodné zjednodusit
tvar Zemé na kouli, coz je pro ucel heuristiky dostatecné presna aproximace,
a vyuzit tzv. Haversinovu formuli', kterd umozni spocitat vzdalenost mezi
dvéma body na kouli z jejich geografickych souradnic.

Vzhledem k tomu, Ze ¢as béhu multikriterialntho algoritmu byva vyrazné
delsi nez v ptripadé jediného kritéria, je mozné si predpocitat pfesné ceny cest
z kazdého uzlu grafu pro jednotliva kritéria. Tyto ceny lze ziskat pouzitim
Dijkstrova algoritmu z cilového uzlu ¢ do vSech ostatnich uzlt grafu v grafu,
ktery vznikne obracenim sméru vsech jeho hran. Tento pristup byl predstaven
v ¢lanku [I8] jako souc¢dst navrzeného multikriteridlniho algoritmu.

Jak bylo zminéno v podsekci [2.1.2, pro spravné chovani heuristickych funkci
je potreba, aby byly pripustné a idedlné i konzistentni. Nastésti vSechny tyto
heuristické funkce jsou jak pripustné, tak i konzistentni, protoze neodhaduji
vétsi vzdélenost nez je skuteéna a ani neporusuji trojihelnikovou nerovnost.

Pro kritérium vzdélenosti lze pouzit vSechny tii tyto predstavené heuristiky
(tj. nulovou, pfimou vzdalenost a predpocitanou). Pro kritérium vézené
nepruchodnosti je mozné pouzit jen nulovou a predpocitanou heuristiku.
U predpocitané heuristiky pak bude jediny rozdil a to, ze predpocitana cena
cesty bude misto délky cesty jeji vazend nepriichodnost. Vliv jednotlivych
kombinaci téchto heuristik déle vyhodnocujeme v podsekci 6.5.1..

B 4.1.4 Popis algoritmu

V této podsekci popiseme obecny multikriterialni algoritmus vyuzivajici
abstraktni funkce isSuitableEstimate, terminationCondition a pruneAfter-
FoundSolution, jehoz pseudokdd je zobrazen v algoritmu |1

Vstupem algoritmu je graf dopravni sité s nejistou prichodnosti hran
G = ((V,E,¢),d,p), pocateéni uzel s a cilovy uzel t. Vystupem algoritmu
je mnozina nedominovanych cen cest vedoucich z s do ¢, tedy mnozina cen
odpovidajici cestam z mnoziny optimdlnich cest II{ ;, jez byla definovana v
sekci 13.7L

Algoritmus zacind inicializaci jednotlivych datovych struktur na radcich [1] -
4l Po jejich inicializaci je pomoci funkce addT oOpenQueue vytvoren novy stav,
odpovidajici poc¢atecnimu uzlu s a cené (0,0), ktery je pridan do prislusnych
datovych struktur.

Po pocatecni inicializaci v cyklu na fadcich 6| — |26] postupné probiha
expandovani vzdy dosud nejlepsiho stavu z fronty ). Expandovani probiha

"https://en.wikipedia.org/wiki/Haversine formula
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4. Reseni problému

Algoritmus 1: obecny multikriterialni algoritmus

input :graph G = ((V, E,¢€),d,p), source node s, target node ¢
output : set of nondominated costs of paths from s to ¢
{e(m) [ e IIE,}
1Q:=10
2 Copen[t] :==0,Vu eV
3 Cclosed[u} = @, YueV
4 Cioutions =0
5 addToOpenQueue (s, (0, 0))
6 while Q # () do

7 | c(u), e(w) = poll(Q)
8 | Copenlt] i= Copenlu] \ {e(u)}

9 Cclosed[u] = closed[u] U {C('LL)}

10 if u =t then

11 Csotutions ‘= Csotutions U {c(u)} // found solution
12 if terminationCondition() then

13 ‘ break

14 end

15 pruneAfterFoundSolution(c(u))

16 else

17 foreach (e,v) € Ex V :¢(e) = (u,v) do

18 (v) = c(u) + (de),d(e) - (1 - ple)))

19 if fc € Copen[v] U Ceposealv] : ¢ < c(v) then

20 Copen[v] := Copen[v] \ {¢ € Copen[v] | c(v) = c}

21 Oclosed[v} = closed[v] \ {C € Cclosed[v] ’ C(U) = C}
22 addToOpenQueue (v, ¢(v))

23 end

24 end

25 end

26 end

27 return Csolutions

28

29 Function addToOpenQueue (u, c(u)) :
30 e(u) :=c(u) + h(uy, t)

31 if isSuitableEstimate(e(u)) then
2 || Q= QU{(uc(u)e(u)

35 | | Copenlt i= Copenlu] U {clu)}

34 end

35 End Function
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4.1. Obecny multikriterialni algoritmus

do té doby, nez jsou expandoviny vSechny stavy z @ (a tedy nez je tato
fronta prazdnéd) nebo nez je po nalezeni feseni splnéna ukoncovaci podminka
terminationCondition. Jednu iteraci algoritmu popisuje nékolik nésledujicich
odstavcii.

Nejprve je z fronty @@ na zdkladé diive popsané priority vybran stav
(u,c(u),e(u)). Cena tohoto stavu je odebrana z mnoziny otevienych cen
Copen[u] a je pfidana do mnoziny uzavienych cen Copsed|u].

Na radku |10 nésleduje kontrola, jestli je uzel u cilovy uzel t. V pripadé, ze se
jedné o cilovy uzel, je nalezena cena jednoho z optiméalnich feseni c(u), ktera
je pridana do mnoziny cen Cyoputions- Je-li poté splnéna ukoncovaci podminka
terminationCondition, algoritmus ukonci cyklus expanze a vraci nalezenou
mnozinu Csoputions nNa fadku 27, Neni-li tato podminka splnéna, je aplikoviana
otfezavaci funkce pruneA fter FoundSolution a algoritmus pokracuje dalsim
cyklem na radku (6.

Pokud uzel u neni cilovy, jsou na radcich |17 — |24) postupné prochazeny
vSechny hrany e, jejichz pocatecnim uzlem je pravé uzel u, spolu s uzly v,
které jsou koncovymi uzly téchto hran. Pro kazdy sousedni uzel v je vypoctena
cena c(v) jako soucet odpovidajicich si slozek ceny c(u) a ceny hrany e. Déle
je na fadku 19| cena c¢(v) porovnavana s cenami dosud nalezenych cest do
uzlu v a je studovano, jestli ma byt tento novy stav dale expandovan.

Nebyla-li zatim nalezena cesta do uzlu v s cenou, kterd by dominovala
cenu ¢(v) (a tedy neobsahuje-li ani jedna z mnozin Copen[v] nebo Cepsed[v]
cenu, kterd by dominovala cenu ¢(v)), jsou z mnozin Copen[v] & Cepsed[V]
eliminovany vSechny ceny, které jsou dominované cenou ¢(v). Poté je na dany
uzel v a cenu ¢(v) pouzita funkce addToOpenQueue.

Funkce addT oOpenQueue, jejiz pseudokdd je zobrazen na radcich 29 —[35]
mé argumenty uzel u a cenu cesty do tohoto uzlu ¢(u). Ve funkci je nejprve
souctem ceny c(u) a odhadu heuristické funkce h(u,t) vypoc¢tena odhadovand
cena e(u). Je-li tato odhadovand cena vhodné k dalsi expanzi (podle funkce
isSuitableEstimate), je tento novy stav (u,c(u),e(u)) priddn do fronty @
a jeho cena je pfiddna do mnoziny otevienych cen pfislusného uzlu Cypep[u].

V pripadé, ze neplati podminka na rfadku |19, byla jiz do uzlu v nalezena
cesta s lepsi cenou, a tak neméd smysl tento stav dale expandovat. Algoritmus
pokracuje navstivenim dalsiho sousedniho uzlu uzlu u na radku [17.

Poté, co jsou navstiveny vsechny sousedni uzly uzlu u, expandovani daného
stavu kondi a algoritmus pokracuje v dalsim cyklu na radku |6l

Je-li fronta @) prazdna, byly jiz expandovany vSechny stavy, které by mohly
vést k nalezeni feSeni, a algoritmus na tadku |27 vraci nalezenou mnozinu
nedominovanych cen cest Cioiutions-

Jak jiz bylo uvedeno, popis algoritmu byl kvili vétsi prehlednosti zjednodu-
Sen na nalezeni nedominovanych cen. Pokud bychom chtéli ziskat konkrétni
cesty, jediné zmény by byly v tom, Zze kromé mnoziny nalezenych cen Cioutions
bychom si navic jesté museli udrzovat mnozinu jejich stavii. Tyto stavy bychom
rozsitili o referenci na predchozi stav prohledavani, kterou bychom museli pri
jeho vytvareni nastavovat. Cesty bychom rekonstruovali v zavéru algoritmu
z uloZenych stavi zpétnym prochazenim pres stavy.
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4. Reseni problému

. 4.2 Reseni multikriterialniho problému planovani
cest s nejistou prichodnosti hran

V této sekci popiseme algoritmus fesici multikriteridlni problém planovani
cest s nejistou priichodnosti hran, ktery je definovan v sekci 3.8, Jak jiz
bylo avizovano, tento algoritmus je implementaci obecného multikriteridlniho
algoritmu z predchozi sekce. Pseudokdd tohoto algoritmu, ktery je slozen
z implementovanych abstraktnich funkci, je zobrazen v algoritmu |2l

Algoritmus 2: algoritmus fesici multikriteridlni problém planovani
cest s nejistou prichodnosti hran

input :graph G = ((V, E,¢€),d,p), source node s, target node ¢

output : set of all nondominated costs of paths from s to ¢
fe(m) | 7€ T, }

global data: all datastructures used in algorithm |1

Function isSuitableEstimate(e(u)):
‘ return Bc(solution) € Cyoputions : c(solution) < e(u)
End Function

Function terminationCondition():
‘ return false
End Function

© W N o oA W N =

Function pruneAfterFoundSolution(¢(solution)):
foreach (u,c(u),e(u)) € Q : c(solution) < e(u) do
| Q= Q\ {(u,c(u), e(u))}
end
End Function

e R
W N = O

Vstup algoritmu je stejny, jako u obecného algoritmu. Vstupem algoritmu
je tedy graf dopravni sité s nejistou pruchodnosti hran G = ((V, E,€),d, p),
pocatecni uzel s a cilovy uzel t. Vystupem algoritmu je mnozina vsSech
nedominovanych cen cest vedoucich z s do ¢, tedy mnozina cen vsech cest
z mnoziny optimalnich cest IIg ;, jez byla definovana v sekei 3.7

Dale jsou v algoritmu zpristupnény vsechny datové struktury pouzité
v obecném algoritmu. Abstraktni funkce obecného multikriterialniho algoritmu

jsou implementovany nasledovné.

® Funkce isSuitable Estimate porovnava odhadovanou cenu cesty e(u)
s dosud nalezenymi fesenimi v mnoziné Ciopyutions. Neni-li v této mnoziné
cena, kterd by dominovala odhad e(u), muze stav s touto odhadovanou
cenou vést k nalezeni optiméalniho reSeni, a tak funkce vraci hodnotu
true. V opa¢ném pripadé vime, Ze stav s touto odhadovanou cenou by jiz
k nalezeni optimalniho feseni nevedl, protoze v algoritmu jsou pouzity
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4.3. Reseni problému hledani nejkratsi cesty s omezenim priichodnosti

pripustné heuristiky, které neodhaduji horsi cenu nez je skuteéna, a tak
je vracena hodnota false.

8 Vzhledem k tomu, Ze cilem multikriteridlniho problému pldnovani cest
s nejistou prichodnosti hran je nalézt mnozinu vSech nedominovanych
feSeni, nemtze byt prohledavani ukonceno diive nez jsou expandovany
vSechny stavy z fronty @, a proto funkce terminationCondition vraci
pokazdé hodnotu false.

® Ve funkci pruneA fter FoundSolution, jsou z fronty () odstranény vSechny
stavy, které maji odhadovanou cenu, jez je dominovana cenou nalezeného
feseni c(solution). To je mozné provést kvili tomu, ze v algoritmu jsou
pouzity pripustné heuristiky a Ze po nalezeni feseni s cenou ¢(solution) jiz
nemohou byt nalezena optimélni feSeni, kterd by byla cenou c(solution)
dominovéana.

Samotny algoritmus pak spociva ve spusténi obecného multikriterialni
algoritmu s argumenty G, s a t a takto implementovanymi funkcemi. Timto
zpusobem spustény obecny algoritmus vrati nalezenou mnozinu reseni, ktera
je rovnou i vystupem tohoto algoritmu.

B 43 Regeni problému hledani nejkratsi cesty s
omezenim priichodnosti

Tato sekce popisuje algoritmus, ktery hledd jedno konkrétni feseni (nejkratsi
cestu, ktera spliuje podminku maximalni vazené neprichodnosti) z mnoziny
vSech optimdalnich feseni tlohy multikriteridlniho planovani cest s nejistou
pruchodnosti hran. Algoritmus tedy bude fesit problém hledani nejkratsi
cesty s omezenim priichodnosti definovany v sekci [3.9. Navrzeny algoritmus
pro tento problém je opét implementaci obecného multikriteridlniho algo-
ritmu ze sekce 4.1. Pseudokdéd navrzeného algoritmu, skladajici se predevsim
z implementovani abstraktnich funkci, je zobrazen v algoritmu |3l

Vstupem algoritmu je graf dopravni sité s nejistou priichodnosti hran
G = ((V,E,¢),d,p), potatecni uzel s, cilovy uzel t a horni hranice vazené
neprichodnosti . Pokud existuje cesta spliujici podminku priachodnosti, je
vystupem algoritmu cena nejkratsi cesty, kterd spliuje horni mez vazené
neprichodnosti. Jinak je vracen netuspéch failure.

Algoritmus muze vyuzit vsechny datové struktury z obecného algoritmu.
Abstraktni funkce jsou implementovany nésledovné.

B Funkce isSuitable Estimate porovnava horni hranici nepriichodnosti b
s odhadovanou vaZenou nepriichodnosti e,, kterd je druhou slozkou dané
odhadované ceny e(u) = (eq, ep). Je-li e, < b, stav s danou odhadovanou
cenou e(u) muze vést k nalezeni optimélniho feseni, a tak funkce vraci
hodnotu true. Pokud jiz naopak byla hranice maximéalni vizené nepra-
chodnosti piekrocena (e, > b), stav s danou odhadovanou cenou e(u) jiz
nemuze vést k nalezeni optimalniho feSeni, a tak funkce vraci false.
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4. Reseni problému

Algoritmus 3: algoritmus tesici problém hledani nejkratsi cesty s
omezenim pruchodnosti

input :graph G = ((V, E,¢),d, p), source node s, target node ¢,
upper bound of weighted untraversability b

output : cost of optimal path according problem definition |3.9| or
failure

global data: all datastructures used in algorithm |1

Function isSuitableEstimate(e(u)):
(€d, ep) = e(u)
return e, <0

End Function

Function terminationCondition():
‘ return Csolutions 7é @
End Function

© 0 g O A W N -

=
o

Function pruneAfterFoundSolution(¢(solution)):
‘ // no prunning

11 End Function

12

13 foundSolutions := run algorithm |1| with isSuitableEstimate,
terminationCondition and pruneAfterFoundSolution functions

14 if foundSolutions = () then

15 ‘ return failure // no solution exists

16 else

17 ‘ return foundSolutions.getSolution()

18 end

® V tomto problému hledame jediné feSeni, a proto funkce termination-
Condition vraci hodnotu true, je-li nalezeno alespon jedno feseni (a tedy
neni-li mnozina Csoputions, Obsahujici nalezena feseni, prazdnd). V opac-
ném pripadé vraci hodnotu false.

® Vzhledem k tomu, Ze po nalezeni prvniho feseni algoritmus konci, télo
funkce pruneA fter FoundSolution je prazdné.

Samotny algoritmus pak spociva ve spusténi obecného algoritmu s argu-
menty G, s a t a témito funkcemi. Neexistuje-li cesta z s do ¢ s cenou ¢ = (d, p),
ktera by splnovala podminku vazené nepruchodnosti p < b, obecny algoritmus
vrati prazdnou mnozinu a je vracen nedspéch failure. V opa¢ném piipadé
obecny algoritmus nalezne mnozinu obsahujici jedinou cenu a tato cena je
vracena.
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Kapitola 5

Implementace

Aplikace planovani cest je implementovana v programovacim jazyku Java 14
s vyuzitim néstroje Maven'| pro spravu pouzitych knihoven. Vysledky pro-
béhlych experimentu (viz sekce [6.5) pak byly analyzovany v jazyce Python
s vyuzitim knihoven numpy?, pandas®|a matplotlib? v interaktivnim prostiedi
Jupyter Notebooku®l Nékteré nalezené cesty pak byly vizualizovany v open
source geografickém programu QGIS®.

V této kapitole nejdiive v sekci 9.1] popiSeme, jakym zplisobem jsme imple-
mentovali Pareto-mnoziny a poté v sekci [5.2 popiseme vyslednou aplikaci na
spousténi experiment.

B 51 Implementace Pareto-mnozin

Diilezitou soucasti multikriteridlntho algoritmu je ukladani nedominovanych
cen. V nasem algoritmu jsou tyto ceny ukladany v mnozindch Coppen[ul,
Cliosed|t] @ Csolutions, které jsou kromé udrzovani nalezenych optimalnich
cen vyuzity i pro kontrolu dominance nové nalezenych cen.

Tyto Pareto-mnoziny mohou byt implementovany vice zpusoby. V nasem
pripadé jsme implementovali nasledujici 3 varianty. Jejich mozny vliv na
rychlost algoritmu vyhodnotime dale v podsekeci [6.5.2.

® Prvni implementace, kterou oznac¢ujeme jako zékladni, je implemento-
vana naivné pomoci standardni Java kolekce HashSet. Aby bylo mozné
v tomto pripadé zkontrolovat, jestli je dand cena dominovana néjakou
cenou z této mnoziny, je potreba projit vsechny prvky v mnoziné.

B Serazena bikriterialni implementace si ceny uchovava sefazené podle
prvniho a tedy i druhého kritéria. Sefazeni podle druhého kritéria je totiz
zpusobeno vlastnosti bikriteridlniho problému, kdy jsou-li nedominované
ceny serazeny vzestupné podle prvniho kritéria, jsou rovnou serazeny

"https://maven.apache.org/
Zhttps:/ /numpy.org/
3https://pandas.pydata.org/
“https://matplotlib.org/
Shttps://jupyter.org/
Shttps://www.qgis.org/en /site/
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5. Implementace

i sestupné podle druhého kritéria. Diky tomuto sefazeni neni nutné pri
kontrole dominance prochazet vsechny ceny v mnoziné, ale s vyuzitim
binarniho hledéni sta¢i kontrolovat dominanci jen s nékterymi cenami v
Pareto-mnoziné. Proto je tato implementace efektivnéjsi.

B Tteti implementace vyuziva pti kontrole dominance techniku redukce
dimenze z ¢lanku [9], kterou jsme zminili v podsekci 2.2.1L V tomto
¢lanku je dale uvedeno, kdy je mozné pti kontrole dominance vynechat
prvni kritérium. Konkrétné je mozné ho vynechat u mnoziny uzavienych
uzli a mnoziny nalezenych feseni za podminek, Ze jsou pouzity konzis-
tentni heuristiky a stavy jsou z fronty stavi k expandovani odebirany
v lexikografickém poradi.

Vzhledem k tomu, Ze v nasem pripadé jsou splnény oba predpoklady jejitho
pouziti, mizeme tuto techniku vyuzit. Konkrétné, mnoziny Copen[u] jsou
implementovany stejné jako v sefazené implementaci a redukce dimenze
je pouzita pro mnoziny Cooseqa|tt] @ Csoputions- V pripadé dvou kritérii
redukce dimenze znamena, Ze si v mnoziné stac¢i uchovavat jen jedinou
cenu a dominanci porovnavat pouze podle druhého kritéria.

B 5.2 Vysledna aplikace

Vyslednd aplikace slouzi ke spousténi experimentt. Vstupem aplikace je nazev
nékterého z konfiguraénich soubort (viz podsekce 5.2.1) ulozenych ve slozce
resources/experiment__configs. Podle zadaného konfigura¢niho souboru jsou
danou konfiguraci algoritmu poté feseny jednotlivé problémy. Ceny nalezenych
feSeni jsou pro kazdy problém nakonec ulozeny do samostatného JSON
souboru. Kromé nich vysledny soubor obsahuje také informace o problému,
konfiguraci algoritmu, kterd dany problém fesila, a informace o pribéhu jeho
reSeni, kterymi jsou cas reSeni problému, cas inicializace heuristik a pocet
iteraci algoritmu. VsSechny tyto informace néasledné slouzi k vyhodnoceni
jednotlivych experimentii.

B 5.2.1 Konfigurace experimentii

Jak jiz bylo zminéno, experimenty jsou spoustény na zakladé konfiguracnich
souborti. Konfigura¢ni soubor je JSON soubor obsahujici tyto 3 polozky.

® Polozka problemSetName urcuje, jaka sada problému (viz sekce [6.3)
mé byt pro dany experiment pouzita. Hodnota této polozky je nazev
textového souboru ze slozky resources/problem__sets obsahujici data,
podle kterych jsou vytvoreny jednotlivé instance problému. Tento soubor
obsahuje radek urcujici graf, jehoz se dana sada problému tyka. Tento
radek je nasledovan radky obsahujici dvojice identifikdtora uzla grafu.

® Hodnota polozky scenarioName je hodnota enumu TraversabilitySce-
nario, ktera odpovida jednomu z scénaiu pruchodnosti popsanych dale
v sekci 6.2l
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5.2. Viysledna aplikace

® Polozka solverAbbrName urcuje, jaka konfigurace algoritmu ma byt
pro dany experiment pouzita. Jeji hodnota je zkratka, ve které je tato
konfigurace algoritmu zakdédovana. Kromé obou navrzenych algoritmt
je dany planovac rozliSen i podle heuristik jednotlivych kritérii a podle
zpusobu, jakym jsou implementovany Pareto-mnoziny (viz sekce |5.1)).
Planovace Tesici dlohu nejkratsi cesty s omezenim pruchodnosti navic
jesté rozlisujeme podle hranice minimélni prumérné pruchodnosti (viz
podsekee 6.5.4). To, jaka konfigurace algoritmu ma byt pouzita, je ze
zkratky dekédovano ve tiidé ProblemSolverParser.

Vytvorené konfiguracni soubory byly vygenerovany ve tiidé Ezperiment-
ConfigsCreator. Sady problému pak byly vytvoreny pomoci tiidy Problem-
SetCreator. Vytvorené soubory pak stacilo jen presunout do odpovidajici
slozky ve slozce resources.

B 5.2.2 Vizualizovani nalezenych cest

Jak jsme jiz uvedli v tivodu této kapitoly, nékteré nalezené cesty jsme déle
vizualizovali v geografickém programu QGIS. Abychom mohli cesty v tomto
programu vizualizovat stacilo si jen nalezené cesty ulozit navic jesté v ur-
¢itém formatu do CSV souboru. Pro kazdou cestu tak byl do vytvoreného
CSV souboru pfidén jeden zdznam ve formatu LineString’, ktery je tvoren
ze souradnic jednotlivych uzli na cesté.

Ve vysledné aplikaci jsme kvtli velkému mnozstvi vytvafenych soubort
vytvareni téchto soubort neponechali. Pokud by byl zajem ziskat z béhu expe-
rimenti kromé JSON souborti i tyto CSV soubory, staci ve tridé Main prepsat
hodnotu globélni proménné SAVE PATHS ALSO_TO CSV z hodnoty
false na true.

Ukézka vSech nalezenych cest pro jednu ndhodnou instanci problému v
oblasti Sumavy je zobrazena v obrizku [5.1. V obrazku |5.1a jsou stejnou
barvou zobrazeny vSechny cesty, které byly na daném problému nalezeny
multikriterialnim algoritmem. V obrazku |5.1b| jsou navic zvyraznény cesty
s nejmensi délkou a s nejmensi vazenou nepruchodnosti.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Well-known_ text_ representation_of geometry
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(b) : nejkratsi cesta (Cervend), cesta s nejmensi vdzenou neprichod-
nost{ (modrd) a ostatn{ nedominované cesty (zlutd)

Obrazek 5.1: Vizualizace vsech nalezenych cest pro jednu instanci problému v
oblasti Sumavy, které byly nalezeny multikriteridlnim algoritmem.
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Kapitola 0
Vyhodnoceni

V této kapitole porovname a vyhodnotime obé varianty problému a jejich
feseni. Kromé toho budeme také sledovat vliv zvoleni pravdépodobnosti
pruchodu jednotlivych hran a nékterych ¢asti algoritmu jako jsou pouzité
heuristiky nebo rozdilné implementace Pareto-mnozin.

Drive nez v sekci 6.5 provedeme samotné vyhodnoceni jednotlivych expe-
rimentt, v nasledujicich sekcich popiSeme parametry, které byly pri experi-
mentech pouzity. V sekci [6.1] objasnime, jak byly vytvoreny grafy dopravni
sité s nejistotou. V sekci |6.2] popiSeme 2 navrzené scénafe, podle nichz byla
jednotlivym hranam prirazovana pravdépodobnost priuchodu. Poté v sekci 6.3
popiseme sady problémi, které byly pri vyhodnoceni pouzity, a v sekci 6.4
shrneme pouzité parametry experimenti.

Pro vyhodnoceni jsme zvolili oblast planovani pro pési, pro které by mohlo
byt planovani cest s ohledem na jejich pruchodnost uziteéné. Konkrétnim pri-
kladem uzivatel mohou byt napiiklad lidé s kocarky, kterym mize nevhodny
terén nebo prekazka na cesté vyrazné zkomplikovat cestu.

Poznamenejme vsak, ze volba konkrétni domény nehraje pro nas algorit-
mus zadnou roli. Algoritmus by tedy mohl byt pouzit i tfeba pii planovani
pro cyklisty, ktefi mohou mit béhem cesty (predevsim v prirodé) podobné
problémy. Jediny rozdil by byl v pouzitém grafu dopravni sité s nejistotou,
kde by mohly byt zahrnuty i silnice s frekventovanéjsi dopravou a naopak by
v ném nebyly zahrnuty naptiklad chodniky.

B 6.1 Tvorba grafu dopravni sité s nejistotou

Pro experimenty jsme si vybrali 2 vyrazné odlisné oblasti. Prvni zvolenou
oblasti je oblast Prahy, kterd je slozena z husté sité cest s vysokou prichodnosti.
Druhou je oblast Narodniho parku Sumava a jeho blizkého okoli, kterd
obsahuje mnoho cest s nizsi priichodnosti.

Porovnani vytvorenych grafti ukazuje tabulka 6.1, kde mtizeme vidét, ze
graf Prahy je z hlediska po¢tu uzlii i hran nasobné vétsi nez graf Sumavy.
Zajimavym tidajem je také pocet hran na 1 km? !, kde se ukazuje, 7e sit cest

"Hodnoty rozlohy (a tedy i po¢tu hran na 1 km?) jsou pouze orientaéni. Byly ziskdny v
programu QGIS jako obsah plochy mnohoihelniku ohranicujiciho vSechny uzly grafu. Pro
tento ucel jsou vsak dostacujici.
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6. Vyhodnoceni

v oblasti Prahy je oproti siti Sumavy vice nez 20krat hustsi.

parametr grafu graf Prahy graf Sumavy
pocet uzla 118559 24934
pocet hran 321160 60324
priblizné rozloha v km? 507.42 2070.48
pocet hran na 1 km? 632.93 29.14

Tabulka 6.1: Parametry pouzitych grafi.

K vytvoreni grafu dopravni sité s nejistotou jsme vyuzili mapové podklady
OpenStreetMap. V podsekei [6.1.1] pfiblizime, jak jsou tyto mapové podklady
tyto data ziskali a jakym zptsobem jsme z nich vytvorili graf. Otazky, které
informace jsme zvolili pro urc¢eni pravdépodobnosti prichodu jednotlivych
hran a jak je z nich tato pravdépodobnost urcena, déle objasni podsekce |6.1.3.

B 6.1.1 OpenStreetMap

OpenStreetMap (OSM) ? je otevieny projekt poskytujici mapové podklady
celého svéta. Tyto mapové podklady jsou tvoreny predevsim tremi zakladnimi
prvky [19]. Zékladnim prvkem je:

® uzel (node), ktery oznacuje uréity bod na Zemi,

B cesta (way), jez je tvofena usporddanym seznamem uzli a oznacuje urci-
tou cestu (napf. silnici, chodnik) nebo ohrani¢uje plochu (napf. budovu
¢i louku),

® relace (relation), kterd oznacCuje vztahy mezi vice prvky (napf. restrikce
typu zdkaz odboceni nebo oznaceni tramvajové linky).

Velmi dilezitou soucasti téchto mapovych podkladu je i tzv. znacka (tag)
slozena z dvojice kli¢ a hodnota, kterd muaze byt pripojena k zakladnimu
prvku. Ke kazdému zakladnimu prvku jich maze byt pridano hned nékolik.
Hlavnim tcelem znacek je co nejvice popsat vlastnosti ptislusSného prvku.

B 6.1.2 Parsovani OSM dat na graf

Pokud se tyka ziskdni OSM dat, existuje nékolik nastrojt, pomoci nichz
lze ziskat data urcité oblasti. Tyto nastroje se lisi formaty, ve kterych lze
data ziskat, a maximalni velikosti dat, které je mozné stahnout. V nasem
piipadé jsme k ziskani OSM dat Sumavy vyuzili stahovaci server BBBike’s
free server?, ktery umoznuje stahovat vétsi OSM data v nékolika riznjch
formatech. Navic je mozné si zde zvolit vlastni oblast. OSM data Prahy jsme

Zhttps:/ /www.openstreetmap.org/
3https://download.bbbike.org/osm/
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6.1. Tvorba grafu dopravni sité s nejistotou

ziskali stazenim z webové stranky®, kterd umoznuje stazeni OSM dat nékteré
z konkrétnich oblasti. V obou ptipadech jsme OSM data ziskali ve formatu
PBF’.

Ziskand OSM data jsme nasledné zpracovali v aplikaci road-graph-tool, ktera
je vyvijena vyzkumnym tymem Smart Mobility® z Centra umélé inteligence
FEL CVUT/. Jedn4 se o nastroj, kterjy umoznuje zpracovani a vyfiltrovani
vhodnych dat z OpenStreetMap. Aplikace je zatim ve fazi vyvoje, a tak neni
mozné pouzit.

V nastroji road-graph-tool jsme nejprve vyfiltrovali vhodné OSM cesty.
Pro oba grafy jsme z dat tedy vynechali ddlnice, rychlostni silnice a silnice
1. t¥idy, které nejsou vhodné pro nemotorovou dopravu. Protoze vyhodnoceni
planujeme udélat na grafu pro pési, zakazali jsme navic i silnice 2. tridy, které
jsou pro pési prilis rusné, a cesty, kam je pésim zakazan vstup. V grafu Prahy
jsme navic jesté vynechali silnice 3. tiidy, nebot se u nich témétr vzdy nachazi
chodnik.

Po vyfiltrovani vhodnych tagi byly OSM cesty prevedeny na hrany, ¢imz
uz vnikl graf. Z tohoto grafu jsme vybrali pouze jeho nejvétsi silné souvislou
komponentu, diky niz budeme mit zaruéeno, ze mezi kazdymi dvéma uzly
grafu bude existovat cesta. Vznikly graf jsme spolu s uzitecnymi informacemi
ulozili do CSV soubori. Nase aplikace pak tyto soubory nacitd a na zdkladé
ulozenych informacich z nich vytvaii graf dopravni sité s nejistou prichodnosti
hran.

Il 6.1.3 Uréeni pravdépodobnosti priichodu jednotlivych hran

Pro urceni pravdépodobnosti prichodu jednotlivych hran jsme pouzili in-
formace ziskané z OpenStreetMap. Konkrétné jsme vyuzili znacky s klici
highway, surface a tracktype.

kli¢ graf Prahy graf Sumavy
highway 99 100
surface 33 22
tracktype 3 38

Tabulka 6.2: Relativni ¢etnost (v %) klicu zvolenych OSM znacek vici celkovému
poctu hran jednotlivych grafii. Hodnoty jsou zaokrouhleny na celd procenta.

Znacka s kli¢em highway® rozlisuje rtizné druhy silnic a cest. Podle jeji
hodnoty fadi cestu do jedné z mnoha kategorii jako naptiklad silnice 3. t¥idy,
chodnik, lesni cesta nebo schody. Tato znacka sice dava jistou informaci o
typu cesty, nikoliv vsak uz o jeji kvalité. Dtivodem, proc¢ jsme se rozhodli

“http://download.openstreetmap.fr/extracts/europe/czech_republic/
Shttps:/ /wiki.openstreetmap.org/wiki/PBF_Format
Shttps://www.aic.fel.cvut.cz/research-areas/smart-mobility

"https:/ /www.aic.fel.cvut.cz/
Shttps://wiki.openstreetmap.org/wiki/Cs:Key:highway
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6. Vyhodnoceni

vyuzit tuto znacku, je, ze se vyskytuje témeér u kazdé hrany vyslednych grafi.
To potvrzuje i tabulka [6.2] ukazujici, jaky je pomeér poc¢tu hran s danym
klicem vuci celkovému poc¢tu hran jednotlivych grafu.

Informaci o povrchu jednotlivych cest poskytuje znacka s kli¢em surface”.
Jeji hodnota dava o cesté informaci, jestli je cesta zpevnéna ¢i nikoliv. V mnoha
pripadech je dokonce pfimo uvedena informace o jejim materidlu (tj. jestli je
cesta napiiklad asfaltova, Stérkova nebo hlinénd).

Vzhledem k tomu, ze polnich nebo lesnich cest existuje mnoho a jejich
kvalita se vyrazné lisi, mize byt k cesté pridana znacka s kli¢em tracktype'’,
ktera rozlisuje tyto cesty do 5 typt podle jejich kvality. Cesty jsou rozliseny od
cest s pevnymi povrchy az po nejméné kvalitni cesty s mékkym nezpevnénym
povrchem.

S ohledem na informace poskytnuté témito znackami jsme vétsiné moznym
hodnotam znacek s témito kli¢i prifadili pravdépodobnost prichodu. Zvolené
hodnoty pro jednotlivé scénare priuchodnosti (viz sekce 6.2)) zobrazuji tabulky
pro prislusné OSM znacky [6.3], [6.4] a [6.5l Pripadny vliv zvoleni konkrétnich
hodnot na rychlost béhu algoritmu déle vyhodnocujeme v podsekei |6.5.3.

hodnota znacky  scénar scénar
highway wsucho* ,,mokro*
tertiary 1.00 1.00
tertiary-link 1.00 1.00
residential 1.00 1.00
living_ street 1.00 1.00
service 1.00 1.00
pedestrian 1.00 1.00
footway 1.00 0.99
sidewalk 1.00 1.00
crossing 1.00 1.00
cycleway 1.00 0.99
unclassified 0.99 0.95
road 0.99 0.95
corridor 0.99 0.99
path 0.95 0.80
track 0.90 0.70
bridleway 0.90 0.70
steps 0.70 0.60

Tabulka 6.3: Zvolené hodnoty pravdépodobnosti pruchodu pro jednotlivé scénéie
prichodnosti podle OSM znacky s klicem highway.

https://wiki.openstreetmap.org/wiki/Cs:Key:surface
Ohttps://wiki.openstreetmap.org/wiki/Cs:Key:tracktype
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6.1. Tvorba grafu dopravni sité s nejistotou

hodnota znacky scénar scénar
surface wsucho* ,, mokro*
paved 1.00 0.99
asphalt 1.00 1.00
concrete 1.00 0.99
paving_ stones 1.00 0.99
metal 1.00 1.00
wood 1.00 1.00
concrete:lanes 0.99 0.95
concrete:plates 0.99 0.95
sett 0.99 0.95
unhewn__cobblestone 0.99 0.95
cobblestone 0.99 0.95
compacted 0.95 0.80
fine gravel 0.95 0.80
pebblestone 0.95 0.80
grass_ paver 0.95 0.80
unpaved 0.90 0.70
gravel 0.80 0.70
ground 0.80 0.70
grass 0.70 0.70
dirt 0.60 0.40
earth 0.60 0.40
sand 0.60 0.40
mud 0.40 0.30
rock 0.20 0.20

Tabulka 6.4: Zvolené hodnoty pravdépodobnosti pruchodu pro jednotlivé scénare
prichodnosti podle OSM znacky s klicem surface.

hodnota znacky  scénar scénar
tracktype wsucho* ,,mokro*
gradel 1.00 0.90
grade2 0.95 0.70
grade3 0.80 0.50
grade4 0.60 0.40
gradeb 0.40 0.20

Tabulka 6.5: Zvolené hodnoty pravdépodobnosti pruchodu pro jednotlivé scénare
prichodnosti podle OSM znacky s klicem tracktype.

Vyslednou pravdépodobnost prichodu hrany uréujeme sekvenénim zpiiso-
bem, kdy postupné porovnavame znacky prislusné hrany. Podle toho, jakou
informaci o kvalité cesty jednotlivé znacky prinasi, jsme se rozhodli znacky
porovnavat v poradi tracktype, surface a highway.
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6. Vyhodnoceni

Pravdépodobnost prichodu urcité hrany je tedy urcena nasledovné. Je-li
hrana oznacend znackou s klicem tracktype, pritadime této hrané pravdépo-
dobnost, kterd odpovida hodnoté této znacky. Jinak je analogickym zptisobem
prifazena pravdépodobnost priichodu hran podle znacky surface, pripadné
podle znacky highway. Neni-li u hrany uvedena ani jedna z téchto 3 sledova-
nych znacek, nemame o této hrané zadnou informaci a pro pravdépodobnost
prichodu hrany je zvolena hodnota 0.5.

B 6.2 Scénare pruchodnosti

Abychom mohli vyhodnotit, jaky vliv ma na nalezené feseni zvoleni pravdé-
podobnosti prichodu, vytvorili jsme 2 pravdépodobnostni scénafe simulujici
pruchodnost cest za urcitych okolnosti. Tyto scénare a konkrétni hodnoty zvo-
lenych pravdépodobnosti prichodu jsou zobrazeny v tabulkach pro jednotlivé
OSM znacky 6.3, 6.4 a 6.5,

Scénar ,,sucho* simuluje pruchodnost cest (napf. pro lidi s ko¢arkem)
za priznivé situace, kdy nékolik dni v fadé bylo vhodné pocasi. Pevnym a
hladkym cestam pritazuje vysokou pravdépodobnost blizko 1. Nizsi pravdépo-
dobnost kolem 0.7 maji napriklad schody, nezpevnéné hlinité cesty nebo cesty
s horsim stupném kvality, které na delsim tseku cesty mohou odradit. Nej-
nizsi pruchodnost je prirazena bahnitym ¢i skalnatym cestam a také cestam
s nejhorsim stupném kvality.

Scénai ,,mokro“ simuluje prichodnost cest (napt. pro lidi s ko¢arkem)
v nepfiznivé situaci, naptiklad kdyz v posledni dobé intenzivné prselo. V tomto
pripadé je prichodnost pevnych silnic o trochu nizsi nez pfi scénari ,sucho*.
zpevnénych cest, které se snadno mohou stat bahnitymi, a tudiz je jejich
pruchodnost snizena vyraznéji.

100 4 — sucho 1001 — sucho
mokro mokro

[%]

kumulativni vyskyt [%]

kumulativni vyskyt

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
pravdépodobnost priichodu hrany pravdépodobnost priichodu hrany

(a) : graf Prahy (b) : graf Sumavy

Obrazek 6.1: Kumulativni vyskyt hran s danou pravdépodobnosti pruchodu
v jednotlivych scénarich priuchodnosti a grafech.

Porovnani obou vytvorenych scénaru z hlediska toho, v jakém poméru se
v jednotlivych grafech vyskytuji hrany s danou pravdépodobnosti prichodu,
ukazuje obrazek |6.1. Z néj vyplyva, ze v grafu Prahy (obr. 6.1a) se vyskytuje
mensi pomér hran s nizsi pravdépodobosti nez v grafu Sumavy (obr. 6.1b).
Naptiklad ve scénafi ,,mokro* se v grafu Prahy nachdzi pouze pfiblizné 20 %
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hran s pravdépodobnosti prichodu nejvyse 0.8, zatimco v grafu Sumavy je
to vice nez 40 % hran. Déle se ukazuje, ze pro oba grafy ma scénar ,mokro*
vyssi pomér hran s nizsi pravdépodobnosti nez scénar ,sucho®.

B 63 Sady problémiu

Pro oba grafy jsme vytvorili nékolik sad problémi rozlisenych podle délky
nejkratsi cesty mezi po¢ateénim a cilovym uzlem nalezenou pomoci A* algo-
ritmu.'| Kazda sada problémii odpovida uréitému grafu a je vzdy tvoiena
100 pary identifikdtortt nahodnych uzla tohoto grafu, tedy pocatec¢niho a cilo-
vého uzlu.

Konkrétné pro graf Sumavy jsme vytvorili 6 sad problémi, které jsme
rozlisili podle délky nejkratsi cesty do intervali po 10 km (tj. 0-10 km,
10-20 km, 20-30 km, 30-40 km, 40-50 km, 50+ km). Pro graf Prahy jsme
vytvorili 5 sad problému rozlisenych po 5 km (tj. 0-5 km, 5-10 km, 1015 km,
15-20 km, 20+ km).

P1i planovani pro pési jsou nékteré z téchto intervalii mozna prilis dlouhé.
Nicméné jak jiz bylo zminéno v ivodu kapitoly, porovnavané algoritmy lze
pouzit napiiklad i pri planovani pro cyklisty, kde jsou jiz tyto délky normaélni,
a proto algoritmy vyhodnocujeme i na téchto vétsich instancich problému.

B 64 Konfigurace experimenti

Pro vyhodnoceni jsme spoustéli nékolik experimentt lisicich se v jednotlivych
parametrech. Kazdy experiment je slozen z grafu a scénafe pruchodnosti,
z nichz je sestrojen graf dopravni sité s nejistou pruchodnosti, sady pro-
blémt odpovidajiciho grafu a konkrétni konfigurace algoritmu, ktery dany
problém resi. Kromé obou navrzenych algoritmi, u algoritmi rozliSujeme
jesté heuristiky obou kritérii a konkrétni implementaci Pareto-mnozin.

parametr experimentu mozné hodnoty

graf {Praha, Sumava}

scénar pruchodnosti {sucho, mokro}

algoritmus {multikriterialni, s omezenim }

heuristika kritéria vzdalenosti {nulova, pfima vzdalenost, predpocitand}
heuristika krit. prichodnosti ~ {nulové, predpocitand}
implementace Pareto-mnozin  {zdkladni, sefazend, redukce dimenze}

Tabulka 6.6: Uvazované hodnoty jednotlivych parametri experimentu.

HTuto metriku vzdalenosti jsme upfednostnili pfed p¥imou vzdalenosti mezi uzly (tj.
vzdalenost{ vzdusnou ¢arou) z divodu, ze v nékterych tsecich mezi pocdteénim a cilovym
uzlem neexistuje zadné prima cesta a délka nejkratsi cesty mezi témito uzly se od primé
vzdélenosti mezi nimi vyrazné lisi.
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6. Vyhodnoceni

Vsechny mozné hodnoty jednotlivych parametri experimentu jsou shrnuty
v tabulce 6.6 Pro zvoleny graf pak byly vzdy feSeny vSechny vytvorené sady
problému daného grafu, a proto jsou pro prehlednost z tabulky vynechany.

Kvili velkému mnozstvi moznych kombinaci parametri byly pro vyhodno-
ceni vlivu jednoho z parametri vybrany jen nékteré kombinace téchto hodnot.
Konkrétni hodnoty parametra, které byly pro dané vyhodnoceni pouzity jsou
pak shrnuty v jednotlivych podsekcich.

B 65 Vyhodnoceni experimentii

V této sekci popiSeme a vyhodnotime spousténé experimenty.

Experimenty byly spoustény na nékterém z CPU uzl vypocetniho clusteru
RCI CTU" s témito hardwarovymi specifikacemi: 24 jader/48 vlaken 3.2GHz
(2 x Intel Xeon Scalable Gold 6146), 384GB RAM. Pro uréity vypocet byl
pouzit vzdy jeden vypocetni uzel, kterému byla prirazena 1 tloha pouzivajici
4 jadra s paméti omezenou na 10 GB. Ackoliv nase aplikace neni paralelni, pro
béh experimentt bylo alokovano vice jader. Divodem pro to je, ze experimenty
byly spoustény v Javé, a tak jsme chtéli, aby namérené vysledky experimentu
(predevsim doba béhu) byly co nejméné ovlivnéné béhem garbage collectoru.

Tato sekce je organizovana nasledujicim zptisobem. Nejprve v podsekei [6.5.1
vyhodnotime vliv heuristik jednotlivych kritérii a v podsekci [6.5.2 porov-
name rozdilné implementace Pareto-mnozin. Vliv zvoleni pravdépodobnosti
pruchodu budeme sledovat v podsekci 6.5.3, kde porovndme namérené hod-
noty v obou navrzenych scénafich priichodnosti. Na zavér v podsekci [6.5.4
porovname oba navrzené algoritmy z kapitoly [4.

B 6.5.1 Viliv heuristik

Jak jiz bylo zminéno, vyuziti heuristik odhadujicich cenu cesty do cilového
uzlu muze vést k zrychleni algoritmu. V této podsekci se zabyvame tim, jak
jednotlivé kombinace heuristickych funkei navrzenych v podsekei|4.1.3], ovlivni
béh algoritmu.

parametr experimentu hodnoty

graf {Praha, Sumava}
scénai priuchodnosti {sucho}
algoritmus {multikriterialni}

heuristika kritéria vzdalenosti {nulova, pfima vzdalenost, predpocitana}
heuristika krit. prichodnosti ~ {nulové, predpocitana}
implementace Pareto-mnozin  {redukce dimenze}

Tabulka 6.7: Hodnoty jednotlivych parametri experimentu pouzité pii vyhod-
nocovani vlivu heuristik.

2https://login.rci.cvut.cz/wiki/start
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6.5. Vlyhodnoceni experimentii

heuristika prichodnosti

heuristika

vzdalenosti nulovd (z) predpocitand (pc-p)
nulova (z) (z, z) (z, pc-p)
primé vzdélenost (d) (d, z) (d, pc-p)
predpocitana (pc-d) (pe-d, z) (pe-d, pe-p)

Tabulka 6.8: Kombinace porovnavanych heuristik s jejich zkratkami.

Hodnoty jednotlivych parametria experimentu, které byly pouzity pfi porov-
névani heuristik jsou zobrazeny v tabulce 6.7, Vzhledem k tomu, zZe namérené
hodnoty na obou grafech ukazuji podobny trend, v této podsekci popiseme
jen naméfené hodnoty na grafu Sumavy. Naméfené hodnoty na grafu Prahy
jsou zobrazeny v priloze |A.1l

Pokud se tyka porovnavanych heuristik, porovnavano bylo vsech 6 jejich
kombinaci. Tyto kombinace spolu se zkratkami, pomoci nichz se na né budeme
v této podsekci odkazovat, jsou zobrazeny v tabulce 6.8

Predpocitané heuristika, ktera vyuziva idedlni odhad ceny, vyzaduje poca-
tecni inicializaci, jez stoji jisty ¢as z doby prohledavani. Na druhou stranu
nulova heuristika a heuristika pfimé vzdalenosti, které tak presny odhad ne-
maji, se inicializovat nemusi. Proto jsme se rozhodli sledovat, jestli se vyplati
stravit cas touto inicializaci.

Grafy, ve kterych je porovnavan median'® doby béhu algoritmu s ¢asem
inicializace heuristik, jsou zobrazeny v obrazku 6.2. Namérené hodnoty ukazuji,
ze pro sadu problému 0-10 km (obr. [6.2a) se inicializace nevyplati, nebot
trva déle nez je doba béhu algoritmu s nulovymi heuristikami. Median ¢asu
inicializace alespon jedné z predpocitanych heuristik je totiz vétsi nez 20 ms,
zatimco medidn doby béhu algoritmu s nulovymi heuristikami je jen 15 ms.
Nicméné jiz od sady problémi s délkou nejkratsi cesty nad 10 km je celkovy cas
béhu algoritmu s predpocitanymi heuristikami nizsi nez bez nich. Zajimavym
udajem je, ze ackoliv v sadé problému 10-20 km trva predpocitani obou
heuristik (sloupec (pc-d, pe-p)) vétsinu (konkrétne 77 %) ¢asu behu algoritmu,
celkova doba béhu algoritmu patii k nejnizsim.

Pro sady problémi s délkou nejkratsi cesty vétsi nez 20 km (obr. 6.2¢
—16.21)), jiz doba inicializace heuristik zabird mensi ¢ast doby béhu algoritmu
(napf. na sadé problémi 50+ km u algoritmu s obéma predpodcitanymi heu-
celkové doby béhu algoritmu). Déle se ukazuje, ze algoritmy, které maji pouze
heuristiku délky (sloupce (d, z) a (pc-d, z)), dobéhnou pro vétsi instance pro-
blémt rychleji nez algoritmus, ktery vyuziva pouze heuristiku pro kritérium
pruchodnosti (sloupec (z, pc-p)).

Protoze spolu s casem ovlivnuji heuristiky také pocet iteraci algoritmu,
sledujeme i tento ukazatel. Navic oproti casu je pocet iteraci algoritmu
nezavisly na prostiedi, kde byly problémy feseny.

3Medidn jsme se rozhodli upfednostnit pfed primérem kvili tomu, Ze neni ovlivnén
vychylenymi hodnotami, které by v pripadé pruméru zkreslily namérené tdaje.

37



6. Vlyhodnoceni
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Obrazek 6.2: Medidn c¢asu inicializace heuristik a celkové doby béhu algoritmu
pro jednotlivé kombinace heuristik na sadach problémi grafu Sumavy.

Poméry poctu iteraci algoritmu s jednotlivymi heuristikami viic¢i algoritmu
s nulovymi heuristikami pro vSechny odpovidajici si problémy ze vsech 6 sad
problému grafu Sumavy jsou zobrazeny tzv. boxplot v obrazku Na-
mérené udaje ukazuji, ze algoritmus s obéma predpocitanymi heuristikami
(sloupec (pc-d, pe-p)) ze srovnani vychazi nejlépe, kdyz ve vétsiné problému
ma méné nez pétinu iteraci oproti algoritmu s nulovymi heuristikami. Déle
se potvrzuje, ze algoritmy s heuristikami pro obé kritéria (sloupce (d, pc-p)
a (pc-d, pc-p)) maji méné iteraci nez algoritmy, které maji pouze jednu
informovanou heuristiku (napft. na sadé problému 0-10 km se pocet iteraci
v algoritmech s obéma heuristikami oproti poctu iteraci v algoritmech vyu-

MBoxplot je typ grafu, ktery nabizi vétsi vhled do rozloZeni dat. Zobrazeny jsou medidn
(oranzova ¢ara), primérnd hodnota (zeleny trojihelnik), hodnoty mezi kvartily Qo.25 a Qo.75
(ohrani¢ené obdélnikem), tzv. vousy ukazujici rozsah nevychylenych hodnot mezi Qo.25 — 1.5
IQR a Qo.75 +1.5 IQR, kde IQR je mezikvartilové rozpéti Qo.75 — Qo.25, a vychylené hodnoty
(¢erné kruznice).
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zivajicich pouze jednu informovanou heuristiku lis{ fadové o tisice, na sadé
problému 50+ km jsou to jiz dokonce miliony iteraci). V neposledni radé
nameéiené udaje ukazuji, ze algoritmy, které maji pouze heuristiku délky
(sloupce (d, z) a (pc-d, z)), maji méné iteraci nez algoritmus, ktery ma pouze
heuristiku pro kritérium pruchodnosti (sloupec (z, pc-p)).
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Obrazek 6.3: Pomér poctu iteraci algoritmu s jednotlivymi kombinacemi heuristik
vici algoritmu s nulovymi heuristikami na grafu Sumavy.

Bl 6.5.2 Vliivimplementace Pareto-mnoZin

Jak ukladani nedominovanych cen, tak i kontrolovani dominance novych cen
probihd béhem algoritmu velmi ¢asto. Proto i implementace Pareto-mnozin
muze ovlivnit vyslednou dobu béhu algoritmu. V této podsekci porovnavame
3 rozdilné implementace (zdkladni, sefazena a redukci dimenze), jez byly

predstaveny v sekci |5.1L

parametr experimentu hodnoty

graf {Praha, Sumava}
scénar pruchodnosti {sucho}
algoritmus {multikriterialni}
heuristika krit. vzdalenosti {ptredpocitana}
heuristika krit. pruchodnosti  {predpocitana}

implementace Pareto-mnozin

{zékladni, sefazend, redukce dimenze}

Tabulka 6.9: Hodnoty jednotlivych parametri experimentu pouzité pii vyhod-
nocovani vlivu implementace Pareto-mnozin.

Hodnoty jednotlivych parametri experimentu, které byly pouzity pti porov-
navani jednotlivych implementaci Pareto-mnozin jsou zobrazeny v tabulce |6.9.
V této podsekci popiSeme opét jen naméfené tdaje na grafu Sumavy. Obrazky
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zobrazujici idaje ziskané na grafu Prahy jsou zobrazeny v pfiloze [A.2. Bohuzel
celkova doba béhu algoritmu na nékterych mensich instancich problému na
grafu Prahy byla pravdépodobné ovlivnéna néjakym faktorem (napt. béhem
garbage collectoru nebo spise vétsim vytizenim vypocetniho uzlu), protoze
¢as inicializace heuristik se obcas vyrazné lisi (fadové o stovky ms). Pritom
vzhledem k tomu, ze ve vSech experimentech byla pouzita stejnd kombinace
heuristik, cas inicializace heuristik by mél byt pro stejné sady problému velmi
podobny. Pokud bychom odhlédli od téchto vykyvia na mensich instancich
problému, 1ze i z dat na grafu Prahy dojit k podobnému zavéru jako z dat na
grafu Sumavy.

mm zikladni
105 4 ™= sefazena
B redukce dimenze

104 4

ik“uhh

0-10km 10-20km  20-30km  30-40km  40-50km 50+km
sada problémd

doba béhu [ms]

Obrazek 6.4: Porovnani medidnu doby béhu (v logaritmickém méritku) algoritmu
s jednotlivymi implementacemi Pareto-mnozin pro jednotlivé sady problémi
grafu Sumavy. Cerné je vyznaceno rozpéti hodnot mezi kvartily Qp.25 a Qq.75-

Porovnani doby béhu algoritmu s jednotlivymi implementacemi Pareto-
mnozin pro jednotlivé sady problémi je zobrazeno v obrézku [6.4. Pozname-
nejme, ze kvili zprehlednéni je doba béhu zobrazena v logaritmickém meéritku.
Namérené hodnoty jsou ocekdvané. To znamend, ze prohledavani se zédkladni
implementaci trva déle nez se sefazenou implementaci a ze vyuziti redukce
dimenze dobu béhu algoritmu jesté snizi.

Zajimavéjsim udajem je, jak jednotlivé implementace zrychli béh algoritmu.
Porovnani zrychleni béhu algoritmu (tj. pomér doby béhu algoritmu na
odpovidajicich si instancich problému) pro jednotlivé sady problému ukazuji
boxploty v obrdzku 6.5, Graf (obr. [6.54), zobrazujici pomér doby trvéni mezi
zakladni a sefazenou implementaci, ukazuje, ze samotné razeni cen v Pareto-
mnoziné pro vétsi instance problémia dobu béhu algoritmu nékolikandsobné
snizi (na sadé problémi 20-30 km pfiblizné dvojndsobné, na sadé problému
50+ km je zrychleni u vétSiny problému vice nez sedminasobné). Porovnani
poméru doby béhu mezi sefazenou implementaci a implementaci s redukci
dimenze (obr. potvrzuje, ze pouziti techniky redukce dimenze béh
algoritmu jesté zrychli (napf. pro vétsinu problémi sady problémi 50+ km
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6.5. Vlyhodnoceni experimentii

vice nez dvojnasobné, coz na této sadé problémt znamena rozdil v dobé béhu
pfiblizné 5 s).
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sada problém{ sada problémt

(a) : sefazena vs. zdkladni (¢ervena (b) : redukce dimenze vs. sefa-
¢arkovand Céra) zend (Cervend Carkovand ¢ara)

Obrazek 6.5: Porovnéni zrychleni (tj. pomér ¢asu trvani) béhu algoritmu mezi
vybranymi dvojicemi implementaci Pareto-mnozin pro jednotlivé sady problému
grafu Sumavy.

B 6.5.3 Vliv zvoleni pravdépodobnosti priichodu jednotlivych
hran

V sekci |6.2] jsme na zdkladé informaci z OpenStreetMap navrhli 2 scénare pru-
chodnosti simulujici priichodnost cest za urcitych situaci. Cilem této podsekce
je tyto 2 scénafe porovnat a zjistit, jestli ma zvoleni hodnot pravdépodobnosti
prichodu vliv na rychlost algoritmu.

parametr experimentu hodnoty

graf {Praha, Sumava}
scénaf pruchodnosti {sucho, mokro}
algoritmus {multikriterialni}
heuristika kritéria vzdalenosti ~ {pfedpocitana}
heuristika kritéria pruchodnosti {predpocitana}
implementace Pareto-mnozin {redukce dimenze}

Tabulka 6.10: Hodnoty jednotlivych parametri experimentu pouzitych pri
vyhodnocovani vlivu zvoleni pravdépodobnosti pruchodu jednotlivych hran.

Hodnoty jednotlivych parametri experimentu, které byly pouzity pii po-
rovnani obou scénaii jsou zobrazeny v tabulce [6.10)

Porovnéani doby béhu algoritmu v obou scénérich prichodnosti zobrazené
boxploty nabizi obrazek |6.6l Obrazek ukazuje namérena data pro jednotlivé
sady problémii grafu Sumavy (obr.[6.6a)) i grafu Prahy (obr. |6.6b). Doba bé&hu
algoritmu je pro prehlednost opét zobrazena v logaritmickém méritku.

Pfi porovnani obou scénait priichodnosti na grafu Sumavy (obr. 6.6al), je
vidét, ze doba béhu algoritmu se mezi jednotlivymi scénaii (az na nejveétsi
sady problému) néjak vyrazné neméni. Namérené udaje ukazuji, Ze pro sady
problémii 0-10 km a 10-20 km je ve vétsiné problémi doba béhu algoritmu
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(b) : graf Prahy

Obrazek 6.6: Porovnani doby béhu algoritmu mezi obéma scénéaii priachodnosti
na jednotlivych sadach problémt grafu Sumavy i Prahy.

ve scénari ,sucho“ nepatrné (cca o 10 ms) delsi. Pro sady problému 40—
50 km a 504+ km je naopak doba béhu delsi ve scénari ,,mokro“. Pro tyto
vétsi instance problému je jiz rozdil mezi scénéfi vyznamnéjsi (napf. v sadé
problémt 50+ km je medidan doby béhu ve scénari ,sucho* priblizné 3.5 s,
zatimco ve scénéri ,mokro“ je median 6.5 s).

Vyraznéjsi rozdily v dobé béhu algoritmu muzeme vidét na grafu Prahy
(obr. . Na sadé problémt 0-5 km je ve scénéri ,sucho“ doba béhu
algoritmu témér ve vSech problémech delsi nez ve scénari ,,mokro“. Pro sady
problémi s délkou nejkratsi cesty nad 10 km je to vyrazné naopak, kdy doba
béhu algoritmu ve scénari ,,mokro“ je ve vétsiné problému desetindsobné delsi.
Konkrétné, porovname-li medidny doby béhu algoritmu pro sadu problému
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6.5. Vlyhodnoceni experimentii

20+ km, pro scénar ,sucho“ je medidan pfiblizné 4.5 s, zatimco pro scénar
,mokro“ je median 65 s.

7 porovnani obou grafi vyplynulo, Ze pro nejmensi instance problému je ve
vétsiné pripadu o trochu rychlejsi scénédr ,,mokro“. Tento vykyv je zpusobem
dobou inicializace predpocitanych heuristik, které je pro scénar ,,mokro*
o trochu rychlejsi (na grafu Sumavy o desitky ms, na grafu Prahy o stovky
ms) nez u scénéfe ,sucho®.

Mnohem vyznamnéjsi je rozdil v dobé béhu algoritmu na vétsich instancich
problému, kde byl v obou grafech rychlejsi scénar ,sucho“. To je nejspis
zpusobeno poc¢tem optiméalnich feseni v jednotlivych dlohéach, protoze pro
vétsinu problémil bylo ve scénari ,mokro* nalezeno vice feseni nez ve scénari
nsucho“.

Predevsim na vétsich instancich problémil je vidét, ze i zvoleni konkrétnich
hodnot pravdépodobnosti priichodu ma nezanedbatelny vliv na dobu béhu
algoritmu.

B 6.5.4 Porovnani multikriterialniho algoritmu s algoritmem
resici ulohu s omezenim prichodnosti

V kapitole 4 jsme navrhli dva algoritmy. Prvnim je multikriteridlni algoritmus
popsany v sekci 4.2, ktery nalezne mnozinu vsech Pareto-optiméalnich cest.
Druhy algoritmus, jenz byl popsan v sekci 4.3, Tesi jednodussi dlohu, kterou
je nalezeni nejkratsi cesty tak, ze je splnéna podminka maximalni vazené
nepruchodnosti cesty. V této podsekci tyto dva algoritmy porovname.

Vzhledem k tomu, ze algoritmus s omezenim nalezne pouze jediné feSeni z
mnoziny reseni nalezenych multikriteridlnim algoritmem, je zfejmé, Ze pro na-
lezeni tohoto feseni staci algoritmu s omezenim méné iteraci nez by potieboval
multriterialni algoritmus. Coz by mélo vést k tomu, ze algoritmus s omezenim
bude rychlejsi. Jelikoz mé algoritmus s omezenim oproti multikriteralnimu
algoritmu jeden argument navic, je zajimavé také sledovat, jestli ma zvoleni
hranice vazené nepriichodnosti vliv na rychlost nalezeného feSeni.

Bohuzel hranice maximéalni vazené neprichodnosti, kterd je pouzita v al-
goritmu, je hure interpretovatelnd a bylo by obtizné ji rozumné zvolit pro
jednotlivé instance problému. Proto jsme se rozhodli porovnavané varianty
algoritmu s omezenim rozlisit podle hranice minimélni primérné prichod-
nosti (vzorec 3.2), ze které hranici maximalni vdZené nepruchodnosti uréime
individualné pro jednotlivé instance problémii. Hranice maximalni vazené
nepruchodnosti b je pak pro konkrétni instanci problému urc¢ena nésledovné.
Dané hranice priumérné prichodnosti cesty cp,(7) je pfevedena na prameér-
nou nepriichodnost cesty cpn(m) =1 — ¢pp, kterd je poté vynasobena délkou
nejkratsi cesty, jez je nalezena pomoci A* algoritmu. Tim je ziskand potiebnd
hranice pro maximalni vadzenou neprichodnost b.

Napriklad chceme-li cestu s minimalni primeérnou prichodnosti 0.9 a vime-li,
ze délka nejkratsi cesty mezi danymi uzly je 1000 m, hranice maximalni vazené
neprichodnosti pro tlohu s omezenim bude b = (1 — 0.9) - 1000 = 100.
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parametr experimentu hodnoty

graf {Praha, Sumava}

scénaf pruchodnosti {sucho}

algoritmus {multikriteridlni, s omezenim}
heuristika kritéria vzdalenosti {pfedpocitand}

heuristika kritéria pruchodnosti {pfedpocitand}

implementace Pareto-mnozin {redukce dimenze}

maximalni prumérnd pruchodnost {0.75, 0.85, 0.9, 0.92, 0.95, 0.97, 0.99}

Tabulka 6.11: Hodnoty jednotlivych parametra experimentu pouzitych pri
porovnavani obou algoritmu.

Hodnoty jednotlivych parametri experimentu, které byly pouzity pii po-
rovnavani obou algoritmi, jsou zobrazeny v tabulce |6.11. Oproti predchozim
experimentum jsou v tabulce navic jesté hodnoty maximalni primérné pri-
chodnosti cesty. Z nich pro graf Sumavy nebyla vyuzita hodnota 0.99, protoze
v mnoho pripadech by TeSeni neexistovalo, a pro graf Prahy zase nebyly
pouzity nizké hodnoty 0.75 a 0.85, které by ve vétsiné problémi vedly na
stejnd Teseni jako v tloze s hodnotou 0.9.

Vzhledem k tomu, Ze vyhodnoceni na obou grafech vede k podobnym
z&vérim, v této sekci popiSeme jen naméiend data na grafu Sumavy. Obrazek
zobrazujici namérend data na grafu Prahy je zobrazen v priloze [A.3|

Porovnani, kolikrat se zrychlil béh algoritmu oproti multikriteridlnimu
algoritmu v jednotlivych sadach problémt, nabizi obrazek [6.7. Zrychleni je
opét pomér doby béhu jednotlivych algoritmu pro odpovidajici si instance
problému. V obrazku je rovnéz porovnavano nékolik algoritmii s omezenim
rozliSenych podle zadané minimalni pramérné prichodnosti. Poznamenejme,
ze kviili prehlednosti grafi v nich nebyly zobrazeny vychylené hodnoty.

Nameérené udaje potvrzuji, ze doba béhu algoritmu s omezenim je témér ve
vsech instancich problémii nizsi nez je doba béhu multikriteridlniho algoritmu.
Dokonce u algoritmt s hranici minimalni primérné priichodnosti pod 0.92
byla na sadé problémt 504 km vétsina problému vyfeSena vice nez 50krat
rychleji. Namétrena data na vétsich instancich problému déale ukazuji, ze ¢im
je podminka minimélni prumérné prichodnosti vyssi (a tedy i prisnéjsi), tim
mensi je zrychleni, a tedy i tim delsi je doba béhu algoritmu. To je nejspis
zpusobeno tim, ze kritérium pruchodnosti je v algoritmu az druhym kritériem,
coz vede k tomu, ze diive jsou expandovany stavy s nizsi délkou cesty a vyssi
vazenou nepruchodnosti, kterd odpovidd nizsi pramérné prichodnosti.

Vysledky experimentii tedy potvrzuji, ze algoritmus s omezenim je v témér
vSech porovnavanych variantidch rychlejsi nez multikriteridlni algoritmus.
Jedinou vyjimkou jsou naméiené hodnoty jedné konfigurace algoritmu na
nejmensi sadé problémi, kde je vSak rozdil v dobé béhu mensi nez 10 ms. Na
druhou stranu nevyhodou algoritmu s omezenim je pravé nalezeni jediného
feSeni, které o problému nedé takovou informaci jakou je celd4 mnozina ne-
dominovanych feseni. Nemame-li vSak tolik ¢asu, aby byla nalezena vSechna
nedominovand feseni, mize byt tloha s omezenim vhodnou alternativou.
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Obrazek 6.7: Porovnén{ zrychleni doby béhu algoritmu s omezenim oproti
multikriteridlnimu algoritmu (¢ervend ¢drkovand ¢ara) v zavislosti na zadané
minimalni pramérné pruchodnosti cesty na jednotlivych sadach problému grafu

Sumavy.
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Kapitola 7
Zavér

V této praci jsme se zabyvali problémem planovani cest s ohledem na znalost
informace, Ze nékteré tseky cesty mohou byt s urcitou pravdépodobnosti
nepruchodné. Cilem prace bylo navrhnout a implementovat algoritmus, ktery
by bral v iivahu tuto pravdépodobnost prichodu jednotlivych hran.

Vzhledem k tomu, Ze pri planovani cest, které by planovalo cesty pouze
podle kritéria pruchodnosti, by navrzené cesty mohly byt ¢asto prilis dlouhé,
problém jsme formulovali jako multikriteridlni problém se dvéma kritérii —
délkou cesty a jeji prichodnosti. Dilezitou soucasti této formulace pak byla
samotnd volba kritéria prichodnosti, kde jsme brali v potaz jak jeho vhodnost
pro pouziti v algoritmu, tak rozumnost jeho interpretace.

Kromé tohoto multikriteridlniho problému pldnovani cest s nejistou pru-
chodnosti hran, kterym bylo nalézt mnozinu vSech nedominovanych reseni,
jsme zformulovali jesté problém hledani nejkratsi cesty s omezenim prichod-
nosti. Cilem tohoto problému s omezenim bylo nalézt jediné feSeni (nejkratsi
cestu, kterd spliiuje podminku pro kritérium prichodnosti) z této mnoziny
nedominovanych reseni.

Pro feseni obou téchto problémi jsme navrhli a implementovali podobné
algoritmy zaloZené na algoritmu NAMOA*, ktery byl nejvhodnéjsim FeSenim
pro nas problém.

Pro vyhodnoceni jsme vytvorili 2 grafy pro pési pokryvajici vyrazné odlisné
oblasti Prahy a Sumavy. K obou graffim jsme vytvorili nékolik sad problémii,
které jsme rozlisili podle délky nejkratsi cesty mezi uzly. Kazda sada problému
byla tvorena 100 instancemi problémt tvorenych dvojicemi ndhodnych uzla.

P1i zvoleni pravdépodobnosti prichodu jednotlivych hran grafu jsme vyuzili
informaci z OpenStreetMap. Konkrétné jsme vytvorili 2 scénare pruchodnosti,
které simuluji rozdilné situace s ohledem na pocasi. Podle téchto scénaita
jsme pak, podle toho jakymi znackami jsou oznaceny v OpenStreetMap,
jednotlivym hranam priradili uréitou pravdépodobnost prichodu.

B 7.1 Shrnuti vysledki experimentsii

Kromé porovnani obou algoritmu a vlivu zvoleni pravdépodobnosti pruchodu
jsme v experimentech déle vyhodnocovali i vliv navrzenych heuristik a vliv
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riznych implementaci Pareto-mnozin na béh algoritmu. Namétené vysledky
ukazuji, ze vSechny tyto zvolené faktory mohou béh algoritmu vyrazné ovlivnit.

Pokud se tyka heuristik, pro vétsinu problémt dosahly nejlepsiho casu
predpocitané heuristiky. Pouze pro malé instance problémii (na grafu Sumavy
problémy s délkou nejkratsi cesty do 10 km) byly tyto heuristiky, predevsim
z divodu jejich nutné inicializace, prekonany heuristikami, které nemusi byt
inicializovany.

Ukézalo se, ze i implementace Pareto-mnozin mutze mit vliv na rychlost
béhu algoritmu a pro vétsi instance problémt se doba béhu algoritmu miize az
nasobné lisit. Témeér ve vsech sadach problému byla nejrychlejsi implementace
vyuzivajici redukei dimenze. Na grafu Sumavy bylo napiiklad na nejvétsich
instancich problému zrychleni mezi sefazenou a zakladni implementaci vice
nez sedminasobné. Pr1i porovnani redukce dimenze se sefazenou implementaci
pak doslo jesté k dvojndasobnému zrychleni.

Porovnani vytvorenych scénaia ukazalo, ze i zvoleni pravdépodobnosti
prichodu ma vliv na dobu béhu algoritmu. Pro malé instance problémt byl
(o desitky az stovky ms) rychlejsi scéndf ,mokro“, ktery mél vice hran s nizsi
pravdépodobnosti prichodu. Naopak pro vétsi instance problému, kde byl
rychlejsi scénai ,sucho“, byl rozdil v dobé béhu algoritmu vyraznéjsi (na
grafu Prahy vice nez desetindsobny).

7 porovnani multikriteridlniho problému a problému s omezenim vyplyva,
ze béh algoritmu fesicitho problém s omezenim je rychlejsi nez béh multikrite-
ridlnfho algoritmu. Na nejvétsi sadé problémi grafu Sumavy byla nékterymi
konfiguracemi algoritmu s omezenim vétSina problému vyTesena i vice nez
50krat rychleji. A proto v pripadé, kdy je potieba rychle nalézt jedno feseni,
muze byt problém s omezenim vhodnéjsi.

B 7.2 Budouci prace

V této praci jsme pro ucely experimentl zvolili pravdépodobnosti prichodu
jednotlivych hran grafu na zdkladé informaci z OpenStreetMap. Tyto infor-
mace nemusi vzdy Uplné presné popisovat stav jednotlivych cest. Budouci
praci by mohlo byt néjaké sofistikovanéjsi ziskani hodnot tak, aby byly pravdé-
podobnosti prichodu jednotlivych hran presnéjsi, a tim i kvalitnéjsi navrzené
cesty.

Navrzeny multikriteridlni algoritmus fesi ilohu s minimalizaci vazené ne-
prichodnosti, jejiz feseni jsou jen nékterymi fesenimi tlohy |3.5, kterd mini-
malizuje prumeérnou prichodnost. Proto by mohlo byt také zajimavé vytvorit
algoritmus resici tuto tlohu s primérnymi hodnotami a nésledné oba algoritmy
porovnat, jak z hlediska doby béhu algoritmu, tak i z pohledu nalezenych
feseni.

Oba tyto navrhy jsou jiz vsak za rozsahem této prace.
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P¥iloha A

Namérené hodnoty na grafu Prahy
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Obrazek A.1: Medidn ¢asu inicializace heuristik a celkové doby béhu algoritmu
pro jednotlivé kombinace heuristik na sadach problému grafu Prahy.
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Obrazek A.2: Pomér poctu iteraci algoritmu s jednotlivymi kombinacemi heuris-
tik vici algoritmu s nulovymi heuristikami na grafu Prahy.

B A2 viv implementace Pareto-mnozin
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Obrazek A.3: Porovnani zrychleni (tj. pomér ¢asu trvani) béhu algoritmu mezi
vybranymi dvojicemi implementaci Pareto-mnozin pro jednotlivé sady problémi
grafu Prahy.
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A.2. Vliv implementace Pareto-mnozin
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Obrazek A.4: Porovnan{ medidnu doby béhu (v logaritmickém méritku) algoritmu
s jednotlivymi implementacemi Pareto-mnozin pro jednotlivé sady problémi
grafu Prahy. Cerné je vyznaceno rozpéti hodnot mezi kvartily Qg 25 a Qg.75-
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Obrazek A.5: Porovnani medidnu ¢asu inicializace heuristik algoritmu s jednotli-
vymi implementacemi Pareto-mnozin pro jednotlivé sady problému grafu Prahy.
Cerné je vyznaceno rozpéti hodnot mezi kvartily Qg.o5 a Qq.75-

53



A

. Namérené hodnoty na grafu Prahy
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Obrazek A.6: Porovnani zrychleni doby béhu algoritmu s omezenim oproti
multikriteridlnimu algoritmu (Cervend ¢arkovana ¢ara) v zavislosti na zadané
minimalni primérné prichodnosti cesty na jednotlivych sadach probléma grafu
Prahy.
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