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Uvodni slovo k prepracovanému vydani skript
Soucek, P., Bubak, A.: Vybrané staté z kmitani v pohonech vyrobnich stroja
(CVUT 2008, ISBN 978-80-01-04048-5)

Tato publikace se zabyva pouze nékterymi dil¢imi problémy z oblasti kmitani s hlavnim
zamérenim na pohony posuvl NC obrabécich stroju.

Vzhledem ktomu, Ze jde o dynamické vlastnosti nejen mechanickych casti, ale i
zpétnovazebnich obvodu, je tfeba pfi vykladu vstoupit i do oblasti regulace a teorie signald.
Z tohoto davodu povazujeme za ucelné zaradit v ivodni kap.1 nékteré partie z matematiky,
bez nichz se nelze vtéchto dvou souvisejicich disciplinach obejit a které nebyvaji pro
strojniho inZzenyra (bohuzel) soucasti zakladniho kurzu. Jde hlavné o funkce komplexni
proménné, Fourierovu a hlavné Laplaceovu integralni transformaci, u které je
"nematematickym” zplsobem naznacen i jeji fyzikélni vyznam, ktery €asto studentim unika.

Pro vyklad stability (napf. u vySe zminénych regulacnich pohond posuvd, ale i u modelu
procesu samobuzeného kmitani pfi obrabéni) bylo nutné zafadit Cauchyho teorém o zméné
argumentu a navazujici Nyquistovo kritérium. Znalost Laurentovy fady a reziduové véty je
prospésna pfi rozboru impulzniho buzeni dynamickych soustav v kap.4.

Za soucast kap.1 Ize povaZzovat i Dodatek 1, vénovany metodé geometrického mista
kofenti (GMK, Root Locus), kterd je mnohdy pouzivana automaticky jen jako softwareova
"Cerna skiinka" bez zamysleni nad hlubSimi souvislostmi.

Z psychologickych davodu je potfebny matematicky aparat uveden hned v Uvodni kapitole
a Ctenar, kterému se podafi Uspésné prekonat odpor k jejimu precteni, se bude v dalSich
kapitolach Iépe orientovat.

Znalost chovani jednohmotové dynamické soustavy na urovni kap.2 patfi k zakladnimu
vzdélani strojniho inZzenyra. Jako pfiprava na rozbor soustav s vice stupni volnosti je v ni
uveden vypocet rovinného kmitani jednohmotového ortogonalniho systému.

Vyklad chovani systému s vice stupni volnosti v kap.3 je orientovan na pohony posuvi NC
obrabécich stroju, kde jde vétSinou o sériové fazeni poddajnych €asti. Zvlastni duraz je
vénovan dynamické poddajnosti nejen samotné mechanické stavby, ale i poddajnosti,
zpusobené vlastnim regulaénim algoritmem zpétnovazebniho polohového Fizeni NC stroje.
Rozbor vede na obecnou matici celkové poddajnosti posuvové osy. Kmitani jedné hmoty
v roviné i prostoru je uvedeno kvilli procviéeni modalni transformace a mize pomoci pfi
odhadu poddajnosti ulozeni hfidelt a vieten obrabécich strojl.

Souvislost ¢asovych prabéhu sil hnacich motord a jejich frekvenénich spekter pfi buzeni
dynamickych soustav je obSirné vysvétlena v kap.4. Jde o zasadni aplikaci 2.Newtonova
zakona pfi feSeni potizi s klidnym rozbihanim a brzdénim stroju (nevyjimaje vackové
mechanizmy) bez Skodlivych vibraci. Zaroven si Ctenafr ujasni dileZitou skutecnost, Ze
dynamicky systém pfijima energii na svych vlastnich kmitoctech.

ZavéreCnou kap.5 je tfeba chapat jako nejnutnéjsi Gvod pro zkoumani stability
drahového fizeni NC obrabécich stroji se zahrnutim vlivu Fezného procesu. Klasické metody
teorie samobuzeného kmitani uvazuji pouze dynamiku samotné mechanické konstrukce,
resp. jejiho zjednodu$eni na rovinny kmitavy systém, €asto jen jednohmotovy. Do rozboru je
ale nutno zahrnout i poddajnost samotné regulace hnaciho motoru, ktera je dana regulaénim
algoritmem a je jakousi obdobou mechanické pruziny, ovéem se specifickym a ze
strojafského hlediska netradi¢nim chovanim. Proces samobuzeného kmitani pfi obrabéni je
zpétnovazebnim déjem a kvuli nazornosti je vysvétlen pouze na pfipadu ortogonalniho
soustruzeni - zapichovani. Vypocet fezné sily je pfitom zjednodu$en na pfimou Uméru s
prifezem trisky. Naro¢néjsi ctenar sice najde v literatufe vice jinych pfistup(, ale stale chybi
univerzalné pouZitelny prostfedek k predikci feznych sil, hlavné pfi frézovani.

Format kap.5 byl zvolen odliSné od ostatnich kapitol jen ve tvaru prezentace s minimem
doprovodného textu a mél by ctenarfe povzbudit ke hlubsimu a kritickému zamysleni nad
tématem, jehoz vyzkum neni v sou€asnosti zdaleka uzavren.

V zavére¢ném Dodatku 2 je =zduraznéna jednotna kvantifikace mechanickych i
elektrickych pfirodnich déji a ¢tenar si uvédomi, Ze pfi navrhu NC stroje neni namisté
striktni oddélovani profesi "strojar - konstruktér" a "elektrikar - pohonar".



Prehled nejcastéji pouzivanych dynamickych modeli

V nasledujici tabulce je uvedeno nékolik jednoduchych dynamickych modeli procesu
textu.
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1. Matematicky aparat

1.1 Zakladni pojmy z teorie signalt

Funkce &asu f(t) (téZ struéné ,signal“) je definovana obecné v intervalu ¢ [0(- oo, +o) a
muze byt i komplexni (napf. v elektrotechnice), takZze je mozno ji rozloZit na reélnou a
imaginarni 8ast a definovat komplexné sdruzenou funkci f(r) a absolutni hodnotu:

f(t):Ref+jImfs7(;)=Ref—j1mf,|f(t)|:\/m (1.1)

Poznamka: Vétsinou budeme vysetfovat realné funkce Easu, ale i ty Ize vyjadfit v komplexnim
tvaru, napr. harmonické funkce sin,cos pomoci Eulerovych vztahd (1.2):

" =coswt * jsinwt e’ +e7 " =2coswt e/?! =71 =2 jsinwt 1.2
J J
Im
//7¥\\e+jmt
T e 1175 =erv
/ PN e N
// ot\! \Z\CCXSmt ) / _
Y i’=-1=e™" 4=
| oot 7| Re ViEA=e™l /i
\ [ // \ 0 /
. :// -® \\\ //
S~ ot 1/j=-j =ein2
Eulerovy vztahy v komplexni roviné

Pro at =7/2 je eI = +j, takZe j* = (ef”/z)z =l =—
a napfiklad

= (e = o 2 2 202078790 & ddte 7= () 2o =) atd

Dale definujeme tyto pojmy:

- okamzity vykon signalu... || f(t)* = () () =Re® f +1m? £ (1.3a)
t
- signalem vykonand prace (okamzita energie v ¢ase t)....|E= I|f(t)|2dt (1.3b)
Na zvoleném ¢asovém intervalu - napf. ¢0(0,T) - se dale vyjadiuje
. L 1

- stfedni hodnota signalu....| fos =?If(t)dt (1.4)
0
AR,

- stFednl'vykon....P:THf(t] dt=7jf(t)@7(;) di (1.5a)
0 0

{ T
- efektivni hodnota....| fzrr = %ﬂf(t)(zdt (1.5b)
0

Efektivni hodnota je mySleny nahradni konstantni signal, majici stejny stfedni vykon jako
signal asové proménny (tj. stfedni vykon signalu je kvadratem jeho efektivni hodnoty).

1.2 Fourierova rada periodické funkce (kmitoctové spektrum)
Realna periodicka funkce ¢asu f(r) je definovana obecné v intervalu ¢ (- w, +0) a ma

dobu periody T =2m/cy,, @,...0hlovy kmitoCet [rad/s] resp. [1/s]. Reciprokd hodnota




I/T=f je kmitoCet vjednotkach [Hz] (pozor na zaménu s oznacenim funkéni hodnoty
£()11). U periodické funkce je mozno posouvat meze integrace:

T+a

£e)=rle+7), jf t)dr = jf t)dt
Funkci Ize rozlozit do Fourierovy rady
OB +§(an sin nwot + b, cos nwyt) (1.6)
coz je nekonecna fada harmonickych slr(l)zéek, majicich celistvé n—nasobky zakladniho
kmitoCtu «w, (dukaz tohoto fundamentalniho tvrzeni i s omezujicimi podminkami, které

jsou v technické praxi vétSinou splnény, je v lit.[1]).
Realné koeficienty fady jsou

2% 2%
a, 7_[ t)sinnagyt dt, b, =ij(t)cosna{)t dt (1.7)
0 0

Protoze souginy f(t)sinnayr, f(t)cosnw, maji téZ periodu T, u koeficientd a,.b, se
nékdy uvadeji posunuté meze integrace -7/2, +T/2. Provedeme-li formalni substituci

a, = C,sin(-g,), b, =C,cos(-@,), @, =arctg(-a,/b,)
prejde Fourierova fada (1.6) na soucet navzajem fazoveé posunutych slozek

F0)= fog + > C, coslnmnt +9,,) 1.8)

n=l1

Dosadime-li n =0 do (1.7), plati navic a, =0, by =Cy =2 forz, P =0.

. T
Zavedeme novy komplexni koeficient |4, = On 2Ja” :%If(t)ma'f”“otdt (1.9)
Pfi uvazovani zapornych indexu lze psat
by — ja, _ b b_, —ja_, b, + ja
a _,b_b_,o 0 —~0 — v,A_: n n —"n n
n n n 2 fSTR n 2 2

Vztah (1.6) dale zestru¢nime na tvar souctu pro vSechna cela &isla n v€etné nuly

n=+oo

)= A (1.10)

n=-—oo

Koeficienty A,, A_, jsou navzajem komplexné sdruzené, tj. A, =A_, a plati pro né

2
= JA, Va YO ZCu g =g, (1.10a)

Fourierova fada v komplexnim tvaru (1.10) je soucet mnozmy komplexne sdruzenych
dvojic vektord A,, A_,, rotujicich protismérné uhlovymi rychlostmi *nw, (viz obr.1.1) a
ve vysledku nutné vede zpét na redlné Casové prubéhy. Redlné i komplexni vyjadreni
Fourierovy fady (1.8) a (1.9),(1.10) jsou si zcela rovnocenna. Pod nazvem frekvenéni
spektrum funkce f (t) se zobrazuje zvlast prabéh amplitudy i fazového posuvu.
RozliSujeme tedy spektrum

- redlné amplitudové a fazové (tzv. jednostranné): C,, 9, fce( ) nD<0,+oo)

A, =|A| @, A, =|A| @7,

- komplexni amplitudové a fazové (tzv. oboustranné): |4 | @, = feew), nO(=co,+w).



Casto se pridava privlastek ,8arové* spektrum, nebot jde o posloupnost osamélych
hodnot (spektralnlch ¢ar) na diskrétni mnoziné kmito¢td w=naw, - viz obr.1.2.

T
Cn=
ian I ﬂyAn =C,,/2
-Nw, 0 ne, ®
b,
7 Re
Q
jan -n 0‘)0 0 J(Dn 2
_(pnl B 0
Obr.1.1 Zobrazen/ harmonického pohybu Obr.1.2 n-ta sloZka
rotujicimi vektory spektra periodické funkce

1.3 Stiedni vykon periodické funkce
| kdyZ je vySetfovana funkce €asu realna, mizeme pomoci F. fady v komplexnim tvaru
(1.10) vyjadfit funkci komplexné sdruzenou

n=+oo .
7= 3 e
n=-oo

a dosadit do vztahu pro stfedni vykon (1.5a):

n=+oo

T T
Pz%!f(t)t?(?) dt:%g )0 Ae " dr

n=-oo

Zaménime poradi sumace a integrace'

n=+oo n=+oo

pe S a 0@ =T = S A (111

n=-o0o n=-oo n=-oo

Posloupnost realnych cisel |An| je tzv. oboustranné vykonové spektrum funkce f(t).
Stfedni vykon n—té harmonické slozky P, je tfeba slozit z vykonl obou komplexné
sdruzenych &asti

= C,f/2 a celkovy stfedni vykon je

=[af +lA

n
P=>P, (1.12)
0
Dualezity vztah (1.12) — tzv. Parsevaliiv teorém — umoZfiuje zjistit stfedni vykon
periodického signalu ze souctu vykonu jednotlivych harmonickych slozek (v€etné vykonu

stfedni hodnoty!!). Mnozina dcisel Cn2/2 je tzv. jednostranné vykonové spektrum.
Efektivni hodnota n—té harmonické slozky je odmocninou ze stfedniho vykonu, tj.

JoErF :Cn/\/a'

Priklad 1: Pro dalsi udvahy je dulezita znalost frekvencniho spektra ¢asové posunuté funkce
flt—a). Pouzitim (1.9) a substituci x=t1—a, dx=dt vychazi

_/ woa

0 j £x) et gy

—a

T
_ l _ — jnwgt —_
An—Tif(t a) &' dr =
ProtoZe a = konst a posunuti mezi integrace nehraje roli, dostavame

7



4= 4,27 |A]=|A], g, =9, e

Amplitudové spektrum se tedy s ¢asovym posunem funkce neméni. Tuto viastnost ¢asto
vyuZijeme, nebot nas budou zajimat hlavné velikosti amplitud a vhodnym ¢asovym posunem
funkce Ize ulehcit integraci v (1.9). Vyskovym posunutim funkce se zméni jeji stfedni hodnota,
tedy pouze hodnota amplitudového spektra na nulovém kmitoctu .

Priklad 2: Spektrum nekonec¢né fady pravouhlych impulzi o vysce B a Sifce a - viz obr.1.3:
- integraci (1.9) staci provést v intervalu <— a2, +a/ 2> a n— ty komplexni koeficient je

+a/2
An :E Ie—jna)otdt _ 2B Bm(na)oa/Z) 111(110.)061/2) (1_ 13)
_an2 nenT T naya/?2

Shodou okolnosti zde vychazi oboustranné spektrum realné, coZ znamend, Ze v céase t=0
probihaji vdechny vektory A,, A_, pravé realnou osou.

Zlomek je akceptovatelny i pro n=0

S ohledem na znamou limitu B

liquomnx:l, takZze Ay =aB/T, coZ B """b"""__i_" "A;T% )
i 0'STR

je stfedni hodnota funkce. Zpétnym —a/i2 0 apR g v {

vypoétem (1. 10) ziskame &asovy pribéh ‘ T :

( ) D Z Sm(”a’oa/ 2) o et Obr.1.3 Nekonecna rada pravodh/j?ch impulzd
e M0HA/[2

V tomto prlkladu si povSimneme hodnot T —nasobku amplitudového spektra:
, ) N .
T[l]An| =aB 1n(l’l0-)()d/ )’ TEIJAO| =aB nebo téz T[l]An| = aB[.w
X

naypa/?2
Vychazi charakteristicky tvar absolutni hodnoty funkce Y viz obr.1.4, ktery mj. podle

, X=naya/2  (1.14)

X
prikladu 1 nezavisi na vodorovném ¢asovém posunu fady impulzd.
| o T|A| ‘ ! |
- il /|A(JOJ)|
]
o TA Tf B

B

I «ﬁlﬂ» M | wm

L én/a -41t/a —2n/a 0 2r/a 41t/a

i

— :
— -
.

Obr.1.4 T - nasobek amp//tudoveho spektra rady obdeln/kovych impulza,
silné - perioda T , slabé i silné — perioda 2T (kaZdy druhy impulz vynechan)

Nulové hodnoty spektra by mohly nastat pfi kmitoctech
noy =+2knja, n..celé, k=1.2... (ale jen kdyz se do nich s kmitotem nc, ,strefime“!l).

Jednotlivé spektralni ¢ary o vySce TE|14n| jsou od sebe vzdaleny o konstantni krok w, a z
(1.14) je zfejmé, Ze jejich koncové body budou nezavisle na hodnoté T lezet na stéle

8



. Se zvétSenim
X

stejné kfivce (obalce), odpovidajici spojitému pribéhu funkce aBE‘flﬂ

periody funkce T =27m/cy, se vzdalenosti «, mezi jednotlivymi spektralnimi carami

zmené8i, ale obalka svuj tvar nezméni. Vliv periody funkce na hustotu spektralnich Car je
patrny z obr.1.4.

Poznamka: Na obr.1.4 jsou slabé znazornény dalsi spektralni cary, které pribudou k
c¢aram puvodnim tim, Ze ve vychozi radé impulzi z obr.1.3 vynechame kazdy druhy, tj. zvySime
periodu funkce f (t) na dvojnasobek. Pocet harmonickych sloZek se zdvojnasobil a amplitudy
poklesly na polovinu, coZ laikovi nemusi korespondovat s dvojnasobnou ,redukci“ pdvodni funkce.
Tento pouze zdanlivy rozpor souvisi s matematickym chapanim pojmu ,nekonec¢no*, nebot’ se
stale jedna o nekonecnou fadu impulzii a plocha pod ¢arou u jejich profidlé fady je stale
nekonecna.

VySe ucinény zavér je obecné platny:

- obalka T -nasobku amplitudového spektra periodické funkce se neméni pri
zméné periody, méni se pouze hustota spektralnich ¢ar.

1.4 Spektrum neperiodické funkce (Fourierova transformace)
P¥i rostouci periodé se ¢ary v obr.1.4 zahustuji a v meznim pfipadé osamélého impulzu
bude mezera mezi nimi (tedy pfirastek na ose kmito¢td) nekoneéné mala:

Taoo,a,o:%"ﬁdw, nagy = w (1.15)

Pribéh T -nasobku ¢arového spekira se stane spojitou funkci kmitoétu «, tvar obalky
zlistane zachovan. Tim je téz fe€eno, Zze amplitudy |An| jednotlivych harmonickych slozek
budou nekonecné malé a jejich kmito€ty budou lezet nekoneéné blizko sebe. Toto tvrzeni
dokazeme pro obecnou funkci f(r) limitnim pfechodem (1.15) ve vztazich (1.9) a (1.10),

pficemz zménime hranice integracez 0 - T na -T/2 - T/2:
w=nw,

n — +oo +00 . )
=3 2& [ £y dr i (1.16)
a}=n_(/.)0 ”—oo
kde zavedeme oznaceni
t=+o0 .
A(jw)= [ f)e " ar=¥{f()} (1.17)
t=—00

Spojita funkce kmitoctu (1.17) je tzv. Fourieruv integral (téz F. transformace, F. obraz)
nebo té7 frekvenéni spektrum funkce f(r). Dosazenim A(jw) do (1.16) ziskame
postupné vyraz

w=nw,
n— +oo

1 : +j
—-_" A I]? jnayt
= 3 i

a pfechodem ze souctu na integral vyjde konec¢né vztah pro tzv. zpétnou Fourierovu
transformaci funkce f(r) ve tvaru

W=+0o

10)=55 [Alie)2" do=F"{A(je)} (1.18)

W=—00
Vztahy (1.17),(1.18) vyjadFuji podobné jako (1.9),(1.10) fakt, Ze neperiodickou funkci f()
lze nahradit nekonecnym souctem dvojic protismérné rotujicich vektoru A(i ja)), které

jsou komplexné sdruzené |, tj. A(— ja))zAHja)). Jejich ahlové rychlosti (kmitocty) se ale
9




na rozdil od periodické funkce li§i o nekone&né malou hodnotu de. Funkce A(ja),
A(— ja) je mozno vyjadfit téZ pomoci absolutni hodnoty (modulu) a Ghlu (argumentu) v
tzv. polarnim tvaru

Aljw) =|Aljw)?, Al-jo)=|Ajw)&? (1.18a)
a podobné jako u periodickych funkci rozliSujeme tzv.
- spojité amplitudové spektrum |A(jc)

- spojité fazové spektrum @(w)= arctg_{gﬁ%]: Z}g
J

jw

, - t .. , , , . ., ,
Dosazenim za e =cosar— jsinax do (1.17) ziskame vztahy pro realnou a imaginarni
J

Cast spektra

ReA(jw)= [ f()eosardr, tmA(ja)=~ ] f(1)sinaxd (1.19)

Realné spektrum je sudou funkci kmitoctu, imaginarni spektrum je funkci lichou.
Poznamky: 1) Spojita funkce kmitoctu |A( ja))| je rovnici obalky T — nasobku spektralnich ¢ar
(viz napr. obr.1.4), jak je mozno zjistit srovnanim se vztahem (1.9) po prevedeni periody T na

jeho levou stranu. Pozorny ¢tenar si uvédomi, Ze amplitudy harmonickych sloZek neperiodické
funkce musi byt nekonecné malé, nebot hustota spektralnich ¢ar roste bez omezeni az ke

spojitému prabéhu spektra. Rozpor se skutecnosti, Ze cisla |A( ja))| maji presto konec¢nou
velikost, je vysvétlen pievedenim zlomku 1/T =, /27T do souctu (1.16), takZe se nakonec objevi
v integralu (1.18) v podobé dw)21;

2) Vztahy (1.17),(1.18) jsou rovnocennymi formami vyjadfeni téZe funkce, pouze jsme piesli od
casu_jakoZto nezavisle proménné veliCiny k jeho reciproké hodnoté — kmitoctu. V mnoha
technickych oborech je vyhodné se oprostit od vZitého pojmu ,nezavisle ubihajici ¢as“ a pracovat
radéji s kmitoctem;

3) Integrace (1.17) bude u realnych technickych funkci probihat vétsinou jen v intervalu
ID<(),00) , kdeZto interval kmitoétd [ (— oo, +00) v (1.18) musi s ohledem na Eulerovy vztahy

zustat zachovan !!

4) Fyzikalni rozmér amplitudového spektra |A( ja))| uréime z fyzikalniho rozméru puavodni
funkce éasu f (t) vynasobenim sekundou. Je-li nap¥. f (t) prabéh sily v [N], amplitudoveé
spektrum ma rozmér [Ns].

1.5 Spektra vybranych funkci

ProtoZe ve vyrazu (1.17) je absolutni hodnota soucinitele e rovna jedné a tudiz
nepfispiva k celkové divergenci integralu, staéi k existenci Fourierova integralu pouze
podminka

jwt

f:|f(t)|dt <o ...tzv. ,absolutni integrovatelnost* funkce £(r) (1.19a)

Integrace (1.17) je zcela analogicka jako u (1.9).
1) Spektrum &asové posunuté funkce f(r-a):

Aljw)= A(jw) 7 “, 1. amplitudové spekirum se neméni a fazovy posuv dostava navic

slozku umérné rostouci s kmitoctem:
() =lA(je), 9(w)=g(w)-wa
2) Obdélnikovy impulz o vy3ce B a §ifce a v intervalu t0(-a/2,+a/2) - viz obr.1.5:
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sin(a, a/2)
G,
w a/2
Spektrum je v pfipadé impulzu soumérného okolo pocdatku pouze realné, srovnej s

(1.13),(1.14) a s obr.1.4. Jeho nulové hodnoty jsou na kmitoétech w=+2km/a, k=12...

Aljw)=aB Ay =aB (1.20)

Poznamka: Hodnota amplitudového spektra |A( ja))| pri B plocha aB

nulovém kmitoctu neni na rozdil od pripadu periodické P

funkce rovna stfedni hodnoté funkce (ta je u osamélého _

obdélnikového impulzu na intervalu t[] (— 00, +00) -a/2 0 ar t

nulova!l). U neperiodické funkce je to plocha pod aB

funkénim prabéhem. Tento poznatek je zviasté |AGo)

nazorny v pfipadé, Ze funkce f (t) je silou, pusobici na

hmotu m, nebot s ohledem na 2.Newtoniv zakon

f(t)de = d(mv) je ~ P
a a “4ma  -2m/a 0 +2m/a +4mia ®

|A(Ol = _[ f (t)dt = ,[ d(mv) = (P” 0 m = kons t) = m(V - Vo) Obr.1.5 Osamély obdélnikovy impulz
0 0 a jeho amplitudové spektrum

(plocha silového impulzu je rovna pfirastku hybnosti).
Interval pusobeni sily je zde tD<(),a>, amplitudové spektrum je ale stejné jako v pripadé
t0(-a/2,+a/2)!!

3) Diractiv impulz (znak J(r)):

Jedna se o nekone¢né Uzky i vysoky obdélnikovy impulz s jednotkovou plochou (blizsi
vysvétleni viz kap.1.11). Casovy interval je tD(—a/2,+a/2>, vyska B=1/a, a - 0.

Limitnim pfechodem v (1.20) dostavame

Aljw)=F{o()} =1 (1.21)
Amplitudové spektrum je jednotkové - viz obr.1.6, fdzové je nulové. Diracuv impulz tedy
obsahuje harmonické sloZzky v8ech kmitoc¢tu a)D(— 0, +oo) se stejnou amplitudou, které

jsou v Case r=0 ve fazi (protismérné rotujici komplexné sdruzené vektory pfi r =0 pravé
prochazeji realnou osou).

Pozndmky: 1) Diraciiv impulz je sice nerealizovatelny, B=1/a—o
jeho teoreticky vyznam je vSak zasadni, jak pozname
pozdéji. Napr. silovym impulzem tohoto tvaru by bylo
mozno vybudit mechanickou konstrukci na vsech
kmito¢tech soucasné. V praxi se tento experiment
realizuje alespori v omezeném pdasmu kmitoCtd .
lderem tzv. modalniho kladivka (hovofime o Ajo) 1
Sirokopasmovém buzeni);

2) Z obr15 a 1.6 muZeme vypozorovat, Ze .
rozsifovani impulzu (zvétSovani miry a) ma za Q 0]

a—0

-a2  +an t

nasledek vodorovné "smrstovani” spektra a naopak (v Obr.1.6 Diractiv impulz

pfipadé nekoneéné Uzkého Diracova impulzu se a jeho _amplitudové spektrum
prostredni vrchol z obr.1.5 "roztahne"” do nekonecné Sife). To je v souladu s jiZz dfive uvedenou
poznamkou, Ze jsme presli z veli¢iny "¢as [s]" na reciprokou velicinu "kmitocet [1/s]".

4) Spektrum souctu funkci

ProtozZe integrace je operaci aditivni a lineérni, plati po aplikaci vztahu (1.17):

- jestlize existuje dvojice funkci £, (). £, (t) a jejich Fourierovy obrazy A (jw) A,(jw),

potom plati
F{K £,(0)+ Ko £ (1)} = KA (o) + K Ay () (1.22)
kde konstanty K, K, mohou byt i komplexni.
11



5) Spektrum derivace a integralu
Zde se omezime na funkce, definované v intervalu ¢0(0,%0) a pro <0 bude f(t)=

Integraci (1.17) provedeme per-partes:

t=+oo. . . +00 t=+o00
F{f(t)}: J-f(t)@ Ml = f(e)e jort|'= +jw J'f 1) dr
1=0 1=0 1=0
a po dosazeni mezi
F{/ ()} = jom(jw)- r(0+) (1.23)
Podobné vychazi pro integral J'(:f(r)dr jakozto pro funkci horni meze integrace
‘ _Alja)

V tomto pfipadé nezalezi na pocatecnich podminkach.

Poznamka: Ke stejnym zavéram bychom dosli i u vztahu (1.9) pro periodickou funkci:
- derivace znamena nasobeni plivodniho spekira Cinitelem jna,;

- integrace znamena déleni Cinitelem jna, .

1.6 Integrace soucinu funkci, energie neperiodického signalu
V technické praxi se €asto vyskytuje potfeba integrovat soucin dvou ¢asovych prubéhu.
S vyuzitim jejich spekter (1.17) a zpétné transformace (1.18) dostaneme

t=+o0 t=+00 W=+ tiws
0 =T s Tatiole aufa-
t=—o t=—00 W=—00
! lfmrf; ), (o) 2™ dew di =
27Tt__mw:_m1 2
(a dale po zaméné poradi integrace)

w=+00 l +00 W=+

= j A (je) [ A2 dt dow= 2;7 [ A (jo) I (- jo) dow=
(/.)_—00 t=—0o0 W=—-
W=+

= jAz jo) A (jw) dw (1.25)

Specialné pfi f,(1)= £, () = £(t) vycha2| tzv. Parsevallv (t6z Rayleighiiv) teorém pro
neperiodickou funkci

t=+oc0 W=+
[r2() > ﬂA jo) dw (1.26)
1=-00 w=-

vyjadfujici celkovou energii signalu v intervalu tD(—oo, +oo). Vyraz |A(ja)){2da)

predstavuje ¢ast energie, kterou prenasi slozka signalu f (t) na kmito€tu « v kmitoctovém
pasmu dc . Integraci (1.26) dospivame k podobnému zaveéru jako u periodickych funkci —
srovnej s tvrzenim (1.11) a (1.12):

- celkovéa energie signalu je souctem dil€ich energii na jednotlivych kmito€tech, které ale
u neperiodické funkce tvofi spojitou mnozinu & 0=, +w).

Vyraz |A( Ja)){ nese nazev ,spektralni hustota energie”.

1.7 Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
U spojitych signall zpracovavanych pocitatem jsou k dispozici funkéni hodnoty v
kone¢ném Casovém useku T. Funkce f (t) je vném tzv. ovzorkovana, tj. zachycena jako

12



mnozina hodnot f, = f(kTS), kde T, = konst je tzv. vzorkovaci perioda (matematicky popis
vzorkovani je v kap.1.11). Pocet funkénich hodnot (vzorkd) je N =T/T, , pofadové Cislo
vzorku k=0,,23...N—-1. Spojité ubihajici ¢as ¢ je nahrazen ,diskrétnim“ casem

kT, =k%. | kdyz je funkce f(t) neperiodicka, mazeme ji s ohledem na omezeny interval

méreni povazovat za periodickou s periodou T a pouzit (1.9),(1.10). Je tedy

n=+oo ET n=+oo 27]”
fi = flkT,) = ZA@ TN—ZA@N (1.27)

a n—ty koeficient pfevedeme z integralniho tvaru na souctovy (ndhradou dt - T):

1 - 1 N—l _]nEkZ 1 N—l _27jnk
A =—| fle)e /"' dr =—— ¢ T N[T =— ¢ N 1.28
. ij() w2 i =y 2 (1.28)

k... pofadové &islo vzorku vy$etfované funkce f(r)

n... pofadoveé Cislo harmonické slozky.
Pro vypocet je vyhodné, je-li po€et vzorkl N celistvou mocninou ¢&isla 2, nebot vede na
Ctvercovou matici N x N s nékterymi uzite€nymi vlastnostmi.

Priklad 3: Je k dispozici 8 vzorki funkce, N =8, k =0,1,2....7 ,n—ty koeficient spektra je

_‘]*k

= ka ! (1.29)

Pro danou hodnotu n je A, souctem 8 c/enu (s¢itame podle rostouciho indexu k). Zavedeme
stru¢né oznaceni pro zakladni sméry (ndsobky — /4 ):

T n
. -k -j8~ -ja2
e 0=1, e 4=d, e 4 =-j, e 4 =c
-t -igy gt —jdr
e 4 =-1, e 4=b,e 4+ =j, e *=a

+rr./4 7n/4

viz 8 bodl na jednotkové kruZnici v obr.1.7.
Pri vypoctu koeficientu A, krokujeme po jednotkové

kruZnici v zdaporném smyslu s pfiristkem Uhlu —77/4,
vporadi 1,d,—j,c,~1.... U koeficientu A, je uhlovy krok
dvojnasobny, t. vporadi 1,—j,—1,jl1..., u koeficientu A,

S -m/4= +7n/4

trojndsobny, tj. 1,c, j,d,~1... atd. Rovnici (1.29) je mozZno Obr.1.7 Jednotkova kruznice
pro vsechny koeficienty A, najednou zapsat v maticové podobé
n=0 [A] 1T 1 1 1 1 1 1 1] [fo] k=0
A 1 d -j ¢ -1 b j a fi
cislo | Ay 1 - -1 j 1 =-j -1 j f> | porad.
harm. | A; _1 1 ¢ j d -1 a -j b N f3 | cislo (1.30)
slozky A4 8 |1 -1 1 -1 1 -1 1 =1||f4]| vzorku
n As 1 b -j a -1 d j ¢ fs k
Ag 1 j -1 -j 1 j =1 —-j||fe
n=N-1|A;] 1 a j b -1 ¢ =-j d] |f7]k=N-1

postupné ndsobeni k vzorkit od 0 - N —1
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Ctvercova matice o rozméru 8x8 (tzv. matice[DFT] ) je symetrickda a ma dalsi vyhodné
vlastnosti, zobecnitelné i na vétsi pocet vzorkt, pokud bude N celou mocninou cisla 2 :

1) Protoze dvojice prvkd a,d a b,c jsou komplexné sdruzené (a samoziejmé téz
Jj.—j), je 2.fadek matice komplexné sdruzeny s poslednim, 3.fadek je komplexné
sdruzeny s predposlednim atd., takZze obecné (pocinaje n=1) je n—ty fadek komplexné
sdruzeny s (N —n) - tym. To vyplyva i z nasledujici Upravy

—ZZj(N—n)k 275n 27n,
e N =¢GN =eN
jejimz vysledkem je Cislo komplexné sdruzené k poslednimu souciniteli v (1.28). Stejnym
zpusobem bychom zjistili, Ze totéz plati i pro sloupce, tj. druhy sloupec je komplexné
sdruzeny s poslednim, tfeti s pfedposlednim atd;
2) Funkéni hodnoty f, jsou realné, takze musi byt pfi komplexné sdruzenych fadcich

sdruzeneé i pfislusné koeficienty, tj. A, :A_7, A =E atd., neboli

AN—n = An (1 31)
3) Vyjmeme-li zmatice [DFT] prvni fadek i sloupec, které obsahuji jen jednicky,
—27jnk

zUstane submatice prvkii e N | ktera ma rozmér  (N-1)x(N-1) a kromé vyse

uvedenych pravidel o komplexni sdruzenosti fadka i sloupcu je symetricka podle obou

N-1

ika je stfedni hodnotou
k=0

diagonal. Z rovnice (1.30) je rovnéz vidét, Ze koeficient A, =

funkce ve vySetfovaném intervalu.

Poznamky: 1) Dokonalejsi formou DFT je FFT (,rychla (fast) Fourierova transformace”), ktera
vyuziva vyhod specialniho tvaru matice [DFT| k usnadnéni soucinu (1.30);

2) Program MATLAB pod procedurou FFT pouze nasobi matici [DF T] vektorem funkénich
hodnot [ fk] a neprovadi déleni poctem vzorki N jako v (1.30), takZe vysledkem je
FFT(f,)=NIA,

Platnost spektra vypocéteného z DFT

Z rovnice (1.30) ziskame stejny pocet koeficientll spekira A, , jako je pocet zadanych
vzorka f;, funkce f(t) (kterych je N). Je ale tfeba si uvédomit, Ze relevantni je pouze
prvni polovina koeficientd, jak vyplyva z nasledujici tvahy:
- funkce f(r) je pti DFT uvazovéna jako periodicka s periodou T = NT,, takZe jednotlivé
vypoctené harmonické slozky (spektralni ¢ary) lezi na kmitoctech nGzTﬂ n=0,1,2..N —1.

Podle tzv. Shannonova teorému by vzorkovaci kmitocet a, =277/T, mél byt alesporn
dvakrat vy8Si neZ nejvy8Si kmitoCet, obsazeny ve vzorkované funkci, tj. wy 22w, -
KmitoZet nejvyssi harmonické sloZzky tak muze byt maximalné

w,

max

=n_ azTﬂ < %a)v =N d;- = Tﬁ takze nejvy&si poradovy index slozky je

Piax = N/2 (1.32)
Na zakladé této podminky je tfeba z mnoziny vypoétenych koeficientd A, vyloudit
vSechny komplexné sdruzené na vys$Sich kmitocétech (tj. pro n > N/2) — viz obr.1.8.
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Tim se vysvétluje ,nadbytednost" f(t) // < N\LTs TN
sdruzenych koeficientd v (1.31). /H ‘ | r fa000
Komplexné sdruzené slozky A_, na fi |2 /r | |

] . oy : 't
zapornych kmitoCtech - viz vztah fo - _/L-U/ ’
(1.10a) - jsou i nadale nedilnou |}

soucasti spektra!l ALt sk Zrcadlové rozlozeni 1A 00l
Priklad 4 (obr.1.8): Doba méreni A

T =5s, vzorkovaci perioda Al

T, =0,001s, pocet ziskanych vzorki T T T T T T Hz
N =5000, zékladni vzdalenost dvou |  ° "°2°3° 25095 neplatna gast
spektralnich ¢ar (krok) na ose kmitoctu | Obr.1.8 Platnost amplitudového spektra pri DFT

je fo=1/T=02Hz. Pomoci FFT je
ziskano 5000 hodnot Ay + A4g99, Z NichZ staci uvaZovat pouze hodnoty Ay = Aysgg -

1.8 Laplaceova transformace

Predpoklady:

1) Funkce f(t) =0 prot<0;

2) Funkce f (t) a jeji derivace maji v case t =0 limitu zprava;

3) Funkce f (t) je vcase t>0 po castech spojita az na kone¢ny pocet mist s tzv. nespojitosti

1.radu (tam jsou limity pri blizeni se zprava a zleva rozdilné, ale kone¢né). Nékdy se poZadavky
Zprisriuji tak, aby ve vsech bodech platilo

£0)=1im, o f(tﬂ);f(t-e)
V Gvodu kap.1.5 byla zminéna podminka (1.19a) ,absolutni integrovatelnosti“ funkce f(t)

pro existenci Fourierova integralu. Dale staci uvazovat jen kladné ¢asy

[ £(e)ar <oo (1.33)

Nékteré technicky dulezité funkce vSak tuto podminku nesplfiuji, nebot’ s Casem neklesaji
dostate¢né rychle nebo dokonce rostou — viz obr.1.8a.

f(t)=Ct f(t)=C,+C,t"sinC,t
’ f(t)=Ct" c
f(t)=C
° t 0 Vit
: t 0 t V

Obr.1.8a Priklady absolutné neintegrovatelnych funkci
V takovém pfipadé staci aplikovat F. transformaci (1.17),(1.18) na rychleji klesajici funkci

f, ()= 7(e)2z"? . Redlné (v tomto pfipadé kladné) &islo o musi byt vhodné zvoleno tak,

aby integral (1.17) existoval. F. obraz této nové funkce (uvazujeme jiz jen defini¢ni
obor nezapornych €asu) je

F{f, (0} = 4,(jo)= [FO)&™ e dr = [ fle)z o bar (1.34)
=0 =0
o 197 +jwt
Zpétna transformace je FHA, (o = ()2 =5 jAa(jw)@ 7 daw
(W=—0
ot W=+oo )
a po Upravé f)= 6277 [As(je)e™ dow
(W=—0




v . . . v , gt v . , .
ProtozZe integrujeme podle @, je mozno vyraz e~ pfesunout za integral, tj.
W=+00 W=+

f(t)—— [Ag(ja)""e ”“”dw— _ [ A(j) )27 %) g (1.35)
Po substituci s=0 + ja ago:taneme z (1.34) koneény \(;]z_t:h
F{/, (0} = 4, (jw)= j Fl)@"ar = Als)= L{r (1)} (1.36)

Posledni integral je formalné shodny s (1.17), protozZe integrujeme podle ¢asu a je mozna
zameéna s za ja . Takto preSel F. obraz funkce fa(t) na tzv. Laplaceav obraz funkce

£(z) (v matematickém nazvoslovi je £(z)...original, A(s)...obraz).

Poznamky: 1) Smérnici pro volbu o Ize formulovat jednoduse tak, Ze funkce f (t) musi rist

pomaleji neZ exponencidla e’ ', tj. jeji pribéh se pod tuto exponencidlu ,schova“. Cislo o je tzv.
»exponent riastu” funkce, nebo téz , hranice konvergence“ jejiho Laplaceova obrazu, ktery je
tedy definovan pro véechna ¢&isla s, jejichZ realna sloZka splriuje podminku

Re s >0

2) Podle poznatku z kap.1.4 predstavuje funkce A, ( ja)) mnoZinu komplexnich amplitud,
prislusnych harmonickym sloZkam s kmitocty « . Tyto harmonické slozky ve svém nekone¢ném

souctu daji véase t funkéni hodnotu f,(1)= f(:)ie™® . Prevedeme-li clen ¢ ° ' na pravou

stranu této pomysiné rovnosti (1. ve tvaru e’ ), lze zjednodusené a ,nematematicky” vyjadrit
fyzikalni smysl F. i L. transformace takto:

- Fourierovou transformaci je neperiodicka funkce f(t) rozlozena na nekoneény soucet
harmonickych sloZzek s konstantnimi nekone¢né malymi amplitudami, jejichz kmitocty si
jsou nekonecné blizké. Tento rozklad vsak neni moZny v pripadé, Ze funkce s ¢asem neklesa
dostate¢né rychle;

- Laplaceovou transformaci je neperiodicka funkce f (t) opét rozloZena na nekonec¢ny
soucet harmonickych slozek s nekonecné malymi, ale exponencidlné se ménicimi
amplitudami, jejichZz kmitocty si jsou nekonec¢né blizké. Zména amplitud (tedy jejich nardst pri
gt

0 >0) je ddna vztahem e°' a éislo o je nutno volit tak, aby se funkce f (t) pod funkci e
,Schovala”, Konverguje-li ale integral (1.36), konverguje i jeho ¢iselny nasobek, takZe podminku
pro nasi funkci Ize dale zmirnit a jeji ,stfechu” zvysit tak, aby platilo

£ ()< Me®! (1.362)

kde M je vhodné zvolené rediné kladné ¢islo. Uvidime pozdéji, Ze Laplaceova transformace je
pouzitelna univerzalné i na funkce f (t) s casem klesajici, takZe exponent riastu 0 muZe byt i
zaporny a funkce je rozloZena na harmonické sloZky s amplitudami klesajicimi.
3) Ze vztahu (1.36) Ize dokazat platnost dvou limit
1) limy . A(s)=0
Res>o

2) limg A J. f dt.....plocha pod carou funkce f (t), jen proo <0

Res>0

(1.36b)

- napriklad funkce sinQ2t ma Laplacetiv obraz a hranici konvergence g =0 (viz

2 2
s7+Q
pravidlo 16 v tabulce v kap.1.12), takZe pocitani druhé limity pro s — O neni korektni. Kromé toho

plati, Ze nevlastni integral j: sinQtdt neni definovan. Podobné je to i u funkce cos ;
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at

- funkce e

1 a hranici konvergence o =Rea (pravidlo 8 v téZe

ma Laplacetiv obraz

tabulce). L.obraz funkce e mé tedy o =-1, takZe Ize poéitat obé limity, u funkce e*' (kde je

o =+1) pouze limitu pro s — o ;

4) Pouze nékolik malo typt funkci roste rychleji neZ exponencidla (napt. e’ ’ ), takZe u nich
neni moZzZno uplatnit vyse uvedeny postup s volbou 0 a stanovit L. obraz. Funkce e_’2 L.obraz
ma a ten dokonce konverguje pro libovolné s, tj. exponent riistu g = — /!

5) Priklad exponenciélné rostouci harmonické funkce elo+iok (. >0) je na obr.1.8b.

1.9 Zpétna Laplaceova transformace

Dosazenim (1.36) do (1.35) a dale s=o0+ja, ds=jlda dostavame vztah pro

zpétnou L. transformaci, ktery vyjadfuje pfedchozi neexaktni slovni vysvétleni:
0+joo

1 St -]

fe)= i j A(s)2" 'as = LY A(s)} (1.37)
g—J®©
Komplexni gisla A(s) jsou pro dané hodnoty o,c amplitudami a funkce
o e(a+ja)) t

ZeJt(cosaI+jsinaI)

vyjadfuje rostouci (0>0) nebo klesajici (0<0) harmonické kmity. Skute€nost, ze
amplitudy jsou nekone¢né malé, je opét vyjadiena nepfimo diferencidlem ds a integraci
(viz téZ pozn.1 v kap. 1.4).

i Im
I tatjot .
s o RN \ec i ” % O+
s N X N\ 0
g - AN | \\\\ \\
e ~ N A\ N\
2e‘cosot \? oo
i’ /'Re S Re
i J/ Q-/
A/ Rovina s
L/ /=0
,,,,,,,, P c |
" ecte—jcot R 6—J®
C
Obr.1.8b Funkce ¢ >0 Obr.1.9 Oblast vyskytu singularnich
o ’ bodii funkei A(s)2" " a Als)

Srovnanim (1.17),(1.18) a (1.36),(1.37) je vidét, ze F. a L. obrazy funkce se formalné lisi
pouze zaménou ryze imaginarni proménné veli€iny ja za komplexni proménnou s
(skute€ny hlubSi rozdil je vSak v podmince absolutni integrovatelnosti funkce f (t) takze
oblast pouziti Fourierovy transformace je uzsi). Bylo jiz zminéno, Ze integral (1.36)
konverguje pro vSechna komplexni €isla s, pro ktera plati Res > o, tj. v €asti komplexni
roviny vpravo od svislice o =konst v obr.1.9. To znamena, ze eventualni singularni body

funkce A(s)Ce"’(a zaroven i funkce A(s)) mohou lezet pouze vlevo od této svislice, tj.
ve vySrafované oblasti s hranici Cr 0 nekonecné velkém poloméru R — . Tim je

uleh&en vypocet integralu (1.37) pfi zpétné transformaci, nebot’ Ize pouzit tzv. reziduovou
vétu, viz vztah (1.39e) v dalSim textu.
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1.10. Kfivkovy integral, Laurentova rada, reziduova véta
(podrobnéji v lit.[1],[2],[9]).

Pfi vypoctu krivkového integralu funkce komplexni proménné F(s) na oblouku C
je Casto potfebna tzv. véta o odhadu:

IF(s)ds <

kde funkce F(s) je na oblouku C spojitd a omezena s maximem |F(s)|max a L. je délka

F(s), e (1.37a)

oblouku, ktery muze byt obecné& otevieny i uzavieny s koneCnym i nekoneCnym
polomérem R.
Dale plati tzv. reziduova véta, podle které je mozno rozvinout funkci F(s) v okoli

kazdého z jejich singularnich bodtd do mocninné (tzv. Laurentovy) fady, majici tvar

F(s)=n:z:°°bn(s—p)" kde p.....singularni bod (1.38)

n=-—o

ZpUsob uréeni  koeficientd b, uvedeme pouze pro velmi casté tzv. ryze lomené

racionalni funkce (ij. podily mnohoclend komplexni proménné s, kde jmenovatel ma
vyS88i stupen mocnin nez Citatel). V takovém pfipadé je tfeba nejdfive zjistit kofeny
jmenovatele a provést rozklad na ¢aste¢né zlomky (napf. podle kap.1.16). Pfi rozvoji do
Laurentovy fady lIze svyhodou pouzit znamého pravidla pro nekonecny soucet
geometrické mocninné fady s kvocientem q'

Zq =——| pro ¢ <1 (1.38a)
n=0 1- q
Priklad 5: Je dana ryze lomena racionalni funkce
F(s): ! (po rozkladu)— j/2Q ]/2_9

2 +02 s+jQ s-jQ
Singularni body (pdly) jsou p, =-jQ, p, =+jQ. Chceme-li rozvést funkci F (s) do Laurentovy

, Q.. redlné kladné éislo.

fady napf. v okoli singularniho bodu p; =—jQ, je tfeba postupovat po mocnindch &lenu (s + jQ),

tj. upravit druhy ¢aste¢ny zlomek:
-j2Q _  —j2Q s+jQY _ & (-j)
/ / 2 Z > ]é) _nZ: ( y, (s ]Q)

s—jQ s+ jQ- 2_]Q_2QD2]Q s+]Q
2jQ

Pouziti vzorce (1.38a) je dovoleno pro ¢isla s leZici v okoli bodu p, =—jQ takova, aby pro

+jQ

iQ

kvocient geometrické fady platilo |q| = <1, 4. |s+ jQ| <2Q. Cisla s tedy musi leZet uvnitf

KruZnice se stfedem vbodé p, =-jQ a polomérem 2Q, viz obr.1.9a. Zahrnutim prvniho
castecného zlomku vychazi komp/etn/’ Laurentova rada ve tvaru

— /2Q o . o) - 0 (_])n o)
2L e =E G o
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V tomto pripadé nema rada c¢leny s exponenty n<-1, .
koeficienty b_,, b_z, b_4.... v (1.38) jsou nulové. Existuje

jediny ¢len se zapornym exponentem a koeficientem
_ A1 .
by gy = (=) /2Q= j/20
V okoli singularniho bodu p, =+jQ je postup obdobny a
Ctenar si miuze sam odvodit vysledek

F(5)= 3 %(s—jw

n=-1 (2Q
(1.38¢)
Tato rada ma opét jediny ¢len se zapornym exponentem a
koeficientem  b_y () =~ j /2Q . Oblasti konvergence je

kruznice se stejnym polomérem 2Q, ale se stfedem
v bodé + jQ .

oblast
konvergence

Koeficient Laurentovy fady b_; je obecné nazyvan
jako tzv. reziduum funkce v bodé p, znak rez,[F(s)] .

Obr.1.9a Oblast konvergence
Laurentovy rady (1.38b)
v okoli bodu — jQ (silna kruznice)

by
s§—p

Prislusny ¢len fady je

a lze dokazat, Ze pfi integraci funkce F(s) po uzaviené

kfivce obkliCujici bod p odpadnou vSechny ¢leny kromé tohoto a vysledkem je Cislo

2jmb_,.
Dukaz: Predpokladejme, ze bod p je stfedem

kruznice C o poloméru p, viz obr.1.9b. Pro komplexni

Cisla s lezici na kruznici plati
s=p+ple!?, ds=jp/?dp, 0<p<2m

Kfivkovy integral funkce F(s) na kruznici C je

§ F( ds-jﬁ "imb )”ds=n:f° §b, (s -
C+ C+ n=-ow n=-0 (C+

a kazdy Jednotllvy smtanec

§bn )" ds =b, j p"e™? jp/?dp =

— n+l j n+1 — .]bnp j(n+l)¢ ¢=2m
Jjbnp Ie Ydg e e ‘¢:o

Re

Obr.1.9b Kruhova oblast

(kruznici obihdme v kladném smysilu, tj. proti sméru hodin a vnitiek kfivky zistava po nasi

levé ruce). Pro v8echna Cisla n# -1 (kdy nedélime nulou) dostavame po dosazeni mezi

integrace nulu, nebot ¢/

C+ -p
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Zbyvé jen n=-1, takze

2 . o
ry |
L | ng, dg=2jmb., (1.39a)
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Timto je dukaz proveden pro jeden singularni
bod, obkliceny kruznici. Kruznice C muze mit
maximalné takovy polomér p, aby neobkli€ila
kromé bodu p jesté néjaky dalsi singularni bod
funkce F(s), nebot v okoli jiného bodu je rovnéz
jiny tvar Laurentovy fady.

Dale vysSetfime pfipad, kdy uzaviena kfivka C
ma obecny tvar a obkliuje vice singularnich
bodt funkce F(s) - viz napt. darkovana &ara v
obr.1.9c. Integracni drahu C rozdélime fezem a
vytvofime dvé kfivky C,,C, (silné cary), které se

vyhybajf singularnim bodam py, p, po obloucich | Obr.1.9c Rozdéleni integracni drahy
kruznic C;,C,. Postupujeme-li pfi integraci v na dve casti, neobklicujici singularni

kladném sméru Sipek, nutné plati pro soucet body

integrald

f =9 +f-9-1

C+ Cat Cbh+ Cl- C2-
Integraly na pfimkovych Usecich se navzajem vyru$i (integrujeme na nich dvakrat a
v opacnych smyslech) a po kruznicich C,;,C, pfitom postupujeme v zaporném smyslu.

Dale vyuzijeme tzv. fundamentalni Cauchyho integralni vétu:

- kfivkovy integral funkce F(s) po uzaviené kfivce, uvniti které nele#i adny singularmni bod
této funkce, je roven nule. Dukaz Cauchyho véty vychazi ze zndmé vlastnosti reélnych
funkci dvou proménnych, Ze kfivkovy integral po uzaviené kfivce z totalniho diferencialu je
roven nule. Podle této véty jsou tedy integraly po kfivkach C,,C, nulové a obracenim

smyslu obihani kruznic C;,C, vychazi
f=§+4

c+ Cl+ C2+
Pouzitim (1.39a) na obé kruznice C;,C, a zobecnénim na vétsi pocet singularnich bodu

dostavame konec¢né Uplnou reziduovou vétu:

- pokud uzavfené kiivka C obkliduje vice singularnich bodd funkce F(s), plati

fF(s)ds :2leZICZ (1.39b)

C+

kde jednotlivé s&itance (rezidua) zjistime postupné Laurentovymi rozvoji funkce F(s) ve

v8ech singularnich bodech lezicich uvnitf kiivky C.

Poznamky: 1) Pokud zvolime kfivku C tak, aby obklicovala oba singularni body p,, =% jQ,
bude v predchozim prikladu 5 platit

ds . ﬂ( )

———=2jmb_, ;)\ +b_ =0
i 2102 ) TO0)

2) Pozorny Ctenar jisté zaznamenal, Ze vieseném prikladu se jednalo o jednonasobné
singularni body (pdly) a obé prislusné Laurentovy rady mély pouze jeden c¢len se zapornym
exponentem. Tato souvislost neni nahodna a obecné plati, Ze je-li pol k— nasobny, ma
Laurentova fada k ¢lent se zapornym exponentem, tj.

n=+oo

F(s)= > b,(s-p)" (1.39¢)

n=—k
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3) Zprikladu je dale patrné, Ze konstanta v Citateli kaZzdého ¢aste¢ného zlomku a prislusné
reziduum jsou si rovny. Jde opét o obecnou viastnost ryze lomenych racionalnich funkci, viz dikaz
v kap.1.16;

4) Existuji tfi moZné typy singularnich bodd funkci komplexni proménneé:

a) odstranitelné singularity (vedouci napf. na neuréity vyraz 0/0 apod.), kde existuje kone¢na
limita funkce (viz napr. Laplaceovy obrazy impulznich funkci v kap.1.12). Laurentova fada nema
¢leny se zapornymi exponenty, takZe reziduum v odstranitelné singularité je nulove;

b) nejcastéjsimi singularnimi body jsou tzv. pdly, ve kterych funkéni hodnota roste nade
vsechny meze, coZ je zpusobeno napr. délenim nulou (to nastava ve vyse feseném prikladu nebo

napf. u funkce F (s):1/sins vbodé s=0). Laurentova fada ma konec¢ny pocet &lenu se
zapornymi exponenty;

c) tzv. podstatné sinqularity, ve kterych ma Laurentova fada nekoneény pocet ¢leni se
zapornymi exponenty (napr’ funkce F (s):sin(l/ s) v bodé s=0).

Pro kfivkovy integral funkce komplexni proménné plati tzv. Jordanovo lemma, viz
lit.[9] a obr.1.9: je-li na Casti kruhového oblouku Cg_ . s nekonecné velkym polomérem
funkce F(s) spojita a dale |F(s) — 0, potom pro kazdé &islo >0 je nulovy i kfivkovy
integral

[F(s)@*'ds=0 (1.39d)
Crow
Vzhledem k tomu, 2e A(»)=0 (viz (1.36b)), je mozno Jordanovo lemma aplikovat na
L.obraz A(s). Integrace probéhne v obr.1.9 po uzaviené kiivce C ve sméru Sipky a pfitom

obkli¢ime vSechny mozné singularni body funkce A(s)@” (resp. funkce A(s), nebot ty

jsou stejné). Pfi ob&hu staci ale uvazovat jen svisly pfimkovy Usek:
gt joo a'+]oo

§A @”ds—ZﬂTZrez[A rE J. + '[ '[ @S 'ds
g—jo Cp., O—jo
Srovnanim s (1 .37) plati pro zpétnou Laplaceovu transformaci
fe)= ZrezlA(s) 2 (1.39¢)
pricemz vypocet rezidui probéhne ve vSech existujicich singularnich bodech funkce
Als)2” " resp. Als).

Vypocet rezidui bez nutnosti rozvoje do Laurentovy rady
Jestlize bod p je k—nasobnym polem funkce F(s) ma Laurentova fada tvar (1.39c)

a lze pouzit obecny vztah pro vypocet rezidua

k-1

rer, [Fs)) = (Lt 4" (e () - )] (1.40)
takZe pro nejcastéjsi pfipad jednonasobného pdlu je
rezp[F(s)] =lim, _ , (s- p)F(s) (1.40Db)

(srovnej s dfive feSenym pfikladem 5).
Ma-li L.obraz A(s) funkce f(r) vice jednonasobnych pélt p;, plati tedy

= Zrezpi lA(s) 3 tl = Zlimsq »; (s— p)A(s) "’ (1.41)

1 _ 1
s2+Q%  (s+jQ)s-
transformace pomoci reziduové véty dava

Priklad 6: Laplacetv obraz A(s) = Q) ma poly p,, =FjQ. Zpétna
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f)=1im, __o(s + jQ)A(s)e” +1im, _, o (s = jQ)A(s)e”™ =
st est _ e]Qt _e—]Qt _

sin Q¢

=lim +lim 0 = =

1
=R -0 : s+ jQ 2jQ Q
(viz téZ pravidlo 16 v kap.1.12).

VétsSinou se lze vyhnout integraci i vypoctu rezidui, nebot existuji rozsahlé slovniky
transformaénich dvojic f(r) = A(s), viz napf. lit.[3], [5]. Pro usnadnéni prace uvedeme
nékolik zakladnich pravidel, z nichz néktera jsou totoZzna s pravidly pro Fourierovu
transformaci. Pouze je tfeba mit na paméti, Zze L.transformaci lze aplikovat na funkce ¢asu
definované v oblasti ¢ D(O,OO) . Pfedem se ale zminime o dvou vyjime¢nych funkcich.

1.11 Specialni funkce (distribuce)

Zvlasté dulezitou a vyjimecnou dvojici funkci, které budeme dale potiebovat, je
Heavisideova funkce 7(t) a Diractv impuls J(r). Jsou pouzivany hlavné pii zkoumani
dynamickych soustav a jejich fizeni. Operace s nimi podléhaji teorii tzv. zobecnénych
funkci (distribuci), u nichz jsou definovany abstraktnéj$i postupy, nez jsme dosud
v matematické analyze poznali (hlavné u derivace a integrace nebo limity). Zde se
omezime pouze na zjednoduseny vyklad. Vyjdéme z funkce #(r) definované

podle obr.1.10:
A(t)=0 pro t0(-w,~a/2), f7'(t)=%+lt pro tO(-a/2,+a/2), F(t)=1 pro ¢O(+a/2,+w)
a

Heavisideovu funkci ziskame limitnim prechodem (1) =1im, _,7i(r), takZe je tfeba
rozlisit tfi pfipady:

n(t)=0 pro t0(-,0) 3
n(t)=1/2 pro t=0 (viz t&Z definici spojitosti po 1"7.'
¢astech v uvodu kap.1.8); 050"
n(t)=1 pro 10(0,+c) (1.42) / ¢
DiracGv impulz J(¢) (162 ,delta funkci nultého a0 |+
Fadu‘) Ize ziskat derivaci a opét limitnim . _1
pfechodem ERRE
of)=tim, T 1y | v NN

Vychazi nekone¢né Gzky i vysoky obdélnikovy | Obr.1.10 Jedno z mozZnych odvozeni
impulz s jednotkovou plochou v ¢asovém intervalu | Heavisideovy funkce a Diracova impulzu

t0(-a/2,+a/2) o vydce B=l/a -, a -0, viz
téZz obr.1.6.
Posuneme-li funkci /7(t) v obr.1.10 vpravo o ¢as 7, ziskame funkci /7(t—r) a vysledkem
popsaného postupu budou posunuté funkce 7(r—7) a d(r - 7).
Poznamky: 1) Vyse uvedena umluva se ale ¢asto bez ujmy na spravnosti nedodrzuje:
- U Heavisideovy funkce /7(t) (znamé téz pod nazvem ,jednotkovy skok”) se uvadi napr.
/7(t) =0 pro t0 (— 00,0)
/7(t) =1 pro tUJ (O,+00) (1.44)
Nékteri autori pfipoustéji v ¢ase t =0 libovolnou hodnotu 0 < /7(t) <1 ale dodrzuji velikost limity
pri pfiblizovani se zprava /7(0 +) =1,
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2) Heavisideovu funkci ¢asto pouZivame v pripadech, kdy je tfeba funkci f (t) definovanou na
nekone¢ném intervalu tD(— oo,+oo) , upravit tak, aby byla v ur¢itém useku nulova. Napf. funkce
F(e)in(t—1) je nuiova v intervalu t 0 (= oo, ).

Diracuv impulz 6(t) se vymyka obvyklému ramci matematické analyzy zvlasté pfi
integraci (blize viz lit.[3]). U L. transformace se jeho defini¢ni obor oproti obr.1.6 a 1.10
posouva na interval tD(O,a>, a - 0, tj. funkce /7(t) se posouva o a/2 vpravo. Definice se
nékdy zjednodusuje na podminky (r)=0 pro 120, J(r)=+w pro r=0. Podle obvyklych
zasad by ale mél byt integral funkce, ktera je nenulova pouze v jediném bodé, roven nule.
Proto je spravnéjsi vyjit ze vztahu (1.43) a integrovat podle obr.1.10, takze

+a/2
r 5( )a’t—hm .0 J‘{dt(Z 1 ﬂdt—hm Ia’t =1 (1.45)
o 4

—a/2
TentyZ vysledek ziskame i s posunutymi mezemi integrace 0 - a.
Pro naSe dalSi ucely postaci zjednoduSené chapani derivace a integrace

5(t)=dZ—t(t) nebo naopak 7(r) IJ r)dr (1.46)

Mezemi integrace v (1.46) je vyjadFeno, ze funkce 7(t) je pro 10(0,+) jednotkova.

Vzorkovani funkce
Postupem podle (1.43) Ize odvodit nasledujici velmi dalezZitou tzv. vzorkovaci schopnost
Diracova impulzu:

- budeme zkoumat soucin spojité funkce f (t) a Diracova impulzu posunutého o ¢as T = konst
vpravo. Pomoci derivace posunuté funkce 7] (t— ) ur¢ime limitu integralu

(=== r) s =tim, [ |+ L =) =tim, { f/}(t)dt}

t=r—al2 T-a/2
Podle véty o stfedni hodnoté musi v intervalu <r—a/ 2,T+af 2> existovat alespori jedno ¢islo c,
t=1+qa/2
které splriuje podminku j f (t)dt =a Qf( ) takZe
t=r-a2
t=+00
[ Fl6) Bl - 2)ar =1im,_, £(c) = £(r) (1.47)
t=—0c0

Vztah (1.47) ukazuje matematicky postup vzorkovani funkce f (t) lj. ziskani vzorku (funkéni
hodnoty) v daném Ease 1 . Z geometrického hlediska se jedna o impulz, majici nekonec¢né malou
sitku a - 0, vysku f (T)/ a a plochu f (Z’) PFi vypoctu Laplaceova obrazu jednoho vzorku

podle (1.36) staéi integrovat v intervalu t 0(r —a/2,T +a/2) :
t=r+a/2
f J—) Yt = Q T(eas/z —e_“s/z):(l’Hosp. pravidlem a pro a — 0)=
t=r-af2 a as
= f(r)@™" (1.48)

Déle poloZime 1 =kT, (k=0,2...poradové ¢&islo vzorku, T;...vzorkovaci perioda). Takto Ize

pomoci fady posunutych Diracovych impulzi ZJ(t—kTS) nahradit funkci f (t) voboru t=0
k=0
posloupnosti vzorku podle (1.47):
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jf ZJt—kT)dt—z jf Bt - kT, )dr = > f(kT,) (1.49)
k=0 ¢=0 k=0
Laplacetiv obraz teto pos/oupnostl vytvofime postupem (1.48):

L{éf(kTs )} = gof(kn)@“"“ = gof(k?;)& ¢

kde jsme zavedli novou komplexni proménnou z = e"*Ts . Tento soucet je tzv. Z - transformace
posloupnosti funkénich hodnot f (kTS ) pro kterou je zaveden symbol

2f}= D> fi " (1.50)
k=0

Shrnuti: Z - transformace posloupnosti funkénich hodnot { fk} - tzv. vzorki funkce f (t) - vznikla
Laplaceovou transformaci integralu ze soucinu funkce f (t) s rfadou Diracovych impulzi,
vytvofenych v ¢asech kT (viz obr.1.11) a zavedenim nové komplexni proménné

1
z=e"Ts  nebo obracens s=—Inz (1.51)
N
f(t) fi(t)
~ d f(KTs)/
o(t =
X () a N
a— —
Ts | PLOCHA=1 a—0
0 t o I NT | ¢ 0 t
KTs ' KIs - ks
Obr.1.11 Vzorkovani funkce vynasobenim radou Diracovych impulzi

Vyznam Z — transformace vynikne u diskrétnich systému, kde misto se spojitymi funkcemi a
diferencialnimi rovnicemi pracujeme s posloupnostmi funkénich hodnot a rovnicemi diferencnimi.

1.12 Zakladni pravidla pro Laplaceovu transformaci
Dlkazy neuvadime, nebot jde vétSinou o snadnou aplikaci vztahu (1.36). Nékde je

pfima analogie k vypoctu podle kap.1.5 (napf. 13), u slozZitéjSich dikaz( (napf. 23)
odkazujeme na lit.[2], [3]. Znovu poznamenavame, ze exponent rastu funkce f(t e O,

takze jeji L.obraz A(s) konverguje pro vSechna s, kde je Res > o . Dale plati, ze f(t)=
pro <0, coz se nékdy zddrazfiuje sou¢inem s Heavisideovou funkei, tj. £(z)[7(z).

Nazev operace Original Laplacetliv obraz
a oblast jeho konvergence
1. Linearnost, aditivnost K, f,(1)+ K, 15 (1) KA (s)+ KA (s)
K,, K, téZ komplexni plati vétsi ze 0,, 0,
2. Podobnost at
f( ) . . lAi Re s >a0
a ... realne, kladné a \a
3. Casové posunuti vpravo f(t - a) il t>a=0 o SA(s)
0 pii t<a
4. Diractv impulz () t0(0,a),a - 0,vka=1/a |1
5. Heavisideova funkce /](t) tD( 00 0), /]( )— 0 1 Res >0
(jednotkovy skok v pocatku) | [1(0,+0), (1) =1 B ©s
o=0




6. Rampova funkce

t 1/s2 Res >0
ag=0

7. Mocnina " n=012..... n! Res >0
g=0 s +1

.E ial

8. Exponenciala e’ t, a téz komplexni 1 Res > Rea
0 =Rea s—a

9. Nasobeni exponencialou f(l) B?a t a 162 komplexni A(s - a) Re s >0 + Rea

10. n-ta derivace obrazu Y 4" Als
( t) f(t) —() Re s>0

ds"

11. Integrél obrazu

r A(q)dq Re s>0

12. Limita obrazu v nekoneé&nu lim, A(s) =0
Res>o

13. Prvni derivace originalu f(t) SA(S)— f(O +)
14. n-ta derivace originalu f(n) t), existuji derivace S”A(S)— n—1sn - Ef(k)(o +)

F0+)...r"(0+) k=0
15. Integrace originalu t A

J; F(2)ar 4]
16. Sinus sin Qt Q

=0 .0 Res >0
17. Nasobeni sinem f(t)sin Q¢ ZL].[A(S B jQ) _ A(s + jQ)]
18. Cosinus cos Qr s

=0 0 Res >0
19. Nasobeni cosinem f(t)cos Q¢ %[A(s _ jQ) N A(s N jQ)]
20. Pogatedni hodnota originalu f(() ) =lim; _ s DA(S)

21. Konec¢na hodnota originalu
(pokud f (o) existuje)

22. Konvoluce

znak K(t):fl Ufs

K(s)= A (s) 0, s)

23. Soucin original
(téz ,konvoluce obrazu*)

(exponenty ristu 0;,0,)

1 a+joo
ma_fj:h (4)Ax(s—q)dg
01 <0< Res—0»

Poznamky: 1) Dalekosahly vyznam maji pravidla 13, 14, 15, ktera umozZiuji resit diferencialni a
integralni rovnice pomoci algebraickych ukonu. Jde o podobny kvalitativni posun jako u logaritmd,

které umoZriuji prejit z nasobeni na s¢itani;
2) Pravidlo o obrazu derivace resp. integrace originalu se potvrzuje napf. srovnanim
pravidel 5, 6 nebo 16, 18;

3) Laplacelv integral (1.36) Ize derivovat jako integral zavisly na parametru, takZe

dA(s) _ d

. —g{;fof(t) 2™ ’dt}

t=0
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Tim jsme potvrdili pravidlo 10 pro n=1;
4) U funkci 5(t) a /7(t) muZeme narazit pfi aplikaci nékterych vyse uvedenych pravidel na urcité
rozpory, které se daji exaktné vysvétlit jen s pomoci teorie distribuci - viz lit.[3]:
- Diracuv impulz nesplriuje pravidlo 12;

t
- pfi uplatnéni pravidla 15 na (1.46) sice rozpor nevznika, nebot L{ I 5(Z')dl} = L{/](t)} =l, ale

0 S
. . dn(t)_Bl__ _ .
podle pravidla 13 bychom obdrZeli nespravny vysledek L [ s /7(0 +) =0. Prave v tomto
S

poslednim pripadé neni mozZno uvaZovat limitu /7(0 +) =1 (viz lit.[3]), nebot’ musi vyjit
L{"”_(’)} =5t =1= (/)
dt s

5) U pravidla 3 plati v souladu s uvodnim predpokladem v kap.1.8, Ze posunuta funkce
f (t—a) je vintervalu tD<O,a) nulova. Presto se nékdy tato viastnost zdlraziiuje rozsifenym
zapisem posunuté funkce pomoci soucinu s Heavisideovou funkci ve tvaru
fle-a)m(i-a)
6) Z pravidel 1 a 8 Ize pomoci Eulerovych vztah( (1.2) pfimo odvodit pravidla 16 a 18:
-polozme a=N\+ jQ, Rea=A=0

al_ [ jol_ 1 s o[ -jerd_ 1
L{e } L{e } - a podobné L{e } )
L.transformace rozdilu je
L{eth - e_th} = L{2j sin Qt} = ! ! 2/8

s—jQ_s+jQ_sz+Q2

a transformace souctu
; - 1 1 2
L{e’Q’ +e JQt}= L{2cosQr} = — + —=— a 5
s—jQ s+jQ s°+Q
Hranice konvergence vsech funkci je stale 0 =Rea =0.
Podobné z pravidla 9 dokazeme 17 a 19:

L ()e”} = Lr()e’™} = Als - jQ)
()} = Al + jo)

Odectenim vychazi

L{f(t)e]m - f(t)e_]m} = L{2j [}f(t)sith} = A(s - jQ) - A(s + jQ)
a sectenim

Lr(@)e’™ + £()e = 2.£(r)cos Qs = A(s - jQ) - As + jQ)

7) P¥i vypoctu Laplaceova obrazu funkce posunuté vievo o ¢as a, ti. f (t + a), je tfeba stale
respektovat interval ¢asu <O, 00) . Spravnéjsi by tedy bylo psat f (t +a)m](t), aby bylo zrejmé, Ze
usek funkce vlevo od pocéatku je po posunuti vynulovan, coZ je nutno zohlednit pfi integraci:

L{f(t + a)} = jf(t + a)e's 'dt = (po substituci T =t+a, dT =dt) =
0

00

- ; ez = ) Tdr = e [j -j = s[F(s)-I (e ’dtJ

a 0

8) Laplacetiv obraz funkce tg (f ) neexistuje.
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Priklad 7: Funkce fl( )—t ma podle pravidla 6 L.obraz Al 1/ s“, hranice konvergence

0,=0. Funkce f, (t) =e"" ma podle 8 obraz Ay (s) = , hranice konvergence 0, =Rea.

sS—a

Vysetiime L.obraz soucinu f (t): N (t) U (t)=t@at tfemi zplsoby:

a) Podle 9 je Ay(s)=A,(s—a)=

d
i O

¢) Podle pravidla 23 (nékdy téZ nazyvaného ,inverzni konvoluce, konvoluce obrazu*®):
- zde je s povaZovano za konstantu a integracni proménnou je q , takZe L.obrazy jsou

Ala)=1/4%, Ay(g)=—"

b) Podle 10 je As(s)=

q—a
1 g+ jo 1 g+ jo 1
A0)= 0T = [aab-au=51 [ La
o— jo o= jo

Funkce F (q) == ( ) ma dvojnasobny pdl v po¢atku a dalsi pdl s —a . Integral vypocteme
g \s—q—a
pomoci reziduové véty, pricemz hranice o u integracni cesty C v obr.1.9 musi spinit podminku
pravidla 23

0, <0<Res-0,,l. 0<og<Res-—a
Pdél s—a tedy nutné leZi vpravo od hranice o, takZe pfi aplikaci véty (1.39b) staci uvaZovat
pouze dvojnasobny pdl v pocatku a pfislusné reziduum urcit podle (1.40a):

_ 1 1 d q . 1 1
A\s)=rezy| ————|==lim, —| " |=lim,_ =
)=t g T
Zpétna transformace funkce A; (s) vypoctem rezidua v jejim dvojnasobném pdlu p =a dava
samoziejmé vysledek

st ) “
f3(t):reza[A3(s)es ] %hmhaj {( € a)2 (s—az)}zlimhat ' ="’

Priklad 8: Funkce f,(1)=sinQt ma podle pravidla 16 L.obraz A (s):ZLQZ, hranice
s+

=1 ma podle 6 obraz A,(s)= 1/s2a02=O.
Vysetfime L.obraz soucinu f3( ) ( ) ( )— tsin Qt tfemi zptisoby:

a) Podle 10je  Ay(s)= —% A(s)= (A

52 + Q2)2

konvergence je 0, =0. Funkce f,(t)

1 1 } 25Q
oo

b) Podle 17 je A3()——[A2(S JjQ)- Az(s"‘JQ)]—_l:(s F 0P =

Q _ 0
2 +0% (¢-jQ)g+jQ)

c) Podle 23 je Alg)=

27



1 7 Q 1
Als)= d

Y I ) P e
Q

Funkce F(g)= . ' ~ mé jednoduché pdly *jQ a dvojndsobny pdl s. PFi
(g~ 7Q)g + jQ)s-q)
integraci pomoci reziduové véty musi hranice g u integracni cesty C v obr.1.9 spinit podminku
0, <0<Res-0,,t. 0<og<Res
Pdl s tedy lezi vpravo od hranice 0 a staci uvazovat pouze pdly + jQ . Podle (1.40b) je

Als) = rezs o[Fla)]+ ez aFlg)] =tim, . o {m} flim, o {m} _

D2j(s-jQP 24(s+iQf 2 (s-jaP(+ief (- P+l (2+a2f
Poznamka: Funkce A (s) ma dva dvojndasobné pdly * jQ, takZe zpétna transformace by
probéhla podle vztahu (viz (1.40a))

1 1 1 E(s +jQ)* - (s- jQ)* _ 25Q 25Q

st st
£)=1im, 0L 22 ilim, 4| 280e (- = sinQ1
ds (s + jQ) ds (s - jQ)
Vypocet derivaci, limit a nasledné upravy prenechavame ctenari.

Q i . :
Priklad 9: Funkce A(s) = ~(2—) ma tfi jednoduché poly p; =0, p,;=%jQ.
sls? + Q7 ’

Zpétna transformace pomoci reziduové véty probéhne podle vztahu

QeS t . QeY t . QeY t . QeY t
t)= =] | . . +1 i . =
f() p§3rez_g(sz+—£22)i| lrns—'()|:S2 +QZi| 1y ']Q|:S(S+‘]jS| 1m, ']Q|:S(S_‘]ij|
1 JjQ t -jQ t 1
=5~ 55 ~ag~ nebol f(t)zﬁ(l—coth) (1.51a)

V kap.1.13 ukaZeme dalsi mozZnost zpétné transformace pomoci konvoluce a v kap.2.3 pozname,
Ze v tomto prikladu se jedna o problém kmitani netlumeného systému hmota - pruZina pfi vybuzeni

skokem sily - srovnej (1.51a) s (2.9¢c) pii k =Q.

U L.obrazu ve tvaru racionalnich funkci (podilt polynomu proménné s) plati, Ze zpétna
transformace je mozna jen v pfipadé, ze stupen Citatele je mensi nez stuper jmenovatele
(tzv. ryze lomené racionalni funkce) a je mozny rozklad na caste€né zlomky (viz
kap.1.16). Ve vyjimecném pfipadé, kdy stuperi Citatele i jmenovatele jsou stejné, je ale
mozno vyuzit Diracova impulzu J(¢):

Priklad 10: L‘l{”—“} - L_l{l +ﬁ} =o())+am() (1.51b)

S S
(viz pravidla 1, 4, 5 a obr.1.15 dole).
Priklad 11: L‘l{L} = L_l{l -4 } =3(c)-ale™  (viz pravidio 8).
sta sta
Vypocty limit obrazi pro s - 0 a s - o zde nepodléhaji obecnym pravidlim, zminénym
v kap.1.8, nebot’ Diractv impulz je specialni funkci (distribuci) a neni napf. moZna ani zpétna
transformace pomoci vypoctu rezidui podle (1.39e).

Obrazy nékterych impulznich funkci (blize viz kap.4)
PFi rozbihani a zastavovani stroju se €asto vyskytuje typicky pribéh rychlosti a zrychleni
ve tvaru kone¢nych impulzt napf. podle obr.1.11a.
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Zde se jedna o reverzacni pohyb tam — draha
zpét, vyvolany pomoci obdélnikovych
impulzd sily motoru (j. jeho zrychleni),
napf. u obrabéciho stroje. Dale uvedeme
L. obrazy nékolika typickych impulzd,
definovanych na kone&ném intervalu

10(0,a).  Nékteré  znich  (pilovy,

trojuhelnikovy, obdélnikovy) vychazeji z

obecného lichobézniku — viz obr.1.12a.
Délka lichobéznikového impulzu je a ,

zrychleni

vyéka B, trvani nab&zné hrany a, Obr.1.11a Reverzacni pohybovy cyklus

sestupné hrany a, . Impulz Ize ziskat integraci dvojice obdélnikovych impulzt z obr.1.12b,

které opét vzniknou sectenim ¢Etyf posunutych Heavisideovych funkci z obr.1.12c.
L. obrazem lichobézniku je tedy obraz integralu sectenych Heavisideovych funkci

L{ﬂ%”(r) —%q(r -a) _a_Bz”(T —(a-a,)) +a—BZ/7(r - a)}dr} = (podle pravidel 3, 5, 15)

-ays —(a—ass —as —,aySs _ _ taxs
:E(L—e _e! )+e j: E(l A ZJ (1.52)

2

s\as as as a,s Ky a; a,
B }\ a)
0 :a1 a_GZE ia t

. ia
Bla, Sl b)
0 ; m t
L s/a,

| L Bia,
Bla, | c)
0 t

-Bl/a,
-B/a,

Obr.1.12a,b,c Odvozeni lichobéZniku integraci souctu skokd

Z obecného vztahu (1.52) je mozno ziskat napf. L. obraz
l_eix

X

- obdélniku pro @, =a, =0 (zde je tfeba pouzit znamou limitu lim, =¥ 1)
- soumérného trojuhelniku pro a; =a, =a/2

- vzestupneho (sestupného) pilového impulzu pro @, =a, a, =0 resp. @, =0, a,=a.
Tyto a dalSi tvary impulzu jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Poznamky: 1) Pokud je to mozZné, uréujeme nejsnadnéji L.obrazy impulzi s konec¢nou délkou
prostou integraci (1.36) na kone¢ném ¢asovém intervalu, {j.

Tf(t)@_”dt = Tf(t)@_Sldt

t=0 t=0

29



ProtoZe integrand je po uplynuti ¢asu a identicky nulovy, Laplaceovy obrazy konec¢nych
impulzi nutné konverguji v celé komplexni roviné pro libovolnou hodnotu s a jejich
hranice konvergence je vZzdy O = —oo. Singularnimi body v nasledujici tabulce jsou sice
s =0 (pravidla 24, 26+28), s =b (pravidlo 25) a s=%jQ (pravidlo 29), jednd se ale o
odstranitelné singularity, jak snadno dokaZeme limitnimi pfechody s - 0, s - b, s - £jQ

(napf. pomoci I'Hospitalova pravidla);
2) U zminénych konecnych impulzi si ¢tenai miZe dokazat, Ze limitni hodnota L.obraz( pro

s -0 je A(O) =j: f (t)dt, viz (1.36b). Jedna se tedy o plochu pod arou funkce f(r);

3) ProtoZe jde o Casové prubéhy s konecnou plochou pod C&arou, je splnéna podminka
absolutni integrovatelnosti (1.33) a existuji u nich rovnéz Fourierovy obrazy (frekvencni spektra).
V pfislusnych vztazich tedy Ize navzajem zamériovat s < ja ;

4) Rovnici kone¢ného impulzu Ize ziskat ,vyfiznutim“ Useku ze zakladni (tzv. ,vytvoFujici®)
funkce, definované na nekone¢ném ¢asovém intervalu, pomoci souc¢inu s funkci

Wt)=n(t)-nlt-a) (1.522)
coZ je rovnice pravouhlého impulzu o jednotkové vysce a délce a . Podrobny postup vytvofeni
impulzu bude vysvétlen v kap.4.

24. Obdélnikovy impulz B s
vyska B, délka a 0 a B -e
Blnlt)-n(t - a) = BLy) | -
25. Exponencialni impulz Be b B _PZ%"‘ . (b=s)a
s 1 —_— e »
délka a S0 . Bﬁ -
0 a s=b
26. Soumérny trojuhelnikovy impulz Bi------; /
yska B ,délk ; —o25/2
vySka B ,délka a 0 aj2 a 2_B l—e
a sz
27. S ¢asem rostouci pilovy impulz [ S
vyska B, délka a B d e 1+as
_a S
28. S Casem klesajici pilovy impulz B as
vyska B, délka a \ B as+e “° -1
0 a —d’;z
a S
29. Sinusovy impulz BsinQ¢ Bi----;
jedna piilvina, délka a = 77/Q \ te
jedna puilvina, délka a = 77/ 0 atpo BQDIS_l_iQz

Pouziti reziduové véty pfi zpétné transformaci L.obraz( kone¢nych impulzt podle (1.39¢)
neni mozné, nebot v odstranitelnych singularitach jsou rezidua nulova a vysla by identicky

nula!! ProtoZe obrazy obsahuji transcendentni funkci e, je nutno aplikovat Heavisideovu
funkci 7 () v€etné& pravidla 3 o posunuti. Spravny postup ukazeme na pﬁ'kladech:

-’ _B Be

Priklad 12: Obdélnikovy impulz (pravidlo 24): A

Prvni ¢len je podle pravidla 5 obrazem Heavisideovy funkce B/]() a druhy podle pravidla 3

obrazem posunuté Heavisideovy funkce B/7(t—a), takZe spravny vysledek (rovnice
obdélnikového impulzu v ¢asové oblasti) je

L'l{BE}%_M} Bln(t)-n(t - a)| = BA)
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Priklad 13: Exponencialni impulz s pocatecni vyskou B =1 (pravidlo 25):
1- e(b_s)“ 1 eb ¢ -as
Als)= = - e " =Als)-Als
()= == A () - a()
Na prvni ¢len Ize pouZit pravidlo 8 pfimo, u druhého je nutno uplatnit pravidlo 3 a vyjadfit posunuti
vpravo o ¢as a pomoci posunuté Heavisideovy funkce. Rovnice exponencialniho impulzu je

e O e
¢ 'In(e)-nlt-a)l=¢"" o)
B Be ' Be

Priklad 14: Vzestupny pilovy impulz (pravidio 29):  A(s)=—5 ————— -

as as s
Prvni ¢&len predstavuje rampovou funkci se smérnici B /a (pravidlo 6), druhy tutéZ funkci
posunutou vpravo o ¢as a a treti posunutou Heavisideovu funkci o vysce B . Rovnice pilového

impulzu je

10)=21-B(-a) @l -a)- Bl -a) =B =B 1 (e - a) = B ple)-nle - a)] = B )
Riziko omylu pri pouZiti reziduové véty na zpetnou L. transformaci obrazi konec¢nych
impulza priblizi nasledujici priklad:

—-as

Priklad 15: Funkce |A(s) = Qie—)
sis” + Q7

funkce v prikladu 9. Zpétna transformace pomoci reziduové véty by vyZadovala soucet tfi limit:

ma tii jednoduché poly p; =0, p,; ==*jQ, stejné jako

. l—e " 1—e“" " . 1—e " "
= + ; + i =
f(t) Q(hm‘HO 710 lim; _, o G0 lim_ _q G- 0 J
_(1_e—an)eth_(1_ean)e—th:L ejQ (t—a)+e—jQ (t—a)_eth_I_e—th _
2Q 2Q Q 2 2
:é[cosQ( —a)—coth] (1.52b)

Vysledek neni spravny, nebot’ nezohledriuje zakladni predpoklad Laplaceovy transformace, podle
kterého musi byt funkce cosQt pro zaporné ¢asy nulova, takZe posunuta funkce cosQ(t —a) je

nulova az do ¢asu a . Funkci A(s) ale muzeme rozloZit na dva sc¢itance

Q Qe_a N
Als)=—¢ N — \
( ) s(s2 +Qz) s(s2 +Q2)
Pri zpétné transformaci prvniho séitance Ize pouZit vysledek z pfikladu 9, u druhého je nutno
aplikovat pravidlo 3 o posunuti. Spravny postup je nasledujici:

f(t) = é[l - coth] E](t) —é [1 - cosQ(t - a)] E](t - a) =

= é [I](t) —17(1‘ - a) + cosQ(t - a) Ei](t - a) —cosQr Df](t)] (1.52¢c)
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\ et 2 L i dezva Spravné
zpisobli vypoétu: chybného (1.52b) a spravného ez R a0y
(1.52¢c) pro hodnoty Q =2, a=1s. Srovnanim \
na_vSechny L.obrazy, které Ize rozloZit na soucéin
dvou vyrazl, z nichZ jeden je obrazem koneé¢ného

impulzu_o délce a. Vnasem piipadé jde 0 | enyonb (1.520
obdélnikovy impulz podle pravidla 24 a cela funkce »

grafa zjistujeme, Ze po uplynuti ¢asu posunuti a
nastane shoda chybného i spravného vypoctu !!
V kap.4.2 ukaZeme, Ze tento poznatek Ize zobecnit

Na obr.1.12d jsou zobrazeny vysledky obou W—
I
|
|
|

.
N

cosQ(t-a)(t-a)
Q

A(s) je L.obrazem kmitavého pohybu netlumené o a 2

4

t [s] 6

soustavy hmota-pruZina s vlastnim kmitoctem Q
pri zaptsobeni impulzu sily:

Obr.1.12d Spravné pouZiti
posunuté Heavisideovy funkce

Als)= A ()0 (s) = 1= — B9

Zajima-Ii nas tedy prabéh pohybu hmoty aZ po zaniku sily, staci vypocet pomoci reziduové véty,

ktery byva u nékterych sloZitéjSich mechanickych systému jednodussi.

1.13 Konvoluéni integral, soucin obrazu
ProtozZe konvolu¢ni integral z pravidla 22

K()=£0f = I:éﬁ(f 1) f,(r)dr

(1.53)

ma zasadni vyznam (umoznuje totiz vypocet originalu k soucinu dvou L.obrazi),
uvedeme pfisludny dukaz. Jedna se o integral zavisly na parametru ¢, integraéni
proménnou je 7. Prozatim uvazujme horni mez integrace v (1.53) rovnu 7 = . Laplaceuv

obraz s upravenou horni mezi je podle (1.36)

il -] = T -0 @ plehir i
t=0 =0
(a po zameéneé poradi integrace)

7=01=0 7=0

- ] [e-0)a leharar = o) fnt=rearlar -

(v hranaté zavorce je L.obraz posunuté funkce, viz pravidlo 3)
= [HOAW)E T = A(s) [ £ "dr = A(s) Oy (s)
=0 =0
Dale plati po rozepsani mezi integrace

jioﬂ(t—r)fz(r)dr:jrft + {7 =K(t)+j:;t0E)‘2(r)dr

=0 T=t

nebot pii 7<0je f(r)=0, takze pfi 7>0 je f,(-7)=0 a o &as ¢ posunuta funkce
£i(e=7) je nulova pfi 7 >1(viz obr.1.13). Druhy séitanec tedy odpada a pravidlo 22 je

potvrzeno. Hodnota K(t) je dana vyc¢arkovanou plochou v obrazku dole.
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Konvoluce funkce s Diracovym
(vzorkovani):
- pro konvoluci funkce f(f) s Diracovym

impulzem &(t) plati podle pravidel 22 a 4
HOC 1= Lo}t fle = Lf(h
COZ znamena, ze
o0f = ol - 1)flekdr = £()

Takto jsme ziskali vzorek funkce v Case .

impulzem

(1.53a)

Poznamky: 1) Pozorny ¢tenar zjisti, Ze vztah (1.53a)
je aZ na integracni meze a poradi proménnych t a T
v zavorce shodny se vztahem pro vzorkovani funkce
(1.47). Oba postupy jsou spravné, jak se Ize

7 FT)\f (T) \

3{(’c t) f (t 1:)

f,(x)

0]

N

f,(t-1)-f,(7)

(1)
fxf,

0

t

Obr.1.13 Vysvétleni konvoluce

presvédcit i z grafické interpretace na obr.1.13, ve
kterém za funkci f, polozime Diraciiv impulz & . Pro néj totiz plati, 26 d(t) = 8(~t) a potazmo i

ot-1)=0r-1) ;
2) Konvoluce je stejné jako nasobeni L. obrazi operaci komutativni, tj. f; Uf, = f, Uf,, neboli
=t
i he=1)p(0dar = [ A -2k

coZ si ¢tenar sam snadno dokaze substituci t —T =w
3) Funkci A(s) z prikladu 9 muZeme rozloZit na soucin dvou obrazi, jejichZ originaly zname

z pravidel 5 a 16:
Als)= A (s) Dy (s) = igﬁ A@)=n(), f,()=sinQs

a pro zpétnou transformaci Ize pouZit i pravidlo 22 pro konvoluci:
=t .
= [ _ nlt-1)sinQr dr
Funkce /7(t -7 ) predstavuje jednotkovy skok, ktery je podobné jako v obr.1.13 nahore prevracen
okolo svislé osy a posunut vpravo o délku t , takZe integraci vyjde opét (1.51a):

N o
0—5(1 coth)

_cosQZ’l

K(r)= j:(;sinQ rdr=-=%

1.14 Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

PFi rozboru kmitani mechanickych soustav se budeme zabyvat rovnicemi prevazné
2.fadu. Pozorny Ctenar ale muze ziskat ramcovy navod k vySetfovani linearnich spojitych
dynamickych systém i z jinych technickych oblasti (napf. elektrotechniky a regulace), kde
muze byt fad prvni nebo naopak vy$Si nez 2. Jedna se o rovnice, majici obecny tvar

> by (e) = u(r) (1.54)
u(r)....vstupni (budici) signal, y(t)....vystupni signal (odezva). Konstanty b; budou u
technickych aplikaci vétSinou realné, ale obecné mohou byt komplexni. Pfestoze pujde o
rovnice popisujici chovani redlnych fyzikalnich systému v €ase, vstupni (budici) funkce
u(r) na pravé stran& maze byt i komplexni. Pro uréeni odezvy y(t) je vyhodné vyuzivat
nasledujici obecné vlastnosti téchto rovnic:

A) Princip superpozice a linearnost: odezva pfi souc¢asném pusobeni jednotlivych vstupt
u;(t) je rovna souctu odezev na jednotlivé vstupy (), ti. je-li u(t)=> u;(t), potom

¥()=>"y;(t). Dale plati, ze odezva na K —nasobek vstupniho signalu je K —nasobkem
odezvy: K (r)= K 3/(r), kde konstanta K muze byt i komplexn;
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B) Zachovani kmitotu a exponentu rustu amplitudy: ma-li budici funkce tvar
harmonickych kmiti s obecné komplexni a exponencialné proménnou amplitudou,
v feSeni se kmitoCet i exponent rastu amplitudy zachovavaji (viz lit.[4]):

)=k, 2 =j @ 2
y(t): K2 @‘” :|K2| @j¢z @‘71‘ @]a)t

(konstanty K,, =|K,,|’"* jsou komplexni &isla, komplexni je i exponent s=o0+ ja,

(1.55)

o ...realna konstanta — tzv. exponent rastu kmitl, « ...kmito¢et). Mezi odezvou a buzenim
je fazovy posuv ¢ =¢, — ¢, ;

C) Bude-li prava strana komplexné sdruzena k puvodni budici funkci z (1.55), feSeni je
opét komplexné sdruzené:

;(;) = |K1| riEvSS @_ﬂf}t
1)= Rl )
m |K2|@ j¢ Dfath jwt
D) Je-li odezva na budici funkci u(r) rovna y(r), potom odezva na funkci u(t) je ()
(,odezva na derivaci je derivace odezvy®).

(1.56)

Poznamky: 1) | kdyz fyzikalni vyznam maji pouze kladné kmitocty, s ohledem na Eulerovy vztahy
(1.2) je vyhodné pracovat i s kmitoCty zapornymi, ti. s komplexné sdruZenymi vektory. Vétsinou
budeme prabéhy fyzikalnich veli¢in rozkladat do harmonickych sloZek s konstantni amplitudou
(exponent rastu kmiti o =0 ). Pouze pri vytvareni Laplaceovych obrazi funkci je nutno pfijmout
predpoklad g #0;

2) U periodického buzeni je moZno s vyhodou zvolit poméry tak, Ze pro t =0 leZi vektor K,
v kladné rediné ose, tj. ¢, =0, ¢ =@, ;

3) Vsechny uvedené viastnosti plati po odeznéni pfechodového déje (po tzv. ,zakmitani”). Tento
ustaleny stav nastane teoreticky v ¢ase t — o« .

1.15 Vahova a prechodova funkce, prenos

Na vlastnosti 22 L. transformace je zalozen postup prace s tzv. pfenosy (pfenosovymi
funkcemi), ktery slouzi ke hledani odezev dynamickych systému, popsanych rovnicemi
typu (1.54). Uvedeme hlavni mysSlenku postupu:
- zavedeme oznageni pro L. obrazy funkei u(t) - U(s), y(z) - Y(s)

- uvazujeme v praxi nejéastéjsi pripad nulovych pogategnich podminek funkce y(t):
$(0)=5(0)=...=y"(0) =0 (1.57)
- pouzitim pravidla 14 o n—té derivaci na rovnici (1.54) a vytknutim Y(s) vychazi

Y(s) [E?zo bis' =U(s) neboli Y(s) = U(s) %

- zavedeme oznaceni pro nové vzniklou funkci (L.obraz)

G(s)=—— (1.58)

1
no
=00

Takto jsme ziskali sou€in dvou L.obrazu

Y(s)=U(s)G(s) (1.59)
Zpétnou transformaci vyrazu G(s) lze ziskat original g(r) a pouZitim pravidla 22 o
konvoluci vychazi navod, jak dospét k feSeni rovnice (1.54):

y(t)=ulg = I:;u(t ~1)g(r)dr = g Cu = I::(;g(t —r)u(r)dr (1.60)

Pro funkci g(r) je zaveden nédzev vahova funkce a postup jejiho ziskani zpétnou
transformaci bude popsan pozdeéji. Vahova funkce ma zasadni vyznam, nebot” umoziiuje
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zjistit_odezvu systému na_libovolny vstupni signal u(r). Uloha stanoveni odezvy je

pfevedena bud na algebraicky Ukon (1.59), tj. nasobeni L.obraz(i a naslednou zpétnou
transformaci Y(s)= y(r) (pokud je tato schiidna), nebo na integraci podie (1.60).

Geometricka interpretace integrace (1.60) je zfejma z obr.1.13: je-li f, vadhovou funkci
g a fi funkci budici u, okamzita hodnota odezvy y v ase r je dana vycarkovanou
plochou. Cely &asovy pribéh odezvy y(t) ziskdme pFi posouvani kfivky f,(¢—7) smérem
vpravo pocinaje ¢asem ¢ =0.

Zbyva objasnit fyzikalni smysl vahové funkce g(t):
- pouzijme Diraclv impulz J(t) jako budici funkci v rovnici (1.54):

S b)) = a(r)
Vztah (1.59) prejde natvar Y(s)=G(s), takze y(t)=g(r), coZ nas opraviiuje prohlasit:
a) vahova funkce g(r) je odezvou systému na DiractGv impulz J(t) (odtud téZ jeji

alternativni nazev impulzni funkce).
Dulezitou a na rozdil od vahové funkce v praxi i méfitelnou charakteristikou linearniho
dynamického systému je priibéh odezvy na Heavisideovu funkci (jednotkovy skok) l7(t),

kterou oznadime h(t) a jeji L.obraz H(s) (tzv. prechodova funkce). Je-li a = konst,
z principu superpozice a linearnosti (viz vlastnost A) v kap.1.14) vyplyva, Ze odezva na

skokovou funkci l/7(t) je lh(t) a dale odezva na o &as a posunutou skokovou funkci
a a
ﬂ(t)_ﬂ(t_a) je tedy h(t)_h(t_a)_

l/7(t—a) je lh(t—a). Odezva na rozdil obou funkci
a a a a

Limitnim pfechodem limCHOM vzniké Diractv impulz J(r) a odezva na néj je
a
limaqoﬁ@_—z(t_—a) = (podle definice derivace) = Alt) (1.61)

b) vahova funkce je zaroven derivaci prechodové funkce: g(r):%(t) — srovnej se
!

vztahem (1.46) mezi pislusnymi budicimi funkcemi (t), 7(t) a viastnosti D) v kap.1.14.
Pro L.obrazy pfechodové a vahové funkce plati souvislost (pfi nulovych pocate€nich

podminkach), ze
Gls) = sH(s) (1.61a)

Pomoci pFfechodové funkce Ize vysvétlit i A
vyznam konvoluce - viz obr.1.13a. Obecny vstupni | 4 =
signal u(r) nahradime souctem dil€ich skokovych IAu(t)

zmén Ault), posunutych mezi sebou o elementarni
dasové Useky A7. Je-li Aff) prechodova funkce
systému, potom odezva na diléi skok Au(t),
posunuty o ¢as nAT, je rovna

h () = DulnAT) LH(E - nAT)
Pomoci superpozice ziskame celou odezvu —

\J

— — 0 T 2t (n-1)At nNAT t
H=> h => AulnAT) LIt — nAT
) % " % az) Ui ) Obr.1.13a Superpozice skokii

Zaroven plati, ze Au(nAT) :%Q‘ AT, neboli
t=nAT
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)=24 - nar)mr
n t=nAT

a limitnim pfechodem A1 - dr, nAT - T pfejde suma na integral

t
) = [ilr) e - )dr
0
co je definiéni vztah 22 pro konvoluci funkci #(f) a A(f). Plati tedy

Ky} = Hule} 1nl} , neboli ¥(s) = sU(s) L H(s) = Uls) [ G(s)

Poznamky: 1) Vyse uvedena tvrzeni a), b) jsou presna pouze v oblasti ¢asti t>0. Pro t=0
muZe dojit k rozporu s teorii distribuci, ktery vSak z hlediska technické praxe neni dileZity;

2) | kdyZ realizace nekonecné uzkého i vysokého Diracova impulzu neni mozZna, odezvu systému
na néj je mozno stanovit nepfimo derivaci pfechodové funkce, ktera je v nékterych pripadech
(zviasté v elektrotechnice) snadno meéfitelna;

3) Alternativni priviastek ,impulzni “nebudeme u vahové funkce pouZivat kvili nebezpec¢i zamény
s odezvami systémd na budici funkce, majici tvar osamélych impulzi konec¢né vysky i délky;

4) Tvrzeni b) o souvislosti vahové a pfechodové funkce Ize ovérit i z vypoltu odezvy na jednotkovy
skok podle (1.60) a obr.1.13, kde misto f,, f, dosadime n,g :

=t

W)=n0g =" nle-r)e(t)ar =" s(r)ar  aderivovanim vyjde  g(r)= i)

1.16 Rozklad na ¢astec¢né zlomky

L. obraz G(s) vahové funkce, souvisejici s diferencilni rovnici systému podle vztaht
(1.58) a (1.59), Ize chapat jako soucinitel mezi obrazy vstupniho a vystupniho signalu.
V jeho jmenovateli je tzv. charakteristicky polynom P, stupné n komplexni proménné s,
jehoz kofeny (tzv. pdly p;) budeme predpokladat jednonasobné, coz je v technické praxi
nejcastéjsi pfipad:

Y(s) 1 1 1 1
G(s) =) = = =1 (1.62)
R0 RSP 6 o ey (S W
Funkci G(s) je mozno po zji$téni péld rozloZit na souéet parcialnich zlomko:
1 L C
Glis)= = . 1.63
W R0 2 (169

Pokud se vyskytne dvojice komplexné sdruzenych kofena pi,p_i, jsou i pfislusné
konstanty Ci,a komplexné sdruzené. Pro vypocet konstant v pfipadé jednonasobnych

poll plati jednoduchy postup, zalozeny na faktu, ze vyraz SP_—(ps je nenulovy pro s =p;.
S
n

Vynasobenim (1.63) vyrazem (s—pi) a limitnim pfechodem s — p; vychazi

C; =lim, _ , % =lim, _ , (s= p;)G(s) (1.64)

Protoze je ale P, (pi) =0, je mozno vyraz (1.64) upravit a pouzit definici derivace:

VAN I
=1 i pa e = 1.65
C; 1ms~p[ s—p; dPn(s)/dsL:p‘ ( )
Vahovou funkci zjistime z (1.63) pomoci pravidla 8:
g(t):zciep"t (1.66)
i=1
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Laplaceuv obraz vahové funkce (1.62) resp. (1.63) je tzv. prenos (prenosova funkce)
linearniho dynamického systému, popsaného rovnici (1.54).

Citatel L. obrazu vahové funkce v (1.62) je sice jednotkovy (nebo konstantni), ale
nemusi tomu tak byt vzdy. U systém( popsanych integro-diferencialnimi rovnicemi (napf.
v elektrotechnice) muze vysledna dif. rovnice obsahovat na pravé strané i derivace budici
funkce. Totéz mlze nastat u slozeného systému popsaného soustavou dil€ich dif. rovnic
po prechodu na jedinou vyslednou rovnici mezi vstupem a vystupem. Obecny tvar
prenosu je vtakovém pfipadé (opét za predpokladu nulovych pocéateénich podminek
funkei u(t), y(r)) podilem dvou polynomii stupné& m a n. U redlnych systémi maze byt
m<n, nejcastéjije m<n:

P~<

G(s) = (5) - iz’ _ Puls) (1.67)
U6) TS by B
Pokud je racionalni funkce funkce G(s) ryze lomena (tj. m<n), je pfi znalosti kofenu p;,
jmenovatele opét mozny jeji rozklad na ¢aste€né zlomky vy$e uvedenym postupem:
Gls) = Puls)
( ) Pn(s Z_;‘s Di

= (S_pi)Pm(S)z P(s) |
C; =lim, _ , B,(s) dp,(s)/ds|_,,

(1.68)

a nadale plati vztah (1.66).

Poznamky: 1) Srovnanim (1.64) a (1.40b) zjistujeme, Ze konstanty C; jsou rezidua funkce
komplexni proménné G(s) v jejich polech p;, takZe vahovou funkci Ize urcit téZ integraci (1.37)
pomocf reziduové véty:

g+ joo n n
=5 .[G 2" 'ds ——Zrezp [ (s)’ t]:limhp[ S(s—p)Gls)e" " = Ce
U joo i=1 i=1
2) Podle zakladniho kurzu diferencialnich rovnic je vyraz (1.66) podobny k feseni rovnice (1.54)
bez pravé strany. Je tfeba ale rozlisit, Ze u rovnice bez pravé strany jsou konstanty C; zavislé na

zadanych poéatecnich podminkéach (0), 5(0).... y(”'l) (0), kdezto pi stanoveni vahové funkce jsou
tyto predpokladany nulové a rovnice ma pravou stranu J(I), takZe konstanty C; vyjdou jiné;

3) Pri feseni rovnice (1.54) s nenulovymi pocatecnimi podminkami se L. transformaci podle
pravidla 14 objevi na levé strané dalsi ¢leny s mocninami nejvyse radu n—1, které shrneme do

polynomu pocate¢nich podminek Q,,_; (s) :
Y(s)DD L bis' + 0, (s)=U(s) a L. obraz feseni je

r)= 3k 2 <ot - (ol

Pokud vyjde racionalni ryze lomena funkce, je znovu mozny rozklad na parcialni zlomky podle
schématu (1.68). Vysledné feseni ma dvé sloZky, které se odecitaji:
a) reseni rovnice s pravou stranou a s nulovymi po¢. podminkami (odpovida 1.s¢itanci);
b) feseni rovnice bez pravé strany a s nenulovymi po¢. podminkami (odpovida 2.s¢itanci);

4) Porovnanim (1.62) a (1.67) je vidét, Ze jmenovatel pfenosu je charakteristicky polynom
rovnice (1.54);

5) Pomoci pravidel A)+ D) v kap. 1.14 je k pojmu pfenos mozZno dospét logickym usudkem bez
exaktnich postupl a znalosti Laplaceovy transformace. Tato cesta bude demonstrovana v kap.2
na dynamickém systému 2.radu.
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Pouziti rovnice (1.59) se da rozSifit i na nékolik dil¢ich subsystéml s obecné
oznadenymi prenosy F(s),F(s)...., které jsou spojeny za sebou, takZe vystup
predchazejiciho je vstupem systému néasledujiciho. Pfitom je nutno zarucit, Zze jde o tzv.
Lheintervenujici“ systémy, jejichz pfenosy se vzajemnym spojenim nezmeéni. Na jednotlivé
ptenosy F(s),F,(s).....je mozno se divat jako na algebraické souginitele a piisluné toky
signalt znazornovat blokovymi schématy. Bloky Ize spojovat i paralelné a jejich vystupy
sCitat. Néktera nejpotiebnéjSi pravidla tzv. ,algebry blokovych schémat® jsou uvedena
v nasledujici tabulce. Pfi Upravach schémat je nutno dodrZovat zakladni aritmeticka
pravidla pro praci se zavorkami atd.

Rovnocenna zapojeni prenosovych funkci

30. Seriové u y u y
zapojeni —_F g LT — kR
31. Paralelni u y
zapojeni > E"'Fz ’
32. Slouc¢eni Uy £ N
dvou vstupt ' 3y d - F M~
UA’ F * u2
33. Rozdéleni na u y u y
dva vystupy — F > T—LF
Y,
» F Y,
34. Posunuti bloku u, i y +
za sgitaci uzel — F " t '+T F =
B =2 1/F
35. Predsunuti bloku u ) y
pred S F —{>» —LF -
rozvétvovaci uzel u y
- 1F —
36. Zpétnovazebni u o+ = y
(antiparalelni) - 1 u = y
zapojeni — 1+F F> —>
P!

Priklad 16: Zapojeni 36 se zapornou zpétnou vazbou (nékdy téZ ,antiparalelni zapojeni®) je
zobrazeno v poslednim radku tabulky vievo. Jeho algebraicky zapis zni

(u —Fy )F1 =Y
a po upravé ziskame dtlezitou prenosovou funkci ve tvaru

yEs; __ Al
uls _1+Flis)F2‘sj (1.68a)
1.17 Frekvenc¢ni prenos

Vedle vahové a prechodové funkce je dalSi dulezitou charakteristikou dynamického
systtmu odezva na harmonické buzeni, vyuzivajici vlastnosti B) pohybové rovnice
v kap.1.14. Na rozdil od (1.55) budeme pFedpokladat realnou a konstantni amplitudu
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budici funkce, tj. 0=0, ¢, =0, ¢, =¢. Po odeznéni pfechodového dé&je (v tzv.
,Zzakmitaném* stavu) plati
_ jwt
u(r) =|K,| & - (1.69)
y(f):|K2|@J [é

Derivace jsou

ufe) = (jo) T | ™" = (jeo) Cas)

() = (o) |7 27" = (je) B(0)
Pfedpokladame-li obecné, Ze na pravé strané rovnice (1.54) se mohou vyskytovat i
derivace budici funkce az do stupné& m, nasobené konstantami g;, vychazi z puvodni
rovnice po dosazeni a Upravé

YO i) = w7 a;(jw) (1.70)

y(1) - 2imoli®) _|K,| 2% = G(jw) (1.70a)

ul) > p(e) 1K
Timto jsme zjistili amplitudu odezvy |K,| a jeji fazovy posuv ¢ vici budicimu signalu. Je

ziejmé, ze komplexni &islo G(jw)=|G(jw)@/? vzniklo z Laplaceova obrazu vahové
funkce (pfenosu) pouhou zaménou s = ja, srovnej s (1.67). Odtud se odvozuje i nazev
frekvenéni prenos, ktery je vyjadien jako funkce kmitoctu, tj. mnozina Cisel G(ja)) na
celém intervalu a)D(— oo,+oo). Graficky se zobrazuje nejlépe v komplexni roviné jako tzv.

frekvencni charakteristika nebo nadvakrat jako pribéh absolutni hodnoty a fazového
posuvu Vv zavislosti na kmito€tu (amplitudova a fazova charakteristika) podobné jako u
frekvenénich spekter.

Poznamky: 1) Pri znalosti vahové funkce g(t) by podle (1.60) platilo
y(e) = K| @' Ogr)=|Ki|[ e/ g (r)ar = |k | @' [T glr) @ ar =
(po rozdéleni na dva useky integrace)
- u(t) zﬁ [0 sle)@ar- j} =ul) (i) -u)] s(r)z " ar
Je nutno pripomenout, Ze stale pracujeme s Laplaceovou transformaci a predpokladame, Ze

u(t):0 pro t <0. Prvni integral v zavorce je ale L. obrazem vahové funkce pro s= ja (tedy

zaroven i jejim Fourierovym obrazem, pokud ovsem vahova funkce splfiuje podminku absolutni
integrovatelnosti (1.33)!!). Po integraci druhého s¢itance bychom obdrZeli uplny vztah pro odezvu

y(t) véetné pfechodového déje pri startu kmitani. Amplituda kmiti odezvy se ustali v ¢ase t — o,

ale po dosazeni spodni meze T =t — oo vychazi druhy integral nulovy. Tim se potvrzuje rovnice
(1.70a), ktera byla odvozena pro ustéaleny stav;
2) Frekvencni pfenos je podilem dvou polynomd, o jejichz ¢lenech vZdy plati, Ze

- sudé mocniny ( J a))Zk, k =1,2... jsou pro kladné i zaporné hodnoty kmitoctu realné shodné;

- liché mocniny ( jaJ)Zk_1 jsou pro kladné a zaporné hodnoty kmitotu ryze imaginarni a
komplexné sdruzené. Odtud vyplyva obecny zavér, Ze jak Citatel a jmenovatel zviast, tak cely
frekvencni prenos Ize rozloZit na realnou a ryze imaginarni ¢ast, pricemz

- realna Gast je sudou funkci kmitoétu, ReG(- jw)=ReG(jw)
- imaginarni Gast je lichou funkci kmitoétu, ImG(~ jw)=-ImG(jw), neboli
Gt jw)=|G(jw) @ =ReG(jw)x jImG(jw) (1.71)
(srovnej s analogickymi viastnostmi (1.19) Fourierova obrazu funkce f (t) )-
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Hodnoty frekvenéniho prenosu pro kladné a zaporné kmitocty jsou komplexné sdruzené,
tj. G(— Jj a)) =E(j_a)) a pro zaporné kmitocty je zbytecné je uvadét. Téz s ohledem na Eulerovy
vztahy (1.2) je moZno se omezit na interval kmito¢td wU] (0,+00) a pracovat pouze s budici funkci
sinat nebo cosat, kterd je pri experimentech na strojich realizovana specialnimi vibratory.

Méreni frekvenéni charakteristiky

A) Vedle méfeni odezvy na jednotkovy skok se y

otevira dalS§i moznost zjisténi vahové funkce pomoci

umélého rozkmitdvani systému na ruznych o]

kmitoCtech a uréovani amplitudy a fazového posuvu m| £

odezvy. Amplitudy a fazovy posuv dvou o

harmonickych signall 0 : u
u = Asinat, y = Bsin(ar + @) Asing

urime ze zaznamu v soufadném systému u,y, A

kterym je elipsa podle obr.1.14:

-je-liu=0,jetéz 1=0, takze y = Bsing Obr.1.14 Ur&eni fazového posuvu

-je-li y=0,je at =—¢, takZze u=-Asing dvou sinusovek z elipsy

Experimenty s vibratory jsou vSak pracné a Casové narocné, nemluvé o moznosti
poskozeni zkoumaného stroje dlouhodobymi vynucenymi kmity. Existuji vS8ak humanné;si
postupy vaci stroji, jak vyplyva z nasledujici avahy:

B) Je-li splnéna podminka absolutni integrovatelnosti (1.33), frekvenéni pfenos G(ja))
je zéarovel Fourierovym obrazem véahové funkce g(t), nebot vznikl z G(s) pouhou
zaménou s= ja. Pokud bychom byli schopni vybudit dynamicky systém cCistym
Diracovym impulzem (tedy na vSech kmitoétech a se stejnou amplitudou — viz obr.1.6),
Fourierovou transformaci zméfené odezvy g(t) ziskdme najednou vSechny hodnoty

funkce G(jw).
Poznamky: 1) Pfi délce méreni T a pouZitim DFT — viz kap.1.7 — ur¢ime pouze hodnoty G( j a)n)

pro kmitocty w, =n BZTE , n=0,1,2....N/2, N.... poc¢et zméfenych vzorki odezvy;

2) V nékterych pripadech ale funkce g(t) ht)=1+at |,
absolutné integrovatelnd neni.  Typickym /

pripadem je L. obraz v (1.51b). Jedna se o
velmi ¢asty tzv. proporcionalné — integracni

J(C' 1 Re
A 0 w—>00

—

=t - w=a

+

prenos u, ktery se v elektrotechnické 0o 1
S

a(t) A

»—=0
g(t)y=s(t)+an(t)

praxi realizuje obvodem sloZenym z odpord,
kondenzatori a operacnich  zesilovacd.
Pomoci napétového skoku na vstupu Ize
zméfit pfechodovou funkci napéti na vystupu 0 -t

a z jeji derivace urcit i funkci vahovou — viz | Obr.1.15 Pfechodova a vahova funkce (vlevo),
obr.1.15. frekvencni charakteristika (vpravo)
FourierGv integral vahové funkce sice pro proporcionalné integracniho ¢lenu

« — 0 nekonverguje, ale pro frekvenéni
prenos je presto mozné psat
. ia+a
G(jw)=1=
jw

s tim, Ze limwﬁOG( ja)):l— joo. Vtechnické praxi to znamena, Ze pri « — 0je amplitudové

(1.72)

zesileni nekonecné a odezva se opozduje za buzenimo —7/2 ;
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3) Stejna situace s konvergenci nastava u vsech prenosu, kde je mozZno ve jmenovateli vytknout
samostatny soucinitel s (tzv. ,astatické prenosoveé funkce®):
- predpokladejme obecny tvar prenosu (1.67). Je-li mozZno ve jmenovateli vytknout s , je koeficient

by =0 a podle véty 21 o kone¢né hodnoté originalu v kap.1.12 p/at/’

slel

Zz lblsl 1 bl
a tudiz nemize byt splnéna podminka absolutni integrovatelnosti (1.33).

g(OO) =lim,_, sG(s) =lim,_,

Pfi buzeni stroju realnym ,rozmazanym® impulzem (napf. uderem modalniho kladivka)
je tfeba provést F. transformaci obou signalt a frekvencni prenos vyhodnotit vzajemnym
srovnavanim na jednotlivych kmito¢tech podle vztahu

6ljeo,) = L4ga)
U(jw,)
Tento postup mize selhavat u konstrukci se spoji nebo vzajemné pohyblivymi dily. Ve
styénych plochach se projevi vyraznéjsi tlumeni (vlivem tfeni nebo olejového filmu) a pfi
slabém uderu klesne velikost amplitud v odezvé pod prah rozliSeni snimace.
C) SoucCasné zmérfeni vétSiho poctu hodnot frekvenéniho pfenosu je mozné téz
s vyuzitim principu superpozice, kdy budici signal je ,namichan“ ze souboru harmonickych
sloZek v potfebném kmito¢tovém pasmu (tzv. ,oknu®). Vznikly signal s charakterem Sumu
muze byt pfi krat§im trvani intenzivnéj§i a ve Fourierové obrazu odezvy se zvolené
kmitoCty opét objevi, takZze vyhodnoceni probiha podle (1.73).

1.18 Stabilita
Obecnou podminkou stability systému popsaného linearni diferencialni rovnici (1.54) je,
Ze jeji charakteristicka rovnice
B(s)=2bis' =

musi mit kofeny se zapornou realnou casti (tzv. stabilni Q(’)Iy), tj.

Re(p,)<0 (1.74)
Regeni obsahuje vyrazy e’ pro které potom plati
‘oo epit = 0
Pokud by kofeny byly ryze imaginarni (napf. p, =+;Q kde Q je realné Cislo), feSeni by
meélo tvar monoténnich harmonickych kmitd s kmito¢tem Q (viz Eulerovy vztahy (1.2)) a
systém by se nalézal na mezi stability. VétSina zndmych kritérii stability rdznym zplsobem
feSi podminku (1.74). PFi vySetfovani stability zpétnovazebnich obvodu je velmi uzite¢né
Nyquistovo kritérium, vyuZivajici tzv. Cauchyho teorém, obecné platici pro funkce
komplexni proménné (coz jsou i dfive zminéné pfenosové funkce).

1.18.1 Cauchyho teorém o zméné argumentu
1) Predpokladejme, Ze funkce komplexni proménné F(s) nema uvnitf néjaké uzaviené
kfivky C Z2&dné singularni body, pouze k; —nasobny nulovy bod q,. Lze ji proto vyjadrit

ve tvaru
_ k
Fls)=(s—a )1 ®,(s)
kde funkce dJl(s) rovnéz nema singularni body a je nenulova uvnitf C. Singularni body
nema tedy ani funkce ®) (s) Tzv. "logaritmicka derivace" funkce F(s) je

[In F(5)] :ﬁ F'(s) (1.75)

(1.73)

lim
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F(s)_kls—a) "o (s)+ Pils)s —a)" = &, ®ifs)
F(s) (s )1 @,(s) s—a ®s)
Tato funkce ma jediny singularni bod g, (p6l 1. fadu) a jejim rozvojem do Laurentovy fady

zjistime, Ze reziduum je
F'(s)|_
reZo | ) | = k,

2) Ma-li funkce F(s) uvnitf kfivky C pouze k, —nasobny pol a,, jeji Laurentiv rozvoj
obsahuje k, ¢lend se zapornym exponentem - viz (1.39c)

+oo b, +b_ —a,)+b. —a,) ...
F(S): zbn(s_az)n: T k2+1(s a2)+ kl;2+2(s az) + :(S_az)—k2¢2(s)
n=—k, (S - az)
Funkce ®,(s) a ®,(s) nemaji singularni body a jsou nenulové uvnité kiivky C.
Logaritmicka derivace

F'(s) _ —ky(s —ay) 2T 0, (s) + D) (s)(s —a, ) "k D) (s)

F(s) (s —a,) 2 @, (s) s=ay ®,s)
ma opét pouze jeden singularni bod a, a reziduum je

[

3) Pokud bude mit funkce F(s) uvnitf kfivky C &, —nésobny nulovy bod q; i
k, —nasobny pdl a,, kfivkovy integral z logaritmické derivace pfi ob&éhu C v kladném
smeéru (proti smyslu hodin) bude s pouzitim reziduové véty (1.39b)

TEIPRYET M

Po zobecnéni tohoto zavéru na vétsi po€et nulovych bodu i pélu uvnitf C plati

§ I; ((5)) ds =2jn(N - P) (1.76)

kde N je soucet nasobnosti vS§ech nulovych bodi a P soucet nasobnosti vSech polu.
Dale vyjadiime funkci F(s) ve tvaru

F(s) = |F(s)|ej¢
lnF( ):1n|F( ){+j¢
) o) e

F . .
3§ S)ds:§d[ln|F(s)‘]+]§d¢:](¢2—¢1)
C+ F(S) C+ C+
kde @, je pocatecni Uhel (argument) Cisla F(s) a ¢, jeho koneény uhel pfi obéhu &isla s

po kfivce C v kladném smyslu.

Integraci vychazi

=
—~

Poznamka: Krivkovy integral z totalniho difrencidlu d |_1n|F (s)” po uzaviené kfivce je nulal!

Zména argumentu funkce F(s) mezi vychozim stavem @, a koneénym stavem @, je po
srovnani s (1.76) rovna

Aarg F(s)=¢, - ¢, =2n(N - P) (1.77)
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Vztahem (1.77) je vyjadren tzv. Cauchyho teorém o0 zméné argumentu:

Obéhne-li ¢islo s kfivku C v kladném smyslu, priristek argumentu Cisla F(s) je
roven 277(N—P), kde N je soucet nasobnosti nulovych boda funkce F(s) aPje
soucet nasobnosti jejich polu, lezicich uvniti C. Je-linapf. N=1a P=3, &islo F(s)
zméni argument o —47, tj. obéhne dvakrat pocatek ve sméru hodin.

1.18.2 Nyquistovo kritérium stability

Toto kritérium vychazi ze znalosti prenosové funkce rozpojeného obvodu (oteviené
smycky), na zakladé které Ize usuzovat na stabilitu obvodu se zapornou zpétnou vazbou
(viz pravidlo 36 a pfenos (1.68a)). Stabilita musi byt zaru€ena v kterémkoliv misté obvodu,
takze ji Ize vySetfovat napfiklad na vystupu prenosu F,(s). V obr.1.16 jsou proto oba
prenosy slouceny do jediného, ktery je oznacen symbolem Fo(s) (tzv. pfenos oteviené

smycky) a staci zkoumat obvod s jednotkovou zpétnou vazbou.

_.?_‘“ Y R (s) >

Obr.1.16 Obvod s jednotkovou
zapornou zpétnou vazbou

PFenos oteviené smycky je podilem dvou polynom

Fy(s)= Zm((j)) m<n (1.78)

Kofeny rovnic Qm(s) =0, 0, (s) =0 jsou nulové body a podly oteviené smyCky. Pfenosova
funkce uzavrené smycky je

y(S) — FO(S) - Qm(s) (1 79)
M(S) 1+F0(s) Qm(s)+Qn(s)
Poznamky: 1) Stuperi jmenovatele v (1.78) i (1.79) je stale roven n, jinymi slovy pocet pdlu (tzv.
rad systému) se uzavienim zpétné vazby nezméni (velikost poli samoziejmé ano!!);

2) Pfenosové funkce oteviené i uzaviené smycky maji stejné Citatele, tj. stejné nulové body.
Charakteristicka rovnice uzaviené smycky je

1+ Fy(s)=1+ 0,(s) - 0, ()+0,5) _ (1.79a)
0,(s)  0Q.ls)
Ma-li byt uzaviena smycka stabilni, nesmi lezet kofeny jeji charakteristické rovnice
1+ Fo(s¥= 0 v kladné komplexni poloroviné. Hranici zakazané oblasti pro vyskyt nulovych
bodu funkce 1+ Fo(s) (coz jsou zaroven poly pfenosu (1.79) uzaviené smycky) je tedy
kiivka C na obr.1.17, tvofena imaginarni osou a nekonecné velkym obloukem, tj.
mnozinou &isel s = Re’?  kde R - o a ¢0(-7/2,+7/2).
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Poznamka: Bod s =0 je ze zakdzané oblasti vyjmut tim, rico Im rovina s
Ze kiivka C se mu vyhyba nekone¢né malym oblouckem J C
s=re’?, kde r - 0. Systém s polem s=0 totiZ neni Q
nestabilni, nybrZ astaticky (ma integracni charakter). Nelze <7
srovnavat nestabilni obvod  (jehoZ vystup narista nade +0
vsechny meze i pfi absenci vstupniho signalu) s obvodem , R Re
integracnim, jehoZ vystup je integralem vstupu a tedy nardsta -0 \Cb
nade vsechny meze pouze v pripadé trvalého, byt malého
nebo velmi pomalu se méniciho vstupu. Astatické obvody
byvaji nékdy zahrnovany do kategorie obvodu stabilnich. joo
Cauchyho teorém aplikovany na kfivku C a funkci Obr-1.17 Zakazana oblast
1+ Fy(s) zni vyskytu poli uzaviené smycky

Aarg[l+ Fy(s)] =2n(N - P)
Podle vySe uvedeného zakazu ale musi byt N =0, takze podminka stability uzaviené
smycky je

Aarg[l+ F,(s)|=-2nP, N=0 (1.80)
neboli podet ob&hu &isla 1+ F,(s) okolo podatku v zaporném smyslu je roven souétu
nasobnosti P véech polti funkce 1+ F,(s), leZicich uvniti C.

Funkce Fy(s) a 1+ F,(s) maji ale tytéZ jmenovatele - viz (1.78), (1.79a), tedy i poly
v€etné souctu jejich nasobnosti. Dale plati, Ze pocet obéhu funkce 1+ Fo(s) okolo pocatku
je roven poctu obéhl Fo(s) okolo bodu —1, takze Nyquist mohl formulovat své kritérium
stability nasledovné:

A) Pro stabilitu uzaviené smycky je nutné, aby pii obéhu cisla s v_kladném
smyslu po krivce C, obklicujici celou kladnou komplexni polorovinu, byl pocet
obé&hu &isla F,(s) okolo bodu —1 v zaporném smyslu roven souétu nasobnosti P
nestabilnich polu oteviené smyc¢ky, tj.

Aargc+lF0 (s)] = =27P (1.81a)

Toto tvrzeni je zalozeno na tzv. konformnim zobrazeni, pomoci kterého je urcita
mnozina bodli z tzv. "roviny s" zobrazena na jinou mnozinu bod v "roviné Fy(s)".
Konformnim obrazem celé kfivky C z obr.1.17, kde zobrazujici funkci je pfenos oteviené
smy&ky Fy(s), je tzv. Nyquistova k¥ivka. Zdiraznéné smysly ob&hu maji pro posouzeni

stability zasadni dulezZitost, je vSak mozné je navzajem zaménit a Nyquistovo kritérium
vyslovit i jinak:

B) Pro stabilitu uzaviené smycky je nutné, aby pfi obéhu Cisla s v_zaporném
smyslu po krivce C, obkli¢ujici celou kladnou komplexni polorovinu, byl pocet
obé&hu ¢isla F,(s) okolo bodu -1 v kladném smyslu roven souétu nasobnosti P
nestabilnich pola oteviené smycky .ij.

Aargc_[FO (s)] =+27P (1.81b)

Zaporny smysl obéhu hranice C (verze B) totiz Iépe odpovida zavedené zvyklosti
postupu po imaginarni ose v pofadi s =—joo, jO_, jO,,+ joo. Tato samotna se zobrazi na
mnozinu Fo(ja), tj. na frekvencni charakteristiku oteviené smycky, zminénou v kap.1.17.

Pfiklady jsou na obr.1.15 nebo obr.2.8 a obr.2.16, kde ovSem do Uplnosti chybi obrazy
zaporné ¢asti imaginarni osy.
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Poznamka: V literature se nékdy rozlisuje Nyquistova kiivka (konformni obraz celé hranice C, at
JiZ pfi kladném nebo zaporném smyslu jejiho obéhu) a frekvencni charakteristika, ktera je obrazem
pouhé imaginarni osy. Pro zjiSténi poctu obéhti okolo bodu —1 je vyhodné uvadet uplny prabéh.

Nejasnosti okolo zobrazeni kruhovych obloukd s poloméry r — 0,R — o budou

objasnény v nasledujicich pfikladech. Zobrazeni pulkruhu s = Re’? necini potize, nebot u
prenosovych funkci realnych systému je vzdy m<n, takze limita pro R — o dava vzdy
kone¢né Cislo. UrCeni obrazu pulkruhu r — 0 ale mize vést na déleni nulou (u
astatickych prenosu, obsahujicich &isté integracni ¢leny).

Priklad 17: UkaZeme konformni obraz krivky C pri jejim zaporném smyslu obéhu (ve
sméru hodin), viz obr.1.18 vievo. Zobrazujici funkci je pfenos 2. fadu, ktery bude podrobné
zkouman v kap.2 (viz napr. (2.17)):

K
Fyls)= (1.82)
ol s?/Q2+2¢ 5/Q+1
VSechny konstanty jsou kladné: K >0, Q >0, ¢>0. Uplny obraz kiivky C (Nyquistova kfivka

funkce F (s) ) je na obr.1.18 vpravo. Odpovidajici si UseKy vzoru i obrazu jsou vytaZeny stejnym
typem &ar. Useky C na imagindrni ose (ti. éisla s = ja v pofadi — joo,—j0,+j0,+joo ) se
zobrazi do silnych ¢ar, z nichZ pro praxi je relevantni pouze piné vytaZena éast, ktera je obrazem
kladné imaginarni osy (srovnej s obr.2.8).

rovina s

5
2

¥——————t——————X
R, SG——

o

+

0br.1.18 Nyquistova kiivka systému 2.fadu pri zdporném smyslu obéhu hranice C

Pro kruhové oblouky r,R dosadime do rovnice (1.82) vztahy
s=re?, ¢0 (- 71/2,+ 1/2) ... slaba carkovana cara
s=Re’?, ¢0(+n/2,-n/2) ... slaba pina céra.
Obrazy téchto oblouk( jsou slabé vytaZené obloucky, které pro limitni hodnoty r — 0, R — o

splynou do bodii K a 0. Obrdzek doklada obecny typicky rys Nyquistovych krivek, kterym je
soumérnost okolo realné osy, nebot komplexné sdruZené dvojice Cisel s se zobrazi opét do
komplexné sdruZenych dvojic F, (s)

Smysl obihani malych oblouckl okolo bodii K a 0 v pravém obrazku si ujasnime dosazenim
néjakych kladnych realnych ¢&isel s, = r <<1, s, = R >>1 do (1.82). Pouhym odhadem zjistime, Ze

Jjejich obrazy budou opét kladna realna ¢isla F; (r) <K a F, (R) << K. Cislo s; = jQ se zobrazi

do bodu na zaporné imaginarni ose F, ( jQ) = % (viz téz (22a)).
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Doplinime-Ii prenos F (s) zapornou zpétnou vazbou podle obr.1.21 (bez integracniho ¢lenu, tj.
k=0), nebude stabilita uzaviené smycky pfi libovolné kladné velikosti konstant K,Q,¢

ohroZena. Poly funkce (1.82) jsou p;, =—¢Qx jQ41- ¢* a maji vidy zapornou redinou éast,

takZe nemohou leZet uvniti C a pri kontrole stability podle Nyquistova kritéria dosazujeme P =0 .
Pocet obéht Nyquistovy kfivky okolo bodu —1 je evidentné téZ nulovy, takZe podminka (1.81b) je
splnéna.

Stanoveni poc¢tu obéhu okolo bodu -1

vvvvvv

bodu —1 uzite€na nasledujici graficka pomucka:

- z bodu —1 vedeme polopfimku p v libovolném sméru a pfi postupu po ni smérem z
pocatku registrujeme jeji praseciky s Nyquistovou kfivkou pfibihajici zprava i zleva

- pocet praselika zprava zmenseny o pocet zleva je poctem obéhu v kladném smysiu.
V obr.1.18 je timto zplisobem potvrzena hodnota Aarg_[F,(s)]=0.

Nestabilni oteviena smycka

Nastane-li pfipad, ze pdly pfenosu Fo(s) oteviené smycky lezi uvnitf C, je tato sama o
sobé nestabilni. Z pfedchoziho vykladu je ale zfejmé, ze jeji nestabilita nevylu€uje stabilitu
smyc¢ky uzaviene - viz dalsi pfiklad.

Priklad 18: Prenosova funkce oteviené smycky je
s+0,2
Fy\s)=K =, K> 1.83
o(s) (=) K20 (1.83)
Nulovy bod je n, =-0,2 a poly p, =0, p, =1. V zakazane oblasti lezi jednonasobny pol p,,

lakZe oteviena smycka je vZdy nestabilni a pro uréeni stability uzaviené smycky je smérodatna
hodnota P =1. Zvolime kladny smysl obéhu hranice C, viz obr.1.19 vlevo, takZe je relevantni
varianta A Nyquistova kritéria. Upiny tvar Nyquistovych kfivek pro dvé vybrané hodnoty konstanty
K je na obr.1.19 uprostred a vpravo. Pfi zobrazeni kruhovych obloukt kfivky C jsou na rozdil od
prikladu 17 prevraceny hranice intervalt uhlu @ :

s=re’?, ¢O(+m/2,-m2)
s=Re’?, ¢O(-m2,+m2)

Cislo s=re? se vyhyba pocatku malym oblouckem r — 0 v zdporném smyslu pod thlem
¢ (+ m2,-m 2) a pri jeho zobrazeni je treba vysetrit déleni nulou pomoci limity

. je + -j¢
lim, Fo(re’¢)= lim, K .’: .¢0’2 =-0,2K lim, _,4—
re’?\re’? -1 r

_02K
r

_ o0, které se

r-0

Vysledkem je komplexni ¢islo s nekone¢né velkym modulem ‘F(’)(re”’l

pohybuje po nekonecné velké pulkruznici ve smyslu kladném (proti sméru hodin) v intervalu
argumentt l/ID(+ m2,-mf 2). Uvahu Ize zkontrolovat dosazenim néjakého malého kladného
realného ¢isla s, =r - 0, do (1.83). Vysledkem je opét realné, ale velké zdporné cislo
-0,2K
Fy(r)=—

malého obloucku okolo pocatku, probihajiciho bodem na kladné realné ose
R+0,2

— —oo . Naopak oblouk s velkym polomérem R — o se zobrazi do nekonecné
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) rovina s rovinaF,(s) ___K(*0) Im rovinaF,(s) ___K(*i0) Im
+J oo /,r-” /,,—/'
Fy(R)
y v
+0 0 7 R . /
: T 0
P x S AN \
01 “ i T
1 % K=0\1\§ :‘ p K=2\r\5 /:
v Aarg, JE (s)=+2n A Aarg {F (s)]=-2n A
H N I| \\\\ i
R A . S
joo! P=1 Fi(0) % F(0)
Kladny smysl obéhu C | Uzaviena smycka nestabilni Uzaviena smycka stabilni

0br.1.19 Kladny smysl obéhu hranice C, Nyquistovy kiivky nestabilni oteviené smycky

Zména konstanty K ovlivni pouze méfitko souradnych os, nikoliv tvar krivky. Dojde pouze k
pohybu bodu —1 po redlné ose, ¢imz se muZe zménit pocet jeho obéhu. Napr. pro K =0,5
zjistime vyse wuvedenou grafickou metodou jeden obéh v kladném smyslu, .
Aarg., [FO (s)] =+2n, takZe podminka (1.81a) neni pro P =1 spinéna a uzaviena smy¢ka bude

nestabilni. Pro K =2,5 zjistime jeden obéh v zaporném smyslu a podminka stability je spinéna,
nebot Aargc+[F0(s)] =-=27P = -271. S ndrustem konstanty K (tzv. "statického zesileni" ) je tedy

uzavfena smycka stabilizovana.

Pokud bychom obrétili smysl obéhu hranice C na zdporny, obréti se i smysl Sipek u Nyquistovy
krivky a podle vztahu (1.81b) varianty B dojdeme ke stejnym zavéram.

Stabilitu je moZno kontrolovat i algebraicky vypocem korenl( charakteristické rovnice uzaviené
smyCky podle (1.79a):

s+0,2
1+ F,(s)=1+K 5 =0
0 (S) sls—1
a Uprava vede na snadno fesitelnou kvadratickou rovnici
s +(K-1)s+0,2K =0 (1.83a)
Koreny (poly uzaviené smyCky) jsou
—K++K*- +
5= 1-K+ K2 28K +1 (1.83b)
Pro rizné hodnoty zesileni v intervalu Im
KO(0,0) vypini ¢isla sy,s, v 093 P
komplexni roviné tzv. geometrické
misto _kofend uzaviené smycky K=2,38
(zkratka GMK) - viz silné vytaZené ] i s
v . . <7 { O ~e
cary v obr.1.20. Pro K=0 je z K=2,5 K=25 ™ D,
(1.83a) ziejmé, Ze koreny uzaviené i K=05
oteviené smyCcky se shoduji, .
$1 = Pis §) =Ppy. ZvySovanim K 05 N K=
1 -0.5 0 0.5 1

bychom - zjistll, - ze  cisla 5,5, Obr.1.20 GMK uzaviené smycky.

"startuji” z bodi p,,p, ve smeéru oteviena smycka (1.83)

Sipek,  postupné se premisti na
kruznici se stfedem v nulovém bodé oteviené smycky n; apro K — o skon¢i pdl s, v bodé n; a

ol s, v zaporném nekonecnu. Pro vybrané hodnoty K jsou éislas, , vyznacena étvereéky a z
2 1,2

(1.83b) je ihned patrné, Ze podminka stability Re(sl,2 ) <0 je splnéna pro K >1.
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V pripadé K =1 (tzv. "kritické zesileni") plati
81 2krit = +j,/0,8/2=20,447
Uzaviena smycka je pravé na mezi stability a
kmita ~monoténnimi  kmity s kmitoctem
0,447rad /s . Nyquistova krivka oteviené
smyCky by v tomto pripadé probihala pravé
bodem -1, takZe by nebylo mozZné
jednoznacéné stanovit pocet jeho obéhu. Na . -
obr.1.20a jsou odezvy na jednotkovy skok K /

(pfechodové funkce) uzaviené smyCky pro -1 S
razné velikosti zesileni K .

Oteviena smycka s vicenasobnym 2 5 10 15 t[s] 20
astatizmem ] _ ] ] Obr.1.20a Pfechodové funkce uzaviené
Jeden integraéni c¢len (jednonasobny smycky, oteviena smycka (1.83)

astatizmus) v pfenosu (1.83) zpusobil
déleni nulou, takze pocCatek komplexni roviny se v obr.1.19 zobrazil na &arkovanou
pulkruznici s nekone¢né velkym polomérem. Ukadzeme dale vliv vicenasobného astatizmu.

Priklad 19: Oteviena smy¢éka obsahuje pFenos 2.Fadu a k - nasobnou integraci
Fyls)= i 27~2 K )
s (s /Q +2Cs/Q+1)

Jde o velmi casty a dllezZity typ prenosu, vyskytujici se zviasté v oblasti elektrickych a

hydraulickych regulacnich pohont v pripadé, Ze k =1. Prenos (1.82) byl zviastnim pripadem pro
k = 0. Vysetrime stabilitu tplného zpétnovazebniho obvodu podle obr.1.21.

(1.84)

TG SN P I Jal oy,
k

Obr.1.21 Obvod s k — nasobnou integraci a s jednotkovou zdpornou zpétnou vazbou

Zvolime zdporny smysl obéhu krivky C stejné jako v obr.1.18. Nejasnosti v konformnim
zobrazeni mohou vzniknout pouze u puloblou¢ku okolo pocatku, kde je treba urcit limitu
K e—jk¢

e (r2e2j¢/92 +2¢re’?/Q + 1) = Klim, o= 5

lim, _, F, (rej¢)= lim Z
r

— 0. Cislo s se na kfivce C lokalné vyhyba poéatku v
r-0
Kladném smyslu s dhlem @ 01(~ 71/2,+1/2), takZe Gislo Fy(s) probéhne thel @ O (+ kn/2,~k n/2)
ve smyslu zdporném, tedy k —krat po nekonecné velké pulkruznici ve sméru hodin. Na
obr.1.22a,b jsou zobrazeny dva pripady pro stupné astatizmu k=1, k=2. VZdy je vidét, Ze

takZe modul obrazu je |FO (s){ =

Lk
r

uzaviena kfivka C se zobrazi opét na uzavienou Nyquistovu kfivku, coZ je dalsi z obecnych
viastnosti konformniho zobrazeni. Pocet obéhi bodu —1 na obr.1.22a je Aarg_[F,(s)]=0, u

obr.1.22b vychazeji dva zaporné obéhy, t.

Narg._|Fy(s)]=—4n.
Prenos oteviené smycky (1.84) ma pdly p,, = ~Q+ jQ\J1-¢* a déle k —ndsobny pdl v
pocatku ps, py4.....=0. VSechny pdly tedy leZi vné hranice C, takZe pro rozhodovani o stabilité

uzaviené smycky je smérodatna hodnota P =0 (v takovém pripadé je Ihostejné, obihame-Ii kiivku
C v kladném nebo zaporném smyslu, nebot vztahy (1.81a) i (1.81b) jsou pro P =0 totozZné!).
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Pro stabilitu uzaviené smycky je tfeba, aby pocet obéhl kiivky F (s) okolo bodu —1 byl rovnéz

nulovy.

V pripadé k =1 na obr.1.22a lezi prisec¢ik Nyquistovy kiivky s redlnou osou vpravo od bodu
—1 a pomoci grafické metody s polopfimkou p zjistime, Ze podminka stability je splnéna. Nemusi
tomu ale byt vZzdy, protoZe pri zvétseni konstanty K se umérné zvétsi vsechny hodnoty éisel
Fy (s) (jinymi slovy zméni se méritko souradnych os) a bod —1 se posune doprava. Bude-li pro

polohu praseciku a platit, Ze |a| >1, pocet obéhu se zvétsi na dva v zaporném smyslu a uzavi‘end

smycka se stane nestabilni. Pomér 1/ |a| je tzv. bezpecnost zesileni a udava, kolikrat je mozno

zvetsit konstantu K pro dosaZeni meze stability.
R(0) Im  rovina Ry (s)

s
7
’
’

&g [F (5)]=0

AT I

k=2

7
-,
”

7
s

Aarg_[F ()]=-4n

Obr.1.22b Frekvenéni charakteristika

Obr.1.22a Frekvencéni charakteristika
obvodu 4.radu, stuperi astatizmu k=2

obvodu 3.radu, stuperi astatizmu k=1

V pfipadé k=2 na obr.1.22b je bod —1 obklicen frekvenéni charakteristikou oteviené
smyCKy stale dvakrat bez ohledu na svoji polohu, takZe uzaviena smycka bude vZdy nestabilni, at
je konstanta K jakakoliv.

Priklad 20: Oteviena smycka obsahuje pfenos 2.radu a 1- nasobnou integraci
Algebraicky vypocet kofend charakteristické rovnice uzaviené smycky je na rozdil od pFikladu
18 ztizen tim, Ze jde o rovnici nejméné 3.stupné. UkaZeme ale jednoduchy zpdsob, jak urcit
alespori mez stability pro pripad jednonasobného astatizmu, ktery vede na rovnici kubickou:
- dosazenim (1.84) do (1.79a) a po upravé pro k =1 vychazi

52 +20Qs* + Q%+ Q*K =0 (1.85)
Koreny uzaviene smyCky oznacime s, , 5, takZe mozny tvar rovnice je téz
(s—5,)(s=5,)(s—55)=0 (1.85a)

PfFi Feseni je sice moZno pouZit znamé Cardanovy vztahy, ale pro nalezeni meze stability Ize tento
nepohodiny postup urychlit, nebot alespori jeden korfen bude ryze imaginarni (pfesnéji Feceno
budou existovat dva kofeny komplexné sdruZené s, , = * ja ) a musi platit identita
.3 . \2 2. 2 —
(jan) +26Q(jay )’ + Q% jey +Q*K =0
Rovnici rozloZime na dvé samostatné podminky pro realnou a imaginarni ¢ast
. \3 2.0

(ja)' +Q” jeay =0

2¢Q(je ) +Q*K =0
kde hledanymi veli¢inami jsou @ (kmitocet uzaviene smyCky na mezi stability) a prislusne
“kritické“ zesileni K . Resenim vychazi

(1.85b)

Qi = Gy =Q (1.86)
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K. =2¢Q (1.86a)
Prvni dva kofeny charakteristickeé rovnice uzaviené smyCky na mezi stability jsou tedy s, , =% jQ

a tfeti zjistime roznasobenim (1.85a) a srovnanim s (1.85):

= 515583 = Q° K
Dosazenim s,, vychazi sy =—K,,;, . Uzaviena smycka bude stabilni pfi K < K, .
Geometrické misto korenu uzaviené smycky

Na obr.1.23 je Sipkami na silnych ¢arach znazornén pohyb korent uzaviené smyCky pfi zméné
zesileni K . Je uvaZovan v praxi nejcastéjsi pripad, kdy ¢ <1 (tzv. podkritické

pomérné tlumeni - viz kap.2). Pro K =0 jsou
koreny char. rovnice uzavfené smycky (1.85)
totoZné s poly oteviené smycky, takZe stejné
jako v prikladu 18 na obr.1.20 startuji ¢isla
S123 pii K=0 z bodi p,, 5. Jejich poloha | | px|

o 3
0\\

na mezi stability pri kritickém zesileni K,,;, je

|

|

|
vyznacena cCtverecky a pro K — o ubihaji po s, i p.=0 Re
vsech trech vétvich GMK do nekonecna. |

Poznamka: Povsimnéme si rozdilu u P s,
priklada 18, 19 ve viivu zesileni K na \
stabilitu. Jeho narast v prenosu (1.83) vede

ke stabilizaci uzaviené smycky (kofeny s, , se

&

v obr.1.20 posouvaji do levé komplexni
poloroviny), kdeZto u prenosu (1.84) je tomu

naopak. Kofen s; je sice na obr.1.23 stale

Obr.1.23 GMK uzaviené smycky pri pfenosu
oteviené smycky (1.84), k =1, ¢ <1

vlevo od imaginarni osy, stabilita je ale ohroZena pfemisténim kofendi s, , vpravo pfi K > K. .

Priklad 21: Oteviena smycka obsahuje prenosy 1. a 2.Fadu a 1 - nasobnou integraci

Fyls)= K \ (1.86b)

s(zs + 1)(52/92 +2¢s/Q+ 1)
Blokové schéma je na obr.1.23a. Jedna se o Casty pripad elektrohydraulického pohonu, kde
prenosem 1.fadu je vystizeno chovani Fidiciho ventilu (tzv. servoventilu) a pfenosem 2.fadu je
popsan hydromotor. Postup nalezeni meze stability je podobny k pfikladu 20.
u K 1 y

— 1 :

2
- |Lzs+1 s_+2_s+1

1
s

G
O Q

Obr.1.23a Obvod s jednonasobnou integraci a prenosy 1. a 2.radu

Charakteristicka rovnice uzaviené smycky je
2
N IR S I QD R (1715 S B P P o S
s(Tsl)(Q2 QSIKQZS Qst rT+a s s+K=0
Dosazenim hledaného ryze imaginarniho kofenu s = jc , ktery prislusi mezi stability, ziskame dvé
podminky pro realnou a imaginarni ¢ast

T 2¢ _
@0)4 —(T+E)aﬂ +K =0

(2¢r | 1 .
(X gr e+ w=0

Upravou druhé podminky vychazi kmitoéet na mezi stability
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Q
W, = (1.86¢)
it J2crQ +1

Jeho dosazenim do prvni podminky a po upravach vychazi kritické zesileni

1°Q2 +2¢1Q +1
K =260 L (1.86d)
(2¢1Q +1)
Pri T =0 se nutné vracime ke vztahum (1.86) a
(1.86a) z prikladu 20. 1501
Geometrické misto korfenu uzaviené smycky je _
na obr.1.23b. Na rozdil od obr.1.23 pribyl jeden | 100- - :
pol oteviené smycky p, =-1/1 a tim i dalsi vétev, ' ' . (_;_-,_//
na které se nalézaji kofeny uzaviené smycky 50+ 1Ot
s3,8,. O stabilité rozhoduji nadale kofeny s,,s, . Pri '
. PPN o . 0 | Re
jiném rozloZeni poli  p,,, ale muaze dojit 0,
k ,prehozeni* smérd vétvi GMK a rozhodovat
budou koreny s,,s, . -0 =-J Oy
Poznémka: Velmi éasto byvd Q=1 a ¢=0,5. | _100 |
Potom je @, =0/N2 a K wie =0,75Q  (na
rozdil od pFikladu 20, kde by wyslo | “1°0 _
w,, =K., =Q). 200 -150 -100  -50 0 50
M 1t v ., Obr.1.23b GMK uzaviené smycky obvodu
ez utlumu pri regenerativnim S otevienou smyckou podle (1.86b)

rozkmitavani
V nékterych technickych aplikacich (napf. u tzv. samobuzeného kmitani obrabécich
stroju - viz kap.5) nastava situace, kdy vstupnim signalem stabilniho obvodu se stava jeho
vlastni vystupni signal, vznikly v pfedchozim pracovnim cyklu. Vznika tak riziko
postupného narastani amplitudy kmitd na vystupu. Obecna podminka stability (1.74) je
sice splnéna, ale musi byt dale zpfisnéna podminkou, aby pfi harmonickém buzeni
obvodu libovolnym kmito¢tem nedoS$lo ke zvySeni amplitudy kmitani na vystupu. U
frekvenéniho pfenosu (1.70a) tedy musi pro vSechny kmitocty a platit
G(ja) <1 (1.87)
Poznamka: Tento poZadavek nevyluéuje pfitomnost rezonanéniho prevyseni na amplitudové
frekvencni charakteristice!!

Jedna-li se o zpétnovazebni obvod s pfenosem oteviené smycCky Fo(s) podle obr.1.16,
musi frekvenéni pfenos uzaviené smycky (1.79) vyhovét rovnici

Fo(jw)
1+ Fy(jw)
neboli  |Fy(ja)<[i+Fy(ja) a po vyjadreni absolutnich hodnot

<1 (1.87a)

JRE2 Fy +Im’ F, </(1+Re F, ) +Im* F,
PovySenim na druhou a jednoduchou Upravou ziskame podminku potladeni
regenerativniho rozkmitani uzaviené smycky

Re Fy(ja)=-1/2 (1.88)
Ze vztahu (1.87a) a (1.88) vyplyva obecné pravidlo pro tzv. mez utlumu:
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Ma-li byt regenerativni rozkmitavani zpétnovazebniho obvodu utlumeno, musi byt
absolutni hodnota (amplituda) frekvenéniho prenosu uzaviené smycky mensi nez
jedna, neboli realna ¢ast prenosu oteviené smy¢éky musi byt vétsi nez —1/2.

Mezni pfipad je znazornén na obr.1.23bb vievo. Frekvenéni charakteristika uzaviené
smycky se pravé dotykd jednotkové urovné na kmitoCtu «, takZe pfi regenerativnim
procesu se kmitani vystupniho signalu ustéli na konstantni amplitudé a kmitoCtu «.
Vpravo je zachycen pfipad prekroceni meze Utlumu a rizikova oblast kmitoctd, které jsou
regenerativnim procesem zesilovany, je vySrafovana.

1

—— Prekro¢eni meze utlumu

Dosazeni meze utlumu
na kmitoctu

Fo(joo.) ‘;1

1+F; (joy)

==\

V & M I
| E%?e F<-0,5

Re F,(jo,) =-0,5
0,  [rad/s] ® [rad/s]
Obr.1.23bb Mez utlumu (vlevo) a jeji prekro¢eni (vpravo)

Zjednodusené Nyquistovo kritérium

Vysledky prikladu 19 svadéji ¢asto k nepresné a zjednoduSené formulaci Nyquistova
kritéria, ktera je pravdivd pouze pro P =0, ti. v pfipad&, ?e oteviena smycka Fy(s) je
stabilni (nebo ma navic astatizmus):

Pro stabilitu uzaviené smycky je treba, aby frekvencni charakteristika oteviené
smycky F, (ja) neobklicovala bod —1. Smysl obihani hranice C je pritom lhostejny.

Na obr.1.23c je znazornén pfipad, kdy frekvenéni charakteristika oteviené smycky
F, ( ja) dvakrat protina zapornou realnou osu a obkli€uje bod —1, takze uzaviena smycka
je nestabilni. Pfidame-Ili do pfimé vétve v obr.1.16 konstantni pfenos (zesileni) K, bude
celkovy pfenos oteviené smycky roven KFO(ja) a v obr.1.23c se to projevi pouze

zmeénou meéfitka v obou soufadnych osach.

|
i
:

-0,5

Pfi hodnoté K =K, =1/a; se prisecik A premisti Im

vpravo do bodu —1 a dal§im snizenim na K < K,, bude ©=0 Re
uzaviena smycka stabilizovana. Stabilizace je vSak
moznd i zvySenim zesileni na hodnotu K,, =1/a, tak,
aby se do bodu —1 pfemistil bod A,. V oblasti hodnot
zesileni K, <K<K,, je uzaviena smycka tzv.
podminéné nestabilni.

0

Zavér
Nyquistovo kritérium ma velky vyznam hlavné v
oblasti experimentalni pfi zapojovani a oZivovani

zpétnovazebnich obvodd. Oteviena regulacni smycka Obr.1.23¢c
byva Casto realizovana jen sériovym spojenim prvku, Podminéna nestabilita

jejichZ vlastnosti jsou bud’ pfedem znamé nebo snadno

a bez rizika experimentalné zjistitelné. VétSinou je téz stabilni a lze tedy aplikovat
zjednodusenou verzi pro P=0. Prabéh jeji frekvenéni charakteristiky okolo bodu -1 je
nasledné mozno upravovat pfidavnymi €leny tak, aby se mu vhodnym zpusobem vyhnula.
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1.18.3 Aproximace dopravniho zpozdéni

Zakladem pro odvozeni obecného Nyquistova kritéria je Cauchyho teorém o zméné
argumentu, ktery plati pro funkce komplexni promé&nné, nemajici podstatné singularity.
Tento okruh funkci byl ale v dal8ich krocich dikazu zuzen na raciondlni pfenosové
funkce, tedy na linearni obvody. Presto byva kritérium aplikovano (z hlediska
matematického nékdy ne zcela spravné) i na obvody s jinymi typy pfenosu.

Castym ptipadem je obvod s dopravnim zpozd&nim. Je-li vstupnim signalem funkce
u(t) vystupem je taz funkce, ale posunuta o ¢as a vpravo, tj. y(t) = u(t —a()J, samoziejmé
s respektovanim podminky, Ze y(r)=0 pro r<a!! Pouzitim pravidia 3 v kap.1.12
obdrzime transcendentni pfenosovou funkci

Hs) 2 s (1.89)
u(s)
Frekvencéni charakteristikou pfenosu dopravniho zpozdéni e v komplexni roviné je
jednotkova kruznice (viz obr.1.24a), tj. amplituda je stale jednotkova a fazovy posuv roste
linearné s kmitoctem:

ajw

¢=—-aw (1.89a)
Pokud potfebujeme vyjadfit dopravni zpozdéni linearnim zplsobem, tj. racionalni
prenosovou funkci, nabizeji se pro vztah (1.89) ruzné zpusoby pfiblizné aproximace,
z nichZz zminime dvé. Podminkou je, aby stupeni Citatele byl maximalné stejné velky jako
stupen jmenovatele - viz (1.78):
1) PouZiti rozvoje do Taylorovy mocninné fady podle znamého vztahu

n

SR

n=0 n!
Funkci e”® proménné s upravime pfedem do tvaru
s = e—as/Z

+as/2

a rozvineme zvlast Citatele i jmenovatele. Vysledkem je podil dvou nekoneé&nych fad
$(ca)

—as nm0 2" _1-as/2 +(as)2/8 —(as)3/48+...
© (+as)"  1+as/2+(as)* /8+(as)’ /48 +...
nz:;‘) 2" [

Rad Taylorovy aproximace (maximalni hodnotu n) volime podle pFipustné chyby fazového
posuvu. Pohodlny vypocet pélt a nulovych bodud je mozny jesté pro n=2:

Cas 1—as/2+(as)2/8
e -~
1+as/2+(as)* /8

e (1.90a)

(1.90b)

ale chyba faze je zde pirili$ velka.
2) PresnéjSi vysledky dava Padého rozvoj n—tého fadu (Henri Padé, 1863+1953):
2 (=1)" cx (as)* (2n—k)in!
% = k=0 kde koeficienty ¢ jsou |cx ==k (1.90c)
ZZ:OC" (as)k 2nlk!(n—k j.’

Velmi €asto se poziva rozvoj pouze 2.fadu, kde vychazi podobny vztah k (1.90b):
RO as/2+(as)* /12
1+as/2 +(as)* /12

Jeho frekvenéni charakteristikou v komplexni roviné je stejné jako u (1.89) a (1.90a,b,c)
jednotkova kruznice a z poloh kfizki a krouzku v obr.1.24a je patrné, Ze do kmitoctu
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«=7n/2a (fj. do fazového zpozdéni —7/2) je chyba oproti (1.89a) zanedbatelna. Z
Citatele i jmenovatele (1.90d) zjistime, Ze pfi zafazeni Padého rozvoje 2.fadu do

. y e ) 43+ 43
regulacniho obvodu pfibudou dva komplexné sdruzené nulové body n, =———— a
. _ =343 . . , Y L
dva poly p,, = , Viz obr.1.24b. Jejich vzdalenost od pocatku komplexni roviny je
ma|=|pia| =12 /a
+j)\(|m . ‘ Im
x T A
X ..edo
o ... Padé 2.Fad Gyl M
1 1 \\\\ //// ;
\ ~_ | 7 \
0— :
| /// \\\ | Re
-1 } //// \\\ ;
2 J(pz \6n2 |
-3+
-4 L
-4 -2 0 2 4
Obr.1.24b Frekvencni charakteristika Obr.1.24c Padého rozvoj 2.radu,
dopravniho zpoZdéni e % nuloveé body a poly pro a =1

Pokud chceme dale zmensSovat fazovou chybu, pouzivame Padého aproximace vyssich
fadu, ale vypocet pélt a nul je jiz nepohodiny.
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2. Jednohmotovy dynamicky systém

2.1 Pohybova rovnice

Jednohmotovy dynamicky systém hmota — pruzina — tlumi¢ buzeny silou F(t) na
obr.2.1a je popsan linearni diferencialni rovnici 2.Fadu
my+cy+ky=F (2.1a)
m,c,k ... redlné kladné konstanty (hmotnost, konstanta viskozniho tlumeni, tuhost).

c ):I m Yolt) —> . y(t), v(t)
% F(b)

k
y(t),v(t K m

Obr.2.1a Silové buzeni Obr.2.1b Kinematické buzeni Obr.2.1c Silové buzeni

Poznamky: 1) UvaZujeme vedeni hmoty ve vodorovném sméru a bez tfeni, aby nebylo
nutno do vypocti zahrnovat gravitacni silu;
2) Na obr.2.1b je znazornén pripad tzv. kinematickeého buzeni, kde je misto sily

predepsan c¢asovy prabéh zavihu yo(t) na levém konci pruZiny. Tento zpusob buzeni je
obvykly napf. u vackovych mechanizmd. Pohybova rovnice je

m§ + (3 = 3o )+ k(y = 30) =0 neboll m§ + ¢ + ky = e + ky
takZe po dosazeni F =cy, + ky, se z formalniho hlediska oproti (2.1a) nic nezménilo. Dale

se budeme vénovat pro pohony typictéjsimu buzeni silovému. 5
3) Na obr.2.1c je jednohmotovy dynamicky model soustruZeni zapichovanim. Rezna sila

miZe kolisat se zvinénim soustruZeneho povrchu. Relevantni je vodorovna slozka sily F, .

Rovnici (2.1a) upravime na tvar

y+2<Qy+sz:iF, kde 2¢Q (2.1b)

€ —
m

y o 2¢ . 1
resp. ——+—2y+y=—F 2.1c
p R AR e (2.1¢)

Qﬂ/%....vlastm'kmitoéet, ¢=—=% ....pomérné tlumeni (téz ,utlum®) (2.2)

2N km

Charakteristicka rovnice je

s2+2¢Qs+Q*=0 nebotéz (s=p Ns-py)=0 (2.3)
Pfi vypoctu kofenu p; , nastanou Ctyfi pripady podle velikosti pomérného Gtlumu ¢ :
a) nadkritické (¢ >1), dva realné razné kofeny p;, =-¢ Q+Q C2 -1
b) kritické (¢ =1), dvojnasobny realny kofen p;, =-Q

c) podkritické (¢ <1), dva komplexné sdruzené kofeny [pj, =—¢ Q% JQ41 - c2

kde je patrny dalsi kmitoget |Q . =Q4/1= ¢? (2.4)
d) nulové (¢ =0), dva ryze imaginarni komplexné sdruzené kofeny p;, =+jQ.

Poloha kofenu v komplexni roviné pro rizné velikosti atlumu je patrna z obr.2.2.
PFi kritickém nebo podkritickém Gtlumu (tj. ¢<1) plati, Ze vzdalenost kofen od

pocatku je ‘pl’z‘ =Q a Uuhel mezi pravodicem a zapornou redlnou osou
y =arccos¢, jak lze snadno dokdzat pomoci Pythagorovy véty. V dalSim textu se
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budeme zabyvat pfipadem c) s podkritickym Gtlumem ¢ <1, ktery je u mechanickych
systému nejCastéjsi.

Poznamky: 1) Kofeny nemohou leZet Im

v pravé komplexni poloroviné, coZ je x (=0

obecna vlastnost vsech kvadratickych R / Q72

rovnic s nezapornymi koeficienty; D, . J ¢

2) U automaticky rizenych stroju je sila F = 0 _

vyvozovéana pohonem vétsinou cosy=_

rostrednictvim el. proudu (u elektromotort .

gebo tlaku kapaliFr;y (u (hydromotorlj’l) ; cINgel ﬂ{ \Z (o

predstavje  ridci  velisinu.  Z hlediska | &>\ ~ta 7 Re

regulace je tedy mozno podil F/m na =1 4

pravé strané (2.1b) chdpat jako Fidici signal

poZadovaného zrychleni hmoty a podil 4 jol1-?

Flk ve (21c) jako Fidici signél pz\)

gfjig?,‘gzz(z;gﬁf%g;mu Zjistime, e Obr.2.2 Polqha kor'e(uj’l char?kterist/cké
rovnice systému 2.radu

p+p=-20Q a pp,=Q°
2.2 Buzeni Diracovym impulzem sily - vahova funkce

Uvodem  zopakujeme [ 4
pouZziti 2.Newtonova F(t) m
zakona na  buzeni )

A=my, F(t i ®
volného systému

(k=0, c=¢=0)
obecnym silovym > y(t),v(t)

. 0 t
impulzem odle — — <
ob?.2.2 a,b. Jedna 2 e o Obr.2.2a Konecny silovy impulz | Obr.2.2b Uvolnény systém

izolovanou hmotu zcela uvolnénou od ramu. Po udéleni ¢asové omezeného impulzu
sily A:J'OTOF (t)dt se hmota bude pohybovat konstantni rychlosti, kterou ur€ime
integraci druhého Newtonova zakona

Ith = Id(mv)

Pro konstantni hmotnost a nulovou poc¢ateéni rychlost vychazi kone¢na rychlost po
zaniku silového impulzu

LTy A
Vo mjo Fdt -

kde A=mv, je plocha pod ¢asovym prib&hem impulzu z obr.2.2a. Hmoté byla
impulzem udélena hybnost A =mv, a jeji kineticka energie je

V meznim pfipadé Diracova impulzu F(t)= 5(t) (viz napf. obr.1.6) je plocha A
jednotkova a hmota dosahne kone¢nou rychlost
VO0Dirac :l
m
jizvcase t — 0. Udélena energie je
EKinDirac :L

2m
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Poznamky: 1) Pri energetickych vypoctech je tfeba dusledné vychazet z vychoziho tvaru
pohybové rovnice (2.1a), nikoliv z (2.1b,c). Rozdil ukaZeme na pfikladu:
- pohyb volné hmoty m je popsan rovnici

my=F

T
a pri kone¢ném impulzu sily A= '[00 Fdt plati vyse uvedené vztahy pro rychlost i energii.

Upravena rovnice

._F . S _
y=i- neboli Moy =mo-—, mg=1kg

plati pro systém s jednotkovou hmotnosti a m — krat mensim impulzem sily. Jejim feSenim
ziskame opét stejné (a samoziejmé spravné) vztahy pro drahu i rychlost, ale vypocet energie
dava jiny vysledek:

. P L, _(vo

- impulz sily je J-o %dt =1 .[o dv
- konecna rychlost Vo = J' o Fpu=-A
0 m m

je stejna jako u ptivodniho systému, ale kineticka energie jednotkové hmoty je jina !!!

1 A®

Egin =5Vg = 3
2 2m

2) Pri stejném impulzu sily A jsou rychlosti i kinetické energie dvou riznych hmot v
obraceném poméru hmotnosti:
A=myv, =m,v,
1 2_ A
E == =
1 mvy 2my

2 E =

2.2.1 Netlumeny systém k%0, c=¢ =0, viz obr.2.2c

Na rozdil od pfedchoziho pfipadu je hmota m

k rdmu zakotvena pruzinou. Obecna rovnice F(t)=0(t)
(2.1a) prejde na tvar (O.v()

m§ +ky = 8(1) “ ——

Laplacedv obraz Diracova impulzu je jedna, | Obr.2.2c Netiumeny systém, ¢ = ¢ =0

takZe obraz polohy hmoty je

1 1 1
Liythh=——~——=-0U,——
{y( )} ms*+k m s*+Q?
Pro zpétnou transformaci pouzijeme pravidlo 16 v kap.1.12:

1 1
. =——sinQf = sin Qr 2.4a
Y Dirac mQ N mk ( )

Pro rychlost plati

Dirac :ﬂ = lCOSQt
m

PovS§imnéme si, Zze pocate¢ni rychlost vcéase ¢t =0 (a tim i udélena kineticka
energie) je stejna jako v pfedchozim pfipadé volné hmoty, tj.

V Dirac :l’ EKinDirac :L (24b)

t-0 m t-0 2m

s tim rozdilem, Ze dojde k periodickému ,pfelévani“ z formy kinetické do potencialni
energie napjatosti pruziny. V Uvrati pohybu je veSkerd energie akumulovana
V pruzing, tj.
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1 1,

EKinDirac -~ - EPotDirac = _kymax
2m 2
Srovnanim obou forem energie vychazi amplituda kmit polohy (srovnej s (2.4a))
-1
Ymax Jmk

Poznamka: Pripad volné hmoty Ize vysetfovat jako specialni pfipad hmoty pruzné ukotvené
pro k - 0, ti. Q - 0. Pozname pozdéji, Ze obecné N —hmotovy systém ma N viastnich
kmitoctd, ale jedna-li se o systém neukotveny (ktery se jako celek miZe pohybovat), je jeden
z vlastnich kmitocta nulovy.

2.2.2 Tlumeny systém k #0, ¢ #0, viz obr.2.1

Podle kap.1.15 je odezvou soustavy na Diracuav impulz pfi nulovych pocatecnich
podminkach tzv. vahova funkce g(t). Reseni rovnice (2.1a) vpiném tvaru i
s tlumenim provedeme rozkladem pfenosové funkce na ¢aste¢né zlomky:

my +cy+ky =3(t), »(0)=5(0)=0
L. obraz vahové funkce je
_ _ 1 _1 1 _C C
G(s)=L{y(t) =— =0 =g (2.5)
ms”+ces+k m s7+2¢Qs+Q° S—p STPp,
Konstanty uréime napf. postupem podle (1.65):

Cl = _C2 =

1
2 jmQy1-¢?
V pfipadé ¢ <1 jsou konstanty komplexni a stejné jako poly i komplexné sdruzené.
Podle (1.66) je vahova funkce

—Qt A | 2 0 [H_2
8(t):C1ep't+Czep2t = ¢ (619 176 _ pm /A6 j
2 jmQy1-¢2

a pomoci Eulerovych vztahl (1.2) vychazi

__ e ) — :e_CQt
g(t) —mgﬁsm(fl 1-¢ t) e,

(srovnej s (2.4a) pro ¢ — 0).

sin Q . (2.6)

Vahovd funkce ma
exponencialné doznivajici 0'8;5 =01
kmitavy prubsh s kmitoctem | %0 03
Q. =0Q\1-¢> - viz obr2.3, | [ml o0

0.005| '

ktery je dan imaginarni slozkou 1 ,,\
kofenli p,, v obr.2.2 a je vzdy 0 =\
niz§i nez kmitoCet vlastni. U / tsl
mechanickych systém( | -0-005¢ 7
s malym tlumenim se oba
kmitoCty prakticky nelisi (uhel -0.01
y se blizi k m/2 a 0015 | |
v pFisludném trojuhelniku -0 0.05 0.1 0.15 02 025
splyva odvesna s preponou). U Obr.2.3 Vahova funkce systému 2.Fadu
kmlt.?vych syst,efn " o_brabe"C|ch pro rizna tlumeni (m =1kg, Q =2n[10Hz)
stroju s montaznimi spojl se
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udava ¢ =0,02+0,1, u kontaktu téles z kalené oceli (napf. u valivych loZisek)

dokonce ¢ =0,002 i méné a koeficient 1—(2 neni tfeba vibec uvazovat (napf. pro
¢ =0,1 je rozdil obou kmitoctu jen 0,5%).

Poznamky: 1) Derivaci vztahu (2.6) vychazi pocateéni hodnota rychlosti pri buzeni
Diracovym impulzem

d 1
VDirac = z g(ﬁ{ =
-0 I oo m
takZe udélena kineticka energie je stejna jako u volné nebo pruzné ukotvené netlumené
hmoty, viz (2.4b). Vysvétleni spociva v tom, Ze vii¢i nekonecné vysokému Diracovu impulzu
je mozno silu pruziny i tlumi¢e v dobé jeho trvani zanedbat;

2) Zname-Ili vahovou funkci, je mozZno urcit pohyb hmoty pfi libovolném ¢asovém pribéhu
budici sily s vyuZitim konvoluéniho integralu (viz kap.1.15), at’ jiZz exaktné integraci (1.60)
nebo graficky podle obr.1.13;

3) Je treba disledné rozlisovat mezi vahovou funkci a volnym pohybem systéemu,
jehoz prabéh ziskame podle zakladniho kurzu diferencialnich rovnic feSenim homogenni
rovnice (rovnice bez pravé strany). Toto Ffeseni se sice udava rovnéZz ve tvaru

y=Ce’' +Cye? (2.7)
ale konstanty Cy,C, vyjdou jinak, nebot jsou vtomto pfipadé dany pocate¢nimi

podminkami, které mohou na rozdil od vahové funkce byt i nenulové!! V pfipadé komplexné
sdruZenych polt vyjdou konstanty téZ komplexné sdruZené, {j.

C =|cle’?, ¢, =|cle™/?
Dosazenim z (2.4) do (2.7) vychazi rovnice vlastniho pohybu

y:e—CQt Cle+jf2\/l—c2 t+C2e_jQ‘/1_cz t:|=|C|e_<Q r{ej(ﬂ 1-¢’ r+¢)+e-j(Q\/? t+¢)}

y :2|C|e_<Q tcos(Q 1-¢2 t+¢) (2.8)

,@ ur¢ime ze zadanych poéatecnich podminek y(O), y(o) .

Dvé nezndmé veliciny |C

2.3 Buzeni jednotkovym skokem - prechodova funkce
Na rozdil od vahové funkce je prfechodova funkce v praxi realizovatelna, nebot
jednotkovy skok sily F, =1N je mozno vyvodit (pocatec¢ni podminky jsou opét
nulové, y(0)=7(0)=0). Rovnice (2.1a) bude mit tvar
mj}+cj/+ky:l7(t):1 (pro t>0)
a po Laplaceové transformaci vychazi obraz pfechodové funkce
H)= b= B = i e
S ms“+ces+k ms s°+2¢Qs+Q° S—py, STp ST,
K pavodnim dvéma pdlim (2.4) pfistoupil dalsi pol v pocatku p, =0, takze rozklad
na parcialni zlomky ma tfi s€itance. Postupem podle (1.65) uréime konstanty
c, _1 - _Wl-¢* ¢ ‘C ‘: 1
) N s ) N
Dale je vyhodné prevést komplexné sdruzené konstanty C;, do exponencialniho
tvaru

_1AL i — 1 tj
C1,2 —|C|e+]¢ -—¢ J
2kAl1-¢?
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_ReC, _

= 1 =— 1—(‘2
c]

sing 2% =¢, cos@

ImC1 _ —¢

tg¢ ReCI ll _ <.2
(viz obr.2.4). Pfechodovou funkci ziskdme zpétnou
L. transformaci

h(t)=C, +|Cle/? [ert +|C

= C, +|Cle (ej(oﬁ +p

e‘]¢ [eP! =

+orilene ,+¢))

-Qt
h(f)=%+kel—2COS(Q 1_42 t+¢)
-¢
2.9a
@ = arctg —< .
1-¢2

Zavedenim Uhlu ¢ =¢ - 7/2 je mozno vztah (2.9a) prevést na obvyklejsi tvar
1 —Q . -2
h(t) =—- e—sm(Q 1- Cz r+ wj, Y = arctg ] (2.9b)
ko 1= 2 ¢

Snadno se Ize presvédcit, Zze derivaci pfechodové funkce vznikne funkce vahova.

Poznamka: Pro ¢ =0 (netlumeny system) je ¢ =n , takZe h(t) =%(1 —COS Qt) (2.9¢)
(viz téZ priklad 9 v kap.1.12) .

Z lokalnich extrému pfechodové funkce je mozno zpétné urcit pomérné tlumeni i
vlastni kmitoCet systému. Mistni maxima pfechodové funkce nastavaji v asech

foy = M n=123... (2.10a)
Q./1-¢2
Pomér dvou po sobé nasledujicich prekmiti pres ustalenou hodnotu h(oo) =1/k je
-4
h(t, )~ h(o) 2 6*10 o
—\n/7_ A/ =exp (21 Ob) £=0,1
h\t,+1)—hle -2 I 0,3
R R e o
Maximum pfechodové funkce je [m] 4 aire ?,707
h
h(t)MAX - ! h
IMAX =1 +exp (2.10c) S AL N
Ji(oo [[_ 2 F,/k — h(o)
) =< T2 /v
a nastavd pfi prvnim pfekmitu
v Case 17
P (2.10d) 0 t &
MAX — 7 5 . MAX t[s
Q. 1-¢* | | |
! 02

0 0.05 0.1 0.15 0.25

Uvedené vztahy mohou dobfe

poslouzit  pfi ~ vyhodnocovani Obr.2.5 Prechodové funkce systému 2.fadu
nameéfenych prib&hd u redlnych pro riznd tlumeni
systému a verifikaci jejich tlumeni i (m=1kg, Q=2m00Hz, skok sily F, =1N )

vlastniho kmitoctu, viz obr.2.5.
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2.4 Harmonické buzeni — ustalené vynucené kmity
Poznamka: V této a dalSich kapitolach bude na systému 2.fadu konkretizovan obecny
postup z kap.1.14 a 1.17.

Je-li na pravé strané rovnice (2.1) redlna
harmonicka funkce (napf. cosat), na zakladé
vlastnosti A),B),C) z kap.1.14 Ize feSeni
provést nadvakrat pomoci Eulerova vztahu
(1.2)

it -jwt
e’ +e Y )2=cosal
(s tim, Zze jde o ustalené kmitani, tj. 0 =0) a
obé FeSeni sedist. Komplexné sdruzena
(»zrcadlova®) slozka feSeni pro zaporny

kmitoCet —a« se ale pro stru€nost nemusi
uvadét. Bude-li tedy systém v obr.2.1 buzen

Re

silou F =Fycosat s realnou amplitudou | Obr.2.6 Zobrazeni harmonického buzeni
jwt a odezvy systému rotujicimi vektory

F, = konst , staCi uvazovat funkci F = Fye
(déleni dvéma neni tfeba uvazovat). Podle (1.69) ge odezva téZ harmonicka

s (2.11)
pfiemz amplituda Y, i fazovy posuv ¢ jsou dany kmitotem «. Vychylka se
opozduje za silou, takze ¢ <0 (pouze pfi =0 je ¢ =0 a statickd vychylka je
Yosrar = Fy/k ). Grafickd interpretace tohoto postupu ve formé dvojic protismérné
rotujicich komplexné sdruzenych vektort (bez déleni dvéma) je na obr.2.6.

y=Ye

Poznamka: Stale plati, Ze kladna zména uhlu nastava proti sméru rotace u hodin.
Do pohybové rovnice (2.1) dosadime derivace
5= o, j(wt+¢) —
y = jwrye Jw'y
5= (joP 1) = (ja) y
. \2 2 :
w ¢ Jjw 1
(JQZ) y+ O y+y:;F (2.12)
Pro celé pasmo kmitocta wD(O,oo) tak ziskdme mnozinu komplexnich Cisel

jlwi+g) . .
%:%M:G(jw): __Vk =|G(jw) @’ =ReG+ j/InG|  (2.13)
Fye 0 (]a)) +5 o+1
o

Komplexni funkce G(ja)) realné nezavisle proménné veliCéiny « je frekvencni

prenos systému (nékdy téz frekvenéni dynamicka poddajnost nebo receptance,
nebot jde o pomér vychylky a sily). Funkéni hodnota pro dany kmitoCet «
predstavuje komplexni konstantu umérnosti mezi harmonickym vstupem (buzenim) a
odezvou systému. Casovy prib&h pohybu hmoty pfi plisobeni jednotlivé harmonické
budici sily s kmito¢tem « uréime prostym vynasobenim

Foe® ' (6 (jew) = Yye' @ *9) (2.14)
PfeloZzeno do ,feci redlnych Cisel” to znamend, Ze ma-li sila pribéh F = F,cosar,
poloha se méni podle vztahu y =¥, cos(ar + ¢), kde
Yy =K [I:G(JW)|

¢= arctg(ImG/ ReG)
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2.5 Obecné buzeni
Pf neharmonickém  pribéhu budici sily F(t) je mozno vyuzit jiz jednou
zminéného principu superpozice:
1) Sila F(¢) je periodicka s periodou ay,:
- rozlozime ji do nekonecného souctu harmonickych slozek (Fourierovy fady) podle
vztahu (1.10): F(r)=Y F, =Y F,e/", @, =na,
- pomoci soucinu (2.14) zjistime jednotlivé odezvy y, na kazdou slozku sily F,
- vysledny pohyb je dan souc¢tem jednotlivych odezev podle vztahu
S EG(jw)=Yy, =Y ¥,/ ) (2.15)
2) V pripadé neperiodické sily Ize opét pouzit superpozici. Rozklad funkce F(t)
na jednotlivé harmonické slozky nyni vede na Fourierav integral F(jw) (téz F.
obraz funkce F(t), viz (1.17)), coz je spojita funkce kmitoctu. Namisto s jednotlivymi
harmonickymi sloZzkami pracujeme se spojitymi funkcemi kmitoctu F(ja)),G(ja)) a
soucet soucinu (2.15) pfejde na tvar
F(jo)6(jw)=Y(jo) (2.16)
Vyraz Y(ja)) je FourierGv obraz odezvy, ze kterého neni mozno zjistit jeji ¢asovy
pribéh y(r) pfimym souétem jako v (2.15), ale je tfeba pouzit zp&tnou Fourierovu

transformaci (1.18).
3) Superpozice plati i pro soubor harmonickych funkci s exponencialné se
meénicimi amplitudami. Je-li jednotliva slozka buzeni popsana vztahem

F = emFOejm = Fye’ L s=0+jw
dil¢i odezva bude podle pravidla o zachovani exponentu rlstu o mit tvar
y= eJlYOej wrrd) - Yye' ‘e adale j= sYye’ ‘e? =5y, y= szYOes ‘el? =57y
Dosazenim do (2.1c) vychazi obecnégjsi tvar, zvany pouze prenos

1k
Gls)= Ry +éc o+ (2.17)
Rozklad budici sily F(t) na harmonické sloZzky s exponencialné proménnou
amplitudou je nutno provést v pfipadé, ze nelze urcit jeji Fourierlv obraz (neni-li
splnéna podminka absolutni integrovatelnosti (1.33)). Takto jsme dospéli k
Laplaceové transformaci, ktera byla podrobnéji a matematicky presnéji vysvétlena

v kap.1.8. Srovnanim (2.13) a (2.17) je vidét, Ze doSlo pouze k formalni zaméné ryze
imaginarni nezavisle proménné veliiny ja za obecnou komplexni proménnou

s=0+ ja . Superpozici u€inku mnoziny dil€ich budicich funkci s exponencialné
proménnou amplitudou ziskame odezvu podobné jako v (2.16) sou€inem

F(s)G(s) = ¥ (s) F(t)=2F, Zyn=y(t)
kde F(s) ¥(s) jsou Laplaceovy | F{F(t)}=F(o) : Y(jw)—>F:1{Y(j(o)}=y(t)
obrazy buzeni a odezvy. Vypocet | LUF(}=F(s) G(J.O)”) Y(s) =L {Y(s)=y(t)
gasového probéhu y(r) vyzaduje | — G(jw)
znalost zpétné L. transformace. G(s)

Logika vSech tfi vySe uvedenych

Obr.2.7 Tii varianty uréeni odezvy

postuptl je patrna z obr.2.7.
Protoze v (2.17) jde o podil L.obrazG vychylky a sily, je pouzivan téz nazev
,zobecnéna dynamicka poddajnost”. Podle (2.5) a (2.6) je to tedy L.obraz vahové
funkce.
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Poznamka: U vackového mechanizmu na obr.2.1b miZeme vyjadfit pfrenos mezi rozmérem
vacky a pohybem hmoty jako podil dvou mnohoclent

Yis +k sl
4((-))= = =k (2.17a)
Yis) ms*+es+k s> 2¢€
-+ s5+1
2 Q
Koreny jmenovatele p,, (poly) se oproti pfenosu (2.17) nezmeénily — viz (2.4), Citatel ma

jeden kofen (tzv. nulovy bod) n =-k/c. Konstanta c/k=2¢/Q ma fyzikaini rozmér

o

} = [s] a proto nékdy nese nazev ¢asova konstanta —znak 1 .

2.6 Frekvencni charakteristika systému 2.radu
Zlomek (2.13) Ize upravit usmérnénim:

1-a?/Q% - j20a/Q

Gljw) =1 (2.18a)
e/ s
Prabéh funkce G(jw) v v Im i,
komplexni roviné je tzv. frekvenéni ®<0

charakteristika (viz kap.1.17), ktera
ma podobu podle obr.2.8. Stejné
jako harmonické slozky buzeni a
odezvy, tak i  funkci G(jw)
nezobrazujeme pro zaporné
kmitoéty. Snadno Ize dokazat, Ze jde | 1/2K
o hodnoty komplexné sdruzené

G(- jow)=G(jw)
Re G(- jw)=ReG(jw)
ImGE— jw; =-ImG(jw)
Dale plati, ze pro «=0 je
G(0)=1/k.Pro & — « je

0)=02 /77 Obr.2.8 Frekvencni charakteristika
G(joo) =012 ey .
systému 2.Fadu pro tlumeni { =0,3 a { =0,5

Frekvenéni  charakteristika tedy
smeéfuje do pocatku vodorovné. Redlna a imaginarni ¢ast funkce (2.18a) je

. 2/A2
ReG=— 1-47/Q (suda funkce kmitoétu) ~ (2.19)
k l—a)Z/QZ) +4¢% 0 Q2
_1 -2¢a/Q s .
ImG =— (lichéa funkce kmitoctu)  (2.20)

k l—a)z/QZ)2 +4¢ 0 Q2
Podle obecnych pravidel pro pocitani s komplexnimi &isly plati
ImG ReG

_ . _ ImG _
tg¢—ReG,sm¢ m,cowﬁ m

kde absolutni hodnota
G(jw) = (ReGY +(ImG)* =

1k
-0 /@) +acer /@2

(2.21)

je sudou funkci kmitoctu.
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Kromé frekvencéni

charakteristiky na 15% 10 ;
obr.2.8 se vynaseji v G|
zavislosti na kmitoctu i - 1
dal§i prubéhy (rovnéz [m/N]
jenpro & =0): 05 |
G(jw) = fee(w) 15k
¢ = fee(w 0., \
(amplitudova a fazova 10 @ 10
charakteristika - viz 0 ‘
soustavu kfivek pro O [rad] £=0,1
razné hodnoty tlumeni B\ 0,3
¢ vobr.2.9), dile —Tf/_227 N 0,5 |
ReG = fee(w) — /0707
(redlnd charakteristika ——— -
—viz obr.2.10 nahofre), 4 IEEE =
a koneéné imaginarni 10" Q 10° o 10°
charakterlitlka Obr.2.9 Amplitudova a fazova charakteristika
ImG = feela) systému 2.Fadu (m = kg, Q =277[10Hz )
- viz obr.2.10 dole).
Poznamka: Frekvenéni x10 £=0,1
charakteristika vznikne i 1 703
sectenim  komplexnich | Re G 05 1
Cisel jakoZto  vektort |/ ———— = ,0.707 4kL(1-C)
v rovnici (2.12). 0 TSN L
Konstrukci  provedeme -1
v komplexni roviné, kterd 4kg(1+E)
rotuje kladnou uhlovou 1 ;
rychlosti « (proti sméru -1 PN T g
hodinll).  Vektor  sily 10 Q10 @ 10
F=F,e’  polozime 0X10 -
véase t=0 do jeji| ImG 1‘ N <
kladné  realné  osy. -0.5¢ Sl - ]
Soucet ti vektori na (%EJQC*D 8_50 107
levé strané musi tedy 1t - , O, 3 i
pro kazdou hodnotu a ’
skoncit na redlné ose 0.1 1
vbodé F,/k. Nasobeni '1"1501 102 o 10°
imaginarni jednotkou
zplj’lgobuje na{‘oéen/’ 0 Obr.2.10 Realna a imaginarni charakteristika
dhel + 77/2 a plati, Ze systému 2.fadu (m =1kg, Q =2m10Hz)

e/? =cosm/2+ jsinm/2 = j, takfe vidy musi vzniknout pravouhly lichobéznik (viz
obr.2.11) a vektor y muZe pro libovolnou hodnotu . leZet pouze ve 3. nebo 4. kvadrantu, tj.
@ 0<0,—n). Tuto konstrukci Ize zobecnit na vSechny fyzikalni systémy, popsané linedrnimi
diferencialnimi rovnicemi n — tého fadu s konstantnimi koeficienty typu (1.54) a vyplyva z ni,
Ze fazové zpoZdéni vystupu za vstupem se pro « — o blizi hodnoté —nGt/2 .

Znalost jediného bodu frekvencéni charakteristiky systému 2.fadu (zméreného pro urcity
kmitocet a ) umoZriuje experimentalné stanovit koeficienty pohybové rovnice porovnanim
stran lichobéznika. Napriklad pro bod lezZici v obr.2.11 na imaginarni ose (ReG=0) je
fazovy posuv ¢ =—711/2, piislusny kmitocet oznacime ¢ = t._ m2 a vznika obdélnik.
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Srovnanim jeho svislych stran zjistime, Ze plati m Rk
Copr = Q ( viastni kmitocet) a podil délek svislé a

Re

vodorovné strany je roven pravé 1/2¢. Tyto dvé

souvislosti vyplyvaji i zrozboru vztahG (2.19) a
(2.20)). ProtoZe se jedna o linearni systém,

amplituda F, ovlivni mérfitko v obou soufadnych
osach stejné a je tedy vyhodné volit F, =1 (srovnej
sobr.2.8a212).

Pro dal§i avahy bude uZite¢né urcit nékteré

vyznaéné body na frekvenéni charakteristice

v obr.2.8. Jeji prisedik simaginarni osou (1. Obr.2.11 Konstrukce frekvencni

charakteristiky sc¢itanim vektort

bod, kde je ReG =0, ¢ =-71/2) ma souradnici

ImG =-1/2k¢ pfi kmitoStu &_, =Q (2.22a)
Extrémni hodnoty realné slozky frekven&niho pfenosu zjistime z podminky
0ReG/0w =0
-1
ReG =———— pfi kmitoctu =Q\1+2¢=Qll+ 2.22b
+1
ReG| . =———— piikmitoétu w, =Q1-2¢=Q(1-¢) (2.22¢)
|MAX 4kC(1 - C)
(tato hodnota ma ale vyznam jen pro ¢ <1/2 1),
0G(j
Maximum amplitudy frekvenéniho pfenosu je dano podminkou | (]a))| =0:
G(jw),, .y =——— pfikmito&tu @y = Qy1-2¢> (2.22d)

2kc 1- c
Poznamky: 1) U malo tlumeného systému se kmitoéty ¢, a prislusné hodnoty funkce
|G( ja)| témér shoduji: napr. pro { =0,05 je a; =0,9975Q a po dosazeni za & =Q do
(2.21) vychézi |G(jas ) =1,0013[G(;Q) ;
2) Vztah (2.22d) dava smysl pouze pro ¢ < 1/ V2 . Pro tlumeni vétsi nez je tato tzv. hranice

rezonance nelze pri harmonickém buzeni dosahnout vétsi amplitudy odezvy, neZ je staticka
vychylka Yosrar = Fo/k .

2.7 Systém 2.fadu s malym tlumenim

U velmi malo tlumenych mechanickych systéml (¢ <<1, ¢> <<<1) se frekvenéni
charakteristika z obr.2.8 asymptoticky pfiblizuje kruznici prochézejici pocatkem,
majici stfed na zaporné imaginarni poloose v bodé -1/4k¢, takZze pro ¢ — 0 roste
polomér nade vSechny meze — viz obr.2.12. Pfi ¢ <<1 je mozZno z vyrazu (2.22b,c,d)
vylouc€it odmocniny i zavorky a skuteéné zjistime, Ze vSechny Ctyfi identifikované
vyznacné body lezi na této kruznici, pficemz jim prislusné kmitoCty @_,,, @;,3
jsou prakticky shodné s vlastnim kmitoétem Q. Tento poznatek je potvrzen
prubéhem fazové charakteristiky, na které pro ¢<<1 nastava okolo kmitoctu Q
prudka (v meznim pfipadé ¢ =0 skokova) zména fazového posuvu z hodnoty 0 na
-7, viz obr.2.9 dole.

Dosazenim ¢ — 0 do (2.21) zjistime, Ze funkce |G(ja){ nabyva hodnoty 1/k nejen

pfi nulovém kmitoctu (staticka poddajnost), ale také pfi w= Q+/2 - viz obr.2.13.
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O
G (jo)!  Glvax=——
. 2kC -2
ReG(w) > Gl = &
| V2
i ReG,,.,
|
|
1k ___— 0.} i _____ J2 Q (jen pii {<<1)
~l}! i
O O)z (01 ()]
ReG un
Aw =20Q
Obr.2.12 Frekvencni charakteristika Obr.2.13 Amplitudové charakteristiky systému
systému 2.radu s malym tlumenim 2.radu s malym tlumenim ¢ =0,05
¢ =0,05 (presna kruznice ¢arkované)

PFi praktickych méfenich na velmi malo tlumenych systémech je mozno urcit hodnotu
tlumeni ¢ z rozdilu kmitoctl, pfislusnych extrémam redlné charakteristiky v tomtéz

obrazku. PouZitim pfiblizné verze vztaht (2.22b,c) vychazi Aa=a,-a,=2¢ Q. Z
vlastnosti kruznice v obr.2.12 téz vyplyva, Ze rozdil Aa prislusi vodorovnému fezu

Gljw
amplitudové charakteristiky |G(ja){ na arovni %. Oba postupy jsou

dostate¢né pfesné pro hodnoty tlumeni ¢<0,2 (pfi ¢=0,2 by vyslo 0,21).

Poznamka: Doporuceny prakticky postup identifikace systému z namérenych charakteristik
je tento:
1) Uréeni viastniho kmitoc¢tu Q podle obr.2.10 a obr.2.13 (z podminky Re G =0 presné, z

polohy $picek ImG nebo |G| priblizne);

2) ur¢eni pomérného tlumeni ¢ z hodnoty A« v obr.2.13;
3) uréeni tuhosti k ze $picky Im G na obr.2.10 nebo z hodnoty ReG resp. |G| pfi « =0 (viz

obr.2.13);
4) event. kontrola zjisténych hodnot ¢,k ze $picky |Gl ;

5) uréeni hmotnosti ze vztahu m = k/Q” .

2.8 Rovinné kmitani jednohmotového ortogonalniho systému
Je uvazovan rovinny jednohmotovy systém podle obr.2.14a, buzeny obecné
natoéenou silou F(r) a majici dva vzajemné kolmé (tzv. hlavni) sméry poddajnosti

X1, Y1, opét obecné natocené vuci zdkladnimu souradnému systému x, y . Pfislusné

tuhosti a koeficienty viskozniho tlumeni jsou k,,k,,c,,c, . Timto jednoduchym

zplsobem muze byt modelovano napf. chovani svislého vietena frézky pfi jeho
radialnim zatizeni. Sméry os x, y by odpovidaly pohybovym osdm pohont kfizového
stolu, nalézajiciho se pod vietenem. Ukazeme dale, Zze pohyby v obou osach je
mozno popsat dvéma vzajemné nezavislymi rovnicemi, takze zatim nebude nutné
pracovat s jejich maticovymi zapisy a modalni analyzou. ObecnégjSi postup bude
podan v kap.3.6.
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2.8.1 Statické chovani

Piedpokladdme, Ze deformace pruZin jsou vuéi jejich délkdm malé, takZe
neovliviiuji jejich uhlovou orientaci. Pfemisténi hmoty (pUsobisté sily) v hlavnich
smérech x;,y, ur¢ime z tuhosti k ,,k , rozkladem sily F' naslozky F,,F;:

kax =F, = Fcos(,B - a)

) (2.23a)
kyiyr=Fy = Fsin(B-a)
Umocnénim a sectenim vychazi rovnice elipsy s poloosami F /k,,, F/k:
2 2
4] B! —
+ =1 2.23b
(Frk, ) (F/k, ) (2:230)

Plsobisté se bude pfi zméné uhlu [ pohybovat po tzv. elipse statické poddajnosti s
poloosami F'/k, pro fB=a,resp. F/k, pro f=a+ 71/2, viz bod A v obr.2.14b.

[N
y1 \& y L
7 N
e ~ s
>~ 7 | . g_\\k\l\/ ~J
A T A D \
y F ;
X 'I' B o H
{ 0 S X
\\\ ”//,l
Obr.2.14a Jednohmotovy ortogonalni Obr.2.14b Pribéh statické deformace
model rovinného kmitani pfi zméné orientace sily 3

Poznamka: Elipsa poddajnosti se vétsinou udava pro jednotkovou silu F =1N , takZe jeji
poloosy jsou prfimo hlavnimi poddajnostmi vysetfovaného systému.

Celkova deformace A=0A ma obecné jiny smér nez nositelka sily F. Graficka
konstrukce bodu A (xl,yl) vychazi z rovnic (2.23a) a je zfejma z obrazku:

1) UseCku F/k , ztotoZnime s nositelkou sily F a jeji pravouhly pramét do hlavni
poloosy je soufadnici x;;
2) Usecku F'/k, ztotoZznime s nositelkou sily F a jeji pravouhly pramét do vedlejsi
poloosy je soufadnici y, .

Uréeni posuvu pusobisté sily ve sméru jeji nositelky Ay =OB je ziejmé z
pravouhlého trojuhelniku OBA. Bod B opisuje se zménou Uhlu £ ¢arkovanou kfivku

podobnou osmiéce a jeho grafickd konstrukce je snadnéjsSi neZz vypocet, ktery
znepfijemnuji  trigonometrické vztahy. NejschidnéjSi exakini cestou je pouziti
1.Castiglianovy véty, podle které posuv plisobisté sily ve sméru jeji nositelky je roven
parcidlni derivaci energie napjatosti pruzné soustavy podle této sily. Celkova energie
napjatosti (potencialni energie) je souctem energii obou pruzin:
2 2 2 2
E, =3 [xFeos(8-a)+y,Fsin(8-a)]= d Cc’;k(ﬁ a), F Slgk(ﬂ a)

xl

¥l
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0Ep cos’(B-a) , sin*(B-a)

=— L =F + .
Ap 3F { . kn (2.24)
Pomér A, /F je tzv. pfima statickd poddajnost a jeji prabéh pii zméné uhlu S se
mlze v pfipadé velkého rozdilu mezi tuhostmi k,,k , podstatné lisit od elipsy

poddajnosti, viz obr.2.15.

Obé kfivky vzdy maiji étyfi spoleéné body na obou poloosach elipsy. Carkovanou
kfivku pfimé poddajnosti mizZzeme zobrazit pfimo v polarnich soufadnicich podle
(2.24) nebo v pravouhlych soufadnicich parametricky s parametrem [

- v soufadném systému (x, y) ....... x=ApcosfB, y=NA.sinf (2.24a)
- v soufadném systému (x,, y;) ....... x =40, cos(B-a) =4, sin(B-a)  (2.24b)

x1°

2.8.2 Dynamickeé chovani
Ortogonalni systém je popsan dvéma
nezavislymi pohybovymi rovnicemi 2.Fadu,
které vzniknou doplnénim (2.23a) o tlumici a
zrychlujici sily:
mjél + cxl)'cl + kxlxl = Fxl (f) = F(Z)COS(ﬂ _a)
my, +cy v tkyy = Fyl(f): F(t)sin(ﬂ—a)
(2.25)
Po Laplaceové transformaci vyjadfime

pfenosové funkce mezi soufadnicemi x;,y,

a priméty F,,F,, budici sily, coz jsou
pfimé (hlavni) dynamické poddajnosti
G (s)= x,(s) _ x,(s) — 1 — Vk,
F.(s) F(s)cos(B-a) ms> +es+k, st L 2Cq

QT + Q S +1
x1 x1
G (s): yl(s) — yl(s - 1 — Ik, (2.26)
b Fy1 (s) F(s)sin(,[? - a) ms?’ + CyS+ kyl 52 2Cy1
2 + Q s+1
le 1

(srovnej s (2.17)). Vlastni kmito¢ty pfisluSejici obéma hlavnim smérim kmitani jsou
Q. =k /m, Q= lky/m (2.27)

Transformace do zakladnich souradnic
V praxi se obvykle hlavni sméry poddajnosti x;,y; neshoduji se zakladnim
soufadnym systémem stroje x, y. Pro transformaci soufadnic plati rovnice

x|_|cosa —sina |4 Do —
[y}_[sina cosa}Eﬁyj neboli x =Tx, (2.28)

, .. . cosa —sina
Poznamka: Transformacéni matice T =| .
—_— sIna@ cosa

transpozice davaji stejny vysledek. Pro zpétnou transformaci plati vztah
x, =T'x=T"' X

[xl}z[co.sa sma}tﬁx} 2250
Vi —sina cosa | [y

68

} je ortogonalni, nebot’ jeji inverze i




Transformaci souradnic vyuZivame pri rozboru kmitani obrabécich stroju, kde hlavni
poddajnosti konstrukéni skupiny nastroje (napr. vietena frézky, noZového drZzaku soustruhu)
obvykle nesouhlasi se sméry posuvi nastroje vici obrobku. Navic se mize béhem obrabéni
ménit i orientace fezné sily [ (napf. u dvojbrité frézy nebo u noZe na vyvrtavaci tyci).

Dosazenim z (2.26) do (2.28) pfejdeme na L.obrazy zakladnich soufadnic x, y:
s)] _[cosa —sina G ,(s)cos(B - a)
= . F(s) (2.29)
y(s) sina cosa Gyl(s)sm(,éJ - a')
Roznasobenim a prevedenim F' (s) na levou stranu vychazeji vztahy

FS = le(s)cosa' cos(,B - a) - Gyl(s)sin a sin(,B - a)

;; Al le(s)sin a cos(,B - a) + Gyl(s)cos a sin(,B - a)

coz jsou pfenosové funkce mezi budici silou F a zakladnimi soufadnicemi x,y (tzv.
orientované (smérove) dynamické poddajnosti), které ozna¢ime symboly Gx(s)Gy(s).

(2.30)

Jejich Uplny tvar ziskame dosazenim z (2.26):

Gx(s)z%((%zcosa[cos(ﬂ—a)_sina[sin(ﬂ—a) (2.31a)

2 2
ms”tcystky  msTtcystky

e

(2.31b)

2 2
ms”+c,s+k, msT+c, stk

Smérové poddajnosti (2.31a,b) ve vlastnim soufadném systému stroje x,y nas
z hlediska jeho provozu zajimaji nejvice. V laboratorni praxi je ale snadnéjSi méreni
tzv. pfimé dynamické poddajnosti (tj. pfenosu mezi silou F a vychylkou Apg,
mérenou ve sméru [ nositelky sily, viz obr.2.14b), nebot pouzivané silové budice

(elektrohydraulické nebo elektrické vibratory) byvaji vybaveny i osovym
akcelerometrem, z jehoz udaje po dvojnasobné integraci Ize urcit vychylku. Pfimou
dynamickou poddajnost odvodime z obou smérovych poddajnosti G,,G, aplikaci

1.radku z transformacni rovnice (2.28a) pro smér 5
Ar(s) = x(s)cos + y(s)sin
a po dosazeni za x(s),y(s) z (2.31a,b) a upravé vyjde pfima dynamicka poddajnost
jakozto soucet dvou dil¢ich pfenosu 2.fadu s tzv. smérovymi koeficienty, danymi
Uhlovou orientaci sily S a orientacemi hlavnich smért kmitani a, a +7/2:

_AF(S): cos*(B-a) N sin?(8-a)

Grls)=
F\s) ms*+c s+ky, ms* teystky

(2.31¢)

Pfi s =0 se nutné vracime k rovnici (2.24) pro pfimou statickou poddajnost, kterou
jsme odvodili pomoci energie napjatosti. Ve vztazich (2.31a,b,c) se sice jedna o
soucty prenosovych funkci 2.fadu, ale po uvedeni na spoleéného jmenovatele
obdrzime prenosové funkce 4.fadu, nebot jmenovatele obou scitancu se Ilisi.
Pfislusné frekvenéni charakteristiky nabyvaji vlivem smérovych koeficientd

v,

nejrozmanit&j$i podobu. To je patrné napf. u Nyquistovych kiivek G (ja) pro razné
sméry sily B - viz obr.2.16a. Ciselné parametry dosazené do (2.31c¢) jsou:
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m=20kg, kg =1e6N/m, Q, =223,6rad/s(fq =356Hz), c,1 =8944 Ns/m(¢,, =0,1)

kyy =18¢6 N/m, Q.1 =300rad/s(f,, =47,7Hz), ¢, =1610(c,; =0,134), a =15°
Protoze vétsSinou vySetfujeme malo tlumené systémy (¢ =0,1 a méné), je ziejmé, ze
amplitudy funkce Gr(ja) nebezpedné naristaji v okoli viastnich kmito&ta pfi sméru

sily blizkém ke hlavnim smérdm kmitani. Na amplitudové charakteristice v obr.2.16b
je vidét, Ze u systému s vySe uvedenymi parametry nastava nejvétSi rezonancni
vychylka a;s =5um/N nepatrné pod prvnim vlastnim kmitoctem f,, =35,6Hz pfi

smeéru sily ,820':150 (jednda se o tzv. prvni tvar kmitd). DalSi maximum

c=21lum/N nastava u druhého tvaru, tj. pfi orientaci sily S = a+90° =105° blizko
druhého vlastniho kmitoCtu f; =47,7Hz . Pfi obvykle malych hodnotach pomérného

tlumeni ¢ <0,05 nastavaji rezonanéni vrcholy témér presné na vlastnich kmitocétech
(s odchylkou v fadu promile), viz poznamka ke vztahu (2.22d).

Re

2 A 0 1 2 [um/N] 10 20 30 f, 40 1,50 [Hz]60 70
Obr.2.16a Nyquistovy kfivky pfimé Obr.2.16b Amplitudové charakteristiky
poddajnostiG g (ja) =Ap (ja.)/F(ja) |GF (ja)i pro rizné sméry sily 3

2.8.3 Polarni diagram piimé dynamické poddajnosti
Tento diagram, jehoZ priklad je na obr.2.16¢c, se sklada ze dvou kfivek, vzniklych
vypoctem hodnot funkce |GF ( ja){ zvlast pro oba vlastni kmitocty Q,,,Q,, a pro

rizné sméry sily v celém intervalu B=0+360". Zobrazuje pfehlednym zptsobem
rezonan¢ni vrcholy amplitudovych charakteristik z obr.2.16b. Jednd se o dvé
stfedové soumérné kfivky a z porovnani rovnic (2.24) a (2.31c) je ihned jasné, Ze
jejich tvar vznikne ,nafouknutim“ kfivky pfimé statické poddajnosti, protoze pro
5§=jQ,,jQ, a malé tlumeni se jmenovatele zlomkd v (2.31c) zmensuji. Osy
symetrie jsou totozné s obéma hlavnimi poloosami elipsy statické poddajnosti e; ta
je vobrazku vyznaCena plnou c&arou, kfivka pfimé statické poddajnosti pak
Carkované. Obé krivky dynamické poddajnosti v obr.2.16¢ se protinaji jiz pfi Ghlu
ﬂ=770, coz znamena, ze pii této orientaci sily by byly na amplitudové
charakteristice v obr.2.16b dva stejné vysoké vrcholy. V obou obrazcich jsou
pismeny as,as,ass,b,c,d vyznaceny nékteré spolecné body.

Poznamky: 1) Polarni diagram muZe podat rychlou a prehlednou informaci o nékterych
rizikovych stavech stroje. Bude-li obr.2.16¢c platit napf. pro radialni zatéZovani svislého
vi'etena frézky, méli bychom se pri frézovani se zubovou frekvenci frézy 35,6 Hz vyhnout
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takovému sméru pohybu kfiZzového stolu, kdy pramét Fezné sily do jeho roviny zaujme uhel
a=15";

2) Rovinny model realného konstrukéniho usporadani zpravidla neni ortogonalni a obecné
obsahuje hmotu, zavésenou na vice pruzinach pod obecnymi thly, jak pozname v kap.3.6
na obr.3.8. Bude vSak dokazano, Ze kaZdy takovy obecny pfipad Ize prevést na nahradni
ortogonalni pfipad.

Pfiklad uspofradani experimentu u vietena soustruhu je na obr.2.16d.

m/N
_409° 9_0 [5e-0061

180

270

180

210

270
Obr.2.16d Méreni primé dynamické poddajnosti vietena soustruhu

Méfeni je Casové narocné, nebot je tfeba vieteno zatéZovat periodickou silou
v dostatec¢né Sirokém kmito¢tovém pasmu, nejprve identifikovat na amplitudové
charakteristice rezonan¢ni vrcholy a jim pfislusné kmitocty Q,;,Q,;, posléze vynasSet

amplitudy funkce |GF ( ja‘){ pro kazdy z obou téchto kmitoctl zvlast a postup vicekrat
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opakovat pro rGzné ahly [ vintervalu alespon 0+180°. Protoze rezonanéni
vychylky jsou podstatné vétsi nez u zatézovani statického, pfi dlouhodobém buzeni
vibratorem muaze hrozit poskozeni proméfovaného systému a navic hmotnost
samotného vibratoru muze ovlivnit plvodni hmotové parametry. Proto je nékdy Iépe
systém opakované budit adery modalniho kladivka a zaznamenavat odezvy pfi

viv s

Volny pohyb ortogonalniho systému

Zavérem uvedeme vysledek vypoctu volného pohybu systému po vybuzeni
kratkodobym silovym impulzem. Pohyb ma dvé samostatné harmonické slozky ve
smérech soufadnych os x;,y;. Na obr.2.17 jsou zobrazeny Cctyfi pfipady pro

netlumeny systém, kde tuhost &, je odstupriovana tak, aby vlastni kmitocet v ose y,
byl postupné jedno-, dvoj-, Ctyi- a Sestinasobkem kmitoctu £, . Silovy impulz 10000 N
trval 1ms a mél smér B=100°. Slozenim obou harmonickych pohybli (v tomto

pfipadé bez vzajemného fazového posuvu!!) vznikaji znamé Lissajousovy obrazce.
1.5¢ , » :

\;1= xA ly
Yi

1L
0.5 ( X
€ ~ J X,
.E.O X1

4fx1

05 2f,,

1k
15L ; ‘

-1 0 [mm] 1

Obr.2.17 VoIné kmitani netlumeného rovinného systému
m=20kg, ky =1e6, a=30°, B=100°, ¢, =¢,, =0, Q,, =2236rad /s (f,, =356Hz)

2.9 Logaritmické frekvencni charakteristiky
Misto obecného vztahu pro frekvenéni pfenos

G(jw)=|G(jew) )
je vyhodné pocitat s jeho dekadickym logaritmem
logG(jw) = log|G(ja)X + jloge Dﬁ(w) (2.32)
Analogicky u soucinu dvou pfenosu
Gi(j@) G, (je) = |Gy (jeo) @7 ) G, (jeo) %)

vznikne logaritmovanim vztah

10g|G1 (jw)| + 10g|G2 (jw)| + jloge [ﬂ¢1 + ¢2) (2.33)
Souciny (nebo podily) vice prfenost se prevadéji na soucty (nebo rozdily) jejich
logaritma. Je zvykem vynadet zvlast amplitudovou logaritmickou charakteristiku
(podle tvarce metody téz Bodetliv diagram) v tzv. decibelech (znak dB)

20logG(jw) = fee(logw)  [dB, rad/s]
a fazovou charakteristiku (v souradnicich semilogaritmickych)
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¢ = fee(logw)  [rad, rad/s] (alternativné deg, Hz)
Misto jedné kfivky v komplexni roviné (viz napf. obr.2.8) ziskame zvlast prabéhy
amplitudy a faze, které jsou ovSem spolu jednoznacné svazany (jde o zobrazeni
jediné funkce komplexni proménné). Charakteristiky soucinu pfenosu vzniknou podle
(2.33) prostym grafickym sectenim prislusnych kfivek. Dale plati

loga;—w) =-logG(jw) = —10g|G(ja)X — jloge #(w)

takze amplitudova i fazova log. charakteristika reciprokého pfenosu vznikne
preklopenim charakteristiky plvodni okolo vodorovné osy kmitoctd. Na typickych
prikladech dale ukazeme, Ze pouziti logaritmd v obou soufadnych osach pFinasi
vyhody pfi nahradé amplitudovych charakteristik asymptotami, coZz nebylo mozné u
soufadnic semilogaritmickych napf. na obr.2.9.

A. Integracni ¢len s pfenosem L. 40 Amplitudova charakteristika
. . § 30, Gio) = Kijo
- frekvenéni prenos je N
y_ 1 oy 1 20 \ >y
6lie)=—L, l6je) =L \ ST
jw Z AN %, N
10+ N O'G’{_ N ]
¢ = konst = -2 [dB] M S
2 0 N AN
2010g|G(ij =-20logw 10 \\ p \i—\\zo
10l - 2. |
Zvysi-li se « desetkrat (o jednu \\\ 4 S
dekadu), klesne amplituda o 20 NG ]
-201log10 = -204B. Amplitudova 30| T4 ]
o o N
charakteristika je tedy pfimka se 0,01 0,1 1 \10 ® 100
sklonem —-20dB/dek. Zvétsi-li se -2 -1 0 1 logw 2
Citatel K- krat, pfimka se posune Obr.2.18 Amplitudova charakteristika
vzhlru o 20log K [dB], viz obr.2.18. integracniho Clenu
B. Pfenos 1.radu s ¢asovou konstantou 7 (viz napf. obr.1.23a):
Nejprve  zopakujeme ucebnicovy vypocet Im
frekvenéni charakteristiky pfenosu =00 . Re =0
: 1 I-7ja P ' 1
G(]a)): , = / I /
2 Q.
Tw+l Ta)2_+1 Q)/: //
ReG=——5—>0, InG=—14—-<0 /
r'a” +1 r'a” +1 | .
ReG> +ImG> =——— =ReG ' ©
i r'a” +1 X o=1/1
(ReG -0,5) +ImG* =(0.5) Obr.2.19a Nyquistova kfivka
Pro 0<a <o se v komplexni roviné jedna o prenosu 1.7adu

rovnici pulkruznice o poloméru 0,5 se stfedem v bodé (0,5 0), viz obr.2.19a.
Absolutni hodnota frekvenéniho prenosu je

G(jw) = ﬁ a logarimovanim vychazi  20logG(jw) = —20log 7’ +1
r +1
Amplitudova charakteristika na obr.2.19b ma dvé asymptoty:
- pro e <<1 (. |G(ja))| =1) je to vodorovna pfimka —20logl =0 [a’B]

- pro e >>1 (1. |G(ja))| =1/tw) vychazi —20logra a pfimka ma sklon—20dB/dek .
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Zde je vyhodné na vodorovnou

osu vynaset logaritmus R — . N\ _ _-3dB
bezrozmémné  veliCiny 1. \
Maximalni odchylka pfesného  -10 SN,
pribéhu  od  asymptotické [qgp] Glio) = 1 %oy
nahrady nastava v priseciku 20 Tjo+1 o)
asymptot (tj. pfi ra=1) a &ini ~ 4508 %O %
~20log+/2 =-3,01 dB. 2%
Zvétsenim Gitatele K -krat opst 30 ®
dojde k svislému posunu kfivky
0 20logK [dB]. -40 \\

. .. ) 0,01 01 10 1 10 *~eem... 100 g5
C. Pfenos 2.fadu s vlastnim 2 1 log 1o 0 1 5
kmitoctem Q a pomérnym Obr.2.19b Amplitudova a fazova charakteristika
tlumenim ¢': prenosu 1.7adu

6(jw)= o 12 , |Gliw) = ! (viz (2.21)).
F 2o N a a

Budeme uvazovat pouze podkritické tlumeni (1j. 0< ¢ <1), nebot v pfipadé reélnych
poll se jedna o soucin dvou pfenosu 1.fadu, jejichZz charakteristiky se scitaji. Opét je
vyhodné pracovat s bezrozmérnou veli¢inou «/Q . Asymptoty jsou:

-pro w/Q<<1 (4. |G(ja))| =1) .... vodorovna pfimka na urovni —20logl =0 [dB]

- pro w/Q>>1 prevladne ve jmenovateli vliv ¢lenu se 4. mocninou poméru «/Q

4. [6(jw) = 1/\/(0)/9)4 ) a bude

201og/G(jw) = 20log1-20log/(w/Q)* = -40log(aw/ Q)
Asymptotou je pfimka se sklonem -40dB/dek, viz obr.2.20. Obé asymptoty se
1
27
asymptotické nahrady v okoli bodu « =Q roste. Maximum je dano vztahem (2.22d).

protinaji pfi a/Q =1, kde je |G(jw) = 5, takze pro malé hodnoty tlumeni odchylka od

Fazova charakteristika 40 : __ e
Y semilogaritmickych Amplitudova cha‘]rakterlstlka £=0,01
soufadnicich jiz byla | 30[G(0)=srowotomnsi | 1
uvedena na obr.2.9
20
dole.
10+
[dB]
0 _
-10 ¢
-20
-30¢
40 »=0,1Q2 .
-1 -0.5 0] 0.5 1
log(w/Q)
Obr.2.20 Amplitudova charakteristika pfenosu 2.fadu
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3. Systémy s vice stupni volnosti

Uvodni poznamky: 1) V dal$im textu budeme pouZivat pro prvky vektori pismena psand
kurzivou (napr. u,v ) na rozdil od symbolu v pro rychlost nebo w,v pro cely vektor.

2) V matematice je vétsinou zvykem zapisovat vektory do radku (jako napr. u komplexnich
Cisel), zde jsou sloupcové!! Pfi indexovani u matic se pridrZime matematickych zvyklosti,
takZe prvni index znaci poradové Cislo radku (tedy prvku vektoru), druhé je ¢islo sloupce
(pofadové cislo vektoru).

3.1 Nékteré obecné vlastnosti ¢tvercovych matic - opakovani
Vlastni vektor u ¢étvercové matice A o rozméru N x N ma tu vlastnost, Ze po
vynasobeni matici A tzv. ,nezméni smér, tj. plati rovnost

(3.12)
(A-JEJu=0 (3.1b)
E ... jednotkova matice o rozméru N x N .

Aby davalo nasobeni matice a vektoru smysl, je tfeba vektor u definovat jako
sloupcovy.

Poznamka: Jedna se o tzv. pravostranny vlastni vektor (matici A jim nasobime zprava), na
rozdil od vlastniho vektoru levostranného (opét sloupcového), ktery oznaéime w. Ten je
definovan rovnici

wiA = Aw’ (3.1¢c)
(v rovnici je jeho transpozice nutna, aby nasobeni davalo smysl). Transpozici (3.1c) zjistime,

Ze w je zéroveri pravostrannym vektorem &tvercové matice AT . U symetrickych matic se
tedy levo- i pravostranné vektory shoduji.

Konstanta Umérnosti A (tzv. vlastni &islo matice) muze byt i komplexni (geometricka
predstava zachovani sméru je ale presné&jsi pro hodnoty realné). Ctvercova matice
A —-JE orozméru N x N je tzv. charakteristickd matice k matici A . Rovnici (3.1b)
feSime Cramerovym pravidlem, takze k —ty prvek (fadek) vlastniho vektoru u
zjistime podilem

= detD,
“ 7 det(A - JE)
Matice D, vznikne dosazenim prvkd pravé strany rovnice (které jsou ale vSechny
nulové!l) do k- tého sloupce charakteristické matice, takze Ccitatel zlomku je
detD,, =0. Nema-li byt identicky u, =0, musi byt i jmenovatel nulovy tj.
det(A -1E)=0 (3.2)

.0
Jediné tehdy existuje moznost, Zze vyjde nenulova limita u; =11m6 #0. Vyraz na

levé strané (3.2) je tzv. charakteristicky determinant a vzhledem k¢islu A je
polynomem stupné N. Re$enim charakteristické rovnice (3.2) vyjde N kofend
(vlastnich ¢isel A,.,.y) a potazmo z (3.1a,b) téz N vlastnich vektor( u;.,.n. Dale
budeme predpokladat, Ze vlastni Cisla matice A jsou nendsobnd. Sefazenim vSech
vlastnich (sloupcovych) vektord do jednoho fadku vznika ¢tvercova matice vlastnich
vektort (tzv. modalni matice )

u]l ulz cee I/lli cee I/llN
u21 uzz ees uzi .ee MZN
U = [u u u. u ]: e .
1 2 eee i eee N
Uy Upy oo Up oo Upy
_uNl uNZ coe uNi cee MNN a

Bez dukazu uvadime tato dveé tvrzeni:
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- stopa matice (soucet prvku v hlavni diagonéle) je rovna souctu vlastnich Cisel

StA =" A, (3.3)
- determinant matice je roven soucinu vlastnich Cisel
detA =[], A (34)

Vynasobenim obou stran rovnice (3.1a) nenulovou obecné komplexni konstantou b,
se nic nezméni:
Alllb1 = /11lllb1 = lllb1A1

Auyby = Auzby =uybyA; (3.5)

Je tedy zfejmé, Ze vlastnim vektorem muze byt zrovna tak dobfe vektor u,;b;, takze

feSenim rovnice (3.1a,b) Ize zjistit pouze sméry, nikoliv_absolutni velikosti vlastnich
vektord u,. Modalni matice tak mize mit obecnég;si tvar

b 00 O

U 8 boz 0 8 = UB, (3.52)

0 0 0 by
Diagondlni matici umérnosti B, nebudeme vétSinou uvadét. Jeji prvky b, je ale

mozno volit libovolné dle potifeby (s vyjimkou nuly). Soustavu rovnic (3.5) zapiSeme
opét v maticovém tvaru:

[ulb1 u,b, ... uNbN]Z

A 0 0 O
A[ulb1 u,b, .. uNbN]=[u1b1 u,b, .. uNbN] 8 )(|)2 0 8
00 0 A,
Pro nové vzniklou diagonalni matici vlastnich ¢isel zavedeme oznaceni A, takze je
AUB, =UB A
U'AUB, =B,A =AB,
A 0 0 O
akoneind |UTAU=A = 8 ’2)2 0 8 neboli (3.6)
0 0 0 Ay

bez ohledu na velikost prvkd matice umérnosti B, .

Poznamky: 1) DdlezZity vztah (3.6) se nazyva "transformace na diagonalni tvar" nebo téz
"diagonalizace" a je mozno jej uplatnit na ¢tvercovou matici A s libovolnymi prvky;

2) V mechanice nese matice A nézev spektrdlni, v teorii automatického Fizeni je
zviastnim pripadem tzv. matice Jordanovy. Pismenem A je v obou oborech oznadovana
tzv. matice dynamiky (téZ nazev " matice systému"), ma vsak vZdy jiny vyznam:

- ve stavove teorii automatickeho Fizeni je sestavena z koeficientt linearnich diferencialnich
rovnic 1.radu, jeji prvky mohou byt libovolné a jeji viastni ¢isla mohou byt obecné komplexni;

- v mechanice ma matice A specidini tvar (3.13), vyplyvajici z koeficienti pohybovych

rovnic 2.radu. Jeji prvky jsou realné, viastni ¢isla nezaporna;
3) Program Matlab vypocita modalni matici U a spektralni matici A po zadani instrukce
[U,D]=eig(A), kde D= A
4) Aplikaci (3.2) snadno zjistime, Ze A je sama sobé zaroveri matici svych viastnich &isel,
nebot char. rovnice det(A = AE) = (A, = A)(A, = A)...(Ay =A) =0 ma kofeny A, Ay.... Ay .
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Dale zavedeme matici
Ao =Q7'AQ (3.6a)

kde Q je libovolna ¢&tvercova konstantni matice (s obecné komplexnimi prvky),
splfiujici podminku detQ # 0. Kazdé dvé matice A, A, svazané rovnici (3.6a), se
nazyvaji podobné. Vytvofime a dale upravime rozdil

Ag - E=Q'AQ-E=Q'AQ-/1Q'EQ=Q'(A-1E)Q
Pouzitim pravidla "determinant soucinu je soucin determinantd" vychazi

det(Aq —AE)=det|Q ' (A - AE)Q|= detQ " @et(A — JE)detQ =

= det(A - IE)detQ ™ @etQ = det(A - AE)det(Q Q)= det(A - 1K)
Tim je dokazano, ze podobné matice maji stejny charakteristicky determinant, tedy i
charakteristickou rovnici a vlastni &isla A.. Zvlastnim pfipadem podobnych matic je
dvojice A a A v rovnici (3.6).

3.2 Dynamicky model pohonu

Uvodni_poznamka: | kdy? mechanismy pohonti ve vyrobnich strojich maji prevdzné
rotacni charakter, dynamické vypolty budeme pro vétsi nazornost demonstrovat na
translacnim modelu podle obr.3.1. U rotacni nebo smisené rotacné-translacni varianty
pohonu dojde k zaméné hmotnosti m;, za hmotové momenty setrvacnosti J,; oznaceni
uhlovych souradnic a rychlosti, torznich tuhosti a tlumict nékde ponechame stejné pro
rotacni i translacni pohyb. Pri redukcich velicin pres prevody je tfeba disledné dodrZovat
jednotky[kg |,[m],[s],[rad ]. Zdefinice radianu (Ghel, prislusny oblouku o délce
poloméru) vyplyva, Ze jeho rozmér je jedna.

Pohon bude tedy uvazovan podle obr.3.1 jako diskrétni N —hmotovy translaéni
systém, ktery je uvolnén od ramu (Carkovana pruzina i tlumi¢ odpadnou, fj.
0 =¢, =0). Systém se muze pohybovat jen vodorovnym smérem a jeho seriové

sefazené hmoty m, jsou vzajemné vazany nehmotnymi pruznymi konstantnimi
pifevody s viskdznim tlumenim. Tuhosti &k, a konstanty tlumeni ¢, jsou redukovany

pfes kvadraty pfislusnych pfevodovych pomérid na shodné indexované hmoty.
Kinematicky (staticky) pfevod mezi hmotou m, a m,,, je definovan jako pomér

ustalenych rychlosti VkO/V(kH)O = p,, takze pfevod mezi i —tou a k —tou hmotou je
Pic = DiDis1--Pi-1 = Vio/Vio =1/ Py (3.7)

Obr.3.1 Vicehmotovy seriovy systém uvolnény od ramu (k, =c, =0 ), sila na k — té hmoté

Poznamky: 1) Prevod se obecné definuje jako pomér rychlosti Elenu hnaciho k rychlosti
Clenu _hnaného bez ohledu na to, jedna-li se o pohyby rotacni, pfimoc¢aré nebo jejich

kombinaci (jakou je napr. sroubovy pievod). Stoupdani sroubu, které ozna¢ime symbolem h,
je tedy nutno dosazovat v jednotkach [ m/rad ] . Rotaéni i linearni pfevod (napr. pakovy) je
bezrozmérny, ale je nutno doplinit jesté znaménko podle toho, je-li prevodem obracen smysl!
pohybu ¢i nikoliv:

- kladné, je-li smysl zachovan (pfevod remenovy, ozubeny s vnitrnim ozubenim,
jednozvratna paka;

- zaporné pfi obraceni smyslu pohybu (pfevod s prekfizenym fFemenem, s vnéjsim
ozubenim u obou kol, dvojzvratna paka);
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2) Obvykle byva zvykem vySetfovat vicehmotové systémy ukotvené k ramu, ale pro
pohony ve vypnutém stavu je charakteristicka spise varianta neukotvena. Rozdil mezi
uvolnénym a ukotvenym systémem z obr.3.1 neni podstatny. Uvolnény systém miZeme
prevést na ukotveny tak, Ze jedné hmoté pridélime nekone¢nou hmotnost, tj. u¢inime z ni

rém (zemékouli). N&s ukotveny systém by obsahoval pruZinu k, a tumi¢ c, a identicky by
platilo, Ze 'y, =0. Varianta s ¢asové proménnou souradnici yo(t) - tzv. kinematicke buzeni,
viz obr.2.1b - je typicka napr. pro vackové mechanizmy;

3) Uloha pohonu pfi ukotveni k rému je znazornéna dvojhmotovym modelem pficného
posuvu soustruhu na obr.3.1a. Hmota m,, nesouci permanentni magnety, je pohyblivym
dilem elektromotoru (v tomto pfipadé linedarniho), ktery je pruZnym spojovacim ¢lenem s

v v

tuhosti k, pripojen k noZovému drzaku na pri¢ném suportu soustruhu. V konstanté tlumeni

¢, mohou byt zahrnuty napf. pasivni odpory vedeni suportu. Suport m, je udrZovan

v poZadované poloze pomoci zpétnovazebniho obvodu, ktery fidi proud do statorovych civek
motoru umeérné k okamZzitému rozdilu mezi skute¢nou a Zadanou polohou. Proudem je

uréena sila F,, prenasena magnetickym polem ve vzduchové mezefe mezi magnety na
hmoté m, a statorem. Zndzornéna zpétnovazebni regulace polohy se chova podobné jako
pruZina, jejiz viastnosti Ize mj. ovliviiovat prfemisténim odmérovaciho systému z hmoty m,
na hmotu m,. Rozpojenim zpétné vazby od méridla skutecné polohy nebo uplnym vypnutim
motoru klesne tuhost myslené nahradni pruZiny polohové regulace na nulu a dvojhmotovy
systém je uvolnén od ramu. Sila F, je pramétem fezné sily F do osy pohybu celého
posuvového systému a z hlediska requlace predstavuje poruchovou veli¢inu.

X T
< < rotacni
F Yi stator 2 motor. Ve N
1 R F =
. 2
iin. vz
motor
J RO, )
proud Amotoru F roupdni
— skuteéna f poloha Sg"rﬂﬁiﬁ'
] L1 i ra]
NC e NC s sdan
l«————— Z4dana poloha Zadana poloha
Obr.3.1a Dvojhmotovy model pri¢ného Obr.3.1b Model pficného posuvu
posuvu NC soustruhu s linearnim motorem NC soustruhu s rotaénim motorem

Smisena rotacné - translacni varianta je na obr.3.1b, kde jiZ neni dvojhmotové usporadani
jednoznacné, nebot Sroub kromé své torzni | tahové poddajnosti ¢asto predstavuje i
vyznamny setrvacnik a pfistupuji dalsi vlivy (napf. poddajnost spojky, stykova poddajnost

v v

v zavitech atd.). Nejjednodussi dvojhmotovy rotaéni model by mohl byt vytvofen napf. takto:
- prvni setrvaénik (motor + Sroub) ... J, + J ¢, druhy (fiktivni) setrvaénik ... J, = m2h2 ;
-k, ... torzni pruzina, zahrnujici viiv torze, tahu-tlaku a styku v zavitech Sroubu a matice;

- poloha druhé hmoty (setrvacniku) ... ¢, =y, /h.

V obr.3.1 je zakreslen zjednoduSeny pfipad, kdy pusobi jedina sila F, (t) pouze

na k —ty ¢len (motor), na ktery je téz pres prevody redukovana celkova hmotnost
systému podle vztahu

Mgepk = -+ M2\ Pr-2Pi-1 My P T 1My 2 2 T 2. mpy  (3.8)
DPx (pkpk+1) i=1
NejCastéji je motor prvni hmotou (k =1) a €leny s indexy k-1, k-2 atd. odpadaji.

Poznamka: Pokud by osamocena sila F, (t) pusobila ve formé konecneho impulzu o

plose A, tedy pouze v intervalu <0,7])>, rychlost k —tého élenu po odeznéni impulzu
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bychom v pripadé dokonale tuhych prevodu urCili z 2.Newtonova zakona: ,impulz sily =
zména hybnosti", tj.

TO
[F(e)dr = A
Mgepk M gEpk
Dale budeme predpokladat obecny prfipad, kdy na vSechny hmoty puUsobi
nezavislé sily. Systém je popsén soustavou vzajemné zavislych pohybovych rovnic

mlj-}.l-'-cl(yl Pl}’2 +k }’1 (Pl)’2
mYy, ¥ ¢ p; 2)’2 )’1/171 to D2Ys +k1p12(J’2 _)’1/P1)+k2(y2 _Pz)’3) = Fz(t)

’77/33}3"'C2P22 Y3~ yz/P2)+C3 V3~ P3}’4)+kzp y%_)’2/P2)+k3()’3_P3J’4):F3(t) (3.10)

My Yy + CN—2P§/—2 (5’N—1 2_}’ —2/pN—2) Ty (5’N—1 4 —1)"N)
) +ky_o Dv-2\Yn=1 _yN—2/2pN—2 +ky\Yn-1 = Py ) Fy- 1(t)
my Yy tCyo Py (YN - yN—l/pN—l) +ky_1 P (YN - yN—l/pN—l) Fy (?S
a maticové My (z)+Cy(t)+ Ky () =F(r) (3.11)

Sloupcovy vektor geometrickych souradnic je

yO)=[n(e) »e) o oyl

Matice hmotnosti M je diagonalni, matice viskézniho tlumeni C a tuhosti K jsou
symetrické a tzv. ,pasové“ (osou pasu je hlavni diagonala):

Vo = (3.9)

m 0 0 0 O
0O my 0 O O N
M=l0 0 m 0 0 takze  detM = |‘| 1z M (3.12a)
0O 0 O 0
0O 0 0 0 my
¢, (+ CO) - p 0 0 0 i
—CGiP ClP12 o, —0ap 0 0
c=C"= 0 —c,py G ps ey 0 (3.12b)
0 0 CN—2P12\1—2 T Cyo1 T Cn-1PNA
L 0 0 0 “CN-1PN-1 CN—lplz\/—l _
_kl (+ ko) _klpl 0 0 0 i
—kipy k1P12 +k; —ky P> 0 0
K=K"=| 0 —-k,p, k,p; tk, 0 (3.12¢)
0 0 kN—2P12v—2 thkyy —kyaPya
L 0 0 0 —ky_1Py- kN—lplz\f—l _

Sloupcovy vektor silového buzeni je
Fi)=[£(0) R) .. R

Poznamky: 1) U matic C,K v (3.12b,c) je tfeba v pripadé rotacniho systému dbat na
sprdvnd znaménka u prevodi. Obé matice jsou pro k,=c, =0 singuldrni (jejich
determinant je nulovy a nelze provést inverzi), o cemz se snadno presvédcime nasledujicimi
dovolenymi dpravami:

- novy druhy fadek ziskame prictenim p, — ndasobku prvniho radku;
- novy tfeti Fadek ziskame prictenim p, —nasobku nového druhého fadku atd.

Opakovanim tohoto postupu nakonec ziskame v poslednim radku samé nuly.
Singularita obou matic je logickym disledkem toho, Ze systém je uvolnén od ramu a v
takovém pripadé nelze urcit tuhost jakoZto podil sily a statické deformace.
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V pripadé kinematického buzeni (viz obr.2.1b) bude v obr.3.1 uvaZovana pruzina k, 70 i
tlumi¢ c, #0 a v (3.10) se zméni pouze prvni rovnice na tvar
my +C0()"1 - )"0)"'01()"1 _P15’2)+ko(y1 - y0)+kl(y1 _P1)’2) = Fl(t)
a po upravé
my, +cyy +C1()"1 - P15’2)+ koy, +k (Y1 - Plyz) = Fl(t)"'Co% +ky Yo
V prvnim fadku a prvnim sloupci matic C,K budou misto prvki c,,k, vyrazy c,+c, a

k,+k a singularita obou matic zanikne. Ve sloupcovém vektoru sil bude prvni prvek

Fl(t)+c0 Yo T kyy,, coZ je opét vyraz pro vnéjsi silu jakoZto zadanou funkci ¢asu. U

obecného postupu pri modalni transformaci zptsob buzeni nehraje roli;

2) Problém tlumeni nelze exaktné vysvétlit a jsou pfijimany rizné matematické formulace
pro jeho popis. Hypotéza viskdzniho tlumeni se nejlépe hodi pro vnéjsi tlumeni (odpor
prostfedi, uméle instalované tlumice), méné jiz pro konstrukéni tlumeni (tfeni loZisek, spoju
atd.) a materialové (vnitfni) tumeni. U pohont a prevodi ve vyrobnich strojich jde zpravidla
0 soucasné pusobeni vsech tfi vlivii a spokojime se proto s viskozni hypotézou. Nékdy byva
tlumeni zcela zanedbdvano, ¢imz je vytvofena rezerva stability pfi navrhu regulace hnaciho
motoru. V kap.3.2.3 prijmeme jesté dalsi zjednoduseni;

3) U pohonu NC obrabécich stroji ma vektor sil vétsinou jen dvé dominantni sloZky: silu
motoru (na prvni hmoté) a silu feznou na hmoté posledni.

Reseni pohybové rovnice Cramerovym pravidlem
Teoreticky je mozné rovnici (3.11) feSit pfimo pomoci Laplaceovy transformace,
s jejiz pomoci ziskame vztah
(sZM+sC+K)y(s)=H(s)y(s)=F(s) (3.12d)
kde bylo zavedeno oznageni pro matici s°M +sC+K :H(s) a y(s),F(s) jsou
L.obrazy sloupcovych vektort soufadnic a sil. L.obraz pohybu k—té soufadnice
bychom zjistili jako podil dvou determinantu
_ detH,, (s) .
yk(s)—m, k=1+N (3.12¢)
Matice Hk(s) vznikne nahrazenim k —tého sloupce matice H(s) sloupcem F(s) Je
ale zfejmé, Ze timto postupem dojdeme ke slozitému vyrazu pro y, (s) jehoz zpétna
Laplaceova transformace muaze byt velmi komplikovana, nebot ve jmenovateli je
polynom stupné 2N . SnazS8i postup pomoci modalni transformace ukazeme v kap.
3.2.3, viz vztah (3.33b).
Zrovnice (3.12e) je ale mozno urcit alespon vlastni kmitoéty N —hmotového
systému na zakladé této avahy:
- pfedpokladejme netlumeny systém, tj. C=0:
H(s)=s>M +K =M(s2E +M"'K)=M(s2E + A) (3.12f)
kde jsme zavedli tzv. matici systému o rozméru N X N

(3.13)

Systém rozkmitame Diracovym impulzem sily na libovolné (napfiklad prvni) hmoté,
t. F()=0(), F(s)=1, F(s)=[t 0 ... o]'. Je ihned zfejmé, 7e po nahradé
libovolného sloupce matice H(s) sloupcem [ 0 ... 0] bude determinant matice
detHk(s) polynomem niz§iho stupné nez 2N . Je tedy mozno provést Heavisidelv
rozklad zlomku (3.12e) na ¢aste¢né zlomky podle kap.1.16, zname-li 2N kofena s,

rovnice detH(s) =detM Eﬂet(szE + A) =0. To jsou ale zaroven kofeny rovnice
det(s’E+A)=0 (3.13a)
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protoze detM = |_|kN=1 m, #0. Pro L.obraz pohybu k —té soufadnice bude platit

=15 75

U Cki . & s;t .
ykDirac(S):z— neboli ykDirac(t):zCkie ’ i=1+2N  (3.13b)
=

V rovnici 2N -tého stupné (3.13a) se ale vyskytuji pouze sudé mocniny neznamé s,
takze staci po substituci s> =—A fesit pouze rovnici N —tého stupné pro nezndmou
A, neboli hledat vlastni ¢isla matice A - viz rovnici (3.2). Bez dukazu uvadime, ze
vlastni Cisla A, (i=1+N) vyjdou realnd nezapornd (tato vlastnost vyplyva ze
specialniho tvaru matic M,K ), takze kofeny pavodni rovnice (3.13a) budou ryze

imaginarni v po¢tu N komplexné sdruzenych dvojic +./— A, :tj\//T,-:ijQ,-.
Komplexné sdruzené budou i dvojice konstant Ck,-:|Ck,-|e”¢“. Dosazenim do

(3.13b) a pouzitim Eulerovych vztahl (1.2) vychazi pohyb k —té soufadnice jakoZto
soucet N harmonickych sloZzek
N

YiDirac (t) = Z|Cki|(e+j¢ki [/ + /0 [/ ) = 2i|cki
i=1

i=1

Bos(Qz+¢y)|  (3.13¢)

Kladné konstanty Q, :\//T,. jsou hledané vlastni kmitoCty systému, neboli vlastni
éisla A; matice systému A jsou druhymi mocninami vlastnich kmito¢ta Q;.

Poznamky: 1) Rovnici (3.12d) Ize upravit na tvar

¥(s)=(s>M +sC +K ) "F(5) =G (s)F (s) (3.13d)
kde G(s):H_1 (s) je tzv. matice poddajnosti, jejiz dileZity vyznam objasnime v kap.3.4.
Jmenovatelem vsech jejich prvki je stejné jako u (3.12e) determinant matice H(s)
2) Uvolnény systém (k, =0 ) ma jedno z vlastnich ¢isel nulové (a tedy i viastni kmitocet) a je

zvykem je davat na prvni poradové misto, {j. /11 = 0. Nulovy vlastni kmitocet predstavuje

nekonec¢né pomaly harmonicky pohyb, tj. klid nebo rovnomérny pohyb uvolnéného systemu.
Vliv ukotveni ukaZeme na dvojhmotovém systému, u kterého je

ko+k  —kp

_lkothk _k1p1j| — -1 _[1/”11 0 }[Eko"'kl _klpl}_ m m

K= , A=M K= =

|:_k1pl kpt 0 1m —kip k1P12 —kpy k1P12
nm, nm,

ko"'kl_/] —kip ) ,

+
det(A-/\E):det ™ "211 :(ko k —/]] kipi -A ——kl D1
—kp k, p; .y my m, m,ni,
m, m,

Roznasobenim zjistime, Ze v kvadratickém trojélenu vymizi pro k, =0 absolutni ¢len, takZe

jeden koren bude nulovy, viz téZ podobny vypocet v kap.3.5 a vztah (3.49a). Pro ukotveny
systém (kdyZz v obr.3.1 bude k, # Q) vyjdou oba koreny nenulové.

3.2.1 Transformace pomoci modalni matice

Matice systému A ma realné prvky a jeji vlastni Cisla, majici fyzikalni vyznam
druhych mocnin vlastnich kmito¢tu, jsou rovnéz realna. Podle (3.1a) jsou tedy realné
i vlastni vektory. Rovnici (3.1a) pro i—ty vlastni vektor, pfisluSejici vlastnimu ¢islu
A, , upravime po dosazeni z (3.13) a vynasobenim matici M zleva na tvar

Ku; = 4 Mu, (3.13e)

Obé strany (3.13e) vynasobime j —tym transponovanym vektorem ujT:
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T — T
a zaménou indext i za j bude rovnéz

uiTKuj = /1j.uiTMuj (3.15)
Transpozici (3.14) se symetrické matice M, K nezméni, takze
uiTKuj = /1l.uiTMuj (3.16)
Odectenim (3.15) od (3.16) vychazi
(/]i _/‘j)“iTM“j =0 (3.16a)

Ma-li byt leva strana v (3.16a) nulova, mohou nastat dvé moznosti:
1) Vlastni vektory jsou razné, tj. i # j, A, # A, amusi platit u{Mu; =0 (3.17)

m 0 0 O U
0 m, 00 U; =0
0 0..0
0 0 0my||us

J

T —
u; MllJ —[uli Uy; ... MNi]

uymyity ; +uymptty ;o tuymyuy; =0 (8.17a)

("vlastni vektory jsou prfes hmotnosti ortogonalni");

2) Pro jediny vlastni vektor, ti. i=j =k, je v (3.16a) nulova zavorka a zbyly
soucin dava nenulové Cislo, které oznacime my, #0:

T _ 2 2 2 _
u, Muy, =u;m +uym, +.. Fuymy =nmp, (3.18)

Po sefazeni vSech vlastnich vektord do modalni matice U provedeme soucin

Uy Uy o Uy | |m 00 0 Uy U ... Uy mp 0 0 O
UTMU i ulz uzz .os MNZ O m2 0 0 u21 u22 see u2N — O sz O 0
......... 0O 0..0 0O O 0

ulN MZN MNN O O O I’I’LN uNl uNZ uNN O O O mDN

Po zohlednéni (3.17a) a (3.18) zlstaly jen prvky na diagonale. Ziskana diagonalni
matice je tzv. matice modalnich hmotnosti:

M, =U"MU (3.19)
Touto transformaci jsme diagondlni matici hmotnosti pfevedli opét na diagonalni

tvar, coz mlze pusobit samoucelnym dojmem. Vyhoda provedené transformace
vynikne az u matice tuhosti. Dosazenim (3.13) do (3.6) vychazi

U'MT'KU=A  neboli KU =MUA
a po vynasobeni matici UT zleva ziskame sougin dvou diagonalnich matic
UTKU = U"MUA =MpA = AM,,
Symetrickou matici tuhosti K se tak podafilo rovnéz pfevest na diagonalni tvar
K, =U'KU = AM,, (3.20)
(tzv. matice modalnich tuhosti).

3.2.2 Normovana modalni matice
U pfedchozi transformace muizZeme vyuzit misto matice U upravenou (tzv.
normovanou) modalni matici

V =UM,"?| resp. |V" =M,*U" (3.21)

kde diagonalni matice umérnosti MI_)I/2 (tzv. norma) je obdobou matice B, v (3.5a):
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mi> 0 0 0

-1/2
w0 o

- 0
0 0 0 mpyy
(u diagonalnich matic je mozno zapisovat operaci umocriovani a inverze stejné jako

u skalar(, transpozici se jejich tvar zachova). Matice V je sloZena ze sloupcovych
normovanych vlastnich vektoru:

V=[v1 Vy e VN]=lm511/2u1 mBIZ/ZU2 mB}(,zuNJ (8.21a)
Analogicky k (3.19) a (3.20) provedeme souciny

vIMy =M;*uMuM "2 =M;*M M2 =E (3.22)
A 000
VIKY = M, PUKUM," = M PAMM; 2 = A =| ) % 0 0 (3.23)
000A,
Pavodni matice hmotnosti a tuhosti M, K se transformovaly na matici jednotkovou a
spektraini:
VIMV=El a |[VIKV=A (3.23a)

Poznamky: 1) Zavedenim normované modaini matice V je odstranéna nejednoznac¢nost
ve velikostech vlastnich vektord, jak Ize snadno dokazat: zvolme novou modalni matici
U, =UB,,, kde B, je libovolna diagonalni matice s nenulovymi prvky. Podle (3.19) bude

nova matice modalnich hmotnosti
M,, =U/MU, =B,U'"MUB, =M B},
a nova normovana modalni matice je shodna s plvodni:
- —-1/2 — -
Vi =UM2 = UB» (MoB3 )" =UByM;B5 =V

2) Analogicky k (3.6) plati, Ze VTIAV=A (3.23b)
Po dosazeniza A a A z(3.13) a (3.23a) bude V"M 'KV =V'KV a po dpravé vychazi
vv'=Mm" (3.24)
Vii Via e Vin | Vi Var e Vg I/mi 0 0 O
Vai Vag e Vo |tiViz Voo e Va2 | =| O 1/my O 0
e e e e O O .. O
Vvt YNz - Vaw | [ Viv Vaw e Vi | 0 0 01l/my

Provedenim soucinu a porovnanim stejnolehlych prvku vychazeji pro soucet kvadratu
k —tych prvka vsech viastnich vektort rovnosti

N 1
2
Dvg=— (3.25)
i=1 i
3) Po aplikaci (3.18) na normovany vlastni vektor v, a s pfihlédnutim k (3.22) je
N
viMy, = vlzkm1 + vgkmz +..+ v,z\,kmN = Zvl-zkmi =1 (3.26)

i=1

3.2.3 Diagonalizace systému - modalni transformace

Ke snadnégjSimu feSeni soustavy vzajemné svazanych rovnic (3.11) je tfeba, aby
vSechny matice na levé strané byly diagonalni. V takovém pfipadé se uloha
rozpadne na feSeni N vzajemné nezavislych rovnic pro elementarni jednohmotové
systémy podle kap.2. Za timto Ucelem provedeme substituci

y(t)=Vq() (3.27)
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takzZe rovnice (3.11) pfejde na tvar

MVi(r) + CVa(r) + KVq(r) = F(r)
Puvodni vektor y(t) byl nahrazen novym (téZ sloupcovym) vektorem q(t), jinymi
slovy nové zavedené soufadnice ¢,.y (t) jsou linearnimi kombinacemi plGvodnich

geometrickych soufadnic y,.y (t) Rovnici vynasobime matici VT zleva, takze bude

VIMVG(r)+vVTCvq(t)+ VIKVq(r) = V'F(r) (3.28a)
a po dosazeni z (3.22) a (3.23) vychazi
Eij(r) + C,q(r) + Aq(r) = V'F() (3.28b)

Uloha diagonalizace jesté neni zcela splnéna, nebot nové vznikla matice tzv.
,modalniho tlumeni*

Cp=V'CV (3.28c)
nemusi vyjit diagonalni. Aby tomu tak bylo, musely by ptuvodni matice C a K byt
komutativni vzhledem k M™, jinymi slovy muselo by platit

CM'K=KM™'C (3.29a)

Dikaz: Ma-li byt C, diagonalni, musi pro jeji sou¢in s diagonaini spektraini matici A

platit komutativni zakon CpA = AC,, neboli
VICVV'KV =V'KVV'CV
a po upravé a dosazeni z (3.24) je poZadavek (3.29a) potvrzen.

Dale dokazeme, Ze diagonalizovat Ize matici C v tzv. Caugheyové tvaru
C=aMA"+SMA'+MA*+...=aM+ K+ KM 'K +...  (3.29)
kde a,,y... jsou libovolné realné konstanty:
- transformace (3.28c) totiz vede (opét s vyuZitim (3.24)) na diagonalni tvar
C,=V'CV=aV'MV+pBV'KV+ V' KM'KV+..=agE+ A +)A* +... (3.29)
V praxi obvykle neni poZadavek komutativnosti (3.29a) spinén a uplna diagonalizace
rovnice (3.28b) i se zahrnutim tlumeni je vZdy doprovazena spekulacemi. V dalsim textu
ukazeme, Ze pri nasem predpokladu viskézniho tlumeni (coZ je do jisté miry opét spekulace)
museji byt vsechny koeficienty poc¢inaje y nulové a diagonalizovatelny tvar matice tlumeni

vznikne pouhou linearni kombinaci matice hmotnosti a tuhosti (tzv. .proporcionalni —
Rayleighovo tlumeni®)

IC=aM + K| (3.29d)
Transformovana diagonalni matice bude podle (3.29c)
com 0 0 O a+tpBh 0 0 O
1 0 cp2p O O |_ _ 0 O’+ﬁA20 0
C=g 0. o A o o . o (3:29€)
0 O O cpy 0 0 0a+ ﬂ/]N

Na pravé strané rovnice (3.28b) je sloupcovy vektor silového buzeni

VTF(,)@(t):[gvﬂFk(t) S0l - gvak(t)}T 3.:308)

majici N slozek (tzv. modalnich sil), z nichZ obecné i —ta ma tvar

o, ()= veF () i=1+N (3.300)
k=1

Zavedenim matice C,, je celd uUloha diagonalizace splnéna a rozepsanim (3.28b)
vznikne N nezavislych rovnic v soufadnicich g,. (t)
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g tepdy YA = q)l(t
G * oy t g, =

G tepq tAq =@

2

)

1)

(1)

(3.31)

Pro nas uvolnény systém je v prvni rovnici A, =c,, =0. Tento tzv. modalni rozklad
seriového modelu pohonu na jednohmotové systémy je zndzornén na obr.3.2.

CD1=O

D2

o,

D
00 @Y

2

D,

DN

D,

A=

2 2

9,

A= q

g,

g_ xszgiij

Obr.3.2 Modalni rozklad seriového modelu pohonu

Soustava (3.31) popisuje pohyb N nezavislych fiktivnich (tzv. modalnich)
subsystému s jednotkovymi hmotnostmi a tuhostmi A,. Budici fiktivni sily qu(t) jsou
pres prvky i—tého vlastniho vektoru linearnimi kombinacemi sil skuteénych. ProtozZe
hmotnosti jsou jednotkové, tuhosti maji zaroven vyznam druhych mocnin vlastnich
kmito&td, tj. A =QF. Modalni transformaci tak ziistaly zachovany vlastni kmitodty
pavodniho systému a pro uvolnény systém plati

Q,=0, Q,.y = Ay

Stejné jako u jednohmotového systému (2.1b) (ale pro m=1 )
,pomérny utlum modalniho subsystému*

(3.31a)
zavadime pojem

Cui=Cp ,./ZQ,. neboli  |¢p; =26,Q, (3.31b)
Pro uvolnény systém (A, =c,, =0) je tedy
q1 =CD1(Z)
i2 +26,2Q242 +Q3qy = Pat) (3.32)
atd.

Skute¢ny pohyb pavodniho vicehmotového systému z obr.3.1 v geometrickych

soufadnicich  y,.y (t) zjistime vyfeSenim rovnic (8.32) a zpétnou linearni
transformaci (3.27). Po jejim rozepsani vyjde soustava rovnic
= vaqit vpgr t oo Vingy
Y2= Vgt vpgy t o Vongy
Y= Vaqi v Vieqa t oo Vingy
Yn = Vg Y Ve t e Vg (3.33a)
U U U U
ig%lé’ = pohyb +kmity  +kmity
hmoty celku Q, Qy
a obecné (téz pro rychlosti i zrychleni)
N N N
welt)= D Vudi (¢) AOE > vudi (¢) SAOE > Vi (¢) (3.33b)
i=1 i=1 i=1

kde v,; je k —ty prvek i —tého vlastniho vektoru.
V pohybu kazdé geometrické soufadnice y, je obsazeno N diléich harmonickych

(obecné tlumenych) pohybld s viastnimi kmitocty €, =\/7. SloZka pohybu s
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kmitoétem Q, =0 predstavuje pohyb celku, tj. pohyb pfislu§né hmoty v pfipadé, Ze

systém ma dokonale tuhé pievody. SloZzky se stejnymi kmito€ty jsou na jednotlivych
hmotach zastoupeny v poméru velikosti prvku pfislusného viastniho vektoru. Postup
bude ujasnén v kap.3.4.

Budeme-li vySetiovat volné kmitani, je tfeba fesit rovnice (3.32) s nulovou pravou
stranou, ale bez znalosti po¢ateCnich podminek nelze urit integracni konstanty.
Proto se voli pocate€ni podminky nulové a je zavedena budici sila na nékterou
hmotu ve tvaru Diracova impulzu. Rovnice (3.33a) pak vedou na soucet vahovych
funkci ve tvaru (2.6).

Vliv ukotveni
Obecny tvar diagonalizovatelné matice tlumeni C podle (3.29b) obsahuje
nenulové konstanty a #0, S#0, y#0.,..... Uvazujeme-li napf. jen tfi konstanty

a,p,y, potom
a) pro visk6zné tlumeny ukotveny systém z obr.3.1 dava fyzikalni smysl pouze
pripad, kdy y=0 a relevantni je Rayleightv tvar (3.29d). Toto tvrzeni Ize dokazat

porovnanim stejnolehlych prvkl prvniho fadku matic v (3.12b) a (3.29b):
- roznasobenim matice KM 'K v (3.29b) zjistime, Ze prvni tfi prvky jejiho 1.Fadku
jsou vzdy nenulové. Oznac€ime-li je symboly x,,,x,,,x; #0, musi pro prvky prvnich

radk( véech &tyf matic C, M, K, KM 'K soudasné platit rovnosti
a+co=alm+ Bk +k)+ylx,
—ap =al0-Blkp +ylh,
O=a0+B0+ylk;
ProtoZe je x;3 =k pikap,/m, #0, ve teti rovnici musi byt y=0. Z druhé rovnice
vyplyva, ze c¢; = Bk, a prvni rovnice tak prejde na Rayleighuv tvar (3.29d)
ci +co=alm + Bky +k ) neboli ¢, =alm + Pk,

Transformovana matice tlumeni ukotveného systému tedy bude
Cp = V" (aM + K)V =aE+ A (3.33¢)

b) je-li vSak systém neukotveny (tj. ky =cy =0), jsou prvni dvé rovnice soucasné
splnény jediné pfi a=0. Pro matici viskézniho tlumeni (3.12b) tedy musi u
neukotveného systému platit, Ze C = K a transformovana matice je

C[) =ﬁA=diag(cD,-) S prvky Cp i ZZZiQi :,BA,' :,3(2,2 (334)
Pomérné utlumy modalnich subsystému rostou umérné s jejich vlastnimi kmitocty:
qu =0 ’ Cq2+N = IBQZ+N/2 (335)

Poznamka: Stale je tfeba mit na paméti, Ze u systému na obr.3.1 jsme predpokladali
viskdzni tlumeni ve vioZenych prevodech. U experimentl na realnych zafizenich se nékdy
postupuje opacnée, kdyz se z danych utluma u jednotlivych tvard kmita uréuje vychozi matice

C . Je tedy pfedem znama matice C, =V'CV,, t. (VT)_ICDV_1 =C

Po tpravé (3.24) plati (V )_1 =MV adile V'=V™
takZe hledana matice je C=MVC,V'M

Tento reciproky postup ale neni z fyzikalniho hlediska spravny:

- matice C je sice diagonalizovatelna, ale neodpovida vychozimu mechanickému modelu
zobr.3.1, pro ktery jsme sestavovali pohybové rovnice (3.10). To Ize rozpoznat napf. podle
toho, Ze neni ,pasova“ jako matice tuhosti.

3.2.4 Rozjezd systému — ¢asové omezeny silovy impulz
Pfedpokladejme, Ze na systém v obr.3.1 zaplsobi pouze jedna sila F, (t) ve
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formé kone¢ného impulzu s plochou A v ¢asovém intervalu <O,TO>. Pfi t>T,

budou v rovnicich (3.31) pravé strany nulové a v ¢ase t — o se v obr.3.2 utlumi
kmitavé pohyby hmot, tj.

lim, _, gy (1) =0
Pouze v prvnim subsystému se soufadnici g, bude hmota, urychlena impulzem sily
@, (t)=v,,F, (), mit podle 2.Newtonova zakona konstantni rychlost

G =Vq =V J.OTO F, (t)dt =v, A= konst (3.36)
Po dosazeni do (3.33a) zjistujeme, Ze pro geometrické soufadnice bude platit
1=V Y2 = Vadps e YN = VN1
Skute¢né rychlosti jednotlivych hmot jsou tedy v ase 1 — o téZ konstantni
Vio =ViiVair Vao =V VaiseVio = Vi Vgise-Vno = VaiVq (3.37)

Je vidét, Ze prvnimu vlastnimu vektoru v, s nulovym vlastnim &islem A; a kmitotem

Q, =\//Tl=0 prislusi rovnomérny pohyb celého systému jakoZto tuhého celku,
ktery nastane po odeznéni impulzu. Rychlosti jsou pfitom vazany statickymi (tzv.
kinematickymi) pfevody

PL=Vio/Vao =Vii/ Va1, P2 = Vao/ Vg = Vo /vy atd.
Pfevod mezi i-tou a k-tou hmotou je roven poméru i-té a k-té sloZzky prvniho viastniho
vektoru v, :

Vio _ Vi
Pik = PiPi+1+--Pi-1 = 0 =i (3.38)
Vo  Vu

Vztah (8.38) respektuje i znaménka, takze u rotacnich prevodl obracejicich smysl
rotace (napf. u ozubenych kol s vnéjSim ozubenim) je pomér pfislusnych slozek
prvniho vlastniho vektoru zaporny!!

Dosazenim do (3.8) uréime celkovou hmotnost redukovanou na k —ty ¢len:

N »_ 1 &
MgEpk = Zmipik -3 Zmz‘"n
i=1 Vi1 i=1

N
Pouzitim (3.26) na prvni vliastni vektor je Zvﬁmi =1, takze
i=1
MREDK = 1/ V/%l (3.39)
Rychlost tuhého systému, pfislusna k —té hmoté, je podle (3.37) a (3.36)
2 (To 1 Ty A
Vg =V, Vy =V F\t)dt=——| F \t)dt =
k0 ~ Vik1¥ql k1J-0 k( ) Mgy J-O k( ) Mg
¢imz je opét dokazan vztah (3.9), tentokrat pomoci modalni transformace.

(3.39a)

Zavérecna poznamka: Diagonalizace pomoci inverzni modalni matice

Vyse popsana diagonalizace s pomoci transpozice modalni matice neni jedina mozna.
TéhoZ cile Ize dosahnout pomoci jeji inverze:
- vynasobenim rovnice (3.11) zleva inverzni matici hmotnosti vychazi

Ey(t)+M™Cy(r)+M " Ky(t) =M "F(¢)
- provedeme substituci y(t) = Uq(t) a pouZijeme napf. Rayleighovo tlumeni (3.290):
EUq+M ™ (aM + SK)Uq +M 'KUq=M"F(t)
- po dosazeni A =M 'K a vynasobeni matici U™ zleva vychazi
Eq+U"(aE+BA)Uq+U"AUq=U"M"F(r)
- pouZitim (3.6) obdrZzime opét diagonalizovany tvar
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Eq(c)+(aE + sA)a(r)+ Aq(r) = (MU) ' F(¢) (3.40)
kde matice modalniho tlumeni je Cp =aE+ A . Leva strana (3.40) je formédiné shodna s

(3.28b), ale modalni souradnice zde maji jiny vyznam, protoZe substituce probéhla oproti
(3.27) s nenormovanou modalni matici. Vektor silového buzeni na pravé strané je také jiny.
Zpétnou transformaci do geometrickych soufadnic ale musi nutné vyjit stejny vysledek.

Jediné v pripadé substituce s normovanou modalni matici jsou pravé strany rovnic (3.40)
a (3.28b) shodné, protozZe plati (3.24):

(Mv)'=vIMT=vIlyyT=yT

a oba zplsoby diagonalizace jsou identické. Vypocet pomoci inverze modalni matice je ale
zvlasté pri jejim velkém rozméru nepohodiny.

3.3 Zachovani energie pfi modalni transformaci
U systému z obr.3.1 vyjadifime celkovou kinetickou energii jako soucet
kinetickych energii jednotlivych hmot:

Erin =%(mmz +m2V% +)

Vyraz v zavorce je tzv. kvadraticka forma, kterou lze zapsat pomoci vektor(:

N
En =%Zm,~ 7 =%yTMy (3.41)
i=1

Podobné je mozno vyjadfit celkovou energii napjatosti vSech pruzin:

E o :%kl(yl _Pl)’2)2 +%k2 ()’2 _Pz)’3)2 +....

Epo =%yTKy (3.42)
Energie zmarend v tlumidich (napft. pro Rayleighovo tlumeni C=aM + K ) je
Etum =%yT (@M + BK )y (3.43)

Pfejdeme na modalni soufadnice pomoci rovnice (3.27) a jeji transpozice
y=Vq y'=q'V'
y=Vq yT=4Tv?
a po upravach vychazeji vztahy pro energie vSech modalnich systéml z obr.3.2
(v€etné prvniho, u kterého je A, =c,, =0) rovnéz ve tvaru kvadratickych forem:

(3.44)

N
Eun=54"V'MV=14d"q =%;q}2 = Exinttoa
N
Epot :quVTKVq :quAq :lZAlq; = EpotMod
2 2 245
N
Eun=34"V" @M+ AK)Va=14" (0E+ AA)i=14"Coa =13 codi = Euunsoa
i=1
Tim je dokazano, Ze energie se pfi modalni transformaci zachovava.

3.4 Matice poddajnosti a vlastni tvary kmitu
Z rovnice (3.11) vychazi Laplacellv obraz vektoru geometrickych soufradnic

¥(s)=(s*M +sC+K)'F(s) = G(5) F(s) (3.44a)
Gllésg GHQS; GlN%S;

kde matice G(s)=(s>M+sc+K)" =| @1l8) Gnls) - Gonls (3.44b)
GNl(S) GNZ(S) GNN(S)
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je tzv. matice dynamické poddajnosti (téZ pfenosova matice silového buzeni), kterou

jsme zminili jiz v kap.3.2 — viz (3.13d). Jejimi prvky jsou dil&i pfenosové funkce

G (s) mezi vSemi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami (tj. mezi jednotlivymi silami a

soufadnicemi). Podle pravidel o inverzi matic to jsou raciondlni ryze lomené funkce

proménné s, jejichZz jmenovatelem je vzdy determinant (polynom stupné 2N)
detH(s)= det(s>M +5C +K ) (3.44bb)

Matice poddajnosti je symetrickd, coz Ize snadno dokazat:

- matice M, C,K jsou symetrické, t. M=M",C=C",K =K". Z (3.44b) tedy plati

G ="M +sC+K =s’M" +5C" +K" =(s>M +sC+K )" =[G
o - -1 iy 1T~ 1T

Transpozici rovnice E=GG ~ obdrzime E = (G ) G =G G

a vynasobenim matici G zleva vychazi kone¢né symetrie

G(s) =G" (s) a tedy pro dil¢i pfenosy rovnost |G (s) =Gy, (s) (8.44c)

Pohyb soufadnice y,(r) pfi pusobeni jediné sily F,(r) bychom zjistili zpé&tnou

Laplaceovou transformaci vyrazu

Y4 (8)= G (s)Fi (s) (3.44cc)
PFi souc¢asném pusobeni vice sil je nutno uplatnit princip superpozice.

Poznamky: 1) Podil konstantni deformace a sily nese v teorii pruznosti nazev ,staticka
poddajnost”. Pomoci (3.44cc) jsme ale schopni pracovat s obecnymi ¢asovymi priubéhy,

takZe funkce G, (s) byva nékdy nazyvana jako ,obecnd dynamickd poddajnost®, ve
zvlasnim pfipadé harmonickych pribéhd pak jako ,frekvenéni poddajnost”.
2) Dosazenim za s =0 ziskame matici statické poddajnosti

ktera ma ale vyznam jen u systému ukotveného k ramu, nebot’ uvolnény systém se muZe
pohybovat bez omezeni, matice tuhosti je sinqularni (detK =0 ) a nelze provést inverzi !!
3) Matice poddajnosti netlumeného systému je
-1 -1
G(s)=(M+K)" = (PE+A] M
Jmenovatel jejich prvki vZdy obsahuje charakteristicky determinant matice A , nebot

detG =— 53— (3.44ccc)
det(s E+A) |_| _ Mk

k
kde s*=—=A a kofeny jsou s; =*+/=Ai =% j\JAi =% jQ;, jak jiZ bylo zminéno v zavéru
kap.3.2 u vypoctu viastnich kmitoctd.

4) Postup podle vztaht (3.44a,b) a (3.44cc) je velmi pracny, protoZe vyZaduje inverzi
matice o rozméru N XN a zpétnou transformaci sloZitych vyrazi G, \s) s polynomem

stupné 2N ve jmenovateli. Lépe je pouZit modalini rozklad, ktery popiseme v dalsi kapitole.
5) Symetrii u linearnich soustav poprvé formuloval Maxwell v r. 1864.

Matice poddajnosti v modalnim tvaru
Z (3.28b) a (3.30a) vyjadfime Laplaceuv obraz vektoru modalnich soufadnic:

(B +5Cp + Alg(s) = VF(s) = @(s)

-1
a(s)= (B +5Cp + A @(s) =G, (s)@(s) (3.45)
Analogicky k (3.44a) zavadime pojem matice poddajnosti v modéalnich soufadnicich

-1
Gq(s)= (szE +sCp + A) (3.45a)
ktera na rozdil od matice G(s) v (3.44b) ma vyhodu v tom, Ze je diagonalni. Jejimi

prvky v diagondle jsou pfenosové funkce 2.fadu (diléi modalni poddajnosti), které
jsme mohli ziskat jiz z (3.31):
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. :Qi(s): 1 =1+ /]:Q2 3.45
qu(s) @, (s) S2+CD,~S+/]I~,I N, A= R (8.4522)

Po navratu do puvodnich geometrickych soufadnic tedy bude

y(s) = Vq(s) =VG, (s)(I)(s) =VG, (s)VTF(s) (3.45aaa)
a jiny mozny tvar matice poddajnosti v pavodnich geometrickych soufadnicich je
G(5)= VG (s)V" = V(s?E +5Cp + A VT (3.45b)

Rozepsanim rovnice (3. 45aaa) vychazi

B2 ; ViL Vg e Vig o] ®,(s)|
Yo \s Va1 Vo2 . Vo ... q q:)z(S)
= (3.45bb)

yn(s) Vol Vi e Vip oo an(s)dJn(s)

o R
—_~
L U
~——

Pfedpokladejme pusobeni jediné sily F,, takZe i- ta sloZzka sloupcového vektoru
modalnich sil z (3.30b) bude

®,(1)=vF (1), i=1+N
a rovnice (3.45bb) se zjednodusi na tvar

_ylﬁs;_ _vll V1o - Vin ..._ _Vleql(s)_

Yo \S Vo1 Vo2 e Vo .o szqu(S

o | @ |F(s) (3.45bbb)
yn(s) Vil Vo oo Vop oo vkann(s)

Pro pohyb soufadnice y, pfi pusobeni jediné sily F plati
Vau Vi Fi (S) + Vo Vio Fi (S) —F ( )ﬁ: Vi Vi
s*+cp s+ A s2+cms+/1 S 57 +ep s+ A,

Pfenosova funkce mezi n—tou soufadnici a k-—tou silou je tedy soudtem
prenosovych funkci pouze druhého fadu

G, (s)= —8 i iz (3.45d)

= 5? +cps+ A
V Citatelich zlomkU jsou soudiny n—té a k—té slozky i—tého vlastniho vektoru.
Zpétna transformace souctu jednoduchych zlomkd necini potiZze, nebot se jedna o
jednohmotové systémy z kap.2.

Kdybychom ale prevedli soucet (3.45d) na spole€ného jmenovatele, nutné
dospéjeme ke stejnym vysledkam, jako po pfimém vypoc&tu pomoci inverzni matice v
(3.44b). VSechny dil¢i prenosové funkce jsou racionalni ryze lomené a vSechny maiji
shodného jmenovatele, kterym je polynom stupné 2N :

P
G,i(5)=Gp(s)= 2 (5) (3.45¢)

N

|_| (s2 P Epl +/],-)

i=1
Lii se pouze polynomy P, (s) v &itatelich, jejichz stuperi je maximaing 2(N 1) a ve
kterych se vyskytuji rdzné slozky raznych vlastnich vektorl (ze symetrie matice
poddajnosti ale nadale plati, ze Pnk(sgz Pkn(s)!!). Polohu kofenu jmenovatele v
komplexni roviné (tzv. péld) uréime podle obr.2.2. Pro nejCastéjsi pfipad malého
(podkritického) tlumeni plati, ze

- vzdalenosti komplexné sdruzenych dvojic p6li od pocatku jsou \//T, =Q;;

y,(s)= (3.45¢)
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- thly y, =arccos(cp,;/2Q;) - viz (3.31b);

- uvolnény systém (Q; =0) ma jeden dvojnasobny pol v pocatku.
Pro mechanické velmi méalo tlumené systémy je typické, Ze v blizkosti vlastnich
kmito¢ta Q; jsou na amplitudové frekvenéni charakteristice (tj. prabéhu funkce
|Gnk (ja){) vyrazné 8picky, tzv. "rezonance": napf. pro ¢, —» 0 a s = jQ, bude i-ty

souginitel ve jmenovateli s* +cps+ A4, =(jQ,) +4, =0, 1. G, (jQ,) -
V okoli kofenu Citatele Pnk( ) (tzv. nulovych bodid) naopak hodnota |Gnk (ja)(

klesa k nule, coz lze pfi laboratornich méfenich snadno pfehlédnout a je vyhodné
pouzivat logaritmické souradnice, kde se hodnoty blizké k nule zvyrazni (nebot
liquo(loglox):—oo), takze amplitudovd charakteristka ma v okoli kmitocta,
pfislusnych nulovym boddm, vyrazné propady, tzv. "antirezonance".

Poznamky: 1) Ve vztahu (3.45d) je ihned patrna symetrie matice poddajnosti, nebot v
Citatelich nezaleZi na pofadi nasobeni sloZek viastnich vektord, tj. V,;Vi; = ViiVi ;s

2) V nékterych pripadech (napf. u samobuzeného kmitani obrabécich stroji - viz kap.5) je
dulezity prubéh rediné &asti funkce G,,(jc). Potom je souctovy tvar (3.45d) velmi vyhodny,
nebot Ize zobrazit realnou frekvencni charakteristiku pro kaZdy s¢itanec zviast:
Y
ReG, (jw Re i
k( ) Z W +cp jwt A,

a podobné pro imaginarni sloZky. Z/’skame tak N krivek, majicich tvar jako v obr.2.10, které
Ize v normalnich (nikoliv logaritmickych !!) souradnicich secist.

Vlastni tvary kmita
K vykladu tohoto pojmu je vyhodné predpokladat silové buzeni ve tvaru Diracova
impulzu na jediné (napf. k —té) hmoté netlumeného systému. Laplaceuv obraz sily je
tedy F, (s)=1 a systému je udélen impulz sily A :ij(t)dt =1Ns. Zpétna
transformace (3.45c) vede na soucet vahovych funkei - viz vztah (2.4a) pro m=1.
Casové prubéhy pohyb jednotlivych hmot budou

YuVer 2Vk2 . VY VikVik
vt sinQt + —st2t T ALTHYe) it ———sinQ 1 +..
)= Q, Q, Q; Qy

% 1A
YorVk1 Vk2 VoV 2k Vkk -
yalt sinQ,¢ +7 SinQ,f +...+—— M §inQ i+ +—=——sinQ,t+..
( ) Q, 92 Q; Q,

ViaVel . VisVia Vik
yi(t)=’1—klstlt+ i2 s1ant+ Ll s sinQ;¢+... +—— Vik sinQ ¢ +..

Q, Q, Q, Q

2 2 2 2
yk(t)= ‘é—kistlt + Qz K2 6inQ,t + ...+%sinQ,~t+... +%sin§2kt+..

l
Vo Vio . VoV . Vo Vik .
t)= 2L — Vi Vi1 sinQf + 252 6inQ ot + v+ LK GinQ 4., + 5 GnQ 4.
yn( ) Ql 1 Q2 2 Ql l Qk k
T T T T
1. tvar 2. tvar ity tvar k -ty tvar (3.45f)

V pohybu kazdé hmoty je obsazeno N harmonickych slozek. Je patrné, Ze
amplitudy na jednotlivych hmotach, pfislusejici stejnému kmito€tu Q;, jsou v poméru
slozek i-—tého vlastniho vektoru v;,v,;,vs.... Scitance s timtéz kmitoctem, které
vidime v rovnicich (3.45f) pod sebou, zahrnujeme do tzv. vilastnich tvard kmitd (pro
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vétsi pfehlednost je zvyraznén i-ty tvar s kmitoCtem Q). Dale je vidét, Ze amplitudy
na vSech hmotach jsou nepfimo Umérné kmitoétim (€im vétsi kmitoCet, tim mensi
amplituda!!) a méni se s porfadovym Cislem hmoty, kde Diraclv impulz sily zapUsobil,
tedy umérné ke k-—tym sloZzkdm vlastnich vektord vi;,vis,vi3... V8e shrnuje

nasledujici tabulka, ktera je vlastné rozSifenym zgpisem modalni matice V.

1. tvar 2. tvar i—tytvar | k—-tytvar | N —tytvar
M| v /9 VigVka/ Q) ViV /i | vievie / Qe | vinvi /Qu
Y2 | v/ | vaavia /€ VoiVii 7 Qi | Vv / Qi | vanvin /Qn
Vi | Vava 7 Q1 | viovia /' Qs Viii 7 Qi | Vi / Qi | vinviv / Qn
i | vhIQ V2, 1Q, Vi /Q: | v /Q Vin /Qy
Yo | VS | ViaVka/$ VaiVii 7 Qi | VeV / Qi | v /Qn
YN | YN/ | Va2V /2 ViV 7 Qi | ViV / Qi | vawvin / Qn

VétSinou se ale jako vlastni tvary kmitl zobrazuji samotné sloupcové vlastni vektory,
jak je vidét na obr.3.3a, kde se jedna o ¢tyfthmotovy uvolnény systém — viz dale.

Rozbéh uvolnéného systému
Je-li systém uvolnén od ramu, je Q, =0 a v (3.45f) pouZijeme znamou limitu
sinQ,t _ sinQ,t _
Rl L =t
Qt Q,
SloZky prvniho vlastniho vektoru v; souviseji s pfevodovymi poméry podle (3.38).

Prvni s€itance v rovnicich (3.45f) se stanou linearnimi funkcemi ¢asu a po dosazeni
z (3.38) a (3.39) je vidét, Ze vyjadfuji rovhomérny pohyb celého systému jakoZto
tuhého celku, tedy s dokonale tuhymi pfevody:

limg, 1 neboli limQl .0

VioVis VioVis
y(t) = vt + 2252 6inQ,r + ... = Pucy 4 V2% Giny 4.

Q, MgEpk Q,
2 2
) Vi o _ 1 Via o
yk(t)—vklt+—s1n§22t+....— t+=sinQ,r + ...
Q, MREDK Q,
VoViy . VoViy .
Vult) = Vvt + 2252 6inQt + ... = Puk_y 4 V2Vl inQ ¢ + ...
Q, MREDK 2

Rychlost k —té hmoty, na které zapulsobil DiracGv impulz sily, je

Vk(t)z )"k(t)z ml

REDk
Ve snaze o klidny rozbéh stroje by v (3.45g) mél zustat pouze prvni ¢len a ostatni
sCitance s kmitoéty Q,,Q;...., pfedstavujici nezadouci parazitni pohyby, by mély
odpadnout. Kone¢na rychlost k —té hmoty by podle kap.2.2 byla v,, = A/ mggp, , kde
Casovy impulz sily je A=1.

+V2,c08Q,1 + Vi5c08Q4f + ... (3.459)

Poznamka: Diracav impulz vybuzuje systém na vSech kmitoctech soucasné (jeho
amplitudové spektrum je jednotkove - viz obr.1.6), v praxi je ale nerealizovatelny. K uréeni
prubéhu pohybu pfi redalném impulzu sily by bylo tfeba resit prislusné pohybové rovnice
(3.32) a (3.33a). Zajima-li nas ale pouze pribéh pohybu po jeho ukonceni, je v kap.4
podana jednodussi metoda, zaloZena na znalosti frekvenéniho spektra impulzu, ktera
umoZrniuje parazitni kmity minimalizovat.

V pohonech vyrobnich stroju je nej¢astéji prvni hnaci hmotou linearni nebo rotacni
elektromotor, na kterém je kvuli spravnému fizeni proudd umisté&no i méfidlo polohy.
V praxi nejsnadnéji méfitelnym zdrojem informaci je tedy pfenosova funkce
G,,(s)=y,(s)/F,(s) mezi silou, resp. momentem (tedy proudem) motoru a jeho
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polohou. Casto se misto polohy mé&ti zrychleni a,(t)=¥,(z), ti. al(s)=s2y1(s) a
prislusna prenosova funkce je lépe zobrazitelna nez Gn(s):

Gan(s) = al(i)

Fl(—) = SZG“(S) (3.46)

Substituci s = ja ziskame frekvencni pfenos

Ga (Jw) = _wzi Vs ; (3.46a)

Dale ur¢ime jeho limitni hodnoty:

a) pro « - 0 jsou v (3.46a) vSechny scitance nulové kromé& prvniho, nebot
vném je A, =0 a vychazi neurdity vyraz 0/0. Limitu zjistime dvojndsobnym pouzitim
I'Hospitalova pravidla a vztahu (3.39):

2 2
Gall(jw)‘w 0 :ﬁl.“" ZZ—MW =V, =
0 —w+ce,,) . —2w+cD1]w_)0
Pfi malych kmitoctech je tedy soustava hnaci silou motoru urychlovana jako celek;

1

Mpepy

(3.46D)

N —VZ.
b) pro a — o upravime (3.46a) natvar G., (jw)= Li
)p p ( ) all(] ) §_1+cDij/w+Ai/a)2
N
apodosazeniz (3.25)je Gy, (jw), o =D -1 (3.46¢)
i=1 my

Velké kmitocty nestadi ostatni hmoty pres pruzné prevody sledovat (brani tomu jejich
rostouci setrvacéné sily) a sila motoru urychluje pouze jeho vlastni hmotu.

Rizenou &asti stroje, na jejiz poloze nejvice zaleZi, je zpravidla hmota posledni a
pokud je vybavena odméfovanim polohy, je snadné vysetfit pfenos Gy1 a pomoci
druhé derivace i prenos Ggyy;- Typicky prabéh amplitudovych frekvencnich

charakteristik |Gy, (ja) a |Gayi (ja) ukézeme v nasledujicim piikladu.

Priklad: Na obr.3.2a je zobrazen uvolnény Etyrhmotovy systém s témito parametry:
- hmotnosti m; =0,0026, m, =0,0018, m; =0,0094, m, =0,0046kg, nulové tlumeni;

- tuhosti ki =132,7, k» =110,6, k3 =124,4N/m, vioZené prfevody p, = p, = p; =1.
F Y, Vv, &, K, k2 k3 Yy, v,a,
1 m1 m2 m3 m4
ESSRNR

Obr.3.2a Ctyrhmotovy netlumeny systém uvolnény od rdmu

Ponékud neobvyklé ¢iselné hodnoty hmot a tuhosti jsou zadany umysiné, aby si ¢tenar mohl
oVérit, Ze stejné vysledky obdrZi i u realného rotacniho systému z nasledujici kap.4, pokud

misto jednotek hmotnosti a tuhosti [ kg ],/ N/m ] pouZije jednotky [ kgm® ], [ Nm/rad ] .
Normované vlastni vektory (tvary kmitd OHz, 23Hz, 34Hz, 66Hz ) jsou vidét na obr.3.3a.
VloZené prevody mezi hmotami jsou jednotkové, takZe prvni viastni vektor ma vsechny Ctyfi
slozky shodné a prvni viastni tvar kmita pro Q, =0 predstavuje synchronni rovnomérny
pohyb vsech &ty hmot. Amplitudova charakteristika |Ga11( ja)| je na obr.3.3b vyznacena
silnou ¢arou. V pfipadé nulového tlumeni jsou rezonancni Spicky nekonecné vysoké a
nastévaji pfi vlastnich kmitotech Q,.,; v pfipadé nenulového tlumeni se sniZuji a
premistuji nepatrné vilevo (viz vztahy (2.22d)). Antirezonance nastavaji poblize kmitoctd
oznacenych symboly Q5.

93



<; 1.tvar vi..£21 (OHz)

-10! ‘ ‘ ‘ : ‘ g

VA y2 ys3 y4

Obr.3.3a Vlastni tvary kmiti (normované
vlastni vektory) systému z obr.3.2a

Zjednodusené Ize stav systému v téchto vyraznych bodech charakterizovat tak, Ze pfi
harmonickém prabéhu budici sily motoru

- v okoli rezonanénich kmitocta staci minimalni sila motoru k jeho maximalnimu urychleni;

- pfi antirezonancnich kmitoctech se naopak sila motoru na jeho vlastnim zrychleni i draze
projevuje minimalné a vétsina energie vyvinuté motorem je predavana dale.

Amplitudové charakteristika |Gaqy(j) je v obrazku vyznacena éarkovans. Je vidét, Ze

kmitani étvrté hmoty my, v okoli viastnich kmitoctu Q.4 lokalné nardsta, ale nad poslednim
kmitoétem Q, ji sila motoru jiZ nestaci rozpohybovat.

100
80+ .
60 8
[dB]
40
20| 3
0]
N zQL2 O ™~
_40 H . ; i H S ) H 5 AR
10 [HZ] 10
Obr.3.3b Amplitudové charakteristiky ¢tyfhmotového systému
)..silné w)...cdrkovans, |Gu(i®) _[3a(i®)  teskovans
Ga11\jw) ...silné, |Gaai\jw) ...Carkované, AS__}_ %_; ... teCkované
Gani () an(j) Gl Inlw

Prenos kinematického buzeni
Vzajemny pohyb mezi prvni a posledni (Ctvrtou) hmotou uréime z tzv. kinematického
prenosu (nesouciho téZ nazev ,prfenos kinematického buzeni®)

Vals) _ vals) _ Gy ls

*E_} = *E_g = *E_g 3.47
yils)  vils) Gls (347)
Antirezonanéni kmitocty Q,,,s; se na jeho amplitudové charakteristice (v obr.3.3b slabé

teCkované) objevi naopak jako rezonance. Dosadime-li totiz za oba prenosy ve zlomku
(3.47) vyrazy z (3.45e), shodné jmenovatele se vykrati a ziskame pfenos mezi polohami (a

stejné tak i mezi rychlostmi)
Y] - Vais) - Buls (3.47a)
Yi\S Vi\s Ri\s

94




Koreny polynomu P, 1(s), které byly v (3.45e) nulovymi body, jsou nyni ve jmenovateli a v
kinematickém prenosu délime nulou!!

Po dosazeni za s = ja =0 do (3.47a) vychazi reciproky kinematicky (staticky) prevod
mezi motorem a posledni hmotou V,, /v,y =1/ p.4 , ktery je v obr.3.2a zvolen jednotkovy,
takZe amplitudova charakteristika v obr.3.3b vychdzi zurovné OdB. S nartistajicim
kmito¢tem se synchronni pohyb obou hmot zac¢ina rozchazet (amplituda kmitani ctvrté hmoty
prudce roste aZ do prvniho antirezonancniho kmitoctu Q,, a vznikd i fazovy posuv, ktery

zde neni zobrazen). Vyznam kmitoctu Q ,,,, a veliciny O bude vysvétlen dale.

3.4.1 Regulacni pohon NC stroje

V kap.3.2 bylo fe¢eno, Ze dynamicky model pohonu stroje je mozno pfijmout jako
seriovy (obecné N - hmotovy), kde prvni hmotou je pohybliva ¢ast motoru, kterym se
snazime ovlddat hmotu posledni, na jejiz poloze ndm zaleZi a na kterou pusobi
vnejSi zatézujici_sily (u obrabécich stroju sily fezné). Dale zobecnime poznatky
z pfedchoziho ¢&tyfhmotového pfikladu a navazeme na vyklad regulace u
dvojhmotového modelu z obr.3.1a,b.

U pohont posuvl NC obrabécich stroju se pfi drahovém Fizeni tradicné pouziva
tzv. kaskadni regulace, tvofena hlavni (vnéjsi) polohovou a podfizenou (vnitini)
rychlostni zpétnou vazbou, viz blokové schéma na obr.3.4a:

- zaporna polohova zpétnd vazba je uzaviena bud od polohy motoru y, (v

obr.3.1b od jeho nato¢eni @,) a potom jde o tzv. nepfimé odmérovani, nebo lépe
pfimo od polohy koncové hmoty y, (na obr.3.1a,b tedy od polohy y,). U nepfimého
odmérfovani je poloha koncové hmoty zatizena chybami prevodld (napf. stoupani
Sroubu). Rozdil mezi pozadovanou polohou z NC systému Ync a polohou skute¢nou
(tzv. polohova odchylka) je vynasoben konstantou zesileni K, (tzv. rychlostni

konstantou) a pfiveden do rychlostni zpétné vazby jakozto pozadavek rychlosti.
Signal aktualni rychlosti je vzdy vytvofen derivaci signalu polohy motoru, tj.
vi =dy/dt ... v Laplaceové transformaci vi(s)=syi(s).
Poznamka: Derivaci se obecné zvyrazriuji vysokofrekvencni sloZky signali:

- obsahuje-li néjaka velicina y parazitni kmitavou slozku Ay, = A; sina;t , jeji amplituda po
derivaci naroste «; —krat:  dDy,/dt = Ai; cos «;t. Vibrace koncové hmoty yn,
zZpusobené napf. kolisanim fezné sily pfi obrabéni, jsou pri zpétném prichodu k motoru
pres vloZené prevody utlumeny, takZe zvyrazriujici efekt derivace polohy y, neni pro
stabilitu celé regulace tak skodlivy, jako u derivace yy .

Pfenos rychlostniho Pl regulatoru je KPTNTL;’l, kde Kp ... proporcionalni
N

zesileni, Ty ... integracni Casova konstanta (z ném. ,Nachstellzeit). Vlastnosti
tohoto pfenosu byly jiz zminény v kap.1.17 na obr.1.15.

NC T s+1 E (+F. xr)/_\
N " ) .
ch TNS *G'(S)fv 1 KF > Gt ? jﬁ’
g | —
Noimer YfgRocnosni Mg WEAZTG (G ||
| | polohy Zpétna vazba ’ ~ F
. Yi RAN GIN <N
L y piimé odméfovani poIMTYRPOL
T N

Obr.3.4a Blokové schéma zpétnovazebniho Fizeni polohy NC stroje
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Vystupnim signalem regulatoru je fizen napajeci zdroj s pfenosem G; (s) vybaveny
svou vlastni velmi rychlou regulaci proudu. Proud pfes tzv. silovou (u rotacniho
motoru momentovou) konstantu K urCuje silu motoru F, (resp. moment). Pfenos
zdroje s regulaci proudu byva Casto bez vétsi ujmy na presnosti matematického
modelu predpokladan jednotkovy, tj. G; (s)= I.

V pravé Casti blokového schématu je tzv. ¢tyfpdl, tvofeny prvky matice dynamické
poddajnosti_mechanické stavby pohonu, kterou jsme oznadili G(s). Schéma je

doplnéno o event. pfidavnou silu na motoru Fiex , ktera mize byt pfi sefizovacich
testech regulace realizovana nepfimo pfidavnym proudem a zminime ji v dalSim
textu.

V nejc¢astéjSim pfipadé pusobi zvenku na systém pouze sila na koncové hmoté
Fy, ktera napf. u pohonu suportu NC soustruhu zahrnuje silu Feznou, tfeci ve
vodicich plochach, event. i gravitaéni u svislého uspofadani. Roznasobenim
(3.44a,b) vychazeji dvé rovnice Ctyipolu:
wi(s)=G(s)[Fis)+ Fiex (s)]+ Gin (s) v (s)

v (8)= G () 5)+ Fiew (5)]+ G () Fv (s)
Pohon Ize popsat tfemi rovnicemi, z nichz prvni dvé jsou (3.47b) a tfeti popisuje silu
motoru, danou regula¢nim algoritmem. Pro nepfimé odmérovani polohy plati

kde Gy(s)=Gy(s) (3.47b)

)2} =[KV(yNC —y1)—sy1]Kp%:1G1 (S)KF (3.47bb)

(derivace polohy dy;/dt je v Laplaceové transformaci vyjadiena vztahem syj).
U pfimého odmé&Fovani by hranata zavorka méla tvar [Ky (ync =y~ )—sy1].

Stabilita pfi chodu naprazdno

Pfi vySetfovani stability regulace staci uvazovat odleheny systém, tj. F, =0,
takze v obr.3.4a ze Ctyfpolu odpadaji bloky G, ,G,, - L.obraz rychlosti motoru bude
vi(s)=syi(s)=sGii(s)F(s) a na rychlost N-té hmoty se dostaneme pres
kinematicky dynamicky prenos vy /v, =Gy, /G,,. Podle zvoleného zpusobu
odmérovani polohy prejdeme z pfislusné rychlosti na polohu cistou integraci, tj.
pfenosem 1/s. Takto zjednodusené blokové schéma odlehéeného pohonu
s variantou pfimého odmérovani je na obr.3.4b.

— v y
Ridici systém |[F, i vy N N

Regulac}{e sily, rr110tScI>|r€:IJ sG |GN1/G11 ;—
rychlosti a polohy 1

N rychlostni vazba
polohova zpétna vazba s pfimym odmérovanim

Obr.3.4b Zjednodusené schéma pohonu pri chodu naprazdno (primé odmérovani)

V idealnim pfipadé dokonale tuhého systému by rychlosti prvniho a N —tého &lenu
byly svazany pouze konstantnim statickym prevodem v y,/v,, =1/ p,y - Kmitoctova

zavislost kinematického prenosu ((;;Nl J_a“) tuto jednoznacnou vazbu naruSuje nejen
1\J

amplitudové, ale i fazové. Priklad amplitudové frekvenéni charakteristiky pro
¢tyrhmotovy systém jsme jiz ukazali na obr.3.3b slabé teCkované:

- protoZze polohova zpétna vazba je zavedena od posledni hmoty a vazba
rychlostni od hmoty prvni (motoru), nad uréitym kmitoétem (v obrazku oznaceném
Q) Se obé vazby zaCnou tzv. "hadat", amplitudové i fazové se rozchazet a
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vysledna regulace polohy bude ¢init potiZze. Je-li totiz signal polohy posledni hmoty
yy zatizen parazitnimi vibracemi s amplitudou Ay, (napf. vlivem kolisani fezné sily

pfi frézovani vicebfitou frézou), vznika riziko, ze motor bude polohovou zpétnou
vazbou také rozkmitan a pfes prenosovou funkci Gy,/G,, preda vibrace dale na

posledni hmotu s narlistem amplitudy JO. Takto se zacne rozvijet proces
samobuzeného kmitani, kterému je nutno zabranit tak, Zze regulacnimi obvody
neprojdou od motoru do stroje vy$Si kmitoéty nez Q,,.. To znamena, ze tzv.

propustné pasmo regulace polohy bude maximalné Q,,,,. Ze zkuSenosti vyplyva, ze
prislusna odchylka & by neméla prekrocit hodnotu asi 5%, takze kmitocet Q,,,,
bude v obr.3.3b lezet dostatec¢né vievo od Q;,, kde nastava prvni nebezpecna
rezonance pienosu Gy,/G,, (resp. antirezonance pienosu G, ). Propustné pdsmo
requlace vyznamné zavisi na velikosti konstanty K,, takze tato je limitovana
hodnotou prvni antirezonance Q; ;.

Poznamka: Zesileni K, podstatné ovliviiuje kvalitu drahového fizeni NC stroje (pfesnost,

rychlost atd.) a pfi zavére¢ném sefizovani pohoni na hotové mechanické konstrukci je
snahou dosahnout jeho co nejvy$si hodnoty. Prvni antirezonanéni kmitocet u snadno
zméritelného prenosu Gy, je tedy hlavnim ukazatelem hranice moZnosti této snahy.
Tradicni spory mezi pohonari (sefizovaci) a konstruktéry o podilu viny na Spatnych
vlastnostech stroje Ize rozsoudit parafrazovanym vyrokem ,sebelepsSi regulaci nelze zcela
vylécit nemocnou mechanickou stavbu stroje”.

Dynamicka poddajnost vicehmotového regulacniho pohonu
Méfeni dynamické poddajnosti se zpravidla déje v klidovém stavu pohonu, takze
v obr.3.4a mizeme polozit ync =0, viz obr.3.4c. Stroj je zpravidla ve vhodném
frekvenénim pasmu zatéZzovan externi harmonickou silou Fy a pokud neni
k dispozici vhodny dynamometr, je mozno zatéZovat ze strany motoru silou Fiex ,
imitovanou generovanim pfidavného proudu zdroje.

F Text
We=0—> T s+1 ¥ /—\ —
s PG F> Gat LW
d . NS F'I ’ ’—) + ‘
4 erivace
v s Gtt

| EZ?E'?:véni > Bt i } -
| il
| =) E GiN < N
S ——— pfimé odméovani polohy —= — U A

< pohon a jeho regulace o mech. stavba -

> <
Obr.3.4c Upravené schéma pro vypocet dynamické poddajnosti
Dale ukazeme postup zjiStovani dynamické poddajnosti u nepfimého odmérovani
polohy. Blokové schéma na obr.3.4c |ze rozdélit na dvé casti:

- Ctyfpdlem vpravo je pomoci rovnic (3.47b) popsana mechanicka stavba;

- leva ¢ast zobrazuje pohon s regulaci, popsany rovnici (3.47bb) pfi ync =0:

Fi == (K +5)Kp B G (0K =1 5)R() 8.470

kde jsme zavedli oznaceni R(s) pro pfenos mezi polohou motoru a jeho silou:

H
R6)=- 110 = (ke B+ i 34700
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Z hlediska poctu vstupl ( Fiexx @ Fn) a obvykle méfitelnych vystupl yi, yv ma cely
model opét charakter Cyfpdlu podle obr.3.4d a je mozno vyjadrit Ctyfi prenosové
funkce pro Ctyfi mozné cesty (a v technické praxi i étyfi mozna méreni):

Bi(s)=yi(s)/ Fex (s) adalejiz strugnd P> =yn/Fiew, P1=yi1/Fn, Po=yn/Fn

F o T ) _I?Ct"' Y
972/ ;xi
i YN _ _. e
FN I:2>2 > yN

Obr.3.4d Mozné varianty vyjadfeni dynamické poddajnosti pohonu

Ktomu je tfeba rovnice (3.47b) FeSit pro kazdou silu oddélené a vzdy vyloudit silu
motoru Fi jakozto vnitfni proménnou dosazenim z (3.47c). Tyto jednoduché
algebraické upravy vynechame a v nasleduijici tabulce uvedeme jen vychozi rovnice
a vysledné prenosy.

Neprimé odmér. Uprava rovnic (3.47b) Dynamicka poddajnost
_ N _ G
Fn =0 1 =G1|= y1R+ Fiex ] P“(s)_Flex, " 1+GR
Fi=-yR G [ R+F ] (s) YN Gni
N =GN1|— )1 lex P = =
Y Y t 128 Fiew 1+GiiR
Flext =0 Y= _leGH +G1NFN PZI(S): Fyll\l - 1+GC1;11\]1R
Fi=-yiR _
1==n yN =—V1RGnN1 +Gny Fn ( )_ yn _ G +R(G11GNN —GlzN)
symetrie Giy =Gni1 Pnis)= Fy 1+Gi1R

Z hlediska presnosti obrabéni je nejzajimavéjsi dynamicka poddajnost Pzz(s),
vyjadfujici u pohonu posuvu NC stroje vliv fezné sily na polohu posledni hmoty,
kterou je napf. u soustruhu suport s nozem nebo u frézky stil s obrobkem.

V8echny ¢tyfi poddajnosti z tabulky sefadime do tzv. matice poddajnosti celého
pohonu P(s), ktera ma nékteré shodné vlastnosti s matici poddajnosti samotné

mechanické stavby G(s), ale na rozdil od ni ma rozmér pouze 2x2:

HO ) i) =

- matice P(s) je symetricka, tj. P12(S)=P21(S), coz vyplyva ze symetrie matice

poddajnosti mechanické stavby G(s), kde je Guv(s):GN1 (s);

- v8echny jeji prvky maji stejného jmenovatele 1+G11(s)R(s), tedy i shodné kofeny
charakteristické rovnice (pély);

- dosazenim prvkua z tabulky a po Upravé vychazi jeji determinant

GGG
detP =R, Py — R, P = 111 _,I_W(V;HR = (3.48a)

Poznamky: 1) Dalsi dpravy a mozZna zjednoduseni prvki matice P Ize provést rozepsanim
prenost Gi1+Gnn do tvaru zlomk( a vyuZitim shodnosti jejich jmenovateld.

2) U primého odmérovani polohy bude platit v obr.3.4c carkovana vétev a rovnice pro silu
motoru bude mit tvar

k= —(KVyN +Sy1)KP TZ;WTV:IGI (S)KF

Dalsi postup je stejny a ponékud sloZitéjsi dpravy prenechame c¢tenari.
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Dynamicka poddajnost dvojhmotového regulacniho pohonu
Pro dvojhmotovy model mechanické stavby, ktery bude vySetfovan v kap.3.5, se
pfenos P zjednodusi, nebot matice G(s) ma také rozmér 2x2 a v &itateli Py bude

jeji determinant detG.,, = G,,G,, — G}

P (s) _N (s) _ Gy, (s) + R(s)detGth (3.49)
: F,(s) 1+Gy, (s)R(s) '
Z (3.48a) vychazi determinant matice poddajnosti celého dvojhmotového pohonu
_detG,,,,
detP,,,, = 1+G, R (3.49a)

Poznamka: U netlumené dvojhmotové mechanické stavby bude odvozeno - viz (3.61),(3.62)
- Ze determinant matice poddajnosti mechanické stavby je

detG,,,, =1/denomG
kde denomG je shodny jmenovatel vdech jejich ctyr pfenost. Vyjadrime-li pfenosy G ,G,,
symbolicky ve tvaru zlomku
G,, = numG,,/denomG, G,, = numG,, /denomG
Ize vyrazy (3.49) a (3.49a) upravit na tvary
numG,, + R
P - 22
22 (s) denomG + numG;, [R
1
denomG + numG;; LR

detP,, =

Dynamicka poddajnost jednohmotového regulaéniho pohonu
V komentéfi k obr.3.1a,b na str.76 bylo naznaceno, Ze polohova regulace motoru
se chova jako specificka pruzina. Jeji odliSnosti od klasické pruziny lze nejlépe
vysvétlit na nejjednodussim jednohmotovém modelu, ktery byva uplatfiovan napf. u
pohonu posuvu s linearnimi motory (viz pfiklad €.2 v tabulce na str.4).
U jednohmotového systému je relevantni pouze poloha y; pohyblivé hmoty

motoru my a sila Fiexr, Majici vyznam vnéjsi zatézujici sily. Ve vSech predchozich
uvahach staci polozit N =1, takze v matici P(s) budou ¢&tyfi shodné prenosy
_nls) _ Guls)

Ails)= = 3.50

1(5) Fiext(s)  1+G1(s)R(s) (3.50)
V blokovém schématu na obr.3.4c bude Fy =0 a Ctyfp6l degeneruje na jediny
pfenos Gii(s), jehoz tvar ziskame L.transformaci pohybové rovnice

Fi(t)+ Fiex (£)=mi 1 (r)
ms

Pfenos proudové regulace Gi(s) ve vztahu pro R(s) v (3.47cc) zjednodusime na

jedniCku a po dosazeni do (3.50) a uUpravach vychazi dynamickd poddajnost
jednohmotového pohonu jakoZto prfenos 3.radu

Ai(s)=-2" ) Lt (3.50)
Fiexi (S) mlTNS3 + K})K}!«"T]\]S2 + KpKF (1 + KvTN)S + Ky KpKFr

2

Celé blokové schéma je na obr.3.4e.
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T, s+1 - Tex + 1 -
’F’-NS >1Ci(s)=1 b F > m s >Y
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FPlreg. Napaj. zdro \
rychlosti Reg. proudu
Yi

Obr.3.4e Blokové schéma polohové regulace jednohmotového systému

Pro ujasnéni vyznamu podfizené rychlostni zpétné vazby uvedeme duplicitni
postup, vyuzivajici matematicky ekvivalentni Upravy blokového schématu:

- pfenos Gll(s) rozdélime na soucin G“(s):LEL aby bylo mozno zobrazit
ms s

rychlost v a ziskat tak bod pro zapojeni rychlostni zpétné vazby, viz obr.3.4f;

- vstup vnéjsi sily premistime z puvodniho mista (je v obr.3.4f vyznaceno
¢arkované) na vstup rychlostni zpétné vazby a doplnime pfislusny reciproky pfenos
Gr (s) Jde o podobnou Upravu, jako u pravidel €.34 a 35 na str.37.

T 1G4
F->» KT s+T)K. pfrenos rychlostni regulace G, (S)
e b e s
e i ot

Obr.3.4f Matematicky ekvivalentni dprava schématu z obr.3.4e

Témito dvéma kroky se osamostatnila celd rychlostni regulace, jejiz pfenos
oznagime Gy (s) a pomoci pravidla &.36 na str.37 vychazi

Gy (s)= Iys +1 (3.50b)

mIn 2 +Tvs+1
7KPKF S NS

Takto vzniklo prehledné blokové schéma podle obr.3.4g, ve kterém je konstanta Ky
umisténa v zaporné zpétné vazbé (signal NC systému stale pokladame za nulovy).

F i 1
ont K K (T s+1) G|~ <>V,

=

Obr.3.4g Matematicky ekvivalentni uprava schématu z obr.3.4f

Celkovy prenos (dynamicka E)o)ddajnost) je ( )
— JI\§) _ Ins Gyls
s)= = E 3.50c
A= ) " Kok (s +1) T4 Ky G ) (3:50c)
a po dosazeni z (3.50b) a upravach nutné vychazi vztah (3.50a).
Pfenos rychlostni regulace je proporcionalni, nebot limita Gv(s){ =1. U

s-0
spravné sefizeného pohonu se rychlostni regulace chova podstatné rychleji nez
nadfizena regulace polohy (jeji propustné pasmo byva az o fad vyssi), takze pro
priblizné vypocty je mozno predpokladat, ze Gv (s)=1 pro vSechna s (ve jmenovateli
(3.50b) vymizi ¢len s druhou mocninou s). Tim se schéma na obr.3.4g dale
zjednodusi a dynamicka poddajnost bude popsana pouze prenosem 2.fadu
s reéinymi poly s; ==1/Ty a s, =—Ky:
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— yl(s) - Ins
Ri(s)= Fo) TR (Tos 67 57) (3.50d)
Snadno se Ize presvédcit, ze tentyZ vysledek obdrzime z (3.50a) po vylouceni ¢lenu
s tfeti mocninou s ve jmenovateli.
Charakteristickym a pro praxi velmi dalezitym rysem obou vztaht (3.50a,d) je

pritomnost samostatného ¢lenu Tys v Citateli, takze
lims o B1(s)=0 (3.50e)
To je zasadni rozdil oproti vztahum pro poddajnost mechanickych systému, kde
v Citateli vzdy figuruje samostatna nenulova konstanta, majici vyznam statické
poddajnosti — viz napf. (2.17). To znamena4, Ze statickd poddajnost jednohmotového
reqgulaéniho pohonu v polohové zpétné vazbé je nulova (pohon se vici konstantni
vnéjSi sile chova jako dokonale tuhy). Tato vyhodna vlastnost je zplsobena
pritomnosti integraéni slozky v pfenosu Pl regulatoru rychlosti.

Rozdily v chovani mechanického systému hmota-pruzina-tlumi¢ s pfenosem (2.17)
a regulacniho pohonu s pfenosem (3.50d) jsou patrné na obr.3.4h. Pro vypocet byly
zvoleny tyto parametry:
1) mechanicky systém:

- hmotnost m =250kg ;

- tuhost k =10N/um (vlastni kmitocet 31,83Hz);

- pomérné tlumeni ¢ =0,5;
2) regulaéni pohon posuvu s linedrnim motorem u stolu NC frézky stfedni velikosti:

- silova konstanta motoru Kr =94,2N/A;

- celkova hmotnost pohyblivé ¢asti motoru se stolem my =250kg ;
- rychlostni regulator: Kp =600 As/m , integraéni asova konstanta Ty =10ms ;
- polohovy regulator (rychlostni konstanta) Ky =90/s .

Na obrazku vlevo jsou odezvy na skok vnéjsi sily 1000N . Mechanicky systém
zustava trvale vychylen o miru 1000N/k =100m , kdeZto pohon se po pfechodném

vychyleni vrati do vychozi polohy. Tim je neutralizovan napf. vliv konstantni fezné
sily nebo pasivnich odporu ve vedeni.

Vpravo je amplitudova charakteristika |G(jc) prenosu (2.17) a |R1(ja) prenosu
(3.50d), opét pro amplitudu kmitani sily £1000N .

s "Odezva polohy na skok sily 1000N =2 " Regulaéni pohon
120k . 120+ S ' - ~Mechanicky systém
Ny [~ \,\/ —
100 RN — . 100 e N |
m] |/ Mechanicky system [um] Amplituda sily 1000N
80F 80+ ‘ ]
60f 601
40 40+
Regulaéni pohon
edl tmax i 20 fkritj fIGmaxI
o v ‘ ‘ 0 vy | |
0 0.02 0.04 [s] 0.06 0.08 0.1 0 20 40 |14, 60 80 100
Odezvy na skok sily Amplitudové charakteristiky

Obr.3.4h Rozdily v chovani mechanického systému a jednohmotového regulacniho pohonu

Pfi malych kmito¢tech « — 0 je mechanicky systém vychylovan o +100m (tj. stejné
jako v pfipadé statické zatéze), kdezto pohon stoji, nebot je diky zpétnovazebnimu
fizeni schopen postavit se pomalym zménam vnéjSi sily svoji ,protisilou”.
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Nebezpe&na (rezonanéni) kmitoétova oblast maximalni poddajnosti | A ( jw)|max je

Jirir =22,5+23,5Hz. U mechanického systému je dana vztahy (22d); u pohonu

zalezi na vSech parametrech regulace a zde je vidét, Zze napf. pfi frézovani
dvoubfitou frézou bychom se méli vyhnout otagkdm ngi; =60023,5/2=700/min , kdy

stfidava slozka fezné sily rozkmitava stroj nejvice. Stejné jako u mechanického
systému plati, ze pfi zméné parametrl regulace maximalni vykmit odezvy na skok
sily arezonanéni vrchol rostou nebo klesaji souhlasné a naopak s poklesem
prislusného €asu f.. roste rezonancni frekvence fi.:. PFi vysokych kmitoctech jiz

neni pohon schopen prekonat setrva¢né sily a amplitudova charakteristika klesa
stejné jako u mechanického systému k nule.

Zavérecné poznamky k poddajnosti_pohonti: 1) Odolnost vici statické vnéjsi sile,
vyjadfenou u jednohmotové varianty rovnici (3.50e), Ize zobecnit i na vicehmotova
usporadani:

- pohon je dokonale staticky tuhy v misté, odkud je zavedena polohova zpétna vazba.
2) Dokonala staticka tuhost plati nejen pro polohu, ale i rychlost.

Predchozi obecné vypocty kmitani budou blize objasnény na jednoduchych,
ale pro obrabéci stroje typickych dynamickych modelech se dvéma a tremi
stupni volnosti. Bude se jednat o

- pohon vietena pres pruzny prevod (napf. femen) .... kap.3.5;

- rovinné kmitani jedné hmoty (napr. vietena pri radialnim zatizeni) .... kap.3.6;

- prostorové kmitani jedné hmoty .... kap.3.7.

Prislusné operace s maticemi o rozméru 2x2 (nasobeni, inverze, vypocet
viastnich c¢isel a vektoru atd.) jsou jesté natolik jednoduché a prehledné, Ze je
Ize provést obecné, exaktné a tzv. jen s tuzkou a papirem. U rozméri 3x3
v kap.3.7 odkazujeme napr. na program Matlab.

3.5 Dvojhmotovy rotacni systém

Rotacni systém na obr.3.5 bude pro vétsi
prehlednost  vypocltl  uvazovan  jako
netlumeny bez zahrnuti vlivu _regulace.
Nasledujici postup je mozno aplikovat i na
dvojhmotovy linearni pfipad podle obr.3.1a
po zameéneé pfislusnych rotacnich veli€in za
translaéni a pfi dodrzeni zakladnich
mérovych jednotek. Zajima nas hlavné

pohyb hnané hmoty J, (vietena) pfi Obr.3.5 Pohon vfetena s pruznym
pusobeni kroutictho momentu motoru M, femenem (tlumeni je zanedbano)

nebo momentu M,, ktery maze byt vyvoldn napf. feznou silou pfi obrabéni.
Oznaceni velicin:

¢ = [28} ... vektor Ghld;

pP=n/n=v,/Vy -.. staticky pfevod (pomér ustalenych thlovych rychlosti);
Jy, J,... momenty setrvaénosti hnaci a hnané hmoty;
Jeoy =4 +J2/p2 ...redukce na hnaci hmotu J; (motor);

Jc2 :le2 +J2= pZJa ...redukce na hnanou hmotu J»;
k ... celkova tahova tuhost obou paralelnich vétvi predepnutého femenu;
ki =1k ... torzni tuhost femenového prevodu, redukce na hnaci hmotu J,;
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ka =r;k=kp® ... torzni tuhost, redukce na hnanou hmotu J,.
Pohybové rovnice pfevedeme do maticového tvaru:

I +(p1 = pga oo =M ()
Lele skl
P ol e (S

M@+K¢p=F

vvvvvv

momentld setrvadnosti oznaCeni M. Snadno zjistime, Ze matice K je singularni,
nebot ma nulovy determinant. Zavedeme oznaceni pro kmitocty:

Q,, =k /J;|... torzni kmitoet motoru pfi zablokovaném vietenu; (3.51a)
Q, =./k,/J, |.... kmitodet vietena pfi zablokovaném motoru (3.51b)

(»locked motor frequency).
Matice systému je

A:M_IK:kl{l/Jl 0 }EEI —p}:|: ki/Ji —k1p/J1}

0 VI, |T-p p*| |~kip/J2 ka/T
Jeji charakteristicka rovnice ma jeden kofen nulovy:

— = 2 _ ﬁ ﬁ = A :0 /1 :&+Q
det(A - AE) =/ A(J1+J2j 0, A=0, A="+

Prvni vlastni kmitocet volného systému je tedy nulovy a druhy je
Q=\/£+ﬁ :\/kz.]a =\/k1]c2 nebot kiJc2=kaJc1. (3.51¢)

Ji J2 JiJ2 JiJ2
Pro kmitocty Qu,Q1,Q plati v pfeneseném slova smyslu ,Pythagorova véta“
Q=4Q; +Q; (3.52)
Vlastni vektory a modalni matici U ur¢ime postupnym dosazenim A, A, do rovnice
ﬁ_/] —kip
_ |1 Ji uii | _ =12
(A-AE)u; = hp ks [Euz,} 0, i=l,
J2 J2

1) Prvni vlastni vektor (pro kofen A,): u;; =u,,p, volime u,, =1

2) Druhy vlastni vektor (pro kofen A,): u;, =uy, _J—Jz volime u,, =1

1P
uil u p —J
Matice vlastnich vektort je U =[u; us] :[u“ u;ﬂ = Jip (3.53)
21
1 1

Dale pouzijeme modalni transformaci podle obecného navodu pocinaje kap.3.2.1.
Diagonalni matice modalnich hmotnosti:

p 1 —J2 p2 0
Mp=U"™MU=| -/» ltﬁ{;ﬂ P rp |=ia 0 2 (3.54)
Jip 211 I

Matice modalnich tuhosti:
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P -p1f, 2] [0 0
Kp=U"KU=k| -J>» 1 [E 2} Jip |= Jer 2 (3.55)
T e 2l o k(e
Normovana modalni matice:

V:[Vn Vlz}:UMD_l/Q:#[p }Tjﬁﬁv” ’ }: 7 {” 'Vh/h}(&s&

V21 Vyy 1 1 0 \/J1/Jz 1 pJJi/Ja
Spektralni matice:

A:VTKV:/Q{ p 1 }%1 —pﬁp —«/Jz/h}:[g kl;’CZHg o} 0.5

Joo|=L/h pJilh|[-p P11 pyhjh T2

Matice poddajnosti mechanické stavby
| kdyZ vypocty poddajnosti se déji s maticemi rozméru pouze 2x2, namisto vztahu
(3.44b) pouzZileme schadnéjsi modalni transformaci, kde se v (3.45b) nabizi
diagonalni matice

Gals)=[E+A]" :invhz $2 f Qz} :{1/5 | 1/ (82292)}

Dosazeni (3.56) do (3.45b):

G(S)=V(SZE+A)_1VT-1{I) ‘WHW 0 ﬁ p 1 }

“Jer| 1 pyn/ha ] o 1/(52+Q2) ~\2/ 0t pJ /T

Roznasobenim vyjde symetrickd matice poddajnosti mechanické stavby:

Pyl p__p
2 2,02 2 2,02
G(s):L s s7+Q s s2+Q (3.58)
1.P Ji/J2
2P+ 0 S+ Q°

Ziskali jsme Cctyfi prfenosy mezi L.obrazy samostatné pusobicich momentl
Mi(s), Ma(s) auhla ¢i(s), #2(s) (tzv. obecné poddajnosti) v soudtovém tvaru:

{28}: (%11((;)) gZEiﬂ AA;I;Ei«ﬂzG(S) %;Eiﬂ (3.59)
G11(s): ¢1(S) - P’ + Jo/ i
§ Jc2 ch(s2+§22)

M, ) 52
Gz (s)= #1(s) =Ga(s)= ]4&21(3)— J— p (3.60)

M (S)_ (S)_SZJCQ ch(S2+Q2)

2
_#os)_ 1, pPA)Te
MZ(S) s2J o ch(S2+Q2)

G (S)

Poznamka: Mezi krouticim momentem a thlem natoceni setrva¢niku plati obecna pohybova
rovnice M (t) =J ¢(t) ti. po L.transformaci ¢(s)= M (s)/ Js*, takze prvni séitance
v jednotlivych pfenosech (3.60) vyjadfuji pohyb (akceleraci) celého systému jakoZto tuhého
celku (. pri dokonale tuhém prevodu). Druhé scitance vyjadfuji pridavné kmitani na
kmito¢tu Q , zplisobené poddajnosti pruzného prevodu a zdporna znaménka v Gi2 a G2
napovidaji, Ze oba setrvacniky kmitaji protismérné.
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Dale uvedeme prehlednéjsi vyrazy, ziskané uvedenim na spolec¢ného jmenovatele
v (3.60) a pouzitim vztahu pro kmitocty (3.51a,b,c). Upravy pfenechame Ctenafi:

G(s)= I L(s+Q1) ke

= S (8.61)
J1J2s2(s2+§2 ) kip J1(52+Q§4)

VSechny Ctyfi prvky symetrické matice poddajnosti maji shodny jmenovatel, pro ktery
zavedeme stru¢né oznaceni

denomG = J,J ,s* (s2 + Qz) (8.61a)

a ktery je polynomem 4.stupné, majicim &tyfi kofeny (poly), které ve svych dvojicich
odpovidaji vlastnim kmitoétiim:

51, =0 ... nulovy kmitoCet ("nekone&né pomala sinusovka", tj. rovnomérny pohyb
systému jako celku nebo klid);

s34 =%jQ ... harmonicky pohyb.
Determinant matice poddajnosti je

_ _ _ 1 _ 1

PFi sou¢asném plsobeni obou momentl (napf. pfi obrabéni, kdy motor premaha
fezny moment na vieteni) pouzijeme superpozici a L.obrazy ¢asovych prabéhl ahli
budou (pfi znalosti Casovych pribéhd momentd i jejich L.obraz()

#1(s)=Gui(s)M 1 (s)+ Gia(5)M2 (s)
$2(s)= G (s)M. (5)+ G ()M (s)
jak jiz bylo ukdzano u N —hmotového systému na obr.3.4a. Pfi experimentech
s regulacénimi pohony ma nejvétsi vypovidaci schopnost (a je nejdostupnéjsi) funkce

(3.63]

_4(s) . $°+0f
)= ,0) T s ) (869
nebo pfi méfeni uhlového zrychleni téz funkce
a (S) 2+ Q3
Gayi (8) =% =5°G, (5) =———L~
an( ) M, (s) 11( ) J (s2+Qz) (3.65)

Protoze vysSetfujeme netlumeny systém, chybi v pohybovych rovnicich (3.51) ¢leny
s 1.derivaci a v matici poddajnosti ¢leny s 1.mocninou komplexni proménné s, takze
vSechny &tyfi frekvenéni poddajnosti jsou po dosazeni s= ja do (3.61) redlnymi
funkcemi kmito¢tu @ .

Na obr.3.6 jsou vyneseny amplitudové i fazové frekvenéni charakteristiky funkci

: Q7 - - . k p . .
G w)=—+L — - G w) = 1

a11(J ) 11(92 —wz) (pIné ¢ary), a21(J ) 1112(92 —wz) (Carkované),

které maji nékteré typické znaky, zminéné jiz u obr.3.3b (obrazek plati pro p=1):

a)pro &« -0 je |Gay(je)=1/Jc (pfi malych kmito&tech momentu motoru se

soustava pohybuje jako tuhy celek);
b) pro «<Q; se obé hmoty pohybuji téméF synchronné bez vzajemného

fazového posuvu vici momentu;
c) pfi a=Q; je pohyb motoru minimalni a vétSinu své energie predava dale;
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d) pro Q; <a<Q je Ga“(ja.)<(), takze zrychleni motoru je v protifazi s jeho
momentem, fazovy posuv je + 71;
e) pro «=Q je |Gayi| - @, |Gazi| —  (k urychlovani obou hmot sta&i minimalni

usili motoru, obé zrychleni v protipohybu kulminuiji);

L 2010%'(3821' - \\\ 2010gIG-a11|*
= -; ~~-~~§_~¢1-£J1
Wil a, ~40dB/ddk
systém kmita \l QL Q kmita jen motor __
jako celek - zatéZ se zastavuje”
T — - — — — —— R
[rad]| _ ‘ I
0 ———=
: \ D
| ' i
: 1 A
_TE_ __________ — Ve o —— —— — ——

Obr.3.6 Amplituda a faze prenosti Gall( ja.), Gazl( ja.),
obrazek plati pro prevod p =1, tj. ki =k,, Jar=J1+J2

fy pro «>Q je G321(ja)<0, zrychleni druhé hmoty je v protifazi s momentem
motoru, fazovy posuv je — 7, amplituda kmitd druhé hmoty vyrazné klesa a motor
ztraci Sanci druhou hmotu jakkoliv rozpohybovat;

g) pro & — o je |Gy, (ja) =1/J; (velké kmito&ty momentu motoru nestaéi druha

hmota pfes pruzny pfevod vlabec sledovat a kmita samotny motor; jeho moment a
zrychleni jsou ve fazi);

h) pocinaje kmitoétem Q; obé hmoty kmitaji v protifazi, fazovy posuv jejich
zrychleni (tedy i poloh) je n. Tento stav je jasnéjsi z obr.3.7, kde je vynesena
amplituda i faze kinematického pfenosu mezi obéma polohami
¢2(jw) - GZl(jw) - Q. (3.66)

. . 5 .
#ljw)  Giljw) p(QL _wz)

[dB]

Tﬂp G,

0 :
[rad] T

Q. ——» logw

Obr.3.7 Amplituda a faze kinematického
prenosu ¢,(ja)/ ¢ (je)
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Srovnanim s obr.3.3b se potvrzuje, Ze pro dobré ovladani pohybu druhé hmoty je
nutnd pokud mozno co nejlepsi amplitudova i fazova shoda u obou pfrenosu
G,1,G,;, ktera nastava v kmito¢tovém pasmu do urcité hodnoty Q,,.., preduréené

antirezonanénim kmitotem Q; .
Poznamka: Stale je nutno mit na paméti, Ze vysetfujeme netlumeny systém. Ostré Spicky

na amplitudovych charakteristikach a prudké zmény faze by v pfipadé nenulového tlumeni
nebyly tak vyrazne.

Deformace pruzného prevodu (redukovana napf. na osu motoru) je dana rozdilem
Ap(1)= (1)~ po. (1) (3.67)
PouZitim funkci G,,,G,, z (3.61) vychazi frekvenéni pfenos mezi momentem motoru
a deformaci prevodu
%j.—c‘;% =G (jw)- szl(jw)=m (3.68)
Tento vztah uvadime kvali zdlraznéni rizika poskozeni prevodu pfi méreni

frekvencni charakteristiky, nebot pfi momentovém buzeni kmitoétem « - Q
deformace pfevodu vyrazné roste.

3.6 Rovinné kmitani jednohmotového systému

Doposud jsme se zabyvali dvoj- a obecné N —-hmotovym systémem, ktery mél
N stupnu volnosti a tudiZz bylo mozno provést rozklad na N modalnich slozek. V této
kapitole provedeme rozbor jednohmotového systému,

kmitajiciho v roviné podle obr.3.8 a
protoZze stupné volnosti jsou zde dva,
postup nutné povede na dvé modalni
soufadnice. Na rozdil od kap.2.8 nepljde
o ortogonalni systém, ale o hmotu (hmotny
bod), zavéSenou na obecné i pruzinich
pod obecnymi Uhly
a,,0,,05...,0Q;

v soufadném systému x,y. Tento model
byva uplathovan u experimentl na
vietenech soustruhl i frézek pfi jejich
radialnim zatizeni a napf. u frézky se
svislym vietenem odpovidaji sméry os x,y

N\ X

V<

orientaci pohybovych os kfizového stolu. Obr.3.8 Obecny jednohmotovy model
Deformace pruzin budeme opét vUgi rovinného kmitani

jejich délkam predpokladat tak malé, ze nezpusobi zménu Uhlovych orientaci. | kdyz
je hmota zavéSena na vice obecné Sikmych pruzinach, ukazeme pomoci modalni
analyzy, Zze je mozno nalézt ekvivalentni nahradni ortogonalni systém se dvéma
navzgjem kolmymi pruzinami i tvary kmitani.

Smérové cosiny os pruzin v soufadném systému x, y:

-0sa x: cosq, cos(n/2 —al) =SINA] i zkracené oznaceni Cl1, S1

-0Sa Xx,: cosq,, cos(n/2 —az) =SINA, v zkracené oznaceni C2, S2

- 0sa Xx3: cosQs, cos(n/2—a3)=sina3 ................ zkraceneé oznaceni C3, S3
atd.

Pfepocet soufadnic z pravouhlé soustavy x,y do jednotlivych os x;,x,,x3...,x; se
déje pomoci transformacni matice (2.28a), viz téZ obrazek:
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x, =xCl+ yS1

X, =xC2+yS2

x; =xC3+yS3  atd.
Osové sily v pruzinach pfi posuvu puasobisté sily F Y
o miru A do bodu A(x, y) jsou
F,y = ~kx, = =k (xC1+ yS1) .
Foy = ~kyxy = —k; (xC3+ yS3)  atd. | X
Smérové cosiny plsobici sily F jsou cosf, cos(n/2—,8):sin,8 :

3.6.1 Statické chovani

, _ 3 F,Cl+F,C2+ F3C3+..+ Fcosff =0
Rovnovaha sil ve smérech x, y: ] (3.70)
F S1+F,82+ F3S3+...+ Fsin=0
Dosazenim (3.69) do (3.70) vyjdou vztahy pro soufadnice bodu A(x,y):
ky (xC1+ yS1)C1+ ky (xC2 + yS2)C2 + k3 (xC3 + yS3)C3 +... = Fcosf
ky (xC1+ yS1)S1+ ky (xC2 + yS2)S2 + k3 (xC3 + yS3)S3 +... = Fsinf

Po upravé a zavedeni konstant K;; + K,, dostavame
xz leZZ + yz kiSiCi = Kllx + K12y = FCOS,B
i i

(3.71)
xz kiSiCi + yz kiSl'z = K21x + K22y = FSinﬁ

Maticovy zapis obou rovnic je

Kll K12j| I:EX:| _ EEX:| _ |:COSﬂ:|
=K =F| . 3.72
|:K21 Ky |ly y sinf3 ( )
kde matice tuhosti K je symetricka, nebot’ K, = K,,:
S kCP D kiSiC
K=|_ i
2 kiSiCi Y kiS?

Snadno se presvédéime, ze Kj; + Ky =D k; .
i
PovySenim rovnic (3.71) na druhou a jejich se¢tenim vychazi rovnice sklonéné elipsy
(tzv. elipsy statické poddajnosti) ve stfedové poloze:

(K121 + Kzzl)xz + zx)’(KuKlz + K21K22) + (K122 + Kzzz)y2 =F’ (3.74)

(3.73)

(viz obr.3.8, kde je elipsa pfehnané zvétsena). Uhel B pii Gpravach vymizel, protoze

nema vliv na tvar elipsy. Podle teorie kuzelosecek plati, Ze existuje takova pravouhla
soufadna soustava, ve které vymizi v (3.74) €len s tzv. podvojnym soucinem xy.

Tato soustava je nato¢ena od soustavy x,y o Uhel &, coz je pravé smér hlavni

poloosy elipsy a zaroven smér prvniho viastniho vektoru matice K. Rozméry elipsy
rostou Umérné s velikosti sily F. Pfi zméné uhlu S se bod A bude pohybovat po

elipse poddajnosti a pfi hodnoté S=¢& (resp. B=&xm2) se vektor posuvu
pusobisté sily A ztotozni s jeji nositelkou.

3.6.2 Dynamickeé chovani
Pohybové rovnice vzniknou rozsifenim (3.71) o setrvacné a viskdzni tlumici sily:
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mi+Cp i +Cppy+Kyx+ Ky = F(t)cos3

. ) ) _ a maticové
my+Cyyx+Coyy + Ky x+ Ky = F(t)sinf3
X X X F(t)cosf
+ + = =
MM CM KM F() [F&r;sinﬂ} 879)
kde M=[’g ’(7)1}=mE C a K... symetrické matice. Prvky matice visk6zniho

tlumeni C ziskdme podobné jako u matice tuhosti (3.73), kdyZ misto tuhosti pruzin
k; dosadime Kkoeficienty visk6zniho tlumeni ¢; v jednotlivych oséach, napfr.

Cllzzqciz, ClZZCZl:ZCiSiCi atd. Vlastni kmltOéty QIJQZ ZjiStl,me z

charakteristického determinantu matice systému
A=MK = #K (3.75a)

tedy feSenim kvadratické rovnice, jejiz kofeny jsou [A; = Qf, A, =Qjl

Upozornéni: Je tieba rozlisovat symboly pro smérové cosiny C1,C2....,C; (pismeno C
psano kurzivou) a prvky matice tumeni Cy; +Cyy !/

Nasledné vyjadfime matici dynamické poddajnosti a s jeji pomoci L.obrazy pohybu
hmoty v obou smérech x, y:

2 _1
G(s) =\mEs” +Cs+K
xs)| _| Guls) Gials) | Fls JcosS
yls Grils) Gyls F(s)sinf
Poznamka: V pripade, Ze hmota je zavésena pouze na dvou pruZinach s obecnymi uhly
a,,a,, je jeste mozny obecny exaktni vypocet matic s pouZitim souctovych poucek pro
funkce sin,cos . Pfenechame Gtenari ke kontrole, Ze determinant matice tuhosti je
detK = kk,S21%, kde S21=sin(a, - a,)
a vSechny dil¢i funkce v matici poddajnosti maji stejny jmenovatel 4.stupné denG :
denG = m*s* + m(cl + cz)s3 + [m(kl + kz) + c1c2S212J s? +821° (kzcl + kicp )s + 8217 ki,
6. ()= ms? + (e, 812 + ¢,822 )5 + &, S12 + £, 522
1 ( denG )
= S1C1+¢,82C2)s = ki S1C1 -k, S2C2
Ga\s) =Gy ls)= 1 2 1 2
12( ) 21( ) denG
Gols)= ms? +(e,C12 + ¢, C22 )5 + 1, C12 + £, C22
22 denG
Smérové poddajnosti jsou

G.(s)= %(é)) =Gricosf+GsinB = numG cosf3 + numG,sinf3

denG
Gy (S) = %)) = G21COS,8 + G22Sil'l,8 — numGleOSfezgumGzzmnlg

Pro a, —a, = 71/2 nutné vyjdou vztahy (2.31a,b), pfevedené na spoleéného jmenovatele.
Dale uvedeme univerzalnéjsi postup pomoci modalni transformace.

3.6.3 Modalni transformace
Rovnice systému (3.75) jsou na rozdil od kap.2.8 navzajem zavislé. Odstranéni
zavislosti znamena nalézt nahradni ortogonalni systém podle obr.2.14a, jehoz
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chovani vuci vnéjsi sile (a hlavné vlastni kmitoCty) se nezméni. Dale ukazeme, Ze
tento systém, jehoz ob& modalni soufadnice oznacime g¢;,q,, je pravé tim, ve
kterém v rovnici (3.74) vymizi ¢len s podvojnym soucinem xy.

Transformace do modalnich soufadnic ma tvar

[X}ZV[%},kde V:[V1 Vz]:|:v11 V12}
y 9> Vor Vo

je modalni matice, slozend z normovanych vlastnich vektorli matice systému A .
ProtoZze matice hmotnosti je pouze m-—-nasobkem jednotkové matice, vyplyva ze

vztahu (3.17a) podminka kolmosti obou vlastnich vektora v, a v,, tj.
ViVip ¥V vy =0 neboli vy /v = v /vy (3.76)

Vektor modalnich sil je
D) | o1 _|vi1 var | L Ft)cosB | _| viicosf +vysinf

(I)(t)_[%%tﬂ_v F(t)_{vlz vyy | [ Ft)sinB - V12€083 +vypsin B F(t) 3.77)
Predpokladame, Ze u puvodniho systému bylo tlumeni proporciondlni (pozor:
nezamériovat koeficient [ ve vztahu (3.29d) s uhlem nositelky sily F'!l), takze po
modalni transformaci vznikne diagondlni matice tlumeni Cp s prvky cp,,cp,. Pro
L.obrazy pohyb obou modalnich soufadnic plati podle (3.45)

1 0
2 .
_ _| sTHeps+A vi1c08B + v,isinf
als)=G,Jols)=| LB ]
S2 +CD2S +/]2

a po roznasobeni vychazeji rovnice, popisujici pohyby dvou nezavislych subsystéma
s jednotkovymi hmotnostmi a tuhostmi A, 4, (viz obr.3.8a):

_ v, cos B+v,, sin B y
%(S)— H 2 2 F(S) 1.tvar
sTtepstA (3.78)
_ v, cosB+v,sinf ' 2
q,(s)=" F(s) q,
ST+ cp,s+ A,
Pohyby v geometrickych soufadnicich jsou @
J
X=V +v
) 1191 i 1292 (3.79)
Y=V TV Obr.3.8a Rozklad na dva
Slou¢enim (3.78) a (3.79) ziskdme smérové nezavisle modaini subsystemy

poddajnosti v tzv. ,modalnim tvaru“

_ x(s) _vcosfB+v,sing V12€08[5 + vy,sinf3
Gx( )_ =V 1 2 + v 2
F(S s“tcepst A §“+cpystA, 380
G (S) _ y(s) ., V€083 + v, sinf3 ‘y Vipc083 + vy sinf3 (3.80)
= = Va1 2
g F(S) SZ+CD1S+/]1 S2+CD2S+/]2

Pohyb v kazdé ze sourfadnic x,y se skladd ze dvou pfispévkid od modalnich
soufadnic ¢,,g, (tvard kmitani) s kmitocty

Q, =\//1_1, Q, =\JA
Konstanty A,A, zde maji vyznam tuhosti, nebot hmotnost je po modalni transformaci

jednotkova!! Uhlovou orientaci & prvni soufadnice ¢, zjistime podilem prvnich
sCitancu v (3.80):

1g& = vy /vy
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To je ale pravé vztah pro smér prvniho vlastniho vektoru. Z podilu druhych scitanci
zjistime, Ze druha soufadnice ¢, ma smér druhého vlastniho vektoru, tj.

18é, = vy, /v, avzhledem k (3.76) plati
$ =6+ 72

Zbyva dokézat, ze uhel prvniho vlastniho vektoru ¢ je totozny s uhlem ¢ hlavni
poloosy elipsy poddajnosti. Z (3.75a) je ale okamzité zfejmé, ze sméry vlastnich
vektord matic A a K jsou shodné, tj. |€ =& | Sméry obou vlastnich tvarl kmitani lezi
na hlavni a vedlejSi poloose elipsy poddajnosti. Lze tedy psat

PP ST

cosé vy —-siné v,

a vzajemnym pfifazenim Citateld i jmenovateld mizeme vyjadfit jeden mozny tvar
modalni matice

U= [cosf —sin E}

siné cosé

Poznamka: Jde o vyraz pro transformacni matici T v (2.28) pro a =¢ .

Normovanim podle (3.21) vyjde

cosé —siné

V:[Vl Vz]: \/E \/E (381)

siné cosé

e 90

Dosazenim z (3.81) do (3.80) a po Upravach vyjdou smérové dynamické poddajnosti

v nazorné&jsim tvaru, nez v (3.80):

G.(s)= x(s) _ cozsf[cos(ﬁ—f) N sgnf[sm(ﬁ‘f) =Gl,(s)+G2.(s)
F(S) ms” +mcpis +mA;  ms” +mcpas +mh,

G,(5)=2) - sin€Boslp=¢) | _costBinlf=4) g ()42, (5
F(S) ms” +mepis+mA; ms” +mcepys +mA;

Oba vyrazy se shoduji se smérovymi poddajnostmi ortogonalniho systému (2.31a,b),

ktery ma hmotu m , tuhosti mA,mA, a je natogen o Ghel [@ = &|. Pomé&ma tlumeni v

obou navzajem kolmych smérech jsou ¢, =c¢,,/2Q, a ¢, =c¢p,/2Q,, viz téZ (3.31b).

Stejné jako v kap.2.8.2 je mozno odvodit pfenos pfimé dynamické poddajnosti mezi
silou a vychylkou ve sméru nositelky sily. Dosazenim z (3.82) do vztahu

Ar(s) = x(s)cosS + y(s)sing

vychazi modifikovana rovnice (2.31c):

A (s) cos’(8-¢) sin?(B-¢)

Grls)= = + =Glpls)+G2r\s) (3.82a
Pro s =0 se opét vracime k rovnici (2.24) pro pfimou statickou poddajnost, kterou
jsme odvodili pomoci Castiglianovy véty.

Shrnuti

Pomoci modalni transformace bylo dokazano, Ze rovinny kmitavy systém
s hmotnym bodem o hmotnosti m a obecné i Sikmymi pruzinami o tuhostech
ki,k,....k; je mozno nahradit ortogonalnim systémem s toutéZz hmotnosti, stejnymi

(3.82)

vlastnimi  kmitocty /A2 =Qi», tuhostmi  mA, a pomérnymi  Utlumy
61,22601,2/291,2- Novy systém je vuéi zakladnimu soufadnému systému x,y
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nato¢en o uhel prvniho vlastniho vektoru & plvodni matice tuhosti. Oba systémy se
vuci zadané vnéjSi sile F chovaji stejné. Nahrada je patrna z obr.3.8b.

Obr.3.8b Puvodni obecny (vlevo) a nahradni ortogonalni systém (vpravo)
(elipsa statické poddajnosti je zvétsena)

Takto jsme se vratili k vypo&tim ortogonalniho systému v kap.2.8 véetné vytvoreni
polarnich diagramu z obr.2.14b, 2.15 a 2.16c¢.

Vztahy (3.82) a (3.82a) se shoduji s (2.31a,b,c) a vSechny jsou souctem poddajnosti
dvou dil€ich modalnich subsystému, jejichz realné a imaginarni frekvencni
charakteristiky |ze s€itat. Napf. pro poddajnost G plati

ReGr(ja)=ReGl(ja)+ReG2,(jw)
ImGr (jw) = ImG1 ¢ (jw) + ImG2 (jw)

Pozor: U frekvencnich prenost (a obecné u vsech komplexnich cisel) Ize ¢iselné scitat
pouze jejich realné a imaginarni sloZky, nikoliv absolutni hodnoty, nebot’ tam hraji roli fazové
posuvy a je mozno scitat jen vektorové!!!

Pomoci vyznamnych bodld na zméfenych frekvenénich charakteristikach Ize
postupem z obr.2.9, 2.10, 2.13 urcit kmitocty, tlumeni, tuhosti atd.

V dalsi kap.3.7 pripad rovinného kmitani zobecnime a pFidame treti
prostorovou souradnici. Narocnéjsi c¢tenai muize jejim studiem zacit a ke
kap.3.6 se vratit jako ke specialnimu zjednodusenému pripadu.

3.7 Prostorové kmitani jednohmotového systému

Uvodni poznamky: 1) V této kapitole nalezne &tendr nékteré pojmy a analogie s obecnymi
problémy prostorové napjatosti v teorii pruZnosti, na néZ v dalsim textu prileZitostné
upozornime.

2) Predchozi pripad rovinného kmitani se dvéma stupni volnosti vedl na dva nezavislé
modalni subsystémy. Je logické, Ze pfipad kmitani jedné hmoty v trojrozmérném prostoru
povede na tfi modalni soufadnice s prislusnymi maticemi rozméru 3x3. Intuitivné Ize vytusit,
Ze namisto elipsy u rovinného pripadu dospéjeme nyni k elipsoidu statické poddajnosti,
JjehoZ tfi hlavni osy budou shodné se tfemi osami q,,q,,q3 modalnich souradnic.

Na obr.3.9 je hmota m zavéSena na obecném poctu i pruzin o tuhostech k;, jejichz
osy maji vuci zakladnimu soufadnému systému x,y,z sméry, dané sloupcovymi
vektory smérovych cosinu

B T
¢ =lc. ¢, .
CiC,=CL+C,+C. =1
Sloupcovy vektor smérovych cosinl nositelky vnéjsi sily F je

(3.82b)
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Cr :[CFx Cry Cp; ]T

(3.82¢)
CiCp =Cp +Cpy +Cr, =1

Hmota m (pUsobisté sily F) se posune
z bodu (0,0,0) do bodu A, jeho? soufadnice
vyjadfime sloupcovym vektorem

X =[x y Z]T
Pro v8echny mozné sméry sily urcité
konstantni velikosti vypini body A plochu
statické poddajnosti, jejiz tvar se pokusime
zjistit.
3.7.1 Statické chovani

Osova deformace kazdé pruziny je dana
skalarnim soucinem

0 =x' [C; =xC,, + yC iy +2C;; Obr.3.9 Model prostorového kmitani

a jeji osova sila je F, =k = kx" [€; =k; (xC, + yC,, +2C;,)
Staticka rovnovaha na hmoté m v jednotlivych osach je vyjadfena rovnicemi
-V OoSse x: z F,-C,-x = FCFx ...... Z ki (xCi%c + yCinix + ZCizCix): FCFx

-vose yi Y FCy = FCpy e Y i(xCuCy +yC} +2C.Cy )= FCry

-vVose z: 2 ECiZ = FCFZ ...... Zkl (xcixciz + yCiniZ + ZCI%): FCFZ

Z ki CSC Z ki Ciy Cix Z ki Ciz Cix

Maticovy zapis rovnic je Zlk,.c,.xc,.y leicg Zl;kicizc,.y ;C) = giy F (3.83)
S hCLC ShCyCe SheE | T L
_ Ky Kip K3 | | x Crx _
Zavedeme stru¢né oznaceni 1121 Iéz Ilgz Z - gz ‘ (3.84)
KX =CpF

Matice tuhosti je SymetriCké.: K= KT, KKT - KZ, K12 - KZl’Kl3 = K31,K23 = K32 .
Kromé toho plati, Ze jeji stopa je StK =K + Ky, + K33 = Zki :

Poznamka: MnoZina bodl A(x, y,z) je prostorovou plochou, jejiz tvar bychom mohli z

(3.84) zjistit opakovanym pouZitim Cramerova pravidla, coZ je ale zdlouhavé a nepohodiné:
_detK, _detK,  detK,
T detK C 7T detK ’ © 7 detK

kde determinanty v Citatelich jsou

CFx K12 K13 Kll CFx K13 Kll K12 CFx
detKX :FCFy K22 K23 , detKy :FK21 CFy K23 , deth :FK21 K22 CFy
CFZ K32 K33 K3l CFZ K33 K3l K32 CFZ

Pro vypocet soufadnic je nutno zadavat smérové cosiny sily v prostorovem uhlu
4n steradiani: x = f(Cry,Cry,Cr.), y= f(Cr,Cry,Cr.), 2= f|Cpy,Cry,Cr ).
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Rychlejsi reSeni rovnice (3.84):

- provedeme jeji transpozici: x' K = FCy

- 0b& rovnice vynasobime: x K Kx = FZCITTCF a po Upravé vychazi rovnice plochy
druhého stupné (tzv. Cauchyho kvadriky), obsahujici kvadratickou formu

x'K*’x = F? (3.84a)
Druhou mocninou symetrické matice tuhosti je rovnéz symetrickd matice
ap iz 413
K?=|a; ay axp (3.84b)
13 dy3 dzz

Jejimi prvky jsou:
ay = K3+ K + K5, an =Kpb +K5 +K3s, ay =K + K2 +K3232
ap = K1 Kpp + KipKy + Ki3Kx
a3 = K11 K3 + Kip Koz + K13K33
axy = KKz + KpKy + Ky Kss
Roznasobenim (3.84a) vychazi rovnice kvadriky v implicitni podobé f(x,y,z) =0:

2 2 2 _
a1x” +ayy® +azz” +2(anxy + a5z +ayyz)+ay =0 (3.84c)

kde jsme zavedli oznaceni ay, = —F~.
Uplnou klasifikaci kvadrik podal Augustin Louis Cauchy (1789+1857) a bez

dikazu uvadime, Zze v nasem pfipadé jsou splnény nasledujici Cauchyho podminky

pro obecné sklonény nerotaéni elipsoid ve stfedové poloze:

aj ap a;z 0

ayy Ay axy 0

- tzv. velky determinant je zaporny: <0
aj3 ay azz 0
0 0 0 ayy
) ap dip 413
- tzv. maly determinant je nenulovy: detK” =|a;, a,, ax|#%0
a13 dy3 dsz
L lag a a a a a
- adale |10 T2 4T3 192 93150 (g, + ayy + ays) [detK? >0
app dp| |d13 d33| |dp3 d33

Pro vSechny mozné sméry konstantni sily F' v_prostorovém uhlu 471 steradianud
vyplni_body A(x,y,z) plochu statické poddajnosti, kterou je obecn& sklon&ny
nerotacni elipsoid.

Analogie s prostorovou napjatosti v teorii pruznosti

Ctendr s vétsi davkou obrazotvornosti si muZe predstavit nekoneéné maly prvek
hmotného télesa (hmotny bod), zavéSeny na nekonec¢ném mnoZstvi v prostoru
rovnomérné uhlové orientovanych shodnych pruZin. Tato pfedstava se blizi k
probléemu prostorové napjatosti homogenniho télesa a vidime zde uréitou podobu
matice tuhosti K (véetné symetrie) s tzv. tenzorem napéti T, ktery popisuje statické
namahani v urc¢itém bodé télesa ve trech navzajem kolmych fezech pfi zadané
konstantni sile:
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T Tyxt Oy Ty Ty,

Tzy 5, Tc - Tyx Uy Tyz (3.85a)
J_.-czx To )y T,x T, O,
GZ

Z
Z teorie pruznosti je znamo, Ze pri znalosti tohoto tenzoru je rozloZeni napéti
v prostoru dano obecnou rovnici 2.stupné, ktera popisuje tzv. smérovou plochu:

x"T,x =+1 (3.85b)

ox’+0,y +0.2° + 2(Txyxy +T,,x2 4T, yz)=#1 (3.85¢)
Pokud je na pravé strané kladné znaménko, je smérovou plochou obecné sklonény
nerotacni elipsoid ve stfedové poloze. Jeho hlavni poloosy maji smér viastnich
vektori uy 3 matice T, ktere vyhovuji rovnici

T,u=o0u (3.850)
Smykova napeéti jsou sdruZena (tj. T;=T7;) a Ize najit takovou soustavu tFi

pravouhlych souradnic xi,y,,z;, ve které smykova napéti v (3.85a) vymizi a tenzor
ziska podobu diagonalni matice pouze s normalovymi (hlavnimi) napétimi o,,02,03.

Rovnice (3.85c) se zjednodusi na tvar
TR T
/o, 1o, 1/0;

a hlavni poloosy elipsoidu, majici velikosti \/1/ g, \/1/ o, , \/1/ g5, se ztotozni s

novymi souradnymi osami x,,y;,z,, ve kterych zaroven leZi vektory hlavnich napéti.
Podle teorie pruznosti jsou hlavni napéti 0,5 viastnimi ¢isly matice Ty, neboli
koreny kubické rovnice

det(T, - gE)=0 (3.85¢)
Srovnanim rovnic (3.84a,c) s (3.85b,c) vidime analogii matice K?* s tenzorem napéti
T, . Je ale nutno zduraznit, Ze sméry viastnich vektord matice T, zaviseji na sméru
pusobici sily, kdeZto u matice K jsou dany tuhostmi a uhlovymi orientacemi pruZin.
Lze dokazat, Ze s umocnénim matice se umocni i vlastni ¢isla, ale viastni vektory
se nezméni, takZe sméry viastnich vektori matic K, K> jsou shodné. UkdZeme
pozdeji, Ze obdobou nové souradné soustavy x;,y,,z; j€ pravouhla soustava
modalnich souradnic q,,q,,qx, j€jiZ 0Sy maji sméry vlastnich vektort matice tuhosti

Z(3.84).

3.7.2 Dynamické chovani
Pohybova rovnice pro hmotu m je
Mx +Cx+Kx =CpF(t) (3.86)
Opét predpokladame proporcionalni tlumeni s matici C =aM + K, jejiz prvky jsou
Cyp +Cas:
mO0O0||x Cip Cpp Cpz | | X Ky Kip K3 || x Crx
0mO |y |+ Cpp Cop Coz |y |+| Ky Koy Koz |y |=| Cpy F(t)
00mj|Z Ci3Cp3 Cy3 |2 K3 Koz K33 |z
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Upozornéni: V dalsim textu je stale treba rozliSovat symboly pro smérové cosiny
Civyz» Cryy: (pismeno C je psano kurzivou) od oznaceni prvki matice tlumeni

Stanoveni vlastnich Cisel matice systému A (tedy i kmitoc¢td) je na rozdil od pfipadu
rovinného kmitani v kap.3.6 obtizné (je nutné Fesit kubickou rovnici) a pfimy vypocet
pfenosu dynamické poddajnosti, vyzadujici inverzi matice o rozméru 3x3, je
nepohodiny. Dale naznaime univerzalni cestu, kterou je pouZiti modalni
transformace, nejlépe s pomoci programu Matlab.

3.7.3 Modalni transformace
Postup je podobny jako v kap.3.6.3. Symetricka matice systému o rozméru 3x3 je

A:M_IK:lK, jeji tfi vliastni &isla (kvadraty vlastnich kmitoctl) jsou A;,5 a
m 2,
normovana modalni matice
Vil Vi2 Vi3
V:[Vl A& Vs]: Var V22 Va3
V31 V3 V33

obsahuje tfi sloupcové vlastni vektory vy,v,,v3, pro které plati podle (3.17a)
ortogonalita pfes hmotnost. ProtoZe pracujeme pouze s jednou hmotou, Ize v rovnici
kratit, takze skalarni soucin kazdych dvou riznych vektort v;,v; je nulovy:

vlivlj + V2iv2j + V3iv3j =0 (387)

Tim je splnéna podminka vzajemné kolmosti vSech tfi vlastnich vektort, coz jsou
zaroven sméry tfi hlavnich os vy$e zminéného elipsoidu statické poddajnosti.

X Vi1 Vi2 Vi3 qi
Modalni transformaci provedeme substituci x=Vq,tj. | y|=| Vo v Vo3 [Hgs
z V31 V32 V33 | [ 43

a rovnice (3.86) prejde na diagonalizovany tvar
Eij(r)+ Cpd() + Aq(r) = V' CxF (1) (3.88)
s jednotkovou matici E a diagonalnimi maticemi Cp =V'CV, A=VTKV . Prvky

matice Cp oznaéime cpi,cp2,cp3 a ziskame tfi vzajemné nezavislé rovnice pro
modalini soufadnice ¢;,5(r):

Gi e g = (Vl 1Cry t21Cpy + V31CFZ)F (f) =v; [Cy D?(t)

G2 +Cpagy t gy = (V12CFx +vCry t+ v32CFZ)F (t)=v2 €x [F(r) (3.89)

. . _ —.T
g3 +cpaqs + gy = (V13CFx +133C, +V33CFZ)F (f) =v3 [Cy D'ﬁ(f)
Na pravych stranach jsou skalarni souciny transponovanych vlastnich vektora
s vektorem smérovych cosinu sily F. Prvky spektralni matice A jsou
A3 = Q12,2,3

a pro prvky matice tlumeni Cy, plati vztahy

Cp 123 =264123[Q13
Laplaceovou transformaci (3.89) vzniknou obrazy tfi modalnich soufadnic
T
— Vi3 [Cf
0123(5)=— F(s) (3.90)
s+ epip3s A3
L.obrazy geometrickych soufadnic jsou
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x(s) =vi11(5) +v12q2 (5) + vizgs(s)

Y(8)= 2101 () + var g2 (5) + va345(s) (3.91)

2(s) =v31q1(5) + v32q2 (5) + v33q3 (s)
Z porovnani sc¢itancu na stejnych pofadovych mistech v (3.91) je vidét, Ze prispévky
jednotlivych modalnich soufadnic ¢;,q,,q; do vysledné polohy x,y,z maji sméry
prisluSnych vlastnich vektord matice systému A. Ty jsou ale shodné se sméry

vlastnich vektorti matic K a K?2.

Dale budeme jednotlivé jmenovatele zlomkl zapisovat jen pomoci symbolu
S2+CDZ'S+/11' ...... (Qi:Zqi)) i:1,2,3
Dosazenim vyrazl pro L.obrazy (3.90) do (3.91) a pfevedenim F(s) na levou stranu

vychazeji prenosové funkce smérovych poddajnosti v osach x,y,z jako soucty vzdy
tfi prenosu druhého fadu (srovnej s (3.80) a (3.82), kde se sc€italy vzdy dva prenosy):

_ X\S) _ V; [Cr Vg [Cr V; [Cr

&) ‘%(3) “QL ) 00 de) R (00
I\ _ vi [Cy v; [Cy v3 [Cr

Gys) % Q0 ca) 2 Q00,0 T Qs 0,0) (3.92)
= Z\S = VIT [Cr + V; [Cr + Vg [Cr

GZ(S) f((jy)) V31 (Ql,qu) V32 (QZ,ZqZ) 33 (—W

3.7.4 Prima dynamicka poddajnost
Pfenos pfimé dynamické poddajnosti Gg (s) zjistime podobné jako v kap.3.6.3
pramétem obrazti soufadnic x(s), y(s).z(s) do sméru sily F pomoci jejich
smérovych cosinu podle vztahu

Ar (s) =x"' (s) [Cp = x(s)CFx + y(s)CFy + z(s)CFZ
Po dosazeni z (3.92) vychazi soucet celkem deviti pfenosu 2.fadu

6 () =58 = 6. 6) e v, (e, 6.0 =

F(s *
=V11Chy BN +vCpy Al FVi3Chy e +
(Ql’qu) (Q2’ZqZ) (Q3’Zq3)
v, Cr IS +vyCr LN +v3Cr Wl +
' (Ql’qu) ' (Q2’ZqZ) ' (Q3’Zq3)
vi [y vy [Cp vs [Cp

i Cr oy TVl Ty TVl Ty
Dale se¢teme ¢leny se stejnymi vlastnimi vektory v Citatelich zlomka. Napf. u vektoru

vi vznikne v zavorce soudet tfi ¢lenll a Uprava vede na kvadrat skalarniho soudinu
T T T >
vi [Cy _(.T vi [Cr _ (Vl EDF)
(VIICFx +121Cry +V31CFZ) L —(Vl ECF) L=
(Qi1,¢,1) (Q1,¢a) (Qi1,¢y1)

Pfidanim soudtt pro dalsi dva vektory vi a vi vyjde koneény vztah pro pfimou
dynamickou poddajnost
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GF (S) - AF (S) - (VT E(:F)2 + (Vg E(:F)z + (Vg |:(:F)Z (393)
Fls) s tepistA sPHepst A st tepsst A

() & ()

, _Ap _
nebo také Gr (S) = F(s) - ; 2+ 2qu-QiS - Qi2

(3.93a)

Poznamka: Rovnice (3.92),(3.93) predstavuji logické rozsifeni pripadu rovinného kmitani o
treti souradnici. Napr. vztah pro Gr (s) v (3.82a) bychom ziskali z prvnich dvou séitanct v
(3.93) pouZzitim viastnich vektori v1,v2 z (3.81) a vektoru smérovych cosinti sily Cy :

vIIC, :[cosg‘ sinf}tﬁcosﬂ}zw

. :{cf’sg} skaldrni souginy jsou Nm  Jm | LsinB 5 m atd.
st T _| =siné cos& | fcosB|_sin(B-¢)
R e il e

Plocha pifimé statické poddajnosti je popsana rovnici (3.93) po dosazeni s=0. V
obr.3.10 je vykreslena pruhledné a elipsoid poddajnosti s rovnici (3.84c) je ji vepsan
podobné, jako elipsa v obr.2.14b.

Obr.3.10 Plocha pr'/’mé statické poddajnosti
a vepsany elipsoid poddajnosti

Je vyznaceno vSech Sest bodu dotyku obou ploch, lezicich na hlavnich poloosach
elipsoidu. Zobrazeni pfimé dynamické poddajnosti je analogické ke kap.2.8.3. Pro
sméry sily Cy v rozsahu4rn steradiand je nejnazornéjSi samostatné vykresleni tfi
ploch pro tfi kmitoCty (vzdy pro s=jQ, jQ,,jQs vrovnici (3.93)), viz obr.3.11.
Podélné osy soumérnosti ploch maji sméry pfislusnych modalnich soufadnic
q1,92,93 a jsou shodné s osami elipsoidu (3.84c). Pfi malém tlumeni dojde podobné

jako u rovinného pfipadu na obr.2.16c k ,nafouknuti“ plochy pfimé statické
poddajnosti ve sméru pfislusného vlastniho vektoru.

Shrnuti
Systém s hmotnym bodem o hmotnosti m, zavéSenym na i v prostoru obecné
orientovanych pruzinach, je mozno zjednodusit na systém se tfemi v prostoru
navzajem kolmymi pruzinami. Jejich osy maji sméry shodné se smeéry tfi vlastnich
vektort plvodni matice tuhosti, tj. i tfi modalnich soufadnic s pfislusnymi vlastnimi
kmitocty.
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Obr.3.11 Pfima dynamicka poddajnost, tvary q,,q,,q5

3.8 Priklad vypo¢€tu — rovinny systém
Je zadan rovinny systém podle kap.3.6 s hmotou m=20kg a osmi shodnymi

pruzinami o tuhostech k =1N/1um , které jsou pravidelné Ghlové orientovany po 45°.

Pod timto modelem si Ize napf. predstavit nerotujici pfedepnuté valeckové lozisko
s osmi vélecky — viz obr.3.12 vlevo. Jedna se o dokonale symetricky systém, jehoz
matice systému je diagonalni
:l :L 1 =di
A K=o diag(4e6N/m)=diag(2e5)
a obé jeji vlastni ¢isla shodna: A =4, =A=2é5.
Pfima staticka poddajnost pro vSechny sméry zatézujici sily S je podle (3.82a)
2 - 2
cos’(B-¢)  sin*(B-€)_ 1 _ 1
stat = + = = = ’2
Grssiar oy ) A 4€6m/N 0 5/,M1/N
Polarnim diagramem statické poddajnosti v obr.3.12 vpravo je kruznice, vyznacena
slabou ¢arou a komentarfem ,vSechny valecky“. Jeji polomér je Grssa: .

0,3

N ”
’ L é Vse
%Q/GQ'S’QO %%IZL % \
03 %, 'f\h.v"‘ o ;
’ -0,2 0 [um/N] 0.2
Obr.3.12 Staticky zatiZzené nerotujici valeCkové loZisko a jeho staticka poddajnost

Pfi dynamickych vypocétech bylo z divodd vétsi prehlednosti grafd zvoleno
oproti praxi neobvykle vysoké tlumeni ¢ =0,3. Systém ma jediny vlastni kmitocet

Q=2 =\l/mGrsses =447 rad/s (71,2Hz)

Amplitudova charakteristika pfimé dynamické poddajnosti je stejna pro vSechny
smeéry sily [ a je zobrazena v obr.3.13 jedinou kfivkou s oznacenim ,8:135O (toto

oznaceni zdavodnime pozdéji). Jeji maximum, které nastava pfi vlastnim kmitoctu

712Hz, je ¢ =|Grg(jw),, , =209 um/N .
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V dalsim kroku odebereme lozisku jeden valeCek, &imZz se systém stane
nesymetrickym a bude mit dva vlastni kmitoc¢ty (v obr.3.12 vlevo je pfislusny valecek

oznaden &islem 1 a jeho Uhlova orientace je a; =45°). Z kruZnice statické
poddajnosti na obr.3.12 vpravo se stane elipsa s orientaci hlavni poloosy a;, na
které jsou vyznacena pusobisté sily pro jeji rizné sméry v intervalu £ = 45° +90° po

15°. Pii zatizeni pod thlem B=135"neni zmin&ny valeéek nosny, poddajnost se
jeho odebranim nezménila a elipsa i pavodni kruznice zde maji body dotyku. Kfivka
pfimé statické poddajnosti (v obrazku ¢arkované) se od elipsy pfili§ nelisi.
Amplitudové frekvenéni charakteristiky pfimé dynamické poddajnosti systému se
sedmi vale¢ky |G, (ja) pro razné sméry sily jsou na obr.3.13. Na kfivkach zfetelng

vynikaji maxima na dvou vlastnich kmito&tech pfi smérech sily S=45° (amplituda

ass) a B=135" (amplituda c). To jsou sméry &,& vlastnich tvar( kmitani, tedy
obou vlastnich vektord matice tuhosti:
1.tvar: Q, =3873rad/s(61,6Hz), & =45°

2.tvar: Q, =447 2rad/s (712Hz), & =135°

a 45 |3=450

- [umN] o
N )] W

9]

0.5

%0

Obr.3.13 Amplitudové charakteristiky |GF7 ( Jj a,)i pro rizné sméry sily 3

Stejné jako staticka, tak ani pfima dynamickd poddajnost ve sméru druhého tvaru

kmitd 135°se odebranim vale¢ku &1 nezménila a prislusna amplitudova
charakteristika v obr.3.13 s vyznatenym maximem ¢=209un/N splyva

s charakteristikou systému s osmi valecky.
Opakovanym vynasenim vrcholl amplitudovych charakteristik pro razné thly S z

obr.3.13 ziskame dva Uplné polarni diagramy pfimé poddajnosti pro oba vlastni
kmito¢ty 61,6 Hz a 71,2Hz - viz obr.3.14.

V obou obrazcich jsou vyznadeny nékteré spoleéné hodnoty ais3o04s60..,C,d. Obé
kiivky se protinaji pfi uhlu ,8:990, C0Z znamena, ze pfi této orientaci sily by byly na

amplitudové charakteristice v obr.3.13 dva stejné vysoké vrcholy ag9. Pro srovnani
velikosti vychylek pfi statickém a dynamickém zatézovani je v obr.3.14 zobrazena
také elipsa statické poddajnosti e z obr.3.12. Cely postup je stejny jako v kap.2.8.3.
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180

2108

270
Obr.3.14 Polarni diagramy piimé dynamické poddajnosti |G F ( JjQ, jsz = fce(,B)

Poznamka: Polarni diagram primé dynamické poddajnosti, zjisteny pro uréity viastni
kmitoCet, byva nékdy prezentovan pod nespravnym a zavadéjicim nazvem "elipticky tvar
kmita". Spravné by ale mél byt pod pojmem "tvar kmitG" chapan soubor diléich
prenosovych funkci 2. fadu v modalnim rozkladu systému, prislusejicich jedné
proménné g; (tedy jednomu viastnimu kmitoctu Q; ), jejiz pohyb ma smér prislusného
viastniho vektoru. Oproti tomu na podobé kazdé z obou krivek v obr.3.14 se stale podileji
obé dilcéi prenosové funkce Gl (s),GZ F (s) z rovnice (3.82a) s riznymi viastnimi kmitocty
Q,,Q,, buzené vZdy jedinym z nich. Prvni tvar kmitl je tedy dan pouze funkci Gl (s)
druhy tvar funkci G2 (s) :
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4. Impulzni buzeni dynamickych systémui

V této kapitole se budeme zabyvat pfipadem, kdy je dynamicky systém kratkodobé
vybuzen ¢asové omezenym impulzem f(t) s dobou trvani ¢0(0,T;). Funkce f(¢)
(v naSem pfipadé se nejCastéji jedna o silu) je na intervalu tD(TO,OO) identicky
nulova a jeji Laplaceuv obraz oznacime obecné

Lif () =F(s) (4.1)

K tomuto Uc€elu je nutné nejdfive najit vhodny matematicky popis konec¢ného impulzu.

Poznamky: 1) Oznaceni f (t) pro impulz zavadime kvili odliseni od obecného casové
neomezeného prabéhu sily, pro ktery jsme v kap.2 a kap.3 pouZivali symbol F (t)

Laplaceliv obraz impulzu ale nadéle znacime F (s) ;

2) Dale uvedené postupy maji zasadni vyznam pri feseni potiZi s klidnym rozbihanim a
brzdénim stroji (nevyjimaje vackové mechanizmy) bez skodlivych vibraci. Vychodiskem
uvah je 2.Newtontv zakon ,Casovy impulz sily je roven zméné hybnosti hmoty*”.

4.1 Laplacelv obraz konec¢ného impulzu
Matematicky postup vyjadieni koneéného impulzu f(t) je znazornén na obr.4.1.

Pfitom je vyuZita pomocna funkce

o Q
#(t) (tzv. .vyivofujici funkce®), 2 O
definovana na celém intervalu D
t0(0,00). Jeji L.obraz oznagime =TT
. Z® | - plocha A
obecné ®(s) =\ W+
BEORE0 AS |
a hranici konvergence 0,. Dale | ‘
pouzijeme Heavisideovu funkci 77(r) a | © To t
Obr. 4.1 Vytvoreni konecného impulzu

funkci posunutou l7(t—T ) ktera je
nulova na intervalu 7 [ <O,TO> a jednotkova na intervalu 7 [ (TO,OO). Konecny impulz,
vytvoreny z funkce ¢(t) Ize vyjadfit rozdilem

f(1)=9()-9(0)n(e~T0)= () lIn()-nl B ) =4l)y(r)] 42

kde jsme zavedli oznaceni

ye)=nlt)-nlt-1,) (4.22)
pro obdélnikovy impulz na intervalu ¢ D<O,T0> s jednotkovou vyskou, jehoZ L.obraz
je (pravidlo 24 v kap.1.12)

M(s)= 1‘—§_T° (4.3)

Poznamka: Funkce r(s) je definovana pro vsechna komplexni Cisla s vcetné pocatku.
Singularni bod s =0 je totiZ odstranitelnou singularitou, protoZe plati

lim, , [ (s)=(I'Hosp.pravidlem)=T(0)=T,
coZ je plocha pod ¢arou obdélnikoveého impulzu y(t). Hranice konvergence funkce r(s) je
tedy 0, = —o . Tyto viastnosti Ize zobecnit na vsechny konecné impulzy a jejich obrazy.

Dale budeme pfedpokliadat, ze L.obraz CD(S) vytvofujici funkce ma i
jednonasobnych pdli p,. Kvyhledani obrazu soucinu (4.2) pouzijeme pravidlo 23
v kap.1.12 o konvoluci obrazu (téz lit.[1]):
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F(s) = L) oAk =5 I D (s - gMg (4.4)

a—joo
kde Cislo g musi obecné splnit podminku 0, <0<Res—0,, neboli (pro g, =—w)
0, <0 <Res+o. Dosazenim (4.3) do (4.4) vychazi

ot g
F) =51y [ o= ~dg (45)
g— joo

_ sl
Pomocna funkce CD(q)% ,zdédila“ singularni body p; od funkce CD(S) a

vvvvv

navic ma jesté jeden singularni bod p;,, =s (integra¢ni proménnou je g !!). Integraci

(4.5) provedeme pomoci reziduove véty, pfiCemz integracni draha obkli¢i celou ¢ast
komplexni roviny vlevo od svislice g = konst .

1) Pokud bod p,,, = lezi vpravo od svislice 0 = konst, sta¢i uvazovat pouze

rezidua v bodech p;, které vSechny lezi vlevo od svislice 0, = konst (a tedy i od

svislice 0 = konst). Protoze jsme predpokladali jednonasobné poly, plati (1.40b):
s)To

F(s)= Zrez { (g )ﬁ} :thqﬂm (q—pi)q)(q)%:

s—q s—q
(q s)To (pi=s)To
:thq—vpi(q_pi)q)( )im, ., - i 7 —Zl s i ez [®(q)]

Zavedeme-li pro reziduum obrazu vytvofujici funkce v bodé p, oznaceni
R, =rezpi[q)(q)]=rezpi[¢(s)], bude Laplacetiv obraz F(s) kone&ného impulzu mit
tvar soudtu dil¢ich obrazt F, (s):

FO)=Lr () =R, =3, ) s

2) Lezi-libod p,,, =s vlevo od svislice g = konst, bylo by tfeba pfipocist jemu
pfislusné reziduum, které je ale nulové:

rez,| ®(g =lim, _ (¢~ s)®(q
{ }

takZze na vysledku (4.6) se nic neméni.
Vztah (4.6) udava obecny navod, jak ze znamé rovnice vytvorujici funkce ¢(t) a

z poli p; jejiho obrazu CD(S) zjistit L. obraz F(s) kone¢ného impulzu o délce Tj,.

)1 —la=s)to )1 —lams)to

=lim CD( )( (g=s)75 —1)=()

s—= s—q q=s

Obraz vytvorujici funkce ¢(t) i kone¢ného impulzu f(t) maji spole¢né singularni
body (v pfipadé impulzu jsou ale tyto odstranitelné, jak bude ukazano v kap.4.1.1 !!).

Zpétnou transformaci (4.6) uréime dal8i mozny tvar rovnice kone&ného impulzu
(kromé jiz uvedeného tvaru (4.2)):

f() {ZR 1- e(p )1?)} Ll{z Rl’i ~ el’ﬂbRple—s]b}

- D i ST D S D
Pomoci pravidla o obrazu exponencialni a posunuté funkce vychazi

=y |.Rp,- P — P R, oPT0) B - ]:))J =Y R,e" ) - -]
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a koneéné )= )= R, e (4.7)

Vztah (4.7) vyjadfuje skuteCnost, Ze koneCny impulz je slozen zdil€ich
exponencialnich _impulzd, vzniklych souc€inem pfisluSsnych  exponencialnich
vytvofujicich funkci s obecné komplexnimi exponenty p; a obdélnikového impulzu o

jednotkové vysce a délce 7.
Priklad _1: UvazZujme sinusovou vytvorujici funkci ¢(t): BsinQgt s dobou periody
Tp =21/Qy4 . Podle pravidia 16 v kap.1.12 je jeji L.obraz
_ BQys _ BQy
)= o Tl 7 %)
L.obraz kone¢ného impulzu, tvofeného jednou pulvinou sinusovky, uréime podle (4.6). Dobu
trvéani impulzu stéle oznaéujeme Ty, takZe plati To =Ty /2=n/Qg . Rezidua funkce (D(s)

v obou komplexné sdruZenych pdlech + jQgy jsou rovnéz komplexné sdruZzena:
rez+ja, [®(s)]=B/2j =~ jB/2, rez-jo,[®(s)]=-B/2j=+ jB/2
Fs)=B.A=e" ™" _ B -0 _ p [1+e_ST° _1+e_ST°}

T2j 0 s=jQp 2 s+jQp 25— jQp s+jQy

(pritom jsme vyuZili vztahu QgTo =711, tj. o=/ = I = 1 ). Po upravach vychazi
—s1/Q¢
F(s)=Boylte—" (4.72)
s7+Qy

viz téZ pravidlo 29 v tabulce impulznich funkci v kap.1.12. Stejny vysledek bychom ziskali
piimo z definiéniho integralu L.transformace integraci v kone¢nych mezich 0 — T, t.
T t=To
2 . —st Be_St .
F(S):BJ-SIHQ¢Z‘B’ dt:Tglz(_SEIHQ¢l_Q¢COSQ¢Z‘)
0 § ¢

a konecnou upravu prenechame ¢&tenari.

t=0

Vztah (4.7) je mozno na pfedchozim pfikladu obecné interpretovat takto:

- redlny impulz ve tvaru jedné pulviny sinusovky je sloZzen ze dvou exponenciélnich
(komplexnich) impulzd, jejichZz vytvorujici funkce maji komplexni tvar a jejich soucet
je funkce realna:

Blt)=c"12j. $1)==¢""2]. ple)+ #t) =sin(Qy)

Z exponencialnich impulzl se tedy Ize zpétné dostat na impulz sinusovy a potazmo
(s vyuzitim harmonické analyzy) i na impulz obecného tvaru.

4.1.1 Obecné vlastnosti konecného impulzu a jeho L. obrazu
1) Singularni body a hranice konvergence L. obrazu kone¢ného impulzu:
- kazdy jednotlivy s¢itanec F), (s) v (4.6) ma konec¢nou limitu

l_e(pi-S)To

S— Di
takze singularity p; jsou odstranitelné. L.obraz kone¢ného impulzu konverguje v celé

komplexni roviné pro v8echna €isla s, neboli hranice konvergence je g = — . Laicka
predstava tohoto tvrzeni podle (1.36a) je takova, Ze kazdy kone¢ny impulz je mozno

,schovat pod sebestrméji klesajici exponencidlu Me’ ' pFi dostatecné velikosti M ;
2) U L.obrazu kone&ného impulzu je mozno bez omezeni hodnotou o pocitat
obé limity (1.36b), takZe

lim; . ,, R, = (l "Hosp. pravidlem) =ToR),
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limg _,ooF(S) =0 ahlavnég |limg _.oF(s) = F(O) =A
(limita v pocatku je plocha A pod ¢arou funkce f (t) Integraci kazdého ze scitancu
v (4.7) vychéazi pro plochu exponencialniho impulzu

piTo -1

To To Ty
[ f(e)d: =R, [Wt)e""dt =Ry, [e""di =R, © >
0 0 0

coz je zaroveri limita lim,_oF,, (s) v (4.6);
3) Laurentovy rozvoje funkci F), (s) v okoli odstranitelnych singularit p; nemaji

hlavni ¢ast se zapornymi exponenty, takze rezidua v téchto bodech jsou nulova:
ety [ O =1im, . (5= P (5)=0

4) Vyraz za sumacnim znaménkem v (4.7) obdrzime téZ po rozkladu funkce CD(S)
na parcialni zlomky v pfipadé, Ze tato je racionalni a ryze lomena. V takovém pfipadé
plati, Ze koeficienty u parcialnich zlomku jsou rezidua v pélech p;;

5) Event. komplexni poly p; racionalni funkce CD(S) se mohou vyskytovat jen v
komplexné sdruzenych dvojicich. Potom jsou komplexné sdruzena i pfislusna
rezidua Rpi a vyraz (4.7) opét vede na realnou funkci ¢asu. Exponencidlni impulz

(resp. dvojice impulzi s komplexné sdruzenymi konstantami v exponentu) je
univerzalnim tvarem, ze kterého lze slozit impulz obecného tvaru;

6) Protoze funkce f(t) je absolutné integrovatelna, je mozno urcit i jeji Fourierav

obraz (frekvenéni spektrum), ktery vznikne zaménou s — ja ve vyrazu F(s);

7) Z terminologického hlediska je tfeba rozliSovat, ze tytéz body p; jsou pro L.
obraz vytvofujici funkce <D(s) pdly, ale pro L. obraz impulzu F(s) odstranitelnymi
singularitami.

4.2 Odezva linearniho dynamického systému na konec¢ny impulz

Pfenosova funkce dynamického systému, popsaného linearni diferencialni rovnici
s konstantnimi koeficienty, je racionalni ryze lomena. Jde tedy o podil dvou

polynomd, ktery Ize rozlozit na parcialni zlomky, které predstavuji prenosy dil€ich
systému 1.fadu:

P, n N n C
D(S)=7n((3=;Dk(S)—ZS_Zk, m<n (4.8)

k=1
C,....rezidua funkce komplexni proménné D(s) v jejich singularnich bodech
(pdlech) d,. Predpoklddame nejcastéjsi ptipad, kdy pély d, jsou jednonasobné.
Jsou-li dva poly komplexné sdruzené, jsou komplexné sdruzené i jim pfislusné
konstanty C, . L.obraz odezvy systému na kone¢ny impulz f(t) je souctem

Y(s)=F(s)D(s)= Y% (s)= F(s)3. D (5) = Fs) 5~ 49)
k=1 k=1 k=18 dr
kde za obraz impulzu F(s) dosazujeme vyraz (4.6):
¥(s)= 25 e ZFps) (4.10)

Celkovy pocet slozek L.obrazu Y(s) je iXn, ale sohledem na aditivnost
L.transformace a princip superpozice stali ukazat postup jen pro jednu slozku
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obrazu odezvy Y, (s) pfisluSnou jedinému pélu ¢ dynamického systému a jediné

sloZce souctu (4.6), pfislusejici polu p . Zpétnd transformace funkce
1_e(p—s)T0

YPd(S):CRPW (4.11a)

prob&hne pomoci reziduové véty — viz (1.39e) - voboupodlech d,p (stale

pFedpokIédéme ze obraz CD( ) vytvorfujici funkce ¢( ) mé iednonésobné p(’)lv pl)

vvvvvv

_ (p=s)To 1-elPsih) o
ypd(t):Ll{CRp 1_2 o }:CRereZd’p((s—d)(s—)p) =

st Ty st
:CszreZd,p|:‘(STde)-(E)j|_CRpepT0 zreZd’p|:(£_dXi—_p):| (41 1b)

Rozepsanim obou rezidui rezq,, podle (1.40b) v prvnim séitanci dostavame prvni
dil€i funkci

CRye’'  CRye’’ el —el!
+ = _—
yl’dl(t) d- D p—d CRP d—p

Druhy séitanec v (4.11b) ma v &itateli navic vyraz ¢*™ a je tedy L.obrazem
posunuté funkce ¢*%y (r-T,)@(r - T,), takZe Uplnd odezva na jeden exponenciaini
impulz je souctem

ypa(t)= ypar (t) =™y par (t=To) Bt - To)) =
_ CR, ol Pt —oPTo (ed(t—To)_ep(t—To))w(t_TO)]

d-p
S vyuzitim vztahu (4.2a) pro obdélnikovy impulz y(t) vychazi kone¢né
CR,
ypalt)= - [ e ')l /7(t-76)] (4.11¢)

Vypocet podle tohoto vztahu je nutno rozdélit na dva kroky:
a) V intervalu [t 0(0, Ty )| je y(1)=1, n(t-T5)=0, 1.

dt _ pt
a(t)=CR, &——5— 4.11d
yp() p d-p ( )

b) NejCastéji nas ale zajima tvar odezvy az po zaniku impulzu, tedy pouze
vintervalu tEI(TO,OO) kde je naopak y(t)—O /7(t— ) 1 a vysledek bude

~d)hy ]ed ’ (4.11e)

Ypd (t) = d _p
2) V pfipadé, Ze poly jsou shodné, tj. d = p, vyraz (4.11a) prejde na tvar

-sTo

Yy (S):CR”[(s —lp)2 " -P)Zj

a déle podle Prikladu 7 v kap.1.12, aplikaci pravidla o posunuti a pouzitim (4.2a)
vpa(£)= CRyJte” " =™ (t=To) ? " Tp(e~To)|= CRye” [ey(e) + Ton(t-To)]  (4.11f)
Vypocet se opét déli na dva intervaly 7 (0, T) resp. t0(T;,,) a plati v nich
ypa(1)=CRpte? '] resp. |ypa(t)=CR,Toe"" (4.11g)
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Snadno zjistime, Ze v limitnim pfipadé d — p prejdou vztahy (4.11d,e) na (4.119).
Uplny vztah pro odezvu ziskdme seétenim dilgich fe$eni y,q (t) pres vech i

odstranitelnych singularit L.obrazu impulzu a n péld pi systému. VSechny
predchozi vypocty byly provedeny pouze pro pfipad, ze singularni body prenosové
funkce dynamického systému i L.obrazu budiciho impulzu jsou jednonasobné. Bez
dikazu uvadime, ze plati i pro pfipad bodl vicenasobnych.

Poznamka: Namisto reziduové véty Ize pouZit také pravidlo o konvoluci, viz kap.1.12 a

kap.1.13. Origindl k sou¢inu dvou obrazi F (s) a ﬁ je
— 71 Ck — i dx (I—T) —_ dit ! —diT
ye(t)=L F(s)—s—dk = If(T)Cke dr=Cre jf(r)e dr (4.12)
7=0 =0

Pritom jsme uplatnili pravidlo 8 o L.obrazu exponencialni funkce a ¢len ed"t jsme vytknuli
pred integral jako konstantu, protoZe integracni proménnou je T . Vypocet konvolucniho

integralu v celém ¢asovém intervalu T D<0,00) muZe ale nékdy Cinit potize a ukaZeme proto

postup jen pro T >1,. Integral v (4.12) rozdélime na dva ¢itance

=T, T=t

rff(f)e_d”dr: [oet [

7=0 =T,
Druhy dilei integrél je nulovy (pro T > T, je f (T ) =0/!!) a vzhledem k (4.7a) plati

=T,
[ fldr = F(d,)
7=0
Odezva dilciho systému 1.fadu po dosazeni do (4.12) je

vi ()= CiF(di Je™

Odezva celého systému v ¢asové oblasti t > 1y je na zakladé superpozice souctem
n n
(6)=2 v ()= CF(di )d (4.12a)
k=1 k=1

Misto dplného vyrazu (4.6) zde muZeme s obrazem impulzu F (S pracovat bez jeho bliZsi

znalosti jen jako s mnoZinou I &isel, vzniklych zéménou proménné S za poly systému d :

( ) R —dy )To -1 "
4.12
2R g (4.12b)
Spojenim (4.12a,b) vychazi odezva celého systemu po ukonceni impulzu
( ~di )Ty =1 dut
y(t)= Zyk() ZZCkR,,,— (4.12¢)
k=1 i Di dk

Jednotlivé scitance v (4.12c) jsou nutne totoZné s vyrazem (4.11e).

Priklad 2: Elektricky obvod RC, na vstupu je exponencialni impulz napéti U o délce
To: obvod RC (odpor — kondenzator) podle obr.4.2 je systémem 1.fadu. Napdjeci napéti
U se rozdéluje na dvé sloZky:

U(t)=Ur (1) +Uc(t)=RI(t jldt R ¢

| I
a po L.transformaci U(s)=RI(s ) ( )/Cs P U, > ¢U!q

Prenosova funkce mezi napajecim napétim a napétim na | e<—— I —— >

kondenzatoru je 1.radu s ¢asovou konstantou T =RC : Obr.4.2 Elektricky obvod RC
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D(S):Uc(s): I(s)/Cs _ 1 _ T
U(s) RI(s)+I(s)/Cs Ts+1 s+1/T
Jediny pdl je d ==1/T , jemu prislusné reziduum podle (1.40b) je 1/ T.

Napétovy impulz ma vytvorujici funkci ¢(t) =Be’". Jeji L.obraz je GJ(S) -_B s jedinym
5 -
pdélem p, jemu prislusné reziduum je B. L. obraz impulzu podle (4.6) je
=5 T()
F(s) = Bﬂ. Pro vypocéty v obou usecich pred i po ¢ase Ty staci dosadit primo do
s—p
(4.11d,e) a po upravach vychazi
— -t/T 1 ‘
UC(t<T0))—W(€p[‘€ Y ) (4.12d) vypodet (4.12d)
0.8}
U c(t>10) :L(e(f”J'l/T)T0 —1)@_” (4.12¢e)
Tp+1 0.6 : .
Na obr.4.3 jsou pribéhy pro sestupny impulz | = \\\'ypocet (4.12¢)
s pocatec¢nim napétim © I

B=1V,p=-4T, =0,14s a obvod s odporem
R =1kQ a kondenzatorem C=15uF, t. s 0.2
casovou konstantou T =0,015s. V okamZiku

zaniku impulzu zac¢ina platit vztah (4.12e), % 01
e L o p AT 02 [s] 03
ktery je moZno odvodit i z obecného postupu 0o _
podle (4.12a,b,c). Pro obdéinikovy impulz Obr. 4.3 Odezva systému 1. fadu
s vyskou B staéi do (4.12d,e) dosadit p =0. na sestupny exponencialni impulz

4.3 Dynamicky systém 2.radu

Poznamka: Dale odvozené vztahy bude moZno R L C

pouZit na elektrické i mechanické systémy, pokud 4-_l._|

jsou popsany linearni diferencialni rovnici 2.radu r .
C

. o U < U
s konstantnimi koeficienty. $ UL»

1) Prenosovou funkci 2.fadu je popsan elektricky Obr.4.4 Elektricky obvod RLC

obvod RLC (odpor — indukénost - kondenzator) na
obr.4.4. RozloZeni napéti je

U(t)=Ur +Ur +Uc :Rl(z)+Ld1/dz+%j1dr

a po Laplaceové transformaci U (s) =RI (s)+ LsI (s) +1 (s )/ Cs

Uc (S) _ 1

Uls) LCs>+RCs+1
Obdobné jako u mechanického systému hmota—pruZina—tlumi¢ definujeme vlastni kmitocet
QRLC = 1/ BV, LC
2) Diferencialni rovnici 2.radu je popsan i stejnosmérny elektromotor. Zjednodusené schéma
linearniho motoru je na obr.4.5. Celé vinuti s hmotnosti m je zde nahrazeno jednim vodicem
0 délce 1, ktery se pohybuje v magnetickém poli permanentnich magneta statoru s indukci
Bs . Pri znazornénych navzajem kolmych smérech plati podle zakont elektromagnetismu:

Prenosova funkce pro napéti na kondenzatoru je

(4.13a)

- sila na vodic¢ o délce | priproudu I :
F =Bsll =Krl , Kr = Bsl ... tzv. silova konstanta
- indukované napéti do vodi¢e o délce | prirychlosti v :

U E = BS v=K FV
- rozloZeni napéti na vinuti s odporem R a indukénosti L :
U=Ug+RI+Ldl/dt Obr.4.5 Vodic
- pohybova rovnice pro pohyblivy dil s vinutim: F =mdv/dt v magnetickém poli

128



Slouéenim rovnic vychazi diferencialni rovnice 2.radu mezi napétim U a rychlosti v :

%V +%§V+V —%FU
Prenosova funkce je opét 2.fadu
V(S) - 1/KF
U(S) @S2+LRS+1 (4.13b)
K; K;

S tzv. vlastnim kmito¢tem motoru Qu =Kr / ~mL .

Dulezité upozornéni: U elektrickych obvodu s napétovym vstupem je tfeba vzit v uvahu, Ze
po ukonceni impulzu ma byt na vstupu nulové napéti, coZ v praxi znamena, Ze vstupni
svorky je nutno zkratovat. Kondenzator na obr.4.2 a obr.4.4 se poc¢ne vybijet pres odpor a
jeho napéti klesne k nule.

Elektromotor na obr.4.5 po zkratovani vstupnich svorek setrvacnosti dobiha a jeho
indukovanym napétim je vyvolan proud opacného smyslu, kterym je motor postupné
zastaven. Pokud by na vstupu bylo trvale konstantni napéti U = konst , motor zrychluje do
okamziku, kdy Ug =U , proud i sila zaniknou a rychlost se ustali na hodnoté V. =U/KF .

| kdyby v pripadée malého tlumeni rychlost dale rostla, rozdil U —UE bude zaporny a

proudem opacné polarity bude motor zpomalen, takZe stale sméruje do stavu Vstat .
Prenosova funkce (4.13b) popisuje tzv. napétové fizeni rychlosti.

Dale se budeme pfednostné vénovat impulznimu buzeni jednohmotového
mechanického systému podle obr.4.6, jehoz pohybova rovnice je

. . _ Cr—
§+2¢Q 3+Q2%y = £()/m| 4.13¢) g—mﬂ) f(t)
k/m ... viastni kmitoget, k
=¢/2vkm ... pom&mé tlumeni. V<MZI 0 To
Predpokladame pocate&ni podminky Obr. 4.6 Jednohmotovy tlumeny system
buzeny silovym impulzem

y(0)=3(0)=0.

Poznamka: Pozorny Ctenar si jisté povsiml, Ze v koeficientech u 1.derivace v pohybovych
rovnicich (neboli u 1.mocniny proménné s v pfenosovych funkcich (4.13a,b)), se vZdy
vyskytuje odpor R. Tim se jen potvrzuje, Ze elektricky odpor ma stejné jako konstanta ¢ v
(4.13c) tlumici ucinek.

V kap.2 jsme odvodili vztahy pro pfenosovou funkci a jeji poly d,, irezidua C,:

1 _ G C>
D() m% +2(QS+QZ mq d1 dz S d1 S—d2
(4.14)
dip =—¢Q+ jQ1-¢2, Cip =
2]qu/1 ¢’
Mimo jiné téz plati  d) +do =-2{Q, di—d»=2jQ 1—( , did> =Q?
L.obraz vychylky hmoty je ( ) ( )
Fls 1 Fls
=Y ==
{ () ( ) m +2C§2 +Q2 m _dl)(s_dz) (4148.)

V dal$im vykladu se budeme vénovat pfevazné systémum s velmi malym, v meznim
pfipadé nulovym tlumenim, tj. { - 0.
Priklad 3: Netlumeny systém ({ =0 ), realny exponencialni impulz sily
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L= lpo)m

s—p
Vztahy (4.11d,e) je nutno pouZit dvakrat (pro oba pdly di» =% jQ i jim piislusna rezidua
Cip =%1/2 jmQ ) a se¢ist:

F(s)=B

, B e

- pro e = . : 4.14b

pro 10(0,T,) J Y(e<10) zij( Q-p Q+p (4.14b)

_p-ion . _(prion .

B_|1-e o/ ylme” T - (4.14c)
2 jmQ jQ-p jQ+p

Pripadné upravy a zjednoduseni pomoci Eulerovych vztaht prenechame c¢tenari. Na obr. 4.7
je znazornén prubéh polohy hmoty pro impulz s pocateéni vyskou B=1N,p =4,To =0,14s
a systém m=1kg, Q/2n=10Hz. V okamZiku zaniku impulzu zac¢ina platit rovnice (4.14c).

Slabé ¢arkované c¢ary nejsou smérodatné a pouze ilustruji vysledky z obou vztahd, rozsifené
na celou ¢asovou osu.

jQt _epl +e—le _eplj

- pro ¢ O(T}),0) je y(i>10) =

vypocet (4.14b) /™

vypo Ee};//(4\.‘ 14¢)

,
’ \ ’
N \\ //
- /
’I\ Y, 7 N7
)
‘ i N\ 7/
1 I
1 I
i ) 1
i ) i
1 1 1
12 ) r i A
7 1 i
/ \ !
1] \| P
; ;
II “ I
.
-0.5) Vo
: N/ / \/ \V

N

0 01T, 02 03[5 04 05
Obr. 4.7 Odezva netlumeného systému hmota-pruZina
na exponencialni impulz sily
Pro obdélnikovy impulz s vyskou B staci do (4.14b,c) dosadit p =0 a po dpravach vychazi

Y(i<10) = mI;ZZ (1 —coth)

Y(r>10) = mgz (cosQ(t =To )—coth)

4.3.1 Netlumeny systém, obecny silovy impulz
Dale ukazeme, ze u netlumeného systému (ti. ¢ =0) dojde v intervalu tD(To,OO)
k vyraznému usnadnéni vypoctu odezvy nejen na exponencialni, ale i na obecny

impulz. Laplacetv obraz vychylky hmoty (4.14a) prejde pfi buzeni obecnym
impulzem £(¢) na jednodussi tvar

()l Fl) 1o Fls)
L{Y(t)}—Y(S)—mGiserQz R eye) (E0) (4.15)
Poznamka: ProtoZe je L{sith}: > sz, bylo by moZno pro zpétnou L.transformaci
S
(4.15) pouzit i pravidlo o konvoluci:
t t
y(t):m—lg.([f(t—r)ﬁinfzr dT:m—IQ'([f(T)EinQ(t—T)dT (4.16)
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Na obr.4.8 je graficka interpretace konvoluce pro funkci sin Qt a specidini prabéh sily
f (t) ve tvaru osamoceného obdélnikového impulzu y(t ) o délce 1, a jednotkové vysce.

OkamZita hodnota konvoluéniho integralu To posouvani pulzu

(4.16) odpovida vytmavené ploSe, ktera | -

se méni s posouvanim impulzu. Je tedy l

zfejmé, Ze i pro obecny tvar impulzu je = ; /

funkce y(t ) vZdy omezend, vcéase T, 0 \J 7 \/t
spojitd a pocinaje ¢asem T, periodicka T=2m/0)

s periodou T = 277/ Q; Integraci per- Obr. 4.8 Konvoluce obdélnikového impulzu

partes pravého vztahu v (4.16) a pri a harmonické funkce

f (O) =0 vychazi
y(;) = % —%jf(r)[};‘osQ(t - Z')dl' = ystar + YDyn
0

Tohoto vztahu vyuZil Krylov (viz lit.[7]) k odhadu maximalni vychylky manometru pracujiciho
na principu hmotny pist — pruZina za predpokladu, Ze doba tlakového impulzu vyrazné

prevysuje periodu kmiténi pistu, ti. T, >>T =27/Q a déle, Ze impulz m& charakteristicky
tvar exploze (napf. v hlavni palné zbrané) s jedinym maximem derivace (tlak roste
monotonné z nuly a po dosaZeni maxima monotonné klesa). Prvni scitanec ysrar
predstavuje statickou vychylku (tedy spravny udaj o tlaku) a pro druhy scitanec (chybu
manometru) odvodil Krylov horni odhad:

YDYN S[df(t)/dt]MAX %lk (4.17)

pricemz maximalni vychylka nastane jesté béhem doby trvani impulzu. Krylov dale ukazal,
Ze za urcitych okolnosti miZe byt udaj manometru vlivem dynamické sloZky znacné zkreslen
smérem vzhiru a rozptylil obavy o poddimenzovani sily stén kanont carského lod'stva.

Odezvu na obecny budici impulz v intervalu ¢[(7;, ) uréime pomoci (4.12a).
Pro ryze imaginarni poly d,, =*jQ vzniknou dva séitance, obsahujici vyrazy
F( jQ), coz jsou hodnoty Fourierova obrazu F(ja;) funkce f(r) na
kmitoétech £ Q a plati pravidla pro poéitani s frekvenénimi spektry.

Rezidua pro ¢ =0 jsou C, = 2;—“% takze pro polohu plati
_F(jQ)e? ' - F(=jo)e "
()= 5 im0 (4.18)
Podle (1.18a) je
F(jQ)=|F(jQ)@*"  apodobne  F(-;jQ)=|F(jQ]&/" (4.19)

kde |F(jQ), +a jsou hodnoty amplitudového a fazového spektra budiciho impulzu

f(t) na kmito¢tech = Q . Dosazenim do (4.18) vychazi
y(t) — ‘F (] Q} (e jQr+a) _ o j(Qt+a))

2jmQ
a kone¢né pomoci Eulerovych vztaht (1.2)

Y(f):%sin(ﬂlﬁa) v(r)= &y F(i0) cos(Qr+a) (4.20)
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Kmitavy pohyb netlumeného systému po zaniku budiciho silového impulzu je
jednoznac¢né urcen jedinou hodnotou frekvenéniho spektra impulzu F(ja.) na
vlastnim kmitoétu systému Q . Systém by nekmital v pripadé, kdyby spektrum
mélo na kmitoétu ( pravé nulovou velikost, tj. |F(jQ){ =0.
Amplitudy kmitani polohy a rychlosti jsou
_|F(jQ) _|F(je)

Ymax mo Vmax T (421)

Zasadni souvislost (4.20) je zndazornéna na obr.4.9.

A f(t)

oboustranné

f(t) amplitudové
spektrum
obecny . |
iz o) ANWARK Q)
(plocha A) (19)) of 1 i \ t
0 L t0 ® Y

Obr. 4.9 Souvislost amplitudy kmitani hmoty
a frekvencniho spektra silového impulzu po jeho zaniku

Poznamky: 1) Zdirazriujeme, Ze F ( Jj a) Jje oboustranné spektrum funkce [ (t) podle (1.17).

ProtoZe tato je v intervalu t [] (75, 00) nulova, staci integrovat v intervalu <0,To> :

-\ — (Do —jar
F(je)=[° flt}™“at
2) Fyzikalni rozmér amplitudového spektra sily je [Ns]. Dosazenim do (4.21) vychazi nutné
fyzikalni rozmér drahy [m] resp. rychlosti [m/s].
3) Obecny vztah (4.20) ma velky vyznam v praxi hlavné u namérenych impulzu, které nelze
matematicky popsat a které jsou casto i zatizeny sumem. Z naméfenych dat je ale moZno
ziskat frekvenéni spektrum pomoci diskrétni Fourierovy transformace a opét pouZit (4.20).

Piiklad 4: Buzeni Diracovym impulzem sily, tj. f(t)=0(r) , F(s)=L{o(r)} =1.
Pro odezvu na Diractiv impulz (vahovou funkci) jsme v kap.2 odvodili vztah (2.6)
e 2
¢()= y(t)=—sm(g I-¢ tj
mQ 1—(2
Limitou pro ¢ — O vychazi vahova funkce netlumeného systému
g(t) - y(t) _sinQ¢ _ sinQ¢

mQ  Jkm

Vzhledem ktomu, Ze amplitudové spektrum Diracova impulzu je pro vsechny kmitoCty
konstantni jednotkoveé (viz (1.21)) a fazové spektrum nulové, je vztah (4.20) potvrzen.

Priklad 5: Lichobéznikovy silovy impulz se Sumem.

Na obr.4.10 jsou uvedeny vysledky simulace pro systém s hmotnosti m=100kg a viastnim
kmitoctem Q=2m13Hz=81,7rad/s . Impulz budici sily (nerovnoramenny lichobéznik s vyskou
100N a sumem *=20N ) byl ovzorkovan a podroben FFT. Vlevo jsou vykresleny ¢asové
prubéhy sily a vychylky hmoty v mikrometrech, vpravo amplitudové spektrum impulzu, které
na viastnim kmito¢tu systému 13Hz ¢ini \F( jQ] =0,95Ns . Amplituda kmiti je ymax =116 m,
coz souhlasi s vypoctem (4.21). Vysledky pocitacové simulace a vypoctu podle (4.20) se
pocinaje okamZikem zaniku impulzu To=0]14s ztotoZriuji. Vibrace by bylo moZno
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minimalizovat tvarem lichobéZniku tak, aby se lokalni minimum jeho amplitudového spektra
premistilo z kmito¢tu 10,5Hz na vlastni kmitoGet systému Q .

200 ' simulace ‘ 10 piocha impulzu se sumem ... 9,5 [Ns]
1507 vypocet(420) o)l 8l
100} : - TmQ
6 =
50/ N =
E Wi v i [Ns] e
= OfF {1 ‘ 4
z ! v
-50%
‘.\ ] 2t
i \
P : O i i i
0005 01 1 02 025 03 0 5 10 Q15 20 25 30
T Is] [Hz]

Obr.4.10 Odezva na zasumény lichobéZznikovy impulz sily
(vyska 100N , délka 0,14s, sSum =20N , systém m=100kg , 13Hz )

Amplitudova spektra casovych impulzi maji obecné typicky s rostoucim kmitoctem
prevazné klesajici pribéh, takze ve zlomku (4.20) s rustem Q) Citatel prevazné klesa a
jmenovatel ve vztahu pro polohu roste, c"/’mz" k/esé amp/ituda vibraci Nézorné je tak do/oz’en

v v s

rozkmitavani. Napr. zvySeni viastniho kmitoctu ze 13Hz na 17Hz by v obr.4.10 prineslo
pokles amplitudy ze 116 m na 56 um a naopak pri vliastnim kmitoctu 9Hz amplituda vzroste
na 220um !!

Pro cisty nezasumény lichobéZnikovy prabéh byl v kap.1.12 odvozen vztah (1.52).
Nahradou s = ja ziskame amplitudové spektrum, jehoz prabéh se jen nepatrné odlisuje od

varianty se Sumem. Amplituda kmiti se prakticky nezméni, nebot plocha c¢istého i
zasuméného impulzu je témér stejna.
4.3.2 Energie vlozena do jednohmotového systému

Celkova prace budici sily v obr.4.6 je obecné

t=+o0

E= [ f(e)v(t)ar (4.22)
=0
kde v(t) je rychlost hmoty m, jejiz L.obraz ziskame ze (4.14a):

() =sv(s)=La, <Fb)

m s +2¢Qs +Q?

Dale pouiijeme vztah (1.37) pro zpétnou Laplaceovu transformaci:
=400 :U+joo

jf J e’ 'ds di=—1 J ’ J SF( )f()”dsd
2Jm7T s2+2¢Qs+Q% 2jmm 52 +20Qs +Q?

sU]oo

t=+o0 s0+oo ()

t=0 s=0-jo
a zaménou poradl Integrace
1 S:U+joo =400

E:2jm7T '[

st
dt ds
s +2<Qs+Q2 '[f

U prvniho integralu musi platit, ze g >-¢Q. U druheho integralu by vzhledem k

S:U—joo

délce impulzu sice postadoval interval +0(0,T;), ponechdme véak ¢[(0,). Po
srovnani s defini¢énim integrdlem L.transformace (1.36) a formalni zaméné -s o s
zavedeme dal$i funkci F(-s):
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t=T, t=+00
[ r()e''dr= | fe)e’ 'dt =F(~s)
= =0
Vysledny vztah pro praci budici sily (energii viozenou do systému) tedy zni

#FTM sF)F(=s) o, _ 1 "7 sF(s)F(=s)

= ; ds| (4.23
2jmiT _ - joo 52 +2¢Qs+Q? 2]’7’l77s_(;[_joo (s—di s —d2) (4.29)
Pouzitim (4.6) ober|me pro obecny impulz vztahy
1 e(pj Y)T A+Y)T0 _1
R, —— Ry,
OOWHS Pl 2R, S

Poznamka: Limitnim prechodem s — —pi snadno zjistime, Ze body — pk jsou opét
odstranitelnymi singularitami nové funkce F (—s) stejné jako body p; u L.obrazu impulzu

F (s) Funkce F (—s) ale neni Zadnym L.obrazem!!

Po roznasobeni soucinu F(s)F(-s) by integral (4.23) pfedel na soudet celkem i’

integrall, jejichz vypocet je zdlouhavy a vyzaduje hlub$i znalosti funkci komplexni
proménné. Zde se omezime na vypocet energie vlozené do netlumeného systému,
kde existuje jednodus$si postup:
- v kap.4.3.1 jsme odvodili vztah (4.21) pro amplitudu kmitd netlumeného systému
hmota — pruzina po zaniku silového impulzu obecného tvaru
_F(iQ) [F(jQ)
max — » Vmax =
mQ m
Pocinaje okamzikem Ty nastane periodické prelévani vloZzené energie z formy
kinetické do potenciélni (energie napjatosti pruziny). Maxima obou energii jsou si
rovna, takze celkova silou vlozena energie je

E _%mvmax = kYmax

Poznamka: ProtoZze amplitudové spektrum sily v [N] ma fyzikalni rozmér [Ns], kontrolou

[F(jQ)

2m

(4.24)

rozméri v (4.24) vychazi nutné fyzikalni rozmér energie (Ns)2 / kg =Nm.

4.4 Rozbéh vicemotového uvolnéného systému impulzem sily
V této kapitole navazeme na kap.3.2.4 pouze s tou zménou, ze impulz sily zde
oznaCime malym pismenem f; jeho L.obraz znaCime stale F(s) Pfedpokladejme,

Zze v. N —hmotovém uvolnéném systému na obr.3.1 zapusobi v kone¢ném ¢asovém
intervalu <0,TO> impulz sily f, (t) s plochou A=IC)T° fe(t)dt jen na k—té hmots.
Rovnice (3.32) pro modalni soufadnice budou mit pfi pasobeni jediné sily tvar
g1 = Vi1 fr (t), gi + BAiqi + Aiqi =vii fr (ti i=2...N (4.25)
L. obraz impulzu sily f,(r) je F,(s), takze L.obrazy soufadnic jsou
_ Vi Fx (S) (N—  VkiF (S) _CuFy (S)+Ci2Fk (S)
QI(S)——Z: %(S)— 2 ) — g,
s s*+Bhis+A s—din s—di
kde dii2 jsou komplexné sdruzené dvojice poélu jednotlivych subsystému.
Pro L. obrazy rychlosti modalnich soufadnic Vgi (t) =dg; (t)/dt plati
Vgl (s):vk1 il (s), Vi (S)ZM, i=2..N (4.26b)
N s°+LAis+ A
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PFi zpétné transformaci u prvni soufadnice pouzijeme pravidlo 15 v kap.1.12 o
integraci originalu f (¢):

t To
va(t)=va [ fi(t)dr =va [ fi(r)dr =via A (4.27)
0 0

Dale budeme systém vySetfovat pouze v intervalu ¢ >7, (tj. po odeznéni impulzu),
takze pro ostatni modalni soufadnice je mozno pouzit vztah (4.12a):

qi(t)= CiFr(di)2®" + CiaFy (din )24

—_ — dit dist
vgi(t)=dqi/dt = CadnFi(dn)@?" + Ciadia Fi (di2 )&
Polohu i rychlost n —té hmoty sloZzime z pohybt modalnich soufadnic podle (3.33a):
Vn (l) =Vn1q1 T Vvn2q2 T... ¥ VvangN
Vn(t)=vn1Vk1A+vnzqu +.. VN VN 4.29)
Prvni slozka rychlosti vq1 =viiA je konstantni, ostatni slozky v ,., predstavuji

i=2..N (4.28)

pfidavné kmitani. Pokud je tlumeni nenulové (S # 0), maji sdruzené dvojice pdll
d;, , zapornou reélnou ¢ast, tj. limy_we™ =0 a pohyb se postupné zastavuije:
lim, qi(t) =lim, ., Vql-(t) =0, i=2.N
Nakonec zlistane pouze jedina ustalena slozka pohybu od prvni modalni soufadnice
lim; oV, () =vavin A
Specialné pro k —tou hmotu, kde zapusobil impulz sily, je s vyuzitim vztahu (3.39)

A J-TO fk dl‘ =Vko

MREDKk mREDk
jak jiz bylo ukazano pro dokonale tuhy systém v (3.39a). Rychlosti hmot v Case

t - o budou V,, = V,/ Pi, - Cely systém ziskal hybnost

limtﬁka(t):v,flA =

(4.29a)
coz je plocha impulzu a zaroven hodnota jeho amplitudového spektra na kmitoctu
Q; =0, viz obr.4.11.

4.4.1 Vicehmotovy netlumeny systém
V p¥ipadé nulového tlumeni (8 =0) je mozno na kazdy modalni subsystém pouZit

vztahy (4.20), (4.21) s tim, Ze hmotnost je jednotkova a sila Vi —krat vétsi. Rychlost
i —té modalni soufadnice po odeznéni impulzu je tedy
Vi (1) = v F (7, Jeos(Qit + ;) (4.30)

F(jQi){, a; jsou hodnoty frekvenéniho spektra impulzu f(t) na kmitoctu Q.

Souget (4.29) dava pro ¢asovy interval t0(Ty,) vysledek

N N

Vi (l‘): ZVm'ti (l‘) = Vn1Vk1A+ZVnivki‘F(jQi)‘COS(Qit+0',') (4.31)
i=1 i=2

Prvni séitanec v,v,;A=v,, pfedstavuje konstantni stejnosmérnou slozku (stfedni

hodnotu) rychlosti n—té hmoty, ostatni slozky jsou netlumené kmity na vlastnich

kmitoctech Q. , viz obr.4.11 vpravo. Pro klidny rozbéh je tfeba, aby amplitudové

spektrum budiciho impulzu mélo na kmitodtech Q. , co nejmensi hodnoty.
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A[N] A[Ns] Vo

[m/s]

IF(jw)|

0 Tyt Q=0 Q; Q3 Qo L ,
0o T t

Obr.4.11 Rozbéh n —té hmoty netlumeného systému

Priklad 6: Rotacni ctyrhmotovy netlumeny systém na obr.4.12 ma tyto parametry:

4
J1=0,0026, J, =0,0018, J3=0,0094, J4=0,0046, Jc ZZJ,- =0,0184 kgm2
i=1

ki =132,7 k» =110,6 k3 =124,4 Nm/rad
Prevody jsou jednotkové, hnaci moment pusobi na 1.hmoté (k =1).

Obr.4.12 Rotacni netlumeny ¢tyrhmotovy systém
Viastni kmitocty jsou fizi:4 = Qi=124/271=0Hz, 23,2Hz, 3397Hz, 659Hz, jak Ize odecist i z
amplitudové charakteristiky na obr.3.3b v kap.3. Rozbéh systému z klidu na 4000t/ min
(vo=41.89 rad/s) ma probéhnout soumérnym lichobéZnikovym impulzem momentu motoru
M, (t) pricemz vyska lichobézZniku je omezena dovolenym momentem M,,,. =18Nm.

Potrebny impulz momentu (neboli jeho plocha v obr.4.13) je tedy
A=Mimax(To = Te )= J cvo =0,771Nms (4.32a)

IM, (o)l -IM,(Q,)I=A ... poZzadovana

hybnost

L
—

Q=0 ' ' ; ®
Obr.4.13 Soumérny lichobéZnikovy impulz momentu a jeho amplitudové spektrum

Pro celkovou délku lichobézZniku Ty a délky ramen T; plati pii zadané hodnoté A omezeni

To—T: >(To -T:),,. = A/ Mimax =0,771/18 =0,0428s (4.32b)
Dale je tfeba dodrzet podminku pro lichobéznik To > 2T (4.32c)
abychom viabec dosahli na jeho horni stranu a vyuZili dovoleny moment motoru. L.obraz
lichobéZniku a frekvencni spektrum uréime z rovnice (1.52) v kap.1.12 pro a1 =az =1 :

Ml(s) — Mlmgx (1_e—Tgs + ¢ Tos _e—(To ~T: )s)
TgS

Dosazenim s = ja , pouZitim Eulerovych vztah( a vzorct pro goniometrické funkce vychazi
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. \_| 4M, .0 . (L(T()_Tg):| -jaily /2
Mi(jow)= max gin [din @~/ (4.33)
(joo) { s sin® 5
Posledni soucinitel za zavorkou vyjadfuje pouze ¢asové posunuti lichobézZniku o Ty/2 od

pocatku doprava a proto neovlivni velikost absolutni hodnoty spektra (Casové posunuti ma
vliv pouze na fazové spektrum!l), takZe amplitudové spektrum je

. . . To —T;
|M1(]a)] = 4%;’;’;" [|3m szf Bmw( 02 ‘g)I (4.34)

Pro klidny rozbéh systému by bylo tfeba, aby v (4.34) vysla pro tfi vlastni kmitoCty systému
Q>34 vZdy nula. Volit vSak miZeme pouze dvé veliciny To,T: a zaméfime se proto na
eliminaci kmitd na dvou niZsich kmito¢tech 92,3, které maji ziejmé skodlivéjsi ucinky.

ProtoZe musi byt To =T >T¢, pomoci posledniho soucinitele v (4.34) vykompenzujeme
niZsi z obou a v (4.34) musi zaroveri platit
a) (T -T:)/2=mom, my=12... neboli To~Te =27m2/Q2 =my/ fr =myT>  (4.35a)
b)QsT: /2 =msmt, m3 =12... neboli  Tg =27m3/Q3 =m3/ f3 =m3T3 (4.35b)
kde T»,Ts jsou periody druhého a tfetiho tvaru kmita, které chceme u systému potlacit.
Aby rozbéh probéhl co nejrychleji, v obou podminkach zvolime my3 =1 a ¢asy budou
T =1/ f3=1/3397=0,0294s, To-T.=1/f>=1/232=0,0431s, 4. Tp=0,0725s.

Podminky (4.32b,c) jsou tedy 20 ‘ 08,65
spinény a jesté zkontrolujeme, neni-li | M, .~ —17,9Nm !
prekrocen dovoleny moment motoru:
A= 0771 - 17 9Nm< M, b >0
To-T. 00431 " max [Nm] ASdVo | E
Na obr.4.14 je vykreslen zadany 10 | EO 4

prubéh momentu a jeho amplitudové
spektrum (4.34). Na obr.4.15 vievo
je prabéh rychlosti prvni a Cctvrté 5} 0.2
hmoty, ziskany simulaci. Kmitocet
Q, (659Hz) se nepodarilo zcela

V) 0

eliminovat, jak je patrné z detailniho 0 005 0.1 I[s] 0 Q.50 Qg
vyfezu vpravo. Jeho vliv vdak neni Obr.4.14 Rozbéhovy moment
podstatny, nebot  amplitudove a jeho amplitudové spektrum

spektrum v jeho okoli nabyva malych
hodnot. Amplitudy netlumenych kmitd 65,9Hz souhlasi s vypoctem podle (4.31):

- amplituda na 1.hmoté (n=1) ... v |M1(jQ4)|, na 4.hmot& (n=4) ... vaavia|M1(jQu4).

T T T L T T
— |
— T
DETAIL v | \
[rad/s] M9 vamgoy!
30+ V4 ... posledni hmota
Vo prvni hmota (motor) 419 i i J ]
20 | Vo T
-17,9Nm [rad/s] ViaVaalM, Q)
41.85 A 1
107 | | \ / /
. | | | 418 :
0 0.1 02 0.3 [s] 04 02 022 024 0264028 03

Obr.4.15 Rychlosti prvni hmoty (motoru) a ¢tvrté hmoty (v detailu je patrny kmito¢et 65,9Hz)

Na lichobézZniku v obr.4.14 je patrné, Ze dovoleny moment motoru je témér vyuZit, ale jen
po kratkou dobu, coZ se zda nehospodarné. Je vsak tfeba mit na pameéti, Ze podle (4.35a,b)
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se casy To—T. a T musi rovnat celistvym ndasobkum period pfislusnych tvard kmitu, které
chceme potlacit. Napr. s motorem o dovoleném momentu jen o malo niZsim Mimax =17 Nm
JjiZ nelze splnit podminku (4.32a) a v (4.35a,b) musime volit my =2, mz =1. Tim se rozbéh
prodlouzi na dobu Tp=0,0862+0,0294=0,1156s, ale zaroveri bychom vystacili s mensim
(levnéjsim) motorem Mimax =9Nm. Je tedy tfeba zvaZzit, dame-li pfednost dynamickym
vlastnostem nebo cené.

Ze vztahu (4.35a,b) vyplyva logicky a zobecnitelny zavér, Ze systémy s vysokymi viastnimi
Kkmito¢ty maji lepsi predpoklady k rychlym zménam rychlosti bez skodlivych vibraci.

Na tomto pfikladu jsme ukazali mozZnost eliminace dvou vlastnich kmito&td
soumérnym lichobéznikovym impulzem momentu, jehoZ plochu je pfi dané vySce
mozno ovlivnit dvéma rozmeéry (ndbéhovou a celkovou délkou).

U obdélnikového impulzu s danou plochou Ize volit jen jeden parametr (vysku
nebo §ifku) a tim eliminovat jen jeden nenulovy kmitoCet. Uspé&na aplikace
s obdélnikem je tedy mozna jen u systému dvojhmotového, ale je tfeba zduraznit, Zze
dokonale skokovéa (tedy nekonecné rychla) zména budiciho signalu je v praxi téZko
realizovatelna, nejvyse v pfipadé napéti u elektrickych obvodu. Skokova zména sily
(tedy proudu) u elektromotoru jiz mozna neni kvlli zpozdujicimu vlivu induk&nosti
vinuti!! Pfi zatéZovacich zkouskach se nékdy improvizuje se skokovou zménou sily
napf. formou nahlého odlehéeni pferusenim zavésu predepnuté pruziny.

Vlozena energie

ProtoZze energie se pfi modalni transformaci zachovava, vypocet se zjednodusi
aplikaci vztahu pro jednohmotovy systém (4.24) na modalni subsystémy s
jednotkovymi hmotnostmi a silovymi impulzy vy, f; (t) Celkova energie, vlozena silou

na k —té hmoté za dobu trvani impulzu je

Al 1 al 2 2
E=Y Eqgi =72 vl F(jQi) (4.36)
i=1 i=1
Energie vlozena do prvni modalni soufadnice (tj. do volné hmoty, Q; =0) je
_1 2 . 2

Eq _Evkl‘F(JQl)‘

a dosazenim z (3.39) a (4.29a) vychazi
— 2
Eq = EmREDkaO

coz je zaroven kineticka energie, pfislusejici rovnomérnému pohybu celého systému
jakozto tuhého celku. Celkova energie vloZzend silovym impulzem fi (t) je tedy

2

Vztah (4.37) je mozno interpretovat tak, Ze systém pfijima pfi rozb&hu energii na
svych vlastnich kmitoétech. Prvni scitanec predstavuje kinetickou energii tuhého
systému (tj. energii pfijatou na nulovém kmitoCtu), zbytek je energie parazitniho
kmitani. Ta se u netlumeného systému periodicky preléva z podoby kinetické do
energie napjatosti pruzin a méla by byt minimalizovdna takovou volbou tvaru
impulzu, aby jeho amplitudové spektrum mélo na vlastnich kmitoctech systému
Q,.y minima (jako napf. v obr.4.14, ale v obr.4.11 je tomu téméF naopak!!).

1 2 1w 2 2
i=2

4.5 Dvojhmotovy systém
VySe uvedené obecné postupy zde budou aplikovany na rotaéni dvojhmotovy
netlumeny systém z kap.3.5, kde jsme odvodili potfebné vztahy v exakini podobé:
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- vlastni kmitoget .... Q=\/kiJc2/J1J2 kde Jea = prhi+J2=pila

- matice vlastnich vektor(, viz (3.56) ....V={v“ m}:_l p =2/
Vat Voo | \[Jca |1 pyJJi/J2

Zajimaji nas rychlosti obou hmot (a hlavné druhé) pfi padsobeni momentu motoru
Ml(t). Jejich L.obrazy ziskame upravenim (3.60) po dosazeni vi. (s)=s¢1,2 (s):

)=z M)+ Jljfzcz g tl)

(4.38)

-1 __p s
VZ(S)_pJaSMl(S) Jco D52+QZMI(S)

K rozbéhu na pozadovanou kone€nou rychlost vip =v2op musi motor vyvinout
impulz momentu M;(t) o ploge
A=Jcivio
Jeho amplitudové spekirum je nasobkem spektra potifebného zrychleni:
M (je)=Tci () (4.392)
Pribéh rychlosti po zaniku momentu zjistime z (4.31) po dosazeni N =n=1,2, k=1.
Pro t>To tedy plati
Vl(t):v121A+V122|M1(jQ)'EOS(QH-U):VIO+]1“]]2Cz |M1(jQXBOS(Qt+O'):V10 +AVl(t)
oM (jQ)
Jc2
Prvni sc¢itance vyjadfuji rychlosti dokonale tuhého systému, druhé jejich protismérna
kmitani, ktera jsou v protifazi s konstantnim pomérem
Avo (l‘) _—-ph
Avi (l‘) A
Funkce pMi(f)/Jc2 se svym spektrem pMi(ja)/Jc2 predstavuje pozadované
zrychleni hnané hmoty az(t), takze pro rozbéh dvojhmotového systému plati, ze

(4.39b)

Vz(t) =wmm 1A+vz2vlz|M1 (]Q)| BOS(QI+0’) =vo0— BOS(QI+0’) =voo+Avyr (t)

(4.39¢)

- amplituda nezadouciho kolisani rychlosti hnané hmoty po odeznéni impulzu je
rovna velikosti amplitudového spektra ji zad4vaného zrychleni a»(¢) na viastnim
kmito&tu dvojhmotového netlumeného systému.

Tuto souvislost ilustruje obr.4.16 na pfikladu lichobézniku. Oproti obr.4.13 zde doslo
jen ke zméné svislého méfitka prepotem z momentu motoru Ml(t) na pozadované

zrychleni az(t). Navic je zobrazen pozadovany ryv (angl. ,jerk®, ném. ,Ruck®), ij.
derivace zrychleni Sz(t):daz(t)/dt, ktery ma v tomto pfipadé obdélnikovy prabéh
s maximem €20 =tg@e, =a2max/Ts -

az(t) v A
Dmax T — — 7 20 |32(J0))|
| : V.--POZadovana rychlost
| |
0 (‘DS | | (psz \
T, To-T.! T, t
£,(1) el 0~ 'g 0:
€24 Azmax ! i amplituda kolisani
& : : rychlosti

i 0 —q e

e
Obr.4.16 Zadavané zrychleni a ryv hnané hmoty, amplitudové spektrum zrychleni
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Poznamka: U sloZitéjsich dynamickych systémd je pro potlaceni vice tvarG kmiti nutna
vétsi volnost pri volbé tvaru silového impulzu a prechazi se aZz ctvrtou derivaci, t.
lichobéZnikovy prabéh ryvu.

Vlozena energie je podle (4.37)

-1
E=yJevi* 2JJ

Energeticky vydej motoru, potfebny pro rozbéh na rychlost vio =v2op, bude
minimalni pfi absenci parazitniho kmitani, tj, pfi |[M1(jQ)=0.

2 |pmy(jQ)’ (4.39d)

Priklad 7: Rozbéh soumérnym lichobéznikovym impulzem podle obr.4.16:
- podle (4.34) a (4.39b) je amplituda kolisani rychlosti hnané hmoty po zaniku momentu

AV max :|az(jQ)| = 4(82220 [.Bin QZT £ [§in Q(TO2 Tg)I (4.40)
Pro dokonale klidny rozbéh staci splnéni alespori jedné z podminek (4.35a,b)
To-T: =mT, m=12...
Te =mT, m=12....
kde T=2m/Q je doba kmitu dvojhmotové soustavy. Naopak nejhorsi pfipad nastane, kdy?
obé funkce sin v (4.40) jsou jednotkove, tj. kdyz zaroveri plati, Ze ¢asy T, i T, —T, jsou

lichymi nasobky ¢asu T/2 a amplituda kolisani rychlosti bude maximalni:
max[szmax] = 4820/Q2 (4.40a)
2vlastni pripady lichobéznikového buzeni
1) V pripadé T, =1, / 2 vznika trojuhelnikovy priabéh momentu a podminka klidného
rozbéhu je
To=2m[T, m=1.2..... viz (4.35a,b);
2) Limitnim prechodem pro T: — 0 vznika obdélnikovy pribéh momentu a amplitudu

AV max uréime z (4.40) pouZitim znamé limity S =1 Vychazi
x—»O
_2as .7l |
Av = X [l§in
2max Q T |

Hnana hmota nebude kmitat v pfipadé, Ze To =m (T, m=12.....
Podrobny rozbor vyse uvedenych pfipadd, typickych pro drahové rizeni NC stroji, je v
lit.[11].

Priklad 8: Rozbéh impulzem ve tvaru jedné pulviny sinusovky s maximem M1y :
- amplitudové spektrum momentu (viz (4.7a) v kap.4.1)

1+ e JWQ¢
(e =M £
- amplituda kolisani rychlosti podle (4.39b)
i/Q
AV ax = A2max |1 te! §| kde  azmax = lemax/JCZ
Qs |1-(Q/Q)|

Koliséni nenastane pfi  Q/Qg =135...(limitu pro Q/Qg =1 uréime [|Hospitalovym
pravidlem).

Vyse uvedené vztahy byly experimentalné ovérovany pri rozbéhu dvojhmotového
netlumeného systému s jednotkovym pfevodem podle obr.4.17 s témito parametry:
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J1=2,6007, J,=46007, p=1, Jc=7200 kgm*
tuhost k=411 Nm/rad, Q=1573 rad/s....... 25Hz
Systém byl rozbihan impulzem momentu levého motoru M1 na rychlost 4000t / min, pravy

motor byl pouze pasivnim setrvacnikem.

Potiebny impulz momentu (jeho plocha A) je
A=Jcvio =720 kgm® [3189rad/s =
=0,3016 Nms

Zvolenymi tvary impulz( s touto plochou byly
sinusové pulviny, lichobéZniky a obdélniky
podle obr.4.18 a obr.4.19.

Kmitocty sinusovych pilvin v obr.4.18 jsou
f6=Q¢/2n=5Hz, 6,6Hz, 84Hz 95Hz.
Klidny rozbéh nastal pii fy =5Hz a 8,4Hz, .

v pfipadé, kdy pomér vlastniho kmitoctu
systému 25Hz a kmitoctu fy je liché Eislo.

Srovnanim méreni pri impulzu 6,6 Hz a 8,4Hz

Obr.4.17

se ukazuje, Ze rozbéh kratsim a "ostrejsim"”

impulzem nemusi byt nutné doprovazen kmitanim. Naméfena kolisani obou rychlosti vi,v2

po odeznéni impulzu souhlasi se vztahy (4.39b) a jsou v poméru (4.39c), tedy v protifazi.

Hnaci moment I\/I1

Spektrum M, /Jc

10
A PN N 400
€ 5Hz » I E
> Bl — 320 g 1€ 200
= A = | 2
0 : 0 A ]
0 0.05 0.1 0 20 40
10 :
. 6,6Hz = 400
E gl N =
15 200
< A 3
0 ' : 0
0 0.05 0.1 0
10 _
8,4Hz 1.~ 400
’é‘ 5 =
< > A -% 200
0 : i 0
0 0.05 0.1 0
10 : ,
9,5HZ 40 ....................................... E 400
= » =
% Spof A """ """""""""""""" D20 | i, __g 200
0 0.05 0.1 0 20 40
(s) (Hz)

Rychlost v, ,v,

] V,.

y v, 63J
0 051 0.2
V2 6.4J
_____ Y/ SO R ah
0 0..1 0.2
Vaff, 6,3J
............ 1
0 0..1 0.2
2 Vj N
/xﬁ _____________ 6,4J
0 0..1 0.2
(s)

Obr.4.18 Rozbéh dvojhmotového netlumeného systému sinusovym impulzem

Rozbéh téhoz systému lichobéZnikovym a obdélnikovym impulzem je na obr.4.19. Je opét
patrné, Ze pfi vhodném prizpusobeni spektra impulzu miazZe byt vy$Si a kratsi impulz
vyhodnéjsi (v obrazku jsou vyhodné;si pripady zobrazeny plnymi ¢arami).
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VSsechna méreni jsou doplnéna vypoctem vioZené energie podle (4.39d). U klidnych
rozbéhu je jeji velikost vzdy E :O,Svalz0 =6,32J, u ostatnich neni pridavny energeticky
vydej podstatny kromé obdélniku 5,4 Nm , jehoZ spektrum ma na vlastnim kmito¢tu systému

vyrazny lokalni extrém.
Hnaci moment M, Spektrum M, /Jc Rychlost Vv,
_ 500 600 :

400 6,3J f\/\ N
E |Vof S T645)
\?200' lf 2
4
0 ;
0o 0 0.1 0.2
8 — 500 600
A | |
400 AAA D
] — i Bed LI Ty T
S Ll N - E Az, v
24 i = s _t17°v, 685l
= 8200 18- |
51 1 o VW N7 5 ;
0 0054 0.1 0 H2) 50 0 0.1 (5 02

Obr.4.19 Rozbéh netlumeného systému lichobéZnikovym a obdélnikovym impulzem

4.6 Kinematické buzeni (vackové mechanismy)

VS8echny pfedchozi Uvahy je mozno aplikovat i na ulohu tzv. kinematického buzeni,
jehoz jednohmotova varianta je znazornéna na obr.2.1b. Zde se budeme vénovat
pouze pfipadu nulového tlumeni.

Netlumeny jednohmotovy systém, viz obr.4.20:
AW Q= /kim
m

k y(®),v(t)

Obr.4.20 Kinematicke buzeni jednohmotoveho netlumeného systemu
Pohybova rovnice pro hmotu m je
my+k(y=y0)=0

my +ky = kyo (4.41)
Jedn4 se tedy o modifikaci silového buzeni, kde budici veliginou je sila f(t)=kyo(t),
dana zdvinem levého konce pruziny yo(t). Ten je primarné dan natoCenim
vackoveého hfidele ¢(t) a geometrickymi tvary vacky s dotykovym ¢lenem pres tzv.
,zdvihovou zavislost* yo(@)= fee(@).
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Poznamka: Metodika navrhu vackovych mechanismu pocinaje zvihovou zavislosti Yo (¢)
aZ k dynamickému rozboru tzv. ,pohybové funkce* yo|@(t)] a jejich vyssich derivaci je

samostatnou teoreticky naro¢nou disciplinou. Je nutno uvaZovat nejméné druhou derivaci
pohybové funkce, ktera rozhoduje o zrychlujicich silach:

2
- 1.derivace dyo(t):dyo(¢)é@’ 2.derivace d’yo(t) _d*yo(9) { do +dy°7(mﬁli¢ atd.
dt dg —dt dr? dg? dt dg g2
Postup byva ¢asto usnadnén, je-li rotace vackového hfidele rovnomérna, tj. ¢ =at a druhd

2 2
derivace je ¢ y"z(t )=(u2 d”y °£¢). Vtomto textu ndvrh zdvihové zavislosti Yo (¢)
dt d¢

.oresko¢ime” a jako vstupni veli¢inu zavedeme az pohybovou funkci yo (t)
Dale budeme pFedpokladat, ze vacka vykond jednu celou otacku, tj. ¢0(0, 272)

(o pfipadu necelé otacky, kdy mechanismus pfechazi z jedné polohy do druhé, bude
pojednano v kap.4.6.1). Funkce yo(t) bude mit charakter kone¢ného impulzu v ¢ase

tD(O,T()) a vackovy mechanismus by se mél vratit do pavodni polohy pokud mozno
bez parazitniho kmitani. Frekvenéni spektrum budici sily f(t) je

F(ja)=kY(jc) (4.42)
kde Yy(j«) je spektrum zadané pohybové funkce yo(t), ktera ma tvar kone¢ného

impulzu. Dalsi postup se shoduje s kap.4.3.1:
- pribéh pohybu po ukonéeni impulzu zjistime dosazenim (4.42) do (4.20):

W) = Q 0 (jQ) Gin(Qr +a) pro +0(T ) (4.43)
kde a je hodnota fazového spektra pohybové funkce yo(t) na kmito¢tu Q. Klidny
navrat hmoty do vychozi polohy y=0 probéhne v pfipadé, Ze amplitudové spektrum
pohybové funkce bude mit na kmito¢tu Q nulovou hodnotu.

Netlumeny vicehmotovy systém, viz obr.4.21:
Predpokladame, Zze na systém pusobi pouze sila vznikla pohybem levého konce
pruziny k,, takze prvni rovnice v soustavé (3.10) bude mit tvar

m§; + ko + k(v = pn) = £0) = koole) (4.44)
a pravé strany ostatnich rovnic jsou nulové. V prvnim Fadku a sloupci matice tuhosti
(3.12¢) bude ko #0 a prvni vlastni kmitocet systému nebude nulovy:

K=|forhi

ho(t) |A

Obr.4.21 Kinematické buzeni vicehmotového systému

Modalni sily jsou podle (3.30b)
®, (1) = vy, £i () = viko o (2)
a pro pohyby modalnich soufadnic plati rovnice (3.31):
G; + Q7 q; = viko v, (1) (4.45)
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Pohyb kazdého modalniho subsystému po ukon&eni buzeni v ¢ase ¢r>Tp urime
pomoci (4.20) s tim, ze hmotnost je jednotkova a sila je v;;- krat vétsi:

1

q (f):%mﬁin(ﬁﬁai), i=1..N (4.452)

Pohyb 7 -té hmoty v intervalu ¢ [J (7;,, 00), tedy po jedné otacce vacky, je dan souctem
podle (3.33a):

N vuiviiko Yo jQi
ynzzv i O(L(J ) Gin(Qir+a;) pro +0(Th,) (4.46)

i=1 !

kde ‘Yo(jQi] a a; jsou hodnoty amplitudového a fazového spekira pfedepsaneé

pohybové funkce yo(t) na vlastnich kmitoctech systému Q; a vnivii je soucin prvni a
n—té slozky i—tého vlastniho vektoru normované modalni matice. Pro klidny navrat
do vychozi polohy y, =0 je tfeba minimalizovat hodnoty spekira pohybové funkce
na vice kmitoCtech soucasné, coz byva v praxi obtizné.

4.6.1 Buzeni ve tvaru obecné prechodové funkce

Pozadavkem na vackovy mechanismus muaze byt i pfechod z jedné polohy do
druhé definovanym zpusobem napf. o miru A, kdy vacka nevykona jednu celou

otacku, viz obr.4.21. Pfedepsanou pohybovou funkci na celém intervalu tl]<0,00)
oznacime ho(t), ale pocinaje ¢asem 1; pozadujeme od systému klid, takZze na
obr.4.22 vlevo je ho(t)= konst pro tD(YZ), 00). Je ziejmé, ze derivace pohybové

funkce, tj. rychlost Vvo(£)=dho(f)/dt, ma tvar kone&ného impulzu podie obr.4.22
vpravo a je mozno pouzit vySe popsané postupy pro impulzni buzeni.

[m/s]

/v
O T tls] 0
Obr.4.22 PoZadavek na zménu polohy ho (t) a k tomu potiebna rychlost v (t)

Amplitudové spektrum impulzu pozadované rychlosti oznagime [Vo(ja) a skuteénou

polohu n- té hmoty hn(t). Odezva na impulz rychlosti (skuteéna rychlost) je Vn(t) a
podle pravidla "odezva na derivaci je rovna derivaci odezvy" plati, ze

vau(t)=dhy(t)/ dt

a po integraci

h, ()= va(t)dt+C, (4.47)
Zajima-li nas pohyb pouze v intervalu tD(To,oo), je mozno pro rychlost v, pouZzit
vyjraz (4.46), ve kterém provedeme pouze zaménu y, — va, [Yo(jQ:) - [Vo(jQi) a
po integraci v (4.47) vyjde vztah pro polohu n —té hmoty
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N yuiviiko[Vo (7€)

wrez(t) ==Y

oF IEOS(Q,-t+a,-)+Cn pro tl](To,OO) (4.48)
i=1 i

Poznamka: V terminologii, pfijaté u vackovych mechanizmu, je pro neZadouci vibrace
zaveden ndzev "rezidudlni kmity" a proto pouzivdme oznaceni Rnrez, Vnrez .

Integracni konstanty C, ur€ime nepfimo touto Uvahou:

- po ukonéeni prfechodového déje v ¢ase 1, zlstane na pravé strané rovnice (4.44)
konstanta koA a systém se bude nalézat v rezimu volného kmitani. Pokud by bylo
tlumeni mezi vSemi hmotami nenulové, poloha prvni hmoty by se (teoreticky v ¢ase
t > ) nutné ustdlila na kone¢né zadané hodnoté A. V naSsem netlumeném

systému dojde k trvalému kmitani okolo této polohy, které je v (4.48) vyjadreno
funkcemi cos. Integraéni konstanta pro n=1 je tedy

G =A

a pro ostatni hmoty plati pfepocet pfes pfevodové poméry, ij.
Cl/Cn = Pin

Mira A je zaroven velikosti plochy impulzu rychlosti vo(t), neboli téZ hodnota jeho

amplitudového spekira na nulovém kmitoctu.

VySe popsany postup je po jednotlivych krocich a,b,c,d,e zndzornén na obr.4.23.
Carkované jsou zobrazeny i Uplné pribéhy Vn(t) a hn(t), ziskané simulaci v celém
¢asovém intervalu. Je vidét, Zze Uplny vypocCet pfechodového déje a vypocet podle
(4.48) davaji pocinaje ¢asem 1; shodny vysledek.

b) c) d)
B EN A Aen®

[m/s]

) ] Ry | )
il : : ||
0 } 0, ofts] O tfs] | fdt
| e) | ‘
=) A E toirm -
: A
; f hp - GpIny vypodet hn// ke
A e ———— WL Mg
; | h,e, podie (4.48) | [ SR s
/Ty ] I
0 To t[s] 0 To  t[s]

Obr.4.23 Vypocet prechodového déje z frekvencniho spektra impulzu rychlosti

Neni-li znam exaktni vztah pro pohybovou funkci ho(t) je nutno vacku proméfit,
provést numerickou derivaci a jeji vysledek podrobit FFT. Postup pro ¢tyfhmotovy
systém s jednotkovymi pfevody a vlastnimi kmitocty 7,1Hz, 204Hz, 429Hz, 689H:z je
uveden na obr.4.24. Naméfeny prubéh funkce hO(t) muaze obsahovat nahodné a

exaktné nepostizitelné tvary, zpusobené napf. nepfesnou vyrobou, nerovnostmi a
Spatnou kvalitou povrchu, opotfebenim atd., které po derivaci vyrazné vyniknou. Na
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ziskany signal rychlosti jsou sice namodulovany parazitni prabéhy pfipominajici Sum,
ale pokud je mozno uplatnit FFT, vySe uvedeny postup vyuzivajici rovnici (4.48)
nadale plati. Umysiné je zobrazen pfipad nevhodné volby pohybové funkce pro
premisténi o 1mm, nebot na tfech ze C¢&tyf vlastnich kmitodtd systému ma
amplitudové spektrum predepsané rychlosti téméf lokalni maxima a rezidualni kmity
na posledni ¢tvrté hmoté maji proto velkou amplitudu.

1
: 0.8 :
1 mm .
FFT [ 0.]6 Q'l QZ Q3 Q4
: ] 04 ]
0.2
: . - - oY, : :
005 | 01,.015 02 20 40 60 80
[s] [Hz]
derivace rezidualni ¥ kmitani ma
1 _
08
[mm]
06 o . ]
./ predepsany { |
0 : . : 0 : : : :
005 01015 02 02 04 06,.,08 1

[s]
Obr.4.24 Urceni rezidualnich kmit posledni hmoty u ¢tyfhmotového systému
(11Hz, 204Hz, 429Hz, 689Hz, pi=p>=p3=1)

Na obr.4.25 je zvolen vyhodnéjsi tvar pohybové funkce, u kterého je pfedepsana
doba pfremisténi asi 0 15% delSi. Amplitudové spektrum rychlosti na kmito&tech
systému 71Hz a 429Hz je nulové, coz se projevi vyraznym snizenim rezidualnich
kmitd. Pouze kmitoCet 204Hz se nepodafilo zcela potladit.

1
0.8
[mm]
06
04
0.2
; 0 :
0.05 0.1 [s] 0.15 0.2 0 20 40 [Hz] 60 80
1
[mm]
04
0.2
0 0.05 0.1 015 0.2 02 04 06 .08 1

[s] [s]
Obr.4.25 Potlaceni rezidualnich kmitd ,,zpomalenim*® pohybové funkce
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ZAKLADY TEORIE
SAMOBUZENEHO KMITANI
PRI OBRABENI

SRR

23

NC |l=——!

Zadana poloha

Priklad: dvojhmotovy model posuvové osy soustruhu
s rotacnim motorem a Sroubem

Uvodem
Problém samobuzeného kmitani je stejné stary jako samotna technologie obrabéni, ale je blize zkouman az
po 2. svétoveé valce. Jiz sam nazev svadi k rozdéleni problematiky na dvé oblasti:
- kmitani (obecné dynamika)
- obrabéni (technologie, metalografie, materialoveé inZzenyrstvi).
Posouzeni vyvoje a pokroku v poznani u obou oblasti:

- pokrok v oblasti dynamiky za zminéné cca 70-leté obdobi je nesporny a diky vypocetni i pfistrojové
technice dnes aZ prekotny, jak v oblasti teoretické, tak v navazujici experimentalni. Souéasny stav znalosti
dovoluje pomérné dobre vystihnout skute¢nost (az na fenomén tfeni a tzv. procesniho tlumeni, ktery je
zkouman pomoci nejriznéjsich hypotéz a spekulaci a neni jej mozno univerzalné matematicky popsat,
nemluvé o vlivu mazani). Kupodivu zustava ponékud opomijena otazka vilivu dynamickych viastnosti vlastni
regulace u pohont posuvu;

- pokrok v oblasti obrabéni je spise jen v oblasti experimentalni a technologické. Od pocatki obrabéni
je znamo, Ze tvorbu tfisky a velikost i smér fezné sily Ize s rdznymi podminkami vyrazné ménit. V celé
historii vyzkumu samobuzeného kmitani neni dosud vérohodné vysvétlen a fyzikalné-matematicky popsan
déj v oblasti oddélovani tfisky od obrobku (pro kterou je pfijata abstrakce "stfizna rovina"). Déj je chvilemi
nespojity, dochazi v ném k prekracovani mezi pevnosti v tahu-tlaku, ohybu a smyku, probihaji tam myj. i
plastické deformace, tvorba narustku, fazové i chemické zmény souvisejici s teplotou, zalezi na kombinaci
materialu nastroje a obrobku, na mazani a pri vyzkumu se pohybujeme na tenkém ledé molekularni fyziky,
chemie a teorie pruznosti a plasticity. Vyzkum materiald, poviakt a tvaru feznych bfiti i utvafeca trisky je
zaloZen vétsinou jen na experimentech a je prakticky nekone¢nym komerénim soubojem rtznych vyrobcd.
Pro predikci a vérohodné modelovani fezné sily se prijimaji hypotézy nejriznéjsi slozitosti (véetné riznych
opravnych koeficientt), predhanéjici se v originalité pristupu.

Predlozeny text si nedéla ambice na presné vystizeni poméri pri tvorbé trisky a mél by slouzit jen k
pochopeni zakladnich principt celého procesu samobuzeného kmitani a jeho zpétnovazebni
podstaty. Rezna sila je proto popsdna tim nejjednodus$im moznym zpisobem - pfimou umérou s
prurezem trisky pfi ortogonalnim soustruzeni.
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Nejjednodussi pripad: ortogonalni soustruzeni
(zavedené oznaceni soufadnych os X,y
nemusi souhlasit se znacenim u NC stroja!!)

N\

osa vietena Yn
b I[F
X
“ Y rovina'xy
rychlost posuvu =l kmnitant
Soustruzeni zapichovanim (posuv/ot x otacky) nastroje

(3itka tfisky b kolmo k nakresné) Stranové soustruzeni
(osa X kolmo k nakresné)

Frézovani rovinnou frézou N r‘jposuv
- §itka tfisky b svisle >

- kmitani (zvinéni povrchu) ( Yy Q

ve sméru Y vodorovné
(fréza 63A9R S90AP10D, Z=9)

v
A

y
F ___‘____/ 1_ .
I:y \

Jiné znaceni sil nez
Fx v teorii obrabéni:

W< //// / Fx—Fc  F,—F

fezna rychlost, kladny smysl| osy X

DOHODA: sméry souradnych os podle matematickych pravidel:

- osa X (nezavisle proménna): kladna doprava (Cas nebo vzdalenost
méfena na povrchu obrobku), smér te€ny k obrobenému povrchu;

- osa Y (zavisle proménna): kladna vzhiru ven z obrobku

(hloubka trisky Y\ méfrena kolmo k obrobenému povrchu je tedy zaporna);
- kladné uhly od osy X proti hodinam (thel sily f3) :

pozor: v teorii obrabéni se udava ahel od normaly 3,, p=p,+90°

b ... sitka fezu, bfit kolmy k nakresné - ortogonalni fezani
(zapichovani, hoblovani, obrazeni, protahovani ...)

Jak je to s reznou silou???

148

celni zvinéni




__‘___B...;-" y
AN Pgs Z
5

Y

X

- Fx

YN<0//////// %

fezna rychlost, kladny smysl osy X
>

NejvyssSi mozné zjednoduseni
Tec€na fezna sila Fx je umérna ploSe fezu v normale k obrabénému povrchu,
koeficient uméry... K¢ ........ Fy = - Kcbyy

(v praxi se pro kc udava nékolik opravnych koeficientl na feznou rychlost, chlazeni-
mazani, geometrii bfitu a jeho zaobleni-otupeni,

ale i na okamzitou hloubku fezu Yy !! atd.)
Prepoget na celkovou silu: F = F /sinf,=F,/cos},
Uhel 34 se udava v rozmezi 65°-70° (u titanu i 45°)
Dale budeme piedpokladat, ze ks = konst
a ze uhel B je béhem obrabéni neménny !

Rulizné teorie okolo Fezné sily (napt. Handbook of Mech. Eng.,
skripta Technologie obrabéni - prof. Madl):
Opravné koeficienty na mérnou feznou silu kg:

. Rezna kapalina ... 0,7 + 1
. Material nastroje ... 1 + 1,15
. Opotiebeni bfitu ... 1 + 1,5
. VnéjSi - vnitfni soustruzeni ... 1 + 1,2
. Rezna rychlost v intervalu v = 80 + 250 m/min .... 1,03 - 3v/104
. Pro uhel Cela vy [deq] je

Kc = Kgg (1 - 0,017) /lyylexe

O hAh, WON=

Yy --- hloubka fezu, exp = ??77?
7. Pro zavislost na hloubce rezu
se udava

2000

T k_.=1000/ly,[ex®
kc=konst /ly,lexp £ ¢ I
exp = 0,15+ 0,3, konst = ??? Z
Pozor: o _
- zde dosazujeme ly/, tj. kladné Cislo exp =0,15
(v zavedeném souf. systému je y,<0 !!) 1200 exp =0,25

1000 exp=0,3

Pokud budeme uvazovat
kc=konst a pB=konst, 800
nasledujici linearni model plati 600

pouze v Gizkém okoli hloubky Yy 0 1 2 Iyl [mm] 4
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Proc¢ pouzit teorii regulace a jeji metody:
Samobuzené kmitani pfi obrabéni je zpétnovazebni déj

Rezna sila
NC program <
k n Deformace
zadany prurez trisky - Spl:;?,:zy stroje

Sifka x hloubka (posuv)

g

Opakovani zakladu linearni teorie regulace:
Obvody se zapornou zpétnou vazbou

napr. Harry Nyquist: Regeneration theory
(Bell Telephone Laboratories USA,1932)

LAPLACEOVA TRANSFORMACE
u(t), u(s) ...obecny vstup, y(t), y(s) ...obecny vystup

Gy(S) ... pfenos oteviené smycky (pfimé vétve)
Algebraicky zapis: (u-y)G, =y

u + u- Prenos uzaviené smycky
P? G (s) ‘ Lo

Charakteristicka rovnice uzaviené smycky 1+Gy(s) =0

A. Mez stability: alespon jeden kofen je ryze imaginarni: S = jo
Stabilita je ovlivnéna konstantou uvnitf GO (zesilenim v pfimé vétvi)

Nyquistova zjednodusena podminka meze stability |G ( °(0) — _1|
(nadfazena s nejvyssi prioritou) o\J
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Amplitudov ¢ zesileni

_ 7| = Go(j(’))
absZ =|Z| = 3G, (o)

B. Mez utlumu pii harmonickém
rozkmitavani kmitoétem ®

\/RezG0+Im2GO S\/(1+ReGO)2+Im2GO -lRe GO(jCO)Z —1/2'

<1

Pfi A i B rozhoduje realna ¢ast prenosu oteviené smycky Gj!!!

——— PrekroCeni meze utlumu 1

Dosazeni meze utlumu
na kmitoc¢tu o,

1Z(joo, )l = 1

_______+______

_0‘5 _________ \/_
0 .
{ | 08 ReG,(jo,) =-0,5
o [rad/s] ’ o, o [rad/s]

Linearni model - zpétnovazebni obvod se zapornou zpétnou vazbou
Je nutné uvazovat smysly pohybu:

Yo <0 ... Zadana hloubka fezu, méfena ve sméru normaly dovniti obrobku
y >0 ... nastroj je silou F vytlacovan ven z obrobku (vzhdru)

Yn(E)=Yo(t) + y(t) ... okamZita hloubka fezu

- pfedpokladame trvale Y\<O (tj. lyyl>lyl, nastroj nevyskakuje z fezu)

F - -kayN/ S|nB1 - -KbeN KC=kc/S|nB1
F=-K:byy
Y _K b |F| Deformace -
C stroje Yy
zadana skutegna hloubka <0
hloubka
trisky pohyb nastroje kolmo k obrabénému povrchu
: F: Obracenim znamének vyjde matematicky
"'ch B ekvivalentni zaporna zpétna vazbal!

: Hloubku tfisky (posuv/ot) zadavame
y>0 : v NC programu kladnou, tedy -y,
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Stabilitu ovlivhuje zesileni pfimé vétve,
tj. Sirka b (nikoliv hloubka !!)

Diskuse okolo linearity modelu

1. Hloubka fezu lyyl klesa — K_roste — zesileni pfimé vétve roste —
sklon k nestabilité u jemného soustruzeni (dokonovani) roste??

2. Proménny smér sily 8 ??

- napft. s kolisanim uhlu €ela ¥ (pozitivni - neg. geometrie);
- kdo nékdy oral pluhem, vi o¢ jde: sedlak uvitda B—180°;
- rizny tvar a nastaveni radlice pro pisCitou pudu

a pro "mastnou"” ¢ernozem

3. Vliv tfeni - obecny pienos mezi hloubkou Y, a silou F (K¢ # konst) ??
Napf: treci sila ve sméru osy y (mezi odchazejici tfiskou a ¢elem bfitu):

- pokud se Yy méni v Case, muze navic plsobit sila zavisla na rychlosti
(viskozni treni F; = konst - dy,/dt, fazovy posuv mezi F; a y) je 90°)

Deformace (poddajnost) stroje

staticka deformace 'y

statickd poddajnost =
P J konstantni sila F

Dynamicka poddajnost : (s)
- u obecnych €asovych prubéhu G y (s) = podil Lapl. obrazt = Y
nutno pouzit Laplaceovy obrazy F(s

G,(s) ... index y zduraziuje, Ze jde o pfenos mezi 2Q Im 1Q
normalovou deformaci y

a silou F s obechym smérem f3

Specidlni pfipad: harmonické rozkmitavani (S=jw)
Frekvenéni dynamicka poddajnost:

- mnozina komplexnich Cisel
Frekvencni charakteristika (Nyquistova kfivka):
- rizné zakroucené tvary, typicky oo,
(prisecik se zapornou realnou osou ale nemusi existovat)

v,
L]
L]
]
-
‘e
Y

Gy(jw)zﬁ(;—g%: ReGy +jImGy =|Gy(jo)-e'

O<w<o, <0
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F=-K/by,
Algebraicky zapis rovnic -y ()= -y, (t)-y(t)

y(s)= G, (s) F(s)
F_1 G,(s)

v

pohyb néastroje ve sméru normaly k povrchu

Co zahrnujeme do celkové poddajnosti stroje??
G,(s)= poddajnost nastrojové skupiny

(+ poddajnost regulace pohonu nastroje)

+ poddajnost obrobkové skupiny

Prenos oteviené smycCky

Gy(s)=KcbG(s)

Stabilitu ovlivriuje zesileni v pfimé vétvi,
mj. Sirka b, nikoliv hloubka fezu!!
- obvod ma zapornou zpétnou vazbu
- je mozno pouzit obé pravidla A,B

Rozlisujeme 3 pripady

1. Jednorazové obrabéni
Zabeér jediné tfisky, napf. prvni zdvih pfi hoblovani hladkého povrchu:
- pro praxi nepodstatny pripad, ale jeho vysledek ma nejvysSi prioritu

Nyquist A: na mezi stability je Gy(jow)=K:bG,(jo) = -1

ReG, +jImG, = K_—lb ...realné zaporné 2Q M 1Q

C
. InG,=0...G y(jo)) protne
zapornou realnou osu pro ® = o,

Zakladni podminka meze stability @
—1 3
b, = , S
it K Re G (jo,) CQQ

Pokud existuje prusecik se zap. realnou osou, @
je stabilni d&j omezen podminkou b<b,
a pfi by se stroj rozkmita na frekvenci m, 3Q
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2. a 3. Opakované obrabéni

Zvinéni povrchu, zplsobené kmitanim v prvnim pracovnim cyklu,
se superponuje na novou hloubku fezu, zadanou do druhého cyklu.
Druhym fezem uz muze byt systém vybuzen vic, tfetim jesté vic atd.
Prestoze je zpétnovazebni obvod stabilni, zaina se rozvijet tzv.
vynucené regenerativni kmitani

i kdyZ je splnéna Nyquistova podminka stability b<bkrit

Dva rozdilné pfipady opakovaného obrabeéni

2. Casovy interval mezi dvéma fezy neni definovan

(napf. opakované hoblovani):
- dovolena Sifka fezu a frekvence kmitani jsou pevné dany vlastnostmi

stroje, tj. pfenosem Gy(S)

3. Casovy interval je definovan (soustruzeni, frézovani):
- dovolenou Sifku fezu a frekvenci kmitani lze ovlivnit
(otaCkami, feznou rychlosti)

2. Casovy interval mezi dvéma fezy neni definovan
- nastroj dokonci jeden fez a nasledujici fez opakuje po dobé, ktera neni jednoznacné

dana. V pauze mezi fezy se kmitani muze nebo nemusi uklidnit.
Zabér nastroje ma charakter silového razu, jehoz frekvenéni spektrum obsahuje vice

kmito&td. Zadny z nich nesmi byt amplitudové zesilen, tj. |Z(jo)I<1
Amplitudova charakteristika prenosu uzaviené
smyéky Z(jo) se musischovat pod troven 1

1ZImax Nestabilni proces, amplitudy v

1ZI : Ny
EE‘IIIII--I----- Lljseku frekvenCi meZi Q)a, O)b
Lo, jsou zesilovany (nejvice u ®,¢,)
i i  oblast IZI>1
1 ®_i A _....assse=* Proces na mezi stability,
Utlum amplitud je na vSech

<""""mez utlumu
1Zlmax =1 frekvencich kromé ®,

-
o
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Im

Nyquist B:  1ZI=1
ReG,=KbReG, 2 -1/2 tj. ReG, = -1/2Kcb

Re

Mez stabilniho obrabéni
Frekvencni charakteristika dynamické ~
poddajnosti Gy se zprava dotyka svislice \-§

-1/2K b fo, ©
Frekvence v bodé dotyku je ®4

Mezni (maximalni dovolena) Sifka fezu
na mezi stability je )

(M. Polagek, VUOSO)

- pfi @4 nastava minimum ReGy
- pii 8ifce b, se kmitani ustali na
této frekvenci V. minReG,

- stabilni obrabéni: b<b,.., o, S —

Shrnuti

V pfipadé 2 ma zabér do fezu charakter razu, obsahujiciho mnozstvi
kmitoCtl vybuzujicich stroj. Riziko regenerativniho rozkmitani
fezného procesu nastava na kmito¢tu nejvyraznéjsi $picky 1Z1 ..

a tento kmitoc€et nelze ovlivnit !!

3. Casovy interval mezi dvéma g=r..5patné
fezy je definovan e
(soustruzeni — kontinualni fez, frézovani P

— preruSovany fez). Kmitocet frezného P Ce—n/2. |
procesu je mozno ovlivnit. Fazovy posuvg = = =
mezi zvinénim z predchoziho fezu a DS
trvajicim kmitanim nastroje Ize zmenSit a tim
zmenSit kolisani hloubky fezu.
Regenerativni rozkmitavani se potlaci

a dovolena Sifka fezu se mlze zvétsit

na hodnotu b>b_ .,
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Nejnazornéjsi pripad - soustruzeni zaplchovanlm

PocCet otacCek za vtefinu Ng
N=N[min-"1/60
Stejné misto pfichazi znovu
do fezu s pevnym Casovym
zpozdénim Casu jedné otacky

T&=1/ng

_y(t-T))
| y(t)+posuv/ot
> X

T =1/n,

_____

b \UJFSF

fazovy uhel Jedne viny .
y+e=2T

~

yn(t)=yo(t)+y(t)-y(t-Ta)

Frekvence kmitani f [HZ]:%

€...zpozdéni nového zvinéni za pfedchozim
Pocet vin po obvodu ... N+AN, N=0,1,2,3....,
Fazovy uhel {s netipiné viny AN ... y=27AN

PocCet vin = Cas jedné otacky x frekvence kmitani

pocet vin na obvodu
N+AN=15,8

0<AN<1

N+AN=T f

bude se ndm hodit vztah Taf =N+y/2n mmm) Tq0 = 27N +y

L.obraz funkce zpozdéné o &as T4 (doprav. zpozdéni): y(t-T,) ... y(s)eTd¢s
Df'iVe: _y0>0 -y ch F G y (S) >y
ya(t)=yo(t)+ y(t)
pohyb nastroje ve sméru normaly k povrchu
Nyni —Tas
S )= S)+VY\S)—Vis)Ee
yN(t):yo(t)+y(t)—y(t—Td) - yN( ) yO( ) y( ?“‘4}‘,‘( )
Gy (s) >y
.4“
\\
—/,
KbG,(s)
T 1+KbG, (s)i—e ™)
Tds

navrat k ad 2)

ooooo
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3a. Exaktni reseni

Charakteristicka rovnice
/Kb +G(s)i—e ™ )=0

Charakteristicka rovnice ma nekone¢né mnoho korend,
ale staci védét, ze

na mezi stability je alespon jeden kofen ryze imaginarni: S = j(D

dosazeni s=jo, T,o=2nN+y

e 1@ _ o-i2aN+y) _ v

Charakt. rovnice na mezi stability

1/K cbmer +Gy(jo)l-e " )=0

Upravy char. rovnice (Euler) : e 'V =cosy— jsiny
1/K cbme, +(ReG y + jImG y 1 —cos y + jsin y )= 0

Rozepsani na redlnou a imaginarni ¢ast a eliminace ImG y :
Real : 1/K cbme, +ReG y(1—cosy)—ImG ysiny =0

Imag : ImG y (1 —COos )+ ReG ysiny =0 ..... ImG y = _ lii(ioyssil? v

—ReG ysin *y _ —ReG y(l—cos 2\|/)
l—cosvy l—cosvy

1/K cbme, +ReG y(1—cosy)+ReG y(1+cosy)=0

1/Kcbmez +2ReG y =0

ImG ysiny = = —ReG y(1+cos )

Na prvni pohled pfipad 2

b 1 ale dulezity rozdil:
mez — . - i Zi n
2K cReG, (jo) |mm) nejen ®,; ale mnozina ® !!!
¢ y(J ) Mezni Sifku Ize ovlivnit kmitoCtem,
bme, = b, = funkce (03) resp. fazovym uhlem w, tj. otackami
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3b. Grafické feseni charakt. rovnice na mezi stability

1/Kcbme, +Gy(jo)=Gy(jo) "

Soucet tfi komplexnich Cisel jako vektort (pozor na spravné smeéry Sipek !!)
Vodorovna strana rovnoramenného trojuhelnika: 1/K:b..., = - 2ReG,
Relevantni je jen 2. a 3.kvadrant (zaporna Cast realne charakteristiky ReG,)

Zno vuvychazi b, =

2.Q Im 1.Q

-1
2K cReG , (jo)

Hledani vétsi Sirky b, > b, .
- trojuhelnik by mél mit kratkou zakladnu e
- nejhorsi je ten Carkovany pfi @4 = <
Jak vnutit feznému procesu néjaky ~ <~
vyhodnéjsi kmitoCet, nez je prave w4 77?7
Otackami (viz dale)
Kromé uhlu y se nam hodi i jeho doplnék &

—

e=2m—vy, tg

e _ReGy eIV

= - 7 o 0)
2 ImGy’ /
3.Q 4.Q

- ’y(t'Td)
. —y(t)+posuv/ot

L,
————— - —
; =X
i’ \
\_— 5

] \
7uhel jedné viny *._
Y

pocet vin na obvodu

Uhele >0

N+AN=15,8

m==)>vektor G, (jo) se opozduje za G, (jw)e*)

ZvIinéni nového povrchu se za starym opozduje o uhel ¢

(vychylka se opozduje za silou!!)
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Odvodili jsme jiz dfive: Taf =f/ns =N+y/2n=N+1-¢/2n

_ o _ _l ReGy
f= = —ns(N+1 narCthmGyj

Tzv. "otackova rovnice" ... pfifazuje ke kmitoC€tu na mezi stability otacky,
poCet vin a zméfené (resp. vypoctené) hodnoty dynamické poddajnosti.
Konstrukce grafli ve 4 krocich z uspofadanych dvojic hodnot:

zmeéreno nebo
............................ >
I. @ ReGy,ImGy vypocéteno z modelu

t]. takeé o <> ¢ = 2arctg(Re/ Im)

-1 -» rdzné Sirk i stabilit
D DS b= T e » rizné Sifky na mezi stability
® " 2K cReGy(jo)
............................ » krivky frekvenci pro N=0,1,2,3...
3. € N cennnnsmsmmmmnnneeees w=fce(ng) z otackové rovnice
4 n<& b(l) .................................................

» kFivky Sifek (tzv. loby)
b=fce(ng) pro N=0,1,2,3...

Tvary kfivek ... viz nasledujici PRIKLAD 1 (jednohmotovy systém)

PRIKLAD 1 (nejjednodussi ™Y (1)+ cy(t)+ ky (t) = F(t)sin p

jednohmotovy model) (2/Q +2¢5/Q +1)y(s) = SiiB F(s)
G (i) Yi®) _ 1 sinf3
19)=Hj0) "k (jo) /@ +2¢ jo/Q+1
Im_  sinp/k -

Parametry simulace:
m=20kg, k=1,5 N/um,
Q=274rad/s (43,6Hz)
c¢=550 Ns/m (£=0,05)
R=10mm, posuv 1mm/ot
Kc=1000N/mm?, B=160°

Vektorovy trojuhelnik /

G,(jw) v komplexni roviné

Im(Gy) B
Re(Gy) T
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Otackovy diagram stability
- ve Srafované ploSe pod spoleénym prinikem lobu
v grafu Ng- b je stabilni oblast obrabéni;
- v oblasti nad trovni b, '
- se zménou otacek dochazi k nahléemu kmitoCtovému preladovani
/

- 4 LTI L 7 T 7 T
e gifiy A
E | =i = p nestabiini oblast \A’/Q
o) 27 I:.l::’:;:,! % / ’ :
W -/ &««@
1 RS B

ilni
st

100
Ng[ot/s]
Casové prabéhy y,(t) na mezi stability pro rdzné rezimy

(napf. v bodech A,B,,C,D,) - viz dale

80

120

Casovy Usek od 0 do T,=1/n; .... prvni otacka

(vfezavani noze do hladkého povrchu - klidny déj)

\ D2 |
el . 1/26s 26ot/s |
o - R=10mm
[mm] b=0,46mm
-0.4/ |
-0.6
| zadany posuv 1mm/ot
0.8 p yp
: 45,7Hz |
Yo =-1 1 ; - T =T
0 0.1 0.2 0.3 [s] 0.4
— ]
0 \ %
I _1/45 s 450t/s
0 i R=10mm
[momj{ b=3,3mm
-0.6|
zadany posuv 1mm/ot
-0.8 B
68,6 Hz
1 AAAAAAAAAAANANANANANAS
Yo ALVAVAAAANARAARAANAAR

0.1 0.2 03 [s] 0.4

B1

33ot/s |
R=10mm
b=1mm |

1/33 s

zadany posuv 1Tmm/ot

52Hz
AVAV AW AV AW WV W\ V. W\ V.V . V.. V.V

-0.2
[mm]

-0.4-

-0.6

-0.8-

VIV VVV VUV V VUV VIV VIV VUV

Yo =-1

160

0.1 0.2 0.3 [s] 0.4
cl

1/48 s 480t/s |
R=10mm |

b=1mm J

zadany posuv 1mm/ot

44 1Hz |

0.1 0.2 0.3 [s] 0.4




Co zahrnujeme do celkové poddajnosti stroje??
G,(s)= poddajnost mechaniky nastrojové skupiny

+ poddajnost regulace pohonu nastroje

+ poddajnost obrobkové skupiny

PRIKLAD 2

- model nastrojoveé skupiny dvojhmotovy (N=2)
- kaskadni regulace polohy s pfimym odmérovanim
- radialné poddajné vieteno (dva hlavni sméry kmitani)

)
< B a— yh
Y vinuti ym1 X > ;
N [TlOtOf' / ,magnety
: \ c X
MIANET S
F% I ' 1 s "?’- .

el <1 |7 F
NN Ekutecna

poloha

X

<— zadana poloha

motoru

NC]|

Propojeni blokovych schémat, se¢teni deformaci poddajnost
+ obrobkové
mech ohon i
Gy Gymech+Gypoh0n — Y pr skupiny
Sila mezi
nastrojem a obrobkem
modra Servena (akee - reakce)
Ymech
cesta cesta Gymer:h(s) AL v
3 frent
4 prvky matice poddajnosti = D I R J 2
obecné N-hmotové mechaniky = Y pothon
nastrojové skupiny =vn
Kaskadni regulace polohy
nastrolove skupiny
NC . b l Napéj. zdroj + regulatory |.[ FPmo GNf e
= rychlosti a proudu i+ [
neprimé .
|+ O;Jmer d/4 Rychlostni G GNN .
: polohy Zpétna vazba o
JE— EEEEEEEESR ..... .. A s
| ymotor o o + GiN m"' _flegulace
L pfimé odmérovani poloh pohonu

ynohon
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Scitani v frekvencnich charakteristik Scitani realnych Casti

v komplexni roviné vektoroveé algebraicky
[m/N] Alm -8
. . 20x10 : ,
5ep®
N 1
o %

-5
-10!
-15L - \\:55;:5

0 5 10 15¢8[m/t

100 120

Obé minima ReGy,,, a ReGy;, by se neméla potkat na stejném kmitocCtu
(zde se nastésti nepotkala)

Razné tvary a pruniky lobu, priliS mnoho parametri
pro ovlivnéni stability (regulatory, hmotnosti, tuhosti ...)
- teoreticka moznost vyuziti stabilnich ostrov(
(jen v uzkém tézko udrzitelIném pasmu otacek okolo bodu P)
- podminéna stabilita (v bodé Q nestabilni)

vypocCet lobU bez uvazovani vlivu pohonu

uplny vypocet i s poddajnosti regulace pohonu
0 T T T
5 S — R=1cm
/ 0.05 | n =106ot/s |
4 | (] _ posuv yo=0,2mm/ot
N £
|| £-01- - 1
5 E&“s;abnm
— ' (] frov
£ N9
E ¢'f| ,,;‘l_lj
o 2 .r"lrl. '.I I‘:I.
1 b AL \\ /;{‘«\ Q
i V i S Gsmm 1
0

20 40 60 80 100 120 140 160 : ' ' '
ng[ot/s] 0 0.2 04 06 [s] 0.8 1 12
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Dodatek 1
Pouziti metody GMK (Root Locus) u regulacnich pohonu

V kap.1.18.2 byla u zpétnovazebniho obvodu s jednotkovou z&pornou zpétnou
vazbou na obr.1.16 zminéna metoda ,geometrického mista kofenl — zkratka GMK®,
kterou dale rozvedeme podrobné. Jedna se o postup, umozniujici ze znalosti pfenosu
oteviené smycky ve tvaru racionalni funkce (tj. podilu dvou polynomu)

_ 0, (s) — Z:=o“ksk
FE)(S)_ Qn(s) - zzzobksk

(kde m<n, nejCastéji ale jen m<n) a kofenu jejiho Citatele i jmenovatele urcit
kofeny jmenovatele pfenosu smyCky uzaviené, ktery je

() Fols) _ 0u(s)
U(S)_u s)_1+F0(s _Qm(s)"'Qn(S) .

)
”—»?_‘"—y R(s) >

Obr. D1 Obvod s jednotkovou zapornou zpétnou vazbou

Metoda tedy slouzi k nalezeni kofent polynomu Q,, (s)+Q, (s) a v graficko—pogetni
podobé i poprvé vr.1948 zvefejnil Walter R. Evans, po kierém byva nékdy

dnes jiz necini potize, ale nedavéfivy ¢tenaf si mize pomoci této metody vysledky
svého PC snadno ovéfit a procvicit si operace s komplexnimi &isly.
Vyklad bude doplnén nékolika pfiklady, z nichz nasledujici ilustruji problematiku
regulaénich pohon:
- priklad 4 (obr.D8, D8a) ... proudova regulace stejnosmérného elektromotoru
s Pl regulatorem;
- piiklad 5 (obr.D10) ... polohova zpétna vazba s linearnim hydromotorem
a mechanickou zpétnou vazbou;
- priklad 6 (obr.D11, D12a,b) ... GMK rychlostni smy¢ky dvojhmotového
netlumeného systému s elektromotorem;
- pfiklad 7 (obr.D13) ... polohova zpétna vazba s linearnim hydromotorem
a servoventilem;,
- pfiklad 8 (obr.D14) ... stabilizace polohové zpétné vazby s malo tlumenym
linearnim hydromotorem a servoventilem pomoci filtru.

Uvodem ocitujeme zakladni vétu algebry:
Necht P(s) =a,s"+..+ta,, a,%0, n21, kde ¢isla a,....a, jsou obecné komplexni.

Pak existuje alespori jedno komplexni ¢islo S , pro které plati P(S ) =0.
Jejimi dvéma duleZitymi dusledky jsou:
- polynom n-tého stupné ma pravé n korent véetné jejich event. nasobnosti a Ize jej
vyjadrit jako soucin korenovych Cinitelt
- kaZdou racionalni funkci Ize rozloZit na soucet parcialnich zlomkad.
Déale zavedeme oznaceni
Nk .... kofeny polynomu Q,, s) .... nulové body (stru¢né "
P .... kofeny polynomu Q, (s) .... poly oteviené smycky
Sk .... kofeny polynomu Q,, (s)+Qn (s) .... pOly uzaviené smycky.

nuly") oteviené smycky
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Poznamka: Otevienou smycku systému s regulacnim pohonem Ize zpravidla dobre
matematicky popsat na zakladé teoretického nebo experimentalniho rozboru, nebot se
Zpravidla jedna o seriové spojeni tri zakladnich typl prenosu, kterymi jsou:

- integracni 1/ s s polem v pocatku;

TR 1 ‘
- proporcionalni 1.rad. s pélem —=1/1 ;
proporci [ 1.7ddu —= = s p /
- proporcionalni 2.fadu # se dvéma komplexnimi pély —{Q + jQ\1-77 ;
s
gt

- reciproké pfenosy k predchozim tfem typam.

Z (D1) je vidét, ze uzavienim zpétné vazby se nezméni stupen jmenovatele a Citatel
zustane stejny. Nulové body N jsou stale tytéZz a zméni se jen pdly prenosu
uzaviené smyeky U (s), které zjistime Fe$enim charakteristické rovnice

0,(s)+0,(s)=0 nebo také 1+ Fo(s)=0 1. Fo(s)=-1 (D2)
Evansova metoda rozdéluje podminku v (D2) vpravo na dveé ¢asti:

|Fo(s)=1 (D3)

argFo(s)=n+2qn, ¢=123... (D4)

PFenos oteviené smycky |ze obecné upravit na tvar

)= 0" et _a, 5 b, [
: b,s"+..%bs+by, b, s"+..+b/b 0|_|:=1(S_})k)

(D3)

kde KO:am/bn
V8echna komplexni ¢isla s, spliujici druhou podminku (D4), vypliuji tzv.

geometrické misto fazového posuvu 180° oteviené smyéky (GMK). Protoze vytknuta
realnd nezaporna konstanta Ko (tzv. ,zesileni oteviené smycky“) uréuje pouze
absolutni hodnotu (modul) komplexniho &isla Fo(s), nikoliv jeho argument, tvar

geometrického mista je nezavisly na velikosti Ko. Hledané pdly Sk prenosu U(s) z

(D1) nutné lezi na tomto GMK a jejich poloha na ném se s konstantou Ko méni tak,
aby byla splnéna prvni podminka (D3).

Poznamky: 1) Za nulové body funkce F, (s) a tedy i funkce 1+ Fo(s) lze povazovat i
hodnoty oo, + joo. V pfipadé ryze lomené racionalni funkce (tj. kdy? m<n) je dukaz
trivialni a obecné (tedy i pfi m=n) lze prohlasit, Ze pocet téchto "zviastnich" a
nezapisovanych nulovych bodu je (n —m), coZ zminime v dalsim textu u pravidla ¢€.3.

2) V prenosech dilcich realnych prvki oteviené smyCky (requlatort, napajecich zdrojd,
servoventili, motord, mechanickych systémd s prevody, snimaci atd.) vystupuji realné
konstanty (tzv. "staticka zesileni"), majici v pfislusnych diferencialnich rovnicich jasny
fyzikalni vyznam. Ty dohromady tvori vyslednou konstantu Ko, jejiz fyzikalni vyznam
nemusi byt na prvni pohled jasny, protoZe je v pfenosu oteviené smyCKky vyjadfena tak, aby
v Citateli i jmenovateli byl u nejvy$si mocniny s jednotkovy koeficient - viz tvar v (D5) vpravo.
Jediné tak je mozny rozklad na kofenové cinitele.

3) U uhla (argumenti komplexnich Cisel) je moZno pouZit tzv. modularni (téZ hodinovou)

aritmetiku s periodou 271t (3600) , takZe u nékterych operaci (napf. pri s¢itani vice uhli) staci
uveést druhy séitanec 2qr v (D4) jen jednou.

Soucinovy tvar vpravo v (D5) je vyhodny pro graficko — pocetni postup, nebot
nasobeni (déleni) komplexnich Cisel ve tvaru
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s—=&= ‘s —ﬂ [&/?
znamena nasobeni (déleni) délek L spojnic bodu s,& a scitani (odecitani) jejich
uhld (viz obr.D2). Zlomek (D5) Ize vyjédfit ve tvaru
k= 1LNk (z;n@vk_zr%k)

I_lkl Pk

kde Lpk.nk jsou délky a @pr vk Uhly orientovanych spojnic Cisla s s poly P a nulami
Ny pfenosu Fo(s)

Fy(s)=K, (D6)

Im

ues T Ty e
P )H(Pm v 7 ¢ |

A E |
VX

\'o, §

/s

hd P ?:‘ | Re

Obr. D2

Poznamky: 1) Uhly (argumenty) komplexnich &isel odméfujeme v kladném smyslu vZdy
proti hodinam od sméru kladné reainé osy!!

2) Casto byva v éitateli prenosu Fy (s) pouze konstanta ag a oteviena smycka nema nulové

body, ti. m=0 a Ko =Cbl—0. V takovém prfipadé je u soucinovych vyrazi v (D5) a (D6)

n
nahrazen ¢itatel jednickou a za vsechny thly @nx dosazujeme nulu.

Konstrukce GMK spociva v nalezeni takovych bodl s v komplexni roving, pro
jejichZ orientované spojnice s nulami a poly oteviené smycky plati
arg Fy (s) = ka=1¢Nk ‘ZZ=1 Ppi = TTX2qTT (D7)
Libovolné zvoleny bod nalezeného GMK je hledanym pélem pienosu U (s) pro
velikost konstanty

— I_lk lLPk (D8)

|_|k L

Priklad 1: Oteviena smycka ma prenos se tremi pély R 23 ajednou nulou N1 podle obr.D2
(pOly znacime krizky a nuly krouZky). LeZi-li bod s na GMK, musi pro néj platit

ON1 —Pp1 —@PP2 —@Pp3 =T1E2qTI
a dale, je-li ¢islo s pdlem uzaviené smycky, prislusna konstanta Ko je

Ko =LrilLr2[Lps
L
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v v

zjisténého GMK protne imaginarni osu (1. pol uzaviené smycky bude §=j& ). Zobr.D2 je
zrejmé, Ze délky a uhly spojnic nezaviseji na poloze imaginarni osy, takZze obecné

- tvar GMK zavisi pouze na vzajemné poloze nul a polu smycky oteviené a
nehraje zde roli jejich vodorovna vzdalenost od imaginarni osy.

| kdyz vypocet polld uzaviené smyCky pomoci rliznych iteracnich metod necini
potize, je prospésné znat nékolik jednoduchych pravidel pro konstrukci GMK a
odhadnout tvar jeho kfivek pfedem. Vychazime z nékterych obecnych souvislosti
mezi koeficienty a kofeny polynomu v (D5):

am-1 = m bn—] = n
w z Ni b ZlPk (D8)
bo _

O ) ) i

Ve vztazich (D9) nezapocnavame eventualni nuly a poly v po¢atku souradnic.

Pravidla pro konstrukci GMK
1. GMK zagina v polech P (pro Ko =0) a kon&i v nulach Ny (pro Ko — o). Pohyb
pola uzaviené smyCky po GMK je pfi spojité zméneé konstanty Ko rovnéz spojity.

Dukaz: Charakteristicka rovnice uzaviené smycky je

1+ Fo(s)=0
a dosazenim z (D5) prejde na tvar
[1:(s=P)+ Koy (s—Nk)=0 (D10)
Jeji jiné mozZné vyjadreni pomoci polt uzaviené smycCky je téz
|‘|f(s—sk):0 (D10a)

- je-li Ko =0, zustava v rovnici (D10) jen prvni s¢itanec a jeji kofeny jsou Pk ;
- prfi Ko — o vydélime rovnici ¢islem Ko, ziistane jen druhy sc¢itanec a koreny jsou Nk .
Poznamky: 1) Grafickym znazornénim polt a nul oteviené smycky nazorné vynika moznost

zanedbat dvojici pdl - nula leZici blizko sebe, nebot prislusna spojovaci vétev GMK je
vétsinou velmi kratka. Z algebraického hlediska se jedna o kraceni korenovych cinitelt v

prenosu Fy(s) . Méfitkem pojmu "blizko" jsou vzajemné vzdélenosti ostatnich pélii a nul,

2) Oteviend a uzaviend smycka nemohou mit pii K, # 0 spolecné pdly, protoZe pri spojitém
rastu konstanty K, se spojité méni i poloha poli uzaviené smycky.

2. Pocget vétvi GMK je roven poctu poli Px.

Dikaz: Na kazdé vétvi GMK lezZi jeden pdl uzaviené smycky, nebot uzavienim zpétné
vazby se rad charakteristické rovnice nezméni a oteviena i uzaviena smycka maji stejny
pocet pold.

Priklad 2: Na obr.D3 je GMK pro otevienou smy¢ku se ¢tyfmi poly P1,2,3,4 a jednou nulou
N,, které ma ctyri silné vytaZené vétve 1, 2ab, 3ab a 4. Pri rostoucim zesileni Ko se

napriklad poly uzaviené smycky, startujici z bodi  P,, P,, pohybuji proti sobé na realné ose

po usecich 2a, 3a a v misté svého splynuti (dvojnasobny pdl) nastava rozvétveni GMK a
kaZdy pdl se vyda po své vétvi 2b, 3b.

3. Poget vétvi GMK, kongicich v nekoneénu pro Ko — o, je roven n—m.

Dikaz: Toto tvrzeni souhlasi s pravidlem 1, uvédomime-li si, co bylo feceno v poznamce
pod rovnici (D2) o nulovych bodech, nekone¢né vzdalenych od pocatku. Na obr.D3 konéi v
nekonecnu vétve 2b, 3b a 4.
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4. Vétve GMK jsou soumérné podle reélné osy, nebot komplexni kofeny (at jiz
oteviené nebo uzaviené smycky) tvofi vzdy sdruzené dvojice - viz obr.D2a.
Poznamka: Pokud se v soucinovém tvaru néjakého prenosu - napf. (D5) - vyskytuje
komplexni koren (napr. pol F ), nutné k nému patfi i ¢islo P, komplexné sdruZené a totez
plati i pro kofeny S,,, leZici na GMK. V soucinovych tvarech pfenostu se tedy mohou
vyskytnout aZ Ctyri ¢initele najednou, napr.
(Sl _Pl)(Sl _Pz)(sz _Pl)(Sz _Pz)

Z obr.D2a se Ize snadno presvédcit, Ze pro argumenty jednotlivych Cinitelt plati

Gty =21 P+, =21
a celkovy argument @,, +@,, + @,, + @,, vychazi vZdy jako celo¢iselny ndasobek 21r. TotéZ

plati i v pfipadé kofenu (nul i poli) vicenasobnych, at jiz realnych nebo komplexné
sdruZenych advojic.

Im

Re

Obr. D2a

5. Pro vétve GMK lezici na realné ose plati, Ze rozdil poc¢tu nul Ny a pold P
lezicich na reélné ose vpravo od nich, je liché Cislo. Komplexné sdruzené dvojice
nepocitame. Pravidlo Ize dale zobecnit:

- pokud je rozdil dvou &isel lichy, je lichy i jejich soucet, takze pocty vpravo leZicich
nul a polu Ize i s€itat.

Dukaz doloZime opét na obr.D3, kde je m=1,n=4.

Re

Obr. D3 Asymptoty GMK
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Napriklad bod ¢ vétve 4 je bodem GMK, nebot u néjje m,,,.., = Myprave
jeho spojnic s poly a nulami plati (D7):

¢E =@ = Pp1 —Ppy —Ops —Ppy = TT—4T=-31T
Lichy rozdil splriuji i véechny body mezi poly P,,P,. Napf. u bodu rozvétveni C je

= -3 a pro uhly

m -n =-1 ajeho argument je @ =@y, —@p) —Pp, = T—27T=—T1.

vpravo vpravo
Oteviena smycka ma ve zvoleném prikladu pouze reédlné pdly a nulu. Pokud by méla jesté
néjaké komplexni (tedy sdruZené) dvojice, uhly spojnic kazdé z nich s bodem realné osy daji
v souctu hodnotu 27T, kterou neni tfeba uvaZovat.
6. Asymptoty vétvi GMK mificich do nekoneéna sviraji s kladnou realnou osou thel
2
+ g, =224 (D11)
n—-m
Dikaz spociva ve skutecnosti, Ze pro s — © se uhly vdech spojnic s—P. a s— Nk
rovnaji. Napr. v obr.D3 jsou podle (D11) dvé asymptoty s tihly +60° a tieti vodorovnd splyva
S Vétvi 4.

Poznamka: Pokud je n—m >?2, ma GMK vétve, smérujici do levé i pravé poloroviny. Toto
tvrzeni je pfimym disledkem pravidla 6.

7. Prusecik asymptot lezi na reélné ose a jeho souradnice je
n m
P - Nk
x4 = 21 21 (D12)

n—m

Dikaz: Ve vyrazu (D5) délime jmenovatel Citatelem:
(s" +%s”‘1 + +Zﬁj : (s’” + =l gl +...+@j =s"" +(b"‘1 — fm-l js”"”‘l +...

n n Am am by am
takZe pfenos oteviené smyCky je
Fo(s)= Ko (D13)
Sn—m +(bn—1 _am-1 )sn—m—l + ..
bn am

Pri vysetfovani asymptot klademe s — o, takZe ve jmenovateli (D13) odpadnou (pokud
vibec jsou) ¢leny se zapornymi exponenty. Zistane polynom radu (n—m) jehoZ soucet
korend je podle (D9) roven

aAm-1 _ bn-1
am by
Pro s — o miZeme vsechny poly (D13) nahradit jednim (n —m) - nasobnym pdlem
XA = 1 (am—l _bn—lj (D14)
n—m\ anm by

nebot’ vsechny spojnice poli a bodu s — o jsou zhruba stejné dlouhé a rovnobézZné.
Dosazenim z (D9) do (D14) dostavame dokazované tvrzeni (D12). Pro s —  [ze tedy psat

K
Fo (S) = ﬁ (D 15)
(s—2xa)
Poznamka: Pokud je pocet vétvi GMK mificich do nekoneéna vétsi nez dvé, protinaji se
vsechny jejich asymptoty stale v jedinem bode x, - viz napr. obr.9,10,13.

8. Uhel teény ke GMK v komplexnim pélu oteviené smycky je
Grp =T+ "I =) " Goyic i (D16)

Analogicky uhel te¢ny v komplexni nule oteviené smycky je
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Grv =T+ i — ;"_1¢zbylé Nk (D17)

Dikaz: UvaZujeme ¢islo s na GMK v tésné blizkosti komplexniho pdélu P (nuly N ).
Spojnice s a tohoto pdlu (nuly) se bliZi tecné a ma takovy smér, aby platil vztah (D7). Na
obr.D4 je znazornén pripad pro prenos Fy (s) majici Ctyfi pdly a jednu nulu. Pro uhly plati:
Prpy =TT+ Py =Py =Py =Py = 180" +120" -135" - 65" —90" =10"
¢, =180°/3 = 60"

AN
Obr. D4 Uhly te¢en ke GMK v komplexnich pdlech oteviené smyCky
Body rozvétveni GMK
Ve vicenasobnych poélech oteviené i uzaviené smycky dochazi k rozvétveni GMK
do vice vétvi. Tento jev objasnime pocinaje nasledujicim pravidlem 9, kde se jedna o
nejjednodussi pfipad dvojnasobného realného pélu uzaviené smycky.

9. Rozvétveni mezi dvéma realnymi poly oteviené smyéky

Vétev GMK, lezici na realné ose a ukoncena z obou stran dvéma pdly oteviené
smycky muze (ale nemusi) obsahovat bod, ve kterém se GMK rozvétvuje mimo
realnou osu. Dochéazi k prfechodu dvou redlnych poli uzaviené smycky v jediny
dvojnasobny po6l C a dale v komplexné sdruzenou dvojici. Pokud bod rozvétveni C
existuje, te€na v ném je kolma na realnou osu a pro jeho soufadnici plati vztah

P DN |
2Licoy T2icop (D18)

Jde o zvlastni pfipad realnych péli oteviené smycky, ale rovnice (D18) plati i v
pripadé komplexné sdruzenych dvojic nul i polu (napf. u obr.D5). Dalsi pfipady
rozvétveni jsou na obr.D8, D10, D12, D13. RozSifeni platnosti vztahu (D18) podame
u nasledujiciho pravidla 10.

Pravidlo 9 budeme ilustrovat na obr.D3a (jde o pfipad z obr.D3, kde oteviena smycka ma
jeden nulovy bod a ¢tyri poly, vsechny realné):
- pro kazdy bod s leZici na GMK plati obecné rovnice (D7):

¢N1 - ¢P1 _¢p2 - ¢p3 —¢P4 =mx2qmr
Pro v obrazku vyznacené uhly a, , 4, plati vztahy

O == B, $p =TT=Qy, Ppy =TT— 05, Pp3 =03, Pp, =0,
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neboli
=B -mta, -nta,—ay,—a, =mx2qn
=B tao+a,-a;-a, =2m+2qmr=0
Pokud je vzdalenost o bodu s od realné osy velmi mala, miZeme uhly ve vzniklych

trojuhelnicich (s respektovanim znamének!!) nahradit jejich tangentami:
-_ 0 -_ 0 -_ 0 -_ 0 -_ 0
ﬂl_—C+N1’ “TTcep T crp BT R TR AC
Re
Obr. D3a Rozvétveni GMK na realné ose
Po slouc¢eni poslednich vztaht a upravé vychazi
o __ o0 , 0O o , O

C-N, C-P C-P, C-P, C-P,

a po vykraceni O je potvrzen vztah (D18).
10. Vypoéet mista rozvétveni ve vicenasobném poélu uzaviené smyéky
Ma-li uzaviena smycka r—nasobny realny nebo i komplexni pol C, plati vtomto

bodé pro pfenos oteviené smycky Fp (s): ng’" (j) vztahy
4y (s) =R (€)=0
0,(C) =y 1 _2(C) =y 1 (D19)
0,(C) <1 C-N, Q,(C) 1 C-FR

Nuly a poly oteviené smy¢ky N,, B, mohou byt redlné i komplexni.
Dikaz: V pripadé r - nasobného pdlu C Ize vytknout ve jmenovateli pfenosu uzaviené
smyéky (D1) &len (s—C)", takze charakteristicky polynom mé tvar
0, (s)*+0,(s)=(s=C) H(s)

kde vyraz H (s) obsahuje soucin zbyvajicich (n—r ) kofenovych Ciniteli. Dale je moZno

psat
0,(5)*Q,(s) _(s=C) H(s) .
1+ F = = =(s-C) G D19a)
0 (S) 0 (s) 0 (s) (S ) (S) (
Bod C neni pélem otevi'ené smycky (viz pozndmka 2 u pravidla 1), tj. neni nulovym bodem
funkce Q, (s) , takZe funkce G(s) =H (s) / 0, (s) je v jeho nekone¢né malém okoli

diferencovatelna. Derivovanim (D19a) dostavame
[1+Ey(s)] = Fy(s)=r(s =€) G(s) +(s =€) G'(s)

a dosazenim s = C vychazi
Fy(C)=0 (D20)
Tim je dokazano prvni tvrzeni v (D19). Zaroverni plati pro derivaci podilu dvou funkci
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() = Qm(s)] _ 00 (5)0n(5) =0 (5)0i (s)
F = = D21

i) {Qn (5) 0i(s) .
Pro s = C tedy musi byt Eitatel (D21) nulovy, t.

Q. (s) _ ()|

0,(s)  Q.(5),c
Dale se odvolame na zakladni vétu algebry a na tzv. Heavisideuv rozklad (1.68),
umoZriujici ryze lomenou racionalni funkci s poly p; rozloZit na soucet dilcich zlomki:

(D21a)

Am(s):i K; kde m<n, Ki:A’,”(pi) (D22)
Bn(s) i=1 %~ Pi Bn(pi)

Ve zvidstnim pripadé, kdyZ citatel bude derivaci jmenovatele, 4. A, (s)=B,(s), se jednd o
tzv. logaritmickou derivaci funkce B, (s) avychaziK, =1, takZe
B 1
A0 P (D23)
Bn(s) =15~ Pi
Aplikaci (D23) na funkce Qn (s),Qn (s) v (D21a) vychazi druha rovnice v (D19), ktera
zobecriuje platnost rovnice (D18) v pravidle 9, kde se jednalo o specialni jednoduchy pripad
bodu na reélné ose.

Poznamky: 1) Po zderivovani levého vztahu v (D2) vychazi pro Eitatel a jmenovatel prenosu
oteviené smycky v kaZzdem bodé GMK (nejen v bodé rozvétveni) rovnost

0, (s)=-0,(s) (D23a)
2) Neduveérivy ¢tenar si muZe v nékterych dale uvedenych pfikladech zkontrolovat, Ze postup
podle (D18) a obou rovnic v (D19) dava stejné vysledky. Je z nich ale mozno Zzjistit pouze
bod C (nebo i vice bodli) rozvétveni. Tvar GMK okolo nich zatim nezname a pro obecny
pripad r > 2 bude vysvétlen v pravidle 13.

Priklad 3:

Exaktni vypocet tvaru GMK predstavuje hledani korend polynomu fadu n. Predchazejici
pravidla budeme proto demonstrovat na pfenosu oteviené smycky, ktery ma jen dva pdly
B, P, ajeden realny nulovy bod N :

s—N

(s=R)(s-£)
Tento jednoduchy pripad vede na reSeni kvadratické rovnice. Charakteristickda rovnice
uzaviené smycky je

Fy(s)=K, (D24)

s’ +(K,~B~-P)s+PP-K,N=0 (D25)
Budeme hledat obecné komplexni kofeny uzaviené smycky ve tvaru s = x* jy, {j.
X +2jxy=y* +(K,~R-B)xx(K,~R-B)jy+RR-K,N=0 (D253
Je-li prava strana rovnice nulova, musi byt nulova imaginarni i realna cast levé strany:

- imag. éast: +2jxy+(K,~PB—-P)jy=0, ivzdy K,=B+P-2x (D26
- redina cast: -y +(K,~B-PB)x+BP-K,N=0
a po dosazeni za K, z (D26) a upravach je
x*+y*=2Nx-PBB+N(R+PB)=0 (D27)
Substituce x =z+ N :
Z2+y*=N*+BRP,-N(B+P) (D28)

Dale rozlisime dvé moznosti:
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A) Poly oteviené smyCky jsou komplexni, t.
P,=ptjq, B+P,=2p, RP,=p'+q
Vzhledem k tomu, Ze o tvaru GMK rozhoduje pouze vzajemna poloha nul a pdlu oteviené

smyc¢ky, nikoliv poloha viéi imaginarni ose, vyhodné ji posuneme tak, aby prochdzela obéma
poly, takZe bude p =0. Prava strana rovnice (D28) je vZdy kladna:

N*+BP,-N(B+P)=N>+4’>0

2

Viychazi rovnice kruZnice Z2+y =p

s polomérem p =N >+ q2 a stredem v bodé z =0, tj. v nulovém bodé oteviené smycky
x = N . Dva pruseciky kruznice s realnou osou (pii y =0 ) jsou

x=N+p,x,=N-p (D29)

Podle predchozich pravidel se pdly uzaviené smycky pri rostoucim zesileni K,

pfemistuji z komplexnich pdli F,, po dvou protilehlych obloucich do jednoho priseciku s

redlnou osou (dvojnasobného polu C uzaviené smyCky), kde nastane rozvétveni GMK
doleva a doprava po realné ose do dvou nulovych bodu, z nichZ jeden je N a druhy lezi v
zapornem nekonecnu, viz bod x, v obr.D5. Vylou¢eni moznosti rozvétveni v bodé x, a
pohybu jednoho z poli do kladného nekonecna vyplyva z rovnice (D26), kde na levé strané
Jje kladna hodnota K, takze

K,=B+P,-2x=-2x20
neboli x <0 a relevantni je pouze cast oblouku, leZici vievo od bodi F,,. Z obou moznosti

v (D29) tedy pfichazi v uvahu pouze hodnota x, = N — p a prislusné zesileni je

K,==2N+2p=2N*+q* -2N (D30)
Celé GMK na obr.D5 ma podle pravidla 2 dvé vétve a pohyb pdli po nich je vyznacen
Sipkami. Pri posunuti imaginarni osy vlevo nebo vpravo se tvar GMK ani k jeho bodim
pfifazené hodnoty zesileni K, nezméni.

Im:

P
I
Obr. D5 Poly oteviené smycky komplexni, varianta A

S S
C-N C-jg C+jgq

Upravami ziskdme kvadratickou rovnici  C>—=2CN —g*> =0
se dvéma koreny C,=Nt JN*+q° = X, 5

2

Kontrola bodu rozvétveni GMK podle (D18):
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a volba bodu rozvétveni C =x, byla jiz objasnéna vyse. Vysledek Ize zkontrolovat podle
(D19) resenim rovnice FO' (s) =0.

B) Poly oteviene smycky R, jsou realné:
- kvali zjednodusSeni uvah opét posuneme imaginarni osu do nékterého z obou (napf. do
P), takZe bude P, =0 a zbyvajici pél B, oznacime pouze P . Rovnice (D25) pfejde na tvar
s*+(K,~-P)s—K,N=0
Jeji diskriminantje D =(K, - P)" +4K,N = K2 + P*+2K, (2N - P) (D31)
B1) Pii N=0 je vZdy D>0 (nebot K,=0) a pdly uzaviené smycky budou rediné, i

kdyz bychom pri 0 <P <N mohli podle pravidla 9 o¢ekavat mozZnost rozvétveni GMK do
dvou poli komplexné sdruZenych, viz obr.D6.

B2) Pri N <0 muZe byt diskriminant kladny i zaporny, takZe pdly uzaviené smycky mohou
byt realné i komplexni. Rozhodujici je vzajemna velikost N a P :

B2a) Pro N > P je nutné také 2N > P, takZe D >0 a pdly jsou readiné, viz obr.D7.

Im Im
— \
l : =

|

-—X  ¥————>0 - X O—X—

P N Re P N ' Re
| \

Obr. D6 Obr. D7
Pdly oteviené smycky readiné, varianta B1 Pdly oteviené smycky reainé, varianta B2a

B2b) Pro N < P zavisi znaménko diskriminantu i na velikosti zesileni K, takZe je
nutno uvaZovat obecnou komplexni variantu s pouZitim rovnic (D25a) + (D28):
- protoZe jsme zvolili P, =0, pro zesileni plati z (D26)
K,=P-2x (D32)
a rovnice (D28) prejde na tvar
Z2+y’=N(N-P) (D33)
Pri N <P je prava strana kladna a stejné jako v pripadé A) jde o rovnici kruZnice se
stfedem v bodé x = N a polomérem p =.,/N (N - P) . Jeji priseciky s redlnou osou jsou
x=N+p, x,=N-p
a na rozdil od pripadu A) jsou zde body rozvétveni GMK dva. Prislusné hodnoty zesileni

jsou podle (D32)
K, =P-2x,=P-2N-2p, K,,=P-2x,=P-2N+2p

Celé GMK ma opét dvé vétve a na poloze imaginarni osy nezalezi, viz obr.D8. Pro hodnoty
zesileni mensi nez K, nebo vétsi nez K, lezi poly uzaviene smyCky na realné ose.

Kontrola bodu rozvétveni GMK podle (D18):
1 1 1
= + —
C-N C-P C
a Upravami ziskdme kvadratickou rovnici  C*=2CN + PN =0

se dvéma koreny C, =NiJN(N—P) =Ntp=x,

Vysledek Ize opét zkontrolovat podle (D19) FeSenim rovnice FO' (s) =0.
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A

Obr. D8 Poly oteviené smyCky realné, varianta B2b

Priklad 4:
U varianty B2b) se jedna o Ccasty pripad proudové requlace stejnosmérného
elektromotoru s Pl-requlatorem - viz zjednodusené blokové schéma na obr.D8a.

Z
2> Al K TuS+1| Y; [rranzist| U 1 I
= Pl Ty S ménic Ls+R
proudova zpétna vazba

Obr. D8a Regulace proudu stejnosmérného elektromotoru

Prenos Pl-regulatoru mezi rozdilem poZadovaného a skute¢ného proudu Al a poZadovanym
napétim motoru U , ma jeden nulovy bod N = —1/ Ty, ajeden pdl v pocatku:

I (s)= Uz (s) = Kp; Tys*l

Al (S ) TNIS
Vystup regulatoru je povelem pro pulzni sitkovou modulaci tranzistorového ménice, jehoz
prenos zde idealizujeme jako jednotkovy. Jeho vystupni napéti U uréuje proud vinutim
motoru s odporem R a indukénosti L . Predpokladame-li stojici motor, neni tfeba uvaZovat
jeho vnitfni indukované napéti a pfenos mezi napajecim napétim z méni¢e a proudem ma
jeden pél P=-R/L=-1/1,:

F

mot

(S) = I(s) = 1 = 1/ R
U(s) Ls+R 1ps+l1
Definujeme tzv. elektrickou Sasovou konstantu T, =L/R, kterd byva obvykle viivem

indukénosti prilis velka, takZe pol P leZi blizko pocatku a motor sam by reagoval na rychlé
zmény napéti svym proudem (tj. momentem) pomalu. Prenos oteviené smyCky je vhodné
upravit zavedenim konstanty K, = K, /L na tvar, vhodny pro rozklad na kofenové éinitele:

Tys+l s+1/T,
" T,s(Ls+R)  ° s(s+1/z,)
Proudovou zpétnou vazbou vznika novy prenos 2.radu
I(s) _ Ky (Tyys +1) _ K,(s+1T,,)
I (s) TNILs2 & (TNIR +7 TNIKPI)S + Ky 57+ s(l/TE +7 Ko) + Ky /Ty

s moznosti volby dvou komplexné sdruZenych poli S, ,, které budou leZet dostatecné

Fy(s)=K

daleko od pocatku i od imaginarni osy, jak je naznacéeno u GMK na obr.D8. Tim je potlacen
zpozdujici vliv indukénosti a reakce motoru se zrychli, aniz by byla ohroZena stabilita Fizeni
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jeho proudu. Z obrazku je ziejmeé, Ze polomér kruznice p by mél byt velky (. integracni
¢asovd konstanta Ty, mald) a Zadané polohy pdli S, , bude dosaZeno zvySovanim zesileni
K, . Nulovy bod N =-1/Ty, zistéva zachovan. Podrobné o proudové regulaci viz lit.[12].

11. Rozvétveni ve vicenasobném realném p()lu (nule) oteviené smy¢ky
Ma-li oteviend smycka r—nasobny realny pél C,, GMK se v ném rozvétvuje do r

paprskl, tvoficich v jeho bezprostfednim okoli soumérnou rdzici s uhlem dvou
sousednich paprsku

A¢otevr = 2'72-/’,‘ (D34)
Totéz plati i pro r —nasobny realny nulovy bod.
Rozvétveni zobrazené na obr.D3 je zvlastnim pfipadem pro r =2 v pfipadé, Ze poly
oteviené smycky P,P, lezi nekone¢né blizko sebe a podobné i u obr.D8.
Rozvétveni ve dvojnasobném pélu v po¢atku je na obr.D12a,b.

Dakaz: Pro r — ndsobny redlny pdl C, Ize prenos oteviené smycky (D5) psét ve tvaru
" (s=Ny)
FO(S)_K |_|k1s _KO GN(S) -
[N (5= R)Hs=C))" Gp(s)Us =G (D35)
Gy ()= |_|k=1 s=N.), Gp(s)= |_|k=r+1(s—
kde G, (s) je cdst jmenovatele, obsahujici zbyvajici pély. Pro uhly plati
arg I, (s) =argGy (s) —arg Gp (s) —rlarg (s - CO)
rﬂrg(s—CO) =argGy (s)—argGP (s)—arg F, (s) (D36)
Zvolime-li ¢islo s na GMK v nekonecné malém kruhovém okoli nasobného polu C,, jsou

uhly spojnic ¢isla s a realnych nul a poli oteviené smycky, leZicich vlevo od C,, nulove.
Unly spojnic &isla s s pripadnymi komplexné sdruZenymi dvojicemi nul nebo péli daji
dohromady 27T a rovnéZ je neni treba uvaZovat. Roli hraji pouze realné nuly a poly oteviené
smycKky, leZici vpravo od C,. Zde je nutno rozliit dva pripady:

a) Rozdil poctu nul a pdlt leZicich vpravo od C, je lichy, takZe v (D36) bude

arg Gy (s)—arg G, (s) ... lichy nasobek 1
Podle (D4) je ale arg F, (s) také lichym nasobkem 71, takZe na pravé strané (D36) je rozdil

dvou lichych nasobkd, tj. sudy nasobek 11, neboli
arg(s C) 2q7T’ qg=123..
r

a pro uhel dvou sousednich paprsku plati (D34):
_2(¢t)7m_2qm_op
A¢m‘evr - - -
r r r
Cisla s jsou tedy rozmisténa okolo bodu C, v pravidelnych uhlovych rozteéich podle (D34),
pficemZ jedno z nich (a tedy cela jedna vétev GMK vychazejici z bodu C,) vZdy leZi na
rediné ose, nebot vZdy Ize nalézt takové celé éislo q , aby &islo 2q/r (ti. ndsobek IT) bylo
rovnéZz celé.

b) Rozdil poétu nul a pdli leZicich vpravo od C, je sudy, takZe v (D36) je

arg Gy (s)—arg G, (s) ... sudy ndsobek 1
a na pravé strané (D36) bude rozdil sudého a lichého nasobku, tj. lichy nasobek 1T, neboli
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arg(s—CO) =w, qg=123..
r

a opét plati (D34):
2[(g+1)+1]m_2(q+1)7_op
r r - r

A ¢otevr =

Na rozdil od pripadu a) ale existuje mozZnost, Ze GMK nem4 vétev leZici na redlné ose,
nebot pfi sudém ¢isle r nelze nalézt celé ¢islo ve tvaru (2q+1)/r. To je pripad

dvojnasobného polu v pocatku na obr.D12a,b.
Pro r — nasobny nulovy bod je dikaz pro oba pfipady a) i b) analogicky.

12. Rozvétveni ve vicenasobném komplexnim poélu (nule) oteviené smyéky
Ma-li oteviend smyCka r—ndasobnou dvojici komplexné sdruzenych pdéld nebo
nulovych bodd, GMK se v nich opét rozvétvuje do r paprsku, tvoficich soumérnou
rlzici s thlem dvou sousednich paprsku podle (D34):

A¢0I€W‘ = 2”/r

Dukaz provedeme pro variantu s komplexnimi poly. Ukazka rozvétveni ve dvojnasobné
sdruZené avojici Cy, , je na obr.D9, kde je r =2, m=1, n=5. Zbyvajici pdl i nula jsou zde

realné, ale obecné mohou byt i komplexni. Do nekone¢né malého kruhového okoli jednoho
polu z r — nasobné dvojice (v obr.D9 napf. C,, ) poloZime ¢&islo s,, 0 némz preapokladame,
Ze leZi na GMK. Prenos oteviené smycky vznikne dpravou (D5):

Fy(5) =K H“ n ) =K, Ou (1) (D37)

0 r r
|_| k=2r+1 51 EOSI C01) [Gsl Coz) Gp (31) [Gsl B C(n) [051 - Coz)

kde N,,P, jsou zbyvajici (a oproti ¢islu s, od bodu C,, velmi vzdalené) singuldrni body.
Analogicky k (D35) je

|_|:11 k Gp (Sl): HZ=2r+1(S1

V4
Obr.D9 Friklad rozvétveni GMK ve dvojnasobnych komplexnich pdlech oteviené smycky
(vyznam uhlu Y bude vysvétlen u obr.D15)

Pro dhly plati
arg I, (51) =mx2qmr=arg Gy (sl) —arg Gy (s1 ) —rlrg (s1 - Co1) —-r Brg(s1 - Coz)

Po dosazeni za arg(s,—Cy,) =72  ziskdvdme vztah
rlarg (s, — Cy, ) =arg Gy (s5,) —arg G, (s,) = (r +2) Gy/2 5 2971 (D38)
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Argumenty vyrazi G (s1 ), G, (51) Ize povaZovat za konstantni bez ohledu na pohyb ¢isla
s, v nekonecné malém okoli bodu C,,. Soucet prvnich tfi s¢itanct na pravé strané (D38) je
tedy nezavisly na poloze bodu s, a oznacime jej a :
a=argGy (s,)—arg Gy (s,) = (r+2) 072

Bude tedy

rlarg(s, -~ Cy, ) =aF2qm
Argumenty hledanych ¢isel s, pro hodnoty g =1,2,3.... jsou

a _2m_4m_ 61T _

arg(sl _COI) :7+7+7+7+ .....

Pro uhel dvou sousednich paprskit GMK tedy opét plati (D34), ale na rozdil od pravidla 11 je
celd soumérna riZice obecné natoéena o uhel a/r, ktery je dan rozloZenim zbyvajicich nul i

poli N,,P,. V obr.D9 je rozdil uhli ¢, —@, velmi maly, takZe uhel natoceni dvojramenné

"riZice" je zde priblizné a2 =-21r a obé vétve vychazeji z pélu C,, (ktery je bodem GMK
pro velikost zesileni K, =0) téméf vodorovné. Na obrdzku je zakresleno i vSech pét polt
uzaviené smyCky S, pro urcitou nenulovou hodnotu K, .

13. Rozvétveni ve vicenasobném polu uzaviené smyéky
V bodé C, kde ma uzaviend smycka pfi zesileni K, realny nebo komplexni

r—nasobny pél, se GMK rozvétvuje do 2r paprskd, tvoficich soumérnou razici
s uhlem dvou sousednich paprsku

Az =§ (D39)

Pfi rastu zesileni ve sméru K, <K, - K, - K, > K, se poly uzaviené smycky
S, pfiblizuji k bodu C od pola B, smycky oteviené po lichych paprscich a po sudych
se od néj vzdaluji smé&rem k nulam N, .

Rozvétveni ukazana na obr.D3,D3a,D5,D8,D12,D13 predstavuiji pfipad pro r=2,
na obr.D10 pro r =3.

Dikaz: Predpokladejme obecny pfipad, kdy pro ur¢itou hodnotu kladného zesileni K. v
(D5) ma uzaviena smycCka kromé jednonasobnych poli i r—nasobnou komplexné

sdruZenou dvojici polii C,,C, . Podle (D19a) plati napr. pro r — nasobny pél C, obecné
0, (s)*0,(s) _(s=G) H(s)
0, (s) 0,(s)

kde funkce H (s) obsahuje n—r kofenovych Ciniteli, prislusejicich zbyvajicim polim

1+ Fy(s)=

(D40)

uzaviené smycky (vcetné pdlu komplexné sdruZzeného C,) a funkce Q, (s) obsahuje n
korenovych cinitelt, prislusejicich polim smyCky oteviené. Soucty argumenti kofenovych
CinitelG u obou funkci oznac¢ime strucné arg H (s) a argQ, (s) lakZe cely vztah pro
argumenty v (D40) je

arg [1 +F, (s)] =rlarg (s - Cl) +arg H (s) —argQ, (s) (D41a)
Predpokladejme, Ze ¢Gisla s leZi v nekone¢né malém okoli bodu C,, takZe jejich vzdalenost

od ostatnich poli uzaviené i oteviené smyCky je tak velika, Ze prislusné argumenty Ize
povaZovat za konstantni bez ohledu na polohu ¢isla s . Zavedeme struéné oznaceni

argH(s)—arg 0, (s) =a = konst (D41b)
Je-li bod C, pélem uzaviené smycky, plati podle (D2) a (D5)
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I_lzlzl(cl _Nk)
‘ HZ=1(C1 _Pk)

a cislo F, (Cl) =-1 leZi na zaporné realné poloose v bodé -1 s argumentem m+2qm. V

=0

1+F,(C)=1+K,

nekonecné malém okoli vicenasobného pdlu C, tedy nastavaji dva pripady:
A) Fy, (s) <-1 t 1+Fy, (s) <0 neboli arg[l +Fya (s)} =mx2qm
a podle (D41a,b) je

2
argA(s—Cl):—%+77Ti%ﬂ
B) FOB(S)>—1 t. 1+FOB(S)>0 neboli arg[1+FOB(s)]=012q7T
argB(s—Cl):—giziﬂ

-
Uhel dvou sousednich paprski je tedy

arg (s —C)) —argz(s —C)) =77T

a cela razZice, ktera jich obsahuje 2r, je natocena o uhel %.

Priklad 5:

Polohova zpétna vazba s linearnim hydromotorem a mechanickou zpétnou vazbou
Jedna se také o priklad 20 v kap.1, kde je GMK uvedeno na obr.1.23. Hydromotor jakozZto
pruzny c¢len se setrvacnou zatézi je popsan prenosem druhého radu s viastni frekvenci Q,
ridici ventil je ovliadan mechanicky. V praxi se tento zptsob fizeni polohy vyskytuje napf. u
posilovacu fizeni, oviadani kormidel letadel nebo u mechanicko-hydraulickych kopirovacich
systémd obrabécich stroju, viz obr.2,3,4 v lit.[15].

U prikladu 20 v kap.1 zavedeme oznaceni K, = K Q? , takZe prfenos oteviené smycCky je

_ K _ K, S _
Fo(s)— > — , . m=0, n=3
2{ 2+20Qs5 + Q7
o(gergom) b ramea)
Jeji poly jsou B, =-0Q+ jQ\1-7* , P,=0

Charakteristicka rovnice uzaviené smycky je
53 +2ZQS2 +Q2%s+ Ko =0
Po zavedeni konstanty K, bude mit vztah (1.86a) pro kritické zesileni na mezi stability tvar
K, =2¢Q° nebotaké K, =2¢Q

V praxi nékdy byva nepfijemnym jevem malé pomérné tlumeni { v Fadu jednotek procent,
takze poly oteviené smycky F, maji malou realnou sloZku a je nutno je oddalit od
imaginarni osy instalaci pridavnych tlumici. Zde budeme hledat takovou hodnotu { , pri
které oddaleni pold K, od imaginarni osy umozni dosahnout u uzaviené smycky stav s

trojnasobnym realnym pdlem C (. r =3 ). Musi tedy platit identita
$+20Qs* + Q%5+ K, = (s—C)’ =5° -3Cs* +3C%s - C3

Z rovnosti koeficientt u s> vychazi velikost trojnasobného pdlu
C=-2{Q/3

Rovnost koeficientt u s je Q% =3C?, neboli Q? =47 2Q? / 3. Pomérné tlumeni je tedy

Z.=3/2, 4. c=-0/\3

Z vyse uvedené identity vyplyva pfislusna velikost zesileni oteviené smycky
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Koe =—C’ = QS/\/E
Jeji poly R 23 tvori rovnostranny trojuhelnik a v trojnasobném pdlu uzaviené smycky C se
GMK vétvi do Sesti paprski, svirajicich mezi sebou dhly 77/3 =60°. Podle (D12) se
asymptoty protinaji pravé v bodé C :

3
_Z1Pk __ZZCQ__ Q
xA_ - -

3 3 NE)
Podle (D11) je jejich thel @4 = +60°, takze celé GMK je tvoreno tfemi pfimkami podle
obr.D10 (srovnej s obecnym pripadem jednoho realného a dvou komplexné sdruZenych polt
na obr.1.23). Kritické zesileni na mezi stability bude

KOkrit = Q3\/§
Kontrola bodu rozvétveni GMK podle (D18):
1 1 1 1 1 1
+ + = + +—=0
C-B C-P C-P C+0Q-jQJ1-¢> C+Q+jQ1-¢> C
a Upravy vedou na feseni kvadratické rovnice  3C* +4{QC +Q* =0

Jeji diskriminant je pfi { :\/3 / 2 nulovy, takZe C = —Q/ V3= Xy

Imy/
P1 b KOkrit
P
< Re
I:)2
\
Obr. D10 Rozvétveni GMK v trojnasobném pdlu uzaviené smycky
Priklad 6:

GMK rychlostni smycky dvojhmotového netlumeného systému s elektromotorem
Vychazime z obecnych blokovych schémat na obr.3.4a,b pro N =2 a ze vztahu, které jsou
pro rotacni dvojhmotovy systém odvozeny v kap.3.5 podle obr.3.5. Moment setrvacnosti
rotoru motoru je J,, jeho uhlovou rychlost oznacime v,. Pro hnany setrvacnik plati

analogicky oznaceni J,,v,, prevodovy pomér je p =v, / v, . Torzni tuhost pruzneho

prevodu redukovana na hiidel motoru je k,, pro redukci na hnany hiidel plati k, =k p*.

Rychlostni zpétna vazba je zavedena od rychlosti motoru. Zjednodusené blokové schéma s
Jjednotkovym pfenosem proudové regulace je na obr.D11.
"4

4 ¥ T.s+1 1
1NC ~
bk s *G,(s)~1+{>—>M1 sG, (s)

Plreg. Napaj. zdro L 4
rychlosti Reg. proudu

Obr. D11 Blokové schéma regulace rychlosti elektromotoru

Pro lepSi nazor na rozloZeni hmot zavedeme pomocnou velicinu (tzv. "Cinitel interakce")
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Poznamka: Ve snaze dosahnout pri daném krouticim momentu motoru maximaini uhlové
zrychleni na hnaném hrideli byva ¢asto volen tzv. "optimalni pfevod” podle zjednoduseného

vztahu (9) z lit[18]: p,, =+, [, . U, =, pfpt a cinitel interakce v takovémto
specialnim pripadé je ¥ =1. Této vyhodné volbé pievodu se budeme vénovat pozdéji.
Celkovy moment setrvacnosti, redukovany na hfidel motoru, je
Joar =7, +J2/P2 =Ji(1+))
Torzni kmitocet volného systému je po dosazeni do (3.51c)
ky (1+ x)

2

=Q,J1+yx (D42)

kde Q, =.\/k,/J, je torzni kmitocet samotného setrvacniku J, pfi zablokovaném motoru.
Prenos mezi momentem motoru M, a jeho rychlosti v, ziskame Upravou vztahu (3.64):

2 2
sGyy (5) = A\;((SS)) ~7 - :QL 2
1 1s(s +Q )
Prenos oteviené smyCky (pfimé vétve v obr.D11) je
TNs+1D s*+Q7 (S+1/TN)(S2+Q%)
Tys Jls(s2 +Qz) g (s2 +Qz)
kde K, =K,K/J,. Oteviend smycka méa jeden redlny nulovy bod N, =-1/T, , dva ryze

Fy(s)=K,Ky (D42a)

imaginarni nulové body N, ; =+jQ, , dva pdly v pocatku F,, =0 a dva ryze imaginarni poly
P, =%jQ. Po dosazeni (D42a) do (D1) vychazi prenos uzaviené smycky se

Jjmenovatelem (charakteristickym polynomem 4.stupné):
v(s)=—nls) Ko (s +1/Ty)(s* + )
Vine () 5"+ Ko’ +(QZ+K0/TN)S2+KOQ%S+KOQ%/TN

(D43)

Dale budeme resit specialni pripad, kdy ma uzaviena smycka vicenasobné podly.
Jejich predpokladany tvar je obecné
S, =xtjy S;4 =X~ Jy
(ti. bud’ A)... jeden ctyinasobny realny pdl pii y =0, nebo B)... dvojndsobna komplexné
sdruzena dvojice). Charakteristicky polynom uzaviené smycky bude tedy

(s—x—jy)2 (s—)c+jy)2

a po roznasobeni
2
st —dxs’ + (6x2 + 2y2)s2 —4x()c2 + y2)s + (x2 + y2) (D44)
Porovnanim konstant u tfeti, druhé, prvni a nulté mocniny s v (D44) a ve jmenovateli (D43)
ziskame Ctyri rovnice, jejichZ fesenim jsou Ctyri hledané veliciny:

Q Q
TN=Q% X Ko =2QX =4X[Ty . x=-T1\x. y=+3tJa-x (D45

Pdly uzaviené smycky jsou tedy

Q .
1234 Z_TL(\/}iJ\/“_)() (D46)
a jejich vzdalenost od pocatku (bez ohledu na velikost X ) je

x2+y2=QL
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Pokud vyjdeme z predpokladu, Ze mechanické viastnosti dynamického systému (tedy
kmitocty Q,,Q ) jsou dany, Ize tvar kiivek GMK ovlivnit pouze integracni ¢asovou

konstantou Pl regulatoru T, a pfi KOopt podle (D45) je poZadavek vicenasobnych polt
splnén. Vysetfime dva vyse zminéné pfipady:

A) Uzaviena smycka ma jediny ctyrnasobny realny pol, t. y=0 (neboli ¥ =4) a
51’2’3’4 =x=-Q,. Tohoto stavu je dosazeno volbou prevodu, ktery je pravé jednou
polovinou prevodu optimalniho:

p=0,5J,/J, neboli J,=4J,p
Prislusné GMK je na obr.D12a a v souladu s pravidlem 2 ma ctyri vétve, oznacené cisly
1,2,3,4, po nichZ se ve sméru Sipek stéhuji pdly pri rostoucim zesileni K, . Pfi dosaZeni

hodnoty K dosahnou bodu C =S , kde je podle pravidla 13 patrné osmindsobné
0 12,34

opt
rozvétveni s pravidelnou thlovou rozte¢i sousednich vétvi 77/4 .

B) Uzaviena smycka ma bez ohledu na velikost zvoleného prevodu dvé dvojice
komplexné sdruZenych pdla. Kvali dosazeni maximalniho zrychleni na hnaném hrideli
vySetiime pripad s optimalnim prevodem, ti. ¥ =1, takZe podle (D45) a (D46) bude
T, =2/Q, Ky, =29, =4/T, . S,,,=Q,(-1j3))2 (D46a)

Tato volba konstant rychlostniho regulatoru byva povaZovana za "kompromisni" a jeji
podrobnéjsi rozbor je podan v lit.[12], kde je na obr.6.32 uveden tvar GMK pro vétsi T,

(regulace rychlosti je pomala) a na obr.6.33 pro mensi T,, (regulaci rychlosti Ize zrychlit, ale
s rizikem nestability).

Prislusné GMK na obr. D12b ma opét ctyri vétve oznacené ¢éisly 1,2,3,4, které maji dva
spolec¢né body dotyku.

Im; . Im
<2

00y

£[9) -J Q2

Obr. D12a Obr. D12b
CtyFnasobny reélny pél, C =S, ,,, =—Q, | Dvojnasobna komplexné sdruzena dvojice,

p=05p,,  x=4 P=Pp  X=1

V nich se pfi zesileni KOOPt naléza dvojndsobna komplexné sdruZend dvojice poli S,, a

S3,4, JejichZ redlna cast se shoduje s nulovym bodem reguldtoru N =-Q,/2=-1/T, a
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pravodice sviraji se zapornou realnou osou uhly +60° , coz odpovida hodnoté pomérného
tiumeni ¢ = arccos60° =1/2. Tim je zaruéeno klidné a dostatecné rychlé chovani uzaviené
rychlostni smycky. Pohyb polu pfi ristu zesileni K, je v obr.D12b opét vyznacen Sipkami.
Pro hodnoty vétsi nez K, =2Q, =4/T,, se dvojice S,, a S,, rozdéli a nastoupi cesty z
obou mist rozvétveni ve sméru Sipek po vétvich 1,2 resp. 3,4 smérem k nulovym bodim N
a —oo. Pfj této cesté se pdly na vétvich 2 a 4 ztotoZni v bodé C na zaporné realné ose.
Uzaviena smycka zde tedy ma dvojnasobny realny pol a zbyvajici dva pdly, které nejsou
vyznaceny, leZi na vétvich 1 a 3 nebezpecné blizko u nulovych bodl * jQ, na imaginarni
ose. Treti bod rozvétveni C je moZno urcit pomoci vztahu (D18):
1, 1 .2 1 4 1 4 1

s—jQ s+jQ s s-jQ, s+jQ, s+Q,/2

Dosazenim za Q =Q L\/E a po dpravach ziskame rovnici 5.stupné, z jejichZz péti korent
jsou tri relevantnimi body rozvétveni:
- dva jsou nam jiz znamé komplexni poly ze vztahu (D46a)
- tfeti bod na redlné ose (dvojnasobny pdl) je C =-Q L%/_ = —%/E / T, . Jemu odpovidajici
zesileni K, zjistime z rovnic (D2) a (D42a) dosazenim C za s, t.

1+F,(C)=0

Oproti KOop z (D46a) vychazi hodnota asi 1,45-krat vys$si.

t
Alternativni vypocet bodi rozvétveni je podle pravidla (D19) mozZny i pomoci derivace
prenosu oteviené smycky (D42a), v némz je T, = 2/ Q, . Upravy vedou nutné na stejnou
rovnici 5.stupné, ale jsou ponékud sloZitéjsi. Na celem GMK si ¢tenar miZe ovérit platnost
pravidel 10,11,13 o rozvétveni ve vicenasobnych pdlech oteviené i uzaviené smycky.

14. Praseéiky GMK s imaginarni osou (tj. ryze imaginarni pdly uzaviené smycky)
stanovime — pokud existuji — feSenim rovnice

1+ Fo(ja)=0
ktera se rozpadne na dvé rovnice pro realnou a imaginarni ¢ast zvlast:
Re Fy (jw)=-1
Im F, (jo) =0

Vyjdou hodnoty jedné nebo i vice konstant Kowi na mezi stability a pfislusné
kmitodty Giir. ReSeni byva usnadnéno skutednosti, Ze rovnice pro redlnou &ast
obsahuje pouze sudé mocniny proménné ja, takZze substituci s=(ja))2 =—a’ je
mozno snizit jeji fad. V kap.1 jsou uvedeny priklady 20 a 21 s pfisluSnymi GMK na
obr.1.23 a obr.1.23b.

15. Je-li pocdet pdli oteviené smycky P alespori o dva vétsi nez pocet jejich nul
Ni,ti. n=m+2, je souCet polu oteviené i uzaviené smycky stejny.

Dukaz: Charakteristicka rovnice uzaviené smycky ma tvar

m m-1
+amn-15 t+..taista
1+FO(S):1+amsn am 1n_1 1 0 =0
bus" +by—1s" " +...+bis+by
a po Upravé
gt gt b By A oy Gt o1y a1 do (D47)
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ProtoZe je n=m+ 2, koeficient u s je pouze by / by . Podle obecné viastnosti polynomu
(D9) to je zaporné vzaty soucet polu oteviené smycky

bn—l n
o ol S Pk
)
a zaroven i zaporné vzaty soucet kofent rovnice (D47).

16. Ma-li oteviena smyc¢ka pol v podatku (tj. bp =0), je souéin polu uzaviené smycky
1At = 4o
(1) s =42 (D48)

Dikaz: Z rovnice (D47) vymizi &len bo/b, , takZe u nulté mocniny s zistane pouze
koeficient ag / b, a u n— té mocniny je jednicka. Podle pravidla (D9) je jejich podil sou¢inem
vSech n korent polynomu v (D47), které jsme oznacili Sk .

Priklad 7:
Polohova zpétna vazba s linearnim hydromotorem a servoventilem
Hydromotor je popsan prenosem druhého radu s viastni frekvenci Q , servoventil pfenosem
prvniho fadu s ¢asovou konstantou T . Jde o stejny obvod jako u pFikladu 21 a obr.1.23a,b

v kap.1. Zavedenim konstanty Ko = KQ? / T by bylo mozZno prenos oteviené smycCky
(1.86b) vyjadfit v nazornéjsim tvaru, vhodném pro rozklad jmenovatele na korenové Cinitele:

K
Fy(s)= £ : ° (D49)
Ol )

Pdly oteviené smycky jsou P2 =-{Q+ jQ41- ZZ , =0, B=-1/T
Roznasobenim jmenovatele (D49) vychazi

Fo(s)= Ko \ (D49a)

st +53(20Q+1/7)+52(Q% +2¢Q/1)+ s Q%1
takZze m=0, n=4 a pri hledani pélt uzaviené smycky je mozno vyuZit pravidla 15 a 16.

Porovnanim s (D5) je ao =Ko, by =1

Dale se pridrzime levého tvaru v (D49) s konstantou K, ktera ma u servoventilu s
hydromotorem jasny fyzikalni vyznam, nebot’ se jedna o smérnici tzv. statické charakteristiky,
coZ je konstanta umérnosti mezi ridicim signalem servoventilu (proudem v jeho civkach) a
ustalenou rychlosti hydromotoru, viz lit.[15].

Pro mez stability byly odvozeny vztahy (1.86c,d):

. L . . . Q
- poly uzaviené smycky Siowin =X jW,;, =t j——— (D49b)
1,2krit Weri 200 +1
0% + +
- kritické zesileni na mezi stability K, =2{Q Ij- 2 ZCTQ2 L (D49c)
(2¢1Q +1)

Na obr.D13 vievo je znazornéno GMK pro zvolenou konstantu pomérného tlumeni
hydromotoru  { =0,48 a Sasovou konstantu servoventilu T =1,2/Q . Jedna se tedy o

relativné "pomalejsi" servoventil oproti obr.1.23b v kap.1, kde bylo T =1/ Q a je vidét, Ze
touto malou zménou doslo k podstatné zméné tvaru GMK, nebot’ jeho vétve obratily smér
(hodnoty SLZ,W a K, se ale zménily velmi malo). Vsechny ctyri asymptoty se stale

protinaji v bodé x, .

krit

Dale budeme resit vyjimecny, ale praxi stale blizky pFipad, kdy bude
r=1/Q, {=0,5
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a vypocty tak budou usnadnény. Pro rizné hodnoty zesileni K Ize pdly uzaviené smycky
ziskat fesenim jeji charakteristické rovnice

2 2
S(Z’s+1)(§+%s +1j+K:0 t. s(%+1)(é+és +1)+K:0 (D49d)

Celé GMK je na obr.D13 vpravo, kde je patrna zména jeho tvaru oproti obrazku vlevo:
- komplexni vétve maji s volbou rychlejsiho servoventilu a s malym nardstem tlumeni
hydromotoru snahu se vzajemné priblizovat (v obr.D13 vievo ¢ervené sipky), aZ se posléze

dotknou v bodech rozvétveni C,, , které pribudou k plvodnimu rozvétveni v bodé C. Pély
Q, jQﬁ
2 2
B =0, P,=-Q, takZe vkomplexni roviné vytvofi dva rovnostranné trojuhelniky,
symetrické k realné ose. POly uzaviené smyCky a pfislusné zesileni na mezi stability jsou

2
Sia :ij%, S1+S52,=0, 8152 :%, K. :%Q ... (viz (D49b,c) pro TQ =1).
Dva zbyvajici pély S3 4 uré¢ime pomoci pravidel 15 a 16:

- podle pravidla 15 je ZfSk ZZTP" , S3+S54 =-2Q

oteviené smycky pro rfeseny pripad T=1/Q, {=0,5 jsou B,=-

2
- podle pravidia 16 e [1;Se =42, 1. £2-8354=20%, 1. 8384 =30°
4

Ziskali jsme dvé rovnice pro S3,S4. Jejich fresenim vychazi
285 +453Q+3Q° =0

S34=-Qtj Q
V2
VSechny Ctyri poly uzaviené smycky S123.4 na mezi stability vytvori vrcholy okolo realné osy

soumérného obdéinika se zakladnou Q a vyskou Q\/E , vViz GMK na obr.D13 vpravo.

Obr.D13 GMK fizeni polohy linearniho hydromotoru (Q =100/ s ) se servoventilem:
-vlevo {=0,48 1=1,2/Q K,.=74,5, vpravo { =0,5 1=1/Q K, , =75

rit rit

Uhly asymptot véech vétvi, miticich do nekoneéna, jsou podle (D11) v pravidle 6

+d =L+t
=ty

Souradnice priseciku asymptot na realné ose je podle (D12) v pravidle 7
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4 2
Uhly teéen v komplexnich pélech oteviené smyéky P jsou podle (D16) v pravidle 8
$rp1 =1T=) (@p2+@p3 +¢pa)=180" - > (900 +120° +60° ): -90°, Prp2 =+90°

Pohyb poli uzaviené smycky po GMK z vychozich pdli smyCky oteviené pfi rostoucim
zesileni K je vyznacen Sipkami:
- poly startujici proti sobé z bodi B, P, se nejprve ztotozZni ve dvojnasobném polu C a dale
pokracuji kolmo k realné ose vstfic polim startujicim z bodt F,,PB,, aZ dojde ke splynuti
vSech Ctyf poli ve dvojnasobné komplexné sdruZené dvojici C,,C,. Odtud se GMK rozbiha
do Ctyr vétvi ve sméru asymptot do bodi S, , 5 4, kde je pfi K,,;, dosaZena mez stability.
Podle pravidla 13 se GMK v bodech C,C,,C, rozvétvuje vZdy do Ctyr vétvi se vzajemnymi
ahly Auzavr =1/2 .
Vypocet bodii rozvétveni GMK podle D(18):

s 1 1 1 1 1

Z - + +—+ =0

'C-B C+Q/2-jO3/2 C+Q/2+jQ3/2 C C+Q
Upravy vedou na Fesen kubické rovnice  (2C +Q) (2C +2QC+ Q2) =0
Jejimi koreny jsou:

- bod rozvétveni na realné ose C = —%
< . % . -_9Q..0
- komplexné sdruzené body rozvétveni C, , = Ei 5

Vysledek Ize zkontrolovat i podle (D19) feSenim podminky FO' (s) =(0. Po dosazeni

r=1/Q, { =0,5 do (D49a) se opét dostaneme ke shora uvedené kubické rovnici.
Prislusna zesileni otevi‘ené smycky K v bodech rozvétveni zjistime dosazenim za s =C a

napr. s =C, = oI J % do (D49d). Vychazeji hodnoty

2

KC =EQ a KC],Z =
Priklad 8:
Stabilizace polohové zpétné vazby s malo tlumenym linearnim hydromotorem
a servoventilem pomoci filtru
U polohové vazby hydromotoru s malym tlumenim se smérovani vétvi GMK obrati, jak je

INle}

patrné ze srovnani levych grafd na obr.D13 ({ =0,48 r:% ) a obr.D14

({=0,1 1 =é ). O stabilité budou nyni rozhodovat pdly S,, na vétvich, vychazejicich z

bodu F,, jejichZ cesta k imaginarni ose je velmi kratka a kriticke zesileni na mezi stability
proto vyrazné klesa (u fesenych pfikladi z hodnoty K,,.. =74,5 na K,,;,, =30,5 ). Nabizi se
reseni zavedenim pridavného pfenosu, ktery by obratil sméfovani vétvi, vychazejicich z
bodi F,, nazpét do leveé komplexni poloroviny. V praxi se osvédCuje elektronicky
realizovany filtr 2.fadu (tzv. doini propust) s pfenosem

_ 1
FF(S)_ 2 27
S+ E 5+
Q' Q,
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ktery byva instalovan v napajecim zdroji servoventilu. Pfenos oteviené smyC¢ky bude nyni

Fy (S ) - Z £ L2
“DF
T P R P
Volbu parametri Q,{ je tieba prizptsobit viastnostem servoventilu i hydromotoru.
Podrobny rozbor i s jednoduchou optimalizaci je uveden v kap.6.2 v lit.[15] a u nami
reseného prikladu jsou zvoleny hodnoty Q. =Q, { r =0,71. Nové upravené GMK je na

obr.D14 vpravo, kde je patrna Zadouci zména sméfovani vétvi.

Im KJ( Im
' P
.P1 Xl ot L :
' S1krit ' ¢
:.'-:jf.g(P:a Re
_.P
? S2krit

Obr.D14

Rizeni polohy linearniho hydromotoru (Q =100/ s,{ =0,1) se servoventilem (T =1/Q ):

- vlevo bez filtru.... K,,,, = 30,5, vpravo s filtrem (Q, =Q, { =0,71)....K,,, =48
O stabilité budou nyni rozhodovat stejné vétve, jako na obr.D13 vievo a mez stability je
oddalena z K, =30,5 na hodnotu K, =48. Privodnim a nékdy neZadoucim jevem
tohoto zasahu je ale priblizeni polt uzaviené smycky k pocatku, tedy kmitoctovy pokles.

Volba péli uzaviené smycky

Je-li tvar GMK znam, je mozno je ocejchovat pomoci podminky (D3) tak, Ze ke
kazdému jeho vypoc¢tenému bodu pfifadime pfislusnou velikost konstanty K,. Tim

ziskame dobrou pFedstavu o jejim vlivu na rychlost postupu péla S, po jednotlivych

vétvich GMK. U slozitéjSich systémd nachylnych ke kmitani vychazime z vlivu
pomérného tlumeni ¢ na polohu péla zakladniho pfenosu 2.fadu
1
Uls)=

kde se jedna o stiedoskolskou ulohu ureni polohy kofenld kvadratické rovnice v
komplexni roviné (viz kap.2.1):
- na obr.D15 plati vztah { =arccos)y a pokud neni vysloven& pozadovano
aperiodické chovani systému, voli se pfijatelny kompromis volbou

5<Z<O 7,4 45"<y<60"

vvvvvv
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Priklad 9: Na obr.D9 se jedna o otevienou smyC¢ku s péti pdly a jednou nulou. Volbou thlu
y Jjsou navoleny komplexni poly uzaviené smyCky S,,, takZe v jejim charakteristickém
polynomu (D10a) se objevi kmitavy ¢len 2.fadu s poZadovanym tlumenim { =arccosy. V
obrazku je zakresleno vsech pét poli S, , 5 . 5, které musi spliiovat podminku (D8) a pfi jejich
vypoctu je mozno si vypomoci pravidly 15 a 16. Dalsi dva komplexni poly S, , jiz nachyinost
celého systému ke kmitani ovliviiuji méné, nebot’ jejich tlumeni je vétsi (jejich vzdalenost od
pocatku a tim i prislusny kmitocet Q je také vétsi). Reciproka hodnota vzdalenosti patého
realneho polu S5 od pocatku odpovida ¢asové konstanté pirenosu 1.fadu, takze s rostouci
vzdalenosti ¢asova konstanta klesa a vliv tohoto polu zanika (to plati i pro poly komplexni,
pokud ale neleZi blizko imaginarni osy!!).

Na uvedeném pfikladu jsme demonstrovali vyznam a rozhodujici vliv péld,
leZicich blizko po¢atku a blizko imaginarni osy. Nékdy je pro né pouzivdn nazev
dominantni poly.

Im
« {=0
12
cosy=_
{—o
0 Re

jQ{1-¢2

N

Obr. D15 Poloha kofenti kvadratické rovnice s> +2¢Qs +Q?* =0

Vypocet korend polynomi Newtonovou metodou tec¢ny
Z nékolika znamych iteratnich metod je tato metoda v oboru reélnych Ccisel
nejnazornéjsi a zde ukazeme jeji rozSireni do oboru Cisel komplexnich. Z obr.D16 je

zfejmy postup u funkce redlné proménné £ (x).

f(x)

(X,

-
Obr.D16 Newtonova metoda tecny v realném oboru

Pro jeden itera¢ni krok vychazime z definice derivace
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f()% £ () % 0.0

Bez dikazu uvedeme tvrzeni, Ze postup Ize aplikovat i v komplexnim oboru, takze
pro posloupnost &isel s, konverguijicich k pélu C funkce f(s), plati

Siv) =8 7 fr(Si)
l f'(s:)
Postup konverguje velmi rychle, pokud se nalézame v blizkosti hledaného pélu C.
To je u metody GMK splnéno, nebot’ vychazime ze znamé polohy péld pro K, (poly
oteviené smyc€ky) a pro maly pfiristek K, se poloha kofenu rovnice (D10) zméni
rovnéz malo. Se spojitou zménou konstanty K, postupuji pély uzaviené smycky

spojité po jednotlivych vétvich GMK. Upravime charakteristicky polynom uzaviené
smycky z (D47) slou¢enim koeficientd u stejnych mocnin s na tvar

mﬂ@zdﬁﬁug§ﬁ+¢ﬂfﬂ+m+4yu%=fpﬂk

k=0

(D50)

f(s)=nd;s"" +(n=-1)d,_s"> +(n=-2)d,,s"> +..+d, = Zn:kdksk_l
k=1
Po dosazeni do (D50) bude

, nwﬁ—ndﬁ nkﬂdﬁ
RRTLOS BN ale - os)
i+ IS- n _ n _
, kd, i kd,s;™
; ki ; k*i

Napt. pro rovnici 3.fadu  d,s’ +d,s* +d,s +d, =0 bude mit algoritmus tvar
o = 2d,s; +d,s? —d,
" 3d,s?+2d,s, +d,
Vztah (D51) je mozno vyjadfit pomoci polarniho tvaru komplexniho €isla
e/? :‘Si‘(COS¢i + jsing;)
Z(k —1) dk|s,.|k (cosk¢i + jsin k¢i)
5, = —— i (D52)
> kd, |s,.|k_l (cos (k=1)¢, + jsin(k -1) ¢,.)
k=1

Ve vyrazu (D52) je mozno citatel i jmenovatel ihned rozdélit na realnou a imaginarni
¢ast a upravit dale &islo s,,, na tvar, vhodny pro dalsi iteraci:

J®in

S

i S;

1

Sivl = |si+1| e = |Si+1|(COS @, + jsin ¢i+1)

Prehled typickych tvari GMK
Zavérem je uveden struény vybér moznych tvard GMK pro jednodu$si pfipady
pfenosu oteviené smyCky az do poctu jejich nulovych bodd N =2 a poctu péla
P =4. Nékteré jsme sice jiz zminili v pfedchazejicim textu, ale &tenaf si u nich
zopakuje vySe uvedena pravidla a zaroven se presvédCi o rozmanitosti tvart zvlasté
pfi vétsich hodnotach ve zlomcich N/P.
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Tab.1 Typické tvary GMK (zlomky udavaji pomér poctu nul a poli), prevzato z [19]
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Dodatek 2
Mérové jednotky v pohonech
V tomto textu jsou pouZivany hlavné Ctyfi ze sedmi zakladnich zakonnych mérovych
jednotek soustavy Sl: kilogram [kg], metr [m], sekunda [s], ampér [A]l. Méné nebo vibec
neni pouZit kelvin (teplota), kandela (svitivost) a mol (latkové mnoZstvi).
Pro uhlové miry pouZivame pfednostné radian [rad] (rozmér [1] .... plny uhel/27).

Se sjednocovanim kvantifikace mechanickych a elektrickych pfirodnich déju zacal jiz
Charles Augustin Coulomb, ktery sviij zakon o pfitaZlivych silach mezi elektrickymi naboji
(1786) formalné (udajné intuici) pfizptsobil Newtonovu gravitacnimu zakonu. S poznanim
souvislosti elektfiny a magnetizmu podle klasické fyziky (Oersted, Ampére, Faraday, ... atd.
az po Maxwella) vyvstavala stale naléhavéji nutnost prijmout jednotnou mérovou soustavu
pro vSechna odvétvi fyziky.

Napr. ampér, zafazeny mezi zakladni jednotky, je dnes definovan jako proud I=1[A],
zpasobujici vzajemnou silu F=2-107[N] mezi dvéma nekoneéné dlouhymi rovnobéZznymi
vodiéi, vzdalenymi od sebe 1[m], vztaZenou na délku rovnéZ 1[m]. Ctenar si zde pfipomene
jednotu pfirodnich véd a uvédomi si, Ze striktni rozdéleni sfér ¢innosti pfi vyvoji stroje a
navrhu pohont mezi profese "strojai " a "elektrikar" neni na misté. Elektrické a mechanické
veliginy i jejich mérové jednotky proto nebyvaji uvadény oddélené. Jejich oznacovani se ale
pro nedostatek vhodnych symbolli nékdy prekryva a je tfeba rozliSovat napfiklad (vektory
jsou psany tuéné):

F .... sila (vektor), ale [F].... farad (jednotka kapacity C)
C .... kapacita, ale [C] .... coulomb (jednotka elektrického naboje Q)
L .... indukénost, ale L[m] nebo [ [m] .... délka pfimého vodice (chapana jako vektor)
- H.... intenzita magnetického pole (vektor), ale [H] .... henry (jednotka indukénosti L)
T .... perioda(doba cyklu), ale [T] .... tesla (jednotka magnetické indukce B)
Q .... uhlovy kmitocet, ale [Q] .... ohm (jednotka pro elektricky odpor R)

- E, Euin, Epot ... energie (kineticka, potencialni), ale E .... intenzita elektrického pole

- W.... prace, energie, teplo, ale [W] .... watt (jednotka pro vykon!!)

- P.... vykon (nékdy také P... prikona N .... vykon), ale [N] .... jednotka pro silu

atd.

Jednotky jsou zde na rozdil od velicin psany v hranatych zavorkach, i kdyZ to nebyva vzdy
zvykem. Pokud spravné chapani symboli nevyplyva z vykladu, je na rozdily zviast
upozornéno.

Odvozené meérove jednotky jsou vytvoreny ze zakladnich pres znamé fyzikalni zakony
zmechaniky a elektrotechniky formou soucinG a podili. Uvadime jen nékolik z nich,
potrebnych ve vykladu o mechanickych prfevodech a elektrickych pohonech:

- 1Tcoulomb [C], [As]....el. naboj Q, preneseny proudem | =1[A] za cas t =1[s] (dQ=I-dt);
- 1 newton [N], [kgm/s7] .... sila F, udélujici hmoté m=1[kg] zrychleni a=1[m/s’] (F=m-a);

- 1 joule [J], [Nm], [kgn’/s?] .... mechanicka prace W sily 1[N] na dréze 1[m],
- nebo mech. prace W krouticiho momentu 1[Nm] na uhlu 1[rad].
Pozor: kroutici moment [Nm] je vektor (rameno x sila ... vektorovy soucin),
ale prace [Nm] je skalar (sila - draha .... skalarni soucin);

- 1 watt [W], [Nm/s], [kgm?/s°] .... mechanicky vykon P, neboli prace sily 1[N] pfi rychlosti
1[m/s] na draze 1[m],
- nebo prace krouticiho momentu 1[Nm] pfi rychlosti 1rad/s na uhlu 1 [rad].

Ke sjednoceni mérovych jednotek u pojmi ,mechanicka” a ,elektricka“ prace je vhodné
zavést pojem ,intenzita elektrického pole“ (vektor, znak E), coZ je sila, kterou elektrické
pole plsobi ve sméru svych siloCar na jednotkovy bodovy naboj 1[C]. Mezi silou F a
nabojem obecné velikosti Q plati vztah F[N]=E-Q|C], takZe rozmér intenzity je

- E [N/C], [kgm/AS”].
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Dale budeme predpokladat stacionarni homogenni elektrické pole (ij. pole, jehoz
silo¢ary jsou primé rovnobézné a stejné od sebe vzdalené). Prace sily F[N] pfi pfemisténi
naboje Q[C] na vzdalenost L [m] ve sméru silocar je (jiZ bez vektorového zapisu)

Wq. =F-L = E[kgm/As®]-Q [As]-L[m]=E-Q-L[kgn“/s°],[Nm].[J].

MnoZstvi prace, potfebné k pfemisténi jednotkového bodového naboje 1[C] o miru L [m] je
W1C,L[m] =Wo,/Q=E-L

Sousin E-L=U [kgm?/As®] .... elektrické napéti mezi konci usecky L. Jeho jednotkou je

- 1 volt [V], [kgm?/AS°] .... napéti, pro které je tato prace prévé 1[J].

Dalsi jednotkou intenzity E kromé [N/C], [kgm/As’] je tedy také [V/m].

Definice napéti umozZni sjednotit i pojmy ,mechanicky* a ,elektricky“ vykon.
Predpokladejme, Ze vodi¢em o délce L protéka konstantni proud | [A] a za ¢as dt je prenesen
naboj dQ=I-dt s vynaloZenim prace dW sily F elektrického pole. Potfebné napéti mezi
konci vodice je

U=adW/dQ=dW/(l-dt) neboli
- U-I = dW/dt = P [W], [Nm/s], [kgn’/s°] .... elektricky vykon. U stejnosmérného proudu je
vykon P=U-I [W], [VA];

- 10ohm [Q], [V/A] .... elektricky odpor R .... konstanta umérnosti mezi stejnosmérnym
proudem a napétim (z Ohmova zakona U=R-1);

- jiné vyjédfeni vykonu z Ohmova zékona: P=U-I1=R-F=UF/R [W], [QA?], [V?/ Q];

- jina definice jednoho voltu pomoci vykonu: 1 volt je napéti mezi konci vodice,
pri kterém je proudem 1[A] do vodice dodavan vykon 1[W];

- 1 farad [F], [C/V], [As/V], [A%s*/kgn?’] .... jednotka kapacity C (schopnosti télesa pfijmout
naboj). Kapacitu 1[F] ma kondenzator, mezi jehoz elektrodami vyvola naboj 1[As] napéti
1[V]. Cim Vvétsi je kapacita, tim vétsi naboj je tfreba ke zvydeni napéti. Méni-li se proud
s Casem, je nutno zménu naboje a napéti psat v diferencialnim tvaru:

dQ=I(t)-dt=C-dU
a po upravé a integraci vyjde vztah pro napéti na kapacité
Us(t)=(1/C) [I(t)dt
-soucin T = R-C [V/A]-[As/V]=[s] .... tzv. ¢asova konstanta obvodu odpor — kondenzator.

Dale uvedeme veliciny, popisujici magnetické pole, jehoZz vznik je obecné zpuisoben

pohybem elektrického naboje:

- magneticky tok @ (skalar) kvantifikuje magnetické pole nazornym zptisobem jako pocet
induk&nich Ear, prochazejicich rovinnou plochou S. Je popsan skalarnim sou¢inem

®=B-S

- S [m?] .... orientovana plocha (vektor se smérem jeji normaly)

- B .... magneticka indukce (vektor majici smér indukcnich ¢ar a vyjadrujici jejich hustotu, {j.
podet, prochazejici rovinnou plochou 1[m?], postavenou k nim kolmo).

Podle Faradayova indukéniho zakona se do uzavieného elektrického obvodu (zavitu,
civky), nalézajiciho se v proménném magnetickém poli, indukuje napéti

Ue = - do/dt

(zména magnetického toku miZze byt vyvolana pohybem obvodu, pohybem zdroje mag. toku
nebo i zménou proudu);

- rozmér magnetického toku @ je tedy [Vs], znak [Wb] .... ,weber”;

- rozmér magnetické indukce B je [Vs/nf], znak [T] .... ,tesla’.

Proménnym proudem I(t) si vodi¢ (zavit, civka) vytvori proménné magnetické pole @(t),
indukujici podle F. zakona do vodice napéti, puasobici proti pficiné proudu:

U, =-d@/alt = - (d@Adl)- (dldt) = - L- (di/dt)
Soucinitel L= d®/l (,indukénost”) charakterizuje schopnost civky a jejiho okoli vytvofit si
proudem své magnetické pole. Rozmér indukénosti je [Vs/A], znak [H] .... henry*;
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- soudin L-C ma rozmér [H]-[F]=[Vs/A]-[As/V]=[5"];

- tzv. viastni kmito¢et netlumeného oscilatoru (obvodu indukénost — kapacita) je
Q = (L-C)" [1/s], [rad/s];
- tzv. elektricka ¢asova konstanta obvodu indukénost - odpor (civky, vinuti motoru) je podil
== L/R
a skutecné plati, Ze [H]/[Q J=[Vs/A]/ [V/A]=[s];

Rozepsanim Faradayova zakona vychazi
Ue = - d@At = - (B-S)/dt = - (dB/dl)-S - B-(dS/dt)
Dale budeme predpokladat stacionarni a homogenni magnetické pole. Jeho induk¢ni
cary jsou primé, rovnobézné, stejné od sebe vzdalené a B=konst, {j. dB/dt = 0 a plati
Ue = - B-(dS/dt)
Zménu toku vyvolame pohybem pfimého vodice o délce L, ktery bude protinat indukéni ¢ary
pohybem v roviné k nim kolmé a kolmo ke své délce rychlosti v=dy/dt [m/s]. Vektor plosné
rychlosti vodice je
dS/dt = d(L x y)/dt = (dL/dt) x y + L x (dy/dt)
ale délka L=konst, takZe dL/dt=0 a zbyly vektor ma smér indukcnich Car:
dS/dt =L x (dy/dt) =Lx v
Faradaydv zakon se zjednodusi na skalarni soucin dvou rovnobéZzZnych vektord
Ue = - B-(dS/dt) = - IBI-ILI-Ivl (jiZ jen prosty soucin).
Opét vychazi rozmér magnetické indukce B [Vs/mf], [T];
- 1 tesla .... magneticka indukce pole, které do vodice o délce 1[m] pri jeho rychlosti 1[m/s]
(kolmo a pricné k indukénim ¢aram) indukuje napéti 1[V].
Magneticka indukce B primarné vyjadiuje podle Lorentzova vztahu silové plsobeni
magnetického pole na naboj Q[As], pohybujici se rychlosti v[m/s]:
dF=dQ-v x B=I-dt-(dL/dt) x B=|-dL x B
Po integraci vychazi sila, pasobici na primy vodic¢ aktivni délky L, protékany proudem |:
F=/LxB
(vektorovy soucin podle pravidel pravotoCivé vyvrtky nebo levé ruky - ,prsty ve sméru
proudu, indukéni ¢ary mifi do dlané, sila ve sméru palce”).
Jednotkou magnetické indukce B je kromé [T], [Vs/m?] tedy i [N/Am] nebo [kg/As’]. Pole
1[T] pusobi silou 1[N] na kolmy vodi¢ o délce 1[m], protékany proudem 1[A].
Néktere dalsi jednotky:
j ... imagindrni jednotka, f=-1, f=+, ['=+1....
- Uhlova rychlost cy ale také uhlovy kmitocet cw nebo Q [rad/s] nebo [1/s];
- pocet kmitu (obecné cykl) za vterinu f= w2711[Hz] ale nékdy také [1/s] !!I;
- doba cyklu (kmitu) T=1/f = 217w [s];
- prevod px= a)/ax [1] je pomér (v tomto pripadé uhlové) rychlosti hnaciho clenu j
ku rychlosti hnaného ¢&lenu k;
- celkovy prevod q[rad/m] mezi rychlosti rotacniho motoru [rad/s] a rychlosti suportu [m/s];
- stoupani sroubu hfm/rad] ma tedy vyznam reciprokého pievodu mezi posuvem a rotaci;
Pro obvykly udaj v katalozich vyrobct ,stoupani na otacku“ plati s[mm/ot]=20007h.

Na pouziti vedlejsich a doplrikovych mérovych jednotek je zviast’ upozornéno
(,otacky” n [1/min], délka [mm],[um] atd.) nebo vyplyvaji z fyzikalnich zakond, napr.

- tihové zrychleni g=9,81[m/s’] .... tihové zrychleni na povrchu Zemé ve stfednim
zemépisném pasmu (sila, pasobici na hmotu 1kg);

- Uhlovy stuperi [°], [deg] .... jedna tfistasedesatina piného dhlu, 1°= 277360[rad)];
- Uhlova minuta [’]=1/60[deg], uhlova vterina [”]=1/60[’].

Frekvenéni charakteristiky dynamickych soustav (pomér amplitud A/Ao a fazovy posuv
@ dvou harmonickych pohybl s kmitoctem «)  jsou zobrazovany v logaritmickych
souradnicich s jednotkami log1oc, 20l0910(A1/Az) [dB] a logiow, @ [rad]. Jeden radian je
180°%m=57,3.
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