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Seznam pouzitych symboli

Symbol jednotka nézev
o Pa napéti
S Pa matice tuhosti
€ deformace
0jj Pa napéti ve sméru ij
E; Pa Youngiiv modul pruznosti ve sméru i
Vi Poissonovo ¢islo ve sméru ij
C Pa~! matice poddajnosti
Sij Pa tuhost ve sméru ij
Cij Pa~! poddajnost ve sméru ij
EmL deformace matrice ve smeru L
&L deformace vlakna ve sméru L
& deformace ve sméru i
0; Pa napéti ve sméru i
A N -m~! matice tahové tuhosti
B N -m~! matice vazebni tuhosti
D N matice ohybové tuhosti
Gij Pa modul pruznosti ve smyku
, objemovy podil vldkna
Vi objemovy podil matrice
Aw m posuv kompozitu ve sméru T
Ah,, m posuv vldken ve sméru T
Ah,, m posuv matrice ve sméru T
Omp Pa napéti v matrici ve sméru T
Oyp Pa napéti ve vlaknu ve sméru T
Op Pa napéti ve sméru T
o' Pa transformované napéti
T, transformacni matice pro napéti
e transformovana deformace
T, transformac¢ni matice pro deformaci
N N -m~! matice vyslednych sil na jednotku délky
M N matice momentl vztazenych na jednotku délky
u m posuv
F N sila



jednotka nézev

N - m?
m
m

Pa
Pa

ohybova tuhost

délka nosniku

tloustka nosniku

zkos

kriticka sila, pro které dojde k poruseni kompozitu
kriticka sila, pro které dojde k poruseni vlakna
napéti v matrici pii kterém dojde k poruSeni vlakna
napéti ve vlakné pii kterém dojde k poruseni
matrice

kriticka sila, pro které dojde k poruSeni matrice

vektor kiivosti stfedni vrstvy laminatu



1 Uvod

Popularita kompozitnich materiali ve strojirenstvi jiz od 70. let minulého stoleti
geometrie a komplexnéjsi aplikace téchto materiald je vyhodné mit k dispozici jinou

moznost odhadu tuhosti téchto vyrobki, nez je experiment.

Zatimco pro izotropni materidly je odhad tuhosti pomérné piimocary,
u kompozitnich materiala tomu tak kvili slozitosti popisu materialu bohuzel neni. Pravé
kvili neizotropnosti kompozitnich materiala existuje nékolik metod, jak tuhost ziskat.

Préavé pro jejich srovnani je vhodny piipad navijenych nosniki, pro které je mozné

vvvvvv

V této praci je nejprve nastinéna obecnd problematika kompozitnich materiala

s diirazem na mechaniku kompozitt, kterd je dale vyuzita v praktické ¢asti prace.

Ve 4. kapitole jsou podrobné&ji objasnény jednotlive analytické metody. Tyto
metody jsou dale vyuzity v 5. kapitole pro vypocteni tuhosti realnych nosniki skladajici

se z rtiznych kombinaci materialu, poctu vrstev a orientaci vlaken.

Cilem bakalaiské prace je seznamit se s danou problematikou a porovnani

jednotlivych metod analyzy ohybové tuhosti navijenych kompozitnich nosniki.

V této praci jsou vyuzity metody horniho a dolniho odhadu pomoci
Hashin - Shrikmanovych mezi a ABD matic. Pro srovnani je také zahrnuta metoda

kone¢nych prvku s vyuzitim skofepinového modelu.



2 Definice kompozitnich materidld a jejich

vlastnosti

Kompozitni material, nebo zkracené¢ kompozit, je obecny materidl slozeny ze
dvou nebo vice chemicky a fyzikalné rozdilnych materialt, diky jejichz geometrickému
usporadani vznikne material s vyrazné jinymi chemickymi nebo fyzik&lnimi vlastnostmi

nez materialy ptavodni. [5]

Mezi kompozitni materidly lze zatadit napiiklad i beton, a proto mizeme fici, Ze
se pii stavbach vyuzivaji uz tisice let. Prvni kompozitni materidly vyuzivanymi
vV modernim strojirenstvi byly materidly vyztuzeny sklenénymi vldkny po roku 1940.
Védni oblast zabyvajici se mechanikou kompozitu, tak jak se ji zabyva tato prace, ale

vznikla aZ po roce 1960. [5]

Oproti béznym materialim je nejvetsi vyhodou kompozitnich materiali jejich
vysoky pomér nosnosti a hmotnosti. Toto tvrzeni se muze zdat piili§ zjednodusené, ale
je pravdivé pro drtivou vétSinu aplikaci, kdy se ve strojirenstvi voli moderni kompozitni
materialy. Prvni méli o tyto materialy zajem ptedevsim letecky, energeticky a stavebni

pramysl. [5]

Nejcastéji ve strojirenstvi vyuzivané kompozitni materialy jsou hlavné materialy
z uhlikovych, aramidovych, nebo sklenénych vlaken a bimetaly. Pro rtizné aplikace jsou

vhodné riizné geometrické struktury materiald, jak je vidét na obr. 1.

4

Single-layered I Multi-layered
oo || ] -

Laminate
P ===
4 I Z
L Continual I | Dlsoontinuous J
Unidvrectronal | Multldirectlonal I IRandomly onentedl | Oriented ]

é/é/é/ﬂ

Obr. 1: Druhy kompozitnich materidlit [8]
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2.1 Casticové kompozity

Casticové kompozity jsou materialy, které se skladaji z matrice a &astic, jejichz
rozméry se piili§ nelisi jeden od druhého s vyjimkou desti¢ek. Castice se mohou podilet
na prenosu namahani, ale ne tak vyrazné jako vlaknové kompozity. Castice mohou mit
rizné tvary. NejCastéji se vyuZivaji pro dosazeni konkrétnich mechanickych vlastnosti,
jako je odolnost proti opotiebeni, snizeni koeficientu tfeni, lepsi tepelnd, nebo elektricka
vodivost. Z makroskopického hlediska se c¢asticové kompozity daji povazovat
za izotropni material a zfidkakdy se pouzivaji jako nosny material. Z téchto divodu

Casticové kompozity v této praci nebudou dale zahrnuty. [9]

2.2 Vlaknové kompozity
Pro vétSinu makroskopicky homogennich materiall je pravdivé tvrzeni, Ze jejich
skute¢nd namétfend pevnost je mnohem mensi nez teoretickd hodnota. Tento fakt je

zpusoben vrozenymi nedokonalostmi materialu. [7]

’

Obr. 2: Navijeny kompozitni nosnik [11]
Pevnost snizuji pfedevsim vady typu trhlin, proto maji vlakna z polymerovych,
nebo plastovych vlaken mnohem lepsi vlastnosti ve sméru délky neZ stejny kompaktni
materidl. Z divodu malého prifezového rozméru jsou samotna vlakna nevhodna pro

praktické ucely, proto se vyuzivaji matricové materialy. Vlaknové kompozity (obr. 2)

vvvvvv
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kompozity mizeme rozdélit na jednovrstvé a mnohovrstvé, nékteré kompozity se skladaji
z vice vrstev, které ale maji stejnou orientaci vlaken, proto tento material mizeme
uvazovat jako jednovrstvy. Jsou-li slozky jednotlivych vrstev identické, nazyvaji
se laminaty, jsou-li jednotlivé vrstvy z riznych materiali, nazyvaji se hybridnimi
laminaty. Dalsi dé€leni vladknovych kompoziti, lze ucinit podle délky vlaken
na dlouhovlaknové a kratkovlaknové (tato vldkna se také nazyvaji whiskery). Jako
kratkovlaknové kompozity muzeme uvazovat materialy, ve kterych musime brat v Uvahu
délku vlaken, u dlouhovlaknovych mizeme vldkna uvazovat jako kontinualni. Orientaci
whiskert nelze snadno fidit a vyuzivaji se i kompozity s nahodile orientovanymi vlakny.
Pro dlouhovldknové materidly jsou vlakna hlavnim nosnym materidlem. To je
jen jako ochrana a pojivo mezi vlakny. Kromé vysokého poméru pevnosti a hmotnosti,
jsou vlaknové kompozity pfitazlivé i schopnosti fizené anizotropie. T¢ se vyuziva

Vv aplikacich, kdy je znamo, ze material bude zatézovan jen specifickou silou. [7]

2.3 Dalsi druhy kompozit

Déle se kompozity d€li podle makro-struktury na laminaty a sendvicové
kompozity. Sendvi¢ové kompozity jsou stejné jako laminaty tvofeny z vrstev obsahujici
vlaknové kompozity, navic ale maji jadro, které je z lehkého materialu a jeji hlavni funkci
je udrzet konstantni vzdalenost, mezi vnéjSimi, nosnymi vrstvami. Jako mezivrstva se
nejcastéji pouzivaji pény, lehké dievo nebo vostiny. Vostiny (obr. 3) se skladaji

z vertikalnich Sestithelnikt, které mohou ptipominat plastve z véeliho tlu. [8]

Obr. 3: Vostiny [11]
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3 Popis anizotropnich materiala

vvvvv

materialy. Prestoze vétSina materiald jsou v mikroskopickém méfitku nehomogenni,
z makroskopického hlediska je pro praktické ucely jako homogenni (a zaroven
I izotropni) uvazovat Ize. Toto zjednoduseni nam umozni charakterizovat material, co se
reakce na obecnou vnéjsi silu tyce, jen pomoci dvou veli€in, a to jsou Poissonovo cislo
a Youngiv modul pruznosti v tahu. Pro analyzu obecného anizotropniho materialu si
nevystacime s jednoduchou skalarni rovnici, ale budeme muset vyuzit maticovy tvar

Hookova zékona (1). Zde vystupuje matice tuhosti, ktera se bude lisit slozitosti podle

poctu rovin symetrie materialu.

c=S"¢ 1)

% Ve

z

Obr. 4: Systémy O (x1, x2, x3), O (x, Y, 2) [1]
Stav napjatosti 1ze obecné vyjadtit tenzorem napéti. V systému O (x4, x5, X3)
(obr. 4) 1ze tenzor napéti v libovolném bod¢ P vyjadtit rovnici (2). Z momentove rovnice
rovnovahy elementu plyne, Ze napéti s opaénym poradim indexti se rovnaji, proto je

matice slozek tenzoru symetricka.

021 Oy O33
031 O3 O33

o(P) = (2)

011 O12 G13]
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Pokud pro vyjadieni napéti a deformace pouzijeme tzv. Voigtlv zapis, miizeme

Hooketv zakon psat ve tvaru (4).

c=S-¢ 3)
01 S11 S12 Siz3 S Sis Swe] &1
03 So1 S22 Saz Saa Sas S| |&2
o3| _ S31 S3z Sz Sza Szs Sze 1863 (4)
04 Sa1 Saz Saz Saa Sas Sse| |%4
s Ss1 Ss2 Ssz Ssa Sss Sse| |5
%6 Se1 Se2 Ses Sea Ses Seed 6

Kde ¢ je Voigtiv vektor deformace a S je matice tuhosti. Matice tuhosti je stejné
jako tenzor napéti pro kazdy material symetricka. [3] Pro kazdy material existuje i matice

poddajnosti C (7), ktera je matici inverzni k matici tuhosti.

e=C-o (5)

C=s"! (6)

i
Cor Ce» Cys Cas Cas Cae )
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3.1 Razeni anizotropnich materialti podle sloZitosti popisu

Pro zcela anizotropni materidl maji tenzory napéti, deformace, matice tuhosti
a poddajnosti 21 nezavislych proménnych. V piipadech, kdy existuje alespon jedna
rovina symetrie elastickych vlastnosti se mnozstvi nezavislych proménnych vyrazné
sniZzi.

Kompozitni materidly zkoumané v této praci, budou mit 3 roviny symetrie,
a proto bude pocet potfebnych proménnych pro charakteristiku materidlu o poznani
mensi. Poéet nezavislych proménnych je uveden v nasledujici tabulce. Tabulka ¢. 1 byla

pievzata ze zdroje [1].

Druh materialu Pocet nezavislych konstant
Anizotropni materiél 21
Material s jedinou rovinou 13
symetrickych vlastnosti
Ortotropni material 9
Pti¢né€ izotropni material
(hexagonalni) viz obr. 5 °
Pseudoizotropni materiél
(kubicky) ’
Izotropni material 2
Tab. 1: Pocet nezavislych konstant [1]
X2
hlavni smér anizotropie
rovina symetrie elastickyc rovina symetrie elastickych
vlastnosti X, X3 vlastnosti X; X2

\ hlavni smé&r anizotropie

/

avni smér anizotropie

X1

rovina symetrie elastickych
vlastnosti x; X3
X3

Obr. 5: Ortotropni material [1]
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Ortotropni material je materiél, jehoz kazdym bodem prochazeji tfi navzajem
kolmé roviny symetrie. Hookav zakon (5) lze potom s vyuzitim konstant pruznosti
piepsat do (8). [1]

&  1/E; —Va1/E;  —V31/E3 0 0 O o,
& —V;1/Eq 1/E, —V33/E3 0 00 0,
& —Vvi3/E; =V /E; 1/E; 0 00 03
&)~ 0 0 0 G 0 0 | |04 (8)
& 0 0 O 0 GF © Os
€6 | 0O 0 O 0 0 61_21_ O¢

V tomto ptipadé jsou charakteristiky E;, E,, E; nazyvany Youngovy moduly
pruznosti v hlavnich smérech anizotropie, G,3,G;3, G, moduly pruznosti ve smyku
a V12,V21,V23,V32,V13, V31 Jsou Poissonova cisla. U vSech konstant jsou indexy

odpovidajici ptislusnym rovindm symetrie. [1]
Diky symetrii matice poddajnosti miiZzeme tvrdit, Ze:

Viz Va1 V31 Vi3 V23 V32

"B E B E B E ®)

Z &ehoz vyplyva Ze z 6 poissonovych ¢isel jsou nezavislé jen 3 a celkovy pocet
proménnych potiebnych pro popis ortotropniho materiélu je 9. [1]

Pro nékteré kompozitni materialy miizeme pro usnadnéni vypoctu vyuzit dalsi
vlastnost a tou je pii¢na izotropie (Obr. 6). Hlavni smér anizotropie je v tomto piipadé
uréen 0SOU x; a rovina izotropie rovinou x,, xs. [1]

rovina symetrie elastickych

vlastnosti = rovina izotropie X2

hlavni smér anizotropie

matrice

[A

o -
\_J

2.6

Obr. 6. Pricné izotropni materidl [1]
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Obr. 7: Grafické zndzornéni sméru LTT" [1]

Z téchto vlastnosti plyne, ze:

E, =E; (10)
Gip = Gy3 (11)
Viz = Vi3 (12)

Po dosazeni do rovnice (8) je patrné, ze k uplnému popisu pfi¢né izotropniho
materialu je tfeba 5 nezavislych proménnych. Tento popis materialu je vhodny
pro zkoumani vlastnosti navijenych kompozitnich nosniku, které se skladaji z tenkych
lamin, a proto budou dalsi konstitutivni vztahy vztazeny na tento zjednoduSeny piipad.
Smér vlaken x; byva Casto oznaCovan jako smér L a sméry x,,x3 jako sméry T a T

(obr. 7).

3.2 Moduly pruznosti
Jak bylo nastinéno v minulé kapitole, pfi¢né izotropni material je popsan péti
materialovymi charakteristikami. Tento materidlovy popis vychazi z pfedpokladu, Ze
matrice a vlakno jsou pevné spojeny a chovaji se jako linearné elasticky material. VIakno
ma vlastni modul pruznosti E,, a matrice E,,. Dojde-li k plastizaci nékterého z materiald,

nebo k oddélenti, tyto piedpoklady selhavaji. [4]

Pro vypocet podélného modulu pruznosti E; (Obr. 8) vychazime z ptedpokladu,

7e matrice i vlakna se deformuji spole¢né a jejich deformace se rovnaji. [4]

EmL = &y = &1 (13)
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V tom ptipad¢ mizeme tvrdit, ze:

E, =V, E, +Vy, E, (14)

V,+V, =1 (15)
Z 3
I / Poisson Effect
PR 5 oo i B —
. Matrix :__.
1 :
&1 Fiber i €
b L ——a*—AL

Obr. 8: Schéma kompozitniho materiél pro definici E;, [4]
Pro vypocet pii¢ného modelu pruznosti E; (Obr. 9) vyuzijeme podminky rovnosti napéti,

ktera plyne ze silové rovnovahy jednotlivych vrstev mezi sebou (16).

Omp = Oyp = Op (16)

Zmeéna pii¢ného rozméru je tedy (17) a z toho vyplyva (18). [4]

Aw = Ah, + Ah,, (17)
1 v V,
Er " E, ' En (49)
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s c

Tk y
1

1T 717 "

Obr. 9: Schéma kompozitniho material pro definici E [4]

Modul pruznosti matrice byva z pravidla faddoveé mensi nez modul pruznosti vlakna. Lze

proto tvrdit, ze E; je zavislé predevs§im na modulu pruznosti matrice E,,. [4]

3.3 Transformace napéti a deformace

VétSina navijenych kompozitnich nosnikii se skldda z nékolika vrstev.
Tyto vrstvy se ¢asto shoduji v materidlech, ze kterych jsou vyrobeny, ale 1isi se thlem,
pod kterym jsou tyto vrstvy navijeny, proto je nutné transformovat vlastnosti materialu

z pivodniho systému soutadnic LTT* do nami zvoleného systému xyz (obr. 10). [1]

Jak bylo fec¢eno v minulé kapitole, v této praci budeme pracovat s laminami, které
jsou zatéZzovany rovinnou napjatosti, a proto budeme dale pracovat s piedpokladem,

ze napéti ve sméru T° jsou rovny nule.

Pro tento zjednodusSeny piipad 1ze Hookeliv zakon zapsat rovnici (20) a k popisu

takového materialu jsou tieba 4 charakteristiky, E;, Ex, Gy a vir.

Vir = VrL (19)
R A,
E; Er
oy, v 1 €L
or|=[-2X = o ||er (20)
E, Er
orr 1 Yir
0 0 e
- GLT_
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Obr. 10: Zndazorneéni systémii souradnic LTT a xyz [1]

Obecné 1ze transformaci napéti popsat nésledujicimi vztahy. [1]

o' =T, 0 (21)

Pro vyse zminéné rovinné napéti, 1ze napsat (21).

o, cos’ @ sin’ @ 2sin@cos@ || o,
a, |=| sin’@ cos’@  -2sin@cosl || o, (22)
Oir| |—sin@cos@ sin@cos@ cos’@—sin’O || o,

Obdobné¢ lze psat i pro transformaci rovinné deformace (22).

=T, ¢ (23)
& cos 20 sin2 0 sin® - cos® Exx
&r | = sin2 @ cos 2@ —sin® - cos® |- |[Evy (24)
V4% —2sin® - cos® 2sin®-cos® cos?0 —sin?060] LVxy

Pii dosazeni (23) a (21) do vyjadiené rovnice pro tuhost S z jiz znamé rovnice (3)
dostavame ()

S = Ta_l Spr - Te (25)

Obdobne¢ lze tvrdit pro transformaci matice poddajnosti.

C'=T."Cy T, (26)
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3.4 Kiritéria pevnosti

Pro kompozitni materialy je kromé Youngova modulu pruznosti na orientaci
vldken zavisld i mez pevnosti. K této problematice lze ptistoupit bud’ z mikro, nebo

makromechanického hlediska. [1]

Pfi podélném naméhani jednosmérného kompozitu plati deformaéni podminka
(27), kde ¢, je pomérna deformace matrice, €;,, je pomérna deformace vlakna a &, je

pomérna deformace kompozitu. [1]

€im = v = €Lk (27)
Potom pro celkové napéti v kompozitu plati (28), kde o,,, a 0., jsou napéti
v matrici a vlaknech, o je celkové napéti v materialu, V,, a J, jsou objemové podily

matrice a vlaken v kompozitu.[1]

Ok = OpmVm + 01l (28)
Pii vypoCtu pevnosti musime pocitat s moznosti dvou pfipadt, viz tab. 2. Veliciny
s hornim indexem m jsou jejich mezni tahové hodnoty. F; jsou hodnoty pevnosti v tahu
pro kompozit, vlakna a matrici, o';,,, je napéti v matrici pfi kterém dojde k poruseni

vlakna, nebo naopak o’;,, je napéti ve vlaknech, pii kterém dojde k poruseni v matrici. [1]

Em < €Ly Fip = Fi,V, + o'V,

m
m m _ !
Eim > €Ly FLk - FLme to LU]/U

Tab. 2: Tahova pevnost kompozitu [1]
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3.4.1 Kritéria pevnosti z makromechanického hlediska

V ptipad¢ izotropickych materialii se problematika pevnosti pfi obecném zatizeni
fesi riznymi zptsoby. Obecné se da fict, Ze se snazime jednou z metod ziskat redukované
napéti, které potom srovnavame s hodnotou mezi pevnosti. Pfi volbé metody musime brat
ohled pfedev$im na kiehkost materialu. Potom mame na vybér z metod jako tieba
podminka nejvétSich smykovych napéti, podminka nejvétsiho normalového napéti,
podminka hustoty deformac¢ni energie, Mohrova podminka pevnosti, nebo podminka

maximalniho pomérného prodlouzeni.

Podminky pevnosti kompozitnich materialli jsou upravené varianty podminek
piedchozich. VétSina téchto podminek vychazi z predpokladu, Ze material je homogenni,
v Uvahu je jen ménici se pevnost v zavislosti na thlu nato¢eni vlaken. Nasledujici piehled

kritérii byl pfevzat z [1].
1. Neinteraktivni kritéria
Pro tyto kritéria se nebere v tivahu existence vazby mezi slozkami jednotlivych napéti.

a. Kritérium maximalniho napéti

b. Kritérium maximalni deformace
2. Interaktivni kritéria

a. Hillovo kritérium pevnosti

b. Tsai-Hillovo kritérium pevnosti
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4 Porovnani analytickych metod

Cilem této prace je porovnat n¢které z analytickych metod pro ziskani ohybové
tuhosti kompozitnich navijenych nosnika. Efektivita téchto metod byla vyhodnocena
na ptikladu vetknutého nosniku mezikruhového prufezu zatizeného bodovou silou F

na jeho konci.

Pti experimentu byly vyuzity nosniky, jejichz délka byla znatelné vétsi nez jejich
ostatni rozméry. Proto pfedpokladame, Ze mizeme zanedbat vliv smyku a pro prithyb

V misté pusobisté sily plati (29). [3]

F-3
= 29
U= 3 (29)
Kde:
| - délka nosniku [m]
F - pusobici bodova sila [N]
E - Youngtiv modul pruznosti [Pa]
J - kvadraticky moment prifezu [m*]
F-3 (30)
U= ——
3- (E])eq

V této praci chceme ovéfit spravnost nekterych analytickych metod ziskanim ohybové

tuhosti (EJ).4, aby pro kompozitni nosnik platilo (30).

4.1 Hashin-Shrikmanovy meze

Prvni dvé metody vyuzité k ziskani ekvivalentu ohybové tuhosti nosniku (ET),,

jsou spolu Uzce spjaté. Jedna se o odhad ohybové tuhosti.

e Z matice tuhosti — horni odhad

e Z matice poddajnosti — dolni odhad
V piechozich kapitolach byly zavedeny matice tuhosti S (4) i poddajnosti C (7).
Po transformaci potom pro kazdou vrstvu i z n vrstev ziskavame transformované S’ (31)

aC’t (32).

-23-



) Ci1 Gz (i3
S"=|Ciz Cyp Cp3 (31)

Ciz Cip Cs3

o [S11 Sz Si3
C"=|S12 Sz S (32)

S13 S12 S33

Do nasledujicich vypoctii potom vstupuji pouze hodnoty ve sméru osy nosniku,

tedy tuhost S%; a poddajnost C¥; pro vrstvu i.

Pro vrstvu i potom plati (33), kde d jsou praméry podle obr. 11.

T diy d; \*
1-=—‘-<1—( ) (33)
l 64 di+1
Vrstva n 1
Vrstva i
3
-~ '-Bh
=
<

Obr. 11: Definice priuméri d; pro libovolny nosnik o n vrstvach

Ohybova tuhost nosniku dle metody horniho odhadu je potom podle vztahu (34).

n
(Eeq = ) Sk )i (34
i=1
Pro tuhost nosniku dle metody dolniho odhadu plati obdobné (35).
n
Ji
(EDeq = o (35)
i=1 11

Do této matice tedy vstupuje natoceni kazdé z vrstev nosniku a, tloustka kazdé
z vrstev nosniku a materialové charakteristiky zavedené v kapitole 3.3. Do vypoétu tedy

nevstupuje délka nosniku, ¢i velikosti zatézovaci sily.
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4.2 Vypocet pomoci ABD matice

Tato metoda vychazi z klasické laminaéni teorie, ktera popisuje vztah mezi silami
a momenty pusobicimi na laminu a pomérnymi deformacemi, zkosy a k¥ivostmi (36).
Podrobné rozepsani v (37). [4] Tato prace vychazi z klasické laminaéni teorie, odvozeni

lze naleznout napt. v uvedeném zdroji [1].

Obr. 12: sily a momenty puisobici na laminu

=15 Il ] (36)

[ Nx ] A1 A Az By By By Exx
Ny A1 Azy Azs By By By 8333’
Ny _ 431 Asz Az B3; Bs; Baz||Vry 37)
M, Byy Bi; Biz Dii Dy Disl| ky
M,, By1 Bz Bas D1 Dy Dozl k,
Myl LBs1 Bsz Bszs Dsi D3y Dssllg,, )

A je matice tahové tuhosti, B je matice vazebni tuhosti a D je matice ohybové
tuhosti, €J* zna¢i pomérné deformace ve stiedni roviné a k je vektor kiivost plochy

prifezu. Pro uvedené matice tuhosti plati nasledujici vztahy. [6]

5= ) @i (e = ) (39)
k=1
1 n
EZ (@i - (hE = hE_) (39)
1 n
52 (@i (k= kL) (40)
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V téchto vztazich vystupuje vzdalenost hy, kterd je znazornéna na obr.12. [1].

Vzdalenost h je tedy vzdalenost od stfedni roviny kazdé z rovin.

| @ |
stfedni h
f @ / rovina | hy ’
5_ ................ ol RV AT X h: /

TP

Y

Vz

Obr. 13: Definice h; pro libovolny nosnik [1]

V naSem piipad¢é predpokladame rovinnou napjatost a matice B je tedy nulova.
Pro ziskani (EJ)., tedy vychazime pouze z matice A. V tom piipadé tedy vychazime

z rovnice (41).

Ny Ay Ay Agz] [Exx
0 =421 Az Aps|-|gyy (41)
0 A3y Aszx Aszl |y),
Z teto rovnice vyplyva (42).
Ay Ayl A
N.o= (4. —[4,, A _[22 23] ) 21] e 42
1 ( w-lae g[348 [E]) . 42)

Jak vyplyva z klasické laminac¢ni teorie, rozmér sily N; je [Nm™1]. Pro ziskani napéti
(43) a po sléze i Youngova modulu pruznosti (44) je tieba pravou stranu rovnice vydélit

tloustkou laminatu t. [4]
1 Ay Ayl [Agy
o1 = ?(A“_ iz A”’]'[Agz Agg] ' Agz] A “3)

1 Ay, Ayt [A
E=2(A. _14 A [ 22 23] ) 21] 44
t( N e B i (44)

Pro ziskani (EJ).q potom vyuZijeme stejny postup jako v kapitole 4.1.
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4.3 Metoda konecnych prvki

Tato prace by nebyla UplIné bez srovnani s vysledky z analyzy metody kone¢nych
jedina moznost odhadu ohybové tuhosti. Proto je vhodné na jednoduchych nosnicich

ukézat, jak tato metoda obstoji ve srovnani s analytickymi metodami.

Pro srovnani je zvolena konvenéni metoda vyuzivajici skofepinovy model
v prostiedi ANSYS. V piedchozich metodach do vypoctu nevstupovala délka nosniku
ani sila, ktera na nosnik ptisobi. V tomto piipadé byla zvolena délka nosniku | =1 m, ktera
by méla byt dostatecna, aby zajistila, Ze dominantni posuv konce nosniku bude zptisoben
ohybem a smykova tuhost bude zanedbatelna. Sila zatiZzeni byla zvolena F = 1 N, ktera

by naopak méla byt dost nizka, aby v nosnicich nedoslo k plastizaci.

Velikost kazdého z elementl je asi 3 mm, cely vypocetni model ma potom asi

9000 elementu.

0.000 0.100 0.200(m)
I O

0.050 0.150

Obr. 14: Vypocetni sit MKP a jeji detail
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5 Vyhodnoceni vysledkii

Pro referenci byly vyuzity data z experimentu, které se nameéfily pfi tvorbé

&lanku [2] na Fakulté strojni CVUT. V této praci jsou s témito vysledky srovnany metody

horniho a dolniho odhadu, ABD matic a metoda kone¢nych prvka. Pro srovnani bylo

vybrano jedenact nosnikt, které se lisi poctem vrstev, materialy i orientaci vlaken. Data

prevzata z [2] jsou v tabulkéach 4, 5 a 6. Nosniky 1-5 v tabulce 5 jsou skladby podélné,

nosniky 6-11 v tabulce 6 jsou skladby napficové.

E, [GPa] Er [Gpa] G.r [GPa] U [

t700_50_epoxy_50 118.9 4.7191 3.1 0.343

xn60_50_epoxy_50 317.4 3.5897 2.963 0.373

xn80_50_epoxy_50 390.9 3.5897 2.963 0.373

xn90_50_epoxy_50 431.4 3.5897 2.963 0.373

ums40_50_epoxy_50 198.9 4.7 3.1 0.35

Tab. 3: Tabulka vyuzitych materidlu a jejich viastnosti [2]

Nosnik €. 1 2 3 4 5
material t700 xn80 xn90 ums40 xn60
tl [mm] 0.24 0.29 0.27 0.27 0.33
t2 [mm] 0.55 0.57 0.47 0.55 0.67
alfal [°] 87.3 86.1 87.9 88.8 88.2
alfa2 [°] 0 0 0 0 0
D [mm] 26 26 26 50 50

Tab. 4: tabulka skladeb nosnikii 1-5
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Nosnik ¢. 6 7 8 9 10 11
material t700 xn80 xn90 t700 ums40 xn60
tl [mm] 0.24 0.29 0.27 0.24 0.27 0.33
t2 [mm] 0.1175 0.1375 0.135 0.1025 0.1225 0.1825
t3 [mm] 0.1175 0.1375 0.135 0.1025 0.1225 0.1825
t4 [mm] 0.1175 0.1375 0.135 0.1025 0.1225 0.1825
t5 [mm] 0.1175 0.1375 0.135 0.1025 0.1225 0.1825
alfal [°] 87.3 86.1 87.9 88.6 88.8 88.2
alfa2 [°] 453 45.5 454 44.5 44.5 44.6
alfa3 [°] -45.3 -45.5 -45.4 -44.5 -44.5 -44.6
alfa4d [°] -45.3 -45.5 -45.4 -44.5 -44.5 -44.6
alfa5 [°] 45.3 45.5 45.4 44.5 44.5 44.6
D [mm] 26 26 26 50 50 50

Tab. 5: Tabulka skladeb nosnikii 6-11

Pro prvni tii metody byl vytvoren skript v jazyce Python 3.7 za vyuZiti knihoven

numpy a math. Skript je rozdélen do dvou soubort. Prvni FCE_bak_nepok.py obsahuje

funkce, které se opakuji pro kazdy nosnik a napti¢ metodami. Tento soubor slouzi jako

knihovna pro hlavni soubor MAIN_bak_nepok.py, ktery obsahuje vypocetni algoritmus

avstupni data pro vSechny nosniky a materialy. Po spusténi hlavniho souboru

se v kmenové slozce vytvori soubor .csv s tabulkou s vysledky. Tyto skripty jsou soucasti

prilohy A.
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Metoda MKP byla fesena v programu ANSY'S 2020 R2 pomoci skofepinové site.

Z rovnice (30) byla vyjadiena (EJ)., V zavislosti na posuvu u. Jako vstup byl pouzit

posuv ve sméru zatézné sily. Na obr. 15 je ukdzka vysledku simulace nosniku ¢. 1. Tato

simulace je soucasti ptfilohy B.

B: Static Structural
Directional Deformation

Type: Directional Deformation(X Axis)

Unit: m

Global Coordinate Systermn
Time: 1

9/15/2020 9:12 PM

0.00068777 Max
E 0.00061135
0.00053493
— 0.00045851
—{ 0.00038209
— 0.00030568
— 0.00022926
0.00015284
I 7.641%e-5
0 Min ,
000 0300(m) ¢ |
Obr. 15: Vysledky analyzy MKP, prithyb ve sméru pusobici sily
Nosnik €. 1 2 3 4 5
; 2 517.8 1761.6 1578.2 5809.6 11373.5
Horni odhad [Nm~“]
; 2 515.4 1759.3 1576.3 5792.8 11355.5
Dolni odhad [Nm~]
. 2 504.7 1707.3 1532.5 5720.2 11160.4
ABD matice [Nm~]
. 2 324.59 1009.5 774.84 5303.6 4247.7
Experiment [Nm~]
Tab. 6: Tabulka vysledkii pro nosniky 1-5
Nosnik &. 6 7 8 9 10 11
Horni odhad [NmZ] 132.3 434.8 468.4 820.1 1513.1| 6110.3
Dolni odhad [NmZ] 34.7 35.0 33.9 216.6 256.5 603.2
ABD matice [NmZ] 97.2 291.7 312.3 632.4 1110.7| 5838.2
Experiment [NmZ] 86.3 185.23 250.52 539.79 948.8 | 1955.5

Tab. 7: Tabulka vysledkii pro nosniky 6-11
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Vysledky z provedenych analyz jsou vyneseny do nasledujicich graft 1-4. Kazdy
graf znazornuje vysledky ohybové tuhosti vSech nosniki pro kazdou z vypocetnich
metod. Vynesené hodnoty jsou pro lepsi viditelnost poméry vysledku pro danou metodu

a vysledek experimentu. V grafech jsou barevné odliSené materialy nosniku.

EmT700 W xn60 B xn80 B xn90 B ums40
_ 35
2 3
c
(]
E 25
(]
<
> 2
35
v
B 1.5
2
> 1
v
2
o 0.5
(%]
=
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cislo nosniku
Graf 1: Vysledky pro metodu horniho odhadu
3.5
2 3
c
(]
£ s
(]
[oX
s 2
=}
<
E 1.5
4
>
> 1
v
(]
o]
\% 0.5 I
< % l [ | - l [ | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Cislo nosniku

Graf 2: Vysledky pro metodu dolniho odhadu
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Ndsobek vysledku experimentu [-]

Nasobek vysledku experimentu [-]

35

2.5

1.5

0.5

35

2.5

15

0.5

mT700 W xn60 B xn80 W xn90 B ums40

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cislo nosniku

Graf 3: Vysledky pro metodu ABD matic

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cislo nosniku

Graf 4: Vysledky MKP analyzy

-32-

11

11



5.1 Diskuze

Z grafu 1-4 je patrné, ze vysledky ohybovych tuhosti ziskanych analytickymi
metodami se od vysledku experimentu zna¢né 1isi. Mizeme také vidét, ze odchylka kazdé
metody je vysoce zavisla na materialu, z kterého je nosnik vyroben. Nejhorsi vysledky
vychazeji pro materidl xn60, pro ktery je vypocétend ohybova tuhost vice nez dvakrat vétsi
nez tuhost urcend experimentem. Tato chyba je konzistentni napfi¢ metodami. Naopak
pro material ums40 jsou odchylky vypoétenych vysledkti od experimentu mnohem
mensi. Pro material ums40 odchylka metod ABD matic a MKP od naméfenych hodnot

ohybové tuhosti nepiesahuje 20%

Z vyuzitych metod se jako nejméné spolehliva ukazala metoda dolniho odhadu,
ktera pro nosniky podélné skladby ptedpovidd podobnou tuhost jako ostatni metody,
ale pro nosniky napficné skladby selhdva a vysledky odpovidaji 10-30 % naméiené
tuhosti. Muzeme tedy fict, ze pro nosniky podélné skladby piedpovidaji vSechny

vySetfované metody podobné vysledky.

v

Pro zbylé tii metody, se neda fict, ze by vysledky byly spolehlivéjsi pro konkrétni
orientaci vlaken. Nejlepsi vysledky vykazuji metoda ABD matic a MKP. Tyto metody
piedpovidaji navzajem podobné hodnoty, bohuzel se ale neda fict, ze by jejich odchylky

od vysledku experimentu byly konzistentni a dosahuji od 0 % do +195 %.
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6 Zavér

V prvnich dvou kapitolach této prace byly uvedeny zékladni informace
0 kompozitnich materidlech a byla ptiblizena problematika vypoctu tuhosti anizotropnich
materiald. Byly pfedstaveny Ctyfi analytické metody vypoctu ohybové tuhosti navijenych

nosniku.

V praktické ¢asti byly vypocitany ohybové tuhosti pro 11 nosnikd metodami
horniho odhadu, dolniho odhadu a ABD matic pomoci vypocetniho skriptu, ktery byl
vytvofen v jazyce Python. Pro téchto 11 nosnikd byly vytvofeny simulace v programu
ANSY'S odkud byly ziskany tuhosti pro metodu MKP.

Z vysledki plyne, Ze v nékterych ptipadech dochazi k velkym odchylkéam.
Zejména metoda dolniho odhadu je vyuZitelné jen pro podélné skladby nosniku. Metody
horniho odhadu, MKP a ABD matic jsou vyuzitelné pro vSechny skladby. Do vSech
metod ovSem vstupuje nejistota materidlovych dat, ktera je v nékterych ptipadech velice

znatelna.
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