
Posudek školitele na diplomovou práci „Integrable and 

superintegrable systems of cylindrical type in magnetic 

fields“ studenta Bc. Ondřeje Kubů 
 

Tématem diplomové práce Bc. Ondřeje Kubů bylo studium klasických a kvantových systémů 

tzv. cylindrického typu v přítomnosti magnetického pole. Práce vznikala ve spolupráci s prof. 

Pavlem Winternitzem z Université de Montréal, u něhož student Kubů strávil zimní semestr 

na ERASMUS+ pobytu. 

Zadání vycházelo z nedávno publikovaného článku Fournier, F., Šnobl, L., Winternitz, P. 

Cylindrical type integrable classical systems in a magnetic field, Journal of Physics A: 

Mathematical and Theoretical. 2020, 53(8), ISSN 1751-8113. 2020, kde byla provedena 

klasifikace nekvantových integrabilních systémů uvedeného typu, kvadratických v tom 

smyslu, že všechny uvažované integrály jsou nejvýše kvadratické funkce hybností. Úlohou Bc. 

Kubů bylo provést obdobnou analýzu v kvantovém případě a dále hledat mezi uvedenými 

systémy případy umožňující existenci dodatečných integrálů pohybu, tzn. superintegrabilní 

systémy, a analyzovat jejich dynamiku. 

Svého úkolu se student zhostil iniciativně a velkým nasazením. V analýze kvantové 

integrability ukázal, že klasický a kvantový kvadraticky integrabilní systém uvedeného typu 

jsou v každé z možných tříd určeny stejným předpisem pro složky magnetického pole. Též 

elektrostatický potenciál zůstává v řadě případů beze změny, pouze v několika málo 

případech je nutné pro zachování integrability modifikovat potenciál jednoznačně určeným 

členem úměrným ℏ² a závisejícím na funkcích a parametrech určujících magnetické pole. Pro 

kvadraticky integrabilní systémy cylindrického typu tím byla ukázána vzájemná 

jednoznačnost ve vztahu klasických a kvantových systémů a současně nutnost ℏ² korekcí. Tím 

byl explicitně demonstrován podstatný rozdíl oproti systémům bez magnetického pole, pro 

něž v případě kvadratické integrability potenciál vždy zůstává beze změny. 

Při hledání superintegrabilních systémů cylindrického typu student Kubů kompletně vyšetřil 

možnosti odpovídající přítomnosti dodatečného integrálu lineárního v hybnostech. Detailní 

analýzou ukázal, že předpoklad existence dodatečného lineárního integrálu ve všech 

možných případech vede na systémy již známé z literatury. V souladu se zadáním diplomové 

práce pak studoval jejich trajektorie a separaci Hamilton-Jacobiho a Schrödingerovy rovnice, 

které ve většině případů dosud zkoumány nebyly. 

Dále se věnoval hledání superintegrabilních systémů za předpokladu existence dodatečného 

integrálu kvadratického v hybnostech. Tento případ se ukázal příliš výpočetně náročný pro 

provedení úplné klasifikace, proto se soustředil zejména na fyzikálně motivované 

předpokládané tvary dodatečného integrálu – strukturou odpovídající kvadrátu momentu 



hybnosti a třetí složce Runge-Lenzova vektoru. Za tohoto předpokladu nalezl několik 

superintegrabilních systémů, které dosud nebyly v odborné literatuře známy, a analyzoval 

jejich chování. Zvláště se soustředil na studium systémů majících prostorově omezené 

trajektorie, tj. neumožňujících únik do nekonečna. To je podstatné z hlediska hledání 

maximální superintegrability, tj. systémů dovolujících existenci celkem pěti nezávislých 

integrálů pohybu, neboť ta by v takovém případě implikovala uzavřenost všech omezených 

trajektorií. U většiny nalezených systémů na základě explicitního tvaru řešení pohybových 

rovnic nebo jejich numerického řešení možnost maximální superintegrability vyloučil. U 

jednoho systému ukázal uzavřenost omezených trajektorií pro specifické hodnoty 

parametrů, dodatečný integrál lineární či kvadratický v hybnostech však neexistuje a 

zkoumání integrálů vyššího řádu jde za rámec diplomové práce (a bylo posléze částečně 

úspěšné, pro určité hodnoty parametrů lze takový integrál najít a jeho řád závisí na 

vybraných parametrech, viz níže zmíněný rukopis). 

Celkově považuji diplomovou práci za velice kvalitní, obsahující řadu nových výsledků a 

prokazujících tvůrčí schopnosti studenta i jeho systematický přístup k řešení problémů. Část 

výsledků prezentovaných v diplomové práci byla zahrnuta do rukopisu Bertrand, S., Kubů, O., 

Šnobl, L. On superintegrability of 3D axially-symmetric non-subgroup-type systems with 

magnetic fields, který byl zaslán k publikaci a v současnosti prochází recenzním řízením. 

Doporučuji hodnocení diplomové práce stupněm A - výborně. 
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