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Abstrakt: Hled4ni gravitatniho pole kolem statického a axidlné symetrického zdroje vede v Newto-
nove teorii i v obecné relativit€é na Laplaceovu rovnici pro gravitacni potencidl. V obecné relativité
vSak feSeni z4visi jeSté na dal$i metrické funkci, a ta nékdy velmi neintuitivné deformuje prostor v
blizkosti zdroje (kde jsou velké gradienty potencidlu). Jako priklad takovéhoto chovéani uvadime pro-
storocas statického homogenniho kruhového prstence, popsany tvz. Bachovym-Weylovym fesenim.
Citujeme z literatury nékolik ptekvapivych vlastnosti tohoto feSeni, a poté ilustrujeme jeho geometrii
na prub€hu jednoduchych metrickych vyrazi.
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parace proménnych, statické axidlné symetrické prostorocasy, Weylova metrika
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Ring source of gravitation as a limit of thick toroid

Author: Patrik Snauko

Abstract: The search of the gravitational field around a static and axisymmetric source leads to the
Laplace equation for a lapse function, in the Newtonian theory of gravitation. However, in general
relativity, the solution of the problem depends on the second metric function, which has no analog
in Newtonian theory and which can massively deform spacetime in the vicinity of the source. As an
example, consider the spacetime of static homogenous ring, which is described by Bach-Weyl’s solu-
tion. Let us cite some surprising results about the properties of the solution from literature. Finally,
we demonstrate the geometry of some simple metric expressions by contour plots of these functions.
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Uvod

Einsteinova obecnd teorie relativity, dokoncend v roce 1915, je mimoradné elegantni a také em-
piricky velmi dspésnou teorii gravitace. Oproti predchozi teorii Newtonoveé popisuje gravitacni inter-
akci jako projev zakfiveni prostoroCasu. To ov§em znamend, Ze chovani prostoro¢asového podloZi se
stava soucasti feseni jakékoli gravitacni dlohy, a tim padem byva tdloha oproti newtonovskému popisu
podstatné obtiZznéjs$i. Vzhledem k tomu, Ze geometrie prostorocasu je ovlivnéna pfitomnou hmotou-
energif, ale zaroven naopak ovliviiuje chovani zdroja této hmoty-energie, nelze se divit, Ze gravitacn{
zékon reprezentovany Einsteinovymi rovnicemi je nelinedrni. Nelinearita je prakticky nejobtiznéjsi
vlastnosti obecné relativity.

Ackoli existuji i velmi jednoducha (typicky vysoce symetrickd) feSeni Einsteinovych rovnic, i
u nich se vétSinou vyskytuji specifické — a Casto dost neintuitivni — rysy spojené s nelinearitou
teorie. Jednim z takovychto prekvapenim byla i predpovéd existence “Cernych dér”, spojend jiZ s
historicky prvnim feSenim rovnic, objevenym Karlem Schwarzschildem jen mésic po dokonceni teo-
rie. V této préci se zabyvame jinym prikladem jednoduchého prostorocasu, ktery ma nicméné oproti
svému newtonovskému protéjSku velmi zvlastni geometrické vlastnosti — prostoroCasem statického
homogenniho kruhového linearniho prstence.

Pole tenkého kruhového prstence patii do tfidy statickych a axidln€ symetrickych vakuovych (pii-
padné elektro-vakuovych) feSent, kterd byla popsdna vhodnymi soufadnicemi a jednoduchou metrikou
Hermannem Weylem v r. 1917 ([1]). Weylova metrika obsahuje dvé neurcené funkce, pricemz jedna z
nich ma vyznam odpovidajici Newtonové gravitacnimu potencidlu (ve Weylovych soufadnicich cylin-
drického typu také spliiuje stejnou rovnici, totizZ Laplaceovu ¢i Poissonovu). Na rozdil od newtonovské
situace, kde je pole potencidlem plné€ popsano, vystupuje vSak ve Weylovych feSenich je$té druhd me-
trickd funkce, kterd nespliiuje linedrni rovnici, a jejiz nalezeni v uzavieném analytickém tvaru nenf
obecné moZné. Tato funkce je podstatnd pro geometrické vlastnosti meridiondlni roviny, tedy roviny
kolmé k obéma zakladnim symetriim Weylovych prostorocasi — ¢asové a azimutalni symetrii, a pro
kompaktni (husté) zdroje mize geometrii znacné zdeformovat oproti naivni eukleidovské piedstave.

Pole homogenniho kruhového linedrniho prstence je v Newtonové teorii (nebo podobné v elek-
trostatice) popsdno zndmym potencidlem uréenym dplnym eliptickym integrdlem 1. druhu. V rdmci
Weylovych feSeni obecné relativity, jak jsme fekli, je mozno tento vysledek pfimo prevzit jako vy-
jadreni pro prvni metrickou funkci. V pfipadé€ prstence je dokonce moZno najit i druhou metrickou
funkci analyticky, jak ukdzali Bach a Weyl v roce 1922 ([2]); obecné relativistickému feSeni se proto
fikda Bachtiv-Weyltuv prstenec. Druha metrickd funkce vSak v okoli prstence deformuje meridionalni
Lrovinu® velmi silng, takZze nékteré geometrické parametry se chovaji neintuitivné. Prstenec se kupfi-
kladu nachdzi v kone¢né vlastni vzdélenosti, pokud se k nému pfichazi z ,,vnéj$i* poloroviny (oproti
jeho poloméru), kdeZto ,,zevniti* je v nekonecné vlastni vzdalenosti. Specidlné tedy vychdzi neko-
necny jeho vlastni polomér.

V této préci ilustrujeme zminénou zvlastnost na obrazcich pribéhu zvolenych geometrickych cha-
rakteristik. Prace je ¢lenéna do celkem ti{ kapitol, kde v prvni kapitole se budeme vénovat predev§im
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reSeni Laplaceovy rovnice v rtiznych soufadnych systémech a limitnimu chovani téchto feSeni. Druha
kapitola se zabyva jednoduchymi geometrickymi charakteristikami ilustrujicimi singuldrni chovani
BW prstence. Nakonec, ve tfeti kapitole, provedeme vyobrazeni kontur nékterych dalsich vybranych
geometrickych charakteristik.

Metrika a zakladni poznatky
V celé praci budeme vychazet z Weylovy metriky stejné jako v ¢lanku [[1]].
ds® = —=N*d* + N2p%d¢? + N2 (dp? + d2P), )

kde Casto oznaCujeme N =: ¢” - divod pro toto oznaCeni bude ziejmy niZe. Pro metrickou funkei v
potom totiz, po dosazeni do Einsteinovych rovnice, vyjde zndm4 Laplaceova rovnice. Metrika potom
prejde do tvaru

ds* = —?"d? + e P p2de? + 22 (dp? + d2P). )

Na této metrice je vyhodné, Ze metrické funkce v a A jsou pouze funkcemi p a ¢. (viz odkaz na ¢lanek)
Kromé toho koeficient u dp? a dz? je stejny.
Provedeme-li dosazeni metriky (2)) do Einsteinovych rovnic, dostaneme nasledujici:

1. pro metrickou funkci v jsme ziskali Laplaceovu rovnici

Av =0, 3)
2. pro druhou metrickou funkci A jsme dostali integral

0,2
A= f Pl = v2)dp + 2v v .dz]. 4)
[
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Kapitola 1

Toroid a Laplaceova rovnice

V celé nasledujici kapitole budeme vychazet ze ¢lanku [3]], pouze podrobnéji popiseme mezikroky.
Diky analogii mezi newtonovskou teorii gravitace (resp. elektrostatikou) budeme v dal$im textu mlu-
vit o metrické funkci v jako o potencidlu. Ten nds také bude v nésledujici podkapitole zajimat. Pro
vyfeseni Laplaceovy rovnice (3) vyuZijeme kombinaci dvou zpisobi:

1. pomoci volby vhodnych soufadnych systémil a nasledné separace, tedy rozepsani potencidlu do
soucinu jinych funkci jednotlivé zavislych na jednotlivych proménnych. Tento zptlisob prevede
parcidlni diferencidlni rovnici na vzdjemné nezavislé obycejné diferencidlni rovnice.

2. pomoci integrace Greenovy funkce
d3
Y(x) = _Mf wy)d'y
o Ix—yll
kde Q je zdroj a M je jeho hmotnost, znacku ||.|| zde pouzivame pro eukleidovskou normu, tedy

llal| = 1/21.3:1 al.z. Kde navic, aby M mohla predstavovat celkovou hmotnost zdroje, musi byt
splnéna normaliza¢ni podminka pro hustotu

f WPy = 1.
Q

Jesté zminme nékolik poznamek pfed samotnou separaci v riznych soufadnych systémech:

e Znacky x, y, z si v celém textu vyhrazujeme pro znaceni kartézskych soutradnic - tedy standardni
znacendi.

e . Weylovo z = kartézské z*.

e pro ,,Weylovo* p plati ndsledujicf:

0= X%+ Y%

e V rliznych soufadnych systémech nebudeme rozliSovat azimutdlni soufadnici ¢ - samotné vy-
sledky na nf totiZ nebudou zéviset diky axialni symetrii.

V nésledujicich dvou odstavcich budeme dokazovat dileZity disledek axidlni symetrie, a sice: ,,Zndme-
li FeSeni na ose symetrie, miizeme ho rozsirit do celého prostoru.*
9



1.1 Sférické souradnice
Bud’te sférické soufadnice zaddny nésledujicimi vztahy s kartézskymi:
X =rsinfcos @,

y = rsin@sin ¢,
z=rcosé, (1.1)

pror € [0,00);0 € [0,7); ¢ € [0, 27).
Zabyvejme se nyni ditkazem nésledujictho tvrzeni:

Véta 1.1.1. Mé&jme néjaky axidlné symetricky a staticky prostorocas. Necht’ je zndmé feseni Lapla-
ceovy rovnice (3) na ose symetrie ve sférickych souradnicich. Potom toto fesSeni Ize v danych sourad-
nicich jednoznacné rozsirit na cely prostorocas.

Diikaz. Provedeme konstrukci. Laplacetv operator nabyva ve sférickych soufadnicich podoby

19 1 0 dv %
Ay =-— + >———[sinf= |+ ——— 1.2
Y r Or? () r2 sin 6 66 (sm 66’) 12 sin? § 0> (1.2)
budeme-li predpokladat feseni ve tvaru
U
r,0,¢) = —=GOF(¢),
po dosazeni do rovnice (I.2) dostaneme tii nezévislé obycejné diferenciélni rovnice:
1 d*F )
— = 1.3
Fdgr " (13)
I d sin@dG + |1+ 1) i G=0 (1.4)
sinodo | do sin?0| '
U i+
—_— - U=0, 1.5
a2 2 (1.5)

kdel e Ng Ame{-1,...,0,...,1}. Toje z divodu, aby se feSeni rovnice (I.3]) chovalo ,,slusné“ - tedy,
aby nedivergovalo. Pfedchozi postup Ize dohledat naptiklad v [4] nebo [5]. Obecné feseni Laplaceovy
rovnice ve sférickych souradnicich potom spliiuje:

00 ]
v(,0,6) = > > (Bt + CLwr™ V) Y106, 9), (1.6)

=0 m=-I

kde Y;,, jsou kulové funkce ([5]], [6]). Z poZadavku axidlni symetrie dostaneme m = 0. Reseni totiz
kvuli axidlni symetrii nesmi zdviset na soufadnici ¢. Potom kulové funkce piejdou v Legendreovy
polynomy P; ([S]], [6]). Ty maji tu vlastnost, Ze pro sudé indexy se jednd o sudé funkce a pro liché
indexy se jedna o liché funkce. To lze nahlédnout napiiklad z Rodriguezovy formule, kterou mdZeme
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dohledat tfeba v [4]. Z poZadavku existence ekvatoridlni roviny (a z ni plynouci reflexni symetrie)
miZe vysledné feSeni nakonec obsahovat pouze sudé indexy. Celkem tedy mame feSent:

(o9

v(r,6) = =M ) (Boyr™ + Copr ™) Py (cos ) (1.7)
n=0

Specidlné, feSeni na ose symetrie, tj.: r := z,0 = 0, mdme
¥(z,0) = =M )" By + Capz” @™, (1.8)
n=0
jelikoZ Py, (cos 0) = Py,(1) = 1 ze zavedeni Legendreovych polynomd.

A tedy, budeme-li zndt feSeni na ose symetrie (I.8), 1ze jej na cely prostor rozsifit jednoznaénym
zpusobem, a sice podle nésledujiciho schématu:

1. provedeme nahrazeni z — r,
2. vyndsobime sumand sudymi Legendreovymi polynomy P,,(cos 6),
tim ziskdme feSeni platné v celém prostoru. O

Podobné dvahy jako v tomto oddile provedeme pro dalsi sadu soufadnic - pro toroid4lni soufad-
nice.

1.2 Toroidalni souradnice

Vztahy mezi kartézskymi a toroiddlnimi soufadnicemi jsou ndsledujici:

a sinh y cos ¢

~ coshu —cosn’
_ asinhysing
~ coshyu —cosn’
asin
z= —77, (1.9)
COS U — COS T

kde u € [0, 00); 17 € [0, 27); ¢ € [0, 27).

Véta 1.2.1. Méjme néjaky axidlné symetricky a staticky prostorocas. Necht’ je zndmé feseni Lapla-
ceovy rovnice (3) na ose symetrie v toroiddlnich souradnicich. Potom toto Feseni lze v danych sourad-
nicich jednoznacné rozsirit na cely prostorocas

Diikaz. Jedna se opét o konstrukéni zéleZitost. Myslenka je stejnd jako v piipadé sférickych souradnic,
lis{ se jenom technické detaily, které jsou vazany na dany soufadny systém. Laplacelv operator v
toroiddlnich soufadnicich nabyde tvaru:

1 1 0 _ v 0 v NG 0%v
Av=—5 — |V hu— |+ = Vam== —|. 1.10
s gfll/,z [sinh,u (9/,1( Gy S ,uaﬂ) + 377( gnnan) + sinh2,u3¢2 ( )

11



kde pro metrické koeficienty plati:

2 . 2
_ o (__a Y.  _(_asinhp
gﬂ.u - g’m - (Cosh’u_cosn) ’ g¢¢ (COSh,L[—COSn) ’

Polozime-li v(n, ¢, 1) = +/cosh u — cosn S (1, ¢, 1), dostaneme z rovnice (1.10)

1 o aS\ %S 1 9*s 1
sinhg— |+ — + ———— + —S =0, 1.11
( #3#) on*  sinh?p 0g* 4 (1D

sinh y O

rovnici (I.11)) separujeme poloZenim S (1, ¢, u) = N(1, p)M(). JelikoZ ¢ a i jsou periodické sourad-
nice, projevi se ve vysledném soucinu v sumandu fady faktory cos(ka), sin(ka), kde k € Ny A a €
{n, ¢}. Pro zbylou funkci M = M(u) dostaneme rovnici:

1 M 1 2
L9 G IM) () e o, (1.12)
sinh u du du 4 sinh?

kde feSenimi jsou Legendreovy funkce P | /z(cosh W, 0 /2(cosh ) ([6]). Obecné feseni Lapla-

ceovy rovnice v toroiddlnich souradnicich potom dostaneme:

v(n, ¢, 1) = q/coshu —cosn Z Z[am cos(m@) + by, sin(me)] - [c, cos(nn) + d, sin(nn)]-

m,n=0 m=0

[Amnan_l/z(coshu) + B Q,’:’_l/z(coshu)], (1.13)
které se ale na zdkladé axidlni symetrie a invarianci vii¢i zrcadleni zjednodusi nédsledujicimi zptisoby:
1. m = 0 & axidlni symetrie - tim vypadnou siny pro ¢,
2. d, = 0 < invariance vuci zrcadleni osy z,
3. Bun = 0 < funkce Q7' | n maji pro u — 0 logaritmickou singularitu, vizte naptiklad [4]].

Obecné feseni vné anuloidu potom lze psat ve tvaru:

M (o8]
v(u,m) = - \/2(Cosh,u —cosn) Z A, cos(nn)P,—12(cosh ). (1.14)
n=0

Specidlné na ose symetrie, coz v tomto pfipadé znamend: u = 0, dostdvame:

v(0,n) = —% V2(1 —cosn) ZA,, cos(nn). (1.15)

n=0

Vidime tedy, Ze pokud néjakym zpusobem ziskdme toto feSeni, lze ho na cely prostor prodlouzit
obdobné jako v piipadé sférickych souradnice. O

Budeme-1i pokracovat v dvahéch, na které nds ptivede rovnice (1.13), zjistime, Ze muZeme po-
mérné snadno ziskat koeficienty A,. Je totiZ zndmym vysledkem funkciondlni analyzy, Ze mnoZina
{cos(nx); n € Ny} je ortogondlni mnozinou na intervalu [0, 27r] vii¢i nasledovné zadanému skalarnimu
soucinu

27

<f’g>= 0 fg
12



Obrazek 1.1: Schéma k popisu torodiu. Prevzato ze clanku [3]].

Plati

1 1 (7 2 n=0
— == f cos?(nx)dx = "
En T 0 1 ne N

Potom, jestlize obé strany rovnice (I.15) vyndsobime vyrazem cos(mn), dostaneme

av(0, n) cos(mmn) s
M e & ' 1.16
MA2(1 —cosn) ; cos(nn) cos(mn) (L16)

Nyni proved’me vy$e zminény skaldrni sou¢in na obou stranich rovnice (I.16)), zaménime navic po-
fadi sumace a integrace, dostdvame

27
0, 1
_a [T vOmeostmn) 1 (1.17)
M J, 2(1 — cos 1) Em

odtud dostavame pro koeficienty A,, konecny vztah

asm (7 v(0, 1) cos(mn) q

A = -
M Jy 2(1 — cosn)

(1.18)

1.3 Popis toroidu

Toroid je popsdn dvéma parametry - vnéjSim polomérem a a vnitinim polomérem b, kde jisté
a > b. Vnittek anuloidu popiSeme soufadnicemi (o, 9, ¢), kde o € [0,b); ¢ € [0,2n); ¢ € [0,2n).
Vztahy mezi témito a kartézskymi souradnicemi jsou nésledujici:

x = (a+ocos?) cos g,

y = (a + ocosi)sing,

z=osind, (1.19)
13



odkud mame pro metrické koeficienty:
— 2. —1- _ 2
Joo = 05 go9 = L; 9Gop = (a +QCOSI9) s
odtud pro objem a povrch anuloidu dostaneme

dV = /g dod?d¢ = o(a + o cos Hdoddd¢ = V = 2x%ab?, (1.20)
dS = Vg lo=pdoddde = b(a + o cos #)dodddp = S = 4n’ab. (1.21)

1.4 Vypocet pole na ose symetrie

V tomto oddile se budeme zabyvat vypoctem gravitacniho pole na ose symetrie. Vime totiZ - diky
vétam o jednoznacném rozsifeni - Ze tato feSeni potom muiZeme snadno rozsifit na cely prostorocas.
K vypoctu pouZijeme metodu integrace Greenovy funkce, kterd mé v kartézskych souradnicich tvar

v(x) =-M f —w(y)d3y
o lx—-yll

Zdrojem Q je zde pravé toroid. VyuZijeme tedy déle vztahi mezi kartézskymi soufadnicemi a sou-
fadnicemi popisujicimi toroid (1.19). Déle, zvolime-li bod lezici na ose z, ma soutadnice (0,0, z). V
tomto bodé€ nyni budeme pocitat transformovany integrdl z Greenovy funkce, konkrétné

2 f b w(o)o(a + o cos )
0=0 /(a +pcos$)? + (z — osin®)>

w(z) = —2nM dod?, (1.22)

=0

kde faktor 27 jsme dostali po integraci pies azimutdlni thel ¢, na kterém integrand nezdvisi. Pro
jednoduchost dale predpokladejme zavislost hustoty w pouze na souradnici o. Hustota se tedy méni

uvnitf anuloidu, ale neméni se v zdvislosti na dhlu ¢. V integraci budeme postupovat ,,postupné.
Definujme nejdiive parcilni potencial v© vztahem

2 (a+ocost?)

© () —
v®(z) = —2nMp
0 (a+ocos®)? +(z— osint)?

dd. (1.23)

Konec¢ny vysledek pro anuloid potom dostaneme pro zadani konkrétni hustoty w = w(p) integraci pres
soutadnici o:

b
Wz) = f w9 (z)do. (1.24)
0

v, s , v e . . . , v , Q
Prlma integrace (I.22) neni mozn4, proto integrand rozvineme do mocninné fady v terminech £ a
integrujeme Clen po Clenu

© 2 2n+1
© ¢ _ (P2,(0)) @
V(7)) = —27er—27ra E -1 @+ | (1.25)
n=0

z ¢ehoZ po dpravé dostaneme

Py (0)) ¥t
2n—1 (a2 + Z2)n+1/2’

V() = dnaM Z ( (1.26)
n=0
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jak uZ je zminéno ve ¢lanku [3]]. Navic, z Rodriguezovy formule, pro Legendreovy polynomy plati

-D"2n)! (=D (Zn)

PuO = iy = 2 \n

celkem tedy mtizeme (1.26) pfepsat do tvaru

(2'1)2 0 2n+1
YO = B2aM 1.27
() = n’a 242,1 1(2n—1)(\/m) : (1.27)
coZ lze zapsat pomoci eliptického integralu druhého druhu jako
2
©(z) = ~8nraM —2—E [ -"—|. 1.28
Y R Vi (129

Opét ve shode se ¢lankem [3]]. Nyni tedy mame spocteny potencidl na ose symetrie - podle vét jej lze
jednoznacéné rozsitit do celého prostorocasu.

1.5 Rozvoj potencialu ve sférickcyh a toroidalnich souradnicich

1.5.1 Sférické souradnice

Jestlize funkci (1.28) rozvedeme do fady ve smyslu dikazu véty o jednozna¢ném prodlouZeni pro
sférické soufadnice, dostaneme

(1.29)

2n

w po (r\?"
VO(r, ) = -M 30 By (ﬁ) 52n(cos ) r<a
-M 3 c? (%) Ps,(cosO) r>a

kde rozdéleni na dva piipady je zpisobeno konvergenci sumandu. TotiZ v kazdém z piipadi jsme
museli na dané vySetfované oblasti jednu ze sad koeficient A,(f) nebo B,(f) polozit rovnu nule, aby
sumand vibec konvergoval. Pifmym vypocétem (naptiklad v SW Maple) potom zjistime, Ze pro koefi-
cienty rozvoju plati

(Zn) 2

@

© _ © n 11 o 11
BY = CY = (-1)' 3 4r%0 oF 1 (5.5 + m 15| = Py(0) 4n0 2 Fy |~ 555 +m 1555 ). (1.30)
a a

272 2’ 2

konkrétni vysledky pro koeficienty Ba,, Ca, ziskdme ze vztahu (I.24)) pro konkrétné zadanou hustotu.
Symbol , F(., .; .; .) predstavuje zobecnénou hypergeometrickou funkci ([5]]).

Oznacime-li By, = Cy, =: D, a spo¢teme limitu pro tenky toroid, tj. b — 0, dostaneme

11 Q2 7T2Q3
DE)Q) 4n%0 2 F (—5 2,1;a—2):4ﬂ2g—_a2 . (1.3D)
Zvolime-1i napiiklad hustotu w = 7, dostaneme pro koeficient Dy podle vztahu ([.24)
Dy = i ’ 1D(@’dg 1 fb4 20do ! (1.32)
= lum = lim = — X
070y V b—0\2n12ab? Jy e a’

kde jsme ve druhé rovnosti vyuZili vztahu pro objem anuloidu.
Vzhledem k tomu, Ze uz v nultém ¢lenu nepfispéje druhy ¢len do limity z integrdlu v (1.32) - po
15



integraci totiZ v Citateli vyrazu zbude vyraz imérny b/, kde j € N, ktery ale pro b — 0 vymizi, ostatn{
Cleny Dy, pro n > 0 nepfispéji Zddnym nenulovym Clenem. Plati proto

D, = Dy. (1.33)
S pfihlédnutim k pfedchozi rovnosti dostaneme po dosazeni (1.32)) do (I.30) vysledek
2
-M 0 (5) " Py, (cosh) r<a
vew(r,0) = B
— 7 2n=0 (;) P,(cosf) r>a
coZ je podle ¢lanku [3]] feSeni pro nekonecné tenky Bachiv-Weyllv prstenec.
1.5.2 Toroidalni souradnice
Na ose z, kde u = 0, plati: '
= 07 _ ot (1.34)
1—-cosnp 2
atedy
2
a2l
i sin” 2, (1.35)
potom (1.28)) nabude v toroidélnich soufadnicich tvaru:
AV Iy
YO () = ~8rMossin (—)E @ sin2 7). (1.36)
2 a? 2
Vztah (I.18)) mizeme piepsat do tvaru
1 21 2
A9 — 4o f cos(nn) E (Q—2 sin Q) dn, (1.37)
En Jo a 2
jelikoZ plati

2(1 —cosy) = 2sin 2.

2
Dle ¢lanku ... 1ze vztah (1.37)) pfepsat do tvaru
4roena 111 2
(o) _ O&n reg . Y
An —(_1)’1T3F2 (—E,E,E,l—n,1+n, a_z)’ (138)

kde symbol 3 F ;eg predstavuje regularizovanou hypergeometrickou funkci. Jeji vztah k obycejné hy-
pergeometrické funkci je dan (vizte opét tfeba [5]])

2 3F2(—lll'1—nl+l’l9—2)
reg 1 1 1 ) Q 2 1) 29 2 ) b ) a2
3F2 __9_7_71_n91+n7_ =
2°2°2 a? I'(l -=mI(1+n)
Konecny tvar koeficientli A, dostaneme integraci pres konkrétné zadanou hustotu

b

Ap = f w(e)A¥do. (1.39)
0
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1.6 ReSeni ve Weylovych souradnicich
1.6.1 Shrnuti specialnich funkci a znaceni pouzitych v tomto oddile
Shrnuti vlastnosti nasledujicich specidlnich funkci vychazi z kombinace zdroju [4]], [5] a [6].

1. Funkce T, : R — R : x > cos(narccos x)) se nazyvaji Cebysevovy polynomy a plati pro nd
rekurentni vztah

Ty(x) = 2xTy—1(x) — Ty-2(x), (1.40)
kde evidentné: To(x) = 1; T1(x) = x.

2. Funkce S, : R — R : x — sin(narccos x) jsou s CebySevovymi polynomy svazany ndsleduji-
cim vztahem:

V1 — x2dT,(x)

n dx

Sn(x) =

(1.41)

odkud vidime, Ze pro né plati stejny rekurentni vztah jako pravé pro Ceby3evovy polynomy,
tedy:
Sn(x) = 2x85-1(x) = Sp-2(x), (1.42)

kde So(x) = 0; S1(x) = VI — 22.

3. Funkce P, _ ko R — R se nazyvaji pridruzené Legendreovy funkce a jsou dany pridruzZenou
Legendreovou rovnici (zde bude odkaz). Plati:

1
Py =5 [4(11 — DxP, 3(x)— (2n - 3)Pn_%(x)] , (1.43)

pro derivaci plati

-2 [xPn_l(x)—Pn_;(x) . (1.44)
X — 2 2

Déle zavedeme nasledujici znacenti:

0 = \/Zz +(a+p)?

A

Y s e (1.45)

H
>
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1.6.2 Prevod problému z toroidalnich souradnic do Weylovych

Vztah mezi Weylovymi a toroidadlnimi soufadnicemi je dan vztahy

2,2, 2
+22+
u= argcosh( pFrz e ] = argcosh (A;) (1.46)
V(@ + p? + 22)2 — da?p?
2,22
n= arccos( pFre-d ] = arccos (A_), (1.47)
V(@ + p? + 22)2 — 4a?p?

s pfihlédnutim ke znaceni z minulého odstavce, potom z feSeni v toroiddlnich soufadnicich vyplyva,
Ze ve Weylovych soufadnicich nabude feSeni tvaru

—2aM
v(p,z) =

ZA Tu(A)P, 1 (As). (1.48)

K urceni druhé metrické funkce A budeme potiebovat znat také parcidlni derivace potencidlu. Pro ty
plati:

_ aM & B 5
iD= ZOA [A(l )0 — (@ + 2)To(A- )Pn_;(m)] (1.49)
+ (A% + 2n(0* = (@ + 2))) Tu(A-) - 8nazp®S u(A)] P, 1(AY)
2aM7z <
v.(p,2) = o ;)An [A(l —2n)Tn(A_)Pn_%(A+)] + (1.50)

#2n[(0% + @ + DT80 + 207 = @+ 2)S,80| Py 40

1.6.3 Limita pro tenky toroid
Diky (1.38)) plati

111 0? 2o
AY = 4n0 sFYE [ — -1 1 £ ) ~or?0 - 25, 1.51
o T3 {5y TOT U2 (1.51)

integraci a limitou b — 0, podobné jako ve sférickych souradnicich, dostaneme pro volbu hustoty
1

w:‘—/

1
Ay = —. 1.52
0= (1.52)

Dosazenim do potencidlu potom ziskdme

_ 62_62
2M K(l A+):_2MK( < +), (1.53)

vBw (0, 2) = 2y 1(Ay) = > 5 5

VA 72 VA

coZ je znovu podle ¢lanku [3] jiny zptsob vyjadieni pro Bachdv-Weylliv prstenec. Tento zptisob
vyjadieni pro BW prstence bude také nastinén v nasledujici kapitole.
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Kapitola 2

Geometrické charakteristiky
Bachova-Weylova prstence

2.1 ReSeni pro tenky homogenni prstenec

V nasledujicim oddile budeme diskutovat Bachovo-Weylovo feSeni pro tenky homogenni prste-
nec. Budeme zde vychézet z ¢lanku [2]. Provedeme jen drobné dpravy ve znaceni a v prici s geome-
trizovanymi jednotkami. Opét vyjdeme z metriky (2)). Po dosazeni dostdvame rovnici pro metrickou
funkci v, a sice

1{0 d(pv
Av = —( (ove) o ””)) 0. 2.1)
p\ 0z ap
Pro metrickou funkci A dostdvam z Einsteinovych rovnic
Az =20v,v,, (2.2)
Ap=p(v3 = V2). (2.3)

Tii vySe uvedené vztahy pravé odpovidaji rovnicim (3) a (4), které byly predstaveny v tivodu préce.
Déle vime, Ze newtonovsky potencidl pro nekonecné tenky prstenec hmotnosti M je

GM
-2 2.4
YT TaR 4

kde G je gravitani konstanta a ¢ je rychlost svétla. Kvili praci v geometrizovanych jednotkach po-
kldddme

G=c=1.
Celkem proto pro newtonovsky potenciél dostdvame
) 2.5

kde

cos? w + 62 sin’ w

R= f i do . (2.6)
. \/5%
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Zde vyuzivame znaceni (I.45]) zavedené v prvni kapitole. Diky zndmému vztahu

2

cos? w + sin®

w=1,

a diky symetriim integrandu miZeme vyjadieni pro R upravit do tvaru eliptického integrdlu K - ktery
je k dohledani v [5] nebo [6]], kratce si jej také pfedstavime v ndsledujicim oddile - tedy

4 (2 d
R=2 f @ 2.7
6- Jo L W)
1 - (T)sm w
2

» . . 62-5 oy .
Oznacime-li navic k := —5 > muZeme psat

R = 4K(k). (2.8)
Celkem potom z rovnic (2.3), (2.7) a (2.8)) dostdvame vyjadfeni pro metrickou funkci v ve tvaru.

2MK®K)
o

2.9)

Tvar metrické funkce A zde pouze zminime, nebudeme jej odvozovat. Odvozeni je k dohleddni napfi-
klad ve ¢lanku [2] nebo [7]]. Pro metrickou funkci A mame vyjadieni ve tvaru

M? (p — a)(E — kK'*K)*

A= (o +a)E - K)* + 7

- 2.10
4r2a%p (2.10)

2.2 Geometrie Bachova-Weylova prstence

V této sekci budeme vychdzet predevs§im z ¢lanku [7]]. Dopustime se jen drobnych zmén ve zna-
¢eni, aby se na n¢které vysledky 1épe odkazovalo a aby znaceni odpovidalo pfedchozimu texu.

Je samozfejmé, Ze zobrazeni skuteCnosti zdvisi na pouZitych soufadnicich. V obecné relativité
je tento fakt o to zdvaZnéjsi, Ze prostorocas je podle ni zakfiveny, takZe ani soufadnice, na které
jsme zvykli v eukleidovském prostoru nebo Minkowského prostoroCasu, ztraceji bezprostiedni ge-
ometricky vyznam. ,,Skute¢né®, geometrické ¢i fyzikdlni vlastnosti prostoro€asu jsou takové, které
na soufadnicich nezavisi. Nejjednodussimi takovymi jsou invarianty, a dale veliCiny, které by v prin-
cipu mohl naméfit néjaky fyzikalni pozorovatel. Velmi pfirozenymi charakteristikami tohoto typu
jsou vlastni ¢as a vlastni vzdalenost. Vlastni Cas je nejkratsim moznym fyzikdlnim casem, ktery lze
naméfit mezi dvéma Casupodobné odlehlymi uddlostmi; jednd se o ¢as naméfeny v soustavé, ve které
se ob& udalosti staly na stejném misté. Naopak vlastni vzdalenost je nejdel$i vzdalenosti, kterou je
moZné naméfit mezi dvéma prostorupodobné odlehlymi udélostmi; je to jejich vzdilenost naméfend
vzhledem k soustavé, ve které se obé udalosti odehrély ve stejném case. Obé veliCiny se pocitaji jako
integrace odmocniny z patfi¢ného Clenu (Casové, resp. nékterého z prostorovych) zdkladniho invari-
antu - prostorocasového intervalu (neboli ,,metriky“). V naSem piipade€ je metrika pouze diagondlni a
ma tvar

ds? = g,di* + g¢¢d¢2 + gppdp2 +g..dz%.
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2.2.1 Od BW resSeni ke Curzonovu reseni

Pro BW prstenec plati:
1 2MK (k)
N :exp( s ) (2.11)
2 - a)(E - K*K)*
e (o +a)E—-K)* + 0 e } (2.12)

kde M je hmotnost prstence a a je jeho polomér. Déle
%
E :=E(k) = f 1 — k2 sin(a)da
0

je uplny elipticky integral 2. druhu a

K = K(k) = fz I S
0 1 — k2 sin(a)

je uplny elipticky integral 1. druhu. Déle plati
K?=1-k

a pro nas konkrétni problém (BW prstenec) je

52 4ap 62
2 + 72 +
k—l—é‘—z_—gﬁk —g.

V limité pro a — 0% dostaneme z BW feseni tzv. Curzonovo feSeni (zde bude odkaz), totiz plati-li

2MK(k 4
N:exp(— 6()) A kzg,
mo_

potom

2MK —2M3
lim N = lim exp (— (k)) = exp(—z]
Fig

a—0* a—0* o /pz + 72

1 M
= —(a— 0= eXp[—], (2.13)
N [0? + 22
kde jsme vyuzili faktu, Ze
. 4ap\ n
lim K| —-|= = 2.14
ai%l* ( 6% ) 2’ ( )
rovnéz plati
. 4ap by
lim E{— | = =. 2.1
a0+ ( 52 ) 2 (15
Odtud dostdvame pro druhou metrickou funkci
2
1( Mp
A 0H=-—=—=], 2.16
(a—07) 2(p2+22) (2.16)
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kde vztahy (2.13) a (2.16) pfedstavuji zminéné Curzonovo feseni. To je zajimavé tim, Ze se jednd v
podstaté o jediny bod a clovék by tedy cekal, Ze bude spliiovat sférickou symetrii jako Schwarzchil-
dovo feseni, coZ tak z rovnic zjevné neni.

Zdivodnime je$te, Ze vztahy a (2.15) skute¢né plati diky Lebesgueové vété o zdméné limity
a integrdlu. Naplnéni pfedpokladu o majoranté ukazeme pro (2.13). Zbyvajici piipad by se délal ob-
dobné. Plati

\/l—kzsinasl\v’ae(o,g) A gla) = 1 :>g€£(0,7—2r),

tim jsme nalezli integrabilni majorantu a dostdvame platnost vztahu (2.13).

2.2.2 Geometrické vlastnosti BW reseni

V nésledujicim odstavci se budeme vénovat uZz zminénym geometrickym vlastnostem. Mimo
vztaht (2.11) a (2.12), které zde budeme potiebovat, pfipometime jesté tvar Weylovy metriky (2)),
se kterou pracujeme:

dSZ — _62vdt2 +p26—2vd¢2 + eZA—ZV(de + de),

kde N := ¢” av m4, jak jsme vidéli v 1. kapitole, vyznam potencidlu diky paralele s newtonovskou te-
orif gravitace. Budeme zde také hojné vyuzivat toroiddlni soufadnice, které jsme popsali vztahy (1.9).
Jak jsme jiZ na zaCéatku prace poznamenali, kartézské z a Weylovo z se shoduji. Mezi kartézskymi
x,y a Weylovym p je vztah p = +/x2 + y2. Odtud potom dostdvame mezi Weylovymi a toroiddlnimi
soufadnicemi nésledujici vztahy

inh
o= asmhu , (217)
coshu —cosnp
= asinn (2.18)

" coshu —cosn’
kde u € [0, o0) pfedstavuje novy polomér a 7 € [0, 27r) novou latitudindlni soufadnici. Metrika pfi této
transformaci prejde do tvaru

a® sinh? udg? + e*A(du® + dn)

ds* = —-N*dr* + — >
N (coshu — cosn)

(2.19)

2.2.2.1 Maly obvod

Co myslime malym obvodem je nejlépe patrné z obrazku 2.1. Jedna se o veli¢inu, kterou naméi{

v v e,

takovi pozorovatelé, ktefi Cas ¢ z metriky pouZiji jako sviij vlastni.

Maly obvod bude zjevné zaviset pouze na latitudindlni soufadnici. Jedna se totiZ o staticky prosto-
rocas - tedy nebude vystupovat soufadnice ¢ . Diky vychozimu pfedpokladu axidlni symetrie nebude
vystupovat ani souradnice ¢. Na souradnici p zaviset nebude zjevné, jelikoZ ji fixujeme na jistou hod-
notu pg, kde chceme maly polomér pocitat. Metrika se potom redukuje na

ds® = gnndnz,

odtud integraci a dosazenim konkrétniho tvaru koeficientu dostdvdme pro metriku - jakoZto invariant

(oznaCme s := )
T T e/l
I, =2 VGmdn =2 dn. 2.20
s j(; G aj(; N(coshu — cosn) d ( )
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Obrézek 2.1: Zluté je na obrdzku v kartézskych soutfadnicich zndzornéno to, co minime malym obvo-
dem.

Maly obvod, ozna¢me jej L, dostaneme jako

L; = lim /.

/J—)OO

Zjevné integrand je kladny. Integrand se potom pro u — oo chovd jako 2e*~7#. Pro n43 pifpad
BW prstence dostaneme s ohledem na vztahy (2.11) a (2.12)), Ze integrand se chové (pfi u — o) jako

2M? cos
U#Ze,u) ,

n2a?

21V H ~ 2exp (—
a tedy mame:

1. pro cosn > 0 integand rychle vymizi, obdob€ pro cos 7 = O integral konverguje. Skutecné,

T T
Iy ~ af 2exp(l) = Zaf 1 = 2na,
0 0

2. pro cos i < 0 integrand naopak diverguje.
Zde poznamenejme, Ze skute¢né nejdiive nastavujeme hodnotu cosinu, a poté teprve provadime li-

mitu.

Pfipad 1 podle vztahu (2.17) znamend, Ze se k prstenci pfibliZujeme ,,zvnéjSku‘. Tedy plati p > a.
Naopak piipad 2 je - opét podle (2.17) - pfibliZeni zvnitiku. Tedy plati p < a.

Z vyse uvedenych uvah tedy vidime, Ze ,,vnéjSi poloobvod‘ vymizi, naproti tomu ,,vnitini* bude
divergovat. Celkem tedy jejich soucet bude divergovat a dostaneme, Ze maly obvod je nekonecny.

2.2.2.2 Velky obvod

Co minime velkym obvodem, je opét nejlépe patrné z obrazku 2.2. Bude nds nyni zajimat pfipad,
kdy jsou souradnice t, z, p konstantni. JelikoZ prostorocas, ktery uvazujeme, je dle predpokladu axidlné
symetricky, plati

Giio = 0, i € (1,0, 6,20 = Gppp = 0.
23



Obrazek 2.2: Pro ilustraci velkého obvodu - opét v kartézskych souradnicich.

Jinymi slovy metrickd funkce nezdvisi na soufadnici ¢. Metrika se ndm v tomto piipadé redukuje
pouze na tvar

ds® = geed’,

odsud integraci, dale z faktu, Ze metrickd funkce g4 nezévisi na ¢ a protoze ¢ € (0, 2r] dostaneme
(pri oznaceni s := [))

ae™ sinh u

2
Il =21 \ggp = % =2npe”” =2n (2.21)

coshu —cosn’
kde posledni rovnost je pouze pievod do toroiddlnich soutadnic (2.17), (2.18). Odtud velky polomér
(oznacme jej L;) opét dostaneme jako

L; = lim [;

M—)OO

Provedenim limity v toroiddlnich soufadnicich zjist ujeme

asinh y V2MK(N1—e 2| MK( V1 - 6_2”) 3
ex =a lim exp = oo,
exp(%) U—00 na

4/cosh u—cosn

Pozorny Ctendr si jisté vSimne, Ze jsme ve druhé rovnosti pouZili matematicky nespravnou notaci, a
sice ,,castecné limitovani*. Toho jsme vyuzili kvili zpfehlednéni a predevSim zkraceni zapisu, na-
misto dlouhého zdpisu, pfi kterém bychom museli vypisovat vSechny diléi limity a oddvodiiovat arit-
metikou limit. Rovnéz jsme pouzili ziménu limity a integralu pro integral K - tuto bychom zdtvodnili
obdobné jako pfi pocitdni Curzonova feSeni pro BW prstenec podle Lebesgueovy véty. Celkem tedy
vidime, Ze i velky obvod je nekone¢ny.

Ll = lim
p—co coshu — cosn na
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2.2.2.3 Vlastni polomér a vlastni vzdalenosti

S pfihlédnutim k faktu, Ze stfed prstence lezi na ose, kde je souradnice z = 0 a soufadnice ¢, ¢
fixujeme, redukuje se ndm metrika na

ds® = gpp(z = 0) dp?,

pricemz p € (0, a], odtud integraci dostaneme (pfi oznaceni s := r)

a e/l 00 00 e,{
r = ‘fo /gpp(z =0) dp = fol (N) (z=0) dp = fo \ /g'u#(]]) dIJ = aj; N(Cosh,u — cosnd’u’

(2.22)
kde jsme v pfedposledni rovnosti pfevedli integrél do toroidalnich soufadnic (2.17), (2.18). Ze vztahu
(2.17) jsou patrné nové meze. Jak jiz bylo v oddile 2.2.2.1 pro 4 — oo se integrand (2.20) - a tedy i
([222), protoze se jednd o stejné integrandy - chovd jako 2et™"7#, a tak

e 2M?cosn
26/1 VTR~ Zexp(—w,uze").

Nésleduje tedy analogicka diskuze jako v oddile 2.2.2.1.
1. Je-licosn > 0 & p > a, potom je vzdilenost méfend z jakéhokoli z téchto sméri konecna.
2. Je-licosn < 0 © p < a, potom jsou tyto vzdalenosti nekonecné,

z téchto dvah vyplyva, Ze vlastni polomér prstence je nekonecny.

2.2.2.4 Osa symetrie, ekvatorialni rovina

Zakladni poZadavek, ktery mdme na ose symetrie, je poZadavek lokdlni plochosti horizontalnich
rovin, kde z = konst. - coZ znamend, Ze se geometrie téchto rovin se ndm jevi eukleidovsky. Toto je
zajisténo, jestliZe je druhd metrickd funkce A = 0.

Vzdalenosti pocitané kolem osy symetrie jsou vSude konecné. Jelikoz na ose symetrie je p = 0,
déle pfi fixovéni soufadnic ¢, ¢ z metriky zbude

ds* = g=(p =0) dZZ’

odsud dostaneme, pii oznaceni téchto vzdalenosti ds =: D,

1
D = g, (p=0) = (ﬁ) (0 =0). (2.23)
Pro BW prstenec dostdvame
1 M
- (p:()):exp(—).
(N) Vz2 + a?

DileZitou veli¢inou v popisu BW prstence je elipticky integrdl K(k), ktery diverguje prok = 1.V
ekvatoridlni roviné mame pro modulus

2 \ap

k= .
p+a

Odtud zjevné modulus nabude hodnoty 1 pravé tehdy, kdyZ p = a, tedy na samotném prstenci. VSude
jinde je modulus mensi.
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2.2.2.5 Shrnuti poznatka

V nasledujicim odstavci jesté jednou zrekapitulujeme, k cemu jsme dosli v predeslych tvahach o
zékladnich geometrickych veli¢indch pro BW feSeni.

1. Maly obvod se choval riizné podle toho, z jakého sméru jsme se k nému pfiblizovali. Prop > a
byl tento obvod kone¢ny, naopak pro p < a jsme dostali nekone¢no. Dohromady je tedy maly
obvod nekonec¢ny.

2. Pro velky obvod zde nehralo roli rozliSeni smérd. Rovnéz vysel nekonecny.

3. Vzdalenosti se pro BW feseni chovaly podobné jako maly obvod. V zavislosti na sméru vysly
konecné (v piipadé p > a) nebo nekonecné (v pfipadé p < a). Disledkem tohoto pozorovan{
byl nekonecny polomér BW prstence.

4. Vzdalenosti podél osy nim vysly vzdy konecné.

2.2.3 Gravitaéni zrychleni

Zabyvejme se dalsi, trochu sloZitéjsi, geometrickou veli¢inou, kterd ale moZnd bude vhodnym pro-
sttedkem pro pochopeni podivného chovani BW prstence pfi jejim zobrazovéni - gravitacnim zrychle-
nim. Jednd se vlastné o veli¢inu analogickou k intenzité pole v newtonovské teorii - je totiZ odvozena
z prvnich derivaci metrické funkce N a to vztahem

N2
= gN Ny = = (V)P + (N P). (2.24)

Podivame-li se, jak tato veli¢ina vypada na ose symetrie (o = 0), dostaneme

M22
(o = 0) = < .
2 4 2)3 M
(z%2 +a?) exp(m)

Vidime, Ze pro bod z = 0 tato intenzita vymizi.

2.2.4 Kretschmannuv invariant

JelikoZ pracujeme ve vakuovém prostorocasu, je Ricciho tenzor nulovy. Jakékoli dalsi zuzovani
Ricciho tenzoru - tedy skalarni kfivost - je tedy také trividlné nulové. Uvést Kretschmanniv invariant
je proto rozumné piedevsim z toho diivodu, Ze se jedna o nejjednodussi geometrickou charakteristiku
kfivosti prostoroCasu. Nez se ale dostaneme k samotnému Kretschmannovu skaldru, pfipomenme si

jesté cestu k ,,zakladnim stavebnim kamendm obecné teorie relativity .

2.24.1 Cesta k levé strané Einsteinovych rovnic

»Levd strana je krdsnd - z mramoru vystavénd. Pravd je Skaredd - ze dieva,* Albert Einstein o
polnich rovnicich. Timto vyrokem Einstein minil to, Ze budeme-li poZadovat, aby leva strana zdvisela
nanejvys na druhych derivacich metriky, je cesta k jejimu tvaru v podstaté ,,netdprosnd. Vyrok se ne-
vztahuje jen k samotné pravé stran€, ale predevsim k rovnosti, kterd mezi nimi je a ktera je netrividlni.
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Pfipomenme si nyni cestu k levé strané Einsteinovych rovnic - respektive veliCiny, které v ni
vystupuji. Nejdiive zaénéme s rovnici pro paralelni pfenos. UvaZujme néjaky vektor V, ktery budeme
mit pfenaset podél kiivky y v obecném prostorocasu. Oznacme {x* },31=0 ,»globalni soufadnice®, déle
méjme nejaky lokalni inercidlni systém (podle principu ekvivalence), ve kterém souradnice oznacime
{fa}z=0' Diéle ozna¢me p parametr kiivky vy - te€ny vektor y tedy bude %. Podle principu ekvivalence,
v lokdlnim inercidlnim systému dostavame situaci stejnou jako v plochém Minkowského prostorocase,
tedy

dVv*

=0,

dp
odtud dostaneme rovnici pro paralelni pfenos

dVF o e dx

dp " og oo dp

coZ prepiSeme

dv# dx”
e rg(,vp% =0, (2.25)
kde jsme oznacili
u . Oxt &

PTT BEe JxPOxT

I nazyvame slozky afinni konexe. Jisté plati

| Y (2.26)

Tento vztah nazyvame Christoffelovymi symboly 2. druhu. Déle pro derivaci metriky plati

Iuv p = Lyvp + Dypps

tedy derivaci metriky lze vyjadfit pouze pomoci slozek afinni konexe. Udélame-li cyklickou zameé-
nou indexd u metriky a vztahy secteme, dostaneme vztah pro vyjadfeni sloZek afinni konexe pomoci
metriky - tzv. Christoffelovy symboly 1. druhu

1
F,uvp = 5 (guv o2 T 9ou,y— 9w ,;1) . (2.27)

Kdybychom si rozepsali transformaéni vztahy pro rovnici paralelniho prenosu (2.13), zjistili bychom,

v . . . , . vev v v . o , 2 .,
Ze je v souladu s principem obecné kovariance, pficemz s veli¢inami VP, % neni problém - maji

vektorovy charakter. Naproti tomu zbylé dvé veliiny %, Fg(, nemaji tenzorovy charakter. Nicméné

jejich netenzorovost je ,,spravné nastavena“ a v rovnici se vyrusi. Tento netenzorovy charakter nas
povede k zavedeni ,,nové‘ derivace. Pfedpoklddejme nyni, Ze vime, jak vektor V vypada i v blizkém

s 2

okoli kfivky vy, podél které ho prenasime. Potom miZeme psat

dv# _ dx”
dp T dp”’
kde % m4 jisté tenzorovy charakter, jelikoZ ale cely vyraz % md netenzorovy charakter, plyne

odtud, Ze netenzorovost je schovana ve vyrazu V’f - Rovnici pro paralelni pfenos (2.25) muzeme s
pfedchozim poznatkem piepsat do tvaru
dx”
i H P _
(Vi + T V7) i 0.
27



a o z a z . 2z z e . z z
Vyraz % mad tenzorovy charakter, celd rovnice ma také tenzorovy charakter, proto i zdvorka mus{

mit tenzorovy charakter. Kovariantni derivaci vektoru tedy zavedeme:

Vig = Vi + T, VP, (2.28)
Obdobné zavedeme kovariantni derivaci kovektoru:
Wo =W, g— FgﬁW(f. (2.29)

Vezmeme-li nyni dva kovektory a provedeme-li pro né ,.komutdtor* druhych kovariantnich derivaci,
dostaneme

Vy KA T Vy Ak = (Fa-

vA K

- ng A + FZ-KF/;,{ - Ff’)-/ll—‘llzk) VO"

coZ prepiSeme

Viwa = Vv = Rs—,dvo-, (2.30)
kde jsme oznacili
Ri=T0) =Ty + T — T, T (231)

Tato veliCina je zjevné tenzor 4. fadu (kvuli tomu, Ze byl odvozen z kovariantni derivace). Nazveme
ji Riemannovym tenzor. Je vidét, Ze k tomu, abychom méli Riemanniliv tenzor, nen{ potfeba mit na
varieté metriku. Metrika ale bude potfeba k tomu, abychom méli pIn€ kovariantni tvar tohoto tenzoru
- budeme pomoci nf totiZ sniZzovat index. Tedy

Ruvid = GuoRy,ps

odtud po dpravach dostavame

1
R,uVK/l = E (gy/l vk T Gvk pud = Guk yA — Gva ,,uk) + gpo (FZAF‘O,; - FZKrz—,l) . (2.32)

Sam Riemanntv tenzor v Einsteinovych polnich rovnicich sice nevystupuje, ale vystupuji tam jeho
ziZen{ - Ricciho tenzor

Ry, = g'uKRﬂVK/l (233)
a Ricciho skaldrni kfivost, coZ je ziZeni Ricciho tenzoru:
R:=g"R,,. (2.34)

Riemanntv tenzor pro nds ale bude v této praci dileZity - a proto jsme zde cestu k nému pripomnéli -
zejména kvili zavedeni Kretschmannova invariantu.

2.2.4.2 Kretschmannuyv invariant
Definujeme Kretschmanntv skaldr vztahem
K := RyaR*™™, (2.35)

kde R« je vySe zavedeny Riemanniv tenzor. Nyni opét podle ¢lanku [7]] pro BW prstenec dostaneme
na ose, kde p = 0, hodnotu Kretschmannova skalaru

12M?[(22% = d®) V22 + a® - 2MZ2)?

K@p=0)= (2.36)
2 216 aM
(" + a7 exp VZ+a?
Hodnota Kretschmannova skalaru v bodé p = z = 0 je
12M?
Kin = b oxp ML oxp %, (2.37)

coZ pro a — 0% vymizi.
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Kapitola 3

Zobrazeni kontur vybranych
geometrickych charakteristik

V ¢Cléanku [7] se autor zabyval zobrazovanim nékolika geometrickych charakteristik, které ilustro-
valy ono ,,podivné‘ chovani BW prstence. Tim zde myslime napfiklad to, Ze pfi pohledu ,,zvné&jsi‘ se
zd4a byt v kone¢né vzdalenosti, ale pfi pohledu ,,zevniti* v nekone¢né. Mezi charakteristiky, které ke
zobrazeni zvolil v tomto ¢lanku patfilo napiiklad gravitaéni zrychleni nebo Kretschmanntv invariant.
Nebyly zde vSak zobrazeny samotné metrické funkce v a A. Nebyl zde také zobrazen rozdil 1 — v — y,
ktery udava praveé nekonecny polomér prstence. Na zobrazeni téchto charakteristik se zde zaméfime

my.

3.1 Potencial - metricka funkce v

Metrickd funkce v, nebo tedy potencidl, jak bylo zminéno v sekci 2.1 je moZno plné prevzit z
newtonovské teorie. Funkce je vyjddfena pomoci eliptického integralu - viz (2.9). Diky analogii s
newtonovskou teorif gravitace (nebo také elektrostatikou), zde neni divod predpokladat, Ze by se tato
funkce chovala zvlastné. Kontury potencidlu jsou zobrazeny na obréazku [3.1]. Zobrazovanim poten-
cidlu se sice nezabyval Clanek [7]], nicméné v ¢lanku [8] uz potencial zobrazen byl. My se ovSem
zaméiime na jeSté trochu detailnéjsi zobrazeni. Z obrdzku je vidét, Ze ve vétsi vzdalenosti od zdroje
uz kontury vypadaji jako casti soustfednych kruznic, kdezto v blizkosti zdroje - tedy v p = 1 jsou
kifivky deformovany vice.
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Obrazek 3.1: Kontury metrické funkce v pro volbua = 1,M = 1.

3.2 Funkced-v

Pfed zobrazenim samotného rozdilu A — v — u udélame jesté jakysi mezikrok a podivime se,
jak vypadaji kontury funkce A — v - na obrazku [3.2] Kontury dél od zdroje se chovaji podobné jako
v piipadé potencidlu v, proto provedeme jesté priblizeni na obrizku [3.3] abychom vidéli chovani
blize singularity - prstence. Zde je vidét uzavirani kiivek v blizkosti prstence. Pozorujeme zde také
rozdilnost chovani ,,vné* prstence, tedy napravo od bodu p = 1 a ,,uvniti* prstence, tedy nalevo od
bodup = 1.
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Obrézek 3.2: Kontury rozdilu metrickych funkci A — v pro volbua = 1,M = 1.
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Obrazek 3.3: Kontury metrické funkce v pro volbua = 1, M = 1 - pfibliZeni.
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3.3 Funkced—-v-—u

Posledni zobrazovanou funkci, jak jsme jiz zminili, bude funkce A — v — u. Dtivod pro zobrazen{
této funkce je ten, Ze integrand (2.22)) se asymptoticky chovd jako exp(d — v — u). Zobrazime proto
praveé argument exponencidly. Kontury samotné exponencialy by byly stejné, ale mély by ,,divocejsi*
pribéh. Z praktickych diivodd proto zobrazime pouze argument.

Pribéh kontur této funkce je patrny z obrazku Clov&k by si také mohl v§imnou, 7e zajimava
oblast je opét kolem prstence, tedy p = 1. Podivejme se proto na dvé pfibliZeni této oblasti - obrazky

B3laB6l

1.5-

0.54

Obrazek 3.4: Kontury funkce A — v — u pro volbu a = 1, M = 1 - prvni pfibliZeni.
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Obrézek 3.5: Kontury funkce A — v — p pro volbu a = 1, M = 1 - druhé pfibliZeni.
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Obrazek 3.6: Kontury metrické funkce A — v — u pro volbua = 1, M = 1 - tfeti pfibliZeni.
34



Zaver

V této prici z oblasti obecné relativity jsme se snaZili pfispet k pochopeni prostorové geometrie v
blizkosti tzv. Bachova-Weylova tenkého prstence (viz ¢lanky [11], [2], [3], [7], [8]). Ackoli se jedna o
piimocary protéjSek jednoduchého, homogenniho kruhového prstence z newtonovské teorie gravitace
(popt. elektrostatiky), podle Einsteinovych rovnic je tento zdroj v rdmci meridiondlniho fezu silné
anizotropni. Jeho geometrické charakteristiky (zejména chovani vlastni vzdalenosti od néj) se dokonce
zdaji vylu€ovat intuitivné pfijatelnou geometrickou interpretaci.

V prvni kapitole jsme podle [3] ukédzali, Ze Bachiv-Weyltiv prstenec je moZzno povazovat za li-
mitni pfipad toroidu s uréitym vnitfnim polomérem (pokud tento polomér jde k nule). V druhé kapitole
jsme ilustrovali zvlastni deformaci geometrie kolem tohoto zdroje na vybranych geometrickych cha-
rakteristikach, vychazejice z praci [7,8]. Jako doplnéni téchto Clankd jsme ve treti kapitole vykreslili
prubéhy metrickych funkci, které za zminénou deformaci zjevné nesou odpoveédnost.

Na tuto préici by nyni mohlo navizat studium chovani tlustého toroidu pfi zmenSovani jeho vniti-
niho poloméru. Na odpovidajicich sekvencich priub€hii geometrickych charakteristik okolni geometrie
by mélo byt vidét, jak zvlaStni deformace “vznik4”. Potfebné kroky jsme jiZ vyzkousSeli, bude vSak
tfeba sofistikovanéjsiho postupu prfi integraci nutné k nalezeni “druhé” metrické funkce A (pfimocary
numericky vypocet patficného kfivkového integrdlu program Maple neprovede).

Kone¢nym cilem by méla byt uspokojiva interpretace Bachova-Weylova feseni, spoc¢ivajici napf.
ve vnoreni tohoto feSeni (piesnéji jeho vhodnych fezii) do vhodné nadvariety — idedlné izometrické
vnofeni do tfirozmérného eukleidovského prostoru, na némz budou patrny “skutecné” geometrické
poméry v okoli jeho prstencové singularity. Je vS§ak mozZné, Ze pfipadna takova interpretace jen po-
tvrdi, Ze v limité nekone¢né malého vnitintho poloméru nelze Bachovo-Weylovo feSeni povaZovat
za prijatelnou aproximaci toroidalniho zdroje v obecné relativité¢. Vzhledem k jednoznacnosti feSeni
Laplaceovy rovnice (jiZ je feSeni urceno) pak ovSem vznik4 otdzka, zda v tfid¢ statickych a axidlné sy-
metrickych feseni pfijatelny prstencovy zdroj vibec existuje. Odpovéd’ na tuto otazku by byla velmi
vitand pfi aproximaxi zdrojt Castych v astrofyzikalnich tdlohéch.
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