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Seznam pouZzitych symboli

Popis

Symbol
!

(an ce ag)w’A)

4A
A*
[z]~
M.,
o(M)

o(M)
N
VO

vol(V)

rovnost, po které pozadujeme, aby platila

reprezentace v numeraénim systému s bazi 8 a abecedou
A

pocet prvkd v mnozing A

mnoZina v8ech kone¢nych fetézch z prvkt mnoziny A
r:=—x,kdez € Z

t¥ida ekvivalence obsahujici prvek x podle ~

j-ty sloupec matice M

mnozina vsech vlastnich ¢isel matice M, tj. spektrum ma-
tice M

spektralni polomér matice M, o(M) = maxye,(ar) |\l
N={0,1,2,...}

vnitiek mnoziny V'

objem mnozZiny V
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Uvod

Paralelni algoritmy pro s¢itani jsou hojné vyuzivany p¥i manipulaci s velkymi &isly, napiiklad
v kryptografii, kdy umoziuji snizit ¢asovou slozitost z linedrni na konstantni v paralelnim pro-
vedeni. Jejich praktické vyuziti je jesté umocnéno faktem, ze v dne$ni dobé& jsou bézné pocitace
s vice jadry.

Prvni zéklady téchto algoritmit byly poloZeny v roce 1961 litevskym matematikem Algirdasem
Avizienisem v praci [I], kde umoznil béh paralelnich algoritmii pro s¢itdni p¥idanim cifer do
abecedy, pomoci kterych reprezentoval Cisla. Ale vénoval se pouze systémuim, které mély jako
bazi nezéporné celé ¢islo. Tento zéklad byl rozgifen v praci [3], kde byla uvazovana jako baze
také algebraicka ¢isla v C.

Jiz zminéna baze a abeceda je zdkladem numeracnich systémut. V piipadé pozi¢niho nume-
racnfho systému je baze komplexni ¢islo a abeceda je podmnozinou mnoziny komplexnich &fsel.
Prikladem takového systému je dekadicky systém, kde baze je rovna 10 a abeceda je {0, 1,...,9}.
Existujf taktéz méné standardni poziéni numeracéni systémy, na ukédzku mizeme jmenovat v praci
hojné vyuzivany Penneyho systém, kde béaze je rovna i — 1 a abeceda rovna {0, 1}.

Za rozsifeni pozi¢nich numera¢nich systémi, kde reprezentujeme komplexni ¢isla, mizeme
povazovat maticové numeracni systémy, ve kterych reprezentujeme vektory. Zde se taktéz vysky-
tuje baze, nyni je to matice a abecedou je mnoZina vektoru.

Hlavn{ myslenka numerac¢nich systémi je reprezentace ¢isel ¢i vektord, proto se v praci vé-
nujeme algoritmtm, které najdou reprezentaci ¢isla ¢ vektoru v daném numeracnim systému.
Taktéz pozadujeme, aby numeraéni systém reprezentoval cely prostor. Proto se pti zkouméanf
vlastnosti maticovych systémi zaméfrime na vytvoreni postacujici podminky, kterd zarudi repre-
zentaci mnoziny Z¢.

Dalsim cile prace je vytvofit program, ktery bude vyuzivat tuto postacujici podminku, a
bude schopen rozhodnout o maticovém systému, zda reprezentuje celou mnozinu Z%. V tomto
programu budeme moci vyuzivat i jiné vlastnosti maticovych systémi, které nam umozni rychlejsi
rozhodnut{ o vhodnosti systému.

Nakonec studujeme paralelni algoritmy pro séitani v pozic¢nich numeracnich systémech, uka-
zeme jejich rozdil oproti klasickému algoritmu na s¢itdni a nasledné se podivame na jejich zobec-
néni v mnoziné komplexnich &fsel. V posledni fadé prozkoumame jiz vytvorené paralelnf algoritmy
v maticovych systémech.
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Kapitola 1
Ciselné numeracni systémy

Hlavnim pojmem této prace je poziéni numeracni systém, pod kterym rozumime dvojici
(3,A), kde B € C,|8| >1a AC C je konefna mnozina obsahujici 0. Cislo 8 nazyvame bazi a
mnozinu cifer A oznacujeme jako abecedu.

Smyslem numera¢niho systému je reprezentace Cisel.

Definice 1. Meéjme x komplexni c¢islo. Rekneme, Ze x md v (B,A) reprezentaci, pokud x se
dd zapsat jako x = " a;3, kde an,an_1,... € A a Tetézec anan_1... nazjvime (3, A)-
reprezentaci ¢isla x. Pokud n > 0, zapisujeme © = (apan—1...00.a_1 .. ')(B,A)’ v opacném pri-
padé x = (0.0...0apan—1...)(8,4)-

Jako prvni nenulova cifra se v Fetézci vyskytuje ta s nejvétsi vahou (tj. u nejvétsi mocniny
B). Na toto poradi cifer jsme zvykli z desitkové soustavy.

Dodejme, %e podminka |3 > 1 a kone¢nost abecedy zaru¢uje konvergenci sumy > " __ a; 3"

7 definice vidime, ze mtuzeme zkoumat numera¢ni systémy, které reprezentuji ¢isla z mnoziny
komplexnich ¢isel, ale numeraéni systém nemusi nutné reprezentovat celou tuto mnozinu. Z tohoto
divodu uvadime nésledujici definici.

Definice 2. Necht (B,.A) je poziéni numeracni systém. MnoZinu vSech komplexnich cisel s ko-
necnou (B, A)-reprezentaci znacime jako

Fin4(5) ::{ Z a;3 :m,n €N, a; G.A}.

j=—m

Definujme pro pozi¢ni numeracni systémy celd Cisla. Jsme zvykli, Ze celd &isla maji reprezen-
taci ,pred teckou“, proto uvazujeme nenulové cifry u nezapornych mocnin ¢&isla 3.

Definice 3. Necht (3, A) je pozicni numeracéni systém. Jako (B3,A)-celd ¢isla oznacujeme mno-
Zinu
n .
ZA(B) = {Zajﬁj :n €N,a; € .A}
§j=0
Pro paralelni s¢itani budeme u systémii vyzadovat, aby byly redundantni.
Definice 4. Numeracni systém (5, A) nazveme redundantni, pokud existuje ¢islo

x € Finy(p), které md dvé rizné konecné (B3, A)-reprezentace.

15



16 KAPITOLA 1. CISELNE NUMERACNI SYSTEMY

Zde je pfedpoklad konecné reprezentace dtlezity. Napfiklad v dekadickém numeraénim sys-
tému, ktery ma bazi 10, abecedu {0,...,9}, a ktery neni redundantni, mizeme najit u &sla 1
jednu konec¢nou reprezentaci a jednu nekone¢nou reprezentaci: 1 = 1. = 0.9.

V nésledujicich tfech podkapitoldch se budeme vénovat reprezentaci ¢isel z diskrétnich mno-
zin. Po nich budou nésledovat dvé podkapitoly, kde studujeme rozvoje realnych i komplexnich
¢isel.

1.1 Reprezentace celych cisel

Uvazujme zatim reprezentace ¢isel ,pred teckou”, tedy reprezentace ve tvaru Z;‘L:o a; B, kde
n € N a a; € A. UkdZeme na nich pfiklady numera¢nich systémi, které reprezentuji mnoziny N
a Z. Pro tyto systémy je uziteéné definovat relaci modulo 3.

Definice 5. Necht § € 7. Rekneme, ze ¢isla a,b € Z jsou kongruenini modulo B, pokud existuje
¢islo z € Z takové, Ze a — b = 23, a znacime a =g b.

Tuto relaci vyuZijeme k predstaveni algoritmu pro hledani reprezentace v systému (3,.4).

Prvni algoritmus v N: Hledani reprezentace ¢isla v numeraénim systému (3, .A), kde
geN,f>2aA={0,1,...,5—1}

vstup : ¢islo x € N, pro které hledame reprezentaci v (3,.A)

vystup: Fetézec a, ...ag € A*, ktery vyjadiuje reprezentaci z v (3, .A), tzn.

T =30l
11:=0
2 while z # 0 do
3 najdi a; € A tak, aby a; =g
4 | z:=0"Yr—a;)
5 1:=1+1
6 end
Tn:=1—1
8 A= anptp—1...0a0
9 return a

P#iklad 6. Systém, kde 5 = 2, A = {0,1}, nazgvdme bindrni soustavou. Je zfejmé, Ze pro
vsechna x € N lze najit reprezentaci pomoci pruniho algoritmu. PouZiyme ho nyni pro naelezent
reprezentace ¢isla 13.

V pronim kroku zjevné ag = 1, protoZe 13 — 1 = 12 = 6 - 2. Nyni nové x := 12/2 = 6.
Ddle vidime, Ze a1 = 0, protoZe c¢islo 6 je délitelné dvojkou, tedy x = 6/2 = 3. Analogicky ddle
postupujeme a nakonec dostaneme Fetézec, ktery reprezentuje ¢islo 13, a to (1101),.

Piiklad 7. Necht f =2, A={-1,0,1}. Jednd o systém z piedchoziho prikladu rozsiteny o jednu
cifru v abecedé. V predchozim prikladé bylo mozné reprezentovat mnoZinu pfirozengch cisel, proto
1 tento systém reprezentuje vSechna prirozend ¢isla. Navic diky piidané cifie se tento systém stal
redundantnim, napt. (5)10 = (101)3, 4y = (1011) 3 4y Pripomerime, Ze piseme minus nad cislo.
Ukdzeme, Ze dokonce vSechna celd cisla lze reprezentovat. Pokud md z € N reprezentaci

Qn - .. ag, tak —z md reprezentaci ay, . .. ag. Diky faktu, Ze abeceda je symetrickd, vidime, Ze také
zdpornd ¢isla jsou reprezentovatelnd.
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Pozdéji dokadzeme véty Y4 a které pomfizou pii zkoumani systémil v mnoziné Z¢. Nyni
zminfme zavéry téchto vét pro piipad, kdy d = 1, tedy pro Z.

Pi#iklad 8. V piipade f = 3 a A = {—1,0,1} plati, Ze mnoZinu Z lze reprezentovat, protoZe
systém spliuje predpoklady véty [72]

Pi#iklad 9. Pro systém 8 =3 a A = {—1,0,2} plati, Ze abeceda neobsahuje alesporn jeden prvek z
kazdé tridy ekvivalence, proto s pouZitim véty [44) dostdvdme, Ze mnoZina Z nent reprezentovand.

Pt#iklad 10. Zvolme systém jako = —2, A = {0,1}. Také zde jsou splnény predpoklady véty
proto miZeme prozradit, Ze tento systém reprezentuje mnozinu 7.

Vidime, Ze systémy, které maji nezdpornou bazi ¢i nezdporné cifry v abecedé, mohou byt také
vhodnym systémem k reprezentaci mnoziny Z.

1.2 Penneyho numerac¢ni systém

Dosud jsme méli priklady systémi, které mély jako bazi a cifry v abecedg ¢isla, ktera lezela
na redlné ose. Nyni se zaméffme na systémy, které maji jako bazi ¢isla komplexni.
Definujme nejprve diskrétni podmnozinu komplexnich ¢isel.

Definice 11. Mnozinou Gaussovych celych ¢isel rozumime mnoZinu Z[i) = {a + bi : a,b € Z}.

Pfipomenme, Ze trojice (Zli],+,-) tvofi okruh s operacemi s¢itani a nasobeni komplexnich
¢isel. To znamenad, ze pro vSechna z,y, z € Z[i] plati:
x4y € Zli], x -y € Z]i], tj. mnoZina Zli] je uzaviend na operace + a -,
(x4+y)+z=ax+Wy+2), (x-y)-z2=x-(y-2), tzn. operace + a - jsou asociativni,
T +y =y + x, coZ znamena, ze operace + je komutativni,

x-(y+z2)=(r-y)+(x-2),(y+2) = (y -x)+ (z-x), tedy, ze plati distributivni zakony,

SANEE- I

pro kazdé x € Z[i] existuje a € Z[i] takové, ze x +a = 0, kde 0 je neutralni prvek vzhledem
ke s¢itani a a nazyvame opacny prvek k x.

Navic okruh (Z[i], +, -) je zfejmé komutativni i vzhledem k nasobeni.

Walter F. Penney v roce 1965 zkoumal systémy, které reprezentuji Gaussova celd ¢islafd].
Zformuloval a dokézal tvrzeni, Ze systém 5 =1—1 a A = {0, 1} reprezentuje vSechna Gaussova
celd ¢isla. Tento systém nazyvame Penneyho numera¢nim systémem. Dikaz nésledujictho tvrzen{
je pfevzat z knihy [§].

s v

Véta 12. Necht 8 =i—1 a A = {0,1}. Pak vSechna Gaussova celd ¢isla maji reprezentaci v
(B, A) ve tvaru Y 1r a; 3%, kde a; € A.

Ditkaz. Bud z = x + iy libovolné komplexni &islo, kde z,y € Z. Ukazeme, 7e toto &islo lze
prevést do tvaru z = do + d1 8+ da2 3 + d3 32, kde dy, d1, da, d3 € N. Poté z tohoto tvaru najdeme
reprezentaci ¢isla z.

RozepiSme z po slozkach:

z=x+iy=c+dBf=c+id—d,
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kded =y ac=x+d=x+y. Nyni plati, Ze ¢, d € Z. Pfevedeme koeficienty ¢,d do N, k tomu
poslouzi identita
B2 +2641=—1, (1.1)

kterd vznikne umocnénim rovnice 8 + 1 = i. Pokud ¢ < 0, rozepiSeme ¢ = —1-¢, kde ¢ € N a
nyni pouZijeme identitu (L.1). Timto dostavame rovnost

z=c+dB=c+2B+cB*+dB =c+ (2¢+ d)B + &b

Analogicky miizeme provést postup pro d a dostaneme rozklad ¢isla z = do + d1 3 + do 3% + d3 3,
kde d(), dl, dg, d3 jSOll jiZ Z mnoiiny N.

Nyni chceme pFevést cifry d; z mnoZiny p¥irozenych ¢isel do mnoziny A, a tim najit repre-
zentaci z v (8, A).

Uvazujme obecnéjsi piipad, kdy z = dg + dif + --- + dp8*,d; € N,k > 3 a oznacme d =
dp - -dg € N* a S funkci, kterd bude séitat cifry:

S:CxN*"—N
(z,d) — do+ -+ + dg.

Jesté budeme vyuzivat identitu ve tvaru
B+ 6% =2, (1.2)

jejiz platnost lze snadno ovéfit. Pokud budeme rovnici vnimat jako reprezentaci ¢isla 2,
vidime, Ze obé reprezentace, tj. obé strany rovnice maji stejny ciferny soucet, a tedy i
stejnou hodnotu funkce S. Nyni pfejdeme k algoritmu pro nalezeni (3, .A)-reprezentace z.

Na cifru dy pouzijeme celoCiselné déleni Cislem 2 se zbytkem, tzn. najdeme rq, gg takoveé, zZe
do = 1o + 2qo, 70 € {0, 1}. Rozepidme z pomoci &isel qg, rg a pouzijeme identitu na 2qo:

z=dy+ 1B+ doff® +dsB’ =ro+2q0 + d1f+ -+ dpBF =
=ro+diB+ (a0 +d2)B2 + (qo+ds)B° + - + Bt = di) 4+ d) B
Diky tomu, Ze identita (1.2)) a rovnice dy = r¢ + 2qo zachovavaji ciferny soucet, plati S(z,d) =
S(z,dM), kde dV) = dg) e d(()l). Nyni definujeme nové ¢islo

= (-r)f = (e —d) T =dY +dVp 4 dNpE,

7 definice z; plyne, ze pokud 21 mé reprezentaci a,, . .. a1, tak z ma reprezentaci a,, .. .airg. Diky
do > 0 plati S(z1,dV) < S(z,dV)) = S(z,d) a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz rg = dy = 0.

Opakovénim tohoto procesu dostaneme posloupnost (2;)72;:

z =Pz +710

21 = Bz + 11

Zj—1 = ,BZ]‘ + Tj—1,

kde r; € A pro i € {0,...,j — 1} a zaroven S(z,d) > S(z1,dV)) > --- > S(z;_1,d07Y).
Mame tedy klesajici posloupnost (S(z;, du )))‘;‘;1 pfirozenych &isel, tudiz musi mit limitu. To jiz
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implikuje existenci ny € N spliwjiciho pro viechna m € N : S(z,,,d")) = S(zpy1m, d0T™).
To znamena, Ze r, = 0 pro vSechna n > ng a tedy i 2z, = sznoﬂ‘ pro v8echna j € N.

Z toho vyplyva, Ze lim, o 2, = 0, specialné od jistého indexu n; po&inaje, je |z,| < %
Jediné z, € Z[i], které je mensi v absolutni hodnoté ne7 3, je z, = 0.

Takze tento algoritmus urcité skonéf po konetném poctu iteraci, protoze z,, = (0)(g 4)- Z
definice posloupnosti (zj);-”;l plyne, 7e z = (rp,—1.. .7"17’0)(57.,4) a nagli jsme reprezentaci z v

(B, A). O

7, dikazu mizeme odvodit algoritmus, pro hledani reprezentace Gaussovych celych &isel.

Algoritmus v Penneyho systému: Hledani reprezentace x € Z[i] v systému (3,.4),
kde f=i—1a A={0,1}

vstup : ¢islo x € Z[i] pro které hledame reprezentaci v (3, .A)

vystup: Fetézec a, ...ap € A*, ktery vyjadiuje reprezentaci z v (f3,.A), tzn.

r=3", a;3'

7j=0
while z # 0 do
if Re(z) + Im(z) € 2Z then a; := 0;
else a; := 1;
z:= B Yx — aj;)
ji=j+1
end
n:=7—1

© ® N o Tk W N

a = apldn—-1...00
return a

[un
o

Poznamenejme, Ze operace na tfetim a ¢tvrtém radku odpovida hledani a; € A takového, Ze
je kongruentni modulo 8 prvku z na mnoziné Z[i].

Pro ovéreni tohoto faktu se nejdfive zaméfime na déleni Gaussova ¢isla x = a + bi, kde
a,b e, cislem f=1—1:

B i-1 i-1 i+1 2 2

r a+b  a+bi i+1_b—aiia+b. (1.3)

Pokud se hledana cifra a; rovna nule, nastane rovnost = zf3 pro néjaké z = ¢ + id € Z[i],
kde ¢,d € Z. Po vydéleni této rovnosti ¢islem 5 a s vyuzitim vztahu (1.3) dostavame

T b—a__a+b

37 2 '3

=z=c+1id.

Protoze ¢,d € Z plati, Ze b —a € 2Z a a+ b € 27Z. Obé podminky jsou ekvivalentni a znamenaji,
7e a,b jsou soucasné lichd, nebo soucasné sud4, tj. majl shodnou paritu. Timto je jasné, ze v
algoritmu volime a; takové, Ze a; =y .

Analogicky muzeme provést tuto ivahu pro cifru 1 a zjistime, Zze hledani cifra je rovna 1
pravé tehdy, kdyz plati a + b € 2Z + 1, tedy Ze jedno z ¢isel a, b je liché a druhé sudé.

Jesté zminime souvislost mezi hledanim r; v dikazu véty [12] a hledanim a; v algoritmu. V
dikazu po r; pozadujeme, aby spliiovalo

r=ri+digf 4+ dy S (1.4)
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Na druhou stranu v algoritmu hledame a; tak, aby = — a; = 28 pro néjaké z € Z[i]. Konkrétné
ze vztahu dostavame z = d;yq +--- +d*p L

Z dtkazu véty [12| takeé plyne, Ze tento algoritmus pro vSechna z € Z[i] po kone¢né mnoha
krocich skoné¢i.

Piiklad 13. Pokusme se najit reprezentaci ¢isla 3 — 2i v Penneyho systému.

Zrejmé ag = 1. 'V dalsi iteract mdme © = —2. Vidime, Ze nové x md obé slozky sudé, proto
a1 = 0. Ve tretim kroku ziskdme x = 1+ 1 a ao = 0. Analogicky postupujeme, nez dojdeme k
x = 0. Vyslednd reprezentace cisla je 3 — 2i = (111001) -1 40,1})-

Uvedme jegté jeden systém zkoumany Penneym.

P#iklad 14. Systém ve tvaru 8 = i+ 1 a A = {0,1} nereprezentuje mnoZinu Zli|, protoze
napiiklad ¢islo z =i nemd (B, A)-reprezentaci. Dikaz lze najit v [3].

1.3 Eisensteiniv numeracéni systém

V této ¢asti budeme zkoumat mnozinu, kterd je podobna Gaussovym celym &islim, ale s tim
rozdilem, Ze je v jednom sméru vychylend o 30 stupiiti. Toho docilime tim, Ze misto komplexn{
jednotky v definici mnoziny pouzijeme jinou komplexni jednotku.

Definice 15. Mnozinou Eisensteinovijch celyjch ¢isel rozumime mnoZinu Zlw] = {a + bw : a,b €
Z}, kde w = ¢'5 = —1 +i§.

Cislo w odpovida tfeti odmocniné z jedné, na rozdil od komplexni jednotky, ktera je rovna
¢tvrté odmocnin€ z jedné.

Dale miizeme vidét, Ze mnozina Eisensteinovych celych ¢isel tvof{ trojihelnikovou mi{zku v
komplexni roviné.

Im Im
W —T~ e . .............
Ay ' """"""
120° S o W _____ Lo
Re o T Re
.
Cislo w na jednotkové kruznici Trojahelnikova miiz
Poznamenejme, ze pro ¢islo w plati:
3 _ _ .3 _ 2 2 _
w=1=0=w-1=w-1)(w+w+l) = w'=-w-1
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Tento vztah budeme ¢asto vyuzivat.
Nyni definujme operace + a - pro vSechna x,y € Z|w| podobng, jak jsou zavedeny v C:

r+y=(a+bw)+ (c+dw):=(a+c)+ (b+ d)w,
z-y=(a+bw)-(c+dw):=ac+ (ad + bc)w + bdw? = ac — bd + (ad + be — bd)w.

Je snadné ovéfFit, ze mnozina Z[w| tvoif s témito operacemi okruh.

Presuiime se k systému, ktery reprezentuje Eisensteinova celd ¢isla. Podobné jako v predchozi
kapitole volme bézi jako f = w — 1 a abecedu A = {0, 1,2}. Tento numerac¢ni systém se nazyva
Eisensteintv.

Véta 16. Necht f =w—1 a A ={0,1,2}. Pak vSechna Eisensteinova celd ¢isla maji reprezentaci
v (B, A) ve tvaru Y1 a;3, kde a; € A.

Diikaz této véty je analogicky dukazu véty Identita (|1.1) se zméni na rovnici
Br+28°+ 52 +2=-1

a identita (1.2) na
8 +26% =3,

ktera zachovava ciferny soucet. Navic v ditkazu pouzivame déleni ¢islem 3 se zbytkem. Pro tiplnost
ho uvedeme cely.

Diikaz. Bud z = x 4+ wy libovolné Eisensteinovo celé ¢islo, kde z,y € Z. UkaZeme, Ze toto ¢islo
lze pievést do tvaru z = do+diB+---+ds5°, kde do, dy, . . ., ds € N. Poté z tohoto tvaru najdeme
reprezentaci ¢isla z.

Rozepisme si z po slozkéch:

z=r+wy=c+df=c+wd—d,

kde d =y ac=x+d=x+y. Nyniobecné plati, ze ¢,d € Z. Prevedeme koeficienty c¢,d do
prirozenych ¢&isel, k tomu poslouZi identita

Bt +28° + g2 +2=—1 (1.5)

Pokud ¢ < 0, rozepiSeme si ¢ = —1-¢, kde ¢ € N a nyni pouZijeme identitu stejnym
zpusobem jako ve vété Analogicky mtizeme provést postup pro d a dostaneme rozklad &isla
z2=do+diB+---+dsp° kde dy,di,...,ds jsou jiz z mnoziny N .

Nyni bychom chtéli pievést cifry d; z mnoziny pfirozenych &isel do mnoziny A, a tim najit
reprezentaci z v (,.A).

Uvazujme obecnéjsi p¥ipad, kdy z = do + dif + --- + dp8*,d; € N,k > 5 a oznatme d =
dy---do € N* a § funkci, kterd bude séitat cifry:

S:CxN*"—= N
(2,d) = do + - - + dp.

Jesté budeme potiebovat identitu ve tvaru

B3 +2p8% =3, (1.6)
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u které lze snadno ovéfit, ze plati. Pokud budeme rovnici vnimat jako reprezentaci ¢isla 3,
vidime, Ze obé reprezentace maji stejny ciferny soucet, a tedy i stejnou hodnotu funkce S. Nyn{
prejdeme k algoritmu.

Na cifru dy pouZzijeme celociselné déleni ¢islem 3 se zbytkem, tzn. najdeme rq, gg takové, Ze
do = ro+3qo, 7m0 € {0, 1,2}. Rozepisme si z pomoci &isel g, 79 a pouzijeme identitu na 3qo:

2 =do+ dif +doff? + d3f° = o+ 3g0 + da + -+ dy Bt =
— ro+dif+ (200 + d2)B% + (qo + d3) B> + - + B = d) + -+ dlV B~

Diky tomu, Ze identita (1.6)) a rovnice dy = 19 + 3qo zachovavaji ciferny soucet, plati S(z,d) =
S(z,dM), kde dV) = dl" ... d". Nyni definujme nové &slo

ai=(z—r)f = —d) =dY +dVp 4Vl

7 definice z; plyne, ze pokud z; ma reprezentaci a,, . . . a1, tak z mé reprezentaci ay, . .. ayrg. Diky
do > 0 plati S(z1,dM) < S(z,dV)) = S(z,d) a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz ro = dy = 0.
Opakovanim tohoto procesu dostaneme posloupnost (zj)?il:

z=pfz1+719

21 =Pz +n

zj—1 = Pzj +rj-1,

kde r; € A pro i € {0,...,5 — 1} a zarovenr S(z,d) > S(z1,dV)) > ... > S(z;_1,dU7Y).
Méme tedy klesajici posloupnost (S(z;, dU )))‘;‘;1 piirozenych ¢isel, tudiz musi mit limitu. To jiz
implikuje existenci ny € N splijiciho pro viechna m € N : S(2,,,d")) = S(zpy1m,d™0T™).
To znamena, Ze r, = 0 pro vSechna n > ng a tedy i z,, = szn0+j pro vSechna j € N.

Z toho vyplyvd, ze lim, . 2, = 0, specialné od jistého indexu n; pocéinaje, je |z,| < %
Jediné z, € Z[w], které je mengi v absolutni hodnoté nez 3, je z, = 0.

Takze tento algoritmus urcité skon¢i po konetném poctu iteract, protoze z,, = (0)(3,4)- Z
definice posloupnosti (2;)72, plyne, Ze z = (ry,—1.. .T170)(8,4) & nasli jsme reprezentaci z v

(8, A). O

Podobné jako v predchozi podkapitole miZeme odvodit algoritmus pro hledani reprezentace.
Dokazme, Ze v algoritmu v Eistensteinové systému volime cifry a; € A takové, ze a; =3 =.

RozepiSme déleni &isla ¢ = a+bw, kde a,b € Z, ¢islem w — 1. S pouzitim faktu, Ze wl—l = —% — 27“’
dostavame +b 2%+ b )
T a + bw a a—
= =— - w. (1.7)

w—1 w-1 3 3
Pfi pouZiti stejné tivahy jako v pfedchozi podkapitole miZeme vidét, Ze x =g 0 plati pravée tehdy,
kdy7Z 2a 4+ b € 37 a to je ekvivalentni s a — b € 3Z.
Pro piipad, kdy hledana cifra je rovna 1 plati, Ze a + bw =g 1. Tuto rovnici miizeme ekviva-
lentné& piepsat jako a —1+bw =g 0 a po dosazeni do vztahu dostavame, ze 2a +b € 3Z + 2.
Zbytek ovéreni probiha analogicky.
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Algoritmus v Eistensteinové systému: Algoritmus pro hledani reprezentace x €
Zlw] v systému (8, A), kde f =w—1a A4 =1{0,1,2}

vstup : ¢islo x € Z[w] pro které hledame reprezentaci v (3,.A)

vystup: Fetézec a, ...ap € A*, ktery vyjadfuje reprezentaci z v (,.A), tzn.

z =3l
15:=0
2 while =z # 0 do
3 rozepisme z jako z = a + bw
4 if 2a + b € 3Z then a; := 0;
5 if 2a +b € 3Z + 2 then a; := 1;
6 else a; := 2;
7 z:= B Yx - a;)
8 | ji=j+1
9 end

10n:=45—1
11 a:= apan_1...ap, kde a € A*
12 return a

1.4 Nekonec¢né (3, A)-rozvoje

Casto pracujeme s &isly, které nepatif do mnoziny ZA(B). Pfipomenme, ze Z4(5) =
= {Z?:O a;f? : n € N,a; € A}. Piikladem takovych ¢isel mohou byt prvky z mnoziny R \ Z.
Zkoumejme otazku, jak najit jejich reprezentaci. Pro zjednoduSeni uvazujme systém g = 3 a

A=1{0,1,2}.
Nejprve vezmeme v avahu éisla, kterd maji reprezentaci ,za teckou®, tj. maji nenulové cifry
u zapornych mocnin baze. Necht z = Y, a;67", kde a; € A. Zvolme libovolné ay, as, as, ... z

abecedy A, pak

Wl

=1.

o0 oo o0
0<z=) aBf <) 287=2) 8" =22
1=1 =1 =1

Vidime, ze muZeme takto reprezentovat nanejvys ¢isla z intervalu [0, 1]. Levy kraj intervalu
odpovida pripadu, kdy ¢islo  bude mit v reprezentaci samé cifry 0, pravy kraj pfipadu, kdy
budou v reprezentaci samé cifry 2.

Zkusme odvodit, jak budeme hledat Fetézec reprezentujici z. Necht = € [0,1] a  ma tvar

Wl

oo
€T = Zaiﬁ_ia (18>
i=1
kde a; € A. Po vynéasobeni rovnice (1.8)) ¢islem § dostéavame

e} e} o
Br = Zaiﬁ_iﬂ =aj+ Zalﬂ_i—H =a] + Zai+lﬁ_i ca + [0, 1] = fxr—ai € [0, 1] .
i=1 i=2 i=1

Pokud bychom méli zaru€enou existenci cifry ap, takto bychom ji mohli najit, tedy jako cifru
z abecedy A spliujici fz — a; € [0,1]. Tento postup bychom poté mohli zopakovat pro €islo
Bbr — a1 = E;’il a;+187" a nalézt cifru ag. Dal§im opakovanim bychom nagli Fetézec ajas. ..
reprezentujici ¢islo x.
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Ovéime, ze vzdy najdeme cifru a € A takovou, Ze pro libovolné y € [0, 1] plati Sy —a € [0, 1].

y€l0,1] = Bye[0,3] = FJaec{0,1,2}: Py —ac|01].

Provedme pozorovani, které se bude hodit v nadchazejici ¢asti. Interval [0, 1] spliiuje vlastnost
£10,1] = A+ [0, 1]. Skutecné

510,11 =3[0,1 =[0,3] = [0, U (1 +[0,1]) U (2+[0,1]) = A+[0,1], (1.9)

kde v posledni rovnosti vyuZiviame mnozinovy soucet, tedy ze A+ [0,1] = {a +[0,1] : a € A}.
Rovnici miizeme interpretovat tak, Ze interval 3[0,1] je pokryt sjednocenim mnozin
a+10, 1], kde a € A. Tudiz i takto by se dala dokazat existence cifry a € A takové, ze fy—a € [0, 1]
pro y € [0, 1].
Vratme se k postupu hledani Fetézce reprezentujici ¢islo = Y .2, a;3~" a uvedme ho v
algoritmu.

Druhy algoritmus: Algoritmus pro hledani reprezentace ,za teCkou* pro systém
(37 {07 17 2})
vstup : ¢islo z € [0, 1]
vystup: fetézec a = ajas ..., kde a1, as,... € A, ktery vyjadiuje reprezentaci x ,za
teckou” tzn. x = > 20, a; 87"

11:=1

2 while z # 0 do

3 | najdi a; € {0,1,2} tak, aby 3z — a; € [0, 1]
4 r:=3r —aq

5 1:=1+1

6 end

7 a:=a1a20a3...

8 return a

Priklad 17. Najdeme rozvoj &isla s dekadickym zdpisem x = 0.15 v systému 8 = 3 a A =
{0,1,2}. V pronim kroku plati, Ze 3-0.15 € [0, 1], takZe hledand cifra spliiuje a1 = 0. Pro nové
x plati x :=3-0.15 = 0.45. V druhém kroku je ay = 1, protoze 3-0.45 -1 =0.35 € [0,1]. Tudiz
nové x := 0.35.

Ve tretim kroku a3 = 1 a x := 3-0.35 — 1 = 0.05. Ve cturtém kroku dostdvdme aq =
0 a x := 0.15 a jsme zase u pivodniho &isla. Rozvoj tudiZ bude periodicky. Proto 0.15 =
(0.01100110. . .)3,10,1,23) = (0-(0110)%)(3 10,1,2}), kde 0.(v)* znacime periodické Cislo, tedy
0.(v)* = 0.vvv. . ..

Prozkoumejme detailngji systém 8 =3 a A = {0, 1,2}. Pomoci prvniho algoritmu dokézeme
najit pro v8echna pfirozena ¢isla reprezentaci, tzn. pro v8echna N € N najdeme a;...a, € A*
takovy, ze N = Y"1 ;a; 3"

Rozepidme ¢isla z R takové, ze x > 0, jako x = |z | +{z}, kde {z} € [0, 1). Nasledné najdeme
reprezentaci ,za teckou“ pro {x} pomoci druhého algoritmu a ziskdme rovnost {x} = E;’;l ;377
pro by, bo, ... € A.
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Nakonec muzeme spojit tyto dvé reprezentace a dostaneme pro libovolné x € R takové, Ze
x> 0:

n

n o) n -1
r=la|+{z} =Y af + Y b7 =Y afi+ Y b= Y ap
=0 7j=1 i=0

j=—00 1=—00

kde jsme pro ¢ < 0 definovali a; := b_;. Tudiz jsme nasli fetézec anan—_1 ..., ktery reprezentuje
Cislo z v (B, A).

Tuto konstrukci lze provést také jinym zpdsobem. Méjme z € R, takové, ze x > 0. Pokud
x € [0, 1], pouZijeme rovnou druhy algoritmus pro nalezeni reprezentace. Pokud = > 1, pak ur¢ité
existuje k € N takove, Ze 5% € [0,1]. Nyni vyuzijeme druhy algoritmus pro ¢islo ﬁ a ziskame

¢isla by, ba, ... € A takova, ze ﬁ = Z‘]’il ;377. Po vynasobeni této rovnice ¢islem (% dostaneme
[e%S) -1 —1-k
o - .
p= b=y b= Y T b
j=1 j=—o00 j=—00

Tudiz jsme nagli reprezentaci ¢isla x v (5,.4), a to b_k_1b_g_o....

1.5 Zobecnéni nekoneénych (3, A)-rozvoju

V predchozi ¢asti jsme ukézali, Ze vechna ¢isla z mnoziny V := [0, 1] méla v systému 5 = 3
a A ={0,1,2} reprezentaci ,za teckou“. Taktéz jsme dokazali, Ze pro tento systém plati rovnost

BV = A+ V. (1.10)

V prvni vété této podkapitoly dokdzeme, Ze pro poziéni numeraén{ systémy je podminka
(1.10) postacujici k tomu, aby mnozina V méla reprezentaci ,za teckou“. V nésledujici vété,
kterou mame z [12], pFedstavime dodatkovy predpoklad, ktery zaru¢i reprezentaci celé mnoZiny
R ¢ C.

Véta 18. Necht (8,A) je pozicni numeracni systém. Pokud ezistuje omezend mnozina V C C
takovd, Ze
BV C A+, (1.11)

pak kazdij proek x € V lze zapsat ve tvaru x =Y o0y a;837", kde a; € A pro kazdé i € N.

Diikaz. Necht x € V je libovolné ¢islo z mnoziny V. Oznaéme x; := x a po vynasobeni Cislem
B ziskame fx; € V. Predpokladu (1.11) zarucuje existenci a; € A a zo € V takovych, ze
Bx1 = a1 + z9. Po vydéleni éislem (B dostaneme

r1 = a1+ a7t (1.12)

Stejny postup miizeme provést pro &islo xo € V a ziskime z9 = as3~ 1 + 2387 . Po dosazeni do
vztahu (1.12) dostédvame 1 = a1~ + agB72 + 387 2. A takto mizeme pokrafovat az dojdeme

k vyjédieni z1 =z = o0, a;87%, kde a; € A. O]
Priklad 19. Uvazujme jiz dfive zmifiovany systém = —2 a A = {0,1}. Pak lze snadno
nahlédnout, Ze V = [—%,%] splniuje predpoklad veéty (@), tedy Ze —2 [—%,%} = [—%,%] C
[—%, %} U1+ [—%, %]) Z jiZ zmitiované véty plyne, Ze kazdé x € [—%, %} md (B, A)-reprezentaci.
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Uved'me nyni disledek véty [18]

Disledek 20. Necht (8,.A) je pozicni numeracni systém, kde 5 € R a A C R nebo 8 € C a
A C C. Pokud ezistuje omezend mnozina V C R, respektive V. C C, spliiujici a navic plati

0eVe,
pak kazdé x € R, respektive kazdé x € C, md (B, A)-reprezentaci ve tvaru x = > i a;3°.

Diikaz. Necht x € R, respektive x € C, je libovolné ¢islo. Pak z pfedpokladu 0 € V° plyne, Ze
existuje n € N takové, ze x5~" € V. PTi pouziti véty (18| dostavame, Ze x5~ lze napsat ve tvaru
B =322, a;37". Po vynasoben{ ¢islem 3" ziskame

00 00 n—1
— —itn _ —i _ i
T = E a;f3 = E aipnB" = § a_itnf3,
=1 i=1-n 1=—00
¢imz je diikaz dokoncen. O

MiiZe se naskytnout otézka, jak takovou mnoZinu V najit. Ovéfme, Ze mnoZina ve tvaru

V= {iazﬂ_i ta; € A}

i=1

spliiuje predpoklad (1.11). Ziejmé plati

BV = {al—i-ZaHlBi:aieA} =A+V.

=1

V piipadé, ze f € C\R a neredundantniho systému, ma takto definovana mnozina V' fraktélni
tvar. V nasledujici ¢4sti ukdZeme vykreslené mnoziny V = {372 a;87": a; € A} pro rtzné
numeracni systémy.

Obrazky byly vytvofeny v programovacim jazyku SageMath [11]. Zdrojovy kéd s pokyny na
instalaci a spusténi lze nalézt v [4]. Dodejme, Ze pro vykresleni mnoziny byla pouzita funkce
show(points()).

Na obréazku vidime mnoZzinu V' pro Penneyho systém. Ziejmé plati, 7ze 0 € V°, tudiz
bychom mohli odtvodnit vétou ze se jednd o systém reprezentujici C. Poznamenejme, Ze na
rozdil od véty [L2| uvazujeme reprezentace ve tvaru y ;- a;3'. Déale mizeme vidét, ze posunuté
mnoziny V', tedy mnoziny ve tvaru V + z, kde z € Z[i], do sebe zapadaji pfi posunovani ve sméru
redlné a imaginarni osy o ¢islo z.
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Obrazek 1.1: Mnozina V pro systém f=1i—1a .4 ={0,1}

Na obrézku [1.2] se nachazf mnozina V pro systém 8 =i+1a A = {0, 1}, o kterém jsme dfive
zminovali, 7e nereprezentuje mnozinu Z[i]. Zde jiz neplati, ze 0 € V°, proto nemiizeme pouZit
vétu 20l Vidime, Ze se jedna o posunutou verzi mnoZiny z obrazku [I.1] takZe i zde plati, ze do
sebe posunuté mnoziny zapadaji.

Obrazek 1.2: Mnozina V pro systém f=1+1a 4= {0,1}
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Nyni ukdZeme dlazdici V pro systém s Penneyho bazi a redundantni abecedou ve tvaru
A =1{0,1,-1,i,—i}. Diky tomu, Ze uvazujeme redundantni abecedu, mnozina V nemé fraktalni
tvar. Dalsim dusledkem redundantni abecedy je fakt, Ze posunuté mnoziny ve tvaru V + z, kde
z € Z[i], se piekryvaji.

2

Obrazek 1.3: Mnozina V pro systém f=i—1a A ={0,1,—1,1, —i}

Nésleduje dlazdice pro systém f =i+ 1 a A = {0,1,—1,i,—i}. Tento systém s abecedou
A = {0,1} nereprezentoval mnoZzinu Z[i]. Pokud ale uvazujeme abecedu A = {0,1, —1,i, —i},
muZeme s pouzitim véty [20| a faktu, ze 0 € V°, konstatovat, Ze se jedna o systém reprezentujici
C. Znovu pozorujeme, Ze se mnoziny posunuté o vektor z € Zli| pfekryvaji. To je zpisobeno
redundantni abecedou.

2

Obrézek 1.4: Mnozina V pro systéem f =i+ 1a A= {0,1,—1,i,—i}
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Obrazek patii Eisensteinové béazi s abecedou A = {0, 1,2}. Upozornéme, Ze se jedna o
osy ve smeéru redlném a ve sméru odpovidajicimu ¢islu w. Vidime, Zze 0 € V°. Posunuté mnoziny
V + z pro z € Z[w], stejné jako u Penneyho systému, do sebe zapadaji.

Obrézek 1.5: Mnozina V pro systém f=w — 1 a A = {0,1,2}

Na obrazku [L.6] vidime mnozinu V pat¥ici systému s Eisensteinovou bazi, ale s abecedou
A = {-1,0,1}. Neplati jiz, ze 0 € V°. Z obrazku je ziejmé, Ze se jedna o posunutou verzi [1.5]
proto i zde do sebe posunuté mnoziny zapadaji.

Obrézek 1.6: Mnozina V pro systéem f =w —1a A= {-1,0,1}
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Posle(%ni obrazek, ktery zminime, je pro Eisensteinovu béazi a redundantni abecedu A =
{0} U{ei5F: ke {0,1,2,3,4,5}} = {0,1, -1,w, —w,w?, —w?}. Znovu miZeme pozorovat, jak
posunuté kopie V + z pro z € Z[w] se prekryvaji. Ziejmé 0 € V°.

Obrézek 1.7: Mnozina V pro systém B =w —1a A= {0,1, -1, w, —w,w?, —w?}



Kapitola 2

Maticové numeracni systémy

V této kapitole zavedeme numeraéni systémy reprezentujici vektory s celo¢iselnymi slozkami.
Obdobné jako v predchozi kapitole, budeme definovat pojmy jako maticovy numera¢ni systém
a reprezentace. U pozi¢niho numera¢niho systému jsme potiebovali predpoklad, ze |5| > 1, tuto
tlohu bude nyni zastavat vlastnost, ze matice je expanzivni.

Definice 21. Ctvercovou matici, kterd md viechna vlastni ¢isla v absolutni hodnoté ostre vétsi
neZ 1, nazijvdme expanzivni.

Expanzivni matice je jiZz nutné regulérni, tudiz ma i nenulovy determinant.

Definice 22. Bud M € Z%% expanzivni a d € N. Necht A je konecénd mnoZina vektori z 72
obsahujici nulovy vektor. Pak dvojici (M, A) nazveme maticovym numeracnim systémem, matici
M jeho bazi a mnoZinu A abecedou.

V této praci se omezime pouze na reprezentace s nenulovymi vektory u nezdpornych mocnin
béaze, tzn. na reprezentaci ,pred teckou®.

Definice 23. Necht (M, A) je maticovj numeracni systém a x € Z*. Rekneme, Ze x md (M, A)-
reprezentaci, pokud x = Y"1 o M'a;, kde a,, ..., a9 € A a Tetézec ay . .. ap vyjadFuje reprezentaci
vektoru x v systému (M, A).

Definice 24. Necht (M, A) je maticovy numeracni systém. MnoZinu viech vektori s konecnou
(M, A)-reprezentaci znacéime jako

Fing(M) := {ZMjaj:nENaj GA}

J=0

Definice 25. Maticovy systém (M, A) nazveme redundantni, pokud ezistuje vektor x € Finy (M)
takovy, Ze md dvé rizné konecné (M, A)-reprezentace.

V predchozi kapitole jsme pracovali s mnozinami Z, R, C, Z[i], Z|w], které jsou s pFislusnymi
operacemi okruhy. Nyni prechézime do mnoziny Z% ktera je slabsi algebraickou strukturou.
Mnozina Z% s operaci + predstavuje tzv. Z-modul.

Definice 26. Z-modul nad okruhem Z je tvoien abelovskou grupou (G,+) a operaci Z x G —
G (které fikame skaldrni ndsobeni), oznacovanou (o, x) — « - x, spliiugici pro viechna o, 8 € Z a
z,y €G:

31
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I.a-(z+y)=a-z+a-y,
2. (a+B)-x=a-z+ -z,
3. (af) -z = - (Br),

4. 1-z=m=.

Mizeme vidét, ze libovolny komutativni okruh (R,+,-), ktery je nadmnozinou Z, je Z-
modulem. V prvnich dvou bodech se jedna pouze o ziiZzeni distributivnich zadkont na Z, ve tfetim
bodé o zuZen{ asociativity pro operaci - a ve ¢tvrtém o neutralni prvek 1 pro -. Navic musime
vyuzit faktu, Zze okruh R tvofi s operaci + abelovskou grupu.

Tudiz plati, Ze mnoziny, s kterymi jsme doposud pracovali, byly také Z-moduly.

Definujme zobrazeni, které popisuje podobnost dvou Z-modult.

Definice 27. Necht Z1,7Zy jsou Z-moduly. Rekneme, Ze bijektivni zobrazeni ¢ : Z1 — Zy je
wzomorfismem Z-modult Z1 a Zs, pokud pro vSechna x,y € Z1 a o € Z plati:

1. p(z+y) = o(z) + o),

2. pla-x)=a- ().

Poznamenejme, Ze pouZivame stejny symbol + (resp. -) pro operace v Z; i Zs. Nedorozuméni
nehrozi.

V dalsf ¢asti ukazeme vztah mezi maticovymi reprezentacemi Z2 a ¢iselnymi reprezentacemi
Gaussovych celych ¢isel. Zbytek kapitoly pak bude vénovan potfebnym vétam z teorie matic.

2.1 Souvislost maticovych a Ciselnych systémii

Diky tomu, ze Z[i] jako Z-modul je izomorfni Z?  ukiZeme souvislost mezi celo¢iselnym nu-
meralnim systémem a maticovym numera¢nim systémem na Z>2.

Pt#iklad 28. Méjme Penneyho pozicni systém, tzn. § =1— 1, A = {0,1}. Rozepisme piisobeni
bdze B na Gaussovo celé c¢islo:

(a+1ib) = (a+1ib)(i—1) = (—a—0b) +i(a—0).

Napisme komplezni ¢islo (—a — b) + i(a — b) jako vektor o dvou sloZkdch a hledejme matici

M € 722, kterd splituje
a —a—b
u(3)= (05

M= <_11 j) (2.1)

Necht ¢ je izomorfismus Z-modulii Z[i] a Z? definovany jako

coZ ziejmé splnuje matice

Tento postup nyni formalizujeme.

o(a+ bi) = <Z> (2.2)
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pro kazdé a + bi € Z[i]. Ovéime, Ze se skutetné jedna o izomorfismus. Necht x = a + bi,y =
c+di € Z[i] a a € Z. Pak

a4 (i) = (ot o+ @ ai) = (375) = (5) + (5) = olo) + o)

oo z) = p(ala+ b)) = p(aa + abi) = <ZZ> =« (b> = ap(a).

Uvedme nékteré vlastnosti izomorfismu .

Vé&ta 29. Necht ¢ je izomorfismus Z-modulii Z[i] a Z? definovany vztahem a necht matice
M ma tvar
-1 -1
M= ( Lo 1) .

Pak plati

2. o(z8) = My(z) pro kazdé z € Z][i],
3. p(p")=M" <(1)> pro kaZdé n € N .

Diikaz. 1. Plyne pfimo z definice izomorfismu .

2. Necht z € Z[i]. Pak

o(28) = p((a+ )= 1) = (a0 + @ = 0) = (17,) = () = bt

kde jsme v predposlednim kroku vyuzili tvaru matice M.

3. Diikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 méame:
1
o(8) = o5+ 1) = Mp(1) = 1 ().
kde jsme pouzili pfedchozi dva body tvrzeni. Krok n — 1 — n odvodime takto:
n n—1 n—1 n—1 1 n 1
p(8") = 0(BB") = Mp(B" ") = MM"™ " { () = M"{ |-

O

Vyuzijeme znalosti o Penneyho systému a pfevedeme je do maticového systému s bézi M =

<_11 :1) Z véty |12| plyne, ze pro vSechna z € Z[i] existuje a,, . ..ay € A* takovy, ze

z= zn:alﬂi. (2.3)
i=0
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PouZijme na rovnici (2.3)) izomorfismus ¢:

o2)=¢ (ZO B) - isa(aiﬂi) - Z; o(8) = 2; () - Z;M (4). e

kde ve tfetim kroku vyuzivame faktu, ze a; € {0,1} C Z a miZzeme tudiz pouzit 2. vlastnost

izomorfismu Z-modult. V posledni rovnosti se vyskytuji vektory <C(L)i>, tedy (8) a <(1)>

Pokud rozepiSeme z = a + bi pro a,b € Z, dostavame ze vztahu (2.4) pro libovolné a,b € Z:

n
a i [ a;
= M),
() -2 (%)
=0
DokéZzeme tedy pro viechny vektory ze Z2 najit maticovou reprezentaci v systému

M = (_11 :1) ,./Z = {(8) , (é) } Tento systém odpovidd maticové formé Penneyho sys-

tému.

Piiklad 30. Prozkoumejme Eisensteintiv numeracni systém. Méjme f =w —1 a A ={0,1,2}.
Necht ) je zobrazeni ¢ : Z[w] — Z? definované jako z = a + bw + (Z) Analogicky, jako u

Penneyho systému, se dd ovérit, Ze je to izomorfismus.
Hledejme matici N, kterd bude mit pro z € Zlw] vlastnost: ¥ (z5) = N(z):

D(B) = ((a -+ bo) w — 1) = law — 0+ b — bw) = (—a— b+ (a— b)) =
- (;“_‘2;’) ;N(Z> — Ng(z) = N= <_11 :;)

Lze dokdzat, obdobné jako v dikazu Ze 1zomorfismus ¥ spliiuje pro vSechna n € N :

(8") = N (é) .

S vyuZitim véty a podobnyjch dprav jako ve vzlahu miZeme pro vSechna a,b € Z psdt:
a = a
_ _ i Qi
1=

kde na pravé strané se vyskytuji vektory <%’> , tedy (8) , <(1)> , (3) Nasli jsme tud96 maticovy

systém N = <_11 :;) A = {<8) ; (é) ) <(2)) }, ktery reprezentuje viechny vektory ze 7.

Tento systém odpovidd maticové formé Fistensteinove systému.

2.2 T¥idy ekvivalence v Z¢

Stejné jako pii reprezentovani Cisel v poziCnich systémech, hraje i v maticovych systémech
dilezitou roli kongruence.
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Definice 31. Necht M € Z%? q z,y € 74 Relmeme, Ze x© je v relaci s y modulo M, pokud
existuje z € 74 takovy, Ze v —y = Mz a znacime © =7 v,

Poznamka. Tento vztah mizZeme za predpokladu reqularity matice M pFepsat do tvaru:
r=yye et o—y=Mze32c2 MY o—y)=2 M (z—y) cZ?
Snadno se ovéri, ze plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 32. Pro relaci modulo M plati:
1. relace modulo M je na Z¢ ekvivalence,

2. pro vsechny vektory x1,x9,y1,y2 € Z¢ plati
T1=M Y1 aT2=MY2 = T1+T2=p Y1+ Y2,

3. pro viechny vektory x1,y1 € Z% a pro vsechna k € 7 plati

r1=m Y1 = kr1 =um kyr

Piipomenme, Ze k tomu, aby byla relace ekvivalenci, musi byt reflexivni, symetrickd a tran-
zitivni. Dale vlastnosti 2 a 3 zaruc¢uji, 7e relace modulo M je kongruence na Z-modulu Z¢. Z
tohoto divodu budeme tyto dva pojmy Casto zaménovat.

Nyni miize nastat otdzka, na ¢em zavisi pocet tiid ekvivalence u dané matice. Odpovéd na
tuto otazku je uvaddéna u autoru, kteri se vénuji maticovym numeraénim systémum, vzdy bez
diikkazu. Proto v této kapitole uvedeme i diikazy.

Véta 33. Pokud M € Z%% je singuldrni matice, pak pocet tiid ekvivalence =p; je nekonecno.

Diikaz. Cilem diikazu bude najit nekonecéné mnoho vektori, které nebudou navzajem ekvivalentni
modulo M, a tudiz budou reprezentovat nekone¢né mnoho t¥id ekvivalence modulo M.

Necht M € Z4? je singularni matice, pak zfejmé je i M7 singularni matice. Z Frobeniovy
véty plyne, Ze pro homogenni soustavu se singuldrni matici existuje nenulové feseni, oznacme ho
u € R% u # 0. Spliwje tedy MTu = 0. Protoze matice M7 je celo¢iselna, musi uréité existovat
vektor u s racionalnimi slozkami, ktery fesf homogenni soustavu s matici M7.

Bez tijmy na obecnosti predpokladejme tedy u € Q% v # 0. Nyni hledejme vektor s celo-
ciselnymi slozkami, ktery fesi rovnici M7z = 0. Libovolny nenulovy nasobek feseni homogenni
soustavy ziejmé také Fesi danou soustavu, tudiz miazeme vzit libovolny nasobek vektoru u. De-
finujme tedy novy vektor w := g - u, kde g € Z je spoletny jmenovatel vSech slozek vektoru wu.
Tudiz w € Z%\ {0} a MTw = 0.

Nyni budeme zkoumat celo¢iselné nasobky vektoru w. Tvrdime, Ze vektory k; - w a ko - w,
kde ki, ks € Z, jsou ekvivalentni modulo M praveé tehdy, kdyz ki1 = ko. Z definice relace modulo
M vyplyva, ze

k‘l-wEMkrg-w <~ HZGZd:(k‘l—k‘Q)-w:MZ.

T

Po vynasobeni posledni rovnosti zleva vektorem w’ a s vyuzitim vlastnosti MTw = 0, a tedy i

(MTw)T = wT M = 07, dostavame

ki-w=pyke-w o 32€Z%: (k) —ko)-w=Mz = F2€Z%: (k — ko)w'w=w"Mz=0.
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Protoze w je nenulovy vektor, musi byt i ww > 0 a tedy plati, Ze pokud vektory ki - w a kg - w
jsou ekvivalentni modulo M, pak nutné k1 = ky. Obménou této implikace dostavame

]{717&]{72 — kl-w;,—éng-w.

Nagli jsme tedy nekone¢né mnoho vektort ve tvaru kjw, kde k; € Z, které nejsou navzajem
kongruentni, tedy pocet t¥id ekvivalence modulo M je nekone¢no.

O

Pro odvozeni poctu tiid ekvivalence u regularni matice M budeme vyuzivat rovnobé&Zznostény
v Z¢. Kopiemi rovnob&znosténu budeme pokryvat celou mnozinu Z9.

Definice 34. RovnobéZnosténem matice M nazveme mmnoZinu
Ry ={Ma:acR% ac0,1)%). (2.5)
Podminka a € [0,1)? ¥ka, Ze vSechny slozky vektoru o € R? jsou z intervalu [0,1).

Jedna se o rovnobéZnostén generovany vektory Me1,. .., Meq, kde vyrazem M,; rozumime
j-ty sloupec matice M.

Poznamenejme, 7e uzavér Ry; mé pravé 2¢ vrcholt. Tyto vrcholy ziskdme kombinovanim a

dosazovanim vektori e; ze standardni baze do predpisu M(e;; + --- + €;,), kde (i1,..., k) je
k-tice vzéjemné riiznych prvkia z mnoziny {1,...,d}.
A
M(er + e2)

\

Obrézek 2.1: Rys pro matici M = (i’ ;)

7 obrazku miizeme vidét, Ze z vrcholti uzavéru R); do rovnobé&Znosténu pat¥i pouze
ten z pocatku. Nasledné muzeme vidét souvislost mezi determinantem matice M a objemem
rovnobéznosténu. Jak ukaze nasledujici lemma, tato ¢isla se skutec¢né rovnaji.

Lemma 35. Objem rovnobéZnostenu Ry matice M € Z4? je roven | det M|.
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a1
Diikaz. Pro singuldrni matici je tvrzeni zfejmé. Necht M je regularni. Ozna¢me v = | : |. Z
Qq
definice objemu vyplyva
I aq
vol(RM):/ ldzy...dzg = =M :/ 1-|det M|day ... dag =
R aE[O,l)d
Td Qq
= | det M| ldag ... dag = | det M|,
aclo,1)?
kde jsme v druhém kroku vyuzili vétu o substituci v integralu s Jakobidnem |det M|. O

-1 -1
Piiklad 36. Na Penneyho systému v maticové formé, tedy na systému s bdzi M = ( 1 _1>

a abecedou A = {(8) , (é) }, ukdzeme, kdy dva vektory x,y € Z¢ jsou kongruentni:

<1

;1:5My<:>3z€Z2:x—szz@ﬂzl,zgeZ:m—y:M<z
2

> = Molzl + Mo2z2-

Tedy vektory jsou kongruentni modulo M prdavé tehdy, kdyZ se lisi o celociselnou kombinaci
sloupcti matice M.

e o °

-1 -1

Obréazek 2.2: Ttidy ekvivalence pro matici < 1 1

>. Jedna t¥ida je vyznalend Cervenymi

puntiky a druha Cernymi

Na obrdzku je také vyznacen rovnobéznostén matice. Pokud vezmeme v vvahu, jaké vr-
choly a hrany obsahuje rovnobéZnostén(viz obrdzek , muZeme vidéet souvislost mezi poctem
celociselngjch vektord, které leZi rovnobéZnosténu, a poctem trid ekvivalence. Qbé tato cisla jsou
rovna dvéma.

Nyni dokéZzeme pozorovani z komentaie pod obrazkem tedy Ze pocet tiid ekvivalence
modulo M je roven poctu celoc¢iselnych vektort lezici v Rj;. K tomu budeme potiebovat tfi
pomocnd tvrzeni. Prvni z nich zndme z linedrni algebry.
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Tvrzeni 37. Necht R? je vektorovj prostor s euklidovskou normou ||.||, n € R? normdlovy
vektor a D > 0. Pak existuje ¢ € R takové, Ze pro kaZdé h € R je vzddlenost nadrovin Hy a Ho
s neparametrickymi rovnicemi n"x = h a nTx = h + ¢ alespori D, tj. pro viechna x1,x2 € RY
takové, Ze nTx1 = h a nTxe = h + ¢ plati ||z2 — 21|| > D.

Prejdeme k druhému pomocnému tvrzeni.

Lemma 38. Necht M € Z%% je reguldrni matice. Pak pocet t7id ekvivalence =), je roven poctu
vektori x € Z takovyjch, Ze x € Ry, kde Ryr je rovnobéinostén matice M, tj. pocet trid je roven
#Zd N Ryy.

Diikaz. V prvni ¢asti ditkazu ukazeme, ze mnozina Z¢ N Ry, obsahuje viechny tfidy ekvivalence.
Toho docilime tim, Ze pro libovolny y € Z% najdeme prvek z Z¢ N Ry, ktery je s y kongruentni.

Necht y € Z®. Pak uréité soustava rovnic y = M~y ma FeSeni z Z%, protoze matice M je
regularni. Oznac¢me v = (*yl, ... ,yd)T feSeni soustavy y = M~y apolozme z; := [V ] a ; := v;—2;.
Pak urdité a; € [0,1) a v, = 2z; + ;. Oznafme z a « jako vektory z pFisludnych slozek z;, .
Dostavame

y=My=Mz+a)=Mz+Ma — y— Ma=Mz — y=y Ma.

Diky volbé z € Z¢ vyplyva, ze vektor y je v relaci s Ma modulo M. Protoze y € Z% a Mz € 7,
tak plati i Mo € Z%. Navic z konstrukce o vyplyva, Ze a € [0,1)% a tedy Ma € Ry;. Nasli jsme
tedy vektor Ma z mnoziny Z% N R, ktery je v relaci s y.

V druhé ¢asti dikazu ukazeme, Ze zadné dva rizné prvky ze Z? N Rj; nejsou navzajem
kongruentni. To ukdZeme sporem. Mé&jme y1,y2 € Z N Ry a y1 — yo = Mz pro néjaké z € 7.
Protoze y1,y2 € Ry, tak maji tvar y1 = May,y2 = Mas pro ai,as € [0, l)d. Nyni dostavame

Moy — Moy =Mz = z:al—age(—l,l)d,

kde jsme vyuzili pfedpoklad, Ze matice M je regularni. Zaroveii s faktem, ze z € Z¢ dostavame,
ze z =0 a tedy y1 = yo.

Proto mnozina Z% N Ry; obsahuje od kazdé t¥idy ekvivalence pravé jednoho reprezentanta, a
tim je diikaz hotov. 0

Lemma 39. Necht M € Z%? je requldrni matice. Pak #7% 0 Ry = | det M.

Dikaz. Méjme N € N, a uvazujme rovnobé&znostén Rp; vynasobeny N. Pak dostavame

N-Ry ={N -Ma:ac[0,1)%} ={My:ye[0o,N)"} (2.6)

—{Ma+Mz:ae0,1)?,2€{0,...,N=1}¥} = Ryy & {Mz:2€{0,...,N —1}},
(2.7)
kde jsme v pfedposlednim kroku vyuzili jednozna¢ného rozkladu u slozek vektoru 8 na celou a
zlomkovou ¢ast. Ze vztahu a vidime, ze mnozina N - Rjs je sjednocenim posunutych
kopii rovnobéznosténu Rys. Diku tomu, ze #{Mz : z € {0,...,N — 1}%} = N¢, je téchto
posunutych kopif pravé N¢. Oznac¢me p := #(RNZ%), pak diky disjunktnosti posunutych kopii
plati #((NRys) NZ4) = Np.

Nyni disjunktné pokryjeme prostor krychlickami kolem kazdého celo¢iselného vektoru. Pro

11

kazdy z € Z% je tato krychlicka tvaru z + [—5, i)d a mé objemem 1.
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Rovnobézniky, které pokryvaji prostor, kde p =5 Rovnobé&znik NRy; pro N = 2 a N = 20
Ozna¢me c¢islem Py pocet krychli¢ek, které maji s NRjy; neprazdny prinik a Qn pocet
krychlicek, které maji s doplitkem N R prazdny prinik, tj. celé lezi v N Rj;. Pak zfejmé plati
Qn <vol (NRy) = N¥det M| < Py a Qy < N% < Py.

Objem NRy je N det M|, protoze objem rovnob&inosténu Rpys je |det M| a nasobime ho
konstantou N v d dimenzich.

A

(N +c)Ry +qn

NRy
o |l.s
o |aastfol,
T y
o /= afe: %
/ o | LA
o (o [y o \c

qN

Nalevo je rovnobéZnostén N Ry s krychlickami, kde zelené jsou oznaceny krychlicky zapocitané

do @y a Py a Cervené pouze do Py. Napravo je rovnobé&znostén (N + ¢)Ryr + gn. V obou
ptipadech N = 2.

Nyni chceme vytvofit vétsi rovnobéznostén takovy, aby se do néj vesel rovnobéznostén N Ry,
i s pfecnivajicimi krychlickami. Navic poZadujeme, aby mél stejné centrum. Hledame tedy ¢ > 0
a qv € R? takove, aby pro kazdy bod z ¢ (N + ¢)Ry + qn a y € NR platilo ||y — z|| > V4,
kde v/d je diagonéla jednotkove krychlicky v dimenzi d. Tvrzeni [37) zarucuje existenci takového
¢, které nezavisi na N, a snadno poté najdeme i qy.

Ziejmé pak plati

Py <vol (N4 ¢)R+qn) = (N + ¢)% det M|,
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kde vyuzivame znalosti, Ze se objem posunutim neméni. Analogicky pak najdeme i druhy odhad,
kdy budeme zmengovat rovnobéznostén N R, tedy

Qn > vol (N — )Ry + qn) = (N — )| det M.
Celkové ziskavame

N —c¢ N +c¢

d d
(N —¢)4det M| < N% < (N + ¢)4|det M| = ( ) \detM\gpg< ) | det M|

pro vSechna N € N. Limitnim pfechodem N — oo dostavame tvrzeni véty. O
Nyni spojenim lemmat [38] a [39] dostéavame néasledujici disledek.

Véta 40. Necht M € 7% je reguldrni matice. Pak pocet tiid ekvivalence =pr je roven | det M.

Piiklad 41. Prozkoumejme, kolik trid ekvivalence md Penneyho a Fisensteintiv systém v mati-

. . -1 -1
covém tvaru. Pruni jmenovany md dvé t¥idy ekvivalence, protoZe |det ( 1 1) ‘ = 2, proto md

0 0
-1 -1 oy o ' (0 1 2
det ( 1 _2>‘ = 3, a tudiZ jsou v abecedé t¥i proky: Ay = {<O) , (0> , <O> }

2.3 Kompletni abeceda maticového systému

v abeced€ dva proky, a to Ay = {(0> , <1> } Druhyj ymenovany md tii tiidy ekvivalence, nebot

V této podkapitole zkoumame vlastnosti abecedy A, aby numera¢ni systém (M,.4) mohl
reprezentovat jednozna¢né viechny vektory z mnoziny Z¢.

Definice 42. Necht (M, A) je maticovy numeracni systém. Necht A spliiuje:
1. pro viechny x € Z% existuje a € A takovy, e x =) a,
2. pro vSechny d,e € A takové, Ze d # e plati d £ e.
Pak fekneme, Ze A je kompletni abeceda maticového numeracniho systému (M, A).

Disledek 43. Mohutnost kompletni abecedy maticového systému s bizi M € Z%¢ se rovnd
| det M.

Diikaz. 7 prvniho bodu definice kompletni abecedy plyne, Ze kazd4 tiida ekvivalence ma v A
alespon jednoho reprezentanta. Druhy bod tiké, ze kazda tfida ekvivalence mé nejvyse jednoho
reprezentanta. To implikuje, Ze z kazdé t¥idy ekvivalence je v kompletni abecedé pravé jeden
reprezentant. Tedy mohutnost kompletni abecedy je pocet t¥id ekvivalence matice M, a ten je s
vyuzitim dusledku 40| roven | det M]|. O

UkéaZzeme, Ze prvni bod definice kompletn{ abecedy je nutnou podminkou, aby abeceda repre-
zentovala viechny vektory ze Z¢. Jinymi slovy, pokud néjaka t¥ida ekvivalence nemé reprezen-
tanta v kompletni abecedé, uz nelze reprezentovat viechny vektory ze Z9.

Véta 44. Pokud numeracni systém (M, A) reprezentuje viechny vektory ze Z2, pak kazdd trida
ekvivalence md alesponi jednoho reprezentanta v A.
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Diikaz. Necht z € Z%. Podle predpokladu lze x napsat ve tvaru z = Yoo M'a;, kde a; € A. Pak
uréité & =y ap. Probranim viech x € Z? probereme viechny mozné tiidy ekvivalence modulo
M, proto i ag € A musi probihat vechny t¥idy ekvivalence. Nagli jsme tedy pro kazdou t¥idu
ekvivalence modulo M reprezentanta v A. O

U druhého bodu definice kompletni abecedy se jednd o nutnou podminku neredundantnosti
maticového systému. Jinymi slovy, pokud mame systém s abecedou, kterd obsahuje z néjaké t¥idy
ekvivalence vice nez jednoho reprezentanta, je nutné redundantni.

Véta 45. Necht numeraéni systém (M, A) je neredundantni a reprezentuje vSechny vektory ze
7% . Pak A obsahuje z kazdé tridy ekvivalence nejvijse jednoho reprezentanta.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht (M,.A) je neredundantni a pro spor predpokladejme,
7e existuje t¥ida ekvivalence, ktera ma dva reprezentanty v A, tedy, Ze existuji d, e € A takové,
7Zed#ead=ye.

Dokazeme, 7e vektor d méa dvé reprezentace. Z d =)/ e plyne existence z € Z% takového, ze
d = Mz + e. Pro vektor z z piedpokladu véty existuje fetézec ay, . ..ag € A*, ktery reprezentuje
z. Pak ay, ...ag e reprezentuje vektor d.

Také fetézec d € A* je reprezentaci vektoru d a uréité se tyto dva fetézce nerovnaji, protoze
d # e. Dogli jsme tedy ke sporu. O

Nasledujici véta ukazuje, Ze systém obsahujici kompletni abecedou je neredundantni.

Véta 46. Necht (M, A) je maticovyj systém s kompletni abecedou. Pak kazdé x € 7 md nanejvys
jednu reprezentaci v (M, A).

Diikaz. Dukaz ukédZzeme sporem. Necht 2 € Z% ma dvé reprezentace, necht tedy plati

n m
=Y Ma;=>Y Mb, (2.8)
=0 =0

kdem,n € Na a;, b; € A. Bez 1jmy na obecnosti méjme n > m. Dodefinujme b; = 0 pro ¢ splhwujici
n > i > m. ProtoZe tyto dvé reprezentace jsou rtizné, mnozina indexii {i € {0,...,n} : a; # b;}
je neprazdna. Necht j := min{i € {0,...,n} : a; # b;}. Pokud j > 0, ode¢teme od rovnice
¢islo ag a vynasobme ji matici M ', poté ode¢teme a; a vynasobime M ~!. Takto pokratujeme
az odecteme ¢islo aj_1 a vynasobime M ~1. Dostavame

Zn:Miai = iMibi, (2.9)
=7 =7

kde a;j # b;. Pak z definice kompletni abecedy plyne, z& a; s b; a to spor s rovnici (2.9). [
Spojenim pfedchozich t¥{ vét dostavame diisledek.

Diisledek 47. Necht (M, A) je maticovyj systém, ktery reprezentuje viechny vektory ze Z%. Pak
je neredundantni prdve tehdy, kdyz A je kompletni abeceda.

Diikaz. Implikace zprava doleva plyne z véty 46 Implikace zleva doprava plyne z vét @4 afds] O

Vince v praci [13] dokazal néasledujici silné tvrzeni.
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Véta 48. Necht (M, A) je maticovy systém, ktery je neredundantni. Pak kaZdé vlastni ¢islo
matice M je v absolutni hodnoté vétsi nez 1, tj. matice M je expanzivni.

V této praci zkoumame maticové systémy, které maji kompletni abecedu, a tudiz podle véty
jsou neredundantni. Pak tvrzeni véty @8|zdtvodiiuje, pro¢ uvazujeme pouze expanzivni matice.
Pokud bychom se neomezovali na systémy, které maji kompletni abecedu, vlastni ¢fsla matice
M by mohly byt rovnéi 1. To plyne z tvrzeni 9] které ukazali Jankauskas a Thuswaldner v ¢lanku

[6].

Véta 49. Méjme (M, A) maticovy numeracni systém reprezentujici viechny vektory ze Z. Pak
pro kazdé vlastni ¢islo X matice M plati, Ze |A\| > 1.

Piiklad 50. Vrafme se k Penneyho a FEisensteinovu systému. Oba tyto systémy reprezentuji
mnozinu Z%, tudii z véty plyne, Ze kaZda tFida ekvivalence md v abecedé alesporn jednoho
reprezentanta. Se znalosti determinantu matice M a tedy i mohutnosti potencidlni kompletni
abecedy mizZeme Fict, Ze abeceda neobsahuje vic neZ jednoho reprezentanta z kazdé tridy. TudiZ
oba tyto systémy disponuyi kompleini abecedou.

2.4 Indukované maticové normy

V této ¢asti pfipomeneme vlastnosti normy vektorovych prostort. Tyto normy budeme hojné
vyuzivat ve tfeti kapitole ke zkoumani maticovych systémt. Nejdiive zavedeme skalarni soudin,
tak jak se obvykle definuje v linedrni algebte [2].

Definice 51. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T C C. Zobrazeni h : V. xV — T
nazveme skaldrnim soucinem vektorového prostoru V, pokud pro vSechny x,y,z € V,a € T plati:

1. pozitivni definitnost: h(z,xz) >0 a h(z,z) =0 & =0,

2. hermitovskost: h(xz,y) = h(y, x),
3. linearita v pronim argumentu: h(ax + vy, z) = ah(z, z) + h(y, 2).

Definice 52. Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem T C C, zobrazeni ||.|| : V — [0, 00)
nazveme normou na vektorovém prostoru V', pokud pro vsechny x,y € V,a € T plati:

1 |lz]|=0 & =0,

2. |laxl|| = | - [|]],

3. trojuhelnikovd nerovnost: ||z + y|| < |lz|| + ||yl|-
Nyni uvedeme dva piiklady norem:.

Piiklad 53. Necht h je skaldrni soucin na V. Pok lze snadno ovérit, Ze zobrazeni definované jako
x> +/h(z,z) je norma na V. Tuto normu nazgvdme normou indukovanou skaldrnim soucinem

h.
Specidlné pro standardni skaldrni soucin definovany pro kazdé x,y € C? jako
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je indukovand norma rovna

[lz]le =

Tuto normu nazjvime euklidovskou normou na C% a znacime ||.||..

Piiklad 54. Necht P € C4? je reguldrni matice. Quéiime, Ze zobrazeni C? — [0, 00) definované
jako x + ||Px||c je normou na prostoru C?. Necht x,y € CY a a € T':

1. ||Pzx|le =0 & x = 0: S vyuzitim Frobeniovy véty, kterd ¥ikd, Ze homogenni soustava s
requldrni matici md pouze trividini feseni dostdvdame:
||Pzlle=0 & Pr=0 < z=0.
2. Rowvnost
1P(az)lle = [la(Pz)[le = [of - || Pzl

a nerovnost
1P(x + y)lle = [Pz + Pylle < [|Pz|[e + || Pylle

plyne z faktu, Ze euklidovskd norma spliiuje pozitivni homogenitu o trojihelnikovou nerov-
nost.

Pro matice jako prvky vektorového prostoru C%*? budeme vyuzivat normy indukované normou
v C%.

Definice 55. Necht ||.|| je norma na vektorovém prostoru C%, a necht A € C4. Cislo ||A|| :=
SUPgccd || |=1 || AT|| nazveme indukovanou normou matice A prislusnou normeé ||.||.

Véta 56. Necht C? je vektorouvyj prostor nad C. Pak pro normu ||.|| na prostoru C* a jeji indu-
kovanou normu matice A € CH? plati:

1. indukovand norma je normou na prostoru Ccdd,
2. pro viechny x € C: ||Az|| < ||A]| - ||z]|,
3. 0(A) < [|A]].

Diikaz. 1. Abychom ukézali, Ze se jedn& o normu, musime ovéfit 3 body z definice normy.
Necht A,B € C*? o € T

(a) ||A|| =0 < A = 0: dokazme implikaci zleva doprava:
||A]| = sup ||Az||=0 = [|Az|| = 0 pro kazdé = € C¢ takové, 7e ||z|| = 1.
[lz[|=1
Odtud Az = 0 pro kazdé z € C%.

Opacéna implikace je zFejma.
(b) ||A+ BJ| < ||A]| + ||B||: s vyuzitim trojahelnikové nerovnosti pro normu na C? do-

stavame:

|A+ Bl = P I(A+ B)z|| < P (I[Az] + [[Bz|]) <
z||=1 z||=1

< sup [[Az||+ sup ||Bz|| = [|Al|+|B]|.
]| =1 ]| =1
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(©) [leAll = [af - ||All:

laAll = sup [[(ad)z[| = sup |af-[[Az|| = |a| sup |[Az|| = [af-||Al],

|l||=1 [e]|=1 [or]|=1
kde ve druhém kroku jsme vyuzili vlastnosti normy na C%.

2. Pro viechny nenulové z € C? plati:

|| Az]| || Az]|
< sup = sup|[A | = sup [[Ayl| = [[A]l,
2zl az0 ll2ll 20 Hl‘ll lylI=1

kde u druhého suprema vyuzivame faktu, ze zkoumda jen mnozinu jednotkovych vektori.
Nyni vynasobenim ||z|| ziskivame ||Az|| < [|A]| - ||z|| pro nenulové z € C¢. Navic tato
nerovnost plati i pro = 0, ziskali jsme tedy platnost pro viechny = € C%.

3. Necht A je vlastni ¢islo matice A a necht u je vlastni vektor matice A pfislugny vlastnimu
islu A takovy, ze ||u|| = 1. Pak plati:

1All = sup [[Az|| = [[Aul| = [[Mu|| = [A] - [[u]] = [A].

||z]l=1

Tato nerovnost plati pro libovolné vlastni ¢islo matice A, plati tedy i pro maximum z
vlastnich ¢isel matice A. Dostévame [|A[| > maxyc,(a) [A = o(A).
O

Pocitat indukovanou normu matice z definice vyZzaduje prozkoumat nekoneénou mnoZzinu
vektori. Proto uvedeme specidlni ptfipad normy, u které bude pocitani indukované normy z
matice mnohem snazsi.

Diikaz vét a [60| je prevzat z [5]. My je v8ak rozepisujeme do detailt protoze parametry,
které se v konstrukci vyskytnou, potfebujeme znat v explicitnim tvaru. V ptivodnim dikazu jsou
uvadény pouze jako hodnoty pomoci Landauovy symboliky malé o.

Véta 57. Necht A € CH? je diagonalizovatelnd matice. Pak existuje norma na C¢ takovd, Ze pro
jeji indukovanou normu matice A plati ||A|| = o(A).

Diikaz. Necht A je diagonalizovatelna matice. Pak ji Ize zapsat ve tvaru A = P"'DP, kde P je
regularni matice a D diagonélni matice.

Nyni definujme normu N : C% — [0, 00) pro kazdé z € C? jako N(z) = ||Px||.. Z ptikladu
plyne, Ze se opravdu jednd o normu, indukuje tedy maticovou normu pro A jako ||A|| =
SUP|| pa||.—1 N (Az). RozepiSme nyni vyraz

(N(Ax))? = HPAtz — |DPa|? = (DPx)*(DPx) = (Px)*D*D(Px) =

= Z )il \if? (P)i < (0(A))*(Px)* (Pz) = (o(A))?|| PalZ,
kde jsme vyuzili faktu, ze matice D je diagondlni a obsahuje vlastni ¢isla na diagonéle. Nyni pro
viechny vektory spliwjici ||Pz||. = 1 plati N(Az) < o(A), coz implikuje:

JAll = sup N(Ax) < o(A).
[|Pz|le=1

Odhad z druhé strany ||A|| > o(A) plati pro libovolnou indukovanou normu z véty O
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Pteformulujme tvrzeni véty do tvaru, ve kterém vidime jak se konstruuje dané indukovana
norma.

Disledek 58. Necht A € C*? je diagonalizovatelnd matice a necht P je reguldrni matice takovd,
e A= P7'DP, kde D je diagondini matice. Pak zobrazeni x v+ ||Pz||. je norma na C% a jeji
indukovand norma matice A spliiuje ||A|| = o(A).

Ptedchozi véta plati pouze pro diagonalizovatelné matice, tudiz bychom chtéli zobecnit toto
tvrzen{ i pro nediagonalizovatelné matice. K tomuto tcelu nejprve dokdzeme nasledujici lemma.

Lemma 59. Necht viechny proky matice M € CH? jsou omezeny konstantou K, tj. pro vsechna
i,j € {1,...,d} plati |M;;| < K. Pak pro kazdé y € C? plati |y*My| < dKy*y.

Diikaz. Snadno si rozmyslime, Ze pro libovolnou konvexni funkci f: R — R plati

coz znamend, ze funkéni hodnota primeéru je mensi nebo rovna pruméru funkénich hodnot.
Specialné pro funkci f(z) = 22, ktera je ziejmé konvexni, plati

S vyuzitim této nerovnosti miZeme upravit vyraz

d d d d d d d
Myl = > T(My)i| = DT> Miy;| < > G IMyllysl < K> il Y lyil =
i=1 =1 j=1 =1 =1 =1 j=1
d 2 d
=K <Z y@> < KdY |yl = Kdy*y,
i=1 i=1
a timto je dikaz hotov. O

Pro nediagonalizovatelné matice neplati, ze bychom byli schopni nalézt normu takovou, Ze
jeji indukovana norma pfimo rovnala spektralnimu polomeéru. Ale zato dokdZeme najit normu
tak, aby jeji indukovand norma byla spektralnimu poloméru blizko.

Véta 60. Necht A € C*? q necht P € C%? je regulirni matice takovd, Ze matice P~'AP
md Jordaniv tvar. Pak pro libovolné ¢ > 0 existuje norma ||.||pe na C? takovd, Ze pro jeji
indukovanou normu matice A plati ||A||pe < 0(A) + €.

Diikaz. Necht P~1AP ma Jordantv tvar. Pak lze psatP tAP = Jp, (A1) @ ... @ Ji,(As), kde
Ji;(Ai) jsou Jordanovy bloky fadu k; p¥islusné vlastnimu ¢islu A;. P¥ipomeinime, Ze Jordanitv blok
Jm(N\) ma tvar

o 1 0 - 0

Jm(Ai) = Mo + e Cmm,

o
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Zvolme § > 0 a definujme matici By, fadu m jako

1 0 0

Byo= |0 ¢ © | ermm, (2.10)
: 0
0 --- 0 ¢m1L

Nyni pro blok J,,,(\;) provedeme tpravu s matici By, a dostaneme

0 1 0 0
Bl Jm(AN)Bm = My + 0 | SO
: o1
0O -+ -« .. 0

Zopakujme tento postup pro kazdy Jordantv blok matice P~*AP. Definujme B := By, ®. ..® By,
kde k; jsou rfady piislusnych Jordanovych bloki. Pak ziskdme rovnost

B~ 'P7'APB =D + 4E, (2.11)

kde matice E je nulova az na prvky tésné nad diagondalou, kde se vyskytuji jednicky a nuly.

Nyni pfejdeme k definici normy, ktera zavisi na € a na matici P, ktera pfevadi matici A do
Jordanového tvaru. Definujme normu pro viechny = € C¢ jako ||z||pe := ||[B~'P~1z||.. Skutetns
se jedna o normu, protoze matice B! je regularni, tedy i sou¢in B~' P~ je regularni. Zkoumejme
nyni vyraz [|A|| = sup),.—1 |[[Az[|pe. S vyuZitim vztahu a transformace y = B~1P7 1z
dostavame

|Az|[p. = [|B~'P 1 Az|f2 = ||(D + 0E)B' P~ 1z||? =
= [(D + 8E)ylZ = y*(D* + 0E*)(D + 0E)y =
= y*(D*D + 0D*E + 0E*D + 8°E*E)y = y*D*Dy + 6y*(D*E + E*D + 0E*E)y.

Pro vektory spliwjici ||z||pe = ||[B~*P~'z||. = ||y||le = 1 a pro prvni ¢ast vyrazu mame

d
y*D*Dy =Y Tl APy < 0(A)*y"y = o(A)*[|yl]2 = o(4)”.
i=1
Pro odhad druhé ¢asti vyrazu mtizeme vypozorovat, ze matice (D*E+ E*D+0E* FE) méa viechny
prvky omezené konstantou o(A)+4, tudiz lze pouzit lemmal[59a pro vektory ||y||. = 1 dostavdame

Sy"(D*E + E*D + dE*E)y < §d(o(A) + 8)y*y = dd(o(A) + 9).

Nyni mizeme oba odhady spojit a pro indukovanou normu matice A mame

1Al = sup [|Az[B. < (o(A))* + dd(o(A) +6) < (o(4) + )2

||zl p,e=1

Pro pevné € > 0 urc¢ité mizeme najit § > 0 tak, aby platila nerovnost oznacena vykfi¢nikem,
protoze

lim dd(o(A) +9) =0.

§—0+t
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Nasli jsme tedy normu ||.||pe zkonstruovanou pomoci tohoto d, pro jejiz indukovanou normu
matice A plati

1Allpe = sup [[Az][pe < o(A) +e.

HZ‘ |P,€:1

Preformulujme vétu do tvrzeni, které napovi, jak danou normu konstruovat.

Diisledek 61. Necht A € C44 q necht P € C*? je reguldrni matice takovd, ze matice P~ AP md
Jordaniiv tvar. Necht § > 0 splituje pro dané & > 0 nerovnost o(A)? +6d(o(A)+6) < (o(A)+¢)2.
Pak pro normu definovanou pro viechna x € C? jako ||z||pe := ||B~1 P~ 12|, kde vznik matice
B s vyuzitim cisla § je popsdn vtahem , plati, Ze jeji indukovand norma spliuje nerovnost
|A][pe < 0(A) +e.
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Kapitola 3

Reprezentace vektort v maticovém
systému

V této kapitole hledame postacujici a nutnou podminku maticového systému, k tomu, aby
reprezentoval celou mnozinu Z?. Nejdfive pfedstavime obdobny algoritmus jako v pozi¢nich nu-
meracnich systémech pro hledani reprezentace v maticovém numeraénim systému.

Zakladni algoritmus pro maticové systémy: Hledani reprezentace pro z € Z% v
maticovém systému (M, A) s kompletni abecedou

vstup : vektor 2 € Z%, pro ktery hledame reprezentaci v (M, A)
vystup: fetézec a € A*, ktery vyjadfuje reprezentaci v (M, A), tzn x = Y 1, M'a;
1:=0
while z # 0 do
najdi a; € A tak, aby a; = x
r =Mz —a;)
1:=14+1
end
n:=14t—1
a = Anpap—-1...04Q
return a

© 0 N O A W N

Algoritmus ma téméF stejny tvar jako prvni algoritmus pro hledéni reprezentaci u pozi¢nich
systému, pouze jsme nahradili ¢isla vektory, bazi matici, a kongruenci modulo 5 kongruenci
modulo M.

Nasledujici véta umozni zkoumat, kdy ma vektor reprezentaci v (M, .A), pomoci zédkladniho
algoritmu.

Véta 62. Necht (M, A) je maticovy numeraéni systém s kompletni abecedou. Pak zdkladni algo-
ritmus je pro dané x € Z konecnyj prdave tehdy, kdyz x md v (M, A) reprezentaci.

Diikaz. Dokazme nejprve implikaci zleva doprava. Pokud zakladni algoritmus skonéi po ko-
nefné mnoha krocich, dostaneme fetézec ana,—1 . ..ap. Ovéime, Ze se jedna skuteéné o (M, A)-
reprezentaci vektoru x.
Ozna¢me (™ vektor z v i-té iteraci. Ziejmé (9 = x. Pro ag plati, e existuje zo € Z¢
takovy, ze z = 2O = Mz + ag. Pro a1 existuje z; takovy, ze () = Mz + a1, a navic
49
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2 = M~ (2 — qg). Po spojeni téchto dvou vztahii a vynasobeni matici M dostaneme z =
M?z + May + ag. Takto pokracujeme az k indexu n, kde dostavame existenci z, takového, Ze
r = M"Tlz, + Z?:o Mjaj a z podminky, ze () = 0 a rovnosti Mz, = (Y — a, plyne, 7e
2y = MYz —q,) =2 =0 a tedy i z, = 0. Dostali jsme rovnost x = > =0 Ma;.

Pro opacnou implikaci z predpokladu plyne, Ze £ mé reprezentaci ve tvaru x = Z?:o M €j,
kde e¢; € A. V prvnim kroku hleddme ap € A takovy, ze ag =y ¢ = Z?:o Mjaj. Protoze
A obsahuje z kazdeé tfidy pravé jednoho reprezentanta plyne, 7e ag = eg. Nasledns z(1) =
Z?:l Mjflej, a stejnym zplisobem dostaneme zase rovnost a; = e;.

Po n + 1 krocich mame z(™ = Z;L:n MI="e; = e,. Nyni a, = €, a

() .= Mﬁl(:):(") —an) = M~Y(e, —ayp) = 0. Algoritmus tedy pro x, které ma reprezentaci
v (M, A), v n+ 1-im kroku skoncil. O

Pozdéji budeme zkoumat jednotlivé iterace zékladniho algoritmu, proto definujme funkci,
ktera odpovida operacim na fadku 3 a 4 v zékladnim algoritmu.

Definice 63. Necht (M, A) je maticovy numeracni systém s kompletni abecedou. Funkci T :
7% — 74 definovanou pro viechna x € Z% jako T(z) :== M~ (z — a), kde a € A spliiuje a =) ,
nazveme redukcni funkci zdakladniho algoritmu.

Z faktu, ze A je kompletni abeceda, plyne existence pravé jednoho a € A takového, ze a =) x.
Vektor x ma tedy jednoznacné uréeny obraz a jedna se skuteéné o funkci. Navic z definice relace
modulo M plati, 7e M~ (z —a) € Z%.

Poznamka 64. Pokud md vektor T(x) reprezentaci ey, ...eq v (M, A), pak vektor x md také v
(M, A) reprezentaci a je rovna €y, ...ega, kde a € A je vektor splitujici a =pr .

Ovérme nyni toto turzent. Podle piedpokladi lze zapsat T'(x) = > M'e; a zdroveri z definice
plyne T(z) = M~ (x — a), kde a =p; . Po spojeni téchto dvou rovnosti a vyndsobenim matici
M a pFictenim vektoru a dostdvdme

m
x = E M™le, +a,
i=0

a to znamend, Ze x md v (M, A) reprezentaci e, ...epa.
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Nyni pfedstavime dalsi algoritmus, ktery usnadni kontrolu kone¢nosti zakladniho algoritmu.

Roz&ifeny algoritmus: Algoritmus pro kontrolu konecnosti zakladniho algoritmu

vstup : vektor z € Z%, pro ktery sledujeme, zda zakladni algoritmus skonéi
vystup: odpovéd, zda zdkladni algoritmus po kone¢né krocich skonéi
pole := préazdné pole vektori ze Z¢
while z # 0 do

if z je v poli then

‘ return false

end

vloz = do pole

x:=T(x)
end
return {rue

© 0 N O VA W N

Krok na fadku 7, tedy kde volime nové = jako = := T'(x), odpovidad dvéma krokim v za-
kladnim algoritmu, a to hledéani a € A takového, Ze a =p; x a volbé x := M~(z — a). Na
rozdil od zakladniho algoritmu prvky z abecedy nezapisujeme do pole a nevracime Fetézec, ktery
reprezentuje x.

Poznamenejme, Ze v tomto algoritmu vytvaiime pole vektort, kam zapisujeme, jakych hodnot
vektor x v pribéhu algoritmu nabyval. Pokud v nékteré z dalsich iteraci dostaneme vektor,
kterého jiz vektor x nabyval, znamené to, Ze se rozsifeny algoritmus zacyklil, a tedy, Ze zakladnim
algoritmus neskon¢i po kone¢né mnoha krocich.

Ziejmé plati, ze rozsifeny algoritmus skonéi vystupem true, pravé kdyz skonéi zakladni algo-
ritmus. Mtzeme tedy pouZivat tento rozsifeny algoritmus, diky vété [62] ke kontrole, zda vektor
z € Z% m4 reprezentaci v (M, A).

Testovat, zda maticovy systém reprezentuje celou mnozinu Z%, timto zpiisobem je nemozné,
protoZze bychom museli otestovat nekoneéné mnoho vektort.

3.1 Koule v neeuklidovské metrice

Pro n4vrh koneéné testovaci mnoziny budeme vyuzivat metriku, jejiz existenci zarucuje véta
. Tuto vétu budeme aplikovat na realnou matici M ~!, kde M je baze numeraéniho systému.
I kdyZ je matice M~! realna, matice P urcujici metriku miiZze byt komplexni. Tento hendikep
nam pomuze odstranit tato podkapitola.

Tvrzeni 65. Necht R € RY? je requldrni matice a K € R, K > 0. Pak mnozina {y € R? :
(Ry)" Ry < K2} je omezend.

Diikaz. Oznatme mnozinu B = {y € R? : (Ry)"Ry < K?}. Najdeme omezenou mnozinu B’
takovou, ze B C B/, pak zfejmé mnozina B bude omezena. Pro vektory y € B plati

d

d
K% > (Ry)'Ry = Z(Ry)i(Ry)i = Z(Ry)? ==
i1 i1

— Vie{l,...,d}: (Ry)? < K* & Vic{l,...,d}: (Ry); €[-K,K].
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Definujme mnozinu B’ jako B' := {y € R? : (Ry); € [-K,K],Vi € {1,...,d}}. Pak jist& plati
Bc B Nyni sta¢i ukazat, ze B’ je omezena. Pro vektory z mnoziny B’ plati

yeB & Rye|-K,K|* & ye R [-K,K]¢.

Mnozina [-K, K ]d je uzaviend a omezend mnozina ve vektorovém prostoru R?, je tedy i kom-
paktni. Nasobeni matici R™! je jisté spojité zobrazeni, a to znamena, Ze zobrazuje kompaktni
mnoziny na kompaktni mnoziny. To jiz implikuje, Ze mnozina R~! [~ K, K]d je kompaktni, tedy
1 omezena. 0l

Diisledek 66. Necht R € R*? je reguldrni matice a K € R, K > 0. Pak mnozina {y € Z¢ :
(Ry)" Ry < K2} je konecnd.

Diikaz. Prunik omezené mnoziny v R% s miizkou Z¢ je konetna mnozina. O

Tvrzeni 67. Necht P € C*¢ requldrni matice. Pak existuje requldrni matice R € R takovd, Ze
pro viechna x € R? plati (Pz)*Px = (Rr)T Rx.

Diikaz. Rozd&lme si matici P € C%? na realnou a imaginarni ¢ast P = A +iB, kde A, B € R4,
S vyuzitim definice euklidovské normy pro z € R? dostavame

R3||Pz|)? = ||(A+iB)z||? = (A+iB)z)*(A+iB)x = 2T (A —iB)T (A +iB)x =
=a2T(ATA+ B"B)x + 12" (ATB — BT A)x — ||Px|? = 27 (AT A+ BT B)a.

Oznatme matici H := ATA + BTB. Matice H € R%? je ziejmé symetricka a navic i pozitivné
definitn{, protoze pro nenulové x € R? plati 2*Hx = ||Pz||> > 0. Tudiz matici H mtzeme
rozlozit podle Choleského rozkladu na H = RTR, kde R € R%?. Dostali jsme tedy rovnost
|Pz||? = (Px)*Px = (Rz)" Ru.

Zbyva dokéizat, Ze R je regularni matice. Pokud by byla singularni, méla by netrividlni jadro,
to znamena, 7ze by existoval nenulovy x € R takovy, ze Rz = 0 a to by byl spor s faktem, e
||Pz||e je norma. O

Nyni dokdzeme dilezité tvrzeni, a to Ze mnozina {x € Z? : ||z|| < K}, kterou miuzeme

interpretovat jako uzav¥enou kouli v normsé |||, je kone¢na.
Véta 68. Necht P € C je requldrni matice, necht ||.|| je norma definovand pro vsechna C?
jako ||z|| = ||Pz||c @ necht K € R. Pak mnoZina B := {x € Z* : ||z|| < K} je konecnd.

Diikaz. Pro K < 0 je mnozina zfejmé konecna. Uvazujme tedy ptipad K > 0. Pro regularn{
matici P € C%? existuje z tvrzeni matice R € R4 takova, 7e (Rx)T Rz = (Pz)*Px = ||Px||?
pro viechna x € R?. Podle disledku |66 plati, ze mnozina {z € Z¢ : (Ry)TRy < K%} = {z €
7% . ||Px||?> < K?} je kone¢na. Diky podmince K > 0 a kladnosti normy plati, ze 2 € Z¢ splituje
||Pz||? < K? pravé tehdy, kdyZ ||Pz||. < K. Timto je ditkaz hotov. O

Pozd&ji se bude hodit odhad velikosti slozek vektori, které patif do mnoziny {z € Z< :
||Pz|le < K}. K tomu poslouzi nasledujici poznamka.

Poznamka 69. Necht v > 0 a P € C%? je requldrni matice. Hledejme ¢islo o € R takové, Ze
pro viechna y € {x € Z : ||Pz||. < v} plati |y;| < a pro vsechna i € {1,...,d}. Tedy ze plati
ndsledujici implikace

ye{rezt: ||Pz|l. <7} = ye[-a,a]’. (3.1)
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Turzeni vetyn 67| 7ikd, Ze plati rovnost {x € Z : ||Px||l. < v} = {z € Z¢ : (Rz)T(Rx) < 4%}
pro matici R € R%?, jejiz vznik je popsdin v dikazu. Nejdiive jsme rozlozili matici P € CH?
na redlnou a komplezni édst, tedy P = A + 1B, kde A, B € R%%. Ndsledné jsme dostali matici
R € R%4 » Choleského rozkladu pro matici ATA + BT B, tedy ATA+ BTB = RTR.

Nyni z dikazu véty [65] mizeme videt, Ze plati

ye{rez’: (Re)"(Rr) <4’} = ye R[4 =R [-1,1)*

Pokud se zamérime pouze na jednu slozku vektoru y, miZeme z definice ndsobeni matice a vektoru
vyvodit, Ze y; = vzgzl(Rfl)ijaj, pro néjaké ap € [—1,1], kde k € {1,...,d}. Zkoumejme nyni
¢islo y; v absolutni hodnoté a s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti dostdvdme

d

lyil = Z(R_ ijaj <'YZ‘ 1JHQJ‘>72‘ ZJ’

Dostali jsme tedy odhad pro jednu slozku vektoru y. Nyni nalezneme odhad pro kazdou slozku
vektoru y, a vezmeme mazrimum z nich, abychom dostali univerzdlnd konstantu pro vsechny slozky.

Formdlné dostavame o := ymax;eqq,. 4} Z;-lzl I(R™Y)|. Cislo Z] LI(R7Y)45] odpovidd
souctu absolutnich hodnot proki i-tého Fddku matice R™'.

3.2 Testovaci mnozina pro maticové systémy

V této ¢asti se jiz dostavame k postacujici a nutné podmince pro maticovy systém, aby repre-
zentoval viechny vektory ze Z¢. Nejprve vyslovime dvé pomocné véty, které nasledné pouzijeme
k diikazu vysledného tvrzeni

Prvni z téchto vét pozaduje, aby pro vektory, které nejsou v mnoziné B := {z € Z¢ : ||z|| < ¢}
hodnota obecné funkce T' v normé ostie klesala. Poté véta zarudi, ze pro vektor, ktery neni v
mnoZiné B, se koneéné mnoha iteracemi funkce T na tento vektor dostaneme do mnoZiny B.
Nestane se tedy, ze by hodnota v normé klesala v doplnku mnoziny B do nekone¢na.

Véta 70. Necht ||.|| je norma na C? 2 'uéty T je libovolnd funkce Z¢ — 7% a ¢ € R je kladné
cislo. Predpoklddejme, Ze pro vsechna y € 79 ' T < ||lyl|. Pak pro
kazdé y € 72 existuje n € N takové, ze ||T"(y)|| < c.

Diikaz. Necht y € Z¢ je libovolny vektor. Pokud ||y|| < ¢, pak miizeme za n zvolit nulu. Uvazujme
tedy ||y|| > c. Z vétypro konstantu K := ||y|| plyne, Ze mnozina C := {z € Z¢ : ||z|| < ||yl|}
je konetné. Tudiz je konetna i mnozina C' = {||z|| € 24 : x € C}.

Oznacme vy, v9,.. ., Uy razné prvky mnoziny C', kde m € N je pocet prvka ', a pozadujme
navic v; < vy < ... < Up,. Pak ziejmé vy, = ||y|| > ¢. Oznac¢me j € {1,...,m} nejvétsi index
takovy, ze v; < c.

Po aplikaci funkce T na vektor y dostavame v, = ||y|| > [|T(y)|| a proto i vektor T'(y)
pat¥i do mnoziny C, musi tedy existovat index i; € {1,...,m} takovy, 7e v;, = ||T(y)||. Protoze
Um > ||T(y)|| = vi,, musi navic platit i; < m.

Tento postup mizeme zopakovat pro vektor 7'(y) a dostaneme index iy takovy, ze iy < i1 < m.
Protoze posloupnost indexi i; je ostie klesajici, musi existovat index n € N takovy, ze 7, < J.
Pak jiz nutné ||[T"(y)|| = v, <v; < c. O
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o v 7T >

Obrazek 3.1: Znazornéni ¢isel v; a v;; na piikladu s euklidovskou normou, tedy pro volbu P = I

Nésledujici véta zarudi, ze redukéni funkce T pro systém (M, A) spliuje predpoklady pred-

C s - M~! o . . o . )
choz{ véty, a to pro ¢islo ¢ = max,cg % Ptipomefime, Ze redukéni funkce je definovana

pro z € Z% jako T'(x) = M~(z — a), kde a € A spliuje a =y z.

Véta T1. Necht (M, A) je maticovy numeracni systém s kompleini abecedou, necht ||.|| je norma

na prostoru RY, jejiz indukovand norma splivuge ||[M Y| < 1. Oznacme

- e Il
acd 1 — M|’

Pak pro viechny x € 72 spliwugict ||z|| > v plati, Ze ||T(z)|| < ||z||, kde T je redukéni funkci

zdkladniho algoritmu.

Diikaz. Necht z € Z¢ je vektor spliwjici ||z]| > v a a € A takovy, Ze a =p; x. Pak s pouzitim
trojihelnikové nerovnosti a vlastnosti indukované normy dostavame

?
1T (@) = 1M~ (= = a)l| < IM7H[l|lz — all < [IM7H|(I]2]] + llall) < [l

1M~ "lllal] 2 2]
1— |[M-1| '
Otaznikem jsme oznadili rovnici, jejiz vlastnost chceme ovéfit. Diky tomu, Ze pro vechna a € A
plati
el 5 — e Ml 12l
a€A 1 —[|M=H[ — 1 —[[M~]

ziskavame jiz platnost rovnice s otaznikem, tudiz i tvrzeni véty pro viechna z € Z% spliiujici
||| > . m

vvvvvv

pro to, aby maticovy systém reprezentoval mnozinu Z¢.

Véta 72. Necht (M, A) je maticovy numeracni systém s kompletni abecedou, necht ||.|| je norma
na prostoru R, jejiz indukovand norma splivuge ||[M Y| < 1, a bud

_ || M~ H[[]all
v = max

- 3.2
aed 1 — || M| (32)
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Oznacéme
B:={zecZ%:|z|| <~} (3.3)

Pak kazdé x € Z¢ md (M, A)-reprezentaci prdavé tehdy, kdyz kazdé x € B md (M, A)-reprezentaci.

Diikaz. Implikace zleva doprava je ziejma, dokazujme tedy opaény smér.

Necht = € Z¢ je libovolny vektor a T je redukéni funkce. Pokud = € B, pak z predpokladu
ma4 reprezentaci, uvazujme tedy vektor z ¢ B, tedy, ze = spliwuje ||z|| > 7. Pak z véty [71| plyne,
7e redukéni funkce T pro ¢islo « splituje predpoklady véty Tato véta pak zarucuje existenci
n € N takového, ze plati 7" (z) € B. Tudiz vektor 7" (z) ma z pfedpokladu (M, A)-reprezentaci,
oznafme ji e, ... €g.

Oznaéme postupné as, ..., a, € A vektory spliwjici a; =y T !(x) pro i € {1,...,n}, jsou
to vektory z postupnych iteraci redukéni funkce pro vektor x. Z poznamky [64] plyne, Ze vektor
T"!(z) m4 podobnou reprezentaci jako T"(x), pouze s vektorem a, pFidanym na posledni
pozici, tudiz reprezentace T !(z) je rovna ey, . ..e1a,. Takto postupné miZzeme pokracovat, az
dostaneme (M, A)-reprezentaci vektoru x rovnu e, ...e1a; ... ay. O
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Kapitola 4

Testovani maticovych systémiu

Implementujeme program, ktery rozhodne pomoci véty [/2], zda maticovy systém reprezentuje
celou mnozinu Z%. Pro ucely této prace se omezime pouze na diagonalizovatelné matice.

Program je vytvofen v programovacim jazyku SageMath [I1], jeho zdrojovy kod s pokyny
na instalaci a spusténi lze nalézt v [4]. Poznamenejme, Ze pro nalezeni spektra je pouzita funkce
M.eigenvalues(), pro Jordaniv rozklad funkce M. jordan_form(transformation=True) a pro
Choleského rozklad funkce M.cholesky(). Ve v8ech pfipadech M je matice s prvky z mnozZiny
QQbar, kterd predstavuje mnozinu v8ech algebraickych ¢&isel, respektive u Choleského rozkladu s
prvky z mnoziny RDF, které predstavuje mnoZzinu realnych &isel.

Uved'me nejprve potfebnou teorii k implementaci algoritmu.

Uvazujme numera¢ni systém (M, A) s kompletni abecedou a diagonalizovatelnou bézi. Pfi
vyuziti normy z tvrzeni [58| pro matici M !, ktera spliwje ||[M || = o(M~1), m4 &islo 7 z véty
72 tvar

g 2]
acA 1 — o(M~1)
Véta [72| nasledné tvrdi, Ze staci zkontrolovat pouze reprezentaci vektort z mnoziny
B:={z € Z: ||Pz||. < v}, aby systém (M, A) s kompletni abecedou reprezentoval celou mno-
zinu Z°.

Prochazeni vSech vektori z mnoziny B uleh¢i poznamka [69] Ta tvrdi, ze existuje a € R
takove, ze B C [—a, a]d. Budeme prochéazet v8echny vektory z krychle [—a, a]d a o jednotlivych
vektorech rozhodovat, zda patii ¢i nepatii do mnoziny B. P¥i kladné odpovédi se pokusime ovérit,
zda ma reprezentaci v (M, A).

4.1 Kroky programu

Dostavame se k implementaci programu. Vstupem je numeracéni systém (M, A) s diagonali-
zovatelnou matici M a vystupem je odpovéd, zda (M, A) reprezentuje celou mnozinu Z¢.
Zde jsou kroky programu:

1. Zkontrolujeme, zda vSechna vlastni ¢isla matice M jsou v absolutni hodnoté vétsi nez 1.
2. Testujeme, zda abeceda A je kompletni abecedou, k tomu staci nasledujici dva body:

e spocitame, zda pocet vektorti v abecedé A odpovida &islu | det M|,

e pokud pfedchozi bod je splnén, zkontrolujeme, zda kazda dvojice vektori neni v relaci
modulo M.
57
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. Vypocitame ¢&islo v = maxge4 2

KAPITOLA 4. TESTOVANI MATICOVYCH SYSTEMU

. Nalezneme matici P takovou, Ze plati rovnost M ~' = P~!DP, kde D je diagonalni matice
. Definujeme funkei N : Z? — R, kterd odpovida zobrazeni x — || Px||.-

. Vypotitame &islo o(M 1), jedna se jednodusge o maximum z absolutnich hodnot vlastnich

¢isel matice M 1.

(M~')N(d)
1—o(M~1) -

. Najdeme ¢islo o dle poznamky , tedy o = ymax;cq,. a) Z?Zl [(R71);5], kde vznik

matice R je popsan taktéz v poznamce [69]

. Zkontrolujeme, zda v8echny vektory z mnoziny B := {z : N(z) < v} maji reprezentaci, a

to tak, 7e

?

e prochéazime viechny vektory z krychle [—a, a]d

e pokud iterovany vektor patif do mnoziny B, ovéfime, jestli ma reprezentaci.

Pokud na body 1.,2. a 8. dostaneme kladnou odpovéd, jedna se o systém reprezentujici celou
mnozinu Z%.

Bod ¢islo 8 postupu programu shrneme v algoritmu. Ten pouziva pro kontrolu, zda ma vektor

reprezentaci upraveny rozsifeny algoritmus. Pro urychlen{ béhu programu jsme jesté navic ptidali
pole, které obsahuje vektory, u kterych jsme jiz diive zjistili, Ze maji reprezentaci. Do tohoto pole
nahlizime p#i dalsich iteracich, abychom jiz reprezentované vektory nemuseli zpracovavat znovu.
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Uplny algoritmus: Urceni, zda mnozina B je reprezentovana v (M, A)

vstup : (M, A) s M expanzivni, diagonalizovatelnou, funkce N(x) = ||Pz||, &islo 7,
¢islo o
vystup: Odpovéd, zda mnozina B je reprezentovana v (M, A)
1 reprezentovatelné vektory := prazdneé pole vektori ze Z¢
2 navitivené vektory:=prazdné pole vektortl ze Z%

s for z € [-a,a)? do

4 if N(z) <~ then
5 while = # 0 do
6 if z € navstivené_vektory then
7 ‘ return false
8 end
9 if x € reprezentovatelné_vektory then
10 ‘ pokrac¢uj na fadek 15
11 end
12 vloz x do navstivené vektory
13 x:=T(x)
14 end
15 vloZz vektory z pole navstivené vektory do pole reprezentovatelné vektory
16 vyprazdni pole nav§tivené vektory
17 end
18 end

19 return true

4.2 Penneyho systém

V této casti ukdzeme beh programu na Penneyho systému v maticové formé. Mé&jme systém

s matici M = <_11 :1) a abecedou A = {(8) , <(1)>} a rozhodneme, zda, tvofi systém

reprezentujici Z2.

1. Expanzivnost: o(M) = {—1 —1i,—1 4 i}. Obé vlastni ¢isla jsou v absolutni hodnoté rovna

V2.
2. Kompletni abeceda:

e rovnost je splnéna: #A4 = 2 = | det M|,

(o) 2 (o) =0 () (@) e e 1 (0 ) () -2 () 8

72,

3. Matice @, ktera obsahuje vlastni vektory pfislusné vem vlastnim &islim, splituje M~ =
QDQ™ !, kde D je diagonalni matice. Pro matici P plati, e P = Q~'. Prvni vlastni &islo
—1+i

. . N . : 1 ) e
matice M ! je rovno =Lt a piislusny vlastni vektor je roven ( ) druhé vlastni ¢islo a
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. - 1 . :
vlastni vektor jsou rovny % a <1> Matice P je tedy rovna

r=(0 1) =50

4. Zobrazeni N(z) = ||Pz||, m4 tvar
(())ii() ([l
- vera-5|()

5. Pro ¢islo o(M 1) plati o(M 1) = max{| =5, | ==} = %

1
25\/:U%+:E%+x%+x%:

1

I

6. Pro ¢islo v plati v = max{0,

_ 1
}_ 27\/5'

&\

7. Nyni provedeme konstrukci ¢isla a. Nejprve najdeme matici A, B a poté provedeme Cho-
leského rozklad pro matici AT A + BT B.

1 1: 1 1
1 _1 1 0 —1

P=(i )= )6 )=
7 3l 3 0 0 3

= O

1
2
1
2
) T 0 V2 0
— | v2 V2 _ pT -1 _

Q= ymaX;e(, . 4} Z] (R™Y] = ﬁﬁ\/ﬁ = 2% =1++2~2414.

0000000 ()
(8- 0-010- () (0.0
4000

Podminku N(z) < v mitizeme piepsat do tvaru

1 1
N(z) = —= <y= ,
((L‘) \/i”mHe—’y 2_\5
V2
zlle < =142,

tudiz vektory, aby patfily do mnoziny B, musi lezet v kruznici o poloméru 1 + v/2. Zné-
zornéni najdeme na obrazku [4.1] Ziejmé #B = 21.
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Obréazek 4.1: Cervenou barvou jsou oznaceny vektory patiici do B

Po spusténi aplného algoritmu zjistime, ze v pofadku dobéhl a tudiz vSechny vektory z
B maji reprezentaci. Pro ukdzku uvedeme vektory, které program postupné zpracovava.
Cervens jsou oznaceny vektory, u kterych jsme v jedné z pfedchozich iteraci ovétili, ze maji
reprezentaci, tedy, Ze jsme je nalezli v poli reprezentovatelné vektory.
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4.3 Modifikace Penneyho systému

1 0 0

Nyni ukdZeme béh programu na pitkladu M = (1 _11> a abecedé A = { <O> , (1> }, ktery

ziskime definovinim izomorfismu mezi Z[i] a Z2, a bude odpovidat systému 3 = i+ 1 s abecedou
A =1{0,1}. O tomto pozi¢nim systému jsme diive zjistili, Ze nereprezentuje Z[i].

1.

Expanzivnost: o(M) = {1—1,1+i}. Obé vlastni ¢isla jsou znovu v absolutni hodnoté rovna

V2.

. Kompletni abeceda:

e rovnost je splnéna: #A4 = 2 = | det M|,

(o) 2 (o) () - @) 22 () () =2 () 2=

Stejné jako v piedchozim pFipadé uréime vlastni ¢isla a vlastni vektory matice M ! a pak

i matice Q a P. Prvni vlastni ¢slo matice M ! je rovno % a piislusny vlastni vektor je
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1 . ~ 1 . .
roven <i>’ druhé vlastnf ¢éfslo a vlastni vektor jsou rovny % a <—i>' Matice P je tedy

-1
1 1 1 —i
stejné jako v predchozim ptikladé a je rovna P = <i —i) = % <1 il>.

4. Zobrazeni N(x) = ||Px||, je, diky identické matici P, stejné jako v pfedchozim piikladg,

I _ 1 T
() =5l E)

€

5. Cislo o(M~1) je rovno o(M~') = max{|12|, 2|} = \%
o : — “YN() _ 53 1
6. Cislo 7 je rovno v = maxge 4 M N — ax 0, = .
a€A TT—p(M-T) { 17—\}5} 2-V2

7. Diky identické matici P vychézi i ¢islo o stejné, tedy o = 1 + /2.

8. Vektory patifcf do mnoziny [—a, a]? jsou stejné i mnozina B zistala totozna, musime tedy
ovéTit reprezentaci vektord, které lezi v kruznici o poloméru 1 + v/2.

Po spusténi aplného algoritmu zjistime, Ze odpovéd je false. Po pfezkouméni testovanych vektort
vidime, Ze u patého vektoru algoritmus najde testovany vektor v poli navstivené vektory, a tudiz
se jedna o vektor, ktery nema reprezentaci. Vypisme si chod algoritmu:

c ()2 (5)- ()~ ()~ 6)

) ) ) )
S~ N 7 N7 N -7 N
R R R R
— = = NN \G)
N~ N N
7N N N
S I A T

= N — =
S~ N

7 N

l o

—_

~_

Vektor vyznaceny cervenou barvou patif do tzv. cyklu 1.¥adu.

Definice 73. Necht n € N\ {0}. Podmnozinu C C Z%, 0 ¢ C nazveme cyklem n-tého ¥ddu
maticového systému (M, A), pokud #C = n a ezxistuje x € C takové, ze T"(x) = z a C =
{2, T(x),..., T" Y(z)}.

Neuvazujeme cyklus obsahujici nulovy vektor, protoze tento cyklus by obsahoval pouze nulovy
vektor a byl by tedy nezajimavy.

Cyklus je vlastné mnozina vektori, pii kterych se algoritmus zacykli, a tudiz podle véty
jsou to ty vektory, které nemaji v (M, A) reprezentaci.

Nasledujici véta tvrdi, ze neexistuje cyklus, ktery by mél neprézdny prinik s mnozinou B,
tedy, Ze bude stacit prozkoumat vektory z mnoziny B k tomu, abychom nasli vSechny cykly.

Véta 74. Necht (M, A) je maticovy numeracni systém s kompletni abecedou a oznacéme B mno-
Zinu . Pak neexistuje cyklus, ktery by spliioval C C Z4\ B, tzn. kaZdy cyklus C obsahuje
vektor x € C takovy, Ze © € B.
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Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht existuje n € N\ {0} takové, ze #C = n a existuje z € C
takovy, ze T"(x) = x a C = {z,T(z),...,T" 1 (x)}, a sou¢asné pro viechna y € C plati y & B.
Tudiz pro m € {0,1,...,n — 1} plati T (z) € B.

7 veéty |71 plyne, 7e pro vektory spliwjici y ¢ B plati ||T(y)|| < ||ly||- V nagem p¥ipadé
pro vektory x,T(z),...,T" 1(x), které nelezi v mnoziné B, mame ||z|| > ||T(z)|| > ... >
|77 @) || > |77 ()] = [|2]], coz je spor. m

Pokud upravime tplny algoritmus tak, aby neskonéil u vektoru, ktery nemé reprezentaci,
a prozkoumal vSechny vektory z mnoziny B a pfitom si zapisoval cykly, budeme schopni najit
v8echny cykly maticového systému.

Pokud tento upraveny algoritmus pouZijeme na pravé zkoumany systém, zjistime, ze C' =

{ <_01>} je jediny cyklus.

Pro zajimavost ukidZeme na obrézku vektory z mnozZiny B, které nemaji reprezentaci kvili
existujicimu cyklu.

Obréazek 4.2: Zelen& jsou oznaceny vektory, které maji (M, A)-reprezentaci, ¢ervené ty, které
reprezentaci nemaji.

Predstavme kritérium, které rozhoduje o existenci cyklu radu 1.
Véta 75. Necht (M, A) je maticovyj numeracni systém. Pokud det(I — M) = +1, pak tento
maticovy systém md cyklus Tddu 1.

Diikaz. NeuvaZzujeme systémy, které by mély v abecedé pouze nulovy vektor, proto existuje a € A
takovy, ze a # 0. Divejme se nyni na soustavu linearni rovnic (I — M)z = a. Z Cramerova pravidla
pro Fedeni soustavy linedrnich rovnic plyne, ze

det((I — M)
YT T det(I - M)

kde (I —M)® znaci matici I — M, ve které je i-ty sloupec nahrazen vektorem a. Protoze det(I —
M) = =1, slozky fegeni jsou celo¢iselné. Z rovnice (I — M)z = a také plyne, ze M~ '(x —a) =z
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a tedy x =7 a. Pro redukéni funkci pak plati T'(x) = M~ (x — a) = z a tedy cyklus fadu jedna
mé tvar C' = {x}. O

Priklad 76. Vétu muzZeme pouzit na systém M = G _11> a A= {(8) , (é) } Skuteéné

plati, Ze det(I — M) = det (_01 [1)> =1, a tedy tento systém md cyklus 1. Fddu, jak jiZ jsme

drive zjistili.

Na nésledujicim ptikladé zjistime, ze podminka det(I — M) = £1 neni podminkou postacujici
pro existenci cyklu fadu 1.

0 0 -2 0 1
Piiklad 77. Pro maticovy systém ve tvaru M = [1 0 1 a abecedu A = 01,11
01 0 0 0
-1
plati, Ze det(I — M) = 2. Ale pro vektor y:= | 1 | plati T(y) =y a tudiz jsme nasli cyklus 1.
1

Fddu prestoze nejsou splnény predpoklady véty [79

Pokud bychom zkoumali FeSend rovnice (I—M)x = d podle Cramerova pravidla, kde Feseni md
tvar x; = %, dostdvame pro determinanty det((I — M)D) = =2, det((I —M)P) =2 a
det((I —M)®)) = 2. Tudiz pro vsechny indexy se dvojka ve jmenovateli zkrdtila s cifrou v Gitateli.
Proto dostdvime celociselné fesent této rovnice.

4.4 Poziéni systém jakozto maticovy systém v Z!

Systém reprezentujici podmnoZiny Z s celo¢iselnou bézi 5 a celo¢iselnymi ciframi v abecedé
A C 7Z miizeme povazovat za maticovy systém reprezentujici podmnozinu Z% pro d = 1 a pouzit
na néj prislusny aparat.
Uvedme tento postup pro pozi¢ni systém = —2 a A = {0, 1}. Mé&jme maticovy systém ve
tvaru M = (—2) a A= {0, 1} a spustme program.
1. Expanzivnost: o(M) = {—2}.
2. Kompletni abeceda:
e rovnost je splnéna: #A4 = 2 = | det M|,
e 0yl e MY(1-0)¢Z & L ¢72

3. Vlastni ¢islo matice M~! je rovno —% a vlastni vektor roven 1. TudiZz matice P ma tvar
P=(1).

4. Pro zobrazeni N plati N(z) = x.

5. Cislo o(M~") je rovno o(M~1) =

N

. - 1
6. Cislo « je rovno v = maxgec 4 % = max{0, ﬁ} =L

7. Cislo a je rovno a = 1.
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8. Cisla, u kterych musime ovéfit existenci reprezentace, patii do mnoziny {—1,0, 1}. Pro &slo
—1plati —1 = 1-(=2)14+1-(-2)°. Tudiz zfejmé viechna &isla z {—1,0, 1} maji reprezentaci
a se jedna tedy o systém reprezentujici mnozinu Z.

4.5 Dalsi maticové systémy
Nyni otestujeme numeradni systémy, které 1ze najit v [7]. Vysledky programu implementova-
ného v této praci se shoduji s jiz publikovanymi zavéry v [7], v nékterych piipadech jsou vysledky

této prace roz§ffenim puvodnich, a to diky otestovani rtiiznych abeced.
Pokud baze M je expanzivni, uvedeme také pocet prvkd mnoziny B a pfipadny pocet cykla.

. . ) . ) (-1 -1 . 0 1 2
1. Eisensteiniv systém v maticovém tvaru: M = ( 1 _2) JA = {(O) ) (0> ; <0) } )

#B = 31. Tento systém reprezentuje mnozinu Z2.

_ _ _ , -1 -1
2. Fisensteiniiv systém se symetrickou abecedou: M = ( 1 _2>,

A= {<1> ) (8) ) (1> },#B = 7. Tento systém nereprezentuje mnozinu Z? a mnozina

0 0
« . 1 -1
vSech cykld je rovna C; = {{ <1> ) <_1> }}
00 -2
3. Maticovy systém s matici M = |1 0 —a |, kde a € {—1,0,1} a riizné abecedy:
01 0

(a) pro a = 1 neni matice expanzivni,

(b) proa=0:
0 1
i. s abecedou A = 01,10 ,#B = 117, tvoii systém reprezentujici Z3,
0 0
0 1
ii. s abecedou A = 0,11 ,#B = 491, tvofi systém reprezentujici Z3,
0 0
iii. abeceda s nulovym Vektorem a dalsim vektorem z mnoZiny
0 0
11, O nenf mozné, protoze by byly v relaci modulo M,
0
1
iv. sabecedou A = ,#:B = 491, nereprezentuje mnozinu Z3, celkem
obsahuje 3 cykly,
v. s abecedou A = ( ,#:B = 801, nereprezentuje mnozinu Z3, celkem

obsahuje 1 cyklus,



4.5. DALSI MATICOVE SYSTEMY 67

0 1
vi. sabecedou A = 01,1 0 ,#B = 801, nereprezentuje mnozinu Z3, celkem
0 -1
obsahuje 3 cykly,
0 1
vii. s abecedou A = O, 1 ,#B = 1371, nereprezentuje mnozinu Z3, cel-
0 -1
kem obsahuje 2 cykly,
0 1
viii. s abecedou A = 01,11 ,#:B = 1371, nereprezentuje mnozinu Z3, celkem
0 1
obsahuje 5 cykli.
(c) proa=1:
0 1
i. s abecedou A = 0],10 ,#:B = 841, tvofi systém reprezentujici Z3,
0 0
ii. abeceda s nulovym vektorem a dalsim vektorem z mnoziny
0 0
11,10 nenf mozné, protoze by byly v relaci modulo M,
0 1 1
1
iii. s abecedou A = 1 = 5305, nereprezentuje mnozinu Z3, celkem
0
obsahuje 1 cyklus,
iv. s abecedou A = },# = 14881, nereprezentuje mnozinu Z3, cel-
kem obsahuje 4 cykly7
v. s abecedou A = ) ( },# = 5481, nereprezentuje mnozinu Z3, celkem
obsahuje 5 cykli,
vi. s abecedou A = ) ( ) } #B = 4123, nereprezentuje mnozinu Z3, cel-
kem obsahuje 3 cykly,
vii. s abecedou A = ) ( ) },# = 1525, nereprezentuje mnozinu Z3, cel-
kem obsahuje 1 cyklus,
viii. s abecedou A = ) ( ) } = 7799, nereprezentuje mnozinu Z3, cel-

kem obsahuje 1 cyklus.
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00 0 —b 0 1 b — 1
.. 1 00 —a 0 0 0
(d) pro matici ve tvaru 010 ol? abecedu A = ol 1ol 0 ;
0 01 O 0 0 0

kde a,b € Z:

1.
1.
1.
1v.
V.
vi.
vii.
viii.

1X.

xi.
xii.
Xiii.
xiv.
XV.
XV1.
XVIiil.
XIX.
XX.
xxi.
Xxil.
XX1il.

XXI1V.

pro volbu b = 2,a € {—100,...,100} \ {—1,0, 1} plati, Ze M neni expanzivni,
pro volbu b = 2,a = 1: #B = 93081, plati, Ze nereprezentuje Z* a mé 1 cyklus,
pro volbu b = 2,a = 0: #B = 1355, plati, Ze reprezentuje Z*,

pro volbu b= 2,a = —1: #B = 93081, plati, Ze reprezentuje Z*,

pro volbu b = —2,a € {—100, ..., 100} \ {0} neni matice M expanzivni,

’ )

pro volbu b = —2,a = 0: #B = 1535, plati, 7e nereprezentuje Z* a ma 5 cykli,
pro volbu b = 3,a € {-100, ..., 100} \ {-3,..., 3} nenf matice M expanzivni,

pro volbu b = 3,a = 2: #B = 111717, plati, 7e nereprezentuje Z* a ma 1 cyklus,
pro volbu b = 3,a = 1: #B = 8261, plati, Ze reprezentuje Z*,

. pro volbu b = 3,a = 0: #B = 1539, plati, Ze reprezentuje Z,

pro volbu b = 3,a = —1: #B = 8261, plati, Ze reprezentuje Z*,
pro volbu b = 3,a = —2: #B = 111717, plati, 7e nereprezentuje Z* a mé 1 cyklus,

pro volbu b = —3,a € {—100,...,100} \ {—1,0, 1} neni matice M expanzivni,
pro volbu b = —3,a = 1: #B = 26059, plati, ze nereprezentuje Z* a ma 2 cykly,
pro volbu b = —3,a = 0: #B = 1539, plati, Ze nereprezentuje Z* a ma 5 cykli,

pro volbu b = —3,a = —1: #B = 26059, plati, Ze nereprezentuje Z* a ma 2 cykly,
pro volbu b = 4,a = 0: #B = 1719, plati, Ze reprezentuje Z*,

pro volbu b = 5,a = 0: #B = 1885, plati, Ze reprezentuje Z4,

pro volbu b = 6,a = 0: #B = 2037, plati, Ze reprezentuje Z*,

pro volbu b= 7,a = 0: #B = 2199, plati, Ze reprezentuje Z*,

pro volbu b = 8,a = 0: #B = 2411, plati, Ze reprezentuje Z4,

pro volbu b = 9,a = 0: #B = 2511, plati, Ze reprezentuje Z4,

pro volbu b = 10,a = 0: #B = 2713, plati, Ze reprezentuje Z*.



Kapitola 5

Paralelni sc¢éitani

V této kapitole uvedeme poznatky o paralelnim s¢itani v pozi¢nich a maticovych numera¢nich
systémech. V prvni ¢asti predstavime algoritmy v pozicnich systémech, a to klasicky algoritmus
na s¢itani, paralelni algoritmus od Avizienise[l] a zobecnéné paralelni algoritmy z prace [3]. V
druhé ¢asti se budeme vénovat paralelnim algoritmim v maticovych systémech [10].

5.1 Scéitani v poziénim numerac¢nim systému

Méjme pozi¢ni numeracéni systém (3, .A). Ulohou séitani je pro ¢isla ve tvaru o = S xif
ay=> " y/B, kde x;,y; € A, najit &slo z, pro které bude platit z = x +y = g:p 2B, kde
rovnéz z; € A.

Uvedme na zatatek klasicky algoritmus pro s¢itani.

Klasicky algoritmus pro séitani: Mé&jme pozicni systém (3,.4), kde > 2, € N a
A={0,...,b—1}
vstup : dva Fetézce oy, ... 2 € A" a Yy ...y € A" takové, ze reprezentuji Cisla = a y,
trn. x =Y miflay=> " yB
vystup: fetézec z41 ... 2n € A" takovy, Ze reprezentuje ¢islo z = = + y, tedy
c=aty =200 ub
1 qp1:=0
2 for ¢ od n do m do
3 W; = Tj + Y;
4 if w; +¢q;—1 > 6 then ¢; :=1;
5 else ¢; :=0;
6
7
8

i = w; — ¢;
end
return ¢, 2, ... 2,

Jedné se o algoritmus, ktery bézné pouzivame, kdyz s¢itame dvé &isla pod sebou.

Pokud plati, ze pro néjaké i je souet x; + y; + q;—1 vétsi nebo roven zakladu £, odetteme
od tohoto souctu ¢&islo § a pri¢teme jednicku ve vys8im fadu. To nezméni vyslednou hodnotu,
protoze pro vSechna ¢ € N plati

1. —p.pt=0. (5.1)
69
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Pi#iklad 78. Necht (8,.A) je dekadicky systém, a secteme cisla x = 956 a y = T47.

T 956
Y — 747

w 16 9 13
Z 1703

V nasem priklade identita md tvar 1-10 —10 =0 pro i =0, 1-10> —10-10 = 0 pro
i=1al-10>—-10-10% = 0 pro i = 2. Tyto identity miZeme povaZovat za reprezentaci cisla
nula, pricist je k ¢islu x a y a takto dostat cifry 13,10 a 17 zpdtky do abecedy.

T — 956
y 747
w > 16 9 13
0+— 110 (pro i =0)
0 110 (proi=1)
0— lﬁ) (pro i =2)
zZ— 1703

Z ptedpisu klasického algoritmu pro s¢itani miuZzeme vy¢ist, Ze identitu pro index ¢ pouzijeme,
pokud ¢; = 1, v opatném piipadé, identitu nepouzivime. Ale hodnota ¢; zavisi také na ¢;_1, a
ta taktéz zévisi na hodnoté g;_s. Tedy ¢; zavisi na vSech predchozich hodnotéch ¢; pro j < 1,
neboli q; = Qi(Qi—la qi—2, - - )
Problém zavislosti ¢; na vSech predchozich ¢; pro j < ¢ se da vyfesit tak, Ze piiddme do
abecedy vice cifer. Uvedme jako p¥iklad paralelni algoritmus vytvofeny Avizienisem [I.

Avizienistav algoritmus: Mé&me poziéni systéem (3,4), kde 8 € N, § > 3 a A =
{—=a,...,0,...a}, kde g <a<p-1

© ® N O Tk W N

-
= o

vstup : dva fetézce Ty, ...z, € A* A Ypy ... yn € A* takové, Ze reprezentuji Cisla x a v,
tzn. x =Y 0 xwiftay=> i Y
vystup: fetézec zma1 ... zn € A* takovy, Ze reprezentuje Cislo z = x + y, tudiz

s —ady = Y 2
dn—1:=0
for i od n do m in parallel do
w; =T+ Y
if w; > a then ¢; :=1;
if w; < —a then ¢, :=—-1;
else ¢; :=0;
end
for i od n do m in parallel do
Zi 7= w; + qi-1 — ¢
end
return ¢nzm - .- 2n
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Poznamenejme, ze for cyklus v Avizienisové algoritmu je jiny nez v klasickém algoritmu pro
séitani. Zde mutzeme provadét vypocet zarovein pro kazdy index 1.
Zkoumejme, na jakych Cislech je z; zavislé. Cislo z; ziskavame z pFedpisu
zi = w;i + gi—1 — ¢,

a q; zavisi pouze na w;. TakZze ve vysledku dostavame, ze z; = z;(w;, w;—1).
Obdobné jako u klasického algoritmu mtizeme z pfedpisu odvodit, Ze pfi¢itame identitu

1-p - 5.8 =0. (5.2)
v i-tém Fadu, pokud ¢; = 1. Pro ¢; = —1 m4 identita tvar
— 1. 4.6 =0. (5.3)

Pro ¢; = 0 nepficitame nic.

Ptiklad 79. UvaZujme Avizienisiv algoritmus pro 8 = 10 a a = 6. Scitejme cisla (336) (g 4) a

(236)<5’A).
T — 336

Yy 236
w5612

z 63 2
Plati qo = 1,q1 = 1,92 = 0. Rozepisme pouZiti identit a .'
T — 33 6
Y — 23 6
w — 56 12

0~ 110

0+ 11_0

Z 6§2

Zde plati, ze rozhodnuti o pouziti identit v i-tém Fadu, tedy hodnota g¢;, zavisi pouze na w;,
proto mtzeme rozepsani identit udélat nezéavisle na ostatnich, na rozdil od klasického algoritmu,
kde hodnota ¢; zavisela na vSech ¢; pro j <.

Tuto vlastnost algoritmu nyni definujeme formalné. Pro tyto ucely nejprve preformulujme
ulohu s¢itani. Mé&jme dva fetézce zp,...x, € A* & Y ...y € A" reprezentujici ¢isla x a y, a
hledejme funkci ¢ : (A + A)* — A* takovou, aby pro vSechny Fetézce w € (A + A)* platilo
2iwiBt =30 p(w)iB

Tuto funkci vyuzijeme tak, ze definujeme fetézec w := (Ty + Ym) - - - (Tn + Yn), a pro tento
Fetézec ziskdme novy fetézec p(w), ktery jiz ma cifry z abecedy A a navic hodnota ¢isla repre-
zentujiciho Fetézcem w se shoduje s ¢islem reprezentovanym Fetézcem p(w).

Definice 80. Necht A, B jsou konecné mnoZiny obsahugici 0. Rekneme, Ze funkce ¢ : A* — B*
lze pocitat paralelné, pokud existugi éisla r,t € N a funkce ® : AP — B, kde p = r+t+1 takové, Ze
pro vSechna u = (u;); € A* av = (v;); € B* plati p(u) = v pravé tehdy, kdyZ ®(wite ... ui—r) = v;
pro vSechna i.
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u t=1 r=1 u
—
d ® ® PP P |D D
v v
3-lokalni funkce paralelni pocitani pro funkci ®

Jinymi slovy, funkci ¢ muzeme pocitat tak, Ze nad kazdou pozici vlozime jednu vykonnou
jednotku, a v8echny tyto jednotky spustime zaroveni. Z definice je zarucena nezévislost chodu
jednotek, tedy Ze vSechny mutzou pracovat soucasné a nezavisle na sobé&.

Parametr r nazyvame pamét, parametr ¢ anticipace, a o funkci ¢ Fikame, Ze je p-lokalni.

Avizienistiv algoritmus je zfejmé 2-lokalni s parametry r =1at = 0.

5.2 Zobecnéné pozi¢ni systémy

V této casti predvedeme paralelni algoritmy na s¢itani pro necelociselné zaklady S. Jak uvi-
dime v néasledujici v€t&, musime uvazovat [ algebraické ¢islo. Déale budeme pozadovat, aby
spliovala tzv. silnou reprezentaci nuly(SRZ, od anglického strong representation of zero). Cer-
pame z [3].

Definice 81. Necht 5 € C. éekneme, Ze B je algebraické cislo, pokud existuje polynom s celoci-
selngmi koeficienty, jehoZ je B kofenem.

Véta 82. Pokud existuje paralelni algoritmus pro séitani na (5, A), kde A C Z, pak B je alge-
braické cislo.

Diikaz. Necht w € (A4 A)* je fetézec spliujici w; = x; + y; pro vSechna i. Fakt, Ze existuje
paralelni algoritmus znamend, Ze jsme schopni najit fetézec z € A* reprezentujici soucet x + y
takovy, ze >, w3 =Y, z;8". Jednoduchou tpravou dostédvime

Z(ZL — ’LUZ)BZ =0.
i
Z¥ejmé dokaZeme najit ¢isla x,y, aby existoval index i takovy, aby w; € (A + A) \ A a tedy

i w; # z;. Dostali jsme polynom s celociselnymi koeficienty, jehoz je 8 kotfenem. To jiz nutné
znamena, ze [ je algebraické ¢islo. O

Predpoklad A C Z lze nahradit pfedpokladem, aby A byla podmnoZinou algebraickych ¢isel.
Nyni definujeme druhou vlastnost, kterou budeme po ¢isle 8 pozadovat.

Definice 83. Necht 5 € C spliugici |3| > 1. Rekneme, Ze B md vlastnost SRZ(strong repre-
zentation of zero), pokud existuji koeficienty by, bi—1,...,b1,bo,b_1,...,b_p pro indexy k,h € N
takové, Ze B je kofenem funkce ve tvaru

S(z) = bpa® + -+ bz +bo +boga T 4 b
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a koeficienty b; splriugi

bo>2 > |b;].

jE{—h,...,k’}\{U}

7 definice plyne, Ze Tetézec by ...b1bgb_1...b_p v systému s bazi 5 reprezentuje ¢islo 0.

Nyni prikro¢ime k predstaveni paralelniho algoritmu. Necht (3,.4) je pozi¢ni numera¢ni sys-
tém, (5 algebraické &islo takové, Ze splhuje SRZ.

Oznatme B = by, M 1= 3 ;cr_p, oy |bil, @' == [E2] ac:= [ﬁ—‘. Zvolme symet-
rickou abecedu A := {—a,...,0,...,a}, kde a = a’ +cM. Abecedu A" = {-d/,...,0,...d} C A
budeme nazyvat vnitin{ abecedou.

Algoritmus pro paralelni séitani metodou SRZ: Mé&me pozi¢ni systém (53,.4),
takovy ze 8 ma vlastnost SRZ
vstup : dva Fetézce Ty, ... 2 € A" a Yy ...y € A" takové, ze reprezentuji Cisla = a y,
tzn. x =Y ;0 riflay= POy i3
vystup: fetézec 21k ... 2n—n € A" takovy, Ze reprezentuje ¢islo z spliujict
=zty=0, up
for i od n do m in parallel do
w; = T + Y;
najdi ¢; € {—c¢,...,0,...,c} tak, aby w; — ¢;B € A’
end
for i od n — h do m + h in parallel do
| zi=wi = 5 i
end

W N O TR W N =

return z,, 4k ...2n—hn

Abychom dokazali korektnost tohoto algoritmu, potfebujeme ovéfit nasledujici t¥i tvrzeni:
1. vzdy najdeme g; s vlastnosti pozadovanou na fadku 3,

2. hodnota sou¢tu x + y se nezméni,

3. vysledny fetézec z pat¥i do mnoziny A*.

My se omezime na naznaceni ditkazu poslednich dvou tvrzeni, tiplny dikaz 1ze najit v [3]. Zatnéme
diikazem, Ze cifra z; bude vzdy patfit do mnoziny A. Ziejmé w; € A 4+ A. Pfedpokladejme, Ze
vzdy najdeme ¢; € {—c,...,0,...,c} takové, ze w; — ¢;B € A’. Poté mizeme cifru z; rozepsat
jako

k k

j=—h j=—h
J7#0

V absolutni hodnoté dostavame

k k k
|Zi| = |W; — qibo — Z qi_jbj S |wi - qib()’ + Z qi_jbj S a/ +c- Z bj = (1/ + cM = a.
j=—h j=—h j=—h
7#0 7#0 J#0
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Znézornime situaci na obrazku Pro w; najdeme cifru ¢; takovou, ze hodnota vyrazu
(w; — ¢;B) se dostane do vnitini abecedy A’, tj. ma velikost o’. Déle diky vlastnosti B > 2M

uz vime, Ze koeficienty |Z?:—h ¢i—;b;| nejsou v absolutni hodnoté vétsi nez cM, takze celkovy
Jj#0
vysledny soucet je omezen konstantou a’ + c¢M = a, tj. nachazi se uvnit¥ abecedy \A.

A cM

°

| |
w;—¢B 1,
a

A

Obrazek 5.1

Nyni nazna¢ime dikaz tvrzeni, Ze hodnota sou¢tu x + y se nezméni. Retézec z dostaneme z
etézce w tak, Ze pricitame fetézec by ...b1bgb_1 ...b_; vynésobeny koeficientem g¢;. Diky tomu,
e fetézec by ...b1bgb_1 ...b_j reprezentuje nulu, hodnota souétu se neméni.

Algoritmus pro SRZ je (h + k + 1)-lokélni funkce.

Nyni uvedeme priklady konkrétnich voleb ¢isla 5 a piisluSnych funkci.

il
7

Priklad 84. Necht = 10 a uvazujme funkci S(x) = —x+10. Vidime, Ze B je SRZ, kde B = 10
a M = 1. Ddle
c= [9-‘ =1,d = [9-‘ =5aa=ad+cM =6.
16 ’ 2
Tento algoritmus v dekadickém systému se shoduje s algoritmem od Awvizienise pro volbu a = 6.
Obecnéji, pro prirozené ¢islo b > 3, bdzi B = b a polynom —x + b = 0 mdme algoritmus pro
paralelni s¢itani v systému (8,{—a,...,0,...,a}), kde a = (Hle .

5.3 Maticové systémy

V predchozi ¢asti mély algoritmy néasledujici tvar. Méli jsme funkci S : C — C takovou, Ze
béaze B byla jejim kofenem. Pro dvé ¢isla x, y s reprezentacemi x, . .. Tn & Ym - - - Yn, jsSme vytvorili
fetézec w := (Tpy + Ym) - - - (Tn, + Yn), ke kterému jsme nasledné pficitali vhodné nasobky fetézce
reprezentujiciho nulu, abychom &isla w; dostali zpatky do mnoziny A. Diky tomu, Ze jsme pficitali
nasobky nuly, vysledny soucet x 4+ y nezménil.

Nyni tento postup budeme aplikovat na maticové systémy.

Definice 85. Necht (M, A) je maticovy systém. Méjme ¢isla h,k € N a maticovou funkei P :
(Z%4) — 7% ye tvaru

P(X)=P X"+ +PX'+ X"+ + PThX ",
kde Py, ..., P_, € Z% o P(M) = 0. Tuto funkci nazveme reprezentaci nuly pro matici M.

Pracujme s maticovym systémem (M, A). M&me dva vektory x,y, které maji reprezentaci
ve tvaru & = ., M'z; ay = Y .., M'y;, kde x4,y; € A. Z definice maticovych systému
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a reprezentaci v nich plyne, Ze pouze kone¢né mnoho vektori z abecedy je nenulovych, proto
bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze vSechny ostatni vektory jsou rovny nule, diky tomu
miiZzeme uvazovat s¢itaci index v mnoziné celych ¢isel. Tento pfedpoklad ulehéi praci s indexy v
nésledujicim vykladu.

Oznaéme prozatimni soudet w = >, M'w;, kde w; = x; + y; € (A + A). Nagim cilem bude
najit vektory z; € A, tak, aby c +y =), Miw; = > Miz;.

Tyto vektory z; budeme hledat ve tvaru

k
z=wi+ Y Pigij, (5.4)
j=—h

kde P; jsou koeficienty reprezentace nuly pro matici M a ¢;—; jsou vhodné vektory. Oznacme
mnozinu @ C Z jako mnozinu vech moznych vektori g;.

Prirozené nastava otazka, jak volit reprezentaci nuly pro matici M. Obdobné jako v predchozi
kapitole, mame na vybér vice reprezentaci. Pro kazdou matici M muiZeme maticovou funkci
napiiklad P zvolit jako P(X) = —I- X'+ M - X0,

Nyni provedeme konstrukei algoritmu pro paralelniho sé¢itani na konkrétnich piikladech.

2
0 3
scéitat. Musime najit vhodnou mnoZinu Q, predpis pro vektory q; € QO a reprezentaci nuly pro

matict M.

Uvedme dvé priklady reprezentaci nul, které bychom mohli pouZit.

Priklad 86. [I0] Méjme bdzi ve tvaru M = ( ) a hledejme abecedu na které lze paralelné

. Pl(X):I-Xl—M-XOZX—M:X—(g g) )

. 132()():I-X2—M2-X0:XQ—M2:X2—(8l 8) :

Zwolme reprezentaci nuly jako P(X) = P(X) = X! — M. Pak predpis pro z; md tvar
zi = wi + gi-1 — Mg;.

Zvolme abecedu jako

A= {(‘;) : a€{0,1,2},b6{0,1,2,3}} :

Q={<Z> : a,be{O,l,Q}}.

UkaZme nejprve, Ze vyslednd hodnota z =), M'z; se rovnd x +vy. S vyuZitim piedpisu pro
z; dostdvdme

z = ZMizi = ZMZ(U)Z +qi-1 — Mg) = ZMiwi ~|—ZMiqi,1 - ZMj+1(Ii =
i ' i i i

7
=> Mizi+y)+> Mg MMg=> M+ My +0=x+y.
% l A % %

a Q jako



76 KAPITOLA 5. PARALELNI SCITANI

Oznacne prozatimni soucet w =Y, M'w;, kde w; = z; + y; € (A+ A) a W jako W = (A + A).
MnoZina VW md tvar

W:A+A:{(Z> :ae{O,...,4},be{0,...,6}}.

UvazZujme vektory w; € W a volme vektor q; tak, aby vektor z; = w; + q;—1 — Mq; patril do
mnoziny A pro kaZdy index i. Jak uwvidime pozdéji, volba vektoru q; bude zdviset nanejvys na
wi—1, tedy q; = q;(w;, wi—1).

V proni fadé pokryjeme mnoZinu w; + Q posunutymi kopiemi mnoZiny A, tedy mnoZinams
A+ Mg pro rizné vektory ¢ € Q. Oznaéme mnoZinu Q,, vektori z Q) spliiujici w; + Q C
A+ MQy,.

Pokud se podaii najit mnoZiny Q,,, pro vSechna w; € (A+ A), pak jiZ zFejmé bude platit, Ze
pro vechna w; € (A+ A) bude existovat q; € Q. takovy, Ze

zi =w; +¢qi—1 — Mg; € A.

Nasleduje vipis mnozin Q. pro vektory wj:

e (0) () s~ 0)
). (- ()
) ()

)= ()

()~
()~ ()
pwacn ()

- () e~ ()6}
- () e~ ()0}

® pro w; €
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m

e pro wj {
oprowje{
oprowje{
oprowje{
{
{

® pro w; €

m

® Pro wj

e} 0= ()

Pro vektory w;, kde #Q,, > 1, budeme muset rozhodnout na zdkladé w;—1 jaky vektor za ¢;
zvolime. Nejprve pracujme s vektory w;, pro které plati #Q,,, = 2. Pro snazsi zdpis, definujme
mnoziny Wy CW a Qr C Q jako

e WOW, = {(Z) :ae{0,1,2},be{0,1,2,3,4}},
e 0O Q= {(2) :ce{o,l},de{o,l,z}},

e WDOW, ::W\W1:{<Z) :ae{0,1,2},b€{576}}U

U{(Z) ca€{3,4}be {0,1,2,3,4,5,6}},

Q5 Q= {(2) :06{1,2},d6{0,1,2}},

WD Wy = {(Z) ca€{0,1,2,3,4},b € {0,1,2,3,4}},

Q> Q;:= {(;) cef{0,1,2},de {0,1}},

WO Wy o= W\ Wy = {(‘Z) :ae{0,1,2,3,4},b€{5,6}},

Q5 Q = {(2) ccef{0,1,2},de {1,2}}.

A nyni pFedpisy pro q; na zdkladé w;_1:
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® pro w; € {(é) , (1) } pokud w;—1 € Wh, pak q; := < >
1 0 o
, 4> } pokud w;—1 € Wh, pak q; :== <1), v opacném pripadé q;

—
—E
—r
—r
—E
—
—
—
—
—E

® pro w; € {(g) } pokud w;—1 € Ws, pak q; :

Pro vektory w;, kde #Q,,, = 4, definujme mnozin

: pokud w1 € W1, pak q;

: pokud w;—1 € Ws, pak q; :
: pokud w;—1 € Ws, pak q; :

. pokud w;_1 € Ws, pak q;

: pokud w;—1 € Ws, pak q; :

|
|
|
|
|
|

Q> Q5= {(2) :cE{O,l},de{O,l}},

Q5 Q= {(2) :ce{1,2}7d6{0,1}},

, (i’) } pokud w;—1 € Wi, pak q; :=
(i |

WD Wy = {(Z) cae{0,1,2},be {5,6}},

—_

0 o 1
, v opacném piripadé q; =
2 2
1 o 2
, U opacném pripadé q; :=
2 2
0 o 0
0) v opacném pripade q; == 1
1 o 1
0) v opacéném piipadé q; = 1
2 y N 2
0) v opacném pripade q; == 1
(0> o <0
1) v opacéném piipadé q; .= 9
1 y N 1
1) v opacném pripade q; == 9
2 o 2
1) v opacéném piipadé q; .= 9

Wir CW a Qr C Q jako

<

WD W5 = {(Z) ca€{0,1,2},b € {0,1,2,3,4}},

WD Ws = {(Z) ca € {3,4},b € {0,1,2,3,4}},

, v opacném piipadé q;

), v opacném pripadé q; :

)
)
)
)
)
)
)

7

)

7

)

7

)

7
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e 0D Q= {(2) cce{0,1},de {1,2}},
o WD Wy :i= {(Z) ca€{3,4}be {5,6}},

e« 0D Qy:= {(2) :06{1,2},d6{1,2}},

Predpis pro vektory q; vypadd ndsledovné

e {(})

— pokud w;—1 € Ws, pak q; := (8),
1

— pokud w;—1 € Wk, pak q; := (O)’
0

— pokud w;—1 € Wy, pak q; := <1>,
1

— pokud w;—1 € Ws, pak q; := (1>

e ()

— pokud w;_1 € Ws, pak q; ==

— pokud w;—1 € Wk, pak q; :=

— pokud w;_1 € Wy, pak q; :=

— pokud w;—1 € Wy, pak q; := (

| ()

— pokud w;—1 € Ws, pak q; :=

— pokud w;—1 € Ws, pak q; :=

— pokud w;_1 € Wy, pak q; ==

— pokud w;—1 € Wy, pak q; := (
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e ()

— pokud w;_1 € Ws, pak q; :

Il
/\Q/\
N~ "

— pokud w;_1 € We, pak q; :

—

— pokud w;—1 € Wy, pak q; :

[\

— pokud w;—1 € Ws, pak q; := (;)

Pii ovérovani korektnosti algoritmu mizeme vyuzit vlastnosti, ze pro k € {1,...,8} plati
w; €Wy = ¢i € Q.

7 predpisu z; = w;+q;—1—Mg; a faktu, 7e ¢; = ¢;(w;—1, w;), ziskdvame z; = z;(w;_a, wi—_1, W;).
Jedn4 se tedy o 3-lokéaln{ funkci, kde t =2 a r = 0.

-1 -1
1 -1
abecedu na které lze paralelné scitat. Musime najit vhodnou mnozinu Q, pFedpis pro vektory q; € O
a reprezentaci nuly pro matici M.

Uvedme tri priklady reprezentact nul, které bychom mohli pouZit.

Piiklad 87. [10] Mé&jme stejnou bdzi jako v Penneyho systému, tedy M = a hledejme

1
1

e P(X)=I1-X'"-M-X"=X-M=X —

=1
-

. PQ(X):I~X2—M2~X0:X2—M2:X2—(

N O
SN
~__—

e Py(X)=1-X*-—M*" X=X*-M*=X*—

S
=~ O

Zvolme reprezentaci nuly jako P(X) = Py(X) = X2 — M2. Pak piedpis (5.4) pro z; md tvar
zi = wi + g2 — M’q;.

Zvolme abecedu jako

Q)2 0) # () ()} Q) ene o)
o-{()wnetinn}.

kterd se shodou ndhod rovnd abecede A.

a Q jako
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UkaZme nejprve, Ze vyslednd hodnota z =), M?z; se round opravdu x+y. S vyuZitim predpisu
pro z; dostdvdme

z = ZM’zz = ZM’(wZ 4 qio — M?%q) = ZMiwz + ZMiQifz - ZMHQ%’ =

= ' Ti T Yi q — + qi = 'wi iyi =TTy
SOMi(wi+y)+ > M = M = Mz + Y Miyi+0=x+
7 l 7 7

1

Ozna¢me prozatimni soucet w =Y, M'w;, kde w; = z; +y; € (A+ A). UvaZujme nejprve pouze
vektory w; z prontho kvadrantu, tedy

(060000

Postup pro vektory w; z ostatnich kvadranti dostaneme jednoduse vyndsobenim vektori matici
0 1
10/

Nasim 1ikolem je zvolit vektor q; tak, aby vektor z; = w; + qi_o — M?q; patril do mnoZiny
A pro kazdy index i. Jak wvidime pozdéji, volba vektoru q; bude zdviset nanejvys na w;_o, tedy
¢ = qi(w;, wi—2).

Nyni prejdeme k postupu. Pokryyme mnoZinu w; + Q posunutymi kopiemi mnoZiny A, tedy
mnozinami A + M?q pro rizné vektory q € Q. Oznaéme mnozinu Q,, vektori z Q spliujici
w; + 9 C A—i—MQQwi.

Pokud se podati najit mnoziny Q. pro viechna w; € (A+ A), pak ziejmé bude platit, Ze pro
vSechna w; € (A+ A) bude existovat q; € Qy, takovy, Ze

rotace R% =

zi = w; + gi—2 — M?q; € A.

Nasleduje vipis mnozin Q, pro vektory w;:

e pro w; = (é) plati Q. = {(8) , <(1)> }, ndzornéni miZeme vidét na obrdzku

A

A+ M?(0,007 A+ M?(0,1)

S B

Obrézek 5.2: Cernymi body je vyznatena mnoZina w; + Q
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o= () maren={ ()}

o= ()= {()-6)-()- ()
o= () maree={(0): ()}
o= () mara-={()- ()}

pro w; = <2> plati Q. = {<I> }
2 1

Pro vektory w;, kde #Q.,, = 1, tedy pripady, kdy staci pouze jeden vektor z mnoziny Q na pokryti
w; + Q, miZeme rovnou tento vektor zvolit jako g;.

() )

Pro vektory w;, kde #Q.;, > 1 budeme muset rozhodnout na zdkladé w;_o jaky vektor q; zvolime.
Lze ovérit, Ze nase volba q; spliiuje ndsledugici tvrzend.

Pro w;_s ve tvaru w;_9 = Z a pro vSechny qi—2 € Qu, , takové, Ze qi—o = <ccl) , plati
e pokud b > 0, pak ¢ <0,
e pokud a > 0, pak d > 0.

To umozni volit pro viceprvkové mnoZiny Q.,, veklory q; jako:

e Prow; = <(1)> :

— pokud w;_9 = (Z), kde b € {0,1,2}, pak q; := (8),

— pokud w;_s = (Z), kde b € {I, 5}, pak q; = <(1)>

o Pro w; = (i) :
a

— pokud w;_o = <b>’ kde a € {0,1,5}, pak q; := <(1)>,
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— pokud w;_o = (Z), kde a € {1,2}, pak q; := (1)

e Prow; = <;> :

— Pokud wi_9 =

— Pokud w;_o =

o Pro w; = <1>

a

(1
(b)’ kde b € {0,1,2}, pak q; : (0),

(2), kde b € {1,5}, pak q; := (1)

— pokud w;_9 = (Z), kde a € {0, i, 5} abe{0,1,2}, pak q; := <8>,
— pokud w;_o = Z , kde a € {0,1,2} a b € {0,1,5}, kromé pfipadu, kdy a = b =0,

pak q; := <

— pokud w;_o = <b

— pokud w;_o = (

1

)

a

a

b

>, kde a € {1,2} a b € {1,2}, pak ¢; == <é>,

), kde a € {i,i} abe {i,i}, pak q; := <(1)>

7 piedpisu z; = w; + qi_o — M>q; a faktu, Ze ¢; = q;(wi_o,w;), ziskdvdme z; = z;(wi_q, wi_o, w;).
Jednd se tedy o 5-lokdlni funkci, kdet =4 a r = 0.



Zaveér

V prvni kapitole jsme ukézali, ze Penneyho systém reprezentuje mnozinu Z[i] a Eisensteintiv
systém reprezentuje Z[w] a nésledné jsme vytvofili vylepSené algoritmy pro hledani reprezentace
v téchto systémech. Dale jsme pro Penneyho a Eisensteinovu bézi a jejich rizné abecedy vykreslili
obrézky mnozin V = {Zfil a;B " a; € A}, které na zakladé splnéni vlastnosti 0 € V°, dokazaly
rozhodnout o tom, zda pozi¢ni numeracni systém reprezentuje celou mnozinu C.

V druhé kapitole jsme definovali maticové numera¢ni systémy a ukazali, Ze Penneyho systém
mé svij protéjSek jakoZzto maticovy numeracni systém. Toho jsme docilili vytvofenim izomorfismu
mezi Z? a Gaussovymi celymi ¢isly. Obdobnou vlastnost jsme ukéazali pro Eisensteiniiv systém.

Dale jsme se zabyvali otadzkou, kolik je tiid ekvivalence kongruence modulo M, a byli jsme
schopni dokézat, Ze je to pravé absolutni hodnota z matice M. Pro tento dikaz jsme pokryvali
prostor rovnobé&znostény o obsahu | det M| a kazdy celoéiselny vektor, ktery patiil do rovnobéz-
nosténu, byl reprezentantem jedné t¥idy ekvivalence. Déle jsme definovali tzv. kompletni abecedu
a ukazali jsme, Ze systém, ktery reprezentuje celou mnozinu Z? mé kompletni abecedu praveé
tehdy kdyZz jednoznaéné reprezentuje vektory ze Z¢.

V dalsi ¢asti prace jsme sestrojili specidlni normu na mnoziné Z¢, ktera umoznila vytvofit
postacujici podminku maticového systému, aby reprezentoval celou mnozinu Z?. Ta pracuje s
kone¢nou testovaci mnoZzinou ve tvaru

{m € 7% ||z|| < max
acA

HM‘llllaH}
LMY )

a tvrdi, Ze pokud jsou vSechny vektory z této mnoziny reprezentovany, pak systém jiz reprezentuje
cely prostor.

S pouzitim této postacujici podminky jsme implementovali program, ktery rozhoduje o tom,
zda maticovy systém je vhodny k reprezentaci Z¢. Tento program kontroloval mimo jiné i fakt,
zda systém obsahuje kompletni abecedu. Nésledné jsme program vyuzili k ovéfeni vysledki z [7],
a nékteré jsme byli schopni i rozsifit.

Tento program byl implementovin pouze pro diagonalizovatelné béze, proto je moznost ho
rozsifit i pro nediagonalizovatelné v dalsim pokracovani prace.

Na zavér préce se vénujeme paralelnim algoritm@im pro s¢itani. Nejprve jsme porovnali kla-
sicky algoritmus pro s¢itani s paralelnim algoritmem od Avizienisiho, a nasledné jsme uvedli jeho
zobecnéni z prace [3]. Na konci prace je uveden paralelni algoritmus pro s¢itani v Penneyho sys-

2 0 . L SRR .
0 3>. Zde je taktéz moznost pokracovani prace, a to ve vytvoreni

obecného paralelnfho algoritmu pro s¢itani pro maticové numeracni systémy.

tému a v systému s matici (
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