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Seznam pouºitých symbol·

Symbol Popis
!

= rovnost, po které poºadujeme, aby platila
(an . . . a0)(β,A) reprezentace v numera£ním systému s bází β a abecedou

A
#A po£et prvk· v mnoºin¥ A
A∗ mnoºina v²ech kone£ných °et¥zc· z prvk· mnoºiny A
−
x

−
x := −x, kde x ∈ Z

[x]∼ t°ída ekvivalence obsahující prvek x podle ∼
M•j j-tý sloupec matice M
σ(M) mnoºina v²ech vlastních £ísel maticeM , tj. spektrum ma-

tice M
%(M) spektrální polom¥r matice M , %(M) = maxλ∈σ(M) |λ|
N N = {0, 1, 2, . . .}
V ◦ vnit°ek mnoºiny V

vol(V ) objem mnoºiny V
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Úvod

Paralelní algoritmy pro s£ítání jsou hojn¥ vyuºívány p°i manipulaci s velkými £ísly, nap°íklad
v kryptogra�i, kdy umoº¬ují sníºit £asovou sloºitost z lineární na konstantní v paralelním pro-
vedení. Jejich praktické vyuºití je je²t¥ umocn¥no faktem, ºe v dne²ní dob¥ jsou b¥ºné po£íta£e
s více jádry.

První základy t¥chto algoritm· byly poloºeny v roce 1961 litevským matematikem Algirdasem
Avizienisem v práci [1], kde umoºnil b¥h paralelních algoritm· pro s£ítání p°idáním cifer do
abecedy, pomocí kterých reprezentoval £ísla. Ale v¥noval se pouze systém·m, které m¥ly jako
bázi nezáporné celé £íslo. Tento základ byl roz²í°en v práci [3], kde byla uvaºována jako báze
také algebraická £ísla v C.

Jiº zmín¥ná báze a abeceda je základem numera£ních systém·. V p°ípad¥ pozi£ního nume-
ra£ního systému je báze komplexní £íslo a abeceda je podmnoºinou mnoºiny komplexních £ísel.
P°íkladem takového systému je dekadický systém, kde báze je rovna 10 a abeceda je {0, 1, . . . , 9}.
Existují taktéº mén¥ standardní pozi£ní numera£ní systémy, na ukázku m·ºeme jmenovat v práci
hojn¥ vyuºívaný Penneyho systém, kde báze je rovna i− 1 a abeceda rovna {0, 1}.

Za roz²í°ení pozi£ních numera£ních systém·, kde reprezentujeme komplexní £ísla, m·ºeme
povaºovat maticové numera£ní systémy, ve kterých reprezentujeme vektory. Zde se taktéº vysky-
tuje báze, nyní je to matice a abecedou je mnoºina vektor·.

Hlavní my²lenka numera£ních systém· je reprezentace £ísel £i vektor·, proto se v práci v¥-
nujeme algoritm·m, které najdou reprezentaci £ísla £i vektoru v daném numera£ním systému.
Taktéº poºadujeme, aby numera£ní systém reprezentoval celý prostor. Proto se p°i zkoumání
vlastností maticových systém· zam¥°íme na vytvo°ení posta£ující podmínky, která zaru£í repre-
zentaci mnoºiny Zd.

Dal²ím cíle práce je vytvo°it program, který bude vyuºívat tuto posta£ující podmínku, a
bude schopen rozhodnout o maticovém systému, zda reprezentuje celou mnoºinu Zd. V tomto
programu budeme moci vyuºívat i jiné vlastnosti maticových systém·, které nám umoºní rychlej²í
rozhodnutí o vhodnosti systému.

Nakonec studujeme paralelní algoritmy pro s£ítání v pozi£ních numera£ních systémech, uká-
ºeme jejich rozdíl oproti klasickému algoritmu na s£ítání a následn¥ se podíváme na jejich zobec-
n¥ní v mnoºin¥ komplexních £ísel. V poslední °ad¥ prozkoumáme jiº vytvo°ené paralelní algoritmy
v maticových systémech.
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Kapitola 1

�íselné numera£ní systémy

Hlavním pojmem této práce je pozi£ní numera£ní systém, pod kterým rozumíme dvojici
(β,A), kde β ∈ C, |β| > 1 a A ⊂ C je kone£ná mnoºina obsahující 0. �íslo β nazýváme bází a
mnoºinu cifer A ozna£ujeme jako abecedu.

Smyslem numera£ního systému je reprezentace £ísel.

De�nice 1. M¥jme x komplexní £íslo. �ekneme, ºe x má v (β,A) reprezentaci, pokud x se
dá zapsat jako x =

∑n
−∞ aiβ

i, kde an, an−1, . . . ∈ A a °et¥zec anan−1 . . . nazýváme (β,A)-
reprezentací £ísla x. Pokud n ≥ 0, zapisujeme x = (anan−1 . . . a0 . a−1 . . .)(β,A), v opa£ném p°í-
pad¥ x = (0 . 0 . . . 0 anan−1 . . .)(β,A).

Jako první nenulová cifra se v °et¥zci vyskytuje ta s nejv¥t²í váhou (tj. u nejv¥t²í mocniny
β). Na toto po°adí cifer jsme zvyklí z desítkové soustavy.

Dodejme, ºe podmínka |β| > 1 a kone£nost abecedy zaru£uje konvergenci sumy
∑n
−∞ aiβ

i.
Z de�nice vidíme, ºe m·ºeme zkoumat numera£ní systémy, které reprezentují £ísla z mnoºiny

komplexních £ísel, ale numera£ní systém nemusí nutn¥ reprezentovat celou tuto mnoºinu. Z tohoto
d·vodu uvádíme následující de�nici.

De�nice 2. Nech´ (β,A) je pozi£ní numera£ní systém. Mnoºinu v²ech komplexních £ísel s ko-
ne£nou (β,A)-reprezentací zna£íme jako

FinA(β) :=

{
n∑

j=−m
ajβ

j : m,n ∈ N, aj ∈ A

}
.

De�nujme pro pozi£ní numera£ní systémy celá £ísla. Jsme zvyklí, ºe celá £ísla mají reprezen-
taci �p°ed te£kou�, proto uvaºujeme nenulové cifry u nezáporných mocnin £ísla β.

De�nice 3. Nech´ (β,A) je pozi£ní numera£ní systém. Jako (β,A)-celá £ísla ozna£ujeme mno-
ºinu

ZA(β) :=

{
n∑
j=0

ajβ
j : n ∈ N, aj ∈ A

}
.

Pro paralelní s£ítání budeme u systém· vyºadovat, aby byly redundantní.

De�nice 4. Numera£ní systém (β,A) nazveme redundantní, pokud existuje £íslo
x ∈ FinA(β), které má dv¥ r·zné kone£né (β,A)-reprezentace.

15



16 KAPITOLA 1. �ÍSELNÉ NUMERA�NÍ SYSTÉMY

Zde je p°edpoklad kone£né reprezentace d·leºitý. Nap°íklad v dekadickém numera£ním sys-
tému, který má bázi 10, abecedu {0, . . . , 9}, a který není redundantní, m·ºeme najít u £ísla 1
jednu kone£nou reprezentaci a jednu nekone£nou reprezentaci: 1 = 1. = 0.9.

V následujících t°ech podkapitolách se budeme v¥novat reprezentaci £ísel z diskrétních mno-
ºin. Po nich budou následovat dv¥ podkapitoly, kde studujeme rozvoje reálných i komplexních
£ísel.

1.1 Reprezentace celých £ísel

Uvaºujme zatím reprezentace £ísel �p°ed te£kou�, tedy reprezentace ve tvaru
∑n

j=0 ajβ
j , kde

n ∈ N a aj ∈ A. Ukáºeme na nich p°íklady numera£ních systém·, které reprezentují mnoºiny N
a Z. Pro tyto systémy je uºite£né de�novat relaci modulo β.

De�nice 5. Nech´ β ∈ Z. �ekneme, ºe £ísla a, b ∈ Z jsou kongruentní modulo β, pokud existuje
£íslo z ∈ Z takové, ºe a− b = zβ, a zna£íme a ≡β b.

Tuto relaci vyuºijeme k p°edstavení algoritmu pro hledání reprezentace v systému (β,A).

První algoritmus v N: Hledání reprezentace £ísla v numera£ním systému (β,A), kde
β ∈ N, β ≥ 2 a A = {0, 1, . . . , β − 1}
vstup : £íslo x ∈ N, pro které hledáme reprezentaci v (β,A)
výstup: °et¥zec an . . . a0 ∈ A∗, který vyjad°uje reprezentaci x v (β,A), tzn.

x =
∑n

i=0 aiβ
i

1 i := 0
2 while x 6= 0 do
3 najdi ai ∈ A tak, aby ai ≡β x
4 x := β−1(x− ai)
5 i := i+ 1

6 end
7 n := i− 1
8 a := anan−1 . . . a0
9 return a

P°íklad 6. Systém, kde β = 2, A = {0, 1}, nazýváme binární soustavou. Je z°ejmé, ºe pro
v²echna x ∈ N lze najít reprezentaci pomocí prvního algoritmu. Pouºijme ho nyní pro nalezení
reprezentace £ísla 13.

V prvním kroku zjevn¥ a0 = 1, protoºe 13 − 1 = 12 = 6 · 2. Nyní nové x := 12/2 = 6.
Dále vidíme, ºe a1 = 0, protoºe £íslo 6 je d¥litelné dvojkou, tedy x := 6/2 = 3. Analogicky dále
postupujeme a nakonec dostaneme °et¥zec, který reprezentuje £íslo 13, a to (1101)2.

P°íklad 7. Nech´ β = 2, A = {−1, 0, 1}. Jedná o systém z p°edchozího p°íkladu roz²í°ený o jednu
cifru v abeced¥. V p°edchozím p°íklad¥ bylo moºné reprezentovat mnoºinu p°irozených £ísel, proto
i tento systém reprezentuje v²echna p°irozená £ísla. Navíc díky p°idané cif°e se tento systém stal

redundantním, nap°. (5)10 = (101)(β,A) = (10
−
1
−
1)(β,A). P°ipome¬me, ºe pí²eme mínus nad £íslo.

Ukáºeme, ºe dokonce v²echna celá £ísla lze reprezentovat. Pokud má z ∈ N reprezentaci
an . . . a0, tak −z má reprezentaci

−
an . . .

−
a0. Díky faktu, ºe abeceda je symetrická, vidíme, ºe také

záporná £ísla jsou reprezentovatelná.
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Pozd¥ji dokáºeme v¥ty 44 a 72, které pom·ºou p°i zkoumání systém· v mnoºin¥ Zd. Nyní
zmíníme záv¥ry t¥chto v¥t pro p°ípad, kdy d = 1, tedy pro Z.

P°íklad 8. V p°ípad¥ β = 3 a A = {−1, 0, 1} platí, ºe mnoºinu Z lze reprezentovat, protoºe
systém spl¬uje p°edpoklady v¥ty 72.

P°íklad 9. Pro systém β = 3 a A = {−1, 0, 2} platí, ºe abeceda neobsahuje alespo¬ jeden prvek z
kaºdé t°ídy ekvivalence, proto s pouºitím v¥ty 44 dostáváme, ºe mnoºina Z není reprezentovaná.

P°íklad 10. Zvolme systém jako β = −2, A = {0, 1}. Také zde jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty
72, proto m·ºeme prozradit, ºe tento systém reprezentuje mnoºinu Z.

Vidíme, ºe systémy, které mají nezápornou bázi £i nezáporné cifry v abeced¥, mohou být také
vhodným systémem k reprezentaci mnoºiny Z.

1.2 Penneyho numera£ní systém

Dosud jsme m¥li p°íklady systém·, které m¥ly jako bázi a cifry v abeced¥ £ísla, která leºela
na reálné ose. Nyní se zam¥°íme na systémy, které mají jako bázi £ísla komplexní.

De�nujme nejprve diskrétní podmnoºinu komplexních £ísel.

De�nice 11. Mnoºinou Gaussových celých £ísel rozumíme mnoºinu Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}.

P°ipome¬me, ºe trojice (Z[i],+, ·) tvo°í okruh s operacemi s£ítání a násobení komplexních
£ísel. To znamená, ºe pro v²echna x, y, z ∈ Z[i] platí:

1. x+ y ∈ Z[i], x · y ∈ Z[i], tj. mnoºina Z[i] je uzav°ená na operace + a ·,

2. (x+ y) + z = x+ (y + z), (x · y) · z = x · (y · z), tzn. operace + a · jsou asociativní,

3. x+ y = y + x, coº znamená, ºe operace + je komutativní,

4. x · (y+ z) = (x · y) + (x · z), (y+ z) · x = (y · x) + (z · x), tedy, ºe platí distributivní zákony,

5. pro kaºdé x ∈ Z[i] existuje a ∈ Z[i] takové, ºe x+ a = 0, kde 0 je neutrální prvek vzhledem
ke s£ítání a a nazýváme opa£ný prvek k x.

Navíc okruh (Z[i],+, ·) je z°ejm¥ komutativní i vzhledem k násobení.
Walter F. Penney v roce 1965 zkoumal systémy, které reprezentují Gaussova celá £ísla[9].

Zformuloval a dokázal tvrzení, ºe systém β = i− 1 a A = {0, 1} reprezentuje v²echna Gaussova
celá £ísla. Tento systém nazýváme Penneyho numera£ním systémem. D·kaz následujícího tvrzení
je p°evzat z knihy [8].

V¥ta 12. Nech´ β = i − 1 a A = {0, 1}. Pak v²echna Gaussova celá £ísla mají reprezentaci v
(β,A) ve tvaru

∑n
i=0 aiβ

i, kde ai ∈ A.

D·kaz. Bu¤ z = x + iy libovolné komplexní £íslo, kde x, y ∈ Z. Ukáºeme, ºe toto £íslo lze
p°evést do tvaru z = d0 + d1β+ d2β

2 + d3β
3, kde d0, d1, d2, d3 ∈ N. Poté z tohoto tvaru najdeme

reprezentaci £ísla z.
Rozepi²me z po sloºkách:

z = x+ iy = c+ dβ = c+ id− d,
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kde d = y a c = x+ d = x+ y. Nyní platí, ºe c, d ∈ Z. P°evedeme koe�cienty c, d do N, k tomu
poslouºí identita

β2 + 2β + 1 = −1, (1.1)

která vznikne umocn¥ním rovnice β + 1 = i. Pokud c < 0, rozepí²eme c = −1 · c̄, kde c̄ ∈ N a
nyní pouºijeme identitu (1.1). Tímto dostáváme rovnost

z = c+ dβ = c̄+ 2c̄β + c̄β2 + dβ = c̄+ (2c̄+ d)β + c̄β2.

Analogicky m·ºeme provést postup pro d a dostaneme rozklad £ísla z = d0 + d1β+ d2β
2 + d3β

3,
kde d0, d1, d2, d3 jsou jiº z mnoºiny N .

Nyní chceme p°evést cifry di z mnoºiny p°irozených £ísel do mnoºiny A, a tím najít repre-
zentaci z v (β,A).

Uvaºujme obecn¥j²í p°ípad, kdy z = d0 + d1β + · · · + dkβ
k, di ∈ N, k ≥ 3 a ozna£me d =

dk · · · d0 ∈ N∗ a S funkci, která bude s£ítat cifry:

S : C× N∗ → N
(z, d) 7→ d0 + · · ·+ dk.

Je²t¥ budeme vyuºívat identitu ve tvaru

β3 + β2 = 2, (1.2)

jejíº platnost lze snadno ov¥°it. Pokud budeme rovnici (1.2) vnímat jako reprezentaci £ísla 2,
vidíme, ºe ob¥ reprezentace, tj. ob¥ strany rovnice (1.2) mají stejný ciferný sou£et, a tedy i
stejnou hodnotu funkce S. Nyní p°ejdeme k algoritmu pro nalezení (β,A)-reprezentace z.

Na cifru d0 pouºijeme celo£íselné d¥lení £íslem 2 se zbytkem, tzn. najdeme r0, q0 takové, ºe
d0 = r0 + 2q0, r0 ∈ {0, 1}. Rozepi²me z pomocí £ísel q0, r0 a pouºijeme identitu (1.2) na 2q0:

z = d0 + d1β + d2β
2 + d3β

3 = r0 + 2q0 + d1β + · · ·+ dkβ
k =

= r0 + d1β + (q0 + d2)β
2 + (q0 + d3)β

3 + · · ·+ dkβ
k =: d

(1)
0 + · · ·+ d

(1)
k βk.

Díky tomu, ºe identita (1.2) a rovnice d0 = r0 + 2q0 zachovávají ciferný sou£et, platí S(z, d) =

S(z, d(1)), kde d(1) = d
(1)
k · · · d

(1)
0 . Nyní de�nujeme nové £íslo

z1 := (z − r0)β−1 = (z − d(1)0 )β−1 = d
(1)
1 + d

(1)
1 β + · · ·+ d

(1)
k βk−1.

Z de�nice z1 plyne, ºe pokud z1 má reprezentaci an . . . a1, tak z má reprezentaci an . . . a1r0. Díky
d0 ≥ 0 platí S(z1, d

(1)) ≤ S(z, d(1)) = S(z, d) a rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº r0 = d0 = 0.
Opakováním tohoto procesu dostaneme posloupnost (zj)

∞
j=1:

z = βz1 + r0

z1 = βz2 + r1
...

zj−1 = βzj + rj−1,

kde ri ∈ A pro i ∈ {0, . . . , j − 1} a zárove¬ S(z, d) ≥ S(z1, d
(1)) ≥ · · · ≥ S(zj−1, d

(j−1)).
Máme tedy klesající posloupnost (S(zj , d

(j)))∞j=1 p°irozených £ísel, tudíº musí mít limitu. To jiº
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implikuje existenci n0 ∈ N spl¬ujícího pro v²echna m ∈ N : S(zn0 , d
(n0)) = S(zn0+m, d

(n0+m)).
To znamená, ºe rn = 0 pro v²echna n > n0 a tedy i zn0 = βjzn0+j pro v²echna j ∈ N.

Z toho vyplývá, ºe limn→∞ zn = 0, speciáln¥ od jistého indexu n1 po£ínaje, je |zn| < 1
2 .

Jediné zn ∈ Z[i], které je men²í v absolutní hodnot¥ neº 1
2 , je zn = 0.

Takºe tento algoritmus ur£it¥ skon£í po kone£ném po£tu iterací, protoºe zn1 = (0)(β,A). Z
de�nice posloupnosti (zj)

∞
j=1 plyne, ºe z = (rn1−1 . . . r1r0)(β,A) a na²li jsme reprezentaci z v

(β,A).

Z d·kazu m·ºeme odvodit algoritmus, pro hledání reprezentace Gaussových celých £ísel.

Algoritmus v Penneyho systému: Hledání reprezentace x ∈ Z[i] v systému (β,A),
kde β = i− 1 a A = {0, 1}
vstup : £íslo x ∈ Z[i] pro které hledáme reprezentaci v (β,A)
výstup: °et¥zec an . . . a0 ∈ A∗, který vyjad°uje reprezentaci x v (β,A), tzn.

x =
∑n

i=0 aiβ
i

1 j := 0
2 while x 6= 0 do
3 if Re(x) + Im(x) ∈ 2Z then aj := 0;
4 else aj := 1;
5 x := β−1(x− aj)
6 j := j + 1

7 end
8 n := j − 1
9 a := anan−1 . . . a0

10 return a

Poznamenejme, ºe operace na t°etím a £tvrtém °ádku odpovídá hledání aj ∈ A takového, ºe
je kongruentní modulo β prvku x na mnoºin¥ Z[i].

Pro ov¥°ení tohoto faktu se nejd°íve zam¥°íme na d¥lení Gaussova £ísla x = a + bi, kde
a, b ∈ Z, £íslem β = i− 1:

x

β
=
a+ bi

i− 1
=
a+ bi

i− 1
· i + 1

i + 1
=
b− a

2
− i

a+ b

2
. (1.3)

Pokud se hledaná cifra aj rovná nule, nastane rovnost x = zβ pro n¥jaké z = c + id ∈ Z[i],
kde c, d ∈ Z. Po vyd¥lení této rovnosti £íslem β a s vyuºitím vztahu (1.3) dostáváme

x

β
=
b− a

2
− i

a+ b

2
= z = c+ id.

Protoºe c, d ∈ Z platí, ºe b− a ∈ 2Z a a+ b ∈ 2Z. Ob¥ podmínky jsou ekvivalentní a znamenají,
ºe a, b jsou sou£asn¥ lichá, nebo sou£asn¥ sudá, tj. mají shodnou paritu. Tímto je jasné, ºe v
algoritmu volíme aj takové, ºe aj ≡M x.

Analogicky m·ºeme provést tuto úvahu pro cifru 1 a zjistíme, ºe hledaná cifra je rovna 1
práv¥ tehdy, kdyº platí a+ b ∈ 2Z + 1, tedy ºe jedno z £ísel a, b je liché a druhé sudé.

Je²t¥ zmíníme souvislost mezi hledáním ri v d·kazu v¥ty 12 a hledáním ai v algoritmu. V
d·kazu po ri poºadujeme, aby spl¬ovalo

x = ri + di+1β
1 + · · ·+ dnβ

n−i. (1.4)
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Na druhou stranu v algoritmu hledáme ai tak, aby x − ai = zβ pro n¥jaké z ∈ Z[i]. Konkrétn¥
ze vztahu (1.4) dostáváme z = di+1 + · · ·+ dnβn−i−1.

Z d·kazu v¥ty 12 také plyne, ºe tento algoritmus pro v²echna x ∈ Z[i] po kone£n¥ mnoha
krocích skon£í.

P°íklad 13. Pokusme se najít reprezentaci £ísla 3− 2i v Penneyho systému.
Z°ejm¥ a0 = 1. V dal²í iteraci máme x = −2. Vidíme, ºe nové x má ob¥ sloºky sudé, proto

a1 = 0. Ve t°etím kroku získáme x = 1 + i a a2 = 0. Analogicky postupujeme, neº dojdeme k
x = 0. Výsledná reprezentace £ísla je 3− 2i = (111001)(i−1,{0,1}).

Uve¤me je²t¥ jeden systém zkoumaný Penneym.

P°íklad 14. Systém ve tvaru β = i + 1 a A = {0, 1} nereprezentuje mnoºinu Z[i], protoºe
nap°íklad £íslo z = i nemá (β,A)-reprezentaci. D·kaz lze najít v [8].

1.3 Eisenstein·v numera£ní systém

V této £ásti budeme zkoumat mnoºinu, která je podobná Gaussovým celým £ísl·m, ale s tím
rozdílem, ºe je v jednom sm¥ru vychýlená o 30 stup¬·. Toho docílíme tím, ºe místo komplexní
jednotky v de�nici mnoºiny pouºijeme jinou komplexní jednotku.

De�nice 15. Mnoºinou Eisensteinových celých £ísel rozumíme mnoºinu Z[ω] = {a+ bω : a, b ∈
Z}, kde w = ei

π
3 = −1

2 + i
√
3
2 .

�íslo w odpovídá t°etí odmocnin¥ z jedné, na rozdíl od komplexní jednotky, která je rovna
£tvrté odmocnin¥ z jedné.

Dále m·ºeme vid¥t, ºe mnoºina Eisensteinových celých £ísel tvo°í trojúhelníkovou m°íºku v
komplexní rovin¥.

ω

120
◦

Im
Im

ReRe

�íslo ω na jednotkové kruºnici Trojúhelníková m°íº

Poznamenejme, ºe pro £íslo ω platí:

ω3 = 1 =⇒ 0 = ω3 − 1 = (ω − 1)(ω2 + ω + 1) =⇒ ω2 = −ω − 1.
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Tento vztah budeme £asto vyuºívat.
Nyní de�nujme operace + a · pro v²echna x, y ∈ Z[ω] podobn¥, jak jsou zavedeny v C:

x+ y = (a+ bω) + (c+ dω) := (a+ c) + (b+ d)ω,

x · y = (a+ bω) · (c+ dω) := ac+ (ad+ bc)ω + bdω2 = ac− bd+ (ad+ bc− bd)ω.

Je snadné ov¥°it, ºe mnoºina Z[ω] tvo°í s t¥mito operacemi okruh.
P°esu¬me se k systému, který reprezentuje Eisensteinova celá £ísla. Podobn¥ jako v p°edchozí

kapitole volme bázi jako β = ω − 1 a abecedu A = {0, 1, 2}. Tento numera£ní systém se nazývá
Eisenstein·v.

V¥ta 16. Nech´ β = ω−1 a A = {0, 1, 2}. Pak v²echna Eisensteinova celá £ísla mají reprezentaci
v (β,A) ve tvaru

∑n
i=0 aiβ

i, kde ai ∈ A.

D·kaz této v¥ty je analogický d·kazu v¥ty 12. Identita (1.1) se zm¥ní na rovnici

β4 + 2β3 + β2 + 2 = −1

a identita (1.2) na
β3 + 2β2 = 3,

která zachovává ciferný sou£et. Navíc v d·kazu pouºíváme d¥lení £íslem 3 se zbytkem. Pro úplnost
ho uvedeme celý.

D·kaz. Bu¤ z = x + ωy libovolné Eisensteinovo celé £íslo, kde x, y ∈ Z. Ukáºeme, ºe toto £íslo
lze p°evést do tvaru z = d0+d1β+· · ·+d5β5, kde d0, d1, . . . , d5 ∈ N. Poté z tohoto tvaru najdeme
reprezentaci £ísla z.

Rozepi²me si z po sloºkách:

z = x+ ωy = c+ dβ = c+ ωd− d,

kde d = y a c = x + d = x + y. Nyní obecn¥ platí, ºe c, d ∈ Z. P°evedeme koe�cienty c, d do
p°irozených £ísel, k tomu poslouºí identita

β4 + 2β3 + β2 + 2 = −1. (1.5)

Pokud c < 0, rozepí²eme si c = −1 · c̄, kde c̄ ∈ N a nyní pouºijeme identitu (1.5) stejným
zp·sobem jako ve v¥t¥ 12. Analogicky m·ºeme provést postup pro d a dostaneme rozklad £ísla
z = d0 + d1β + · · ·+ d5β

5, kde d0, d1, . . . , d5 jsou jiº z mnoºiny N .
Nyní bychom cht¥li p°evést cifry di z mnoºiny p°irozených £ísel do mnoºiny A, a tím najít

reprezentaci z v (β,A).
Uvaºujme obecn¥j²í p°ípad, kdy z = d0 + d1β + · · · + dkβ

k, di ∈ N, k ≥ 5 a ozna£me d =
dk · · · d0 ∈ N∗ a S funkci, která bude s£ítat cifry:

S : C× N∗ → N
(z, d) 7→ d0 + · · ·+ dk.

Je²t¥ budeme pot°ebovat identitu ve tvaru

β3 + 2β2 = 3, (1.6)
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u které lze snadno ov¥°it, ºe platí. Pokud budeme rovnici (1.6) vnímat jako reprezentaci £ísla 3,
vidíme, ºe ob¥ reprezentace mají stejný ciferný sou£et, a tedy i stejnou hodnotu funkce S. Nyní
p°ejdeme k algoritmu.

Na cifru d0 pouºijeme celo£íselné d¥lení £íslem 3 se zbytkem, tzn. najdeme r0, q0 takové, ºe
d0 = r0 + 3q0, r0 ∈ {0, 1, 2}. Rozepi²me si z pomocí £ísel q0, r0 a pouºijeme identitu (1.6) na 3q0:

z = d0 + d1β + d2β
2 + d3β

3 = r0 + 3q0 + d1β + · · ·+ dkβ
k =

= r0 + d1β + (2q0 + d2)β
2 + (q0 + d3)β

3 + · · ·+ dkβ
k =: d

(1)
0 + · · ·+ d

(1)
k βk.

Díky tomu, ºe identita (1.6) a rovnice d0 = r0 + 3q0 zachovávají ciferný sou£et, platí S(z, d) =

S(z, d(1)), kde d(1) = d
(1)
k · · · d

(1)
0 . Nyní de�nujme nové £íslo

z1 := (z − r0)β−1 = (z − d(1)0 )β−1 = d
(1)
1 + d

(1)
1 β + · · ·+ d

(1)
k βk−1.

Z de�nice z1 plyne, ºe pokud z1 má reprezentaci an . . . a1, tak z má reprezentaci an . . . a1r0. Díky
d0 ≥ 0 platí S(z1, d

(1)) ≤ S(z, d(1)) = S(z, d) a rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº r0 = d0 = 0.
Opakováním tohoto procesu dostaneme posloupnost (zj)

∞
j=1:

z = βz1 + r0

z1 = βz2 + r1
...

zj−1 = βzj + rj−1,

kde ri ∈ A pro i ∈ {0, . . . , j − 1} a zárove¬ S(z, d) ≥ S(z1, d
(1)) ≥ · · · ≥ S(zj−1, d

(j−1)).
Máme tedy klesající posloupnost (S(zj , d

(j)))∞j=1 p°irozených £ísel, tudíº musí mít limitu. To jiº
implikuje existenci n0 ∈ N spl¬ujícího pro v²echna m ∈ N : S(zn0 , d

(n0)) = S(zn0+m, d
(n0+m)).

To znamená, ºe rn = 0 pro v²echna n > n0 a tedy i zn0 = βjzn0+j pro v²echna j ∈ N.
Z toho vyplývá, ºe limn→∞ zn = 0, speciáln¥ od jistého indexu n1 po£ínaje, je |zn| < 1

2 .
Jediné zn ∈ Z[ω], které je men²í v absolutní hodnot¥ neº 1

2 , je zn = 0.
Takºe tento algoritmus ur£it¥ skon£í po kone£ném po£tu iterací, protoºe zn1 = (0)(β,A). Z

de�nice posloupnosti (zj)
∞
j=1 plyne, ºe z = (rn1−1 . . . r1r0)(β,A) a na²li jsme reprezentaci z v

(β,A).

Podobn¥ jako v p°edchozí podkapitole m·ºeme odvodit algoritmus pro hledání reprezentace.
Dokaºme, ºe v algoritmu v Eistensteinov¥ systému volíme cifry aj ∈ A takové, ºe aj ≡β x.

Rozepi²me d¥lení £ísla x = a+bω, kde a, b ∈ Z, £íslem ω−1. S pouºitím faktu, ºe 1
w−1 = −2

3−
2ω
3

dostáváme
x

ω − 1
=
a+ bω

ω − 1
= −2a+ b

3
− a− b

3
ω. (1.7)

P°i pouºití stejné úvahy jako v p°edchozí podkapitole m·ºeme vid¥t, ºe x ≡β 0 platí práv¥ tehdy,
kdyº 2a+ b ∈ 3Z a to je ekvivalentní s a− b ∈ 3Z.

Pro p°ípad, kdy hledaná cifra je rovna 1 platí, ºe a+ bω ≡β 1. Tuto rovnici m·ºeme ekviva-
lentn¥ p°epsat jako a− 1 + bω ≡β 0 a po dosazení do vztahu (1.7) dostáváme, ºe 2a+ b ∈ 3Z+ 2.
Zbytek ov¥°ení probíhá analogicky.
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Algoritmus v Eistensteinov¥ systému: Algoritmus pro hledání reprezentace x ∈
Z[ω] v systému (β,A), kde β = ω − 1 a A = {0, 1, 2}
vstup : £íslo x ∈ Z[ω] pro které hledáme reprezentaci v (β,A)
výstup: °et¥zec an . . . a0 ∈ A∗, který vyjad°uje reprezentaci x v (β,A), tzn.

x =
∑n

i=0 aiβ
i

1 j := 0
2 while x 6= 0 do
3 rozepi²me x jako x = a+ bω
4 if 2a+ b ∈ 3Z then aj := 0;
5 if 2a+ b ∈ 3Z + 2 then aj := 1;
6 else aj := 2;
7 x := β−1(x− aj)
8 j := j + 1

9 end
10 n := j − 1
11 a := anan−1 . . . a0, kde a ∈ A∗
12 return a

1.4 Nekone£né (β,A)-rozvoje
�asto pracujeme s £ísly, které nepat°í do mnoºiny ZA(β). P°ipome¬me, ºe ZA(β) =

= {
∑n

j=0 ajβ
j : n ∈ N, aj ∈ A}. P°íkladem takových £ísel mohou být prvky z mnoºiny R \ Z.

Zkoumejme otázku, jak najít jejich reprezentaci. Pro zjednodu²ení uvaºujme systém β = 3 a
A = {0, 1, 2}.

Nejprve vezmeme v úvahu £ísla, která mají reprezentaci �za te£kou�, tj. mají nenulové cifry
u záporných mocnin báze. Nech´ x =

∑∞
i=1 aiβ

−i, kde ai ∈ A. Zvolme libovolné a1, a2, a3, . . . z
abecedy A, pak

0 ≤ x =

∞∑
i=1

aiβ
−i ≤

∞∑
i=1

2β−i = 2
∞∑
i=1

β−i = 2
1
3

1− 1
3

= 1.

Vidíme, ºe m·ºeme takto reprezentovat nanejvý² £ísla z intervalu [0, 1]. Levý kraj intervalu
odpovídá p°ípadu, kdy £íslo x bude mít v reprezentaci samé cifry 0, pravý kraj p°ípadu, kdy
budou v reprezentaci samé cifry 2.

Zkusme odvodit, jak budeme hledat °et¥zec reprezentující x. Nech´ x ∈ [0, 1] a x má tvar

x =

∞∑
i=1

aiβ
−i, (1.8)

kde ai ∈ A. Po vynásobení rovnice (1.8) £íslem β dostáváme

βx =

∞∑
i=1

aiβ
−i+1 = a1 +

∞∑
i=2

aiβ
−i+1 = a1 +

∞∑
i=1

ai+1β
−i ∈ a1 + [0, 1] =⇒ βx− a1 ∈ [0, 1] .

Pokud bychom m¥li zaru£enou existenci cifry a1, takto bychom ji mohli najít, tedy jako cifru
z abecedy A spl¬ující βx − a1 ∈ [0, 1]. Tento postup bychom poté mohli zopakovat pro £íslo
βx − a1 =

∑∞
i=1 ai+1β

−i a nalézt cifru a2. Dal²ím opakováním bychom na²li °et¥zec a1a2 . . .
reprezentující £íslo x.
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Ov¥°me, ºe vºdy najdeme cifru a ∈ A takovou, ºe pro libovolné y ∈ [0, 1] platí βy−a ∈ [0, 1].

y ∈ [0, 1] =⇒ βy ∈ [0, 3] =⇒ ∃a ∈ {0, 1, 2} : βy − a ∈ [0, 1] .

Prove¤me pozorování, které se bude hodit v nadcházející £ásti. Interval [0, 1] spl¬uje vlastnost
β [0, 1] = A+ [0, 1]. Skute£n¥

β [0, 1] = 3 [0, 1] = [0, 3] = [0, 1] ∪ (1 + [0, 1]) ∪ (2 + [0, 1]) = A+ [0, 1] , (1.9)

kde v poslední rovnosti vyuºíváme mnoºinový sou£et, tedy ºe A+ [0, 1] = {a+ [0, 1] : a ∈ A}.
Rovnici (1.9) m·ºeme interpretovat tak, ºe interval 3 [0, 1] je pokryt sjednocením mnoºin

a+[0, 1], kde a ∈ A. Tudíº i takto by se dala dokázat existence cifry a ∈ A takové, ºe βy−a ∈ [0, 1]
pro y ∈ [0, 1].

Vra´me se k postupu hledání °et¥zce reprezentující £íslo x =
∑∞

i=1 aiβ
−i a uve¤me ho v

algoritmu.

Druhý algoritmus: Algoritmus pro hledání reprezentace �za te£kou� pro systém
(3, {0, 1, 2})
vstup : £íslo x ∈ [0, 1]
výstup: °et¥zec a = a1a2 . . ., kde a1, a2, . . . ∈ A, který vyjad°uje reprezentaci x �za

te£kou� tzn. x =
∑∞

i=1 aiβ
−i

1 i := 1
2 while x 6= 0 do
3 najdi ai ∈ {0, 1, 2} tak, aby 3x− ai ∈ [0, 1]
4 x := 3x− ai
5 i := i+ 1

6 end
7 a := a1a2a3 . . .
8 return a

P°íklad 17. Najdeme rozvoj £ísla s dekadickým zápisem x = 0.15 v systému β = 3 a A =
{0, 1, 2}. V prvním kroku platí, ºe 3 · 0.15 ∈ [0, 1], takºe hledaná cifra spl¬uje a1 = 0. Pro nové
x platí x := 3 · 0.15 = 0.45. V druhém kroku je a2 = 1, protoºe 3 · 0.45− 1 = 0.35 ∈ [0, 1]. Tudíº
nové x := 0.35.

Ve t°etím kroku a3 = 1 a x := 3 · 0.35 − 1 = 0.05. Ve £tvrtém kroku dostáváme a4 =
0 a x := 0.15 a jsme zase u p·vodního £ísla. Rozvoj tudíº bude periodický. Proto 0.15 =
(0.01100110 . . .)(3,{0,1,2}) = (0.(0110)ω)(3,{0,1,2}), kde 0.(v)ω zna£íme periodické £íslo, tedy
0.(v)ω = 0.vvv . . ..

Prozkoumejme detailn¥ji systém β = 3 a A = {0, 1, 2}. Pomocí prvního algoritmu dokáºeme
najít pro v²echna p°irozená £ísla reprezentaci, tzn. pro v²echna N ∈ N najdeme a1 . . . an ∈ A∗
takový, ºe N =

∑n
i=0 aiβ

i.
Rozepi²me £ísla z R takové, ºe x > 0, jako x = bxc+{x}, kde {x} ∈ [ 0, 1). Následn¥ najdeme

reprezentaci �za te£kou� pro {x} pomocí druhého algoritmu a získáme rovnost {x} =
∑∞

j=1 bjβ
−j

pro b1, b2, . . . ∈ A.
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Nakonec m·ºeme spojit tyto dv¥ reprezentace a dostaneme pro libovolné x ∈ R takové, ºe
x > 0:

x = bxc+ {x} =
n∑
i=0

aiβ
i +

∞∑
j=1

bjβ
−j =

n∑
i=0

aiβ
i +

−1∑
j=−∞

b−jβ
j =

n∑
i=−∞

aiβ
i,

kde jsme pro i < 0 de�novali ai := b−i. Tudíº jsme na²li °et¥zec anan−1 . . ., který reprezentuje
£íslo x v (β,A).

Tuto konstrukci lze provést také jiným zp·sobem. M¥jme x ∈ R, takové, ºe x > 0. Pokud
x ∈ [0, 1], pouºijeme rovnou druhý algoritmus pro nalezení reprezentace. Pokud x > 1, pak ur£it¥
existuje k ∈ N takové, ºe x

βk
∈ [0, 1]. Nyní vyuºijeme druhý algoritmus pro £íslo x

βk
a získáme

£ísla b1, b2, . . . ∈ A taková, ºe x
βk

=
∑∞

j=1 bjβ
−j . Po vynásobení této rovnice £íslem βk dostaneme

x =
∞∑
j=1

bjβ
−j+k =

−1∑
j=−∞

b−jβ
+j−k =

−1−k∑
j=−∞

b−j−kβ
j .

Tudíº jsme na²li reprezentaci £ísla x v (β,A), a to b−k−1b−k−2 . . ..

1.5 Zobecn¥ní nekone£ných (β,A)-rozvoj·
V p°edchozí £ásti jsme ukázali, ºe v²echna £ísla z mnoºiny V := [0, 1] m¥la v systému β = 3

a A = {0, 1, 2} reprezentaci �za te£kou�. Taktéº jsme dokázali, ºe pro tento systém platí rovnost

βV = A+ V. (1.10)

V první v¥t¥ této podkapitoly dokáºeme, ºe pro pozi£ní numera£ní systémy je podmínka
(1.10) posta£ující k tomu, aby mnoºina V m¥la reprezentaci �za te£kou�. V následující v¥t¥,
kterou máme z [12], p°edstavíme dodatkový p°edpoklad, který zaru£í reprezentaci celé mnoºiny
R £i C.

V¥ta 18. Nech´ (β,A) je pozi£ní numera£ní systém. Pokud existuje omezená mnoºina V ⊂ C
taková, ºe

βV ⊂ A+ V, (1.11)

pak kaºdý prvek x ∈ V lze zapsat ve tvaru x =
∑∞

i=1 aiβ
−i, kde ai ∈ A pro kaºdé i ∈ N.

D·kaz. Nech´ x ∈ V je libovolné £íslo z mnoºiny V . Ozna£me x1 := x a po vynásobení £íslem
β získáme βx1 ∈ βV . P°edpokladu (1.11) zaru£uje existenci a1 ∈ A a x2 ∈ V takových, ºe
βx1 = a1 + x2. Po vyd¥lení £íslem β dostaneme

x1 = a1β
−1 + x2β

−1. (1.12)

Stejný postup m·ºeme provést pro £íslo x2 ∈ V a získáme x2 = a2β
−1 + x3β

−1. Po dosazení do
vztahu (1.12) dostáváme x1 = a1β

−1 + a2β
−2 + x3β

−2. A takto m·ºeme pokra£ovat aº dojdeme
k vyjád°ení x1 = x =

∑∞
i=1 aiβ

−i, kde ai ∈ A.

P°íklad 19. Uvaºujme jiº d°íve zmi¬ovaný systém β = −2 a A = {0, 1}. Pak lze snadno
nahlédnout, ºe V =

[
−2

3 ,
1
3

]
spl¬uje p°edpoklad v¥ty (18), tedy ºe −2

[
−2

3 ,
1
3

]
=
[
−2

3 ,
4
3

]
⊂[

−2
3 ,

1
3

]
∪(1+

[
−2

3 ,
1
3

]
). Z jiº zmi¬ované v¥ty plyne, ºe kaºdé x ∈

[
−2

3 ,
1
3

]
má (β,A)-reprezentaci.
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Uve¤me nyní d·sledek v¥ty 18.

D·sledek 20. Nech´ (β,A) je pozi£ní numera£ní systém, kde β ∈ R a A ⊂ R nebo β ∈ C a
A ⊂ C. Pokud existuje omezená mnoºina V ⊂ R, respektive V ⊂ C, spl¬ující (1.11) a navíc platí

0 ∈ V ◦,

pak kaºdé x ∈ R, respektive kaºdé x ∈ C, má (β,A)-reprezentaci ve tvaru x =
∑n

i=−∞ aiβ
i.

D·kaz. Nech´ x ∈ R, respektive x ∈ C, je libovolné £íslo. Pak z p°edpokladu 0 ∈ V ◦ plyne, ºe
existuje n ∈ N takové, ºe xβ−n ∈ V . P°i pouºití v¥ty 18 dostáváme, ºe xβ−n lze napsat ve tvaru
xβ−n =

∑∞
i=1 aiβ

−i. Po vynásobení £íslem βn získáme

x =
∞∑
i=1

aiβ
−i+n =

∞∑
i=1−n

ai+nβ
−i =

n−1∑
i=−∞

a−i+nβ
i,

£ímº je d·kaz dokon£en.

M·ºe se naskytnout otázka, jak takovou mnoºinu V najít. Ov¥°me, ºe mnoºina ve tvaru

V =

{ ∞∑
i=1

aiβ
−i : ai ∈ A

}

spl¬uje p°edpoklad (1.11). Z°ejm¥ platí

βV =

{
a1 +

∞∑
i=1

ai+1β
i : ai ∈ A

}
= A+ V.

V p°ípad¥, ºe β ∈ C\R a neredundantního systému, má takto de�novaná mnoºina V fraktální
tvar. V následující £ásti ukáºeme vykreslené mnoºiny V =

{∑∞
i=1 aiβ

−i : ai ∈ A
}
pro r·zné

numera£ní systémy.
Obrázky byly vytvo°eny v programovacím jazyku SageMath [11]. Zdrojový kód s pokyny na

instalaci a spu²t¥ní lze nalézt v [4]. Dodejme, ºe pro vykreslení mnoºiny byla pouºita funkce
show(points()).

Na obrázku 1.1 vidíme mnoºinu V pro Penneyho systém. Z°ejm¥ platí, ºe 0 ∈ V ◦, tudíº
bychom mohli od·vodnit v¥tou 20, ºe se jedná o systém reprezentující C. Poznamenejme, ºe na
rozdíl od v¥ty 12 uvaºujeme reprezentace ve tvaru

∑n
i=−∞ aiβ

i. Dále m·ºeme vid¥t, ºe posunuté
mnoºiny V , tedy mnoºiny ve tvaru V +z, kde z ∈ Z[i], do sebe zapadají p°i posunování ve sm¥ru
reálné a imaginární osy o £íslo z.
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Obrázek 1.1: Mnoºina V pro systém β = i− 1 a A = {0, 1}

Na obrázku 1.2 se nachází mnoºina V pro systém β = i+1 a A = {0, 1}, o kterém jsme d°íve
zmi¬ovali, ºe nereprezentuje mnoºinu Z[i]. Zde jiº neplatí, ºe 0 ∈ V ◦, proto nem·ºeme pouºít
v¥tu 20. Vidíme, ºe se jedná o posunutou verzi mnoºiny z obrázku 1.1, takºe i zde platí, ºe do
sebe posunuté mnoºiny zapadají.

Obrázek 1.2: Mnoºina V pro systém β = i + 1 a A = {0, 1}
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Nyní ukáºeme dlaºdici V pro systém s Penneyho bází a redundantní abecedou ve tvaru
A = {0, 1,−1, i,−i}. Díky tomu, ºe uvaºujeme redundantní abecedu, mnoºina V nemá fraktální
tvar. Dal²ím d·sledkem redundantní abecedy je fakt, ºe posunuté mnoºiny ve tvaru V + z, kde
z ∈ Z[i], se p°ekrývají.

Obrázek 1.3: Mnoºina V pro systém β = i− 1 a A = {0, 1,−1, i,−i}

Následuje dlaºdice pro systém β = i + 1 a A = {0, 1,−1, i,−i}. Tento systém s abecedou
A = {0, 1} nereprezentoval mnoºinu Z[i]. Pokud ale uvaºujeme abecedu A = {0, 1,−1, i,−i},
m·ºeme s pouºitím v¥ty 20 a faktu, ºe 0 ∈ V ◦, konstatovat, ºe se jedná o systém reprezentující
C. Znovu pozorujeme, ºe se mnoºiny posunuté o vektor z ∈ Z[i] p°ekrývají. To je zp·sobeno
redundantní abecedou.

Obrázek 1.4: Mnoºina V pro systém β = i + 1 a A = {0, 1,−1, i,−i}
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Obrázek 1.5 pat°í Eisensteinov¥ bázi s abecedou A = {0, 1, 2}. Upozorn¥me, ºe se jedná o
osy ve sm¥ru reálném a ve sm¥ru odpovídajícímu £íslu ω. Vidíme, ºe 0 ∈ V ◦. Posunuté mnoºiny
V + z pro z ∈ Z[ω], stejn¥ jako u Penneyho systému, do sebe zapadají.

Obrázek 1.5: Mnoºina V pro systém β = ω − 1 a A = {0, 1, 2}

Na obrázku 1.6 vidíme mnoºinu V pat°ící systému s Eisensteinovou bází, ale s abecedou
A = {−1, 0, 1}. Neplatí jiº, ºe 0 ∈ V ◦. Z obrázku je z°ejmé, ºe se jedná o posunutou verzi 1.5,
proto i zde do sebe posunuté mnoºiny zapadají.

Obrázek 1.6: Mnoºina V pro systém β = ω − 1 a A = {−1, 0, 1}
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Poslední obrázek, který zmíníme, je pro Eisensteinovu bázi a redundantní abecedu A =
{0} ∪ {ei

2π
3
k : k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}} = {0, 1,−1, ω,−ω, ω2,−ω2}. Znovu m·ºeme pozorovat, jak

posunuté kopie V + z pro z ∈ Z[ω] se p°ekrývají. Z°ejm¥ 0 ∈ V ◦.

Obrázek 1.7: Mnoºina V pro systém β = ω − 1 a A = {0, 1,−1, ω,−ω, ω2,−ω2}



Kapitola 2

Maticové numera£ní systémy

V této kapitole zavedeme numera£ní systémy reprezentující vektory s celo£íselnými sloºkami.
Obdobn¥ jako v p°edchozí kapitole, budeme de�novat pojmy jako maticový numera£ní systém
a reprezentace. U pozi£ního numera£ního systému jsme pot°ebovali p°edpoklad, ºe |β| > 1, tuto
úlohu bude nyní zastávat vlastnost, ºe matice je expanzivní.

De�nice 21. �tvercovou matici, která má v²echna vlastní £ísla v absolutní hodnot¥ ost°e v¥t²í
neº 1, nazýváme expanzivní.

Expanzivní matice je jiº nutn¥ regulární, tudíº má i nenulový determinant.

De�nice 22. Bu¤ M ∈ Zd,d expanzivní a d ∈ N. Nech´ A je kone£ná mnoºina vektor· z Zd
obsahující nulový vektor. Pak dvojici (M,A) nazveme maticovým numera£ním systémem, matici
M jeho bází a mnoºinu A abecedou.

V této práci se omezíme pouze na reprezentace s nenulovými vektory u nezáporných mocnin
báze, tzn. na reprezentaci �p°ed te£kou�.

De�nice 23. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém a x ∈ Zd. �ekneme, ºe x má (M,A)-
reprezentaci, pokud x =

∑n
i=0M

iai, kde an, . . . , a0 ∈ A a °et¥zec an . . . a0 vyjad°uje reprezentaci
vektoru x v systému (M,A).

De�nice 24. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém. Mnoºinu v²ech vektor· s kone£nou
(M,A)-reprezentací zna£íme jako

FinA(M) :=

{
n∑
j=0

M jaj : n ∈ N, aj ∈ A

}
.

De�nice 25. Maticový systém (M,A) nazveme redundantní, pokud existuje vektor x ∈ FinA(M)
takový, ºe má dv¥ r·zné kone£né (M,A)-reprezentace.

V p°edchozí kapitole jsme pracovali s mnoºinami Z,R,C,Z[i],Z[ω], které jsou s p°íslu²nými
operacemi okruhy. Nyní p°echázíme do mnoºiny Zd, která je slab²í algebraickou strukturou.
Mnoºina Zd s operací + p°edstavuje tzv. Z-modul.

De�nice 26. Z-modul nad okruhem Z je tvo°en abelovskou grupou (G,+) a operací Z × G →
G(které °íkáme skalární násobení), ozna£ovanou (α, x) 7→ α · x, spl¬ující pro v²echna α, β ∈ Z a
x, y ∈ G:

31
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1. α · (x+ y) = α · x+ α · y,

2. (α+ β) · x = α · x+ β · x,

3. (αβ) · x = α · (βx),

4. 1 · x = x.

M·ºeme vid¥t, ºe libovolný komutativní okruh (R,+, ·), který je nadmnoºinou Z, je Z-
modulem. V prvních dvou bodech se jedná pouze o zúºení distributivních zákon· na Z, ve t°etím
bod¥ o zúºení asociativity pro operaci · a ve £tvrtém o neutrální prvek 1 pro ·. Navíc musíme
vyuºít faktu, ºe okruh R tvo°í s operací + abelovskou grupu.

Tudíº platí, ºe mnoºiny, s kterými jsme doposud pracovali, byly také Z-moduly.
De�nujme zobrazení, které popisuje podobnost dvou Z-modul·.

De�nice 27. Nech´ Z1, Z2 jsou Z-moduly. �ekneme, ºe bijektivní zobrazení ϕ : Z1 → Z2 je
izomor�smem Z-modul· Z1 a Z2, pokud pro v²echna x, y ∈ Z1 a α ∈ Z platí:

1. ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y),

2. ϕ(α · x) = α · ϕ(x).

Poznamenejme, ºe pouºíváme stejný symbol + (resp. ·) pro operace v Z1 i Z2. Nedorozum¥ní
nehrozí.

V dal²í £ásti ukáºeme vztah mezi maticovými reprezentacemi Z2 a £íselnými reprezentacemi
Gaussových celých £ísel. Zbytek kapitoly pak bude v¥nován pot°ebným v¥tám z teorie matic.

2.1 Souvislost maticových a £íselných systém·

Díky tomu, ºe Z[i] jako Z-modul je izomorfní Z2, ukáºeme souvislost mezi celo£íselným nu-
mera£ním systémem a maticovým numera£ním systémem na Z2,2.

P°íklad 28. M¥jme Penneyho pozi£ní systém, tzn. β = i − 1,A = {0, 1}. Rozepi²me p·sobení
báze β na Gaussovo celé £íslo:

(a+ ib)β = (a+ ib)(i− 1) = (−a− b) + i(a− b).

Napi²me komplexní £íslo (−a − b) + i(a − b) jako vektor o dvou sloºkách a hledejme matici
M ∈ Z2,2, která spl¬uje

M

(
a
b

)
=

(
−a− b
a− b

)
,

coº z°ejm¥ spl¬uje matice

M =

(
−1 −1
1 −1

)
. (2.1)

Tento postup nyní formalizujeme.
Nech´ ϕ je izomor�smus Z-modul· Z[i] a Z2 de�novaný jako

ϕ(a+ bi) =

(
a
b

)
(2.2)
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pro kaºdé a + bi ∈ Z[i]. Ov¥°me, ºe se skute£n¥ jedná o izomor�smus. Nech´ x = a + bi, y =
c+ di ∈ Z[i] a α ∈ Z. Pak

ϕ((a+ bi) + (c+ di)) = ϕ((a+ c) + (b+ d)i) =

(
a+ c
b+ d

)
=

(
a
b

)
+

(
c
d

)
= ϕ(x) + ϕ(y),

ϕ(α · x) = ϕ(α(a+ bi)) = ϕ(αa+ αbi) =

(
αa
αb

)
= α

(
a
b

)
= αϕ(x).

Uve¤me n¥které vlastnosti izomor�smu ϕ.

V¥ta 29. Nech´ ϕ je izomor�smus Z-modul· Z[i] a Z2 de�novaný vztahem (2.2) a nech´ matice
M má tvar

M =

(
−1 −1
1 −1

)
.

Pak platí

1. ϕ(1) =

(
1
0

)
,

2. ϕ(zβ) = Mϕ(z) pro kaºdé z ∈ Z[i],

3. ϕ(βn) = Mn

(
1
0

)
pro kaºdé n ∈ N .

D·kaz. 1. Plyne p°ímo z de�nice izomor�smu ϕ.

2. Nech´ z ∈ Z[i]. Pak

ϕ(zβ) = ϕ((a+ bi)(i− 1)) = ϕ((−a− b) + (a− b)i) =

(
−a− b
a− b

)
= M

(
a
b

)
= Mϕ(z),

kde jsme v p°edposledním kroku vyuºili tvaru matice M .

3. D·kaz provedeme matematickou indukcí. Pro n = 1 máme:

ϕ(β) = ϕ(β · 1) = Mϕ(1) = M

(
1
0

)
,

kde jsme pouºili p°edchozí dva body tvrzení. Krok n− 1→ n odvodíme takto:

ϕ(βn) = ϕ(ββn−1) = Mϕ(βn−1) = MMn−1
(

1
0

)
= Mn

(
1
0

)
.

Vyuºijeme znalosti o Penneyho systému a p°evedeme je do maticového systému s bází M =(
−1 −1
1 −1

)
. Z v¥ty 12 plyne, ºe pro v²echna z ∈ Z[i] existuje an . . . a0 ∈ A∗ takový, ºe

z =
n∑
i=0

aiβ
i. (2.3)
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Pouºijme na rovnici (2.3) izomor�smus ϕ:

ϕ(z) = ϕ

(
n∑
i=0

aiβ
i

)
=

n∑
i=0

ϕ(aiβ
i) =

n∑
i=0

ai · ϕ(βi) =
n∑
i=0

ai ·M i

(
1
0

)
=

n∑
i=0

M i

(
ai
0

)
, (2.4)

kde ve t°etím kroku vyuºíváme faktu, ºe ai ∈ {0, 1} ⊂ Z a m·ºeme tudíº pouºít 2. vlastnost

izomor�smu Z-modul·. V poslední rovnosti se vyskytují vektory
(
ai
0

)
, tedy

(
0
0

)
a
(

1
0

)
.

Pokud rozepí²eme z = a+ bi pro a, b ∈ Z, dostáváme ze vztahu (2.4) pro libovolná a, b ∈ Z:(
a
b

)
=

n∑
i=0

M i

(
ai
0

)
.

Dokáºeme tedy pro v²echny vektory ze Z2 najít maticovou reprezentaci v systému

M =

(
−1 −1
1 −1

)
, Ã =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
. Tento systém odpovídá maticové form¥ Penneyho sys-

tému.

P°íklad 30. Prozkoumejme Eisenstein·v numera£ní systém. M¥jme β = ω − 1 a A = {0, 1, 2}.

Nech´ ψ je zobrazení ψ : Z[ω] → Z2 de�nované jako z = a + bω 7→
(
a
b

)
. Analogicky, jako u

Penneyho systému, se dá ov¥°it, ºe je to izomor�smus.
Hledejme matici N , která bude mít pro z ∈ Z[ω] vlastnost: ψ(zβ) = Nψ(z):

ψ(zβ) = ψ((a+ bω)(ω − 1)) = ψ(aω − a+ bω2 − bω) = ψ(−a− b+ (a− 2b)ω) =

=

(
−a− b
a− 2b

)
!

= N

(
a
b

)
= Nψ(z) =⇒ N =

(
−1 −1
1 −2

)
.

Lze dokázat, obdobn¥ jako v d·kazu 29, ºe izomor�smus ψ spl¬uje pro v²echna n ∈ N :

ψ(βn) = Nn

(
1
0

)
.

S vyuºitím v¥ty 16 a podobných úprav jako ve vztahu (2.4) m·ºeme pro v²echna a, b ∈ Z psát:

ψ(z) =

(
a
b

)
=

n∑
i=0

N i

(
ai
0

)
,

kde na pravé stran¥ se vyskytují vektory
(
ai
0

)
, tedy

(
0
0

)
,

(
1
0

)
,

(
2
0

)
. Na²li jsme tud96 maticový

systém N =

(
−1 −1
1 −2

)
, Â =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)
,

(
2
0

)}
, který reprezentuje v²echny vektory ze Z2.

Tento systém odpovídá maticové form¥ Eistensteinov¥ systému.

2.2 T°ídy ekvivalence v Zd

Stejn¥ jako p°i reprezentování £ísel v pozi£ních systémech, hraje i v maticových systémech
d·leºitou roli kongruence.



2.2. T�ÍDY EKVIVALENCE V ZD 35

De�nice 31. Nech´ M ∈ Zd,d a x, y ∈ Zd. �ekneme, ºe x je v relaci s y modulo M , pokud
existuje z ∈ Zd takový, ºe x− y = Mz a zna£íme x ≡M y.

Poznámka. Tento vztah m·ºeme za p°edpokladu regularity matice M p°epsat do tvaru:

x ≡M y ⇔ ∃z ∈ Zd : x− y = Mz ⇔ ∃z ∈ Zd : M−1(x− y) = z ⇔M−1(x− y) ∈ Zd

Snadno se ov¥°í, ºe platí následující tvrzení:

Tvrzení 32. Pro relaci modulo M platí:

1. relace modulo M je na Zd ekvivalence,

2. pro v²echny vektory x1, x2, y1, y2 ∈ Zd platí

x1 ≡M y1 a x2 ≡M y2 =⇒ x1 + x2 ≡M y1 + y2,

3. pro v²echny vektory x1, y1 ∈ Zd a pro v²echna k ∈ Z platí

x1 ≡M y1 =⇒ kx1 ≡M ky1.

P°ipome¬me, ºe k tomu, aby byla relace ekvivalencí, musí být re�exivní, symetrická a tran-
zitivní. Dále vlastnosti 2 a 3 zaru£ují, ºe relace modulo M je kongruence na Z-modulu Zd. Z
tohoto d·vodu budeme tyto dva pojmy £asto zam¥¬ovat.

Nyní m·ºe nastat otázka, na £em závisí po£et t°íd ekvivalence u dané matice. Odpov¥¤ na
tuto otázku je uvád¥na u autor·, kte°í se v¥nují maticovým numera£ním systém·m, vºdy bez
d·kazu. Proto v této kapitole uvedeme i d·kazy.

V¥ta 33. Pokud M ∈ Zd,d je singulární matice, pak po£et t°íd ekvivalence ≡M je nekone£no.

D·kaz. Cílem d·kazu bude najít nekone£n¥ mnoho vektor·, které nebudou navzájem ekvivalentní
modulo M , a tudíº budou reprezentovat nekone£n¥ mnoho t°íd ekvivalence modulo M .

Nech´ M ∈ Zd,d je singulární matice, pak z°ejm¥ je i MT singulární matice. Z Frobeniovy
v¥ty plyne, ºe pro homogenní soustavu se singulární maticí existuje nenulové °e²ení, ozna£me ho
u ∈ Rd, u 6= 0. Spl¬uje tedy MTu = 0. Protoºe matice MT je celo£íselná, musí ur£it¥ existovat
vektor u s racionálními sloºkami, který °e²í homogenní soustavu s matici MT .

Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme tedy u ∈ Qd, u 6= 0. Nyní hledejme vektor s celo-
£íselnými sloºkami, který °e²í rovnici MTx = 0. Libovolný nenulový násobek °e²ení homogenní
soustavy z°ejm¥ také °e²í danou soustavu, tudíº m·ºeme vzít libovolný násobek vektoru u. De-
�nujme tedy nový vektor w := g · u, kde g ∈ Z je spole£ný jmenovatel v²ech sloºek vektoru u.
Tudíº w ∈ Zd \ {0} a MTw = 0.

Nyní budeme zkoumat celo£íselné násobky vektoru w. Tvrdíme, ºe vektory k1 · w a k2 · w,
kde k1, k2 ∈ Z, jsou ekvivalentní modulo M práv¥ tehdy, kdyº k1 = k2. Z de�nice relace modulo
M vyplývá, ºe

k1 · w ≡M k2 · w ⇔ ∃z ∈ Zd : (k1 − k2) · w = Mz.

Po vynásobení poslední rovnosti zleva vektorem wT a s vyuºitím vlastnosti MTw = 0, a tedy i
(MTw)T = wTM = 0T , dostáváme

k1 · w ≡M k2 · w ⇔ ∃z ∈ Zd : (k1 − k2) · w = Mz =⇒ ∃z ∈ Zd : (k1 − k2)wTw = wTMz = 0.
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Protoºe w je nenulový vektor, musí být i wTw > 0 a tedy platí, ºe pokud vektory k1 ·w a k2 ·w
jsou ekvivalentní modulo M , pak nutn¥ k1 = k2. Obm¥nou této implikace dostáváme

k1 6= k2 =⇒ k1 · w 6≡M k2 · w.

Na²li jsme tedy nekone£n¥ mnoho vektor· ve tvaru kjw, kde kj ∈ Z, které nejsou navzájem
kongruentní, tedy po£et t°íd ekvivalence modulo M je nekone£no.

Pro odvození po£tu t°íd ekvivalence u regulární maticeM budeme vyuºívat rovnob¥ºnost¥ny
v Zd. Kopiemi rovnob¥ºnost¥nu budeme pokrývat celou mnoºinu Zd.

De�nice 34. Rovnob¥ºnost¥nem matice M nazveme mnoºinu

RM = {Mα : α ∈ Rd, α ∈ [0, 1)d}. (2.5)

Podmínka α ∈ [0, 1)d °íká, ºe v²echny sloºky vektoru α ∈ Rd jsou z intervalu [0, 1).
Jedná se o rovnob¥ºnost¥n generovaný vektory M•1, . . . ,M•d, kde výrazem M•j rozumíme

j-tý sloupec matice M .
Poznamenejme, ºe uzáv¥r RM má práv¥ 2d vrchol·. Tyto vrcholy získáme kombinováním a

dosazováním vektor· ej ze standardní báze do p°edpisu M(ei1 + · · · + eik), kde (i1, . . . , ik) je
k-tice vzájemn¥ r·zných prvk· z mnoºiny {1, . . . , d}.

M(e1 + e2)

Me1

Me2

M•1

M•2

Obrázek 2.1: RM pro matici M =

(
3 1
1 2

)

Z obrázku 2.1 m·ºeme vid¥t, ºe z vrchol· uzáv¥ru RM do rovnob¥ºnost¥nu pat°í pouze
ten z po£átku. Následn¥ m·ºeme vid¥t souvislost mezi determinantem matice M a objemem
rovnob¥ºnost¥nu. Jak ukáºe následující lemma, tato £ísla se skute£n¥ rovnají.

Lemma 35. Objem rovnob¥ºnost¥nu RM matice M ∈ Zd,d je roven |detM |.
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D·kaz. Pro singulární matici je tvrzení z°ejmé. Nech´ M je regulární. Ozna£me α =

α1
...
αd

. Z

de�nice objemu vyplývá

vol(RM ) =

∫
RM

1 dx1 . . . dxd =


x1...
xd

 = M

α1
...
αd


 =

∫
α∈[0,1)d

1 · | detM |dα1 . . . dαd =

= |detM |
∫
α∈[0,1)d

1 dα1 . . . dαd = | detM |,

kde jsme v druhém kroku vyuºili v¥tu o substituci v integrálu s Jakobiánem |detM |.

P°íklad 36. Na Penneyho systému v maticové form¥, tedy na systému s bází M =

(
−1 −1
1 −1

)
a abecedou A =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
, ukáºeme, kdy dva vektory x, y ∈ Zd jsou kongruentní:

x ≡M y ⇔ ∃z ∈ Z2 : x− y = Mz ⇔ ∃z1, z2 ∈ Z : x− y = M

(
z1
z2

)
= M•1z1 +M•2z2.

Tedy vektory jsou kongruentní modulo M práv¥ tehdy, kdyº se li²í o celo£íselnou kombinaci
sloupc· matice M .

M•1

M•2

Obrázek 2.2: T°ídy ekvivalence pro matici
(
−1 −1
1 −1

)
. Jedna t°ída je vyzna£ená £ervenými

puntíky a druhá £ernými

Na obrázku 2.2 je také vyzna£en rovnob¥ºnost¥n matice. Pokud vezmeme v úvahu, jaké vr-
choly a hrany obsahuje rovnob¥ºnost¥n(viz obrázek 2.1), m·ºeme vid¥t souvislost mezi po£tem
celo£íselných vektor·, které leºí rovnob¥ºnost¥nu, a po£tem t°íd ekvivalence. Ob¥ tato £ísla jsou
rovna dv¥ma.

Nyní dokáºeme pozorování z komentá°e pod obrázkem 2.2, tedy ºe po£et t°íd ekvivalence
modulo M je roven po£tu celo£íselných vektor· leºící v RM . K tomu budeme pot°ebovat t°i
pomocná tvrzení. První z nich známe z lineární algebry.
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Tvrzení 37. Nech´ Rd je vektorový prostor s euklidovskou normou ||.||, n ∈ Rd normálový
vektor a D > 0. Pak existuje c ∈ R takové, ºe pro kaºdé h ∈ R je vzdálenost nadrovin H1 a H2

s neparametrickými rovnicemi nTx = h a nTx = h + c alespo¬ D, tj. pro v²echna x1, x2 ∈ Rd
takové, ºe nTx1 = h a nTx2 = h+ c platí ||x2 − x1|| > D.

P°ejdeme k druhému pomocnému tvrzení.

Lemma 38. Nech´ M ∈ Zd,d je regulární matice. Pak po£et t°íd ekvivalence ≡M je roven po£tu
vektor· x ∈ Zd takových, ºe x ∈ RM , kde RM je rovnob¥ºnost¥n matice M , tj. po£et t°íd je roven
#Zd ∩RM .

D·kaz. V první £ásti d·kazu ukáºeme, ºe mnoºina Zd ∩RM obsahuje v²echny t°ídy ekvivalence.
Toho docílíme tím, ºe pro libovolný y ∈ Zd najdeme prvek z Zd ∩RM , který je s y kongruentní.

Nech´ y ∈ Zd. Pak ur£it¥ soustava rovnic y = Mγ má °e²ení z Zd, protoºe matice M je
regulární. Ozna£me γ =

(
γ1, . . . , γd

)T °e²ení soustavy y = Mγ a poloºme zi := bγic a αi := γi−zi.
Pak ur£it¥ αi ∈ [ 0, 1) a γi = zi + αi. Ozna£me z a α jako vektory z p°íslu²ných sloºek zi, αi.
Dostáváme

y = Mγ = M(z + α) = Mz +Mα =⇒ y −Mα = Mz =⇒ y ≡M Mα.

Díky volb¥ z ∈ Zd vyplývá, ºe vektor y je v relaci s Mα modulo M . Protoºe y ∈ Zd a Mz ∈ Zd,
tak platí i Mα ∈ Zd. Navíc z konstrukce α vyplývá, ºe α ∈ [0, 1)d a tedy Mα ∈ RM . Na²li jsme
tedy vektor Mα z mnoºiny Zd ∩R, který je v relaci s y.

V druhé £ásti d·kazu ukáºeme, ºe ºádné dva r·zné prvky ze Zd ∩ RM nejsou navzájem
kongruentní. To ukáºeme sporem. M¥jme y1, y2 ∈ Zd ∩ RM a y1 − y2 = Mz pro n¥jaké z ∈ Zd.
Protoºe y1, y2 ∈ RM , tak mají tvar y1 = Mα1, y2 = Mα2 pro α1, α2 ∈ [0, 1)d. Nyní dostáváme

Mα1 −Mα2 = Mz =⇒ z = α1 − α2 ∈ (−1, 1)d ,

kde jsme vyuºili p°edpoklad, ºe matice M je regulární. Zárove¬ s faktem, ºe z ∈ Zd dostáváme,
ºe z = 0 a tedy y1 = y2.

Proto mnoºina Zd ∩RM obsahuje od kaºdé t°ídy ekvivalence práv¥ jednoho reprezentanta, a
tím je d·kaz hotov.

Lemma 39. Nech´ M ∈ Zd,d je regulární matice. Pak #Zd ∩RM = | detM |.

D·kaz. M¥jme N ∈ N, a uvaºujme rovnob¥ºnost¥n RM vynásobený N . Pak dostáváme

N ·RM = {N ·Mα : α ∈ [0, 1)d} = {Mγ : γ ∈ [0, N)d} (2.6)

= {Mα+Mz : α ∈ [0, 1)d , z ∈ {0, . . . , N − 1}d} = RM ⊕ {Mz : z ∈ {0, . . . , N − 1}d},
(2.7)

kde jsme v p°edposledním kroku vyuºili jednozna£ného rozkladu u sloºek vektoru β na celou a
zlomkovou £ást. Ze vztahu (2.6) a (2.7) vidíme, ºe mnoºina N · RM je sjednocením posunutých
kopií rovnob¥ºnost¥nu RM . Díku tomu, ºe #{Mz : z ∈ {0, . . . , N − 1}d} = Nd, je t¥chto
posunutých kopií práv¥ Nd. Ozna£me p := #(R ∩ Zd), pak díky disjunktnosti posunutých kopií
platí #((NRM ) ∩ Zd) = Ndp.

Nyní disjunktn¥ pokryjeme prostor krychli£kami kolem kaºdého celo£íselného vektoru. Pro
kaºdý z ∈ Zd je tato krychli£ka tvaru z +

[
−1

2 ,
1
2

)d a má objemem 1.
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Rovnob¥ºníky, které pokryvají prostor, kde p = 5 Rovnob¥ºník NRM pro N = 2 a Ndp = 20

Ozna£me £íslem PN po£et krychli£ek, které mají s NRM neprázdný pr·nik a QN po£et
krychli£ek, které mají s dopl¬kem NR prázdný pr·nik, tj. celé leºí v NRM . Pak z°ejm¥ platí

QN ≤ vol (NRM ) = Nd| detM | ≤ PN a QN ≤ Ndp ≤ PN .

Objem NRM je Nd| detM |, protoºe objem rovnob¥ºnost¥nu RM je |detM | a násobíme ho
konstantou N v d dimenzích.

c

qN

(N + c)RM + qN

NRM

Nalevo je rovnob¥ºnost¥n NRM s krychli£kami, kde zelen¥ jsou ozna£eny krychli£ky zapo£ítané
do QN a PN a £erven¥ pouze do PN . Napravo je rovnob¥ºnost¥n (N + c)RM + qN . V obou
p°ípadech N = 2.

Nyní chceme vytvo°it v¥t²í rovnob¥ºnost¥n takový, aby se do n¥j ve²el rovnob¥ºnost¥n NRM
i s p°e£nívajícími krychli£kami. Navíc poºadujeme, aby m¥l stejné centrum. Hledáme tedy c > 0
a qN ∈ Rd takové, aby pro kaºdý bod x /∈ (N + c)RM + qN a y ∈ NR platilo ||y − x|| >

√
d,

kde
√
d je diagonála jednotkové krychli£ky v dimenzi d. Tvrzení 37 zaru£uje existenci takového

c, které nezávisí na N , a snadno poté najdeme i qN .
Z°ejm¥ pak platí

PN ≤ vol ((N + c)R+ qN ) = (N + c)d| detM |,
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kde vyuºíváme znalosti, ºe se objem posunutím nem¥ní. Analogicky pak najdeme i druhý odhad,
kdy budeme zmen²ovat rovnob¥ºnost¥n NR, tedy

QN ≥ vol ((N − c)RM + qN ) = (N − c)d|detM |.

Celkov¥ získáváme

(N − c)d| detM | ≤ Ndp ≤ (N + c)d|detM | =⇒
(
N − c
N

)d
| detM | ≤ p ≤

(
N + c

N

)d
|detM |

pro v²echna N ∈ N. Limitním p°echodem N →∞ dostáváme tvrzení v¥ty.

Nyní spojením lemmat 38 a 39 dostáváme následující d·sledek.

V¥ta 40. Nech´ M ∈ Zd,d je regulární matice. Pak po£et t°íd ekvivalence ≡M je roven |detM |.

P°íklad 41. Prozkoumejme, kolik t°íd ekvivalence má Penneyho a Eisenstein·v systém v mati-

covém tvaru. První jmenovaný má dv¥ t°ídy ekvivalence, protoºe
∣∣∣∣det

(
−1 −1
1 −1

)∣∣∣∣ = 2, proto má

v abeced¥ dva prvky, a to A1 =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
. Druhý jmenovaný má t°i t°ídy ekvivalence, nebo´∣∣∣∣det

(
−1 −1
1 −2

)∣∣∣∣ = 3, a tudíº jsou v abeced¥ t°i prvky: A2 =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)
,

(
2
0

)}
.

2.3 Kompletní abeceda maticového systému

V této podkapitole zkoumáme vlastnosti abecedy A, aby numera£ní systém (M,A) mohl
reprezentovat jednozna£n¥ v²echny vektory z mnoºiny Zd.

De�nice 42. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém. Nech´ A spl¬uje:

1. pro v²echny x ∈ Zd existuje a ∈ A takový, ºe x ≡M a,

2. pro v²echny d, e ∈ A takové, ºe d 6= e platí d 6≡M e.

Pak °ekneme, ºe A je kompletní abeceda maticového numera£ního systému (M,A).

D·sledek 43. Mohutnost kompletní abecedy maticového systému s bází M ∈ Zd,d se rovná
|detM |.

D·kaz. Z prvního bodu de�nice kompletní abecedy plyne, ºe kaºdá t°ída ekvivalence má v A
alespo¬ jednoho reprezentanta. Druhý bod °íká, ºe kaºdá t°ída ekvivalence má nejvý²e jednoho
reprezentanta. To implikuje, ºe z kaºdé t°ídy ekvivalence je v kompletní abeced¥ práv¥ jeden
reprezentant. Tedy mohutnost kompletní abecedy je po£et t°íd ekvivalence matice M , a ten je s
vyuºitím d·sledku 40 roven | detM |.

Ukáºeme, ºe první bod de�nice kompletní abecedy je nutnou podmínkou, aby abeceda repre-
zentovala v²echny vektory ze Zd. Jinými slovy, pokud n¥jaká t°ída ekvivalence nemá reprezen-
tanta v kompletní abeced¥, uº nelze reprezentovat v²echny vektory ze Zd.

V¥ta 44. Pokud numera£ní systém (M,A) reprezentuje v²echny vektory ze Zd, pak kaºdá t°ída
ekvivalence má alespo¬ jednoho reprezentanta v A.
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D·kaz. Nech´ x ∈ Zd. Podle p°edpokladu lze x napsat ve tvaru x =
∑n

i=0M
iai, kde ai ∈ A. Pak

ur£it¥ x ≡M a0. Probráním v²ech x ∈ Zd probereme v²echny moºné t°ídy ekvivalence modulo
M , proto i a0 ∈ A musí probíhat v²echny t°ídy ekvivalence. Na²li jsme tedy pro kaºdou t°ídu
ekvivalence modulo M reprezentanta v A.

U druhého bodu de�nice kompletní abecedy se jedná o nutnou podmínku neredundantnosti
maticového systému. Jinými slovy, pokud máme systém s abecedou, která obsahuje z n¥jaké t°ídy
ekvivalence více neº jednoho reprezentanta, je nutn¥ redundantní.

V¥ta 45. Nech´ numera£ní systém (M,A) je neredundantní a reprezentuje v²echny vektory ze
Zd . Pak A obsahuje z kaºdé t°ídy ekvivalence nejvý²e jednoho reprezentanta.

D·kaz. D·kaz provedeme sporem. Nech´ (M,A) je neredundantní a pro spor p°edpokládejme,
ºe existuje t°ída ekvivalence, která má dva reprezentanty v A, tedy, ºe existují d, e ∈ A takové,
ºe d 6= e a d ≡M e.

Dokáºeme, ºe vektor d má dv¥ reprezentace. Z d ≡M e plyne existence z ∈ Zd takového, ºe
d = Mz + e. Pro vektor z z p°edpokladu v¥ty existuje °et¥zec an . . . a0 ∈ A∗, který reprezentuje
z. Pak an . . . a0 e reprezentuje vektor d.

Také °et¥zec d ∈ A∗ je reprezentací vektoru d a ur£it¥ se tyto dva °et¥zce nerovnají, protoºe
d 6= e. Do²li jsme tedy ke sporu.

Následující v¥ta ukazuje, ºe systém obsahující kompletní abecedou je neredundantní.

V¥ta 46. Nech´ (M,A) je maticový systém s kompletní abecedou. Pak kaºdé x ∈ Zd má nanejvý²
jednu reprezentaci v (M,A).

D·kaz. D·kaz ukáºeme sporem. Nech´ x ∈ Zd má dv¥ reprezentace, nech´ tedy platí

x =
n∑
i=0

M iai =
m∑
i=0

M ibi, (2.8)

kdem,n ∈ N a ai, bi ∈ A. Bez újmy na obecnosti m¥jme n ≥ m. Dode�nujme bi = 0 pro i spl¬ující
n ≥ i > m. Protoºe tyto dv¥ reprezentace jsou r·zné, mnoºina index· {i ∈ {0, . . . , n} : ai 6= bi}
je neprázdná. Nech´ j := min{i ∈ {0, . . . , n} : ai 6= bi}. Pokud j > 0, ode£teme od rovnice (2.8)
£íslo a0 a vynásobme jí maticí M−1, poté ode£teme a1 a vynásobíme M−1. Takto pokra£ujeme
aº ode£teme £íslo aj−1 a vynásobíme M−1. Dostáváme

n∑
i=j

M iai =

m∑
i=j

M ibi, (2.9)

kde aj 6= bj . Pak z de�nice kompletní abecedy plyne, º¥ aj 6≡M bj a to spor s rovnicí (2.9).

Spojením p°edchozích t°í v¥t dostáváme d·sledek.

D·sledek 47. Nech´ (M,A) je maticový systém, který reprezentuje v²echny vektory ze Zd. Pak
je neredundantní práv¥ tehdy, kdyº A je kompletní abeceda.

D·kaz. Implikace zprava doleva plyne z v¥ty 46. Implikace zleva doprava plyne z v¥t 44 a 45.

Vince v práci [13] dokázal následující silné tvrzení.
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V¥ta 48. Nech´ (M,A) je maticový systém, který je neredundantní. Pak kaºdé vlastní £íslo
matice M je v absolutní hodnot¥ v¥t²í neº 1, tj. matice M je expanzivní.

V této práci zkoumáme maticové systémy, které mají kompletní abecedu, a tudíº podle v¥ty
47 jsou neredundantní. Pak tvrzení v¥ty 48 zd·vod¬uje, pro£ uvaºujeme pouze expanzivní matice.

Pokud bychom se neomezovali na systémy, které mají kompletní abecedu, vlastní £ísla matice
M by mohly být rovné i 1. To plyne z tvrzení 49, které ukázali Jankauskas a Thuswaldner v £lánku
[6].

V¥ta 49. M¥jme (M,A) maticový numera£ní systém reprezentující v²echny vektory ze Zd. Pak
pro kaºdé vlastní £íslo λ matice M platí, ºe |λ| ≥ 1.

P°íklad 50. Vra´me se k Penneyho a Eisensteinovu systému. Oba tyto systémy reprezentují
mnoºinu Zd, tudíº z v¥ty 44 plyne, ºe kaºdá t°ída ekvivalence má v abeced¥ alespo¬ jednoho
reprezentanta. Se znalostí determinantu matice M a tedy i mohutnosti potenciální kompletní
abecedy m·ºeme °íct, ºe abeceda neobsahuje víc neº jednoho reprezentanta z kaºdé t°ídy. Tudíº
oba tyto systémy disponují kompletní abecedou.

2.4 Indukované maticové normy

V této £ásti p°ipomeneme vlastnosti normy vektorových prostor·. Tyto normy budeme hojn¥
vyuºívat ve t°etí kapitole ke zkoumání maticových systém·. Nejd°íve zavedeme skalární sou£in,
tak jak se obvykle de�nuje v lineární algeb°e [2].

De�nice 51. Nech´ V je vektorový prostor nad t¥lesem T ⊂ C. Zobrazení h : V × V → T
nazveme skalárním sou£inem vektorového prostoru V , pokud pro v²echny x, y, z ∈ V, α ∈ T platí:

1. pozitivní de�nitnost: h(x, x) ≥ 0 a h(x, x) = 0 ⇔ x = 0,

2. hermitovskost: h(x, y) = h(y, x),

3. linearita v prvním argumentu: h(αx+ y, z) = αh(x, z) + h(y, z).

De�nice 52. Nech´ V je vektorový prostor nad t¥lesem T ⊂ C, zobrazení ||.|| : V → [0,∞)
nazveme normou na vektorovém prostoru V , pokud pro v²echny x, y ∈ V, α ∈ T platí:

1. ||x|| = 0 ⇔ x = 0,

2. ||αx|| = |α| · ||x||,

3. trojúhelníková nerovnost: ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Nyní uvedeme dva p°íklady norem.

P°íklad 53. Nech´ h je skalární sou£in na V . Pak lze snadno ov¥°it, ºe zobrazení de�nované jako
x 7→

√
h(x, x) je norma na V. Tuto normu nazýváme normou indukovanou skalárním sou£inem

h.
Speciáln¥ pro standardní skalární sou£in de�novaný pro kaºdé x, y ∈ Cd jako

h(x, y) =

n∑
i=1

xiyi = y∗x
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je indukovaná norma rovna

||x||e =

√√√√ n∑
i=1

|xk|2 =
√
x∗x.

Tuto normu nazýváme euklidovskou normou na Cd a zna£íme ||.||e.

P°íklad 54. Nech´ P ∈ Cd,d je regulární matice. Ov¥°íme, ºe zobrazení Cd → [0,∞) de�nované
jako x 7→ ||Px||e je normou na prostoru Cd. Nech´ x, y ∈ Cd a α ∈ T :

1. ||Px||e = 0 ⇔ x = 0: S vyuºitím Frobeniovy v¥ty, která °íká, ºe homogenní soustava s
regulární maticí má pouze triviální °e²ení dostáváme:

||Px||e = 0 ⇔ Px = 0 ⇔ x = 0.

2. Rovnost
||P (αx)||e = ||α(Px)||e = |α| · ||Px||e

a nerovnost
||P (x+ y)||e = ||Px+ Py||e ≤ ||Px||e + ||Py||e

plyne z faktu, ºe euklidovská norma spl¬uje pozitivní homogenitu a trojúhelníkovou nerov-
nost.

Pro matice jako prvky vektorového prostoru Cd,d budeme vyuºívat normy indukované normou
v Cd.

De�nice 55. Nech´ ||.|| je norma na vektorovém prostoru Cd, a nech´ A ∈ Cd,d. �íslo ||A|| :=
supx∈Cd,||x||=1 ||Ax|| nazveme indukovanou normou matice A p°íslu²nou norm¥ ||.||.

V¥ta 56. Nech´ Cd je vektorový prostor nad C. Pak pro normu ||.|| na prostoru Cd a její indu-
kovanou normu matice A ∈ Cd,d platí:

1. indukovaná norma je normou na prostoru Cd,d,

2. pro v²echny x ∈ Cd : ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||,

3. %(A) ≤ ||A||.

D·kaz. 1. Abychom ukázali, ºe se jedná o normu, musíme ov¥°it 3 body z de�nice normy.
Nech´ A,B ∈ Cd,d, α ∈ T :

(a) ||A|| = 0 ⇔ A = 0: dokaºme implikaci zleva doprava:

||A|| = sup
||x||=1

||Ax|| = 0 =⇒ ||Ax|| = 0 pro kaºdé x ∈ Cd takové, ºe ||x|| = 1.

Odtud Ax = 0 pro kaºdé x ∈ Cd.

Opa£ná implikace je z°ejmá.

(b) ||A + B|| ≤ ||A|| + ||B||: s vyuºitím trojúhelníkové nerovnosti pro normu na Cd do-
stáváme:

||A+B|| = sup
||x||=1

||(A+B)x|| ≤ sup
||x||=1

(||Ax||+ ||Bx||) ≤

≤ sup
||x||=1

||Ax||+ sup
||x||=1

||Bx|| = ||A||+ ||B||.
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(c) ||αA|| = |α| · ||A||:

||αA|| = sup
||x||=1

||(αA)x|| = sup
||x||=1

|α| · ||Ax|| = |α| sup
||x||=1

||Ax|| = |α| · ||A||,

kde ve druhém kroku jsme vyuºili vlastnosti normy na Cd.

2. Pro v²echny nenulové x ∈ Cd platí:

||Ax||
||x||

≤ sup
x 6=0

||Ax||
||x||

= sup
x6=0
||A
(

x

||x||

)
|| = sup

||y||=1
||Ay|| = ||A||,

kde u druhého suprema vyuºíváme faktu, ºe zkoumá jen mnoºinu jednotkových vektor·.
Nyní vynásobením ||x|| získáváme ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x|| pro nenulové x ∈ Cd. Navíc tato
nerovnost platí i pro x = 0, získali jsme tedy platnost pro v²echny x ∈ Cd.

3. Nech´ λ je vlastní £íslo matice A a nech´ u je vlastní vektor matice A p°íslu²ný vlastnímu
£íslu λ takový, ºe ||u|| = 1. Pak platí:

||A|| = sup
||x||=1

||Ax|| ≥ ||Au|| = ||λu|| = |λ| · ||u|| = |λ|.

Tato nerovnost platí pro libovolné vlastní £íslo matice A, platí tedy i pro maximum z
vlastních £ísel matice A. Dostáváme ||A|| ≥ maxλ∈σ(A) |λ| = %(A).

Po£ítat indukovanou normu matice z de�nice vyºaduje prozkoumat nekone£nou mnoºinu
vektor·. Proto uvedeme speciální p°ípad normy, u které bude po£ítání indukované normy z
matice mnohem snaz²í.

D·kaz v¥t 57 a 60 je p°evzat z [5]. My je v²ak rozepisujeme do detail· protoºe parametry,
které se v konstrukci vyskytnou, pot°ebujeme znát v explicitním tvaru. V p·vodním d·kazu jsou
uvád¥ny pouze jako hodnoty pomocí Landauovy symboliky malé o.

V¥ta 57. Nech´ A ∈ Cd,d je diagonalizovatelná matice. Pak existuje norma na Cd taková, ºe pro
její indukovanou normu matice A platí ||A|| = %(A).

D·kaz. Nech´ A je diagonalizovatelná matice. Pak ji lze zapsat ve tvaru A = P−1DP , kde P je
regulární matice a D diagonální matice.

Nyní de�nujme normu N : Cd → [0,∞) pro kaºdé x ∈ Cd jako N(x) = ||Px||e. Z p°íkladu
54 plyne, ºe se opravdu jedná o normu, indukuje tedy maticovou normu pro A jako ||A|| =
sup||Px||e=1N(Ax). Rozepi²me nyní výraz

(N(Ax))2 = ||PAx||2e = ||DPx||2e = (DPx)∗(DPx) = (Px)∗D∗D(Px) =

=

d∑
i=1

(Px)i|λi|2(Px)i ≤ (%(A))2(Px)∗(Px) = (%(A))2||Px||2e,

kde jsme vyuºili faktu, ºe matice D je diagonální a obsahuje vlastní £ísla na diagonále. Nyní pro
v²echny vektory spl¬ující ||Px||e = 1 platí N(Ax) ≤ %(A), coº implikuje:

||A|| = sup
||Px||e=1

N(Ax) ≤ %(A).

Odhad z druhé strany ||A|| ≥ %(A) platí pro libovolnou indukovanou normu z v¥ty 56.
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P°eformulujme tvrzení v¥ty do tvaru, ve kterém vidíme jak se konstruuje daná indukovaná
norma.

D·sledek 58. Nech´ A ∈ Cd,d je diagonalizovatelná matice a nech´ P je regulární matice taková,
ºe A = P−1DP , kde D je diagonální matice. Pak zobrazení x 7→ ||Px||e je norma na Cd a její
indukovaná norma matice A spl¬uje ||A|| = %(A).

P°edchozí v¥ta platí pouze pro diagonalizovatelné matice, tudíº bychom cht¥li zobecnit toto
tvrzení i pro nediagonalizovatelné matice. K tomuto ú£elu nejprve dokáºeme následující lemma.

Lemma 59. Nech´ v²echny prvky matice M ∈ Cd,d jsou omezeny konstantou K, tj. pro v²echna
i, j ∈ {1, . . . , d} platí |Mij | ≤ K. Pak pro kaºdé y ∈ Cd platí |y∗My| ≤ dKy∗y.

D·kaz. Snadno si rozmyslíme, ºe pro libovolnou konvexní funkci f : R→ R platí

f

(
1

d

d∑
i=1

ai

)
≤ 1

d

d∑
i=1

f(ai),

coº znamená, ºe funk£ní hodnota pr·m¥ru je men²í nebo rovna pr·m¥ru funk£ních hodnot.
Speciáln¥ pro funkci f(x) = x2, která je z°ejm¥ konvexní, platí(

1

d

d∑
i=1

ai

)2

≤ 1

d

d∑
i=1

a2i .

S vyuºitím této nerovnosti m·ºeme upravit výraz

|y∗My| =

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

yi(My)i

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
d∑
i=1

yi

d∑
j=1

Mijyj

∣∣∣∣∣∣ ≤
d∑
i=1

|yi|
d∑
j=1

|Mij ||yj | ≤ K
d∑
i=1

|yi|
d∑
j=1

|yj | =

= K

(
d∑
i=1

|yi|

)2

≤ Kd
d∑
i=1

|yi|2 = Kdy∗y,

a tímto je d·kaz hotov.

Pro nediagonalizovatelné matice neplatí, ºe bychom byli schopni nalézt normu takovou, ºe
její indukovaná norma p°ímo rovnala spektrálnímu polom¥ru. Ale zato dokáºeme najít normu
tak, aby její indukovaná norma byla spektrálnímu polom¥ru blízko.

V¥ta 60. Nech´ A ∈ Cd,d a nech´ P ∈ Cd,d je regulární matice taková, ºe matice P−1AP
má Jordan·v tvar. Pak pro libovolné ε > 0 existuje norma ||.||P,ε na Cd taková, ºe pro její
indukovanou normu matice A platí ||A||P,ε ≤ %(A) + ε.

D·kaz. Nech´ P−1AP má Jordan·v tvar. Pak lze psátP−1AP = Jk1(λ1) ⊕ . . . ⊕ Jks(λs), kde
Jki(λi) jsou Jordanovy bloky °ádu ki p°íslu²né vlastnímu £íslu λi. P°ipome¬me, ºe Jordan·v blok
Jm(λ) má tvar

Jm(λi) = λIm +



0 1 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


∈ Cm,m.
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Zvolme δ > 0 a de�nujme matici Bm °ádu m jako

Bm :=


1 0 · · · 0

0 δ
...

...
. . . 0

0 · · · 0 δm−1

 ∈ Rm,m. (2.10)

Nyní pro blok Jm(λi) provedeme úpravu s maticí Bm a dostaneme

B−1m Jm(λi)Bm = λIm + δ



0 1 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · · · · · · · 0


.

Zopakujme tento postup pro kaºdý Jordan·v blok matice P−1AP . De�nujmeB := Bk1⊕. . .⊕Bks ,
kde ki jsou °ády p°íslu²ných Jordanových blok·. Pak získáme rovnost

B−1P−1APB = D + δE, (2.11)

kde matice E je nulová aº na prvky t¥sn¥ nad diagonálou, kde se vyskytují jedni£ky a nuly.
Nyní p°ejdeme k de�nici normy, která závisí na ε a na matici P , která p°evádí matici A do

Jordanového tvaru. De�nujme normu pro v²echny x ∈ Cd jako ||x||P,ε := ||B−1P−1x||e. Skute£n¥
se jedná o normu, protoºe matice B−1 je regulární, tedy i sou£in B−1P−1 je regulární. Zkoumejme
nyní výraz ||A|| = sup||x||P,ε=1 ||Ax||P,ε. S vyuºitím vztahu (2.11) a transformace y = B−1P−1x
dostáváme

||Ax||2P,ε = ||B−1P−1Ax||2e = ||(D + δE)B−1P−1x||2e =

= ||(D + δE)y||2e = y∗(D∗ + δE∗)(D + δE)y =

= y∗(D∗D + δD∗E + δE∗D + δ2E∗E)y = y∗D∗Dy + δy∗(D∗E + E∗D + δE∗E)y.

Pro vektory spl¬ující ||x||P,ε = ||B−1P−1x||e = ||y||e = 1 a pro první £ást výrazu máme

y∗D∗Dy =

d∑
i=1

yi|λi|2yi ≤ %(A)2y∗y = %(A)2||y||2e = %(A)2.

Pro odhad druhé £ásti výrazu m·ºeme vypozorovat, ºe matice (D∗E+E∗D+δE∗E) má v²echny
prvky omezené konstantou %(A)+δ, tudíº lze pouºít lemma 59 a pro vektory ||y||e = 1 dostáváme

δy∗(D∗E + E∗D + δE∗E)y ≤ δd(%(A) + δ)y∗y = δd(%(A) + δ).

Nyní m·ºeme oba odhady spojit a pro indukovanou normu matice A máme

||A||2P,ε = sup
||x||P,ε=1

||Ax||2P,ε ≤ (%(A))2 + δd(%(A) + δ)
!
≤ (%(A) + ε)2.

Pro pevné ε > 0 ur£it¥ m·ºeme najít δ > 0 tak, aby platila nerovnost ozna£ena vyk°i£níkem,
protoºe

lim
δ→0+

δd(%(A) + δ) = 0.
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Na²li jsme tedy normu ||.||P,ε zkonstruovanou pomocí tohoto δ, pro jejíº indukovanou normu
matice A platí

||A||P,ε = sup
||x||P,ε=1

||Ax||P,ε ≤ %(A) + ε.

P°eformulujme v¥tu do tvrzení, které napoví, jak danou normu konstruovat.

D·sledek 61. Nech´ A ∈ Cd,d a nech´ P ∈ Cd,d je regulární matice taková, ºe matice P−1AP má
Jordan·v tvar. Nech´ δ > 0 spl¬uje pro dané ε > 0 nerovnost %(A)2 +δd(%(A)+δ) ≤ (%(A)+ε)2.
Pak pro normu de�novanou pro v²echna x ∈ Cd jako ||x||P,ε := ||B−1P−1x||e, kde vznik matice
B s vyuºitím £ísla δ je popsán vtahem (2.10), platí, ºe její indukovaná norma spl¬uje nerovnost
||A||P,ε ≤ %(A) + ε.
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Kapitola 3

Reprezentace vektor· v maticovém
systému

V této kapitole hledáme posta£ující a nutnou podmínku maticového systému, k tomu, aby
reprezentoval celou mnoºinu Zd. Nejd°íve p°edstavíme obdobný algoritmus jako v pozi£ních nu-
mera£ních systémech pro hledání reprezentace v maticovém numera£ním systému.

Základní algoritmus pro maticové systémy: Hledání reprezentace pro x ∈ Zd v
maticovém systému (M,A) s kompletní abecedou

vstup : vektor x ∈ Zd, pro který hledáme reprezentaci v (M,A)
výstup: °et¥zec a ∈ A∗, který vyjad°uje reprezentaci x v (M,A), tzn x =

∑n
i=0M

iai
1 i := 0
2 while x 6= 0 do
3 najdi ai ∈ A tak, aby ai ≡M x
4 x := M−1(x− ai)
5 i := i+ 1

6 end
7 n := i− 1
8 a := anan−1 . . . a0
9 return a

Algoritmus má tém¥° stejný tvar jako první algoritmus pro hledání reprezentací u pozi£ních
systém·, pouze jsme nahradili £ísla vektory, bázi maticí, a kongruenci modulo β kongruencí
modulo M .

Následující v¥ta umoºní zkoumat, kdy má vektor reprezentaci v (M,A), pomocí základního
algoritmu.

V¥ta 62. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém s kompletní abecedou. Pak základní algo-
ritmus je pro dané x ∈ Zd kone£ný práv¥ tehdy, kdyº x má v (M,A) reprezentaci.

D·kaz. Dokaºme nejprve implikaci zleva doprava. Pokud základní algoritmus skon£í po ko-
ne£n¥ mnoha krocích, dostaneme °et¥zec anan−1 . . . a0. Ov¥°me, ºe se jedná skute£n¥ o (M,A)-
reprezentaci vektoru x.

Ozna£me x(n) vektor x v i-té iteraci. Z°ejm¥ x(0) = x. Pro a0 platí, ºe existuje z0 ∈ Zd
takový, ºe x = x(0) = Mz0 + a0. Pro a1 existuje z1 takový, ºe x(1) = Mz1 + a1, a navíc

49
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x(1) = M−1(x(0) − a0). Po spojení t¥chto dvou vztah· a vynásobení maticí M dostaneme x =
M2z1 + Ma1 + a0. Takto pokra£ujeme aº k indexu n, kde dostáváme existenci zn takového, ºe
x = Mn+1zn +

∑n
j=0M

jaj a z podmínky, ºe x(i) = 0 a rovnosti Mzn = x(n−1) − an plyne, ºe
zn = M−1(x(n−1) − an) = x(n) = 0 a tedy i zn = 0. Dostali jsme rovnost x =

∑n
j=0M

jaj .
Pro opa£nou implikaci z p°edpokladu plyne, ºe x má reprezentaci ve tvaru x =

∑n
j=0M

jej ,
kde ej ∈ A. V prvním kroku hledáme a0 ∈ A takový, ºe a0 ≡M x =

∑n
j=0M

jaj . Protoºe
A obsahuje z kaºdé t°ídy práv¥ jednoho reprezentanta plyne, ºe a0 = e0. Následn¥ x(1) :=∑n

j=1M
j−1ej , a stejným zp·sobem dostaneme zase rovnost a1 = e1.

Po n+ 1 krocích máme x(n) =
∑n

j=nM
j−nej = en. Nyní an = en a

x(n+1) := M−1(x(n)−an) = M−1(en−an) = 0. Algoritmus tedy pro x, které má reprezentaci
v (M,A), v n+ 1-ím kroku skon£il.

Pozd¥ji budeme zkoumat jednotlivé iterace základního algoritmu, proto de�nujme funkci,
která odpovídá operacím na °ádku 3 a 4 v základním algoritmu.

De�nice 63. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém s kompletní abecedou. Funkci T :
Zd → Zd de�novanou pro v²echna x ∈ Zd jako T (x) := M−1(x− a), kde a ∈ A spl¬uje a ≡M x,
nazveme reduk£ní funkcí základního algoritmu.

Z faktu, ºeA je kompletní abeceda, plyne existence práv¥ jednoho a ∈ A takového, ºe a ≡M x.
Vektor x má tedy jednozna£n¥ ur£ený obraz a jedná se skute£n¥ o funkci. Navíc z de�nice relace
modulo M platí, ºe M−1(x− a) ∈ Zd.

Poznámka 64. Pokud má vektor T (x) reprezentaci em . . . e0 v (M,A), pak vektor x má také v
(M,A) reprezentaci a je rovna em . . . e0 a, kde a ∈ A je vektor spl¬ující a ≡M x.

Ov¥°me nyní toto tvrzení. Podle p°edpoklad· lze zapsat T (x) =
∑m

i=0M
iei a zárove¬ z de�nice

plyne T (x) = M−1(x − a), kde a ≡M x. Po spojení t¥chto dvou rovností a vynásobením maticí
M a p°i£tením vektoru a dostáváme

x =

m∑
i=0

M i+1ei + a,

a to znamená, ºe x má v (M,A) reprezentaci em . . . e0 a.
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Nyní p°edstavíme dal²í algoritmus, který usnadní kontrolu kone£nosti základního algoritmu.

Roz²í°ený algoritmus: Algoritmus pro kontrolu kone£nosti základního algoritmu

vstup : vektor x ∈ Zd, pro který sledujeme, zda základní algoritmus skon£í
výstup: odpov¥¤, zda základní algoritmus po kone£n¥ krocích skon£í

1 pole := prázdné pole vektor· ze Zd
2 while x 6= 0 do
3 if x je v poli then
4 return false
5 end
6 vloº x do pole
7 x := T (x)

8 end
9 return true

Krok na °ádku 7, tedy kde volíme nové x jako x := T (x), odpovídá dv¥ma krok·m v zá-
kladním algoritmu, a to hledání a ∈ A takového, ºe a ≡M x a volb¥ x := M−1(x − a). Na
rozdíl od základního algoritmu prvky z abecedy nezapisujeme do pole a nevracíme °et¥zec, který
reprezentuje x.

Poznamenejme, ºe v tomto algoritmu vytvá°íme pole vektor·, kam zapisujeme, jakých hodnot
vektor x v pr·b¥hu algoritmu nabýval. Pokud v n¥které z dal²ích iterací dostaneme vektor,
kterého jiº vektor x nabýval, znamená to, ºe se roz²í°ený algoritmus zacyklil, a tedy, ºe základním
algoritmus neskon£í po kone£n¥ mnoha krocích.

Z°ejm¥ platí, ºe roz²í°ený algoritmus skon£í výstupem true, práv¥ kdyº skon£í základní algo-
ritmus. M·ºeme tedy pouºívat tento roz²í°ený algoritmus, díky v¥t¥ 62. ke kontrole, zda vektor
x ∈ Zd má reprezentaci v (M,A).

Testovat, zda maticový systém reprezentuje celou mnoºinu Zd, tímto zp·sobem je nemoºné,
protoºe bychom museli otestovat nekone£n¥ mnoho vektor·.

3.1 Koule v neeuklidovské metrice

Pro návrh kone£né testovací mnoºiny budeme vyuºívat metriku, jejíº existenci zaru£uje v¥ta
60. Tuto v¥tu budeme aplikovat na reálnou matici M−1, kde M je báze numera£ního systému.
I kdyº je matice M−1 reálná, matice P ur£ující metriku m·ºe být komplexní. Tento hendikep
nám pom·ºe odstranit tato podkapitola.

Tvrzení 65. Nech´ R ∈ Rd,d je regulární matice a K ∈ R,K > 0. Pak mnoºina {y ∈ Rd :
(Ry)TRy ≤ K2} je omezená.

D·kaz. Ozna£me mnoºinu B := {y ∈ Rd : (Ry)TRy ≤ K2}. Najdeme omezenou mnoºinu B
′

takovou, ºe B ⊂ B′ , pak z°ejm¥ mnoºina B bude omezená. Pro vektory y ∈ B platí

K2 ≥ (Ry)TRy =
d∑
i=1

(Ry)i(Ry)i =
d∑
i=1

(Ry)2i =⇒

=⇒ ∀i ∈ {1, . . . , d} : (Ry)2i ≤ K2 ⇔ ∀i ∈ {1, . . . , d} : (Ry)i ∈ [−K,K] .
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De�nujme mnoºinu B
′
jako B

′
:= {y ∈ Rd : (Ry)i ∈ [−K,K] ,∀i ∈ {1, . . . , d}}. Pak jist¥ platí

B ⊂ B′ . Nyní sta£í ukázat, ºe B′ je omezená. Pro vektory z mnoºiny B
′
platí

y ∈ B′ ⇔ Ry ∈ [−K,K]d ⇔ y ∈ R−1 [−K,K]d .

Mnoºina [−K,K]d je uzav°ená a omezená mnoºina ve vektorovém prostoru Rd, je tedy i kom-
paktní. Násobení maticí R−1 je jist¥ spojité zobrazení, a to znamená, ºe zobrazuje kompaktní
mnoºiny na kompaktní mnoºiny. To jiº implikuje, ºe mnoºina R−1 [−K,K]d je kompaktní, tedy
i omezená.

D·sledek 66. Nech´ R ∈ Rd,d je regulární matice a K ∈ R,K > 0. Pak mnoºina {y ∈ Zd :
(Ry)TRy ≤ K2} je kone£ná.

D·kaz. Pr·nik omezené mnoºiny v Rd s m°íºkou Zd je kone£ná mnoºina.

Tvrzení 67. Nech´ P ∈ Cd,d regulární matice. Pak existuje regulární matice R ∈ Rd,d taková, ºe
pro v²echna x ∈ Rd platí (Px)∗Px = (Rx)TRx.

D·kaz. Rozd¥lme si matici P ∈ Cd,d na reálnou a imaginární £ást P = A+ iB, kde A,B ∈ Rd,d.
S vyuºitím de�nice euklidovské normy pro x ∈ Rd dostáváme

R ∈||Px||2e = ||(A+ iB)x||2e = ((A+ iB)x)∗(A+ iB)x = xT (A− iB)T (A+ iB)x =

= xT (ATA+BTB)x+ ixT (ATB −BTA)x =⇒ ||Px||2e = xT (ATA+BTB)x.

Ozna£me matici H := ATA + BTB. Matice H ∈ Rd,d je z°ejm¥ symetrická a navíc i pozitivn¥
de�nitní, protoºe pro nenulové x ∈ Rd platí x∗Hx = ||Px||2e > 0. Tudíº matici H m·ºeme
rozloºit podle Choleského rozkladu na H = RTR, kde R ∈ Rd,d. Dostali jsme tedy rovnost
||Px||2e = (Px)∗Px = (Rx)TRx.

Zbývá dokázat, ºe R je regulární matice. Pokud by byla singulární, m¥la by netriviální jádro,
to znamená, ºe by existoval nenulový x ∈ Rd takový, ºe Rx = 0 a to by byl spor s faktem, ºe
||Px||e je norma.

Nyní dokáºeme d·leºité tvrzení, a to ºe mnoºina {x ∈ Zd : ||x|| ≤ K}, kterou m·ºeme
interpretovat jako uzav°enou kouli v norm¥ ||.||, je kone£ná.

V¥ta 68. Nech´ P ∈ Cd,d je regulární matice, nech´ ||.|| je norma de�novaná pro v²echna Cd
jako ||x|| = ||Px||e a nech´ K ∈ R. Pak mnoºina B := {x ∈ Zd : ||x|| ≤ K} je kone£ná.

D·kaz. Pro K ≤ 0 je mnoºina z°ejm¥ kone£ná. Uvaºujme tedy p°ípad K > 0. Pro regulární
matici P ∈ Cd,d existuje z tvrzení 67 matice R ∈ Rd,d taková, ºe (Rx)TRx = (Px)∗Px = ||Px||2e
pro v²echna x ∈ Rd. Podle d·sledku 66 platí, ºe mnoºina {x ∈ Zd : (Ry)TRy < K2} = {x ∈
Zd : ||Px||2e ≤ K2} je kone£ná. Díky podmínce K > 0 a kladnosti normy platí, ºe x ∈ Zd spl¬uje
||Px||2e ≤ K2 práv¥ tehdy, kdyº ||Px||e ≤ K. Tímto je d·kaz hotov.

Pozd¥ji se bude hodit odhad velikosti sloºek vektor·, které pat°í do mnoºiny {x ∈ Zd :
||Px||e ≤ K}. K tomu poslouºí následující poznámka.

Poznámka 69. Nech´ γ > 0 a P ∈ Cd,d je regulární matice. Hledejme £íslo α ∈ R takové, ºe
pro v²echna y ∈ {x ∈ Zd : ||Px||e ≤ γ} platí |yi| ≤ α pro v²echna i ∈ {1, . . . , d}. Tedy ºe platí
následující implikace

y ∈ {x ∈ Zd : ||Px||e ≤ γ} =⇒ y ∈ [−α, α]d . (3.1)
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Tvrzení v¥ty 67 °íká, ºe platí rovnost {x ∈ Zd : ||Px||e ≤ γ} = {x ∈ Zd : (Rx)T (Rx) ≤ γ2}
pro matici R ∈ Rd,d, jejíº vznik je popsán v d·kazu. Nejd°íve jsme rozloºili matici P ∈ Cd,d
na reálnou a komplexní £ást, tedy P = A + iB, kde A,B ∈ Rd,d. Následn¥ jsme dostali matici
R ∈ Rd,d z Choleského rozkladu pro matici ATA+BTB, tedy ATA+BTB = RTR.

Nyní z d·kazu v¥ty 65 m·ºeme vid¥t, ºe platí

y ∈ {x ∈ Zd : (Rx)T (Rx) ≤ γ2} =⇒ y ∈ R−1 [−γ, γ]d = γR−1 [−1, 1]d .

Pokud se zam¥°íme pouze na jednu sloºku vektoru y, m·ºeme z de�nice násobení matice a vektoru
vyvodit, ºe yi = γ

∑d
j=1(R

−1)ijaj, pro n¥jaké ak ∈ [−1, 1], kde k ∈ {1, . . . , d}. Zkoumejme nyní
£íslo yi v absolutní hodnot¥ a s vyuºitím trojúhelníkové nerovnosti dostáváme

|yi| = γ

∣∣∣∣∣∣
d∑
j=1

(R−1)ijaj

∣∣∣∣∣∣ ≤ γ
d∑
j=1

|(R−1)ij ||aj | ≥ γ
d∑
j=1

|(R−1)ij |.

Dostali jsme tedy odhad pro jednu sloºku vektoru y. Nyní nalezneme odhad pro kaºdou sloºku
vektoru y, a vezmeme maximum z nich, abychom dostali univerzální konstantu pro v²echny sloºky.

Formáln¥ dostáváme α := γmaxi∈{1,...,d}
∑d

j=1 |(R−1)ij |. �íslo
∑d

j=1 |(R−1)ij | odpovídá
sou£tu absolutních hodnot prvk· i-tého °ádku matice R−1.

3.2 Testovací mnoºina pro maticové systémy

V této £ásti se jiº dostáváme k posta£ující a nutné podmínce pro maticový systém, aby repre-
zentoval v²echny vektory ze Zd. Nejprve vyslovíme dv¥ pomocné v¥ty, které následn¥ pouºijeme
k d·kazu výsledného tvrzení

První z t¥chto v¥t poºaduje, aby pro vektory, které nejsou v mnoºin¥ B := {x ∈ Zd : ||x|| ≤ c}
hodnota obecné funkce T v norm¥ ost°e klesala. Poté v¥ta zaru£í, ºe pro vektor, který není v
mnoºin¥ B, se kone£n¥ mnoha iteracemi funkce T na tento vektor dostaneme do mnoºiny B.
Nestane se tedy, ºe by hodnota v norm¥ klesala v dopl¬ku mnoºiny B do nekone£na.

V¥ta 70. Nech´ ||.|| je norma na Cd z v¥ty 68, T je libovolná funkce Zd → Zd a c ∈ R je kladné
£íslo. P°edpokládejme, ºe pro v²echna y ∈ Zd spl¬ující ||y|| > c platí ||T (y)|| < ||y||. Pak pro
kaºdé y ∈ Zd existuje n ∈ N takové, ºe ||Tn(y)|| ≤ c.

D·kaz. Nech´ y ∈ Zd je libovolný vektor. Pokud ||y|| ≤ c, pak m·ºeme za n zvolit nulu. Uvaºujme
tedy ||y|| > c. Z v¥ty 68 pro konstantu K := ||y|| plyne, ºe mnoºina C := {x ∈ Zd : ||x|| ≤ ||y||}
je kone£ná. Tudíº je kone£ná i mnoºina C

′
= {||x|| ∈ Zd : x ∈ C}.

Ozna£me v1, v2, . . . , vm r·zné prvky mnoºiny C
′
, kde m ∈ N je po£et prvk· C

′
, a poºadujme

navíc v1 < v2 < . . . < vm. Pak z°ejm¥ vm = ||y|| > c. Ozna£me j ∈ {1, . . . ,m} nejv¥t²í index
takový, ºe vj ≤ c.

Po aplikaci funkce T na vektor y dostáváme vm = ||y|| > ||T (y)|| a proto i vektor T (y)
pat°í do mnoºiny C, musí tedy existovat index i1 ∈ {1, . . . ,m} takový, ºe vi1 = ||T (y)||. Protoºe
vm > ||T (y)|| = vi1 , musí navíc platit i1 < m.

Tento postup m·ºeme zopakovat pro vektor T (y) a dostaneme index i2 takový, ºe i2 < i1 < m.
Protoºe posloupnost index· ik je ost°e klesající, musí existovat index n ∈ N takový, ºe in ≤ j.
Pak jiº nutn¥ ||Tn(y)|| = vin ≤ vj ≤ c.
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y

vm

vm−1

T (y)

c

vj

vj−1

v1

vi1

Obrázek 3.1: Znázorn¥ní £ísel vj a vi1 na p°íkladu s euklidovskou normou, tedy pro volbu P = I

Následující v¥ta zaru£í, ºe reduk£ní funkce T pro systém (M,A) spl¬uje p°edpoklady p°ed-
chozí v¥ty, a to pro £íslo c = maxa∈A

||M−1||||a||
1−||M−1|| . P°ipome¬me, ºe reduk£ní funkce je de�novaná

pro x ∈ Zd jako T (x) = M−1(x− a), kde a ∈ A spl¬uje a ≡M x.

V¥ta 71. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém s kompletní abecedou, nech´ ||.|| je norma
na prostoru Rd, jejíº indukovaná norma spl¬uje ||M−1|| < 1. Ozna£me

γ = max
a∈A

||M−1||||a||
1− ||M−1||

.

Pak pro v²echny x ∈ Zd spl¬ující ||x|| > γ platí, ºe ||T (x)|| < ||x||, kde T je reduk£ní funkcí
základního algoritmu.

D·kaz. Nech´ x ∈ Zd je vektor spl¬ující ||x|| > γ a a ∈ A takový, ºe a ≡M x. Pak s pouºitím
trojúhelníkové nerovnosti a vlastnosti indukované normy dostáváme

||T (x)|| = ||M−1(x− a)|| ≤ ||M−1||||x− a|| ≤ ||M−1||(||x||+ ||a||)
?
< ||x||,

||M−1||||a||
1− ||M−1||

?
< ||x||.

Otazníkem jsme ozna£ili rovnici, jejíº vlastnost chceme ov¥°it. Díky tomu, ºe pro v²echna a ∈ A
platí

||x|| > γ = max
a∈A

||M−1||||a||
1− ||M−1||

≥ ||M
−1||||a||

1− ||M−1||
,

získáváme jiº platnost rovnice s otazníkem, tudíº i tvrzení v¥ty pro v²echna x ∈ Zd spl¬ující
||x|| > γ.

Dostáváme se nakonec k nejd·leºit¥j²í v¥t¥ této kapitole, a to k posta£ující a nutné podmínce
pro to, aby maticový systém reprezentoval mnoºinu Zd.

V¥ta 72. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém s kompletní abecedou, nech´ ||.|| je norma
na prostoru Rd, jejíº indukovaná norma spl¬uje ||M−1|| < 1, a bu¤

γ = max
a∈A

||M−1||||a||
1− ||M−1||

. (3.2)
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Ozna£me
B := {x ∈ Zd : ||x|| ≤ γ}. (3.3)

Pak kaºdé x ∈ Zd má (M,A)-reprezentaci práv¥ tehdy, kdyº kaºdé x ∈ B má (M,A)-reprezentaci.

D·kaz. Implikace zleva doprava je z°ejmá, dokazujme tedy opa£ný sm¥r.
Nech´ x ∈ Zd je libovolný vektor a T je reduk£ní funkce. Pokud x ∈ B, pak z p°edpokladu

má reprezentaci, uvaºujme tedy vektor x 6∈ B, tedy, ºe x spl¬uje ||x|| > γ. Pak z v¥ty 71 plyne,
ºe reduk£ní funkce T pro £íslo γ spl¬uje p°edpoklady v¥ty 70. Tato v¥ta pak zaru£uje existenci
n ∈ N takového, ºe platí Tn(x) ∈ B. Tudíº vektor Tn(x) má z p°edpokladu (M,A)-reprezentaci,
ozna£me ji em . . . e0.

Ozna£me postupn¥ a1, . . . , an ∈ A vektory spl¬ující ai ≡M T i−1(x) pro i ∈ {1, . . . , n}, jsou
to vektory z postupných iterací reduk£ní funkce pro vektor x. Z poznámky 64 plyne, ºe vektor
Tn−1(x) má podobnou reprezentaci jako Tn(x), pouze s vektorem an p°idaným na poslední
pozici, tudíº reprezentace Tn−1(x) je rovna em . . . e1an. Takto postupn¥ m·ºeme pokra£ovat, aº
dostaneme (M,A)-reprezentaci vektoru x rovnu em . . . e1a1 . . . an.
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Kapitola 4

Testování maticových systém·

Implementujeme program, který rozhodne pomocí v¥ty 72, zda maticový systém reprezentuje
celou mnoºinu Zd. Pro ú£ely této práce se omezíme pouze na diagonalizovatelné matice.

Program je vytvo°en v programovacím jazyku SageMath [11], jeho zdrojový kód s pokyny
na instalaci a spu²t¥ní lze nalézt v [4]. Poznamenejme, ºe pro nalezení spektra je pouºita funkce
M.eigenvalues(), pro Jordan·v rozklad funkce M.jordan_form(transformation=True) a pro
Choleského rozklad funkce M.cholesky(). Ve v²ech p°ípadech M je matice s prvky z mnoºiny
QQbar, která p°edstavuje mnoºinu v²ech algebraických £ísel, respektive u Choleského rozkladu s
prvky z mnoºiny RDF, které p°edstavuje mnoºinu reálných £ísel.

Uve¤me nejprve pot°ebnou teorii k implementaci algoritmu.
Uvaºujme numera£ní systém (M,A) s kompletní abecedou a diagonalizovatelnou bází. P°i

vyuºití normy z tvrzení 58 pro matici M−1, která spl¬uje ||M−1|| = %(M−1), má £íslo γ z v¥ty
72 tvar

γ = max
a∈A

%(M−1)||a||
1− %(M−1)

.

V¥ta 72 následn¥ tvrdí, ºe sta£í zkontrolovat pouze reprezentaci vektor· z mnoºiny
B :=

{
x ∈ Zd : ||Px||e ≤ γ

}
, aby systém (M,A) s kompletní abecedou reprezentoval celou mno-

ºinu Zd.
Procházení v²ech vektor· z mnoºiny B uleh£í poznámka 69. Ta tvrdí, ºe existuje α ∈ R

takové, ºe B ⊂ [−α, α]d. Budeme procházet v²echny vektory z krychle [−α, α]d a o jednotlivých
vektorech rozhodovat, zda pat°í £i nepat°í do mnoºiny B. P°i kladné odpov¥di se pokusíme ov¥°it,
zda má reprezentaci v (M,A).

4.1 Kroky programu

Dostáváme se k implementaci programu. Vstupem je numera£ní systém (M,A) s diagonali-
zovatelnou maticí M a výstupem je odpov¥¤, zda (M,A) reprezentuje celou mnoºinu Zd.

Zde jsou kroky programu:

1. Zkontrolujeme, zda v²echna vlastní £ísla matice M jsou v absolutní hodnot¥ v¥t²í neº 1.

2. Testujeme, zda abeceda A je kompletní abecedou, k tomu sta£í následující dva body:

• spo£ítáme, zda po£et vektor· v abeced¥ A odpovídá £íslu |detM |,
• pokud p°edchozí bod je spln¥n, zkontrolujeme, zda kaºdá dvojice vektor· není v relaci
modulo M .

57
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3. Nalezneme matici P takovou, ºe platí rovnost M−1 = P−1DP , kde D je diagonální matice

4. De�nujeme funkci N : Zd → R, která odpovídá zobrazení x 7→ ||Px||e-

5. Vypo£ítáme £íslo %(M−1), jedná se jednodu²e o maximum z absolutních hodnot vlastních
£ísel matice M−1.

6. Vypo£ítáme £íslo γ = maxa∈A
%(M−1)N(d)
1−%(M−1)

.

7. Najdeme £íslo α dle poznámky 69, tedy α := γmaxi∈{1,...,d}
∑d

j=1 |(R−1)ij |, kde vznik
matice R je popsán taktéº v poznámce 69.

8. Zkontrolujeme, zda v²echny vektory z mnoºiny B := {x : N(x) ≤ γ} mají reprezentaci, a
to tak, ºe

• procházíme v²echny vektory z krychle [−α, α]d,

• pokud iterovaný vektor pat°í do mnoºiny B, ov¥°íme, jestli má reprezentaci.

Pokud na body 1., 2. a 8. dostaneme kladnou odpov¥¤, jedná se o systém reprezentující celou
mnoºinu Zd.

Bod £íslo 8 postupu programu shrneme v algoritmu. Ten pouºívá pro kontrolu, zda má vektor
reprezentaci upravený roz²í°ený algoritmus. Pro urychlení b¥hu programu jsme je²t¥ navíc p°idali
pole, které obsahuje vektory, u kterých jsme jiº d°íve zjistili, ºe mají reprezentaci. Do tohoto pole
nahlíºíme p°i dal²ích iteracích, abychom jiº reprezentované vektory nemuseli zpracovávat znovu.
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Úplný algoritmus: Ur£ení, zda mnoºina B je reprezentovaná v (M,A)

vstup : (M,A) s M expanzivní, diagonalizovatelnou, funkce N(x) = ||Px||e, £íslo γ,
£íslo α

výstup: Odpov¥¤, zda mnoºina B je reprezentovaná v (M,A)
1 reprezentovatelné_vektory := prázdné pole vektor· ze Zd

2 nav²tívené_vektory:=prázdné pole vektor· ze Zd

3 for x ∈ [−α, α]d do
4 if N(x) ≤ γ then
5 while x 6= 0 do
6 if x ∈ nav²tívené_vektory then
7 return false
8 end
9 if x ∈ reprezentovatelné_vektory then
10 pokra£uj na °ádek 15
11 end
12 vloº x do nav²tívené_vektory
13 x := T (x)

14 end
15 vloº vektory z pole nav²tívené_vektory do pole reprezentovatelné_vektory
16 vyprázdni pole nav²tívené_vektory
17 end
18 end
19 return true

4.2 Penneyho systém

V této £ásti ukáºeme b¥h programu na Penneyho systému v maticové form¥. M¥jme systém

s maticí M =

(
−1 −1
1 −1

)
a abecedou A =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
a rozhodneme, zda, tvo°í systém

reprezentující Z2.

1. Expanzivnost: σ(M) = {−1− i,−1 + i}. Ob¥ vlastní £ísla jsou v absolutní hodnot¥ rovna√
2.

2. Kompletní abeceda:

• rovnost je spln¥na: #A = 2 = |detM |,

•
(

0
0

)
6≡M

(
1
0

)
⇔ M−1

((
1
0

)
−
(

0
0

))
6∈ Z2 ⇔ 1

2

(
−1 −1
1 −1

)(
1
0

)
= 1

2

(
−1
1

)
/∈

Z2.

3. Matice Q, která obsahuje vlastní vektory p°íslu²né v²em vlastním £ísl·m, spl¬uje M−1 =
QDQ−1, kde D je diagonální matice. Pro matici P platí, ºe P = Q−1. První vlastní £íslo

matice M−1 je rovno −1+i
2 a p°íslu²ný vlastní vektor je roven

(
1
−i

)
, druhé vlastní £íslo a
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vlastní vektor jsou rovny −1−i2 a
(

1
i

)
. Matice P je tedy rovna

P =

(
1 1
i −i

)−1
=

1

2

(
1 −i
1 i

)
.

4. Zobrazení N(x) = ||Px||e má tvar

N

((
x1
x2

))
=

∣∣∣∣∣∣∣∣P (x1x2
)∣∣∣∣∣∣∣∣

e

=
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣(x1 − ix2
x1 + ix2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
e

=
1

2

√
x21 + x22 + x21 + x22 =

=

√
2

2

√
x21 + x22 =

1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣(x1x2
)∣∣∣∣∣∣∣∣

e

.

5. Pro £íslo %(M−1) platí %(M−1) = max{|−1+i
2 |, |

−1−i
2 |} = 1√

2
.

6. Pro £íslo γ platí γ = max{0,
1√
2

1√
2

1− 1√
2

} = 1
2−
√
2
.

7. Nyní provedeme konstrukci £ísla α. Nejprve najdeme matici A,B a poté provedeme Cho-
leského rozklad pro matici ATA+BTB.

P =

(
1
2 −1

2 i
1
2

1
2 i

)
=

(
1
2 0
1
2 0

)
+ i

(
0 −1

2
0 1

2

)
= A+ iB

ATA+BTB =

(
1
2

1
2

0 0

)(
1
2 0
1
2 0

)
+

(
0 0
−1

2
1
2

)(
0 −1

2
0 1

2

)
=

(
1
2 0
0 1

2

)
=

=

(
1√
2

0

0 1√
2

)T ( 1√
2

0

0 1√
2

)
= RTR =⇒ R−1 =

(√
2 0

0
√

2

)
.

α = γmaxi∈{1,...,d}
∑d

j=1 |(R−1)ij | =
1

2−
√
2

√
2 =

√
2

2−
√
2

= 1 +
√

2 ≈ 2.414.

8. Celo£íselné vektory pat°ící do mnoºiny [−α, α]d jsou tyto:(
−2
−2

)
,

(
−2
−1

)
,

(
−2
0

)
,

(
−2
1

)
,

(
−2
2

)
,

(
−1
−2

)
,

(
−1
−1

)
,

(
−1
0

)(
−1
1

)
,

(
−1
2

)
,(

0
−2

)
,

(
0
−1

)
,

(
0
0

)
,

(
0
1

)
,

(
0
2

)
,

(
1
−2

)
,

(
1
−1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
,

(
1
2

)
,(

2
−2

)
,

(
2
−1

)
,

(
2
0

)
,

(
2
1

)
,

(
2
2

)
.

Podmínku N(x) ≤ γ m·ºeme p°epsat do tvaru

N(x) =
1√
2
||x||e ≤ γ =

1

2−
√

2
,

||x||e ≤
√

2

2−
√

2
= 1 +

√
2,

tudíº vektory, aby pat°ily do mnoºiny B, musí leºet v kruºnici o polom¥ru 1 +
√

2. Zná-
zorn¥ní najdeme na obrázku 4.1. Z°ejm¥ #B = 21.
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1 +
√

2

1 2−1−2

1

2

−1

−2

Obrázek 4.1: �ervenou barvou jsou ozna£eny vektory pat°ící do B

Po spu²t¥ní úplného algoritmu zjistíme, ºe v po°ádku dob¥hl a tudíº v²echny vektory z
B mají reprezentaci. Pro ukázku uvedeme vektory, které program postupn¥ zpracovává.
�erven¥ jsou ozna£eny vektory, u kterých jsme v jedné z p°edchozích iterací ov¥°ili, ºe mají
reprezentaci, tedy, ºe jsme je nalezli v poli reprezentovatelné_vektory.

•
(
−1
−2

)
→
(

0
2

)
→
(

1
−1

)
→
(
−1
0

)
→
(

1
1

)
→
(

0
−1

)
→
(

0
1

)
→
(

1
0

)
→
(

0
0

)
,

•
(

0
−2

)
→
(
−1
1

)
→
(

1
0

)
,

•
(

1
−2

)
→
(
−1
1

)
,

•
(
−2
−1

)
→
(

1
2

)
→
(

1
−1

)
,

•
(
−1
−1

)
→
(

0
1

)
,

•
(

0
−1

)
,

•
(

1
−1

)
,

•
(

2
−1

)
→
(
−1
0

)
,
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•
(
−2
0

)
→
(

1
1

)
,

•
(
−1
0

)
,

•
(

0
0

)
,

•
(

1
0

)
,

•
(

2
0

)
→
(
−1
−1

)
,

•
(
−2
1

)
→
(

2
1

)
→
(

0
−1

)
,

•
(
−1
1

)
,

•
(

0
1

)
,

•
(

1
1

)
,

•
(

2
1

)
,

•
(
−1
2

)
→
(

2
0

)
,

•
(

0
2

)
,

•
(

1
2

)
.

4.3 Modi�kace Penneyho systému

Nyní ukáºeme b¥h programu na p°íkladuM =

(
1 −1
1 1

)
a abeced¥ A =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
, který

získáme de�nováním izomor�smu mezi Z[i] a Z2, a bude odpovídat systému β = i + 1 s abecedou
A = {0, 1}. O tomto pozi£ním systému jsme d°íve zjistili, ºe nereprezentuje Z[i].

1. Expanzivnost: σ(M) = {1− i, 1+i}. Ob¥ vlastní £ísla jsou znovu v absolutní hodnot¥ rovna√
2.

2. Kompletní abeceda:

• rovnost je spln¥na: #A = 2 = | detM |,

•
(

0
0

)
6≡M

(
1
0

)
⇔ M−1

((
1
0

)
−
(

0
0

))
6∈ Z2 ⇔ 1

2

(
1 1
−1 1

)(
1
0

)
= 1

2

(
1
−1

)
/∈ Z2.

3. Stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ ur£íme vlastní £ísla a vlastní vektory matice M−1 a pak
i matice Q a P . První vlastní £íslo matice M−1 je rovno 1+i

2 a p°íslu²ný vlastní vektor je
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roven
(

1
i

)
, druhé vlastní £íslo a vlastní vektor jsou rovny 1−i

2 a
(

1
−i

)
. Matice P je tedy

stejná jako v p°edchozím p°íklad¥ a je rovna P =

(
1 1
i −i

)−1
= 1

2

(
1 −i
1 i

)
.

4. Zobrazení N(x) = ||Px||e je, díky identické matici P , stejné jako v p°edchozím p°íklad¥,

tedy N
((

x1
x2

))
= 1√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣(x1x2
)∣∣∣∣∣∣∣∣

e

.

5. �íslo %(M−1) je rovno %(M−1) = max{|1−i2 |, |
1+i
2 |} = 1√

2
.

6. �íslo γ je rovno γ = maxa∈A
%(M−1)N(d)
1−%(M−1)

= max{0,
1√
2

1√
2

1− 1√
2

} = 1
2−
√
2
.

7. Díky identické matici P vychází i £íslo α stejn¥, tedy α = 1 +
√

2.

8. Vektory pat°ící do mnoºiny [−α, α]d jsou stejné i mnoºina B z·stala totoºná, musíme tedy
ov¥°it reprezentaci vektor·, které leºí v kruºnici o polom¥ru 1 +

√
2.

Po spu²t¥ní úplného algoritmu zjistíme, ºe odpov¥¤ je false. Po p°ezkoumání testovaných vektor·
vidíme, ºe u pátého vektoru algoritmus najde testovaný vektor v poli nav²tívené_vektory, a tudíº
se jedná o vektor, který nemá reprezentaci. Vypi²me si chod algoritmu:

•
(
−1
−2

)
→
(

0
−2

)
→
(

1
−1

)
→
(

1
0

)
→
(

0
0

)
,

•
(

0
−2

)
,

•
(

1
−2

)
→
(

1
−1

)
,

•
(
−2
−1

)
→
(
−1
−2

)
,

•
(
−1
−1

)
→
(

0
−1

)
→
(

0
−1

)
.

Vektor vyzna£ený £ervenou barvou pat°í do tzv. cyklu 1.°ádu.

De�nice 73. Nech´ n ∈ N \ {0}. Podmnoºinu C ⊂ Zd, 0 6∈ C nazveme cyklem n-tého °ádu
maticového systému (M,A), pokud #C = n a existuje x ∈ C takové, ºe Tn(x) = x a C =
{x, T (x), . . . , Tn−1(x)}.

Neuvaºujeme cyklus obsahující nulový vektor, protoºe tento cyklus by obsahoval pouze nulový
vektor a byl by tedy nezajímavý.

Cyklus je vlastn¥ mnoºina vektor·, p°i kterých se algoritmus zacyklí, a tudíº podle v¥ty 62
jsou to ty vektory, které nemají v (M,A) reprezentaci.

Následující v¥ta tvrdí, ºe neexistuje cyklus, který by m¥l neprázdný pr·nik s mnoºinou B,
tedy, ºe bude sta£it prozkoumat vektory z mnoºiny B k tomu, abychom na²li v²echny cykly.

V¥ta 74. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém s kompletní abecedou a ozna£me B mno-
ºinu (3.3). Pak neexistuje cyklus, který by spl¬oval C ⊂ Zd \ B, tzn. kaºdý cyklus C obsahuje
vektor x ∈ C takový, ºe x ∈ B.
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D·kaz. D·kaz provedeme sporem. Nech´ existuje n ∈ N\{0} takové, ºe #C = n a existuje x ∈ C
takový, ºe Tn(x) = x a C = {x, T (x), . . . , Tn−1(x)}, a sou£asn¥ pro v²echna y ∈ C platí y 6∈ B.
Tudíº pro m ∈ {0, 1, . . . , n− 1} platí Tm(x) 6∈ B.

Z v¥ty 71 plyne, ºe pro vektory spl¬ující y 6∈ B platí ||T (y)|| < ||y||. V na²em p°ípad¥
pro vektory x, T (x), . . . , Tn−1(x), které neleºí v mnoºin¥ B, máme ||x|| > ||T (x)|| > . . . >
||Tn−1(x)|| > ||Tn(x)|| = ||x||, coº je spor.

Pokud upravíme úplný algoritmus tak, aby neskon£il u vektoru, který nemá reprezentaci,
a prozkoumal v²echny vektory z mnoºiny B a p°itom si zapisoval cykly, budeme schopni najít
v²echny cykly maticového systému.

Pokud tento upravený algoritmus pouºijeme na práv¥ zkoumaný systém, zjistíme, ºe C ={(
0
−1

)}
je jediný cyklus.

Pro zajímavost ukáºeme na obrázku vektory z mnoºiny B, které nemají reprezentaci kv·li
existujícímu cyklu.

1 +
√

2

1 2−1−2

1

2

−1

−2

Obrázek 4.2: Zelen¥ jsou ozna£eny vektory, které mají (M,A)-reprezentaci, £erven¥ ty, které
reprezentaci nemají.

P°edstavme kritérium, které rozhoduje o existenci cyklu °ádu 1.

V¥ta 75. Nech´ (M,A) je maticový numera£ní systém. Pokud det(I − M) = ±1, pak tento
maticový systém má cyklus °ádu 1.

D·kaz. Neuvaºujeme systémy, které by m¥ly v abeced¥ pouze nulový vektor, proto existuje a ∈ A
takový, ºe a 6= 0. Dívejme se nyní na soustavu lineární rovnic (I−M)x = a. Z Cramerova pravidla
pro °e²ení soustavy lineárních rovnic plyne, ºe

xi =
det((I −M)(i))

det(I −M)
,

kde (I−M)(i) zna£í matici I−M , ve které je i-tý sloupec nahrazen vektorem a. Protoºe det(I−
M) = ±1, sloºky °e²ení jsou celo£íselné. Z rovnice (I −M)x = a také plyne, ºe M−1(x− a) = x
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a tedy x ≡M a. Pro reduk£ní funkci pak platí T (x) = M−1(x− a) = x a tedy cyklus °ádu jedna
má tvar C = {x}.

P°íklad 76. V¥tu 75 m·ºeme pouºít na systém M =

(
1 −1
1 1

)
a A =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
. Skute£n¥

platí, ºe det(I −M) = det

(
0 1
−1 0

)
= 1, a tedy tento systém má cyklus 1. °ádu, jak jiº jsme

d°íve zjistili.

Na následujícím p°íklad¥ zjistíme, ºe podmínka det(I−M) = ±1 není podmínkou posta£ující
pro existenci cyklu °ádu 1.

P°íklad 77. Pro maticový systém ve tvaru M =

0 0 −2
1 0 1
0 1 0

 a abecedu A =


0

0
0

 ,

1
1
0


platí, ºe det(I −M) = 2. Ale pro vektor y :=

−1
1
1

 platí T (y) = y a tudíº jsme na²li cyklus 1.

°ádu p°estoºe nejsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty 75.
Pokud bychom zkoumali °e²ení rovnice (I−M)x = d podle Cramerova pravidla, kde °e²ení má

tvar xi = det((I−M)(i))
det(I−M) , dostáváme pro determinanty det((I−M)(1)) = −2,det((I−M)(2)) = 2 a

det((I−M)(3)) = 2. Tudíº pro v²echny indexy se dvojka ve jmenovateli zkrátila s cifrou v £itateli.
Proto dostáváme celo£íselné °e²ení této rovnice.

4.4 Pozi£ní systém jakoºto maticový systém v Z1

Systém reprezentující podmnoºiny Z s celo£íselnou bází β a celo£íselnými ciframi v abeced¥
A ⊂ Z m·ºeme povaºovat za maticový systém reprezentující podmnoºinu Zd pro d = 1 a pouºít
na n¥j p°íslu²ný aparát.

Uve¤me tento postup pro pozi£ní systém β = −2 a A = {0, 1}. M¥jme maticový systém ve
tvaru M = (−2) a A = {0, 1} a spus´me program.

1. Expanzivnost: σ(M) = {−2}.

2. Kompletní abeceda:

• rovnost je spln¥na: #A = 2 = |detM |,
• 0 6≡M 1 ⇔ M−1(1− 0) 6∈ Z ⇔ 1

−2 /∈ Z2.

3. Vlastní £íslo matice M−1 je rovno −1
2 a vlastní vektor roven 1. Tudíº matice P má tvar

P = (1).

4. Pro zobrazení N platí N(x) = x.

5. �íslo %(M−1) je rovno %(M−1) = 1
2 .

6. �íslo γ je rovno γ = maxa∈A
%(M−1)N(d)
1−%(M−1)

= max{0,
1
2
·1

1− 1
2

} = 1.

7. �íslo α je rovno α = 1.
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8. �ísla, u kterých musíme ov¥°it existenci reprezentace, pat°í do mnoºiny {−1, 0, 1}. Pro £íslo
−1 platí −1 = 1 ·(−2)1+1 ·(−2)0. Tudíº z°ejm¥ v²echna £ísla z {−1, 0, 1} mají reprezentaci
a se jedná tedy o systém reprezentující mnoºinu Z.

4.5 Dal²í maticové systémy

Nyní otestujeme numera£ní systémy, které lze najít v [7]. Výsledky programu implementova-
ného v této práci se shodují s jiº publikovanými záv¥ry v [7], v n¥kterých p°ípadech jsou výsledky
této práce roz²í°ením p·vodních, a to díky otestování r·zných abeced.

Pokud báze M je expanzivní, uvedeme také po£et prvk· mnoºiny B a p°ípadný po£et cykl·.

1. Eisenstein·v systém v maticovém tvaru: M =

(
−1 −1
1 −2

)
,A =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)
,

(
2
0

)}
,

#B = 31. Tento systém reprezentuje mnoºinu Z2.

2. Eisenstein·v systém se symetrickou abecedou: M =

(
−1 −1
1 −2

)
,

A =

{(
−1
0

)
,

(
0
0

)
,

(
1
0

)}
,#B = 7. Tento systém nereprezentuje mnoºinu Z2 a mnoºina

v²ech cykl· je rovna C1 =

{{(
1
1

)
,

(
−1
−1

)}}
.

3. Maticový systém s maticí M =

0 0 −2
1 0 −a
0 1 0

, kde a ∈ {−1, 0, 1} a r·zné abecedy:

(a) pro a = 1 není matice expanzivní,

(b) pro a = 0:

i. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
0
0

 ,#B = 117, tvo°í systém reprezentující Z3,

ii. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
1
0

 ,#B = 491, tvo°í systém reprezentující Z3,

iii. abeceda s nulovým vektorem a dal²ím vektorem z mnoºiny
0

1
0

 ,

0
0
1

 ,

0
1
1

 ,

 0
1
−1

 není moºná, protoºe by byly v relaci modulo M ,

iv. s abecedouA =


0

0
0

 ,

 1
−1
0

,#B = 491, nereprezentuje mnoºinu Z3, celkem

obsahuje 3 cykly,

v. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
0
1

,#B = 801, nereprezentuje mnoºinu Z3, celkem

obsahuje 1 cyklus,
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vi. s abecedouA =


0

0
0

 ,

 1
0
−1

,#B = 801, nereprezentuje mnoºinu Z3, celkem

obsahuje 3 cykly,

vii. s abecedou A =


0

0
0

 ,

 1
1
−1

,#B = 1371, nereprezentuje mnoºinu Z3, cel-

kem obsahuje 2 cykly,

viii. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
1
1

,#B = 1371, nereprezentuje mnoºinu Z3, celkem

obsahuje 5 cykl·.

(c) pro a = 1:

i. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
0
0

 ,#B = 841, tvo°í systém reprezentující Z3,

ii. abeceda s nulovým vektorem a dal²ím vektorem z mnoºiny
0

1
0

 ,

0
0
1

 ,

0
1
1

 ,

 0
1
−1

 není moºná, protoºe by byly v relaci modulo M ,

iii. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
1
0

,#B = 5305, nereprezentuje mnoºinu Z3, celkem

obsahuje 1 cyklus,

iv. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
1
1

,#B = 14881, nereprezentuje mnoºinu Z3, cel-

kem obsahuje 4 cykly,

v. s abecedou A =


0

0
0

 ,

1
0
1

,#B = 5481, nereprezentuje mnoºinu Z3, celkem

obsahuje 5 cykl·,

vi. s abecedou A =


0

0
0

 ,

 1
0
−1

,#B = 4123, nereprezentuje mnoºinu Z3, cel-

kem obsahuje 3 cykly,

vii. s abecedou A =


0

0
0

 ,

 1
−1
0

,#B = 1525, nereprezentuje mnoºinu Z3, cel-

kem obsahuje 1 cyklus,

viii. s abecedou A =


0

0
0

 ,

 1
1
−1

,#B = 7799, nereprezentuje mnoºinu Z3, cel-

kem obsahuje 1 cyklus.
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(d) pro matici ve tvaru


0 0 0 −b
1 0 0 −a
0 1 0 0
0 0 1 0

 a abecedu A =




0
0
0
0

 ,


1
0
0
0

 , . . . ,


|b| − 1

0
0
0


,

kde a, b ∈ Z:
i. pro volbu b = 2, a ∈ {−100, . . . , 100} \ {−1, 0, 1} platí, ºe M není expanzivní,
ii. pro volbu b = 2, a = 1: #B = 93081, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 1 cyklus,
iii. pro volbu b = 2, a = 0: #B = 1355, platí, ºe reprezentuje Z4,
iv. pro volbu b = 2, a = −1: #B = 93081, platí, ºe reprezentuje Z4,

v. pro volbu b = −2, a ∈ {−100, . . . , 100} \ {0} není matice M expanzivní,
vi. pro volbu b = −2, a = 0: #B = 1535, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 5 cykl·,

vii. pro volbu b = 3, a ∈ {−100, . . . , 100} \ {−3, . . . , 3} není matice M expanzivní,
viii. pro volbu b = 3, a = 2: #B = 111717, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 1 cyklus,
ix. pro volbu b = 3, a = 1: #B = 8261, platí, ºe reprezentuje Z4,
x. pro volbu b = 3, a = 0: #B = 1539, platí, ºe reprezentuje Z4,
xi. pro volbu b = 3, a = −1: #B = 8261, platí, ºe reprezentuje Z4,
xii. pro volbu b = 3, a = −2: #B = 111717, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 1 cyklus,

xiii. pro volbu b = −3, a ∈ {−100, . . . , 100} \ {−1, 0, 1} není matice M expanzivní,
xiv. pro volbu b = −3, a = 1: #B = 26059, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 2 cykly,
xv. pro volbu b = −3, a = 0: #B = 1539, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 5 cykl·,
xvi. pro volbu b = −3, a = −1: #B = 26059, platí, ºe nereprezentuje Z4 a má 2 cykly,

xviii. pro volbu b = 4, a = 0: #B = 1719, platí, ºe reprezentuje Z4,
xix. pro volbu b = 5, a = 0: #B = 1885, platí, ºe reprezentuje Z4,
xx. pro volbu b = 6, a = 0: #B = 2037, platí, ºe reprezentuje Z4,
xxi. pro volbu b = 7, a = 0: #B = 2199, platí, ºe reprezentuje Z4,
xxii. pro volbu b = 8, a = 0: #B = 2411, platí, ºe reprezentuje Z4,
xxiii. pro volbu b = 9, a = 0: #B = 2511, platí, ºe reprezentuje Z4,
xxiv. pro volbu b = 10, a = 0: #B = 2713, platí, ºe reprezentuje Z4.



Kapitola 5

Paralelní s£ítání

V této kapitole uvedeme poznatky o paralelním s£ítání v pozi£ních a maticových numera£ních
systémech. V první £ásti p°edstavíme algoritmy v pozi£ních systémech, a to klasický algoritmus
na s£ítání, paralelní algoritmus od Avizienise[1] a zobecn¥né paralelní algoritmy z práce [3]. V
druhé £ásti se budeme v¥novat paralelním algoritm·m v maticových systémech [10].

5.1 S£ítání v pozi£ním numera£ním systému

M¥jme pozi£ní numera£ní systém (β,A). Úlohou s£ítání je pro £ísla ve tvaru x =
∑m

i=n xiβ
i

a y =
∑m

i=n yiβ
i, kde xi, yi ∈ A, najít £íslo z, pro které bude platit z = x+ y =

∑q
i=p ziβ

i, kde
rovn¥º zi ∈ A.

Uve¤me na za£átek klasický algoritmus pro s£ítání.

Klasický algoritmus pro s£ítání: M¥jme pozi£ní systém (β,A), kde β ≥ 2, β ∈ N a
A = {0, . . . , b− 1}
vstup : dva °et¥zce xm . . . xn ∈ A∗ a ym . . . yn ∈ A∗ takové, ºe reprezentují £ísla x a y,

tzn. x =
∑m

i=n xiβ
i a y =

∑m
i=n yiβ

i

výstup: °et¥zec zm+1 . . . zn ∈ A∗ takový, ºe reprezentuje £íslo z = x+ y, tedy
z = x+ y =

∑m+1
i=n ziβ

i

1 qn−1 := 0
2 for i od n do m do
3 wi := xi + yi
4 if wi + qi−1 ≥ β then qi := 1;
5 else qi := 0;
6 zi := wi − qiβ
7 end
8 return qmzm . . . zn

Jedná se o algoritmus, který b¥ºn¥ pouºíváme, kdyº s£ítáme dv¥ £ísla pod sebou.
Pokud platí, ºe pro n¥jaké i je sou£et xi + yi + qi−1 v¥t²í nebo roven základu β, ode£teme

od tohoto sou£tu £íslo β a p°i£teme jedni£ku ve vy²²ím °ádu. To nezm¥ní výslednou hodnotu,
protoºe pro v²echna i ∈ N platí

1 · βi+1 − β · βi = 0. (5.1)
69
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P°íklad 78. Nech´ (β,A) je dekadický systém, a se£teme £ísla x = 956 a y = 747.

x 7→ 9 5 6

y 7→ 7 4 7

w 7→ 16 9 13

z 7→ 1 7 0 3

V na²em p°íklad¥ identita (5.1) má tvar 1 · 10 − 10 = 0 pro i = 0, 1 · 102 − 10 · 10 = 0 pro
i = 1 a 1 · 103 − 10 · 102 = 0 pro i = 2. Tyto identity m·ºeme povaºovat za reprezentaci £ísla
nula, p°i£íst je k £íslu x a y a takto dostat cifry 13, 10 a 17 zpátky do abecedy.

x 7→ 9 5 6

y 7→ 7 4 7

w 7→ 16 9 13

0 7→ 1
−
10 (pro i = 0)

0 7→ 1
−
10 (pro i = 1)

0 7→ 1
−
10 (pro i = 2)

z 7→ 1 7 0 3

Z p°edpisu klasického algoritmu pro s£ítání m·ºeme vy£íst, ºe identitu pro index i pouºijeme,
pokud qi = 1, v opa£ném p°ípad¥, identitu nepouºíváme. Ale hodnota qi závisí také na qi−1, a
ta taktéº závisí na hodnot¥ qi−2. Tedy qi závisí na v²ech p°edchozích hodnotách qj pro j < i,
neboli qi = qi(qi−1, qi−2, . . .).

Problém závislosti qi na v²ech p°edchozích qj pro j < i se dá vy°e²it tak, ºe p°idáme do
abecedy více cifer. Uve¤me jako p°íklad paralelní algoritmus vytvo°ený Avizienisem [1].

Avizienis·v algoritmus: M¥jme pozi£ní systém (β,A), kde β ∈ N, β ≥ 3 a A =
{−a, . . . , 0, . . . a}, kde β

2 < a ≤ β − 1

vstup : dva °et¥zce xm . . . xn ∈ A∗ a ym . . . yn ∈ A∗ takové, ºe reprezentují £ísla x a y,
tzn. x =

∑m
i=n xiβ

i a y =
∑m

i=n yiβ
i

výstup: °et¥zec zm+1 . . . zn ∈ A∗ takový, ºe reprezentuje £íslo z = x+ y, tudíº
z = x+ y =

∑m+1
i=n ziβ

i

1 qn−1 := 0
2 for i od n do m in parallel do
3 wi := xi + yi
4 if wi ≥ a then qi := 1 ;
5 if wi ≤ −a then qi := −1 ;
6 else qi := 0 ;
7 end
8 for i od n do m in parallel do
9 zi := wi + qi−1 − qiβ

10 end
11 return qmzm . . . zn
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Poznamenejme, ºe for cyklus v Avizienisov¥ algoritmu je jiný neº v klasickém algoritmu pro
s£ítání. Zde m·ºeme provád¥t výpo£et zárove¬ pro kaºdý index i.

Zkoumejme, na jakých £íslech je zi závislé. �íslo zi získáváme z p°edpisu

zi := wi + qi−1 − qiβ,

a qi závisí pouze na wi. Takºe ve výsledku dostáváme, ºe zi = zi(wi, wi−1).
Obdobn¥ jako u klasického algoritmu m·ºeme z p°edpisu odvodit, ºe p°i£ítáme identitu

1 · βi+1 − β · βi = 0. (5.2)

v i-tém °ádu, pokud qi = 1. Pro qi = −1 má identita tvar

− 1 · βi+1 + β · βi = 0. (5.3)

Pro qi = 0 nep°i£ítáme nic.

P°íklad 79. Uvaºujme Avizienis·v algoritmus pro β = 10 a a = 6. S£ítejme £ísla (336)(β,A) a
(236)(β,A).

x 7→ 3 3 6

y 7→ 2 3 6

w 7→ 5 6 12

z 7→ 6
−
3 2

Platí q0 = 1, q1 = 1, q2 = 0. Rozepi²me pouºití identit (5.2) a (5.3):

x 7→ 3 3 6

y 7→ 2 3 6

w 7→ 5 6 12

0 7→ 1
−
10

0 7→ 1
−
10

z 7→ 6
−
3 2

Zde platí, ºe rozhodnutí o pouºití identit v i-tém °ádu, tedy hodnota qi, závisí pouze na wi,
proto m·ºeme rozepsání identit ud¥lat nezávisle na ostatních, na rozdíl od klasického algoritmu,
kde hodnota qi závisela na v²ech qj pro j < i.

Tuto vlastnost algoritmu nyní de�nujeme formáln¥. Pro tyto ú£ely nejprve p°eformulujme
úlohu s£ítání. M¥jme dva °et¥zce xm . . . xn ∈ A∗ a ym . . . yn ∈ A∗ reprezentující £ísla x a y, a
hledejme funkci ϕ : (A + A)∗ → A∗ takovou, aby pro v²echny °et¥zce w ∈ (A + A)∗ platilo∑

iwiβ
i =

∑
i ϕ(w)iβ

i.
Tuto funkci vyuºijeme tak, ºe de�nujeme °et¥zec w := (xm + ym) . . . (xn + yn), a pro tento

°et¥zec získáme nový °et¥zec ϕ(w), který jiº má cifry z abecedy A a navíc hodnota £ísla repre-
zentujícího °et¥zcem w se shoduje s £íslem reprezentovaným °et¥zcem ϕ(w).

De�nice 80. Nech´ A,B jsou kone£né mnoºiny obsahující 0. �ekneme, ºe funkce ϕ : A∗ → B∗
lze po£ítat paraleln¥, pokud existují £ísla r, t ∈ N a funkce Φ : Ap → B, kde p = r+t+1 takové, ºe
pro v²echna u = (ui)i ∈ A∗ a v = (vi)i ∈ B∗ platí ϕ(u) = v práv¥ tehdy, kdyº Φ(ui+t . . . ui−r) = vi
pro v²echna i.
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Φ

u

v

Φ

u

v

r = 1t = 1

Φ Φ Φ Φ Φ Φ

3-lokální funkce paralelní po£ítání pro funkci Φ

Jinými slovy, funkci ϕ m·ºeme po£ítat tak, ºe nad kaºdou pozici vloºíme jednu výkonnou
jednotku, a v²echny tyto jednotky spustíme zárove¬. Z de�nice je zaru£ena nezávislost chodu
jednotek, tedy ºe v²echny m·ºou pracovat sou£asn¥ a nezávisle na sob¥.

Parametr r nazýváme pam¥´, parametr t anticipace, a o funkci ϕ °íkáme, ºe je p-lokální.
Avizienis·v algoritmus je z°ejm¥ 2-lokální s parametry r = 1 a t = 0.

5.2 Zobecn¥né pozi£ní systémy

V této £ásti p°edvedeme paralelní algoritmy na s£ítání pro necelo£íselné základy β. Jak uvi-
díme v následující v¥t¥, musíme uvaºovat β algebraické £íslo. Dále budeme poºadovat, aby β
spl¬ovala tzv. silnou reprezentaci nuly(SRZ, od anglického strong representation of zero). �er-
páme z [3].

De�nice 81. Nech´ β ∈ C. �ekneme, ºe β je algebraické £íslo, pokud existuje polynom s celo£í-
selnými koe�cienty, jehoº je β ko°enem.

V¥ta 82. Pokud existuje paralelní algoritmus pro s£ítání na (β,A), kde A ⊂ Z, pak β je alge-
braické £íslo.

D·kaz. Nech´ w ∈ (A + A)∗ je °et¥zec spl¬ující wi = xi + yi pro v²echna i. Fakt, ºe existuje
paralelní algoritmus znamená, ºe jsme schopni najít °et¥zec z ∈ A∗ reprezentující sou£et x + y
takový, ºe

∑
iwiβ

i =
∑

i ziβ
i. Jednoduchou úpravou dostáváme∑

i

(zi − wi)βi = 0.

Z°ejm¥ dokáºeme najít £ísla x, y, aby existoval index i takový, aby wi ∈ (A + A) \ A a tedy
i wi 6= zi. Dostali jsme polynom s celo£íselnými koe�cienty, jehoº je β ko°enem. To jiº nutn¥
znamená, ºe β je algebraické £íslo.

P°edpoklad A ⊂ Z lze nahradit p°edpokladem, aby A byla podmnoºinou algebraických £ísel.
Nyní de�nujeme druhou vlastnost, kterou budeme po £ísle β poºadovat.

De�nice 83. Nech´ β ∈ C spl¬ující |β| > 1. �ekneme, ºe β má vlastnost SRZ(strong repre-
zentation of zero), pokud existují koe�cienty bk, bk−1, . . . , b1, b0, b−1, . . . , b−h pro indexy k, h ∈ N
takové, ºe β je ko°enem funkce ve tvaru

S(x) = bkx
k + · · ·+ b1x+ b0 + b−1x

−1 + · · ·+ b−hx
−h,
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a koe�cienty bj spl¬ují

b0 > 2
∑

j∈{−h,...,k}\{0}

|bj |.

Z de�nice plyne, ºe °et¥zec bk . . . b1b0b−1 . . . b−h v systému s bází β reprezentuje £íslo 0.
Nyní p°ikro£íme k p°edstavení paralelního algoritmu. Nech´ (β,A) je pozi£ní numera£ní sys-

tém, β algebraické £íslo takové, ºe spl¬uje SRZ.
Ozna£me B = b0, M :=

∑
i∈{−h,...,k}\{0} |bi|, a′ :=

⌈
B−1
2

⌉
a c :=

⌈
B−1

2(B−2M)

⌉
. Zvolme symet-

rickou abecedu A := {−a, . . . , 0, . . . , a}, kde a = a′+ cM . Abecedu A′ = {−a′, . . . , 0, . . . a′} ⊂ A
budeme nazývat vnit°ní abecedou.

Algoritmus pro paralelní s£ítání metodou SRZ: M¥jme pozi£ní systém (β,A),
takový ºe β má vlastnost SRZ
vstup : dva °et¥zce xm . . . xn ∈ A∗ a ym . . . yn ∈ A∗ takové, ºe reprezentují £ísla x a y,

tzn. x =
∑m

i=n xiβ
i a y =

∑m
i=n yiβ

i

výstup: °et¥zec zm+k . . . zn−h ∈ A∗ takový, ºe reprezentuje £íslo z spl¬ující
z = x+ y =

∑m+k
i=n−h ziβ

i

1 for i od n do m in parallel do
2 wi := xi + yi
3 najdi qi ∈ {−c, . . . , 0, . . . , c} tak, aby wi − qiB ∈ A′
4 end
5 for i od n− h do m+ h in parallel do
6 zi := wi −

∑k
j=−h qi−jbj

7 end
8 return zm+k . . . zn−h

Abychom dokázali korektnost tohoto algoritmu, pot°ebujeme ov¥°it následující t°i tvrzení:

1. vºdy najdeme qi s vlastností poºadovanou na °ádku 3,

2. hodnota sou£tu x+ y se nezm¥ní,

3. výsledný °et¥zec z pat°í do mnoºiny A∗.

My se omezíme na nazna£ení d·kazu posledních dvou tvrzení, úplný d·kaz lze najít v [3]. Za£n¥me
d·kazem, ºe cifra zi bude vºdy pat°it do mnoºiny A. Z°ejm¥ wi ∈ A + A. P°edpokládejme, ºe
vºdy najdeme qi ∈ {−c, . . . , 0, . . . , c} takové, ºe wi − qiB ∈ A′. Poté m·ºeme cifru zi rozepsat
jako

zi = wi −
k∑

j=−h
qi−jbj = wi − qib0 −

k∑
j=−h
j 6=0

qi−jbj .

V absolutní hodnot¥ dostáváme

|zi| =

∣∣∣∣∣∣∣∣wi − qib0 −
k∑

j=−h
j 6=0

qi−jbj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |wi − qib0|+
∣∣∣∣∣∣∣∣

k∑
j=−h
j 6=0

qi−jbj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ a
′ + c ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
k∑

j=−h
j 6=0

bj

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a′ + cM = a.
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Znázorníme situaci na obrázku 5.1. Pro wi najdeme cifru qi takovou, ºe hodnota výrazu
(wi − qiB) se dostane do vnit°ní abecedy A′, tj. má velikost a′. Dále díky vlastnosti B > 2M
uº víme, ºe koe�cienty |

∑k
j=−h
j 6=0

qi−jbj | nejsou v absolutní hodnot¥ v¥t²í neº cM , takºe celkový

výsledný sou£et je omezen konstantou a′ + cM = a, tj. nachází se uvnit° abecedy A.

A′

A

a′ aa′a

cM

wi wi − qiB
0

Obrázek 5.1

Nyní nazna£íme d·kaz tvrzení, ºe hodnota sou£tu x+ y se nezm¥ní. �et¥zec z dostaneme z
°et¥zce w tak, ºe p°i£ítáme °et¥zec bk . . . b1b0b−1 . . . b−h vynásobený koe�cientem qi. Díky tomu,
ºe °et¥zec bk . . . b1b0b−1 . . . b−h reprezentuje nulu, hodnota sou£tu se nem¥ní.

Algoritmus pro SRZ je (h+ k + 1)-lokální funkce.
Nyní uvedeme p°íklady konkrétních voleb £ísla β a p°íslu²ných funkcí.

P°íklad 84. Nech´ β = 10 a uvaºujme funkci S(x) = −x+10. Vidíme, ºe β je SRZ, kde B = 10
a M = 1. Dále

c =

⌈
9

16

⌉
= 1, a′ =

⌈
9

2

⌉
= 5 a a = a′ + cM = 6.

Tento algoritmus v dekadickém systému se shoduje s algoritmem od Avizienise pro volbu a = 6.
Obecn¥ji, pro p°irozené £íslo b ≥ 3, bázi β = b a polynom −x + b = 0 máme algoritmus pro

paralelní s£ítání v systému (β, {−a, . . . , 0, . . . , a}), kde a =
⌈
b+1
2

⌉
.

5.3 Maticové systémy

V p°edchozí £ásti m¥ly algoritmy následující tvar. M¥li jsme funkci S : C → C takovou, ºe
báze β byla jejím ko°enem. Pro dv¥ £ísla x, y s reprezentacemi xm . . . xn a ym . . . yn jsme vytvo°ili
°et¥zec w := (xm + ym) . . . (xn + yn), ke kterému jsme následn¥ p°i£ítali vhodné násobky °et¥zce
reprezentujícího nulu, abychom £ísla wi dostali zpátky do mnoºinyA. Díky tomu, ºe jsme p°i£ítali
násobky nuly, výsledný sou£et x+ y nezm¥nil.

Nyní tento postup budeme aplikovat na maticové systémy.

De�nice 85. Nech´ (M,A) je maticový systém. M¥jme £ísla h, k ∈ N a maticovou funkci P :
(Zd,d)→ Zd,d ve tvaru

P (X) = PkX
k + · · ·+ P1X

1 + P0X
0 + · · ·+ P−hX−h,

kde Pk, . . . , P−h ∈ Zd,d a P (M) = 0. Tuto funkci nazveme reprezentací nuly pro matici M .

Pracujme s maticovým systémem (M,A). M¥jme dva vektory x, y, které mají reprezentaci
ve tvaru x =

∑
i∈ZM

ixi a y =
∑

i∈ZM
iyi, kde xi, yi ∈ A. Z de�nice maticových systém·
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a reprezentací v nich plyne, ºe pouze kone£n¥ mnoho vektor· z abecedy je nenulových, proto
bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe v²echny ostatní vektory jsou rovny nule, díky tomu
m·ºeme uvaºovat s£ítací index v mnoºin¥ celých £ísel. Tento p°edpoklad uleh£í práci s indexy v
následujícím výkladu.

Ozna£me prozatímní sou£et w =
∑

iM
iwi, kde wi = xi + yi ∈ (A + A). Na²im cílem bude

najít vektory zi ∈ A, tak, aby x+ y =
∑

iM
iwi =

∑
iM

izi.
Tyto vektory zi budeme hledat ve tvaru

zi = wi +
k∑

j=−h
Pjqi−j , (5.4)

kde Pj jsou koe�cienty reprezentace nuly pro matici M a qi−j jsou vhodné vektory. Ozna£me
mnoºinu Q ⊂ Z jako mnoºinu v²ech moºných vektor· qi.

P°irozen¥ nastává otázka, jak volit reprezentaci nuly pro maticiM . Obdobn¥ jako v p°edchozí
kapitole, máme na výb¥r více reprezentací. Pro kaºdou matici M m·ºeme maticovou funkci
nap°íklad P zvolit jako P (X) = −I ·X1 +M ·X0.

Nyní provedeme konstrukci algoritmu pro paralelního s£ítání na konkrétních p°íkladech.

P°íklad 86. [10] M¥jme bázi ve tvaru M =

(
2 0
0 3

)
a hledejme abecedu na které lze paraleln¥

s£ítat. Musíme najít vhodnou mnoºinu Q, p°edpis pro vektory qi ∈ Q a reprezentaci nuly pro
matici M .

Uve¤me dv¥ p°íklady reprezentací nul, které bychom mohli pouºít.

• P1(X) = I ·X1 −M ·X0 = X −M = X −
(

2 0
0 3

)
,

• P2(X) = I ·X2 −M2 ·X0 = X2 −M2 = X2 −
(

4 0
0 9

)
.

Zvolme reprezentaci nuly jako P (X) = P1(X) = X1 −M . Pak p°edpis (5.4) pro zi má tvar

zi = wi + qi−1 −Mqi.

Zvolme abecedu jako

A =

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2}, b ∈ {0, 1, 2, 3}

}
.

a Q jako

Q =

{(
a
b

)
: a, b ∈ {0, 1, 2}

}
.

Ukaºme nejprve, ºe výsledná hodnota z =
∑

iM
izi se rovná x + y. S vyuºitím p°edpisu pro

zi dostáváme

z =
∑
i

M izi =
∑
i

M i(wi + qi−1 −Mqi) =
∑
i

M iwi +
∑
i

M iqi−1 −
∑
i

M j+1qi =

=
∑
i

M i(xi + yi) +
∑
l

M l+1ql −
∑
i

M i+1qi =
∑
i

M ixi +
∑
i

M iyi + 0 = x+ y.
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Ozna£ne prozatimní sou£et w =
∑

iM
iwi, kde wi = xi + yi ∈ (A+A) a W jako W = (A+A).

Mnoºina W má tvar

W = A+A =

{(
a
b

)
: a ∈ {0, . . . , 4}, b ∈ {0, . . . , 6}

}
.

Uvaºujme vektory wi ∈ W a volme vektor qi tak, aby vektor zi = wi + qi−1 −Mqi pat°il do
mnoºiny A pro kaºdý index i. Jak uvidíme pozd¥ji, volba vektoru qi bude záviset nanejvý² na
wi−1, tedy qi = qi(wi, wi−1).

V první °ad¥ pokryjeme mnoºinu wi + Q posunutými kopiemi mnoºiny A, tedy mnoºinami
A + Mq pro r·zné vektory q ∈ Q. Ozna£me mnoºinu Qwi vektor· z Q spl¬ující wi + Q ⊂
A+MQwi .

Pokud se poda°í najít mnoºiny Qwi pro v²echna wi ∈ (A+A), pak jiº z°ejm¥ bude platit, ºe
pro v²echna wi ∈ (A+A) bude existovat qi ∈ Qwi takový, ºe

zi = wi + qi−1 −Mqi ∈ A.

Následuje výpis mnoºin Qwi pro vektory wi:

• pro wj ∈
{(

0
0

)
,

(
0
1

)}
platí Qwi =

(
0
0

)
,

• pro wj ∈
{(

0
3

)
,

(
0
4

)}
platí Qwi =

(
0
1

)
,

• pro wj ∈
{(

0
6

)}
platí Qwi =

(
0
2

)
,

• pro wj ∈
{(

2
0

)
,

(
2
1

)}
platí Qwi =

(
1
0

)
,

• pro wj ∈
{(

2
3

)
,

(
2
4

)}
platí Qwi =

(
1
1

)
,

• pro wj ∈
{(

2
6

)}
platí Qwi =

(
1
2

)
,

• pro wj ∈
{(

4
0

)
,

(
4
1

)}
platí Qwi =

(
2
0

)
,

• pro wj ∈
{(

4
3

)
,

(
4
4

)}
platí Qwi =

(
2
1

)
,

• pro wj ∈
{(

4
6

)}
platí Qwi =

(
2
2

)
,

• pro wj ∈
{(

1
0

)
,

(
1
1

)}
platí Qwi =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
,

• pro wi ∈
{(

1
0

)
,

(
1
1

)}
platí Qwi =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)}
,
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• pro wi ∈
{(

1
3

)
,

(
1
4

)}
platí Qwi =

{(
0
1

)
,

(
1
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

3
0

)
,

(
3
1

)}
platí Qwi =

{(
1
0

)
,

(
2
0

)}
,

• pro wi ∈
{(

3
3

)
,

(
3
4

)}
platí Qwi =

{(
1
1

)
,

(
2
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

1
6

)}
platí Qwi =

{(
0
2

)
,

(
1
2

)}
,

• pro wi ∈
{(

3
6

)}
platí Qwi =

{(
1
2

)
,

(
2
2

)}
,

• pro wi ∈
{(

0
2

)}
platí Qwi =

{(
0
0

)
,

(
0
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

2
2

)}
platí Qwi =

{(
1
0

)
,

(
1
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

4
2

)}
platí Qwi =

{(
2
0

)
,

(
2
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

0
5

)}
platí Qwi =

{(
0
1

)
,

(
0
2

)}
,

• pro wi ∈
{(

2
5

)}
platí Qwi =

{(
1
1

)
,

(
1
2

)}
,

• pro wi ∈
{(

4
5

)}
platí Qwi =

{(
2
1

)
,

(
2
2

)}
,

• pro wi ∈
{(

1
2

)}
platí Qwi =

{(
0
0

)
,

(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

1
5

)}
platí Qwi =

{(
0
1

)
,

(
1
1

)
,

(
0
2

)
,

(
1
2

)}
,

• pro wi ∈
{(

3
2

)}
platí Qwi =

{(
1
0

)
,

(
2
0

)
,

(
1
1

)
,

(
2
1

)}
,

• pro wi ∈
{(

3
5

)}
platí Qwi =

{(
1
1

)
,

(
2
1

)
,

(
1
2

)
,

(
2
2

)}
.

Pro vektory wi, kde #Qwi = 1, tedy p°ípady, kdy sta£í pouze jeden vektor z mnoºiny Q na pokrytí
wi +Q, m·ºeme rovnou tento vektor zvolit jako qi.

• Pro wj ∈
{(

0
0

)
,

(
0
1

)}
⇒ qi :=

(
0
0

)
,

• pro wj ∈
{(

0
3

)
,

(
0
4

)}
⇒ qi :=

(
0
1

)
,
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• pro wj ∈
{(

0
6

)}
⇒ qi :=

(
0
2

)
,

• pro wj ∈
{(

2
0

)
,

(
2
1

)}
⇒ qi :=

(
1
0

)
,

• pro wj ∈
{(

2
3

)
,

(
2
4

)}
⇒ qi :=

(
1
1

)
,

• pro wj ∈
{(

2
6

)}
⇒ qi :=

(
1
2

)
,

• pro wj ∈
{(

4
0

)
,

(
4
1

)}
⇒ qi :=

(
2
0

)
,

• pro wj ∈
{(

4
3

)
,

(
4
4

)}
⇒ qi :=

(
2
1

)
,

• pro wj ∈
{(

4
6

)}
⇒ qi :=

(
2
2

)
.

Pro vektory wi, kde #Qwi > 1, budeme muset rozhodnout na základ¥ wi−1 jaký vektor za qi
zvolíme. Nejprve pracujme s vektory wi, pro které platí #Qwi = 2. Pro snaz²í zápis, de�nujme
mnoºiny Wk ⊂ W a Qk ⊂ Q jako

• W ⊃ W1 :=

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

}
,

• Q ⊃ Q1 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {0, 1}, d ∈ {0, 1, 2}

}
,

• W ⊃ W2 :=W \W1 =

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2}, b ∈ {5, 6}

}⋃
⋃{(a

b

)
: a ∈ {3, 4}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

}
,

• Q ⊃ Q2 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {1, 2}, d ∈ {0, 1, 2}

}
,

• W ⊃ W3 :=

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

}
,

• Q ⊃ Q3 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {0, 1, 2}, d ∈ {0, 1}

}
,

• W ⊃ W4 :=W \W3 =

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, b ∈ {5, 6}

}
,

• Q ⊃ Q4 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {0, 1, 2}, d ∈ {1, 2}

}
.

A nyní p°edpisy pro qi na základ¥ wi−1:
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• pro wi ∈
{(

1
0

)
,

(
1
1

)}
: pokud wi−1 ∈ W1, pak qi :=

(
0
0

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
1
0

)
,

• pro wi ∈
{(

1
3

)
,

(
1
4

)}
: pokud wi−1 ∈ W1, pak qi :=

(
0
1

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
1
1

)
,

• pro wi ∈
{(

3
0

)
,

(
3
1

)}
: pokud wi−1 ∈ W1, pak qi :=

(
1
0

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
2
0

)
,

• pro wi ∈
{(

3
3

)
,

(
3
4

)}
: pokud wi−1 ∈ W1, pak qi :=

(
1
1

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
2
1

)
,

• pro wi ∈
{(

1
6

)}
: pokud wi−1 ∈ W1, pak qi :=

(
0
2

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
1
2

)
,

• pro wi ∈
{(

3
6

)}
: pokud wi−1 ∈ W1, pak qi :=

(
1
2

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
2
2

)
,

• pro wi ∈
{(

0
2

)}
: pokud wi−1 ∈ W3, pak qi :=

(
0
0

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
0
1

)
,

• pro wi ∈
{(

2
2

)}
: pokud wi−1 ∈ W3, pak qi :=

(
1
0

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
1
1

)
,

• pro wi ∈
{(

4
2

)}
: pokud wi−1 ∈ W3, pak qi :=

(
2
0

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
2
1

)
,

• pro wi ∈
{(

0
5

)}
: pokud wi−1 ∈ W3, pak qi :=

(
0
1

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
0
2

)
,

• pro wi ∈
{(

2
5

)}
: pokud wi−1 ∈ W3, pak qi :=

(
1
1

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
1
2

)
,

• pro wi ∈
{(

4
5

)}
: pokud wi−1 ∈ W3, pak qi :=

(
2
1

)
, v opa£ném p°ípad¥ qi :=

(
2
2

)
.

Pro vektory wi, kde #Qwi = 4, de�nujme mnoºiny Wk ⊂ W a Qk ⊂ Q jako

• W ⊃ W5 :=

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

}
,

• Q ⊃ Q5 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {0, 1}, d ∈ {0, 1}

}
,

• W ⊃ W6 :=

{(
a
b

)
: a ∈ {3, 4}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

}
,

• Q ⊃ Q6 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {1, 2}, d ∈ {0, 1}

}
,

• W ⊃ W7 :=

{(
a
b

)
: a ∈ {0, 1, 2}, b ∈ {5, 6}

}
,
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• Q ⊃ Q7 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {0, 1}, d ∈ {1, 2}

}
,

• W ⊃ W8 :=

{(
a
b

)
: a ∈ {3, 4}, b ∈ {5, 6}

}
,

• Q ⊃ Q8 :=

{(
c
d

)
: c ∈ {1, 2}, d ∈ {1, 2}

}
.

P°edpis pro vektory qi vypadá následovn¥

• pro wi ∈
{(

1
2

)}

� pokud wi−1 ∈ W5, pak qi :=

(
0
0

)
,

� pokud wi−1 ∈ W6, pak qi :=

(
1
0

)
,

� pokud wi−1 ∈ W7, pak qi :=

(
0
1

)
,

� pokud wi−1 ∈ W8, pak qi :=

(
1
1

)
.

• pro wi ∈
{(

1
5

)}

� pokud wi−1 ∈ W5, pak qi :=

(
0
1

)
,

� pokud wi−1 ∈ W6, pak qi :=

(
1
1

)
,

� pokud wi−1 ∈ W7, pak qi :=

(
0
2

)
,

� pokud wi−1 ∈ W8, pak qi :=

(
1
2

)
.

• pro wi ∈
{(

3
2

)}

� pokud wi−1 ∈ W5, pak qi :=

(
1
0

)
,

� pokud wi−1 ∈ W6, pak qi :=

(
2
0

)
,

� pokud wi−1 ∈ W7, pak qi :=

(
1
1

)
,

� pokud wi−1 ∈ W8, pak qi :=

(
2
1

)
.
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• pro wi ∈
{(

3
5

)}

� pokud wi−1 ∈ W5, pak qi :=

(
1
1

)
,

� pokud wi−1 ∈ W6, pak qi :=

(
2
1

)
,

� pokud wi−1 ∈ W7, pak qi :=

(
1
2

)
,

� pokud wi−1 ∈ W8, pak qi :=

(
2
2

)
.

P°i ov¥°ování korektnosti algoritmu m·ºeme vyuºít vlastnosti, ºe pro k ∈ {1, . . . , 8} platí

wi ∈ Wk =⇒ qi ∈ Qk.

Z p°edpisu zi = wi+qi−1−Mqi a faktu, ºe qi = qi(wi−1, wi), získáváme zi = zi(wi−2, wi−1, wi).
Jedná se tedy o 3-lokální funkci, kde t = 2 a r = 0.

P°íklad 87. [10] M¥jme stejnou bázi jako v Penneyho systému, tedyM =

(
−1 −1
1 −1

)
a hledejme

abecedu na které lze paraleln¥ s£ítat. Musíme najít vhodnou mnoºinu Q, p°edpis pro vektory qi ∈ Q
a reprezentaci nuly pro matici M .

Uve¤me t°i p°íklady reprezentací nul, které bychom mohli pouºít.

• P1(X) = I ·X1 −M ·X0 = X −M = X −

−1 −
1

1
−
1

,

• P2(X) = I ·X2 −M2 ·X0 = X2 −M2 = X2 −

(
0 2
−
2 0

)
,

• P4(X) = I ·X4 −M4 ·X0 = X4 −M4 = X4 −

−4 0

0
−
4

 .

Zvolme reprezentaci nuly jako P (X) = P2(X) = X2 −M2. Pak p°edpis (5.4) pro zi má tvar

zi = wi + qi−2 −M2qi.

Zvolme abecedu jako

A =

{(
0
0

)
,±
(

1
0

)
,±
(

0
1

)
,±
(

1
1

)
,±

(
1
−
1

)}
=

{(
a
b

)
: a, b ∈ {

−
1, 0, 1}

}
a Q jako

Q =

{(
a
b

)
: a, b ∈ {

−
1, 0, 1}

}
,

která se shodou náhod rovná abeced¥ A.
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Ukaºme nejprve, ºe výsledná hodnota z =
∑

iM
izi se rovná opravdu x+y. S vyuºitím p°edpisu

pro zi dostáváme

z =
∑
i

M izi =
∑
i

M i(wi + qi−2 −M2qi) =
∑
i

M iwi +
∑
i

M iqi−2 −
∑
i

M i+2qi =

=
∑
i

M i(xi + yi) +
∑
l

M l+2ql −
∑
i

M i+2qi =
∑
i

M ixi +
∑
i

M iyi + 0 = x+ y.

Ozna£me prozatimní sou£et w =
∑

iM
iwi, kde wi = xi + yi ∈ (A+A). Uvaºujme nejprve pouze

vektory wi z prvního kvadrantu, tedy

wi ∈
{(

1
0

)
,

(
2
0

)
,

(
1
1

)
,

(
2
1

)
,

(
1
2

)
,

(
2
2

)}
.

Postup pro vektory wi z ostatních kvadrant· dostaneme jednodu²e vynásobením vektor· maticí

rotace Rπ
2

=

(
0
−
1

1 0

)
.

Na²im úkolem je zvolit vektor qi tak, aby vektor zi = wi + qi−2 −M2qi pat°il do mnoºiny
A pro kaºdý index i. Jak uvidíme pozd¥ji, volba vektoru qi bude záviset nanejvý² na wi−2, tedy
qi = qi(wi, wi−2).

Nyní p°ejdeme k postupu. Pokryjme mnoºinu wi + Q posunutými kopiemi mnoºiny A, tedy
mnoºinami A + M2q pro r·zné vektory q ∈ Q. Ozna£me mnoºinu Qwi vektor· z Q spl¬ující
wi +Q ⊂ A+M2Qwi .

Pokud se poda°í najít mnoºiny Qwi pro v²echna wi ∈ (A+A), pak z°ejm¥ bude platit, ºe pro
v²echna wi ∈ (A+A) bude existovat qi ∈ Qwi takový, ºe

zi = wi + qi−2 −M2qi ∈ A.

Následuje výpis mnoºin Qwi pro vektory wi:

• pro wi =

(
1
0

)
platí Qwi =

{(
0
0

)
,

(
0
1

)}
, znázorn¥ní m·ºeme vid¥t na obrázku 5.2,

wi

A+M
2(0, 0)T A+M

2(0, 1)T

Obrázek 5.2: �ernými body je vyzna£ena mnoºina wi +Q
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• pro wi =

(
2
0

)
platí Qwi =

{(
0
1

)}
,

• pro wi =

(
1
1

)
platí Qwi =

{(
0
0

)
,

(
0
1

)
,

(
−
1
0

)
,

(
−
1
1

)}
,

• pro wi =

(
2
1

)
platí Qwi =

{(
0
1

)
,

(
−
1
1

)}
,

• pro wi =

(
1
2

)
platí Qwi =

{(
−
1
0

)
,

(
−
1
1

)}
,

• pro wi =

(
2
2

)
platí Qwi =

{(
−
1
1

)}
.

Pro vektory wi, kde #Qwi = 1, tedy p°ípady, kdy sta£í pouze jeden vektor z mnoºiny Q na pokrytí
wi +Q, m·ºeme rovnou tento vektor zvolit jako qi.

• wi =

(
2
0

)
⇒ qi :=

(
0
1

)
,

• wi =

(
2
2

)
⇒ qi :=

(
−
1
1

)
,

• wi =

(
0
0

)
⇒ qi :=

(
0
0

)
.

Pro vektory wi, kde #Qwi > 1 budeme muset rozhodnout na základ¥ wi−2 jaký vektor qi zvolíme.
Lze ov¥°it, ºe na²e volba qi spl¬uje následující tvrzení.

Pro wi−2 ve tvaru wi−2 =

(
a
b

)
a pro v²echny qi−2 ∈ Qwi−2 takové, ºe qi−2 =

(
c
d

)
, platí

• pokud b ≥ 0, pak c ≤ 0,

• pokud a ≥ 0, pak d ≥ 0.

To umoºní volit pro víceprvkové mnoºiny Qwi vektory qi jako:

• Pro wi =

(
1
0

)
:

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde b ∈ {0, 1, 2}, pak qi :=

(
0
0

)
,

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde b ∈ {

−
1,
−
2}, pak qi :=

(
0
1

)
.

• Pro wi =

(
2
1

)
:

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde a ∈ {0,

−
1,
−
2}, pak qi :=

(
0
1

)
,



84 KAPITOLA 5. PARALELNÍ S�ÍTÁNÍ

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde a ∈ {1, 2}, pak qi :=

(
−
1
1

)
.

• Pro wi =

(
1
2

)
:

� Pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde b ∈ {0, 1, 2}, pak qi :=

(
−
1
0

)
,

� Pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde b ∈ {

−
1,
−
2}, pak qi :=

(
−
1
1

)
.

• Pro wi =

(
1
1

)
:

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde a ∈ {0,

−
1,
−
2} a b ∈ {0, 1, 2}, pak qi :=

(
0
0

)
,

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde a ∈ {0, 1, 2} a b ∈ {0,

−
1,
−
2}, krom¥ p°ípadu, kdy a = b = 0,

pak qi :=

(
−
1
1

)
,

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde a ∈ {1, 2} a b ∈ {1, 2}, pak qi :=

(
−
1
0

)
,

� pokud wi−2 =

(
a
b

)
, kde a ∈ {

−
1,
−
2} a b ∈ {

−
1,
−
2}, pak qi :=

(
0
1

)
.

Z p°edpisu zi = wi + qi−2−M2qi a faktu, ºe qi = qi(wi−2, wi), získáváme zi = zi(wi−4, wi−2, wi).
Jedná se tedy o 5-lokální funkci, kde t = 4 a r = 0.



Záv¥r

V první kapitole jsme ukázali, ºe Penneyho systém reprezentuje mnoºinu Z[i] a Eisenstein·v
systém reprezentuje Z[ω] a následn¥ jsme vytvo°ili vylep²ené algoritmy pro hledání reprezentace
v t¥chto systémech. Dále jsme pro Penneyho a Eisensteinovu bázi a jejich r·zné abecedy vykreslili
obrázky mnoºin V =

{∑∞
i=1 aiβ

−i : ai ∈ A
}
, které na základ¥ spln¥ní vlastnosti 0 ∈ V ◦, dokázaly

rozhodnout o tom, zda pozi£ní numera£ní systém reprezentuje celou mnoºinu C.
V druhé kapitole jsme de�novali maticové numera£ní systémy a ukázali, ºe Penneyho systém

má sv·j prot¥j²ek jakoºto maticový numera£ní systém. Toho jsme docílili vytvo°ením izomor�smu
mezi Z2 a Gaussovými celými £ísly. Obdobnou vlastnost jsme ukázali pro Eisenstein·v systém.

Dále jsme se zabývali otázkou, kolik je t°íd ekvivalence kongruence modulo M , a byli jsme
schopni dokázat, ºe je to práv¥ absolutní hodnota z matice M . Pro tento d·kaz jsme pokrývali
prostor rovnob¥ºnost¥ny o obsahu | detM | a kaºdý celo£íselný vektor, který pat°il do rovnob¥º-
nost¥nu, byl reprezentantem jedné t°ídy ekvivalence. Dále jsme de�novali tzv. kompletní abecedu
a ukázali jsme, ºe systém, který reprezentuje celou mnoºinu Zd, má kompletní abecedu práv¥
tehdy kdyº jednozna£n¥ reprezentuje vektory ze Zd.

V dal²í £ásti práce jsme sestrojili speciální normu na mnoºin¥ Zd, která umoºnila vytvo°it
posta£ující podmínku maticového systému, aby reprezentoval celou mnoºinu Zd. Ta pracuje s
kone£nou testovací mnoºinou ve tvaru{

x ∈ Zd : ||x|| ≤ max
a∈A

||M−1||||a||
1− ||M−1||

}
,

a tvrdí, ºe pokud jsou v²echny vektory z této mnoºiny reprezentovány, pak systém jiº reprezentuje
celý prostor.

S pouºitím této posta£ující podmínky jsme implementovali program, který rozhoduje o tom,
zda maticový systém je vhodný k reprezentaci Zd. Tento program kontroloval mimo jiné i fakt,
zda systém obsahuje kompletní abecedu. Následn¥ jsme program vyuºili k ov¥°ení výsledk· z [7],
a n¥které jsme byli schopni i roz²í°it.

Tento program byl implementován pouze pro diagonalizovatelné báze, proto je moºnost ho
roz²í°it i pro nediagonalizovatelné v dal²ím pokra£ování práce.

Na záv¥r práce se v¥nujeme paralelním algoritm·m pro s£ítání. Nejprve jsme porovnali kla-
sický algoritmus pro s£ítání s paralelním algoritmem od Avizienisiho, a následn¥ jsme uvedli jeho
zobecn¥ní z práce [3]. Na konci práce je uveden paralelní algoritmus pro s£ítání v Penneyho sys-

tému a v systému s maticí
(

2 0
0 3

)
. Zde je taktéº moºnost pokra£ování práce, a to ve vytvo°ení

obecného paralelního algoritmu pro s£ítání pro maticové numera£ní systémy.
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