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Anotace

Cilem této bakalarské préce je predstavit algoritmy pro tlumeni kmitani zavazi
zménou délky zavésu kyvadla a vytvorit fyzikalni model pro popis laboratorniho za-
fizeni. Prace dale obsahuje simula¢ni ovéreni algoritmii na dané dynamické soustavé,
navrh laboratorniho zarizeni pro ovéreni funkénosti algoritmii a nasledné zhodnoceni
vysledkii.

Klicova slova

tlumeni, kmitani, proménna délka kyvadla

Abstrakt

The aim of the bachelor thesis is to introduce algorithms for oscillations damping
by adjusting the cable length and build a dynamic model of the laboratory setup.
Validate the control algorithms on the dynamic system by simulation. Design the
laboratory setup for testing oscillations damping by adjusting the cable length and
evaluate the achieved results.

Keywords

damping, oscillation, variable length pendulum
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Uvod

V dnesni moderni a rychle se rozvijejici dobé sehrava stéle vice velkou tlohu
jerabova technika. Je nedilnou soucésti kazdé stavby vyskovych budov, kde casto
¢eli obtiznym manipula¢nim tkolim. Dosahne-li totiz bfemeno pozadované pozice,
dochazi k jeho rozkmitani, které znemozinuje jeho umisténi. Také je hojné vyuzivana
v lodni dopravé, kde se pro nakladani a vykladani nakladu pouzivaji lodni jeraby.
Tyto jeraby ¢asto pohybuji s mnohatunovym nakladem, kde kmitani bfemene muze
privést do nebezpecné situace nejen samotny naklad, ale také posadku a lod. Dalsi
rychle se rozvijejici oblasti jsou bezpilotni letouny (UAVs) s vertikdlnim startem.
Béhem nékolika poslednich let zazily velky rozvoj nejen v oblasti komeréniho vyuziti,
ale také se vyuzivaji pro vojenské ucely a pro pomoc pii prirodnich katastrofach.
Casto tyto letouny byvaji vystaveny tukolim, pfi kterych nesou zavésené bremeno,
u kterého je kmitani nezadouci.

Cilem této bakalarské prace je seznameni s metodami tlumeni kmitani zavazi
zménou délky zavésu a navrzeni laboratorntho zafizeni pro ovéreni funkénosti téchto
algoritmi. Dale mé za cil vytvorit matematicky a simula¢ni model laboratorniho
zafizeni a realizovat jeho Tizeni.

V teoretické casti se Ctendr seznami s problematikou kmitani kyvadla s pro-
ménnou délkou zavésu a jevy s timto pohybem spojenymi a dale s algoritmy, které
vyuzivaji periodickou zménu zavésu k tlumeni kmitani. V praktické ¢asti pak nalezne
zformulovani fyzikalnitho modelu laboratorniho zafizeni a jeho linearizaci, vytvoreni
simula¢nich modeli, navrh fizeni a simula¢ni ovéreni vybranych algoritmt. Posledni
podkapitola je vénovana navrhu laboratorniho zafizeni, na kterém bude mozno tyto
algoritmy testovat.



1 Teoreticka Cast

Teoretickd Cast je vénovana fyzikdlnimu popisu problematiky kmitani kyvadla
a jevim s timto pohybem spojenym. Déle vyuziti fyzikdlnich jevi, které vznikaji
pii pohybu kyvadla s proménnou délkou zavésu a které mohou byt vyuzity ke tlu-
meni kmitani. Nejvice pozornosti je v této kapitole vénovano algoritmim pro fizeni
tlumeni kmitani zménou délky zavésu kyvadla.

1.1 Matematické kyvadlo s proménnou délkou zavésu

Détska houpacka byva obvykle popisovana jako kyvadlo s proménnou délkou za-
vésu, kde zesileni nebo naopak tlumeni kmitan{ je realizovano intuitivnim pohybem
ditéte. Dité se snazi rozhoupat houpacku pohybem svého téla vpred a vzad, tedy
vzhledem k ose otéceni je jedineénym zpiisobem pro fizeni kmitani mechanickych
soustav [13].

Tohoto efektu je vyuzito pii ndvrhu tlumeni kmitani zavazi zavéseného na za-
vésu, u kterého je ménéna jeho délka. Spravné pochopeni tlumeni kmitani zménou
polohy hmoty vi¢i ose otaceni je dilezité pro efektivni navrh fizeni tlumeni oscilaci.

1.1.1 Matematické kyvadlo

Jistou idealizaci zavéSeného bfemena na lané je matematické kyvadlo. Matema-
tické kyvadlo se sklada z hmotného bodu o hmotnosti m zavéseného na nehmotném
zavésu délky [, ktery je pfipevnén k ose otaceni, jak je ukédzano na obrazku 1. Dale
je zanedbéano tfeni v ose otaceni a odpor prostiedi.

F, =mg

Obrazek 1: Kyvadlo s proménnou délkou zévésu s vyznacenymi silami



Pohybové rovnice kyvadla s proménnou délkou zavésu

Tento systém mé dva stupné volnosti. Jeden ve sméru radialnim, ktery je po-
psan soufadnici (¢) a druhy ve sméru te¢ném, kterému je pfifazena souradnice ¢(t).
Pouzitim Lagrangeovy rovnice druhého druhu lze ziskat pohybové rovnice, které
mohou byt podle [13| zapsany jako

ml(t)p(t) + ij(t)gb(t) + mgsin(p(t)) =0 (la)
nebo @) + 21(?(‘5)“) + %sin(gp(t}) =0 (1b)
mi(t) — mi(t)¢>(t) — mg cos(p(t)) = F(t). (2)

Predpokladame-li neproménnou délku zavésu a malé vychylky, tj. ¢ < 5°
a vyuzijeme-li aproximace sin(p) = @, lze feseni rovnice (46) zapsat jako

p(t) = po cos(§2), (3)

kde g je amplituda kmitu.
Uhlova frekvence kmitt je dana

Q:\/?. (4)
l
T:27r\/;. (5)

Neomezime-li se pouze na malé vychylky kyvadla, skuteéna perioda dle [1] je uréena

_ [ [*o 1
T(¢,) = m\/; / e (6)

1.2 Coriolisova sila

Periodu kmitu uréime z

Rovnice (45) a (46) popisuji rota¢ni pohyb kyvadla, ktery je zpusoben polohou
a zrychlenim hmoty m. Druhy vyraz v rovnici (46) popisuje efekt Coriolisovy sily,
ktera vznika pohybem hmoty m. Pohyb kyvadla s proménnou délkou zavésu je tedy
ovlivnén jednak gravitacni silou a jednak Coriolisovou silou [6].

Coriolisova sila vzniké pfi dvou soucasnych pohybech. V tomto pripadé se jedna
o pohyb rota¢ni, popsan soutradnici ¢(t), a pohyb posuvny ve sméru radialnim,
popsén soufadnici [(t). Tato sila ma smér kolmy na smér rychlosti [(t), jak je ukazano
na obrazku 1. Jeji velikost je urcena jako

Fo(t) = 2mi(t)p(t). (7)



1.3 Tlumeni kmitani vyuzitim Coriolisovy sily

Zatimco dité rozhoupava houpacku intuitivné, tedy snazi se kmitéani posilit,
nasi snahou je naopak kmitani tlumit. Pro potieby rizeni tlumeni kmitani je nutné
najit algoritmus, ktery je mozno implementovat. Timto problémem se ve své praci
zabyval Denis S. Stilling [6].

V této praci je ukazéno, ze pokud je délka zavésu tizena spravné, Coriolisova
sila muze byt vyuzita ke tlumeni oscilaci kyvadla. Musi byt bran v tivahu smér Cori-
olisovy sily, ktery musi byt synchronizovan s pohybem kyvadla. V piipadé, Ze zavés
je prodluzovan, tedy l (t) > 0, bude amplituda oscilaci klesat. V opa¢ném piipadé,
kdy je zavés zkracovan, tedy I(t) < 0, Coriolisova sila zesiluje kmitani. V situaci,
kdy zavés mé konstantni délku, tj. {(t) = 0, Coriolisova sila je eliminovana a kyvadlo
kmita s konstantni amplitudou. Kdyz je kyvadlo prodluzovano bez ohledu na smér
rychlosti, bude mit Coriolisova sila vzdy smér proti pohybu kyvadla. Pfesné opacny
jev je pozorovan pri zkracovani zavésu. Proto zkracovani, respektive prodluzovani
zavésu kyvadla, vytvari Coriolisovu silu, ktera zesiluje, respektive tlumi oscilace.

1.4 Tlumeni kmitani pouzitim omezené délky zavésu

Podle predchoziho odstavce by se mohlo intuitivnim feSenim pro tlumeni kmitt
nabizet nepretrzité prodluzovani kyvadla. Tento zptsob vsak neni mozné v praxi
realizovat, a proto je délka kyvadla omezena mezi dolni a horni hranici

lmin S l(t) S lmax A lmin < lmax (8)

Obrazek 2: Tlumeni kmitani vyuzitim
(a) obecné trajektorie a (b) optimalné&jsi trajektorie zavazi



Disledkem nerovnice (8) je, ze v ur¢itém okamziku je nutné kyvadlo zkratit,
coz mé za néasledek naopak posileni kmitani, a to je v piipadé tlumeni oscilaci
zcela nezddouci. Pro tlumeni kmitani je tudiz dilezité sekvence pohybu béhem kyvu
kyvadla, ktera by se méla podle ¢lanku [7] skladat ze dvou Easti:

1. Zavazi o hmotnosti m se pohybuje smérem od osy otaceni (prodluzovani
kyvadla), kdyz velikost tthlové rychlosti a Coriolisovy sily je maximélni. To odpovida
dolni pozici kyvadla (¢(t) = 0). Tento pohyb zvétsuje tlumici efekt.

2. Zéavazi o hmotnosti m se pohybuje smérem k ose otaceni (zkracovani
kyvadla), kdyz velikost thlové rychlosti a Coriolisovy sily je minimalni, coz odpovida
maximalni thlové vychylce kyvadla vzhledem k rovnovazné poloze. Takto popsany
pohyb zmensuje zesileni kmitani.

Hlavni myslenkou tlumeni kmitéani tedy je prodluzovani zavésu (I (t) > 0), kdyz
absolutni hodnota thlové rychlosti (|¢(t)]) se blizi své maximalni hodnoté, tj. kdyz
o(t) = 0. Ke zkracovani zavesu (I(t) < 0) by mélo dochazet, kdyZ ihlova rychlost je
nulova (¢(t) = 0).

Trajektorie tohoto pohybu je zobrazena na obazku 2, ktery obsahuje dvé moz-
nosti trajektorii, po kterych se zavazi mize pohybovat. Optimalnéjsi trajektorie se
vice shoduje s teoretickym predpokladem popsanym v bodech 1-2 pro tlumeni kmi-
tani, ale je obtizné realizovatelna z diivodu naro¢nosti matematického popisu daného
pohybu a z divodu naroki na aktudtory zajistujici tento pohyb. Proto je v této praci
vénovana pozornost pouze obecné strategii.

1.5 Energeticky pristup

Zesilujici, respektive zeslabujici efekt zptusobeny prerozdélovanim hmoty vici
ose otafeni muzZe byt také dle ¢lanku [6] vysvétlen vyuZitim zdkona zachovani me-
chanické energie.

Celkova mechanickéd energie matematického kyvadla je dana souc¢tem kinetické
energie F a polohové energie F,,. Tato energie mize byt pfeménéna na jinou formu
energie v zavislosti na vykonané préci systémem. Energeticka bilance tohoto systému
muze byt zapsana jako

(Ex + Ep)y + Wi = (Ex + Ep)sy, (9)

kde ¢; a 15 jsou ¢asové intervaly, mezi kterymi je vykonana prace Wi_,. Ma-li se
zkratit, respektive prodlouzit délka kyvadla, musi na zavés o délce () ptisobit vnéjsi
sila Fj(t), kter& zptisobi zménu polohy zavazi o As. Uvazujeme-li drahy s; = s1(t1)
a So = So(ta), je poté vykonana prace sily Fi(t) na tomto intervalu déna

$2
Wl_g = / E ds = E As. (10)

S1

V pripadé zkracovani kyvadla plati
As=5y—5>0 (11)
a poté pro mechanickou praci lze psat

Wi_o = H As > 0. (12)



Dosazenim vyrazu (12) do rovnice (9) lze vidét, ze celkova energie v Case ty se
zvétsuje s hodnotou FAs. To mé za dusledek zesileni kmitani.

Obdobnym zpusobem lze dokazat pripad, kdy dochazi k prodluzovani zavésu.
V tomto piipadé je mechanicka energie Wi _o = F] As < 0. Tedy celkova energie
soustavy se zmensuje. To mé naopak za disledek tlumeni kmitéani.

Zvétsovani nebo zmensovani celkové energie systému v dusledku zmény délky
zavésu kyvadla vede ke zvétseni nebo zmenseni amplitudy kmitani. Zménou délky
zavésu jsme tedy schopni tlumit kmitani kyvadla a tento jev lze tedy vysvétlit i po-
moci energetického pristupu.

1.6 Algoritmy pro rizeni tlumeni kmitani

Tato podkapitola predstavuje algoritmy pro tlumeni kmitani zménou délky za-
vésu. Je zde nastinéno odvozeni jednotlivych algoritmiu. Celd odvozeni jsou obsazena
v jednotlivych ¢lancich, které jsou vzdy uvedeny u danych algoritmi.

1.6.1 Primovazebni rizeni

Rizeni tlumeni kmitani periodickou zménou délky zavésu

Pro tlumeni kmitani periodickou zménou délky zavésu je aplikovan piistup,
ktery pouzili ve své praci Stilling and Szyszkowski |7].

Predpokladejme, ze délka zavésu bude oscilovat s malou amplitudou Al okolo
stfedn{ hodnoty [y a s thlovou frekvenci, ktera je dvakrat vétsi nez je stfedni hodnota

thlové frekvence kmitt kyvadla = | /L . Pohyb zavazi je podle ¢lanku [6] dan

[(t) = lop — Alsin (2Qt). (13)

Trajektorie tohoto harmonického pohybu je ukazana na obrazku obrazku 2(a).

Soustava s linearnim tlumicem

Stilling a Szyszkowski se v [7| zabyvaji zménou celkové mechanické energie
soustavy béhem jednoho kyvu kyvadla s proménnou délkou zavésu a porovnavaji ji
s rovnocennou soustavou obsahujici linearni (viskoézni) tlumic.

Uvazujeme-li systém s jednim stupném volnosti, tvorenym pruzinou a linearnim
tlumicem, ktery volné kmita podél souradnice y. Poté takovyto systém lze popsat
diferencialni rovnici druhého radu jako

miy(t) + cy(t) + ky(t) =0 (14a)
nebo  §i(t) + 26Qy(t) + Q*y(t) = 0, (14b)

kde § = 55 reprezentuje tlumici pomér a 2 = % je vlastni uhlova frekvence netlu-
menych kmit.

Energii, kterou tlumi¢ pohlti béhem jednoho cyklu, lze ziskat z rovnice (14a)
vynasobenim kazdého ¢lenu piirastkem dy. Takto vynasobena rovnice (14a) popisuje



energetickou bilanci systému tlumi¢-pruzina. Pro pohyb z polohy w; do polohy s
miize byt tato bilance vyjadrena v integralnim tvaru jako

_/yz(cy)dt:/yQ(m@Jrky)dy. (15)

Y1 Y1
Leva strana rovnice (15) odpovida disipované energii, prava strana rovnice mize
byt explicitné integrovana, z ¢ehoz dostaneme kinetickou a potencialni energii sys-
tému. Zintegrovanim rovnice (15) pfes jednu periodu méa tato rovnice tvar

AFE = —/ (cy)dy = !
0

(mi? + k) — E(0), (16)
kde AFE je preménéna energie béhem jedné periody a E(0) je poc¢atecni hodnota
energie soustavy.

Pro piipad malych hodnot tlumiciho poméru (§ < 1) muze byt vychylka v ¢ase
aproximovana podle ¢lanku [7] jako linearni harmonicky oscilator

y(t) = Acos(Qt). (17)

Pfeménéné energie béhem jednoho kmitu je dana rovnici

—A4ré
- | — eVier
AE = — / (c?)dt = —A%mi—f > _ A%crQ). (18)
0

Energii linearniho oscilatoru lze vyjadrit
1

S vyuzitim tlumiciho poméru £ je disipované energie normovana vzhledem k poca-
tecni hodnoté energie jako

AE  A*cQm
Eo — 1kA?
Stejné tak, jako byla odvozena normovana energie pro soustavu tlumic¢-pruzina,
miize byt odvozena normovana energie pro kyvadlo s proménnou délkou zavésu.
Autofi ¢lanku |7] vychézi z linearizované rovnice pro popis thlové vychylky
kyvadla v ¢ase. Vynésobenim této rovnice priristkem d¢ a naslednou tpravou do
tvaru

= —4r¢. (20)

d@ >+d(l(1—cos(g0))>+2§<' 2l(1—cosg0)>dt—0, (21)

je disipovana energie béhem jednoho cyklu urcena

1

. T
AFE = 5@2 + %(1 —cos(p)) — E = —2/ I (SO + éql(l — COS @))dta (22)
0

kde E(g) je poCatecni hodnota energie soustavy.
Normovanou hodnotu disipované energie lze psat jako

AE
Eo)

Dosazenim (22) do rovnice (23) lze ziskat ekvivalentni tlumici pomér

1 Jo §(* + (1 — cosp))dt
2 [290 + 9(1 — cos (‘P))L:O'

— —4ntpq. (23)

(24)

gEQ =



Omezime-li se opét pouze na malé vychylky ¢ < 1 a maly tlumici efekt, lze vyjadrit
ekvivalentni tlumici pomér, ktery byl odvozen v |7] jako

3Al
~ 25
feq = 1 (25)

Podle ¢lanku [12] je tato aproximace vhodné pro hodnoty lA—Ol € [0,0.25].

Problémem tohoto ovladani je harmonicky signal (13). Tlumeni kmitani je
zajisténo pouze v piipadé, ze zména délky kyvadla je spravné synchronizovéna se
skute¢nou thlovou frekvenci Q. Toho je v disledku rozdilu mezi piibliznou € a sku-
tecnou § tihlovou frekvenci systému obtizné dosahnout. Jak je ukizano v élanku [12],
synchronizace je mozna pouze béhem nékolika period, poté dochéazi k nezadoucimu
zesileni kmitani.

Aby bylo dosazeno synchronizace délky kyvadla s fidicim signalem, je v praci
Stillinga a Szyszkowského [7| navrzen ekvivalentni tlumici pomér, ve kterém je
v kazdém cCasovém okamziku prepocitavana tihlova frekvence

, . 3Alsin(2QAt)
fpo = 4y 2QAt (26)

Dalsim fesenim problému synchronizace pohybu kyvadla a fidictho signalu je
pridani fazového posuvu 1; do rovnice (13) dle ¢lanku |9

[(t) = Iy — Alsin (29t + ), (27)

kde ; je fazovy posun mezi ¢(t) a [(t) ziskany béhem piedchozi periody (i — 1).
Ekvivalentni tlumici pomér pro ¢—tou periodu je dan jako

_3Al

& & 4_l0 cos(;). (28)

1.6.2 Zpétnovazebni rizeni
Rizeni algoritmem (27) je ¢asové narocné a obtizné implementovatelné. Proto

je v ¢lanku [12| navrzeno zpétnovazebni Fizeni z méreného thlu p(t).

Zpétnovazebni rizeni s jednoduchym dopravnim zpozZdénim
V ¢lanku [12] je pro navrh algoritmu uvazovana mala hodnota tlumiciho poméru
(£ < 1). Pro tuto hodnotu lze aproximovat vychylku v ¢ase jako

©(t) = poe Y cos(Q), (29)

kde ¢y je amplituda harmonického pohybu.



Vyjadirenim funkce kosinus z rovnice (29), dosazenim do upraveného algoritmu
(13), kde funkce sinus je vyjadiena pomoci goniometrickych vzorct funkei kosinus,
se autori dostavaji k nelinedrnimu algoritmu s dopravnim zpozdénim ve tvaru

1(t) = lo — Al2e 2 a(t)p(t)p(t — 1), (30)

kde dopravni zpozdéni 7 = & = L a a(t) = py2e*%.

Zpétnovazebni Fizeni s dvojitym dopravnim zpozdénim

Obdobnym zptisobem se autofi ¢lanku [12| dostavaji i k algoritmu s dvoji-
tym dopravnim zpoZzdénim. Funkci sinus z rovnice (13) lze vyjadfit pomoci jinych
goniometrickych vzorcu, nez bylo vyuzito pro odvozeni algoritmu s jednoduchym
dopravnim zpozdénim. Po rfadé tprav lze ziskat algoritmus s dvojitym dopravnim
zpozdénim ve tvaru

1(t) = ly — Ala(t)e¢5 (gpz(t ) — e TRt — Ty — Tl)), (31)

kde 71 = &5, 7 = & a a(t) = gy eX

Zpétnovazebni fizeni s dopravnim zpozdénim a konstantnim prirtstkem

Ve snaze odstranit ¢asové zavislou exponencialni slozku z (31) v disledku obtiz-
nosti implementace algoritmu je v [12] opét pomoci goniometrickych funkei vyjadien
exponencialné casové nezavisly ridici algoritmus

2e 2 p(t)o(t — 1)

l(t)=1o— Al , 32
== 8ot eo i) )
kde 11 = 5.
Obdobné je odvozen algoritmus pro pfipad s dvojitym dopravnim zpozdénim
2 t — =€, 2 t — _
l(t) _ lO _ Algp ( 7—2) € 4 ( T2 7—1)’ (33)
2t — 7o) + e TPt — T — 71)
kde T = %,TQ = %
Zpétnovazebni rFizeni bez dopravniho zpozdéni
Pro tplnost je v [12] odvozeno Fizeni bez dopravniho zpozdéni ve tvaru
2(t) (&e(t) + £6(1))
I(t) =1+ Al (34)

o2(0) + (0(t) + 56(1))

Tento algoritmus je srovnatelny s algoritmy s dopravnim zpozdénim. Jistou nevy-
hodou je zde potfeba snimace thlové rychlosti.



2 Prakticka ¢ast

Tato kapitola je vénovana zformulovani fyzikalntho modelu laboratorniho zari-
zeni a linearizaci tohoto modelu, vytvoreni simulacniho modelu jak nelinearniho, tak
linearizovaného a jejich néasledné verifikaci. Dale obsahuje navrh fizeni dané labora-
torni dlohy a naslednou implementaci na obou simula¢nich modelech.

2.1 Fyzikalni model laboratorniho zarizeni

2.1.1 Schéma laboratorniho zarizeni

Pro ovéreni funkénosti algoritmii tlumeni kmitani zménou délky kyvadla je na-
vrzeno laboratorni zafizeni dle schématu.

yA "9

<Y

Obrazek 3: Schéma laboratorni ulohy

Laboratorni tloha se sklada z voziku o hmotnosti M, na ktery pusobi sila F(?)
ve sméru osy X a dale ze zavazi o hmotnosti m zavéseném na zavésu proménné délky
I(t). Sila zpisobujici zménu délky zavésu je oznacena Fi(t). Uhel, ktery svira zaves
s vertikalni osou, je oznacen ¢(t).

2.1.2 Nelinearni matematicky model

Chceme-li néjaky objekt ridit, je nutné vytvorit matematicky model pro odhad-
nuti chovani tohoto objektu pro rizné strategie fizeni [4].

Pro vytvoreni matematického modelu jsou uvazovany nasledujici predpoklady:
hmotnost zavésu je zanedbatelna vzhledem k hmotnosti voziku M a hmotnosti zédvazi
m, zaveés je absolutné tuhy, pohyb kyvadla a voziku je uvazovan jako dvojrozmérny,
vliv poruchovych veli¢in je zanedban.

Pro vytvoreni matematického popisu systému, tedy pro sestaveni pohybovych
rovnic, je vyuzito Lagrangeovy rovnice druhého druhu rozsifené o Rayleigho disipa-
tivni funkci. Vyhodou této metody je skutec¢nost, ze jedinou dynamickou veli¢inou,
kterou je nutno vyjadrfit, je energie soustavy, coz byva zpravidla jednoduché [5].
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Langrangeova rovnice druhého druhu rozsifena o Rayleigho disipativni funkci je
podle [8] dana jako

d /0L oL 0D
—(—> -t = ?C, (35)
dt 8q] 3q] 8qj

pro j = 1,2,...,n, g; jsou nezavislé zobecnéné souradnice, @} je prace vnéjsich

nekonzervativnich zobecnénych sil, L je Lagrangeova funkce, ktera je dana rozdilem
kinetické a potencialni energie

L=E,—E,, (36)

a Rayleigho disipativni funkce D, ktera je pro linearni tlumeni definovana jako
1,
D = e (1), (37)

kde ¢ je koeficient linearniho tlumeni a z(t) je vychylka v ¢ase t.

7 divodu vyjadreni kinetické a potencialni energie, musi byt nejdiive zvolen
vhodny soufadny systém. V tomto pripadé je vybran pravouhly kartézsky souradny
systém. Poloha voziku v ¢ase je popsana soutradnici x(t), horizontalni poloha kyvadla
soutadnici z,(t) a vertikalni poloha y,(t). Vychylka kyvadla je dana soufadnici ¢(t)
a délka zavésu [(t), kde kladny smér je zvolen dle obrazku 3.

Soustava tvorena vozikem a kyvadlem s proménnou délkou zavésu ma tii stupné
volnosti. Za vektor nezévislych zobecnénych souradnic je zvolen q(t)= [x(t), o(t), 1(t)]*
a za vektor vnéjsich nekonzervativnich zobecnénych sil F(t)= [F,(t), 0, F(t)]".
Poloha voziku je popsana (z,v.)T = (2,0)" a poloha zavazi

T

T .
(2p,yp) = (2 + (1) sin(p(t)), —1(t) cos (p(1))) - (38)
Kinetickou energii soustavy lze ur¢it pomoci Koénigovy véty
1 1
By = §mvs2 1 élsng, (39)

kde vy je rychlost stfedu hmotnosti télesa a Iy moment setrvacnosti télesa vzhledem
ke stfedu hmotnosti. Pro matematické kyvadlo je uvazovano I, = ml?.

Kinetickou energii soustavy lze poté psat jako

By = %Mx’Q(t) + %mvf(t) + %le(t)ng(t), (40)
kde vZ(t) = a2 (t) + y2(t). (41)

Dosazenim (38) do (41) a poté do (40) a néaslednou upravou dostavam kinetickou
energii soustavy popsanou pouze nezavislymi zobecnénymi soufadnicemi

By = %(<M )@ () + miP (P (0) + mi(E) + mi(1)g?(1) )+

_ (42)
o+ mi(t) (i) sin(p(6) + B0 cos((1) ).
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Potencialni energie soustavy se skladé pouze z potencidlni energie kyvadla, kterou
lze vyjadrit jako

B, = —mgl(t) cos((1)). (13)
Dosazenim rovnic (43) a (42) do rovnice (36) ziskavam Lagrangeovu funkeci ve tvaru

L= 5 (O 4 m)(6) + mi2(0)6(1) + miP(0) + mi (1) (1)) — mol(r) cos(ip (1)) +

o+ mi(t) (i) sin(p(8) + B0 cos(p(1) ).
(44)

N

Vyjadrenim Rayleigho disipativni funkce pro vnéjsi sily Fy(t) a Fi(t) podle (37)
a zderivovanim Lagrangeovy funkce L podle (35) dostavam vlastni pohybové rovnice
ve tvaru

(M 4+ m)&(t) + msin (p(t )l t) + 2m cos (go(t))l(t) + ml(t) cos (p(t))p(t)—

—mi(t)sin ((t))4(t)* + ext(t) = Fx(t)
(45)

mP(t)(t) + 2mi(E)I(£)(t) + mi(t) cos (p(t))E() + mgl(t) sin (p(t) =0 (46)
ml(t)mi(t) sin (@(t)) — mi(t)p — mgl(t) cos (o(t)) + al(t) = Fi(t). (47)
Soustava rovnic (45-47) tvori tzv. nelinedrni model vstup-vystup, nékdy také ozna-
¢ovany jako model vné&jsi.
Tuto soustavu tif obycejnych diferenciélnich rovnic druhého réadu lze prepsat do

tvaru, ktery je vyhodnéjsi pro nasledujici implementaci. Obecny dynamicky systém,
ktery je fizen a je mozno ho popsat diferencialni rovnici druhého fadu, ma tvar

Po tpravé soustavy rovnic (45-47) do tvaru (48) dostavam

#(t) = M7 (F(t) — Fi(t)sin (o(t)) + eil(t) sin (o(1) — (1) (49)

A1) = (mz2<t>) ) ( oml(0)i(0)p(t) — mal(t)sin (p(8))

— () cos (1)) (M) ™ (Fu() F(8)sin (1)) + +eid (1) sim (o(2) — cx:'v<t>)))
(50)

I(t) =m™ (ml(t)gb(t)2 + mgcos (p(t)) — al(t) + Fi(t)—

— mesin (¢(t)) ((M)_1 (Fx(t) — Fi(t) sin (¢(t)) + al(t)sin (p(t)) — cxyb(t))>).
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2.2 Nelinearni model vnitrni

Nelinedrni model vnitini neboli stavovy popisuje dany systém zevnitf. Zahrnuje
tedy nejen vstupni veli¢iny u(t) a vystupni veli¢iny y(t), ale i vnitini neboli stavové
veli¢iny x(¢). Obecné jsou tyto veli¢iny vektory. Nelinearni stavovy model, ktery
nezavisi na posunu v ¢ase, tedy je v ¢ase neproménny, ma podle [10] tvar

(1) = £(x(1),u(t)) (52a)
y(t) = h(x(t), (). (52b)

kde f je stavova funkce, h je funkce vstupii.
Rovnice (52a) je oznacovana jako stavova rovnice, ktera popisuje, jak se stavy sys-
tému vyviji v ¢ase. Vystupni rovnice (52b) popisuje, jak se vyviji vystupy modelu
v case, kde x(t) = [z1(t), 22(t), ..., 2, (t)]T je n-rozmérny stavovy vektor, kde n je
pocet stavovych proménnych, u(t) = [uy(t), uz(t), ..., um(t)]* je m-rozmérny vektor
vstupt, kde m je pocet vstupt a y(t) = [y1(¢), y2(t), ..., yp(t)]* je p-rozmérny vektor
vystupt, kde p je pocet vystupii.

Stavovy popis sytému umoziuje popsat dynamicky systém n-tého fadu pomoci
soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu jako n-rozmérny vektor [3].

Laboratorni tloha ma vice vstupt a vystupt, tedy tzv. MIMO (multi-input /multi-
-output) systém. Proto veli¢iny vystupujici ve stavovém modelu jsou vektory danych
rozméri. K popisu soustavy nelinedrnim stavovym modelem je zvolen stavovy vektor
jako

a vektor vystupt a vstupt je dan

y(t) = |¢(t) (54)

u(t) = {Z((m (55)

Dale je zavedena nasledujici volba stavovych veli¢in
n(t) =z(t) =n()  w(t) =) =n)  23(t) = e(t) = y2(t)
)

=1o(t)  as5(t) =1(t) = 4s(t) wo(t) = i(t) = y3(t) (56)
U2 ()

Tato volba stavovych veli¢in vede na stavovy nelinedrni model ve tvaru

t
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in(t) = 22(t) (57a)
(1) = (1) = M (wa(8) = wp(t) sin(as (1)) + azs(t) sin(zs (1)) — exaa(t))  (57H)

3(t) = w4(t) (57¢)
—2x4(t)ze(t)  cos(wz(?)

ha(t) = = 5 . (5 = (ul(t) (£ sin (s (£))+ -
+ ag(t) sin(s (1)) - exrs(t)) - x;,g(t) sin(z3 (1))
| T5(t) = x6(t) (57e)
do(t) = _%M (ea(t) = o) sinrs () + cxa() sinas (1))~ -
N cxxz(t)> +as(8)22(t) + g cos(aa(t)) — lejf) n “jff)
yi(t) = 21(1) (57g)
Ya(t) = w3(t) (57h)
ys(t) = x5(t). (571)

Stavovy nelinearni model laboratorniho zafizeni je mozné v maticovém zéapisu
zapsat jako

[21(1)] [21(2) ] [ fu(n(t), - w6 (t), un (), ua(t)) T
o(t) zo(t) Ja (21 (t), ., w6(t), ur (t), ua(t))
as(t)| _ | | @) [ul(t)] | (@), (0w (1), ua(t)) (56a)
T4(t) z4(t) | 7 |u2(t) Fa((@1(2), .., m6(t), ur (1), ua(t))
a5(t) 5(t) S5 ((@1(t), .. w6 (t), ua (t), ua(t))
[ 6(t) ] | w6(t) ] _f6((951(t)a w6 (t), ua(t), UQ(t))_
21 (t) ] [ hy (ml(t), .,xG(t),ul(t),UQ(t)) i
x3(t Uy sl(@1(?),..,x6(l), ur (), ua(t
zzg; =h z4(t) | [UQ(t)] N h4((:1:1(t), ,xG(t),ul(t),uQ(t)) (58b)
x5(t) h5((:1:1(t), ,xﬁ(t),ul(t),UQ(t))
L z6(t)] Lh ((21(t), .., w6 (t), ur (£), ua(t))

2.2.1 Linearizace stavového modelu v ekvilibriu

Stavovy model popisujici chovani soustavy vozik-kyvadlo s proménnou délkou
zavésu je silné nelinedrni. Tyto modely jsou obtizné pouzitelné pro pfimy navrh
fizeni. Snahou je tedy tyto systémy linearizovat.

Pri fizeni systémii, u kterych se pohybujeme se vstupnimi i vystupnimi veli¢inami
regulované soustavy v okoli ustéleného stavu, tzv. ekvilibria (rovnovazného bodu)
Py, pouzivame tzv. linearizaci v ekvilibriu. Linearizace je nahrazeni nelinearniho
modelu v okoli pracovniho bodu jeho linedrni odchylkovou aproximaci. Tedy v okoli
tohoto bodu rozvijime nelinearni funkce v Taylorovy fady, ve kterych zanedbavame
¢leny vyssich rada. Pro malé odchylky od ekvilibria dostavame linearni aproximaci
nelinearniho modelu [10].
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Nelinearni model v okoli ekvilibria je aproximovéan linearnim modelem, ktery ma
pro casové neménny systém tvar

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (59a)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (59b)
kde matice A, B, C a D jsou Jacobiho matice, coz jsou matice prvnich derivaci.

Pro linearni aproximaci v ekvilibriu jsou po dosazeni pracovniho bodu Py = (x,, u,)
konstantami. Tyto matice jsou dany jako

[0f1 0f Of ]
ox1 Oxo Tt Oxn
of of2  Of2 of2
B 3 By
A= = oot (60)
X |p, P
Ofn  Ofn Ofn
| Ox1 Oxa "7 Ozn Po
[0f1 0h Of
ouq Ous " Oum
Ofs  Ofo 0fa
of 201 Dus D
R R (61)
u Po
Ofn  Ofn O fn
_8u1 Ous e 8um_ Py
(091 091 Og1 ]
o0z Ors " Oxn
g 992 992 992
B B R o
C=o1 = I . (62)
X Po
99p  Ogp 99p.
| 0z Oxo T Oy Po
[991  9g1 991 ]
ouq Ousg T OQum
g Og2 992 Og2
o 0 U Oum
u P
99p  99p 99p
LOur Ouz " Oum | Py

kde f je stavova funkce, g je funkce vstupt.

Pracovni bod Py = (x,, u,,) je zvolen jako x, = [0,0,0, 1,0, 0]" au, = [0, —mg|T.
Po zderivovani (57a-57f) podle (60-63) a po vy¢isleni Jacobiho matic v pracovnim
bodé lze tyto matice psat jako

0 1 0 00 0]
0 == m™ 0 0
00 0 10 0
A=lg & m_9 g0 o (64)
M M l
00 0 00 1
0 0 0 00 =4
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2.3  Simulaé¢ni model v MATLAB & Simulink

2.3.1 Nelinearni simula¢ni model

Nelinearni matematicky model tvoreny soustavou diferencialnich rovnic (49-51)
je preveden na simula¢ni model tak, jak je ukdzano na obrazku 4.

V tomto pripadeé je pro prepséani soustavy diferencialnich rovnic pouzit MATLAB
Function blok, ve kterém je vyuzito indexového zapisu funkce. Vektor vstupt
U = [F,, F|T se sklad4 z napinaci sily Fi = —mg a sily F, kde je pouZit jako
testovaci vstupni signal tzv. Diractiv impuls (jednotkovy impuls) §(t), pro ktery
plati

_Joo prot =0
o) = {O prot#0 (69)

K vytvoreni tohoto signalu je vyuzito vztahu mezi jednotkovym skokem 1(¢) a Di-
racovym impulsem §(t)

5(t) = —=2, (70)

) (71)
0 prot <0

{1 prot >0

V nésledujicich simulacich je uvazovano gravitaéni zrychleni g = 9.81ms™2. Para-
metry systému pro simulaci jsou nasledujici: hmotnost voziku M = 0.2kg, hmotnost
zévazi m = 0.1 kg, koeficient linearniho tlumeni ¢, = ¢; = 0.1 Nsm™?, délka zavésu
| = 0.3 m a pocatecni podminky jsou zvoleny x¢ = [0,0,0,0,0.3,0]T.

=
At u

Step Derivative
-m*g » x
Constant1 “( T 1 p 1
fon X_tt s X_t s X
Y
Xt Integrator Integrator1

pars | vector_par

MATLAB Function

X

i)
;

Scope

Obrazek 4: Nelinearni simula¢ni model
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Impulsni funkce nelinedrniho modelu

Zavedeme-li Diractiv impuls na vstup dynamického systému, pak vznikne na
vystupu tohoto systému odezva, tzv. impulsni funkce, téz vahova funkce [4]. Impulsni
funkce systému vozik-kyvadlo s proménnou délkou zévésu ma nasledujici tvar.

0.4 i
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03 //
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0.1
0
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I[m]

0.32 /
0.3
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Obrazek 5: Impulsni funkce nelinearniho modelu

7 téchto impulsnich funkei lze ovérit spravnost matematického, reps. simula¢niho
modelu.

Z grafu vychylky voziku x = z(t) je mozné vidét, ze dochazi k vychyleni, které je
zpusobeno impulsem pusobicim na vozik. Z grafu je také patrny lehky pohyb voziku
zpét zpusobeny pohybem zavazi kyvadla. Po urcité dobé dochézi vlivem tfeni k za-
staveni voziku. Na druhém grafu, tj. zobrazeni vychylky zavésu v ¢ase ¢ = ¢(t),
lze pozorovat kmitavy pohyb kyvadla s proménnou délkou zavésu, které se chova
jako tlumeny harmonicky oscilator. Na poslednim grafu zavislosti [ = I(t) 1ze vidét
prodluzovani zavésu ze zvolené pocateéni hodnoty délky zavésu. Délka zavésu se
stabilizuje opét vlivem tfeni na ustalené hodnoté. Simula¢ni model se tedy chova
tak, jak je o¢ekavano.
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2.3.2 Linearizovany simula¢ni model

K vytvofeni linearizovaného simula¢ntho modelu v prostiedi MATLAB & Simu-
link je pouzit State space blok, ve kterém jsou definovany matice A, B, C a D
vytvorené v kapitole 2.2.1. Jako testovaci signal je opét pouzil Diractiv impuls.

T

Step Derivative
o |

Constant

vV V

X = Ax+ Bu
y=Cx+ Du

Mux State-Space

Demux

Obrazek 6: Linearizovany simulac¢ni model

Impulsni funkce linearizovaného modelu

Scope

Odezva linearizovaného modelu na Diractv impuls je zobrazena na obréazku 7.
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Obrazek 7: Impulsni funkce linearizovaného modelu

Porovnanim impulsni funkce nelinearntho a linearizovaného modelu lze vidét
rozdil v grafu zavislosti délky zavésu [ na ¢ase. Tento rozdil je zptsoben linearizaci
*
nelinedrniho modelu v okoli pracovniho bodu, ktery byl zvolen pravé [ = 0.3 m.
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2.4 NAvrh rizeni laboratorniho zarizeni

2.4.1 Regulace délky zavésu a polohy voziku

Regulace je proces, jehoz cilem je udrzovat danou fyzikalni veli¢inu na poza-
dované hodnoté, popf. v pozadovanych mezich vyuzitim zpétné vazby. Hodnotu
regulované veli¢iny y(t) porovnava regulator, jehoz pfenos je oznacen R(s) s zada-
nou hodnotou w(t), pricemz podle jejich okamzitého rozdilu, tzv. regula¢ni odchylky
e(t) = w(t) — y(t) nastavuje regulator akéni veli¢inu u(t) tak, aby se regulacni od-
chylka odstranila. Princip zpétnovazebniho fizeni je schématicky ukazan na obrazku
8, kde prenos soustavy je oznacen jako G(s).

w(t e(t R(s) u(t) Gs) y()

Obrazek 8: Schéma zpétnovazebniho rizeni

PD-regulator

Pro tcel tizeni polohy voziku a délky kyvadla jsou v této praci navrzeny dva
PD-regulatory.

Ideélni proporcionélné-derivacéni regulétor je tvoren dvéma slozkami, a to pro-
porcionalni (P) a derivaéni (D). Proporcionalni slozka regulatoru nastavuje hodnotu
akéni velic¢iny u(t) proporcionalné neboli tmérné k regula¢ni odchylce e(t). Derivacni
slozka ptinasi prediktivni charakter, nebot dle é(t) lze predpovidat budouci vyvo]
regulacni odchylky. V kombinovaném regulédtoru D-slozka zlepsuje dynamiku a sta-
bilitu systému, ale také zesiluje vysoké frekvence zpétnovazebniho systému, tedy
predevsim nezéddouci Sum. Ve vétsiné aplikaci je nutné deriva¢ni slozku upravit po-
moci filtru. Prenos idealntho PD-regulatoru je dan

R(s) =1, + ras, (72)

kde r, je proporcionalni konstanta neboli zesileni a rq je deriva¢ni konstanta.
Po pridani filtru prvniho fadu mtzeme rovnici (70) prepsat jako

T‘dN

R(S) =Tp + H—ﬂ7 (73)

s

kde N je filtra¢ni koeficient, ktery se obvykle voli N = 5 az 20. Pfi hodnotach
N > 10 se vlastnosti regulatoru blizi vlastnostem idealniho regulatoru a v tomto
piipadé se pii sefizovani filtr neuvazuje [4].
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Navrh PD-regulatort

Pro navrh PD-regulatort je vyuzita metoda Root Locus (RL) neboli geometrické
misto korenii. Tato metoda vykresluje polohu poli uzaviené smycky v zavislosti na
jednom realném parametru. Obvykle je timto parametrem zesileni zpétné vazby C.
Tato metoda také napomaha predstaveé, jak se poly pohybuji pfi zméné tohoto pa-
rametru. [11] Schéma, se kterym tato metoda pracuje, je zobrazeno na nésledujicim
obrazku.

w(t e(t o R(s) u(t)

Y

S Gs) y()

Obrazek 9: Schéma uzaviené smycky metody RL

Ptenos PD-regulatoru véetné hledaného parametru C' metodou Root Locus, je uréen
Rc(s) = C(s — z), (74)

kde C je hledany parametr a z; je nula pfenosu.

P1i navrhu PD-regulatort je uvazované malé vzajemné ovlivnéni voziku a zavésu
se zavazim, jehoz vliv na sefizeni regulatoriu je v této praci zanedban. Malé vzajemné
ovlivnéni je dano tim, zZe hmotnost voziku je vétsi nez hmotnost zéavazi M > m.

V disledku tohoto predpokladu je dany MIMO systém rozdélen na dva samostatné
SISO systémy. Pti ndvrhu regulatoru, ktery #idi délku zavésu, je uvazovan nehybny
vozik, ktery je upevnén k linedrnimu vedeni.

Pro vytvoreni téchto dvou SISO sytémi a urceni jejich prenost je pouzito pro-
stfedi MATLAB, které vytvorilo dané prenosy ze stavového popisu systému popsa-
ného v kapitole 2.2.1.

Prenos SISO systému, ktery fidi délku zavésu kyvadla, je dan

o 2Umy 10

Gils) = iRy ~ T 1os (75)
Ptenos druhého systému je potom
Lt 5s* +163.2
Ga(s) = 2D (76)

- L{F ()} s*+0.553 + 4952 + 16.35s

Vhodnost volby PD-regulatori muze byt vidét z prenost uzavieného regula¢niho
obvodu (URO) jednotlivych SISO systémi. Pienos uzavieného regula¢niho obvodu,
ktery 1idi délku zavésu je dan

R(s)G1(s) 10(rp + 7as)

Gru(s) = 1+ R(s)G1(s) T 2425+ 10(rp + ras) i

Staticka citlivost je G (0) = 1. Pro uvedeny ptipad je tedy trvala regula¢ni odchylka
e, nulova.
Prenos URO, ktery fidi polohu voziku je

 R(s)Ga(s) (rp + 7as)(5s* + 163.2)

14 R(s)Ga(s)  s*+0.583 + 49s2 + 16.355 + (1}, + 745)(5s% + 163.2)"
(78)

Staticka citlivost pfenosu G (0) je opét rovna jedné a trvala regula¢ni odchylka eg

je nulova.

Gsz(S)
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Pro navrh regulatoru metodou RL je pouzit graficky nastroj v aplikaci Control
System Toolbox v prostfedi MATLAB. Vysledny prenos regulace délky zavésu je
v grafické podobé zobrazen na nasledujicim obrézku.

N 1 1 1 3., T 1 LINg 1 3 1
0.974. 0,945 0.9 0.82 0.66 0:4
0.8 ' ‘ ‘ ‘ .
1099
0.6 .
040907 . 1
02| S i
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E .
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0.4 0997 .
06 .
0:09°
08| ) ‘ g,
0.974 0.945" 0.9 0.82 0.66 0.4
-1 o 1 1 1 = 1 1 [
5 4.5 4 3.5 -3 2.5 2 1.5 -1 0.5 0

Real Axis

Obrazek 10: Zobrazeni poéli a nuly metodou RL pii regulaci délky [

P1i takovémto rozmisténi pola a nuly regulacniho obvodu je pfenos PD-reguldtoru
dén
Ry(s) = 0.44(s + 2.2). (79)

Druhy PD-regulator je také sefizen pomoci grafického nastroje v prostiedi MAT-
LAB. Prenos regulatoru pro fizeni polohy voziku je poté

Ro(s) = 4(s + 2). (80)
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Implementace PD-regulatorid na linearizovaném modelu

Serizené PD-regulatory jsou poté zpétnovazebné pripojeny na linearizovany mo-
del. Tento regulacni obvod mé v prostfedi MATLAB & Simulink nasledujici podobu.

0

Constant

0.3

Constant6

Obrazek 11: Regulaéni obvod s regulovanym linearizovanym systémem

» PD(s) >
X =Ax+ Bu
PID Controller1
y=Cx+Du
PD(s)
State-Space

PID Controller

Demux

]

Scope

Takovyto systém se pii poc¢atecnich podminkach xo = [0,0,0.4,0,0.1,0]T chova

nasledovneé.

12

14

16

18

0.2

plrad]

-0.2

12

14

16

18

Obrazek 12: Odezva regulaéniho obvodu s regulovanym lin. systémem

t[s]
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Implementace PD-regulatori na nelinearnim modelu

7 duvodu ovéreni algoritmi pro tlumeni kmitdni na nelinearnim modelu jsou
oba PD-regulatory navrzené pro linearizovany systém pripojeny i na nelinearni mo-
del. P1i pouziti regulatoru délky zavésu, ktery byl sefizen pro linearizovany model
vznikne pii pfipojeni k nelinearnimu modelu trvala regulacni odchylka. Z tohoto
divody je tento regulator navrzen v MATLAB & Simulink metodou ,,pokus omyl“.
Parametry takto sefizeného regulatoru jsou nasledujici: r, = 210, rq = 16 a N = 80.
Regulacni obvod s regulovanym nelinearnim systémem mé naslednou podobu.

+_ PD(s)
A

Constant3

< 1 1
fon X_tt B X_t B X

Xt Integrator Integrator1

pars vector_par

Constant

MATLAB Function

A4
T
EA
A2 A 4

“) PD(s) i

Constant4 Demux Scope

Obrazek 13: Regula¢ni obvod s regulovanym nelinedrnim systémem

Odezva tohoto regula¢niho obvodu pii stejnych pocateénich podminkach, jaké
byly pouZity u linearizované¢ho modelu, tedy xo = [0, 0,0.4,0,0.1,0]T m4 néasledujici
tvar.
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Obrazek 14: Odezva regula¢niho obvodu s regulovanym nelin. systémem
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2.5 Implementace algoritmii pro rizeni tlumeni kmitani

Néasleduji podkapitola je vénovéna aplikaci algoritmt pro fizeni tlumeni kmi-
tani na daném laboratornim zafizeni. Vybrané algoritmy z podkapitoly 1.6 jsou
implementovany na linearizovaném i nelinedrnim modelu. Jednotlivé algoritmy jsou
pripojeny na dany model s nasledujicimi hodnotami parametri: poc¢atecni vychylka
zavésu py = 0.35 rad ~ 20°, stfedni hodnota délky zavésu [y = 0.3 m a tlumici
pomér £ = 0.1. Tyto hodnoty jsou zvoleny tak, aby bylo mozné pouzit aproximaci
tlumiciho poméru, ktery je dan rovnici (25), tedy aby platilo ZA—OZ € [0,0.25]. P1i takto
zvolenych hodnotach je pomér ZA—OZ ~ 0.13. U kazdého algoritmu je zobrazen pribéh
thlové vychylky ¢ a priubéh délky zavésu (. Pribéhy s pfipojenym algoritmem jsou
v grafech zobrazeny modrou ¢arou. Tyto prubéhy jsou porovnany se soustavou, ke
které neni pripojen algoritmus (Cervena ¢ara).

2.5.1 Implementace algoritmi pro rizeni tlumeni kmitani na linearizo-
vaném modelu

Vybrané algoritmy byly pfipojeny na linearizovany model. Ani jeden z algoritmi,
ktery je popsén dale, nejevil na daném laboratornim zarizeni zadné tlumici ucinky.
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2.5.2 Implementace algoritmi pro fizeni tlumeni kmitani na nelinear-
nim modelu

Piimovazebni algoritmus
Pfimovazebni algoritmus popsany rovnici (13), ktery byl navrzen v ¢lanku [6],
mé nasledujici tvar

[(t) = lo — Alsin (2Qt),

kde Al je uréeno z rovnice (25). Pfipojenim tohoto algoritmu na nelinearni model
vznikne systém, ktery v prostifedi MATLAB & Simulink vypadé nasledovné.

Fx X
0 ——— PD(s) P Fx
Constant3 PID Controller - Tt > C]
1= Phi »
03 —»o A )
Scope
Jo——P{+_ » PD(s) > Fl
Constant4 > !
Manual Switch PID Controller1
Cart-pendulum model

Constant2 Constant5

sqrt(g/l_0) R ;| 2 P sin »-
Omega

| ©
Clock delta |
>

X

Divide2

Constant Divide1 Gain Sin

Obrazek 15: Simulacni model pfimovazebniho fizeni nelinearnitho modelu
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Obrazek 16: Primovazebni fizeni nelinedrniho modelu

Na obrazku 16 lze vidét to, co bylo zminéno autory v ¢lanku [12]. K tlumeni
kmitani dochéazi pouze béhem nékolika prvnich period a poté dochazi k zesilovani
kmitani, které je zptisobeno rozdilem mezi skutec¢nou a pribliznou thlovou frekvenci.
Dalsi nevyhodou tohoto algoritmu je nutnost omezeni se pouze na malé hodnoty
uhlové vychylky @9 < 1 a tlumiciho poméru ¢ < 0.2. Pro vyssi hodnoty nejsou
pozorovany tlumici ac¢inky. Toto je dano pouzitim pfiblizné hodnoty ekvivalentniho
tlumiciho poméru.
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Zpétnovazebni algoritmus s dopravnim zpozdénim
Zpétnovazebni algoritmus s jednoduchym dopravnim zpozdénim odvozen v ¢lanku
[12] a popséan rovnici (30) méa tvar

us ﬂ-
I(t)=1o— Al?e‘gfgoa%%mgo(t)go(t — E)

Pripojenim tohoto algoritmu na nelinearni model vznikne systém, ktery v pro-
sttedi MATLAB & Simulink vypadé nésledovné.

Fx X

0 » PD(s) Fx
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Constant3 PID Controller 1T e Phi [:]
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»@ > PD(s) > Fi Soops

‘ PID Controller1
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Clock1 Transport Constant12
Divided Multiply4 Exp2 Gain1 Delay
sqrt(g/l_0) Omege -pi/2 > —\——: *
X S 4>@—>
Constant Constant11 rDividSB i
Exp3 MultiplyS Divide9
i . r’ 4/3*1_0*xi
Constant8 Gain

Obréazek 17: Simulac¢ni model zpétnovazebniho fizeni s dopravnim zpozdénim
nelinedrniho modelu
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Obréazek 18: Zpétnovazebni fizeni s dopravnim zpozdénim nelinedrniho modelu

Porovnanim pribéhu thlové vychylky na obrazku 18 soustavy, na které byl apli-
kovan zpétnovazebni algoritmus s jednoduchym dopravnim zpozdénim (modré ¢ara)
a soustavy bez algoritmu (Cervené ¢ara), lze vidét dobrou schopnost tohoto algoritmu
tlumit kmitani. Tento algoritmus je vhodny i pro vyssi hodnoty tlumictho poméru,
kde lze pozorovat vyraznéjsi tlumici efekt.
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Zpétnovazebni rizeni s dopravnim zpozdénim a konst. prirtstkem
Dalsi algoritmus, ktery byl odvozen v ¢lanku [12], je popsan rovnici (32). Tato
rovnice mé tvar
2e 3 p(t)p(t — 55)
P+ e el — )
Pripojenim tohoto algoritmu na nelinearni model vznikne systém, ktery v pro-
sttedi MATLAB & Simulink vypadé nésledovné.

I(t) = ly — Al
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X
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[ « J\/ Divide3

Divide4 Transport
Delay1

Obrazek 19: Simula¢ni model zpétnovazebniho fizeni s dop. zpozdénim a konst.
prirtstkem nelinearnitho modelu
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Obrazek 20: Zpétnovazebni fizeni s dop. zpozdénim a konst. pFiristkem
nelinearnitho modelu

Tento algoritmus s dopravnim zpozdénim a konstantnim piirtstkem vykazuje
velmi dobrou schopnost tlumeni kmitani. Na pribéhu délky zavésu [ 1ze vidét kon-
stantni pribéh amplitudy délky zavésu. Algoritmus vykazuje dobry tlumici efekt i
pro vyssi hodnoty tlumictho poméru &.
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Zpétnovazebni rizeni bez dopravniho zpozdéni
Jako posledni algoritmus, ktery byl vybran, je zpétnovazebni algoritmus bez
dopravniho zpozdéni. Je dan rovnici (34)

20(t) (0(t) + £o()
(1) + (€ot) + &0(0))

Ptipojenim tohoto algoritmu na nelinearni model vznikne systém, ktery v prostiedi
MATLAB & Simulink vypadé nasledovné.

[(t) =1 + Al
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. >

]

Scope5

A

:XHE—’X L

Divide4 Gain8 > s
T » N Divide? Divide8
»
— 0
Divide5 B
o»l y B Constant2
Gain6 : »
Divide6 Constant1 Gain9
1/0Omega

Gain7

Obrazek 21: Simula¢ni model zpétnovazebniho fizeni bez dopravniho zpozdéni
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Obrazek 22: Zpétnovazebniho fizeni bez dopravniho zpozdéni pro £ = 0.04

U tohoto algoritmu je provedena simulace pro hodnotu tlumiciho poméru & =
= 0.04 a £ = 0.06. Pro vyssi hodnoty tlumiciho poméru £ > 0.4 dochézi ke ztraté
periodicity signédlu [ a nastava posileni kmitani zavésu.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obrazek 23: Zpétnovazebniho fizeni bez dopravniho zpozdéni pro £ = 0.06

Porovnani algoritmi

Nésledujici graf zobrazuje porovnani jednotlivych algoritmi pro hodnotu tlu-
mictho poméru £ = 0.1. Jsou zde porovnavany nasledujici algoritmy: p¥imovazebni
algoritmus (modra ¢éara), zpétnovazebni algoritmus s jednoduchym dopravnim zpoz-
dénim (Cervena Cara), zpétnovazebni algoritmus s dopravnim zpozdénim a kons. pii-
rustkem (Cernd ¢ara) a soustava bez pripojeného algoritmu (zelené ¢ara). Zpétnova-
zebni fizeni bez dopravniho zpozdéni zde neni zobrazeno z divodu rozkmitani zavazi
na vysoké hodnoty tthlové vychylky ¢ pro hodnotu tlumiciho poméru £ = 0.1. Podle
obrazku 24 lze fici, ze nejvétsi tlumici efekt ma algoritmus s dopravnim zpozdénim
a kons. prirtstkem, kde dochazi k uplnému utlumeni kmitani po péti sekundach.
Naopak jako nejhorsi se jevi piimovazebni algoritmus, kde dochazi po nékolika pe-
riodach k posileni kmitani. Z pribéhu délky zavésu [ je patrné, Ze piimovazebni a
zpétnovazebni algoritmus s dopravnim zpozdénim a kons. piirastkem maji shodnou
amplitudu kmitani Al. Na druhou stranu nejmensi amplitudu kmitani Al vykazuje
fizeni s jednoduchym dopravnim zpozdénim, kde je vidét i zpozdény nastup ampli-
tudy kmitani zavazi Al.
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Obrazek 24: Porovnani algoritmu
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2.6 NAvrh rizeni laboratorniho zarizeni

Cilem této prace je mimo jiné navrhnout laboratorni zaiizeni pro testovani tlu-
meni kmitani zavazi zménou délky zavésu. Laboratorni zafizeni je navrzeno podle
schématu z obrazku 3.

Zkracovani, resp. prodluzovani zavésu, je umoznéno pomoci servomotoru, ktery
se nachazi na pohyblivém voziku. Akéni zésah tohoto aktuatoru je na obrazku 3
oznacen jako Fj(t). Na hfideli tohoto servomotoru je nasazena velka kladka, pres
kterou je veden zéavés, ktery je déale napnut pfes malou kladku a malou mezerou
mezi dvéma ¢epy. Tyto Cepy zajistuji vedeni provazku tak, aby bylo minimalizovano
jeho zvlnéni. Mala kladka pak obstarava optimalnéjsi odvijeni a navijeni zavésu.
Vozik, na kterém je upevnén servopohon, se pohybuje po kolejnicich a je pripev-
nén k ozubenému remenu, ktery je pohanén dalsim servomotorem. Plisobeni tohoto
pohonu je na obrazku 3 zobrazeno jako Fj(t). Pro potfebu méfeni thlové vychylky
kyvadla muze byt na dané laboratorni zafizeni pridan snimac hlu natoceni. Takto
popsané laboratorni zafizeni je zobrazeno na obrazku 24.

Obrazek 25: Laboratorni zafizeni
Vozik laboratorniho zafizeni miize predstavovat jerabovou kocku, kteréa se pohy-

buje po vylozniku v piipadé vézového jerabu, jehoz uplatnéni lze nalézt zejména ve
stavebnictvi, nebo po nosniku portalového jerabu.
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Z.aveér

Cilem této bakalaiské prace bylo sezndmeni s metodami tlumeni kmitani zé-
vazi zménou délky zavésu a navrzeni laboratorniho zafizeni pro ovéreni funkénosti
téchto algoritmi. Dale méla préace za cil vytvorit matematicky a simula¢ni model
laboratorniho zafizeni a realizovat jeho Fizeni.

V této bakalarské praci bylo nejprve predstaveno nékolik algoritmi pro tlumeni
kmitani zévazi zménou délky zavésu. V dalsim kroku byl vytvoren fyzikilni model
laboratorniho zafizeni pro ovéreni funkénosti téchto algoritmu. Dale byl tento ne-
linearni model linearizovan v okoli vhodné zvoleného pracovniho bodu. Oba tyto
modely byly prevedeny na simula¢ni modely v prostfedi MATLAB & Simulink, kde
byla ovérena jejich spravnost. Nasledoval névrh fizeni laboratorni ulohy, kde byly pro
regulaci polohy voziku a délky zavésu zvoleny PD-regulatory. Tyto regulédtory byly
pro linearizovany model sefizeny metodou Root Locus. Takto sefizené regulatory
byly implementovany i na nelinearni systém. Zde vSak vznikla trvala regulac¢ni od-
chylka, a proto byly regulatory pro nelinearni model navrzeny metodou pokus omyl.
Vybrané algoritmy byly implementoviany na linearizovany model, kde ovSem nevy-
kazovaly zadny tlumici efekt. Ty samé algoritmy byly poté aplikovany na nelinearni
model, kde byl tlumici efekt vyrazny. Jako nejlepsi volba z vybranych algoritmii pro
tlumeni kmitani laboratorniho zafizeni se jevil algoritmus s dopravnim zpozdénim
a konstantnim pfiristkem. Nakonec bylo navrzeno laboratorni zafizeni pro ovéreni
riznych metod tlumeni kmitani zavazi zménou délky zavésu.
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Seznam pouzitych symboli a znacek

cas

operator Laplaceovy transformace

prvni, resp. druha derivace proménné x podle ¢asu
derivace podle ¢asu
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koeficient linearniho tlumeni sily F,(t)
parametr zesileni zpétné vazby
vystupni matice
Rayleigho disipativni funkce
vystupni matice
regula¢ni odchylka
E preménéna energie béhem jedné periody
By kinetickd energie
E, potencidlni energie
E(0) pocatecni hodnota energie soustavy
stavova funkce
Fo(t) Coriolisova sila
F(t) sila plisobici v zavésu kyvadla
(t) sila ptsobici na vozik
tthové zrychleni
funkce vstupt
moment setrvac¢nosti télesa vzhledem ke stfedu hmotnosti
tuhost pruziny
délka zavésu
proménné délka zavésu
amplituda pohybu kyvadla
stfedni hodnota pohybu bfemene
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Q5° prace vnéjsich nekonzervativnich zobecnénych sil

rq deriva¢ni konstanta D-regulatoru

Tp proporcionalni konstanta P-regulétoru
As zména polohy bremene

S1 draha v Case t;

S draha v Gase s

T perioda kyvadla

T skute¢né perioda kyvadla

u akéni velicina

u vektor vstupi

w zédanéa hodnota

Wi_o prace vykonana mezi ¢asovymi tuseky t; a to
x(t) poloha voziku

x(t) stavovy vektor

Y vystupni veli¢ina

y(t) vychylka pruziny

y(t) vektor vystupu

21 nula prenosu PD-regulatoru

13 tlumici pomér

o(t) Diractv impuls

o(t) thlova vychylka zavésu

Yo pocatecni tthlova vychylka zavésu

W, fazovy posun ziskdn béhem i-té periody
Q thlové frekvence netlumenych kmita

Q stfedni hodnota thlové frekvence netlumenych kmitu
1(t) jednotkovy skok

34



Seznam pouzité literatury a zdrojt

1]
2]
3]

4]
[5]

(6]

17l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

Gregory L. Baker, James A. Blackburn et al. The pendulum: a case study in
physics. Oxford University Press, 2005.

William B. Case a Mark A. Swanson. ,, The pumping of a swing from the seated
position“. In: American Journal of Physics 58.5 (1990), s. 463—467.

Gene F. Franklin et al. Feedback control of dynamic systems. Pearson London,
2015.

Milan Hofreiter. Zdklady automatického rizend. CVUT v Praze, 2018.

Karel Julis a Rudolf Brepta. Mechanika : 2. dil : Dynamika. Praha: SNTL,
1987.

Denise S. Stilling. ,,Vibration attenuation by mass redistribution.” In: (2002).

Denise S. Stilling a Walerian Szyszkowski. ,,Controlling angular oscillations
through mass reconfiguration: a variable length pendulum case. In: Internati-
onal Journal of Non-Linear Mechanics 37.1 (2002), s. 89-99.

Daniel Stutts. ,,Analytical Dynamics: Lagrange’s Equation and its Application—
A Brief Introduction®. In: Missouri University of Science and Technology,
Rolla, MO, accessed Aug 28 (1995), s. 2017.

W. Szyszkowski a Denise S. Stilling. ,,On damping properties of a frictionless
physical pendulum with a moving mass”“. In: International Journal of Non-
Linear Mechanics 40.5 (2005), s. 669-681.

Michael Sebek. Automatické Fizent: 1-Uvod. 2019. URL: http://www.polyx.
cz/_ari/slajdy/Bas-ARI-01-Intro.pdf.

Michael Sebek. Automatické Fizeni: 8-Geometrické misto korent aneb Root
Locus. 2019. URL: http://www.polyx.com/_ari/slajdy/Bas-ARI-08-
RL.pdf.

Tomés Vyhhidal et al. , Time-delay algorithms for damping oscillations of
suspended payload by adjusting the cable length®. In: IEEE/ASME Transacti-
ons on Mechatronics 22.5 (2017), s. 2319-2329.

Xin Xin a Yannian Liu. Control design and analysis for underactuated robotic
systems. Springer Science & Business Media, 2014.

35


http://www.polyx.cz/_ari/slajdy/Bas-ARI-01-Intro.pdf
http://www.polyx.cz/_ari/slajdy/Bas-ARI-01-Intro.pdf
http://www.polyx.com/_ari/slajdy/Bas-ARI-08-RL.pdf
http://www.polyx.com/_ari/slajdy/Bas-ARI-08-RL.pdf

Seznam obrazku

Obrazek 1 Kyvadlo s proménnou délkou zavésu s vyznacenymi silami . . . 2
Obrazek 2 Tlumeni kmitani vyuzitim (a) obecné trajektorie a (b) optimal-

néjsi trajektorie zavazi . . . . ... 4
Obréazek 3 Schéma laboratorni alohy . . . . . .. ... ... 10
Obrazek 4 Nelinearni simula¢ni model . . . . . . . . ... ... ... ... 17
Obréazek 5 Impulsni funkce nelinearnitho modelu . . . . . . . ... ... .. 18
Obrazek 6  Linearizovany simulaéni model . . . . . . . . . .. ... .. ... 19
Obrazek 7 Impulsni funkce linearizovaného modelu . . . . . . . .. .. .. 19
Obréazek 8 Schéma zpétnovazebniho fizeni . . . . . . .. .. ... .. ... 20
Obrézek 9 Schéma uzaviené smycky metody RL . . . . . .. ... .. ... 21
Obréazek 10  Zobrazeni pola a nuly metodou RL pfi regulaci délky [ . . . . . 22
Obréazek 11  Regulacni obvod s regulovanym linearizovanym systémem . . . 23
Obrazek 12 Odezva regulacniho obvodu s regulovanym lin. systémem . . . . 23
Obréazek 13  Regulacni obvod s regulovanym nelinearnim systémem . . . . . 24
Obréazek 14  Odezva regula¢niho obvodu s regulovanym nelin. systémem . . . 24
Obréazek 15  Simula¢ni model pfimovazebniho fizeni nelinedrniho modelu . . 26
Obréazek 16  Piimovazebni fizeni nelinearniho modelu . . . . . . . . . . . .. 26
Obrazek 17 Simula¢ni model zpétnovazebniho fizeni s dopravnim zpozdénim

nelinedrntho modelu . . . . . . . . .. ..o 27

Obrazek 18

Obrazek 19

Zpétnovazebni fizeni s dopravnim zpozdénim nelinearniho modelu 27
Simulac¢ni model zpétnovazebniho fizeni s dop. zpozdénim a

konst. pfirtistkem nelinearniho modelu . . . . . . . ... ... ... ... 28
Obrazek 20  Zpétnovazebni fizeni s dop. zpozdénim a konst. prirtustkem ne-

linedrntho modelu . . . . . . . . . . ... 28
Obréazek 21 Simula¢ni model zpétnovazebniho tizeni bez dopravniho zpozdéni 29
Obrazek 22  Zpétnovazebniho fizeni bez dopravniho zpozdéni pro & = 0.04 . 29
Obrazek 23  Zpétnovazebniho fizeni bez dopravniho zpozdéni pro € = 0.06 . 30
Obréazek 24  Porovnéni algoritmu . . . . . . .. . ... ... ... ... ... 30
Obrazek 25 Laboratorni zafizeni . . . . . . . . . ... .. ... ... .... 31

36



Seznam priloh

Priloha 1
Priloha 2
Priloha 3
Priloha 4
Priloha 5
Priloha 6
Priloha 7

Priloha 8

Priloha 9

Priloha 10
Priloha 11
Priloha 12
Priloha 13
Priloha 14
Priloha 15
Priloha 16

Deklarace proménnych

Nelinedrni simula¢ni model

Linearizovany simula¢ni model

Regula¢ni obvod s regulovanym linearizovanym systémem
Regula¢ni obvod s regulovanym nelinearnim systémem

Simula¢ni model pfimovazebniho izeni nelinearniho modelu
Simula¢ni model zpétnovazebniho izeni s dopravnim zpozdénim
nelinearniho modelu

Simula¢ni model zpétnovazebniho fizeni s dop. zpozdénim a konst.
prirtstkem nelinedrniho modelu

Simula¢ni model zpétnovazebniho izeni bez dopravniho zpozdéni
Vykres horizontalni desky

Vykres spodni ¢asti L

Vykres svislé ¢asti L

Vykres desky kladky

Vykres valce s osazenim

Vykres kyvadla

Vykres kladky

37



	Úvod
	Teoretická část
	Matematické kyvadlo s proměnnou délkou závěsu
	Matematické kyvadlo
	Pohybové rovnice kyvadla s proměnou délkou závěsu


	Coriolisova síla
	Tlumení kmitání využitím Coriolisovy síly
	Tlumení kmitání použitím omezené délky závěsu
	Energetický přístup
	Algoritmy pro řízení tlumení kmitání
	Přímovazební řízení
	Řízení tlumení kmitání periodickou změnou délky závěsu
	Soustava s lineárním tlumičem

	Zpětnovazební řízení
	Zpětnovazební řízení s jednoduchým dopravním zpožděním
	Zpětnovazební řízení s dvojitým dopravním zpožděním
	Zpětnovazební řízení s dopravním zpožděním a konstantním přírůstkem
	Zpětnovazební řízení bez dopravního zpoždění



	Praktická část
	Fyzikální model laboratorního zařízení
	Schéma laboratorního zařízení
	Nelineární matematický model

	Nelineární model vnitřní
	Linearizace stavového modelu v ekvilibriu

	Simulační model v MATLAB & Simulink
	Nelineární simulační model
	Impulsní funkce

	Linearizovaný simulační model
	Impulsní funkce linearizovaného modelu


	Návrh řízení laboratorního zařízení
	Regulace délky závěsu a polohy vozíku
	PD-regulátor
	Návrh PD-regulátorů
	Implementace PD-regulátorů na linearizovaném modelu
	Implementace PD-regulátorů na nelineárním modelu


	Implementace algoritmů pro řízení tlumení kmitání
	Implementace algoritmů pro řízení tlumení kmitání na linearizovaném modelu
	Implementace algoritmů pro řízení tlumení kmitání na nelineárním modelu
	Přímovazební algoritmus
	Zpětnovazební algoritmus s dopravním zpožděním
	Zpětnovazební řízení s dopravním zpožděním a konst. přírůstkem
	Zpětnovazební řízení bez dopravního zpoždění
	Porovnání algoritmů


	Návrh řízení laboratorního zařízení

	Závěr
	Seznam použitých symbolů a značek
	Seznam použité literatury a zdrojů
	Seznam obrázků
	Seznam příloh

