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Tereza Lehečková
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3.1 Článek [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.1 Jednoduché obecné poznatky relativistických (super)integrabilńıch systémech 47
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4.2.3 Systémy typu 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Úvod

Problematika integrabilńıch, resp. superintegrabilńıch systémů je rychle se rozv́ıjej́ıćım
matematicko-fyzikálńım odvětv́ım. Integrabilita umožňuje řešit systémy (alespoň teore-
ticky) v kvadraturách, superintegrabilita pak umožňuje (opět alespoň v principu) částečně
či plně algebraické řešeńı. Hojně je studována (super)integrabilita klasická a kvantová, na-
proti tomu o relativistické (super)integrabilitě toho dosud mnoho napsáno nebylo. Přirozeným
d̊uvodem je to, že teorie (super)integrabilńıch systémů je vybudována v termı́nech hamil-
tonovské mechaniky, kdežto relativistická dynamika se takto nepopisuje. Přesto existuj́ı
zp̊usoby, jak zavést (alespoň speciálně) relativistickou obdobu Hamiltonova formalismu. S
touto metodou přǐsel poprvé Dirac v [7]. Od jeho dob však byla využ́ıvána a rozv́ıjena
sṕı̌se sporadicky, v oblastech kvantové teorie pole, tzv. metodách kvantizace. V nedávné
době se však objevilo jej́ı využit́ı i na poli studia superintegrabilty a to v článćıch [1, 2].
Tyto články se věnuj́ı systémům s elektromagnetickým polem a systémům se skalárńım
potenciálem, což jsou obě oblasti, kde lze, máme-li již k dispozici formalismus, přej́ıt od
klasické fyziky k relativistické poměrně snadno.

V tomto textu, po předložeńı nejd̊uležitěǰśıch pojmů, vztah̊u a notace z několika oblast́ı
potřebných pro daľśı práci v kapitole 1, projdeme v kapitole 2 současné znalosti o for-
mulaćıch hamiltonovské relativistické dynamiky (předpoklady, zp̊usob konstrukce, možné
formy a konkrétńı formalismus atd.). V kapitole 3 již přejdeme ke konkrétńım př́ıklad̊um,
totiž k rekapitulaci metod a výsledk̊u článk̊u [1, 2]. S těmito teoretickými znalostmi pak
přistouṕıme k nerešeršńı části práce – kapitole 4. V ńı se nejprve pokuśıme prozkoumat
některé otázky ohledně obecné teorie, která by mohla být výhodná při studiu konkrétńıch
systémů i źıskáńı lepš́ıho vhledu do problematiky. Dále se v ńı pokuśıme naj́ıt relati-
vistické obdoby vybraných superintegrabilńıch systémů s (elektro)magnetickým polem z
článk̊u [3, 4, 5, 6], prozkoumat je a porovnat s klasickou situaćı. Nakonec se ještě vrát́ıme k
obecněǰśımu popisu a pokuśıme se naj́ıt některé tř́ıdy relativistických (super)integrabilńıch
systémů.
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Kapitola 1

Potřebné pojmy, vztahy a notace

V práci budou využ́ıvány pojmy z relativistické fyziky, teorie superintegrabilńıch systémů a
v jisté mı́̌re také aparát diferenciálńı geometrie a teorie grup. Byt’ maj́ı tyto oblasti mnoho
styčných ploch, plynulé navázáńı z jedné na druhou je obt́ıžné. Proto bude tato kapitola
sṕı̌se seznamem definic a tvrzeńı, nežli souvislým textem. Před roztř́ıděńım pojmů z jed-
notlivých kapitol je třeba učinit úmluvy ohledně notace, jelikož v textu bude práce s indexy
hojná a nezbytná.

Úmluva 1: V textu bude využ́ıváno (upravené) Einsteinovy sumačńı konvence, tedy přes
dvojici shodných index̊u u veličin v součinu se sč́ıtá

fkf
k :=

∑
k=1

fkf
k. (1.1)

Podle tohoto pravidla budeme postupovat i pokud indexy budou na stejných pozićıch či
pokud bude výraz ve složitěǰśım tvaru, který lze na tvar odpov́ıdaj́ıćı konvenci př́ımo upra-
vit (např. součin mnohočlen̊u). Objev́ı-li se výraz odpov́ıdaj́ıćı konvenci, v němž se nesč́ıtá,
bude na to upozorněno.

Úmluva 2: Budou-li v indexaci či označeńı použita řecká ṕısmena (např. xµ), znamená
to složky či členy od 0 do 3, dané aktuálńı už́ıvanou kalibraćı (viz dále), tj. v př́ıpadě
(ko)vektor̊u jde o všechny složky, včetně časové. Použit́ı ṕısmena j znamená složky či členy
1, 2, 3, p̊ujde o prostorové složky dané kalibrace. Použit́ı ṕısmena i, znamená složky či
členy 1, 2. Bude-li použito jiné latinské ṕısmeno (např. xk), znamená to složky či členy z
jiné indexové množiny (dané kontextem).

1.1 Integrabilita, superintegrabilita a souvisej́ıćı po-

jmy

Začneme rekapitulaćı těch základńıch definic a tvrzeńı hamiltonovské mechaniky, jež jsou
pro text nezbytné. Převzaty jsou z [8] a částečně budou ještě precizovány v sekci 1.4.
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Definice 1: Bud’te f = f(qk, pk, t), g = g(qk, pk, t) funkce na rozš́ı̌reném fázovém pro-
storu. Pak jejich Poissonovou závorkou v souřadnićıch (qk, pk) nazveme

{f, g} :=
∂f

∂qk
∂g

∂pk
− ∂g

∂qk
∂f

∂pk
. (1.2)

Definice 2: Funkci Q = Q(qk, pk, t) na fázovém prostoru nazveme integrálem pohybu,
dále jen IP, právě tehdy, když se jej́ı hodnota zachovává podél každé fázové trajektorie
soustavy (qk(t)tr, pk(t)

tr) určené řešeńım Hamiltonových kanonických (pohybových) rovnic
s libovolnou počátečńı podmı́nkou, tj. když

Q(qk(t)tr, pk(t)
tr) = konst. (1.3)

Ekvivalentńı s touto podmı́nkou je známé vyjádřeńı nulovosti časového vývoje, daného
totálńı časovou derivaćı funkce dQ

dt
.

Tvrzeńı 1: Funkce Q = Q(qk, pk, t) je IP, právě když jej́ı totálńı časová derivace podél
libovolné fázové trajektorie je rovna nule v d̊usledku pohybových rovnic, tj. pokud

0 =
dQ

dt
=
∂Q

∂qk
q̇k +

∂Q

∂pk
ṗk +

∂Q

∂t
=
∂Q

∂qk
∂H

∂pk
− ∂Q

∂pk

∂H

∂pk
+
∂Q

∂t
= (1.4)

= {Q,H}+
∂Q

∂t
.

Nyńı přejdeme k pojmům týkaj́ıćım se (super)integrabilńıch systémů. Text vycháźı z [9].

Definice 3: Bud’te Q, F dva IP. O nich řekneme, že jsou v involuci, právě tehdy, když

{Q,F} = 0. (1.5)

Množina IP je v involuci, jsou-li v involuci každé dva jej́ı členy.

Definice 4: Bud’ M = {fk(qm, pm)|k ∈ N̂} množina N lokálně definovaných, lokálně
analytických funkćı na oblasti 2n dimenzionálńıho fázového prostoru. Řekneme, že M je
funkcionálně nezávislá, právě když matice ( ∂fk

∂qm
, ∂fk
∂pm

), rozměru N x 2n, má na celé oblasti
hodnost N . Neńı-li M funkcionálně nezávislá, ř́ıkáme, že je funkcionálně závislá. Obdobně,
pokud fk záviśı též na čase (viz dále).

Z této definice také plyne, že pro funkcionálně závislou množinu (tedy množinu, pro ńıž je
hodnost matice menš́ı než N) lokálně existuje nenulová funkce F taková, že F (f1, ..., fN) =
0, na celé oblasti. Nyńı již můžeme přistoupit k definici (super)integrability samotné.

Definice 5: Hamiltonovský systém s n stupni volnosti nazveme integrabilńım, právě tehdy,
když obsahuje n IP, které jsou v involuci a funkcionálně nezávislé.
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Definice 6: Hamiltonovský systém s n stupni volnosti nazveme superintegrabilńım, právě
tehdy, když je integrabilńı a existuje daľśıch k ∈ n̂− 1 takových, že všechny IP systému
(n + k) jsou nezávislé. Je-li k = 1, nazveme systém minimálně superintegrabilńı a je-li
k = n− 1, nazveme systém maximálně superintegrabilńı.

Zd̊urazněme, že involuce se již v této definici nepožaduje (dokonce ani neńı možné, aby byly
všechny IP v superintegrabilńım systému v involuci). Někdy se využ́ıvá jiná i definice, vy-
pouštěj́ıćı předpoklad integrability, tj. involuce n integrál̊u. Neńı známo [9], zda toto vede k
odlǐsným systémům, či zda involuce už je d̊usledkem existence dostatečně mnoha integrál̊u.

Dále je třeba okomentovat skutečnost, že definice 4, 5 a 6 pracuj́ı s funkcemi nezávislými
na čase. Je to obvyklý př́ıstup, nebot’ (super)integrabilita s IP maj́ıćı v sobě čas neńı př́ılǐs
dobře prozkoumána a články zabývaj́ıćı se touto problematikou se obvykle na časové IP
v̊ubec nezaměřuj́ı. Pro systémy maximálně superintegrabilńı podle definice 6 plat́ı, že je lze
(teoreticky) vyřešit čistě algebraicky, pro integrabilńı pak to, že je lze (teoreticky) vyřešit
analyticky. Pro systémy maj́ıćı časové IP je však situace složitěǰśı a neńı vždy jasné, kolik
IP je vlastně na tyto vlastnosti potřeba. V této práci se ovšem s touto situaćı setkáme
opakovaně, přistupovat k jednotlivým př́ıpad̊um proto budeme individuálně. Co se funk-
cionálńı (ne)závislosti týče, stač́ı nám Jacobiho matici z definice 4 obohatit o sloupec s
časovými derivacemi.

1.2 Speciálńı teorie relativity

Nejprve opět přicházej́ı notačńı úmluvy.

Úmluva 3: V textu budeme použ́ıvat metrický tenzor v Minkowského prostoročase v
kartézských souřadnićıch tvaru

gµν = diag(1,−1,−1,−1). (1.6)

Úmluva 4: Budeme se držet tradičńı notace, kdy horńı indexace znač́ı kontravariantńı
veličinu, kdežto dolńı kovariantńı. Skalárńı součin dvou vektor̊u a a b znač́ıme

a · b = gµνa
µbν = aµbµ, (1.7)

a analogicky pro kovektory. Ṕısmeno v indexu znač́ı celý čtyřvektor (všechny složky),
č́ıslo či konkrétńı označeńı pouze př́ıslušnou složku. Nemůže-li doj́ıt k nedorozuměńı, nebo
potřebujeme pouze velikost (čtyř)vektoru, lze index vynechat a znač́ıme pouze a. Prosto-
rové vektory znač́ıme a.

Úmluva 5: Výrazem ∂µ := ∂
∂xµ

budeme označovat složky kovektoru (∂0, ∂1, ∂2, ∂3), tedy
čtyřrozměrného gradientu. Analogické značeńı plat́ı i pro složky z jiné indexové množiny –
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viz úmluva 2. (To také znamená, že ∂µ = (∂0,−∂1,−∂2,−∂3).)

Úmluva 6: V textu použ́ıváme jednotky, v nichž rychlost světla c = 1.

Nyńı připomeneme základńı pojmy relativistického elektromagnetismu. Následuj́ıćı zp̊usoby
zavedeńı veličin jsou v podstatě jedinými funkčńımi možnostmi (a rozš́ı̌reńımi klasických
definic). Tyto obecně známé postupy (ani jejich široké d̊usledky) však nejsou tématem to-
hoto textu, proto jsou zavedeńı vyslovena jako definice. Převzata jsou z [10] a [11]. Ještě
poznamenejme, že použ́ıváme přirozenou parametrizaci funkćı vlastńım časem τ .

Definice 7: Mějme elektromagnetické pole E , B a elektromagnetické potenciály ϕ, A
tak, že: B = rot A, E = −grad ϕ− ∂A

∂t
. Pak čtyřpotenciál zavád́ıme jako

(Aµ) = (ϕ,A), (1.8)

resp. v ńıže hojně využ́ıvané kovektorové formě jako Aµ = (ϕ,−A) a přechod mezi kalib-
racemi jako

Aµ −→ A′µ = Aµ − ∂µΛ, (1.9)

kde Λ je libovolná, dostatečně hladká, skalárńı funkce.

Definice 8: Tenzor elektromagnetického pole zavád́ıme jako

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (1.10)

resp. explicitně pomoćı složek pole jako
0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0

 . (1.11)

Nyńı v rychlosti probereme zavedeńı lagrangeovské mechaniky v Minkowského prostoročase,
které je relativně př́ımočaré. To bude částečně výchoźı pro komplikovaněǰśı hamiltonovský
popis. Informace vycháźı z [11] a [12]. Na toto zavedeńı neexistuje jednotný postup, nicméně
existuj́ı jisté omezuj́ıćı podmı́nky, kterým muśı vyhovovat. Za jistých okolnost́ı (např. právě
pro částici v elektromagnetickém poli, se kterou budeme pracovat předevš́ım), lze však
lagrangián nalézt poměrně dobře. Potřebujeme ale nejprve zobecněńı některých princip̊u
klasické mechaniky do Minkowského prostoročasu. K jejich vyjádřeńı se dojde postupnými
kroky, které zde neńı prostor detailně rozeb́ırat, zde je proto uvedeme jen jako definice
tvrzeńı, která nebudeme dokazovat, d̊ukladněǰśı rozbor je v [11].

Tvrzeńı 2: d’Alembert̊uv princip lze v Minkowského prostoročase vyjádřit jako(
Fµ −

dpµ
dτ

)
δxµ = 0, (1.12)
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kde F je výslednice vtǐstěných sil a δx znač́ı virtuálńı posunut́ı. pµ zde i dále znač́ı složky
čtyřhybnosti a xµ složky polohy/souřadnice. Roli času zde opět přeb́ırá vlastńı čas.

Zaṕı̌seme-li nav́ıc vazbu systému jako ψ(xµ) = 0, s vazbovou silou λ∂µψ, kde λ je Lagrange̊uv
multiplikátor, dostaneme vazbovou podmı́nku

(∂µψ)δxµ = 0. (1.13)

Sečteńım s rovnićı vyjadřuj́ıćı d’Alembert̊uv princip dostáváme Lagrangeovy rovnice 1.
druhu

dpµ
dτ

= Fµ + λ∂µψ. (1.14)

(Spolu s rovnićı vazby a invarianćı skalárńıho součinu čtyřrychlosti daj́ı 6 rovnic pro 6
neznámých).

Definice 9: Akci v Minkowského prostoročase zavád́ıme jako

S :=

∫ τ2

τ1

L(xµ(τ), uµ(τ))dτ, (1.15)

kde L je zat́ım neznámý relativistický Lagrangián a uµ je čtyřrychlost. Rovnice Hamiltonova
principu má pak tvar

δS = 0. (1.16)

Stejně jako v nerelativistickém př́ıpadě dostaneme provedeńım této variace a vhodnými
úpravami výraz variovaný podle xµ pod integrálem podle τ . Ten muśı, podle základńıho
lematu variačńıho počtu, být nulový, má-li být nulová celá variace. (Provedeńı a úpravy
jsou poměrně zdlouhavé, lze je nalézt opět v [11]). Tento výraz (resp. výrazy, rozeṕı̌seme-li
složky) představuje relativistickou obdobu Euler-Lagrangeových rovnic:

Tvrzeńı 3: Euler-Lagrangeovy rovnice v Minkowského prostoročasu maj́ı tvar

∂L

∂xµ
− d

dτ

(
∂L

∂uµ
+

(
∂L

∂uν
uν − L

)
uµ

)
= 0. (1.17)

(Tj. variace akce vyjde jako δS =
∫ τ2
τ1

(LS)δxµdτ , kde LS je levá strana (1.17).)

Nyńı se již dostáváme k samotnému L. Implicitně jsme na něj již tvrzeńımi nakladli
požadavek lorentzovské invariance, nebot’ jinak by Euler-Lagrangeovy rovnice měly v každé
soustavě jiný tvar. To, že nemůže být roven obdobě klasického rozd́ılu kinetické a po-
tenciálńı energie T − V je jasné ze stejného d̊uvodu – kinetická energie má r̊uzný tvar v
r̊uzných soustavách.

Postup nalezeńı L bude následuj́ıćı: zintegrujeme rovnici d’Alemberova principu od τ1 do
τ2, přičemž virtuálńı posunut́ı necht’ v koncových bodech vymiźı. Pak źıskáme

0 =

∫ τ1

τ2

(
Fµ −

dpµ
dτ

)
δxµdτ = ... =

∫ τ1

τ2

(Fµδx
µdτ −m0δdτ), (1.18)
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kde m0 je klidová hmotnost. Symbol ... znač́ı několik úprav, lze je nalézt v [11], (postupuje
se přes per-partes). Porovnáńım s rovnićı Hamiltonova principu

0 = δ

∫ τ1

τ2

Ldτ =

∫ τ1

τ2

(δLdτ + Lδdτ) (1.19)

můžeme vidět, mimo jiné, že lagrangián volné částice lze zavést prostě jako

L = −m0. (1.20)

Př́ıpad, kdy je př́ıtomna śıla F už specifikujeme pro śılu Lorenzovu, nicméně základńı sna-
hou je upravit integrál z d’Alembertova principu do tvaru δ

∫ τ1
τ2
Gdτ , nebot’ toto G pak

muśı být úměrné lagrangiánu.

Mějme tedy částici v elektromagnetickém poli, tedy pod vlivem śıly Fµ = Fµνu
ν . Pak

dostaneme (rozeṕı̌seme zde pro ilustraci kroky, podrobněǰśı rozbor opět v [11])∫ τ1

τ2

(Fµδx
µdτ −m0δdτ) =

∫ τ1

τ2

(
q

(
δAνu

ν − dAµ
dτ

δxµ
)

dτ −m0δdτ

)
= (1.21)

PP =

∫ τ1

τ2

(
q

(
δAνu

ν + Aµ
dδxµ

dτ

)
dτ −m0δdτ

)
=

∫ τ1

τ2

(q(δAνu
νdτ +Aµdδxµ)−m0δdτ) =

=

∫ τ1

τ2

(q(δAνu
νdτ + Aµδ(u

µdτ))−m0δdτ) =

∫ τ1

τ2

(qδ(Aνu
νdτ −m0δdτ) =

= δ

∫ τ1

τ2

(qAνu
ν −m0)dτ.

To tedy znamená, že relativistický lagrangián částice v elektromagnetickém poli můžeme
definovat jako

L = qAνu
ν −m0. (1.22)

V budoucnu však většinou budeme pracovat se systémy a jednotkami kde m0 a q budou
jednotkové.

1.3 Grupy, algebry a transformace

Abychom mohli pracovat s konformńı a předevš́ım Poincarého grupou (sekce 2.2. a dále),
která bude kĺıčová jak pro zavedeńı hamiltonovské relativistické dynamiky, tak pro hledáńı
některých IP, potřebujeme zavést několik pojmů z teorie grup a souvisej́ıćıch oblast́ı. Text
sekce vycháźı z přednášek DRG [13] a [14].

Definice 10: Bud’te G množina a ? : G×G −→ G zobrazeńı. Pak plat́ı-li pro ∀a, b, c ∈ G,
1/ (a ? b) ? c = a ? (b ? c),
2/ ∃e ∈ G tak, že e ? a = a ? e = a,
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3/ ∃a−1 tak, že a ? a−1 = a−1 ? a = e,
nazýváme dvojici G:= (G, ?) grupou.

Definice 11: Podmnožinu grupy G, která je sama grupou vzhledem ke grupové ope-
raci ? zavedené na G, nazveme jej́ı podgrupou.

Definice 12: Grupu G nazveme abelovskou, plat́ı-li a ? b = b ? a pro všechna a, b ∈ G.

Definice 13: Grupu nazveme Lieovou, pokud zobrazeńı ? a zobrazeńı −1 přǐrazuj́ıćı g ∈ G
jeho inverzńı prvek jsou spojitá a nekonečněkrát diferencovatelná.

Abelovské grupy v mnohém připomı́naj́ı vektorové prostory a jejich teorie se tak od teo-
rie obecně nekomutativńıch grup značně lǐśı. Lieovy grupy jsou zase grupy maj́ıćı zároveň
strukturu hladké variety, d́ıky čemuž maj́ı řadu význačných vlastnost́ı. Nyńı přijdou pojmy
týkaj́ıćı se algeber, jež jsou s Lieovými grupami těsně spojeny.

Definice 14: Algebrou nazýváme vektorový prostor A nad tělesem T , na kterém je zároveň
definována operace násobeńı [ ] : A × A → A, jež je bilineárńı, tj. [a, (βb + γc)] =
β[a, b] + γ[a, c] a [(βb+ γc), a] analogicky pro každé a, b ∈ A a β, γ ∈ T .

Definice 15: Algebru A nazveme Lieovou, pokud násobeńı [ ] nav́ıc splňuje [a, b] = −[b, a]
(antisymetrii) a [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 (Jacobiho identitu) pro každá a, b, c
∈ A. Zobrazeńı [ ] pak nazýváme Lieovou závorkou.

Tvrzeńı 4: Funkce na fázovém prostoru spolu s Poissonovou závorkou tvoř́ı Lieovu al-
gebru.

T́ımto jsme nast́ınili prvńı propojeńı pojmů této podkapitoly s ústředńım tématem práce.
Druhé se, jak již bylo zmı́něno, skrývá v popisu Poincarého grupy. Tato je, stejně jako
např. konformńı grupa, grupou transformaćı. Zbytek pojmů bude využit hlavně v tomto
kontextu.

Daľśım pojmem pevně svázaným s pojmem grupy jsou generátory grupy – členy nejmenš́ıho
souboru jej́ıch prvk̊u, ze kterých lze źıskat celou grupu pomoćı vzájemného násobeńı. V
př́ıpadě Lieových grup je ale situace mı́rně odlǐsná a pro rigorózńı popis bychom museli vy-
slovit řadu daľśıch definic, které dále př́ımo nevyužijeme. Proto učińıme jen tuto poznámku:
Lieova grupa má přǐrazenou Lieovu algebru, a lze definovat exponenciálńı zobrazeńı zobra-
zuj́ıćı z této algebry do grupy. Dı́ky tomuto vztahu se pak generátory chápou jako lineárně
nezávislé prvky algebry. Právě v tomto duchu budeme nakládat s generátory Poincarého
grupy. Nyńı již k daľśım pojmům.

Definice 16: Akćı grupy G na množině A nazveme zobrazeńı · : G × A → A takové,
že

8



1/ (∀g1, g2 ∈ G)(∀a ∈ A)(g1 · (g2 · a) = (g1 ? g2) · a)
2/ (∀a ∈ A)(e · a = a),
kde e je grupová jednotka.

Nyńı se můžeme vrátit k fyzikálńımu rozměru problematiky. Zde již vid́ıme např. p̊usobeńı
rotace na vektor jako násobeńı př́ıslušnou matićı. S t́ım souviśı i pojem reprezentace, v
už́ıvaném kontextu ji však nebude třeba rozeb́ırat.

Definice 17: Grupou transformaćı množiny A nazveme grupu vzájemně jednoznačných
zobrazeńı množiny A na sebe.

Definice 18: Grupu (G, ?) s topologíı na G nazveme topologickou, pokud grupové násobeńı
a inverze jsou spojitá zobrazeńı.

Definice 19: Topologickou grupu M nazveme lokálně n-parametrickou, pokud je zároveň
lokálně n-parametrickým topologickým prostorem (tj. pokud pro každé p ∈M existuje jeho
otevřené okoĺı U a zobrazeńı ϕ takové, že ϕ : U → ϕ(U) = ϕ(U)◦ ⊂ Rn je homeomorfis-
mus).

K takovým (Lieovým) grupám transformaćı již můžeme vztáhnout známý teorém No-
etherové, jehož budeme také hojně využ́ıvat. Jelikož se ale bude vyskytovat (a vlastně už
vyskytl v sekci 1.1) v několika r̊uzných formách, uvedeme jeho poněkud vágńı, obecnou
formu.

Tvrzeńı 5: Každé spojité (lokálně) n-parametrické grupě transformaćı systému odpov́ıdá
n integrál̊u pohybu tohoto systému.

1.4 Diferenciálńı geometrie a bĺızké oblasti

I přes to, že v daľśım textu se vyskytuj́ı pojmy a objekty maj́ıćı př́ımý vztah k dife-
renciálńı geometrii, prakticky se pracuje pouze s několika konkrétńımi vztahy a vždy
stejným zp̊usobem. Pojmy diferenciálńı geometrie jsou ale velmi provázané a neńı př́ılǐs
dobře možné vykládat je izolovaně. Připomeneme tedy pouze definice těch nejd̊uležitěǰśıch
a výklad souvisej́ıćıch významně zestručńıme. Jsou však dobře známe a lze je naj́ıt v lite-
ratuře. Konkrétně např. v zat́ım nepublikovaných skriptech GMF1 (ekvivalentńı výklad v
[15]) a [16], ze kterých text vycháźı.

Prvńım nezbytným pojmem je přirozeně varieta. Tu lze zavést v́ıce zp̊usoby, všechny však
potřebuj́ı tzv. diferencovatelnou strukturu, tj. maximálńı atlas tř́ıdy C∞.

Definice 20: Topologický Hausdorff̊uv parakompaktńı prostor (M, τ), vybavený diferen-
covatelnou strukturou nazýváme diferencovatelná varieta (nebo hladká varieta). Varietu
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dimenze n− 1 vnořenou do prostoru dimenze n nazýváme nadplochou.

S pojmem nadplochy budeme pracovat hojně, proto daľśı definice rovnou směřujeme k
jednomu z těchto využit́ı.

Definice 21: Bud’te M ⊂ Rn varieta, G grupa transformaćı Rn. Pak existuje-li pod-
grupa G ponechávaj́ıćı M nezměněnou, nazýváme ji grupou stability M.

Dále, jelikož budeme pracovat v Minkowského prostoročase, se přirozeně setkáme s vek-
tory a kovektory (a jejich poli). Z hlediska diferenciálńı geometrie jde o (tečné) vektory či
vektorová pole v prvńım a o (diferenciálńı) 1-formy v druhém př́ıpadě. Definujeme tedy
tyto pojmy a uvedeme jejich transformace.

Definice 22: Tečný vektor X k varietě M v bodě r ∈ M je tř́ıda ekvivalence křivek
[γ] vycházej́ıćıch z bodu p ∈ M , přičemž γ(t) ∼ γ̃(t) ⇔ d

dt
(f ◦ γ) |t=0= d

dt
(f ◦ γ̃) |t=0 pro

∀f ∈ C∞(M). Ekvivalentně ho lze definovat jako zobrazeńı X : C∞(M) → < splňuj́ıćı
podmı́nky:
1/ X(af + g) = aXf +Xg
2/ X(fg) = f(r)(Xg) + (Xf)g(p)
3/ ∀f, g : (∃U = U0 3 r, f|U = g|U)⇒ Xf = Xg
pro ∀f, g ∈ C∞(M), a ∈ <.

Připomı́náme, že křivky na varietě jsou zobrazeńı γ : < → M , kdežto funkce na varietě
zobrazeńı f : M → <. Prostor všech tečných vektor̊u v daném bodě TpM se nazývá tečný
prostor, diskrétńı sjednoceńı tečných prostor̊u pro všechny p ∈ M je pak tečný bundle
TM . Souřadnicová báze TpM s lokálńımi souřadnicemi xk, k ∈ n̂ je { ∂

∂xk
}k∈n̂. Proto lze

vektory psát ve tvaru X = Xk ∂
∂xk

, kde Xk = Xk(x) může být libovolná funkce souřadnic.
Kĺıčová pro nás bude transformace – d́ıky těmto vztah̊u vektory transformujeme do nových
souřadnic yl jako

X = Xk(x)
∂

∂xk
= Xk(y)

∂yl

∂xk
∂

∂yl
. (1.23)

Vektorové pole pak definujeme jako řez tečného bundlu, tj. jde o zobrazeńı přǐrazuj́ıćı
každému bodu na varietě jistý vektor z tečného prostoru v tomto bodě. Množinu všech
vektorových poĺı znač́ıme X (M). Důležitým pojmem je též tok vektorového pole Ψt, což je
zobrazeńı zobrazuj́ıćı bod z variety p ≡ γ(t0), kde γ(t) je integrálńı křivka daného vekto-
rového pole, na bod variety γ(t0 + t).

Prostor duálńı k TpM , tj. T ∗pM se nazývá kotečný prostor a jeho prvky jsou 1-formy,
lineárńı funkcionály na vektorech z TpM . Diskrétńı sjednoceńı je kotečný bundle T ∗M .
Oba prostory TM, T ∗M maj́ı strukturu fibrovaného prostoru.

Definice 23: Diferenciálńı 1-forma ω na varietě M je řez kotečného fibrovaného pro-
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storu, prostor všech diferenciálńıch 1-forem znač́ıme Ω1(M).

Stejně lze, jako k-lineárńı antisymetrické zobrazeńı (TpM)k → <, definovat diferenciálńı k-
formy a prostor diferenciálńıch k-forem, sjednoceńı těchto prostor̊u pro všechna př́ıpustná
k (maximálně dim M) a řezy těchto prostor̊u. Přirozenou souřadnicovou báźı T ∗p (M) je
{dxk}k∈n̂, báze prostoru diferenciálńıch 2-forem pak {dxk ∧ dxl}k,l∈n̂,k<l a analogicky pro
vyšš́ı formy.

Kovektory jsou 1-formy. Obdobně jako pro vektory (a se stejnou notaćı) je {dxk}k∈n̂
souřadnicovou báźı T ∗pM a transformace prob́ıhá podle

ω = ωk(x)dxk = ωk(y)
∂xk

∂yl
dyl. (1.24)

Analogicky se pak transformuj́ı tenzory libovolných řád̊u (definice následuje), jednoduše
transformujeme jejich jednotlivé složky podle toho, zda jsou kontravariantńı či kovariantńı.
V textu se setkáme pouze s tenzorem elektromagnetického pole (definice 8) a metrickým
tenzorem (definice 25).

Definice 24: Kovariantńı tenzor T k-tého řádu na varietě M je k-lineárńı zobrazeńı
T : (X (M))k → C∞(M) takové, že T (X1, ...Xk)(p) záviśı pouze na hodnotách těchto vek-
torových poĺı v bodě p. Kontravariantńı tenzor S k-tého řádu na varietě M je k-lineárńı
zobrazeńı S : (Ω1(M))k → C∞(M) takové, že S(ω1, ...ωk)(p) záviśı pouze na hodnotách
těchto 1-forem v bodě p.

Definice 25: Metrikou g ∈ T 0
2 (M) na varietě M nazýváme 2-krát kovariantńı symet-

rický tenzor nedegenerovaný v každém bodě p ∈M .

Ještě je třeba definovat tzv. pushforward vektoru a pullback formy. Bez těch se dále, při
převáděńı těchto objekt̊u, neobejdeme.

Definice 26: Mějme hladké zobrazeńı mezi dvěma varietami φ : M → N , f ∈ C∞,
X ∈ TpM , ω ∈ T ∗φ(p)N . Pak tečné zobrazeńı (pushforward) v bodě p ∈ M indukované

zobrazeńım φ je zobrazeńı φ∗ : TpM → Tφ(p)N definované vztahem (φ∗(X))f = X(f ◦ φ).
Kotečné zobrazeńı (pullback) v bodě φ(p) ∈ N indukované zobrazeńım φ je zobrazeńı
φ∗ : T ∗φ(p)N → T ∗pM definované vztahem φ∗(ω)X = ω(φ∗(X)).

V lokálńıch souřadnićıch plat́ı

φ∗(X) = Xk ∂ϕ
α

∂xk
|p

∂

∂yα
|φ(p), φ∗(ω) = ωα

∂φα

∂xk
|p dxk |p, (1.25)

kde xk jsou souřadnice na M , yk souřadnice na N .
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Nyńı uděláme skok a přesuneme se rovnou k pojmu Lieovy derivace. Ta charakterizuje
změnu geometrického objektu podél nějakého vektorového pole X, tj. v jeho směru. De-
finice využ́ıvá tečné a kotečné zobrazeńı indukované tokem vektorového pole. O něco
stručněji lze definici Lieovy derivace zapsat pomoćı Lieova přenosu definovaného pro bod
p a bod p̃ = Ψt(p)jako f̃(p̃) = f(p) pro funkci, Ỹ (p̃) = Ψ∗t (Y (p)) pro vektorové pole a
ω(p) = Ψ∗t (ω̃(p̃)).

Definice 27: Definujeme Lieovu derivaci ve směru vektorového pole X pro

a/ funkci f ∈ C∞(M) jako LXf := limt→0
1
t

(f(Ψt∗
X)− f(p)) = limt→0

1
t

(
f(p̃)− f̃(p̃)

)
b/ formu ω jako LXω := limt→0

1
t

(Ψt∗
Xω − ω) = limt→0

1
t

(ω(p̃)− ω̃(p̃))

c/ vektorové pole Y jako LXY := limt→0
1
t

(Y −Ψt
X∗(Y )) = limt→0

1
t

(
Y (p̃)− Ỹ (p̃)

)
.

Z definice vid́ıme, že LXf = Xf , tj. pro skalárńı funkce je Lieova derivace totožná se
směrovou. Jelikož budeme Lieovu derivaci hojně využ́ıvat, uvedeme i jej́ı souřadnicové
vyjádřeńı, resp. vzorec pro vektorové pole a 1-formu. Zcela analogicky se pak zavád́ı pro
tenzory (konkrétně to uvid́ıme v kapitole 3).

LXY =

(
Xk ∂Y

l

∂xk
− Y l∂X

l

∂xk

)
∂

∂xl
, (1.26)

LXω =

(
Xk ∂ωl

∂xk
+ ωl

∂X l

∂xk

)
dxl (1.27)

Na závěr kapitoly ještě propoj́ıme dř́ıve zavedené pojmy z teoretické mechaniky s dife-
renciálńı geometríı, to již sṕı̌se formou krátké rekapitulace. Předt́ım ještě připomeňme, že
operace vněǰśı derivace d formy, která převád́ı (k − 1)-formu na k-formu a operaci vložeńı
vektoru do formy iX , který naopak z k-formy udělá (k − 1)-formu, tj např. z 2-formy ω
1-formu (iXω)α = ωαβX

β.

Velmi stručně k Lagrangeově mechanice: jej́ı přirozenou arénou je tečný bundle TQ kon-
figuračńı variety Q představuj́ıćı všechny možné polohy systému. Souřadnice na tečném
bundlu (dim= 2n) jsou (qn, q̇n). Existuje význačná tzv. Lagrangeova 1-forma θL = ∂L

∂q̇j
dqj

definovaná na TQ (tj. je to prvek T ∗(TQ)). Pomoćı ńı lze elegantněji zapsat Lagrangeovy
rovnice a daľśı vztahy. Časový vývoj určuj́ı integrálńı křivky tzv. lagrangeovského dyna-
mického pole X.

Důležitá je interpretace transformaćı. Bodová transformace na Q tvaru ql → g′k(ql, ε)

je generována vektorovým polem na ZQ na Q, pro které Zk
Q = ∂q′k

∂ε
|ε=0. (Tj. např.

pro translaci v ose x máme x′ = x + ε ⇒ ZQ = ∂
∂x

.) Rozš́ı̌reńım tohoto pole na TQ
źıskáme pole Z generuj́ıćı tok (Ψε,Ψε∗). Ukazuje se (viz [16]), že tvar Z je určeno jed-

noznačně jako Z = Zk
Q

∂
∂qk

+ ∂Zk

∂qm
q̇m ∂

∂q̇k
. Teorém Noetherové se pak elegantně zformuje:

LZL = 0 ⇒ LXg = 0, kde g = θL(Z), tj. slovy: Neměńı-li se hodnota lagrangiánu podél
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integrálńıch křivek vektorového pole Z, pak funkce g má podél integrálńıch křivek X kon-
stantńı hodnoty (což je přesně definice IP). Vrát́ıme-li se k př́ıkladu translace, tak pro v̊uči
ńı invariantńımu L plat́ı θL(Z) = mẋ, tj. zachovává se x-ová hybnost.

Prostřed́ım Hamiltonovy mechaniky je kotečný bundle T ∗Q. Legendrova duálńı transfor-
mace mezi L a H, resp. rychlostmi q̇n a (kanonickými) hybnostmi pn odpov́ıdá izomorfismus
mezi TQ a T ∗Q. Důležité dále bude, že transformaci lze bezproblémově provést pouze po-
kud hessián lagrangiánu je nenulový. Legendrovým obrazem Lagrangeovy 1-formy je tzv.
kanonická, či Cartanova, 1-forma θ0 = pjdq

j, jež existuje na celém T ∗Q (tj. je to prvek
T ∗(T ∗Q)), nezáviśı na konkrétńı formě lagrangiánu a je jednoznačně určena fibrovanou
strukturou T ∗Q.

Daľśı významnou formou pro hamiltonovskou mechaniku kanonická, či Cartanova, symplek-
tická 2-forma (je nedegenerovaná a jej́ı vněǰśı derivace je nulová), forma ω, v souřadnićıch
T ∗Q vyjádřená jako ω = dθ0 = dpj ∧ dqj. Složky této formy jsou členy tzv. symplektické

matice ωαβ =

(
0 −I
I 0

)
, kde I je identická matice (rozměru n×n). Pomoćı těchto objekt̊u

lze Hamiltonovy rovnice zapsat jako ωαβ ż
β = ∂H

∂zα
, kde (z1, ..., z2n) = (q1, ..., qn, p1..., pn), a

Poissonovu závorku jako {f, g} = ∂f
∂zβ

ωαβ ∂g
∂zα

= ω(Xf , Xg). Samotný časový vývoj systému
je dán integrálńımi křivkami tzv. dynamického vektorového pole XH = żβ ∂

∂zβ
= ωαβ ∂H

∂zα
∂
∂zβ

,
ještě stručněǰśı zápis Hamiltonových rovnic je iXω = dH. Velmi elegantńı zápis také
dostává teorém Noetherové - ten zńı LXgH = 0 ⇔ LXHg = 0 (to d́ıky vztah̊um LXgf =
{f, g} ⇒ LXgf = −LXfg, které ale neńı prostor dokazovat).

Pro úplnost ještě uved’me, že v př́ıpadě explicitně časově závislých systémů pracujeme
(v klasické mechanice) na skalárńım součinu kotečného bundlu s <, kde < je parametri-
zováno časovou souřadnićı t. To je v jistém smyslu v kontrastu s teoríı relativity, kde je
prostoročas čtyřrozměrnou varietou se všemi souřadnicemi (včetně časové) rovnocennými.
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Kapitola 2

Hamiltonovská formulace
relativistické dynamiky

Základńım kamenem pro popis systému (jak klasického, tak kvantového) a výzkum jeho
př́ıpadné (super)integrability je Hamilton̊uv formalismus. Jeho analogii bychom tak potřebovali
nalézt i v př́ıpadě relativistického systému. Byt’ existuje i jiný zp̊usob popisu relativistické
dynamiky (prostoročasové geodetiky), bude hamiltonovský popis v této práci kĺıčový právě
z toho d̊uvodu, že teorie superintegrabilńıch systémů je vybudována v jeho termı́nech.
Prvńım pokusem vybudovat tuto teorii je slavný Dirac̊uv článek [7], na něj bylo částečně
navázáno např. [17]. Je však třeba poznamenat, že historická motivace (a tedy i tyto zdroje)
směřovala sṕı̌se k extenzi do kvantové mechaniky a proto se také většina dostupných zdroj̊u
týká předevš́ım metod kvantizace a kvantové teorie pole. Tam se použ́ıvaj́ı dvě z ńıže
zmı́něných forem hamiltonovské formulace relativistické dynamiky a ne vždy je postup
takový, jaký potřebujeme zde.

2.1 Problém s kanonickým Hamiltoniánem

Důvodem, proč nelze relativistický hamiltonovský popis zavést jednoduše zobecněńım toho
klasického je, že pokuśıme-li se zkonstruovat kanonický hamiltonián, zjist́ıme, že je iden-
ticky roven nule. Pod́ıvejme se na to, proč tomu tak je. Demonstrovat to budeme na nej-
jednodušš́ım př́ıpadu – volné částici. Z postupu však bude jasné, že k problému dojde vždy.
Informace vycháźı předevš́ım z [18] (zde i dále jsou použ́ıvány prvńı dvě kapitoly) a [12].

Nejprve pár poznámek k relativistické akci (1.15) volné částice. Zde máme, jak již bylo
uvedeno, L = −m0, což je konstanta a můžeme ji tedy před integrál vytknout. Dále, d́ıky
vztahu mezi dτ a intervalem ds =

√
gµνdxµdxν , ji lze psát pomoćı ds a źıskat tak přirozené

vyjádřeńı akce volné částice jako délky jej́ı světočáry.

S = −m0

∫ 2

1

ds = m0

∫ 1

2

ds
√
ẋµẋµ =

∫ 1

2

L(s)ds, , (2.1)
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kde v druhé rovnosti jsme použili invarianci druhé mocniny čtyřrychlosti, kterou nyńı (pro
názornost daľśıch krok̊u) znač́ıme jako ẋ, tj. ẋµẋµ = 1. Lagrangián v této parametrizaci
jsme označili jako L(s) = −m0 = −

√
ẋµẋµm0 Předpokládáme nav́ıc ẋ0 > 0 (kv̊uli kauza-

litě – reálná částice prošlá jistým bodem Minkowského prostoročasu se muśı vždy nacházet
v budoućı části světelného kuželu tohoto bodu).

Spočteme-li nyńı kanonickou čtyřhybnost (tj. postupujeme formálně shodně jako v kla-
sické situaci), dostáváme

pKµ = − ∂L

∂ẋµ
= −∂(m0

√
ẋ2)

∂ẋµ
= m0ẋµ, (2.2)

kde index na pravé straně je skutečně vespod (při derivaci skalárńıho součinu stoj́ı před dru-
hou mocninou dané složky čtyřrychlosti znaménko odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušné složce metrického
tenzoru). Znaménko minus v prvńı rovnici zajǐst’uje korektńı přechod k nerelativistické li-
mitě. Pro volnou částici se tedy hybnost a kanonická hybnost shoduj́ı. Důležité zde však
je, že (kanonické) hybnosti zjevně nejsou nezávislé. Plat́ı totiž invariance druhé mocniny
čtyřhybnosti

p2 = m2
0ẋ

2 = m2
0, (2.3)

někdy nazývaná podmı́nka hmotnostńıho hyperboloidu (definuje tuto nadplochu). Právě
tato skutečnost vede k tomu, že kanonický hamiltonián vymiźı:

HK := q̇KpK − L(qK , q̇K , t) = −pµẋµ − L = −m0ẋ
2 +m0ẋ

2 = 0, (2.4)

kde index K znač́ı kanonické veličiny, nejde o sč́ıtaćı index. Minus opět kv̊uli korektnosti
limity.

Toto pozorováńı je jistě triviálńı, nicméně k jeho od̊uvodněńı je třeba rozebrat jednu
skutečnost. Tou je, že lagrangián tvaru v (2.1) je homogenńı funkćı prvńıho stupně ve
čtyřrychlosti, tj. L(aẋµ) = aL(ẋµ). To však znamená, že přejdeme-li k reparametrizaci
světočáry s → s′ : xµ(s) → xµ(s′(s)), lze jacobián ds′/ds vytknout před lagrangián. Pro-
ved’me to rovnou v integrandu akce. Máme tak

S =

∫ s2

s1

dsL

(
dxµ

ds

)
=

∫ s′2

s′1

ds′
ds

ds′
ds′

ds
L

(
dxµ

ds′

)
≡ S ′, (2.5)

tedy výsledkem je opět výraz vyjadřuj́ıćı akci. To znamená, že je akce reparametrizačńım
invariantem. Tato invariance je generována právě podmı́nkou (2.3). Z téhož d̊uvodu je
lagrangián sám singulárńı (jeho hessián W µν := ∂2L

∂ẋµ∂ẋν
je degenerovaný a jak je vidět plat́ı

W µν ẋµ = 0.)

Jak tedy vid́ıme, přechodem k relativistickému popisu źıskáváme podmı́nky či vazby (in-
varianty dané druhou mocninou čtyřvektor̊u), kterých se zbavit nelze (na rozd́ıl od běžně
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se vyskytuj́ıćıch vazeb klasických nelze volit souřadnice tak, abychom tyto vazby zahr-
nuli př́ımo do nich), což vede k uvedenému problému. To však neznamená, že generátor
časového vývoje (jakkoli je to v relativistické fyzice pojem problematický sám o sobě) zkon-
struovat nelze, či dokonce, že neexistuje. Je pouze nutné tuto konstrukci pojmout značně
odlǐsně. Než se k ńı však dostaneme, je třeba připomenout některé vlastnosti transformaćı
v Minkowského prostoročase.

2.2 Poincarého grupa

Poincarého grupa, jindy také obecná Lorentzova či nehomogenńı Lorentzova (nebot’ ji lze
źıskat také rozš́ı̌reńım Lorentzovy grupy), je ve speciálńı relativitě grupa transformaćı za-
chovávaj́ıćıch interval. Jde tedy o grupu izometríı Minkowského prostoročasu. Jedná se o
10-parametrickou, Lieovu, neábelovskou grupu transformaćı, zahrnuj́ıćı translace a Loren-
tzovy transformace (tj. rotace a tzv. boosty) a přirozeně všechna jejich složeńı. Informace
v této části vycháźı z [18, 19, 20, 10, 21].

Infinitezimálńı forma Poincarého transformace je popsána polem

ξµ(x) = aµ + ωµνx
ν , ωµν = −ωνµ, (2.6)

kde aµ, ωµν jsou infinitezimálńı konstanty.

Zde ještě poznamenejme, že existuje ještě přepis pro transformace zahrnuj́ıćı i prostoročasové
reflexe, někdy též brané jako součást Poincarého transformaćı

ξµ = αµ + βνµxν , kde βνµgµσβ
σρ = gνρ, αµ, β

ν
µ = konst. (2.7)

Ty ale nevyhovuj́ı přirozenému požadavku, aby transformace odpov́ıdaly tomu, co vid́ı
nějaký jiný lorentzovský pozorovatel (tj. ten, který má jinou polohu a rychlost) a aby šly
tyto transformace vyjádřit i infinitezimálně. Omeźıme se proto na ortochronńı transfor-
mace, jejichž infinitezimálńı formu definuje právě (2.6).

Kĺıčové pro naši věc budou, ze dvou d̊uvod̊u, generátory Poincarého grupy. Prvńım d̊uvodem
je teorém Noetherové. Z něho plyne, že každé elementárńı transformaci odpov́ıdá, pokud je
daná transformace symetríı uvažovaného systému systému, jedna zachovávaj́ıćı se veličina.
Toho lze hojně využ́ıvat a u některých, dostatečně symetrických, systémů tak źıskat in-
tegrály pohybu velmi snadno. Druhým je, že ze znalosti generátor̊u lze snadněji identifikovat
podgrupy této grupy. Ty budou potřeba pro hamiltonovský popis jako takový, jak uvid́ıme
dále.

Generátory lze ztotožnit s veličinami př́ıslušnými elementárńımu souboru transformaćı.
Konkrétně se čtyřhybnost́ı pro translace a se složkami čtyřtenzoru momentu hybnosti
pro zbylé transformace (ten je antisymetrický, nezávislých složek je tedy skutečně šest),
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kde prvky nultého řádku/sloupce odpov́ıdaj́ı vlastńım či speciálńım Lorentzovým transfor-
maćım, tzv. boost̊um a zbytek prostorovým rotaćım. Vyjádřeńım pomoćı vektoru momentu
hybnosti L := x× p a K := x0p− p0x máme

Li =
1

2
εijkM jk, (2.8)

Ki = M0i, (2.9)

kde generátory translaćı, tedy složky čtyřhybnosti, jsou značeny P µ, generátory Lorent-
zových transformaćı, tedy složky čtyřtenzoru momentu hybnosti Mµν . Přičemž jsme využili
zápis s kontravariantńımi veličinami (což je pouze volba formy, stejně tak značeńı ge-
nerátor̊u velkým ṕısmenem má p̊uvod pouze ve snaze držet se ve zdroj́ıch už́ıvané notace.).
Pro pořádek uvád́ıme, že pµ = (p0 = p0,p). Prostor těchto veličin (tj. funkćı) je vektorovým
prostorem vybaveným Lieovou závorkou v podobě Poissonovy závorky

{f, g} =
∂g

∂xµ
∂f

∂pµ
− ∂f

∂xµ
∂g

∂pµ
(2.10)

což znamená, že jde o Lieovu algebru. Tato se nazývá Poincarého algebra a je dána Pois-
sonovými závorkami jednotlivých veličin:

{P µ, P ν} = 0, (2.11)

{Mµν , P ρ} = gνρP µ − gµρP ν , (2.12)

{Mµν ,Mρσ} = gµσMνρ − gµρMνσ − gνσMµρ + gνρMµσ, (2.13)

Je zde třeba několika poznámek. Prvńı se týká toho, proč je Poissonova závorka definována

”
naopak“ resp. s minusem. Důvod je kanonická 1-forma tvaru −gµνpµdxν , jež skutečně

vytvář́ı Poissonovu závorku tvaru (2.10), jde však sṕı̌se o formálńı rozd́ıl. Výpočet vztah̊u
(2.11)-(2.13) to však nijak nekomplikuje. Fundamentálńı Poissonovy závorky zde budou

{xµ, xν} = 0, {pµ, pν} = 0, {xµ, pν} = −gµν . (2.14)

Daľśı poznámka se týká faktu, že všechny generátory, tak jak byly zavedeny, maj́ı všechny
složky kontravariantńı, stejně jako jsou kontravariantńı veličiny v jejich vyjádřeńı (2.8) a
(2.9). Je to kv̊uli konsistenci a jednoduchosti relaćı (2.11)- (2.13) (ačkoli fyzikálńı význam
čtyřhybnosti má pµ a význam souřadnice xµ). Relace je samozřejmě možné zcela analo-
gicky zapsat pro generátory pouze se spodńımi indexy (nebo kombinaćı). Dále stoj́ı za
upozorněńı, že (2.12) má kv̊uli tvaru metrického tenzoru jen jeden člen, (2.13) také (resp.
tento má maximálně dva, které lze však, d́ıky antisymetrii, vyjádřit jedńım) např.

{M12,M13} = {ε312L
3, ε213L

2} = ε312ε213{x1p2 − x2p1, x3p1 − x1p3} = (2.15)

= −{x1p2 − x2p1, x3p1 − x1p3} = −M32 = M23,

což skutečně odpov́ıdá jedinému nenulovému členu př́ıslušného (2.13) −g11M23. Posledńı
poznámkou je, že algebru lze popsat ekvivalentně i jednodušš́ımi relacemi pomoćı (2.8) a
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(2.9), avšak za cenu ztráty kovariantńıho tvaru.

Ještě pro úplnost uvedeme tvar matic př́ıslušných k jednotlivým generátor̊um. Mı́sto Pois-
sonovy závorky lze totiž použ́ıt taktéž komutátory matic př́ıslušných veličin a źıskat relace
zcela analogické (2.11)-(2.13). Generátoru P µ odpov́ıdá translace v souřadnici s indexem µ,
tj. přičteńı vektoru s konstantńı a jedinou nenulovou složkou µ. Generátoru M ij odpov́ıdá
prostorová rotace, otáčej́ıćı př́ıslušné prostorové osy, tj. např. pro i = 2, j = 3 je rotace
okolo osy x1:

Rx
00 = Rx

11 = 1, Rx
22 = Rx

33 = cosϕ,Rx
32 = −Rx

32 = sinϕ, jinde Rx
µν = 0. (2.16)

Zde je ještě třeba poznamenat, že pokud bychom připustili i reflexe, źıskali bychom daľśı
sadu matic, s det = −1 (na rozd́ıl od rotaćı maj́ıćı det = 1, stejně jako transformace
následuj́ıćı). Ty však, jak už bylo uvedeno, vylučujeme. Konečně generátoru M0i odpov́ıdá
speciálńı Lorentzova transformace (boost) ve směru souřadnice xi, tedy např pro i = 1
máme

Bx
00 = Bx

11 = γ,Bx
01 = Bx

10 = −βγ,Bx
22 = Bx

33 = 1, jinde Bx
µν = 0, (2.17)

kde byl boost zapsán v obecném tvaru, v použ́ıvaných jednotkách, kde c = 1 se sa-
mozřejmě zjednodušuje. Daľśı možný zp̊usob jeho vyjádřeńı je pomoćı rapidit: γ = coshU
, γβ = sinhU , kde rapidita U := arctanh u/c.

Velmi d̊uležitou charakteristikou Poincarého grupy jsou jej́ı podgrupy, jelikož však bu-
dou d̊uležité hlavně v kontextu následuj́ıćı kapitoly, nebudeme je na tomto mı́stě rozeb́ırat.

Posledńı d̊uležitou informaćı k Poincarého grupě (kterou však použijeme až v kapitole
3) je, že je sama podgrupou grupy konformńı. Tato grupa je 15-parametrickou grupou
transformaćı, které zachovávaj́ı úhly (tedy interval obecně ne). Je definována polem

ξµ(x) = aµ + ωµνx
ν + λxµ + cµ(xκxκ)− 2(cκxκ)xµ, kde ωµν = −ωνµ, (2.18)

kde, jak vid́ıme, v̊uči Poincarého transformaci přibyly posledńı tři členy. Prvńı z nich
představuje dilatace, přičemž λ je konstanta. Posledńı dva členy odpov́ıdaj́ı speciálńım
konformńım transformaćım, kde cµ jsou též konstanty.

2.3 Hamiltonovský popis

Vrát́ıme se nyńı k začátku této kapitoly, a podrobněji rozebereme, jak se lze vyhnout
problému s nulovým kanonickým hamiltoniánem v (2.4). Jak už bylo uvedeno, p̊uvodcem
pot́ıž́ı je vlastně reparametrizačńı invariance generovaná podmı́nkou (2.3) (takovýchto va-
zeb samozřejmě nalezneme libovolné množstv́ı, tato však svazuje dynamické veličiny, pročež
má specifické postaveńı). Informace vycháźı z [18, 19, 7, 12].

Kĺıčovým pozorováńım je, že na reparametrizačńı invarianci lze nahĺıžet jako na kalibračńı
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symetrii v tom smyslu, že jakoukoli světočáru lze popsat nekonečným množstv́ım paramet-
rizaćı (stejně jako např. na určitý tvar (tenzoru) elektromagnetického pole vede nekonečné
množstv́ı (čtyř)potenciál̊u). Pak tedy jednotlivé světočáry jsou vlastně tř́ıdami ekvivalence
(daná tř́ıda je tvořena všemi světočárami, jež se lǐśı pouze kalibraćı, tj. parametrizaćı). Me-
toda, jak určitou světočáru popsat a zkoumat, se pak nab́ıźı – je j́ı kalibračńı fixace. Jelikož
parametrizace, z ńıž jsme p̊uvodně vycházeli je parametrizace pomoćı vlastńıho času, ke
kalibračńı fixaci je třeba přistupovat analogicky – tj. fixace bude volbou časové souřadnice
(v podstatě souřadnicového času). Máme-li už souřadnici, s ńıž pracujeme jako s časem,
tedy parametrem, dynamický vývoj systému bude popsán pomoćı počátečńı podmı́nky
a generátoru časového vývoje, jež bude spojovat stavy v jednotlivých časech, stejně, jak
je tomu v klasické fyzice. T́ımto ztrat́ıme kovariantńı popis, jelikož prostorové a časová
souřadnice již nejsou rovnocenné, nepracujeme s vlastńım časem, jež je invariantem, nýbrž
s časovou souřadnićı r̊uznou pro r̊uzné pozorovatele. Źıskáme však funguj́ıćı popis hamil-
tonovský.

Postup prakticky začne tak, že zvoĺıme obecné souřadnice qµ, jež obecně mohou být
křivočaré, a vybereme jednu, kterou budeme považovat za časovou. Tu označ́ıme q0, rovnice
q0 = 0 pak definuje nadplochu konstantńıho času (nebo ekvivalentně počátečńı podmı́nku),
dále označovanou jako Σ:

Σ = {x|q0 = 0}. (2.19)

Otázkou nyńı je, jaké jsou podmı́nky či omezeńı pro možný výběr času a tedy i nadplochy
definované konstantńım časem. Abychom źıskali dobře definovaný hamiltonovský popis, je
třeba splnit dvě podmı́nky, totiž existenci a jednoznačnost. To znamená, že každá světočára
muśı danou nadplochou konstantńıho času proj́ıt (protože světočáry, alespoň zde, nezani-
kaj́ı) a muśı j́ı proj́ıt právě jednou (v daném časovém okamžiku je částice/systém pouze
jednou). Na tomto mı́stě se hod́ı uvést, že lze ukázat, že v nerelativistickém př́ıpadě exis-
tuje právě jedna takováto volba (za časovou souřadnici lze zvolit pouze čas sám).

Existenčńı kriterium je poměrně snadné splnit, je třeba aby nadplocha protla celý světelný
kužel (tedy nemůže být např. rovnoběžná s jeho osou, nesmı́ obsahovat časupodobné
směry). Co se jednoznačnosti týče, lze ji podle teorie kalibračńıch fixaćı (už́ıvané v kvan-
tizaci) vyjádřit pomoćı nenulovosti Faddeev-Popovova

”
operátoru“ FP, tj. Poissonovou

závorkou mezi podmı́nkou voĺıćı danou kalibračńı fixaci (zde (2.19)) a podmı́nkou gene-
ruj́ıćı invarianci (v tomto př́ıpadě (2.3), ve zmı́něné elektromagnetické analogii by to byl
Gauss̊uv zákon), to celé vyč́ıslené na dané nadploše. Detailńı popis významu FP je mimo
rozsah této práce, a ani v článćıch, z ńıž vycháźı, popsaný neńı, uvedeme tedy ve shodě s
nimi rovnou rovnici

FP := {q0, θ}|Σ = {q0, p · p}|Σ = − ∂q
0

∂xµ
∂(p · p)
∂pµ

|Σ= −2pµ
∂q0

∂xµ
|Σ= −2N · p, (2.20)

kde objekt definovaný jako
Nµ(x) := ∂µq0 |Σ (2.21)
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je normálou k Σ (např. [18]), tj. jej́ı skalárńı součin s každým tečným vektorem je nulový.
Čteme-li nyńı (2.20) zprava, je vidět že jej́ı nenulovost skutečně jednoznačnost zaručuje (v
infinitezimálńım vyjádřeńı), znamená totiž, obecně, že trajektorie neńı rovnoběžná se Σ.

Ještě však přidáme jednu podmı́nku: od nadplochy konstantńıho času je totiž přirozené
požadovat, aby byly všechny jej́ı body ekvivalentńı. To je vyjádřeno podmı́nkou tranziti-
vity, tj.

∀x, y ∈ Σ,∃g ∈ GΣ tak, že x = gy, (2.22)

kde GΣ je grupa stability nadplochy Σ.

T́ım bychom vyřešili požadavky na hamiltonovský popis, jelikož jsme ale v STR, splnit
muśıme i podmı́nky vyplývaj́ıćı z toho. Pro jakýkoli dynamický relativistický popis třeba,
aby obsahoval nějakou realizaci Poincarého algebry (2.11)-(2.13) – pouze to garantuje, že
popis z̊ustává

”
poincaréovsky invariantńı“, tak jako běžný Minkowského popis. Přidáńı

tohoto požadavku zúž́ı počet př́ıpustných Σ právě na pět přičemž grupy jejich stability
jsou podgrupami Poincarého grupy. Základńı realizaćı Poincarého algebry je již uvedená v
minulé sekci (tj. generátory jsou př́ımo složky čtyřhybnosti a momentu čtyřhybnosti), lze
ale (a bude třeba dále – konec následuj́ıćı sekce) nalézt i jiné realizace.

Nyńı shrneme formalismus, pomoćı kterého dojdeme od Σ k hamiltoniánu. Jsou-li podmı́nky
splněny a máme-li vybrané souřadnice qµ, je třeba převést do nich metrický tenzor, který
v nich bude obecně nekonstantńı. Značit ho budeme h(x):

hαβ(x) = gµν
∂xµ

∂qα
∂xν

∂qβ
. (2.23)

T́ım jsme zároveň zavedli novou metriku. Světočáru a lagrangián lze v souladu s předchoźım
napsat jako

L = −m0

√
u2 = −m0

√
hαβ q̇αq̇β, (2.24)

kde q̇α = ∂qα

∂τ
, přičemž jako τ nyńı označujeme tu souřadnici, která je časová (tj. q0)

vyjádřená pomoćı Minkowského souřadnic. Kanonické hybnosti jsou pak

pα = − ∂L
∂q̇α

. (2.25)

Dále muśıme spoč́ıtat normálu Nµ = ∂ντ , tu můžeme poč́ıtat v p̊uvodńıch Minkowského
souřadnićıch. Je spojena s jednotkovým vektorem ve směru τ , tvaru nµ = ∂xµ

∂τ
vztahem

nµNµ = 1. hamiltonián pak bude, v souladu s FP relaćı (2.20) dán skalárńım součinem

H = Nµpµ, (2.26)

(předfaktor -2 je možné vynechat, výsledek vyjadřujeme v nových souřadnićıch), resp. pτ .
Tuto složku pak vyjádř́ıme z podmı́nky (2.3) pomoćı ostatńıch složek (i tato podmı́nka je

20



převedena do nových souřadnic). K tomuto kroku se ještě vrát́ıme, až vylož́ıme konkrétńı
Diracovy rovnice Σ v sekci 2.5 (obecně totiž patrně výsledek FP a pτ shodné být nemuśı,
přesto že se tak většinou uvažuj́ı, jiná anomálie se zase vyskytne u světlupodobné Σ)

Závěrem ještě uvedeme vzorce, které muśı splňovat generátory, aby byly kinematické -
tj. takto vyšetřujeme grupu stability. Nadplocha z̊ustává zachována (resp. zobrazuje se při
transformaci sama na sebe ⇔ daný generátor je kinematický) pokud akce transformace
př́ıslušné tomuto generátoru na ni dá nulu. To nastává, pokud [19]

∂µτ(x) = 0, resp. (xµ∂ν − xν∂µ)τ(x) = 0, (2.27)

pro nějaké µ, resp. µ, ν. P µ resp.Mµν je v takovém př́ıpadě kinematický generátor. Většinou
lze toto vyjádřeńı źıskat př́ımo v p̊uvodńıch, Minkowského souřadnićıch. Generátory, pro
které toto neplat́ı se nazývaj́ı dynamické (nebo, Diracovým názvoslov́ım, hamiltoniány),
nadplochu měńı, vyjadřuj́ı tedy nějaký vývoj.

2.4 Konkrétńı možné volby Σ

Následuj́ıćı text vycháźı z [7], [18], [19], [21], a [12]. Jak již bylo uvedeno, existuje pouze
pět možných korektńıch voleb Σ (resp. skupin voleb - viz dále), tyto skupiny odpov́ıdaj́ı
pěti podgrupám Poincarého grupy. Historicky bylo skutečně motivaćı zvolit nadplochu tak,
aby aplikace nějaké části Poincarého transformaćı ji ponechala nezměněnou. Tento př́ıstup
užil P. M. Dirac ve svém slavném článku [7], kde nalezl tři možnosti. Po dokončeńı klasifi-
kace podgrup Poincarého grupy přidali Leutwyler a Stern zbylé dvě (článek [17]) Shrneme
nejprve ve výčtu nadplochy Σ a časové souřadnice τ odpov́ıdaj́ıćı těmto kalibraćım:

x0 = 0 , τ = x0 (instantńı), (2.28)

x0 + x3 = 0, τ = x0 + x3 (frontálńı), (2.29)

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = a2, τ =
√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 − a2 (bodová),
(2.30)

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 = a2, τ =
√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − a2, (H1) (2.31)

(x0)2 − (x1)2 = a2, τ =
√

(x0)2 − (x1)2 − a2, (H2) , (2.32)

kde pro hyperbolické formy, jak budeme souhrnně označovat bodovou, H1 a H2 formu,
požadujeme a ∈ R, x0 > 0. Toto označeńı plyne z toho že jejich Σ je tř́ırozměrný hy-
perboloid. Názvy prvńıch tř́ı forem jsou př́ımými překlady Diracových označeńı. Ještě je
nezbytné upozornit na to, že τ jsou uvedeny v jednotkách, kde c = 1, pokud by tomu
tak nebylo, je třeba všechny souřadnice ve všech τ dělit c (tj. např. u bodové formy bude
τ =

√
(t)2 − (x1/c)2 − (x2/c)2 − (x3/c)2 − (a/c)2. Odtud také vid́ıme, že limita všech τ

pro c→∞ je t, což koresponduje s faktem že v klasické fyzice je možná pouze jedna volba
času (galileovský čas t). Běžně použ́ıvané jsou instantńı a frontálńı forma, měně často, i
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když stále použ́ıvaná, je údajně bodová forma (alespoň podle uvedených zdroj̊u, ty však
př́ıklady neposkytuj́ı), posledńı dvě formy se v podstatě nepouž́ıvaj́ı.

Množiny transformaćı odpov́ıdaj́ıćı kinematickým generátor̊u jednotlivých kalibraćı, jsou
právě podgrupami Poincarého grupy a zároveň grupami stability jednotlivých Σ. Obecně
je výhodné, aby daná kalibrace byla co nejsymetričtěǰśı, a tedy měla co nejvyšš́ı počet kine-
matických generátor̊u. To je zřejmě jedńım z d̊uvod̊u nepouž́ıváńı dvou nověǰśıch kalibraćı
(2.31), (2.32) – tyto maj́ı shodně pouze čtyři kinematické generátory.

Dynamické generátory, naproti tomu, popisuj́ı časový vývoj (př́ıslušné transformace Σ
měńı) a jeden z nich se ztotožňuje s hamiltoniánem. O hledáńı hamiltoniánu jsme se již
zmı́nili (a ještě se k němu vrát́ıme). Existuje však i jiný postup, Dirac̊uv [7], kterým lze
naj́ıt i ostatńı dynamické generátory. Ty totiž muśıme vyjádřit pomoćı kinematických a
taktéž do nich zahrnout interakčńı (viz [18] a [7]), př́ıpadně polńı, členy tak, aby výsledná
vyjádřeńı stále splňovala realizace Poincarého algebry (2.11)-(2.13). To klade na tyto členy
striktńı podmı́nky, které se však zvláště při popisu interakćı mohou ukázat značně složité.
Postup nicméně prob́ıhá tak, že se př́ıslušné generátory zaṕı̌śı klasicky, pomoćı čtyřhybnost́ı
a jejich moment̊u a k nim se přidá člen λ(pµpµ−m2

0) (a př́ıpadně interakčńı členy), kde λ je
Lagrange̊uv multiplikátor, specifický pro každý generátor. Pak postupujeme tak, abychom
splnili rovnice Poincarého algebry a abychom vyloučili závislost na časových složkách.

2.5 Instantńı, frontálńı a bodová kalibrace

Následuj́ıćı informace vycháźı z [7, 18, 19, 21, 12], rozebereme zde d̊ukladněji Diracovy
formy. Hamiltoniány budeme ukazovat na volné částice, později (kapitola 3) ale uvid́ıme,
že rozš́ı̌reńı je př́ımočaré).

Pod́ıvejme se nejprve na instantńı formu (2.28). Jej́ı výhoda spoč́ıvá v tom, že se v podstatě
chová jako hamiltonovský popis v klasickém př́ıpadě, práce s ńı je tedy jaksi přirozená, jed-
noduchá (taktéž proto, že se při ńı neměńı metrický tenzor) a nav́ıc je vhodná pro určeńı
nerelativistické limity. Značnou nevýhodou je skutečnost, že v hamiltoniánu je odmocnina,
což ztěžuje výpočty i interpretaci. Nadplocha odpov́ıdaj́ıćı konstantńımu času je kolmá k
ose světelného kužele. Normála a FP je

N I = (1, 0, 0, 0), FP I = −2p0 (2.33)

tedy časupodobná. Poissonova závorka má tvar

{A,B}I =
∂A

∂xj
∂B

∂pj
− ∂A

∂pj

∂B

∂xj
(2.34)

(připomı́náme, že j = 1, 2, 3). Hamiltonián a časový vývoj veličiny A je pak

HI = p0 =
√
m2

0 + p2
j ,

dA

dt
=
∂A

∂t
− {A,HI}I , (2.35)
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kde p0 jsme vyjádřili pomoćı ostatńıch složek čtyřhybnosti z (2.3). Na závěr se pod́ıvejme
na podmı́nku (2.27) – tu splňuj́ı všechna P j a Mkj pro j, k = 1, 2, 3. Těchto šest generátor̊u
je tedy kinematických.

Daľśı kalibraćı je frontálńı forma (2.29). Jej́ı výhodou je nejvyšš́ı počet kinematických
generátor̊u a to, že hamiltonián neńı vyjádřen odmocninou. Nadplocha konstantńıho času
je tečná k plášti světelného kužele, stejně jako u instantńı formy je tedy

”
rovná“. Drobnou

nevýhodou však může být i jistá nekonzistence zavedeńı a značeńı v jednotlivých zdroj́ıch.
Zde budeme použ́ıvat následuj́ıćı: definujeme

xp = x0 + x3, xm = x0 − x3, (2.36)

a stejně pro libovolný čtyřvektor. Složky x1, x2 z̊ustávaj́ı beze změny. (Hojně se použ́ıvá
např značeńı +,−,⊥, kde (x1, x2) = x⊥, to je ale poněkud nepřehledné). Skalárńı součin
se pak zaṕı̌se jako

x · y = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 = −x1y1 − x2y2+ (2.37)

+
xp + xm

2

yp + ym

2
− xp − xm

2

yp − ym

2
=

1

2
xpym +

1

2
xmyp − x1y1 − x2y1.

To tedy znamená, že metrický tenzor se měńı na

−1 = g11 = g22,
1

2
= gpm = gmp, jinak gµν = 0, (2.38)

který již neńı diagonálńı. Z tvaru skalárńıho součinu (porovnáme (2.37) s x · y = xpyp +
xmym+y1y1+y2y2 ⇒ ym/2 = yp, y

p/2 = ym), nebo alternativně z pullbacku 1-formy vid́ıme,
že kovektory se transformuj́ı shodně až na konstantu 1/2, tedy např. pp = (p0 +p3)/2, pm =
(p0−p3)/2). Zd̊urazňujeme, že některé zdroje zavád́ı xp a xm vydělené

√
2 (tj. přeškálované

tak, aby složky metrického tenzoru měly velikost 1). Upozorňujeme také, že kdybychom
použ́ıvali metrický tenzor s opačnou signaturou, vyjdou vztahy pro kovektory s minusem.

Normála k Σ a FP bude

NF = g · ∂ = (1, 0, 0,−1), FP F = −4pm, (2.39)

přičemž je d̊uležité, že jej́ı velikost bude nulová, je tedy světlupodobná. FP by mohla být
nulová pro nehmotné částice pohybuj́ıćı se ve směru -x3, těmi se však zaob́ırat nebudeme.
Světlupodobnost je ale problematická i v daľśı věci. Normála totiž lež́ı na nadploše Σ
a odpov́ıdá tak

”
kinematickému“ směru. Proto zavád́ıme hamiltonián v souladu se zdroji

(např. [1]) v termı́nech druhého světlupodobného vektoru nµ = (1, 0, 0, 1). Pak je n·p = 2pp
a právě tato složka pro nás bude hamiltoniánem. Poissonova závorka bude

{A,B}F =
∂A

∂xj
∂B

∂pj
− ∂A

∂pj

∂B

∂xj
, (2.40)
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kde j = m, 1, 2 zde i dále při použit́ı této formy, hamiltonián a časový vývoj veličiny A
bude tedy

HF = pp =
1 + p2

i

4pm
,

dA

dxp
=
∂A

∂xp
− {A,HF}F , (2.41)

kde časovou složku hybnosti jsme opět vyjádřili z (2.3):

1 = pµp
µ = p2

0 − p2
1 − p2

2 − p2
3 = p2

0 − p2
1 − p2

2 − p2
3 + p0p3 − p0p3 = (2.42)

= −p2
1 − p2

2 + 4

(
p0 + p3

2

p0 − p3

2

)
= −p2

1 − p2
2 + 4pmpp

Prohlédneme-li si opět podmı́nku (2.27), zjist́ıme, že mnohem lépe ji prozkoumáme v
nových souřadnićıch. Z toho plyne sedm kinematických generátor̊u, zapsaných v nových
souřadnićıch jako Pm, P i,M12,M im,Mpm.

Posledńı popsanou formou bude bodová (2.30). Jediným zdrojem je článek [19], Dirac
[7] sice bodovou formu rozeb́ırá, ne však zp̊usobem př́ılǐs užitečným pro naši věc. Je jasné,
že kv̊uli tomu, že je Σ hyperboloid, bude třeba křivočarých souřadnic a t́ım bude i postup
formalismu, nast́ıněný v minulé sekci složitěǰśı (na rozd́ıl od instantńı a frontálńı formy,
kde jsme ho, vzhledem k jednoduchosti a př́ımé souvislosti s již vyloženým, nerozepisovali).
V článku jsou popsány jen nejd̊uležitěǰśı výsledky, zde projdeme i mezikroky. Nejprve je
třeba parametrizovat nadplochu. Pro jednoduchost, stejně jako v článku, zvoĺıme a = 0.
To ale můžeme udělat, pouze budeme-li dále předpokládat τ > 0. V opačném př́ıpadě by
(2.30)) přešla ve světelný kužel, maj́ıćı jen čtyři kinematické generátory a neńı tranzitivńı.
Za tohoto předpokladu tedy

x0 = τ coshω, x1 = τ sinhω sin θ cosφ, x2 = τ sinhω sin θ sinφ, x3 = τ sinhω cos θ.
(2.43)

Jak uvid́ıme v sekci 4.1.2, všechny tři hyperbolické formy maj́ı shodnou parametrizaci
x0, to může být výhodné při studiu systémů v nich a porovnáváńı jejich vyjádřeńı. Dále
nalezneme metriku světočáry, resp. metrický tenzor. Z formule (2.23) máme diagonálńı
prvky:

hττ = cosh2 ω − sinh2 ω(sin2 θ cos2 φ+ sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ) = 1 (2.44)

hωω = τ 2 sinh2 ω − τ 2 cosh2 ω(sin2 θ cos2 φ+ sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ) = −τ 2

hθθ = −τ 2 sinh2 ω(cos2 θ cos2 φ+ cos2 θ sin2 φ+ sin2 θ) = −τ 2 sinh2 ω

hφφ = −τ 2 sinh2 ω sin2 θ(sin2 φ+ cos2 φ) = −τ 2 sinh2 ω sin2 θ.

Naopak prvky mimo diagonálu jsou všechny nulové. Nebudeme to do detail̊u rozepisovat,
ukážeme pouze jeden př́ıklad:

hµν = 0⇔ µ = ν, např. : (2.45)

hτω = coshωτ sinhω − τ sinhω coshω(cos2 θ cos2 φ+ cos2 θ sin2 φ+ sin2 θ) = 0.
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Dále urč́ıme lagrangián z (2.24):

LB = −m0

√√√√1− τ 2

((
dω

dτ

)2

+ sinh2 ω

(
dθ

dτ

)2

+ sinh2 ω sin2 θ

(
dφ

dτ

)2
)

(2.46)

a normálu:
Nµ
B = ∂ντB = ∂ν

√
(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (2.47)

=
1√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2
(x0, x1, x2, x3)⇔ Nµ

B =
xµ

τB
= nµB.

Z toho také vid́ıme, že žádné z P µ neńı kinematickým generátorem. Naopak jsou jimi
všechny Mµν , protože

(xµ∂ν − xν∂µ)τB =
1

τ
(xµxν − xνxµ) = 0. (2.48)

A tedy máme šest kinematických generátor̊u. Nyńı se dostáváme k výpočtu hamiltoniánu:
převedeme si hybnosti do nových souřadnic jako

p0 =
∂x0

∂τ
pτ +

∂x0

∂ω
pω = coshωpτ + τ sinhωpω, (2.49)

p1 = sinhω sin θ cosφpτ +τ coshω sin θ cosφpω+τ sinhω cos θ cosφpθ−τ sinhω sin θ sinφpφ,

p2 = sinhω sin θ sinφpτ +τ coshω sin θ sinφpω+τ sinhω cos θ sinφpθ+τ sinhω sin θ cosφpφ,

p3 = sinhω cos θpτ + τ coshω cos θpω − τ sinhω sin θpθ

a v souladu s [19] urč́ıme hamiltonián jako Nµpµ = xµpµ
τ

, když ale toto rozeṕı̌seme, zjist́ıme,
že výsledkem neńı pτ :

HB = Nµpµ =
xµpµ
τ

= cosh2 ωpτ + τ sinhω coshωpω+ (2.50)

+ sinh2 ω sin2 θ cos2 φpτ + τ coshω sinhω sin2 θ cos2 φpω + τ sinh2 ω cos θ sin θ cos2 φpθ−

−τ sinh2 ω sin2 θ sinφ cosφpφ + sinh2 ω sin2 θ sin2 φpτ + τ coshω sinhω sin2 θ sin2 φpω+

+τ sinh2 ω cos θ sin θ sin2 φpθ + τ sinh2 ω sin2 θ cosφ sinφpφ + sinh2 ω cos2 θpτ+

+τ coshω sinhω cos2 θpω − τ sinh2 ω sin θ cos θpθ =

= (cosh2 ω + sinh2 ω)pτ + 2τ sinhω coshωpω = cosh(2ω)pτ + τ sinh(2ω)pω.

Źıskali jsme kombinaci dvou r̊uzných složek hybnosti. Ta se však z podmı́nky (2.3) vyjádřit
nedař́ı, nemáme tedy př́ımé vyjádřeńı hamiltoniánu a je otázkou, jak dále postupovat.
Protože se takto chovaj́ı všechny hyperbolické formy, nast́ıńıme tyto otázky v sekci 4.1.2.
Jelikož naprostá většina zdroj̊u pracuje pouze s instantńı a frontálńı formou, ztotožňuj́ı
ve výkladu časovou složku hybnosti s výsledkem FP , zároveň vypadá logicky, že část́ı
hybnosti

”
směřuj́ıćı do časového směru“/generuj́ıćı časový vývoj by měla být právě pτ . U
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hyperbolických forem je však (patrně kv̊uli křivosti) situace komplikovaněǰśı.

Toto ještě neznamená, že forma je neužitečná (lze např. vyjádřit p̊uvodńı dynamické ge-
nerátory a s těmi pak pracovat [7]) nicméně pro naše účely (a ve formalismu, jaký jsme
použili) patrně použitelná nebude. Co je také zaj́ımavé, je skutečnost, že v metrickém
tenzoru a tedy i hamiltoniánu (a lagrangiánu) se explicitně vyskytuje τ . Je tedy jasné, že
hamiltonián sám nebude IP ani pro volnou částici.

26



Kapitola 3

Popis a supeintegrabilita
relativistických systémů s
elektromagnetickým polem

Ústředńım tématem této práce jsou, i přes jisté množstv́ı potřebné obecné teorie předkládaného
výše, superintegrabilńı relativistické systémy s (elektro)magnetickým polem. Hlavńım výchoźım
bodem pro nerešeršńı část tak jsou dva články [1, 2], jež se t́ımto tématem zabývaj́ı a bu-
dou také hlavńımi zdroji této kapitoly. Jelikož se články zabývaj́ı vzájemně mı́rně odlǐsnou
problematikou, i potřebný teoretický úvod obsahuje částečně odlǐsné druhy poznatk̊u. Tato
kapitola bude souhrnem obsahu článk̊u a jejich metod, spolu s podrobněǰśım rozepsáńım
př́ıklad̊u použitých postup̊u, jež jsou v článćıch jen naznačeny.

3.1 Článek [1]

Článek hledá relativistické obdoby pěti známých systémů s obecným elektromagnetickým
polem. Pracuje tak přirozeně se čtyřpotenciálem. Nejprve se pod́ıváme na to, jak vy-
padá vyjádřeńı integrál̊u pohybu, př́ıslušej́ıćıch k Poincarého grupě. Deseti elementárńım
transformaćım v ńı obsaženým odpov́ıdá deset možných noetherovských integrál̊u pohybu
tvaru ξµ(x)pµ. Jejich totálńı derivaci podle vlastńıho času (př́ıpadně jiného parametru
akce) źıskáme z vyjádřeńı lagrangiánu (1.22), přičemž pracujeme se systémy, pro které
m0 = 1 = −q (od ted’ již dále, všude).

3.1.1 Potřebná teoretická fakta a odvozeńı

Mějme relativistickou částici v poli s čtyřpotenciálem. Jej́ı lagrangián je

L = −
√
ẋµẋµ − ẋµAµ. (3.1)

Akce je stacionárńı (Euler-Lagrangeova rovnice, kapitola 2) pro trajektorii splňuj́ıćı

ṗµ = ẋν∂µAν . (3.2)
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kde pµ je klasicky źıskaná kanonická hybnost

pµ = − ∂L

∂ẋµ
=

ẋµ√
ẋ2

+ Aµ, (3.3)

přičemž
√
ẋ2 je, jak již v́ıme, podél trajektoríı konstantńı (a bude fixováno jako 1, pro

úplnost jej ale ṕı̌seme). Totálńı časová derivace noetherovského
”
náboje“ bude [1], s využit́ım

(3.2),:
d

dτ
(ξµpµ) = ξµṗµ + pµξ̇

µ = ẋν(ξµ∂µAν + Aµ∂νξ
µ) =: ẋνLξAν , (3.4)

kde LξAν znač́ı Lieovu derivaci Aν vzhledem k vektorovému poli ξ (zde pole generuj́ıćı
př́ıslušnou Poincarého transformaci).

Čtyřpotenciál je nazýván symetrickým, je-li Aµ v̊uči akci Lieovy derivace invariantńı až
na kalibračńı transformaci, tj. existuje skalárńı funkce Λ tak, že

LξAν = ∂νΛ. (3.5)

Tento požadavek je lokálně ekvivalentńı invarianci tenzoru elektromagnetického Fµν pole
v̊uči akci Lieovy derivace, tedy

LξFµν := ξσ∂σFµν + Fσν∂µξ
σ + Fµσ∂νξ

σ = 0. (3.6)

Dosad́ıme-li sem vyjádřeńı Fµν (1.10), vid́ıme, že rovnice je pro takový čtyřpotenciál
skutečně splněna. Právě rovnici (3.6) budeme využ́ıvat k nalezeńı př́ıpadných integrál̊u
pohybu spojených s Poincarého symetriemi. Jak totiž vid́ıme, rovnici (3.4) lze využit́ım
d
dτ

= ẋµ∂µ a (3.5) přepsat jako
d

dτ
(ξνpν − Λ) = 0, (3.7)

což znamená, že máme integrál pohybu

Q = ξνpν − Λ. (3.8)

Pro hledáńı daľśıch integrál̊u pohybu již budeme potřebovat hamiltonián a tedy potřebujeme
vybrat kalibraci. Článek [1] pracuje předevš́ım ve frontálńı formě. Využ́ıvá ji všude, krom
systému prezentuj́ıćım undulátor, kde je využita forma instantńı. Jak již bylo zmı́něno, ha-
miltonián u jednotlivých forem je dán

”
časovou“ složkou čtyřhybnosti k nim př́ıslušnou. Jej́ı

vyjádřeńı pomoćı ostatńıch souřadnic a hybnost́ı źıskáme z podmı́nky (2.3). Zde muśıme
udělat jistou vyjasňovaćı odbočku: v předchoźıch sekćıch jsme zat́ım vždy pracovali s vol-
nou částićı, což znamená že souřadnicová hybnost, pro kterou plat́ı (2.3) a kanonická
hybnost byly shodné. To, co se objevuje v hamiltoniánu má být ale právě hybnost kano-
nická. Podmı́nku tak muśıme zapsat tak, že v ńı za souřadnicové hybnosti naṕı̌seme jejich
vyjádřeńı pomoćı kanonických, tj. v př́ıtomnosti pole z (3.3) pµ = pKµ − Aµ. Z toho pak
vyjádř́ıme časovou složku pKµ , která bude hamiltoniánem. Pro instantńı formu tak máme

H = pK0 =
√
m2

0 + (pKj − Aj)2 + A0. (3.9)
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To samé nyńı proved’me pro frontálńı formu. Zde již však zasáhne skutečnost, že normála
(2.39) lež́ı na nadploše. Hamiltonián je proto, jak bylo již uvedeno v sekci 2.5, určen druhým
světlupodobným vektorem a tedy je to pp (č́ımž zde mysĺıme hybnost konjugovanou k xp).
Podmı́nka (2.3) dává, navážeme-li na předposledńı rovnost v (2.42)

m2
0 = pµp

µ = −p2
1 − p2

2 + 4

(
p0 + p3

2

p0 − p3

2

)
= −(pKi − Ai)2+ (3.10)

+4

(
pK0 − A0 + pK3 − A3

2

pK0 − A0 − pK3 + A3

2

)
= −(pKi − Ai)2 + 4(pKp − Ap)(pKm − Am)

a tedy hamiltonián částice v poli bude

H = pKp =
(pKi − Ai)2 +m2

0

4(pKm − Am)
+ Ap, (3.11)

Vhodnou kalibraćı čtyřpotenciálu lze ještě zjednodušit jmenovatel (voĺıme-li ji tak, aby Am
bylo nulové).

Dále již nebudeme rozlǐsovaćı index K použ́ıvat, nebot’ nyńı již vždy budeme pracovat
pouze s kanonickými hybnostmi.

3.1.2 Symetrie čtyřpotenciálu v̊uči Poincarého transformaćım

Nyńı již přistouṕıme ke konkrétńım systémům a metodám v článku prob́ıraným. Prvńı
věc, kterou ukážeme př́ımo na př́ıkladu, bude hledáńı Poincarého symetríı čtyřpotenciálu.
Začneme s postupem v instantńı formě, který je v článku využit pro systém 3.3. – undulátor.
To je systém s magnetickým polem osciluj́ıćım v prostoru, tedy tvaru

B = B0(cos(ωx3), sin(ωx3), 0). (3.12)

V klasickém př́ıpadě je superintegrabilńı. Nyńı je možné vybrat r̊uzné kalibrace (a tedy
r̊uzné tvary čtyřpotenciálu). V článku je kalibrace zvolena tak, aby nenulové byly pouze
transverzálńı složky (A1, A2), což přináš́ı výrazné zjednodušeńı výpočt̊u. Konkrétně

A1 = b0 cos(ωx3), A2 = b0 sin(ωx3), kde b0 =
B0

ω
. (3.13)

Z toho vypočteme tenzor elektromagnetického pole. Jediné nenulové složky budou

B2 = F13 = ωb0 sin(ωx3) = −F31 , B1 = F23 = −ωb0 cos(ωx3) = −F32. (3.14)

Pro Lieovu derivaci nejprve muśıme vyjádřit ξµ (jelikož v sekci 2.2 jsme pracovali s ξµ). To
znamená povýšeńı indexu:

ξµ = gµνξν = aµ + ωµκx
κ, (3.15)
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toto nyńı rozeṕı̌seme: 
ξ0

ξ1

ξ2

ξ3

 =


a0 + ω01x

1 + ω02x
2 + ω03x

3

a1 + ω01x
0 − ω12x

2 − ω13x
3

a2 + ω02x
0 + ω12x

1 − ω23x
3

a3 + ω03x
0 + ω13x

1 + ω23x
2

 . (3.16)

Na tomto mı́stě provedeme úpravu značeńı. Jelikož jsme ponechali značeńı v p̊uvodńıch
ω (tedy s dolńımi indexy) a využili jen polovinu (antisymetrické) matice, takto vyjádřené
ξ nyńı zafixujeme a ωµν , které se v něm vyskytuj́ı přejmenujeme na cµν , které již bu-
deme chápat prostě jako konstanty (nikoli složky matice) a tedy jejich indexy jsou pouze
rozlǐsovaćı, tedy cµν a cνµ maj́ı stejný význam a budou ponechány vždy dole. (Důvodem
tohoto kroku je umenšeńı možných chyb vzniklých značeńım a to, že symbol ω je sice
tradičńım značeńım u Poincarého transformace, ale také hojně použ́ıvaným symbolem,
např. pro úhlovou rychlost oscilaćı). Nyńı se vrát́ıme k undulátoru a rozeṕı̌seme Lieovu
derivaci podle ξ po složkách. Nejprve upozorńıme na viditelný fakt, totiž že diagonálńı
složky, tj LξFµµ budou d́ıky antisymetrii nulové automaticky (u všech systémů), a dále
LξFνµ a LξFµν poskytnou ekvivalentńı výrazy. Ostatńı zde maj́ı tvar

LξF01 = F31∂0ξ
3 = −ωb0 sin(ωx3)c30, (3.17)

LξF02 = F32∂0ξ
3 = ωb0 cos(ωx3)c30, (3.18)

LξF03 = F13∂0ξ
1 + F23∂0ξ

2 = ωb0 sin(ωx3)c10 − ωb0 cos(ωx3)c20, (3.19)

LξF12 = F23∂1ξ
3 + F13∂2ξ

3 = ωb0 sin(ωx3)c32 − ωb0 cos(ωx3)c31, (3.20)

LξF13 = ξ3∂3F13 + F13∂1ξ
1 + F23∂1ξ

2 + F13∂3ξ
3 = (3.21)

= (a3 + c30x
0 + c31x

1 + c32x
2 + c33x

3)ω2b0 cos(ωx3) + ωb0 sin(ωx3)c11

−ωb0 cos(ωx3)c21 − ωb0 cos(ωx3)c33

LξF23 = ξ3∂3F23 + F13∂2ξ
1 + F23∂2ξ

2 + F23∂3ξ
2 = (3.22)

= (a3 + c30x
0 + c31x

1 + c32x
2 + c33x

3)ω2b0 sin(ωx3)− ωb0 sin(ωx3)c12

−ωb0 cos(ωx3)c22 + ωb0 cos(ωx3)c23,

Požadujeme-li, aby byly všechny složky Lieovy derivace nulové, vid́ıme, že (vzhledem k
nezávislost́ı funkćı sin, cos a xµ) muśı být všechny složky c krom c21 nulové. c21 je určena
hodnotou a3 (resp. naopak). Členy a0, a1 a a2 se naopak v rovnićıch nevyskytuj́ı v̊ubec, lze
je tedy volit libovolně. Podmı́nka plynoućı z posledńıch dvou rovnic je pak

a3ω − c21 = 0. (3.23)

Pro tři složky a tak můžeme rovnou ř́ıci, že jim př́ıslušej́ıćı veličiny jsou IP, tedy

Q1 = p1, Q2 = p2, Q3 = p0 = H. (3.24)
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Z podmı́nky (3.23) dostaneme, že př́ıslušné ξ (ozn. ξ4, tj. ξ maj́ıćı nenulové pouze konstanty
obsaženy (3.23), přičemž a3 voĺıme jako jednotkové) bude tvaru

ξ0
4 = 0, ξ1

4 = −ωx2, ξ2
4 = ωx1, ξ3

4 = 1, (3.25)

kde jsme zvolili konkrétńı bázi (zafixováńı a3 na 1, jinak je před každým vyjádřeńım ještě
libovolná ale shodná konstanta), stejně jako v prvńıch třech ξ resp. IP. V této bázi máme

Q4 = −ξµpµ = ω(x1p2 − x2p1) + p3. (3.26)

Je vidět (resp. lze okamžitě ověřit), že prvńı tři poincaréovské IP jsou v involuci a všechny
čtyři jsou nezávislé.

Jako daľśı ukážeme, jak źıskat poincaréovské integrály ve formě frontálńı. K tomu potřebujeme
vyjádřit transformaci v souřadnićıch této formy. Technicky se jedná o pushforward vekto-
rového pole ξ. V tomto př́ıpadě se jednoduše sč́ıtá prvńı a třet́ı řádek (3.16), abychom źıskali
ξp a odeč́ıtá prvńı od třet́ıho abychom dostali ξ

m
. Pak jen vše přeṕı̌seme do frontálńıch

souřadnic. Tedy (detailně rozepisujeme jen ξp):
ξp

ξm

ξ1

ξ2

 =


a0 + ω01x

1 + ω02x
2 + ω03x

3 + a3 + ω03x
0 + ω13x

1 + ω23x
2 =

= ap + x1(ω01 + ω13) + x2(ω02 + ω23) + xpω03

am + x1(ω01 − ω13) + x2(ω02 − ω23)− xmω03

a1 − x2ω12 + 1
2
xp(ω01 − ω13) + 1

2
xm(ω01 + ω13)

a2 + x1ω12 + 1
2
xp(ω02 − ω23) + 1

2
xm(ω02 + ω23)

 . (3.27)

Opět takto vyjádřené ξ budeme považovat za dané a aby nedocházelo k chybné interpretaci,
pevné konstanty ω opět přejmenujeme na cµν , pouze ve smyslu rozlǐseńı jedné konstanty
od druhé, nikoli jako složky matice, přičemž význam cµν a cνµ považujeme (na rozd́ıl od
p̊uvodńıch ω) za shodný. Zp̊usob zapsáńı odpov́ıdá obvykle už́ıvané bázi poincaréovských
IP ve frontálńı formě, tj. pracuje se konstantami danými závorkami či samostatnými členy
ω v (3.27) (tj. např. (ω02 − ω23) se považuje za jednu konstantu), kterých je, jak je vidět,
správně 10.

Nyńı můžeme pracovat s konkrétńım systémem. Jako př́ıklad vezmeme systém 3.2 z článku,
TM-mode model (

”
a toy model of transferse magnetic (TM) laser beam near the beam axis“

[1]). Jeho čtyřpotenciál, odpov́ıdaj́ıćı poli

E = ε(xp)(x1, x2, xp), B = ε(xp)(x2,−x1, 0), (3.28)

je

Ap = −(x1)2 + (x2)2

2(xp)2
f(xp), Am = −f(xp)

2
, A1 =

x1

xp
f(xp), A2 =

x2

xp
f(xp), (3.29)

kde ε(xp) = f ′(xp)/xp. Nenulové složky tenzoru elektromagnetického pole tedy budou
(poč́ıtá se zcela shodně jako u instantńı formy):

Fpm = −1

2
f ′(xp) = −Fmp, Fp1 =

x1f ′(xp)

xp
= −F1p, Fp2 =

x2f ′(xp)

xp
= −F2p. (3.30)
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Složky Lieovy derivace (opět zcela analogický postup jako u instantńı formy), které nejsou
identicky nulové automaticky, jsou:

LξF12 = Fp2∂1ξ
p + F1p∂2ξ

p =
x2f ′(xp)

xp
(c10 + c31) +

x1f ′(xp)

xp
(c20 + c32), (3.31)

LξFm1 = Fmp∂1ξ
p) =

1

2
f ′(xp)(c10 + c31) (3.32)

LξFm2 = Fmp∂2ξ
p =

1

2
f ′(xp)(c20 + c32), (3.33)

LξFpm = ξp∂pFpm + Fpm∂pξ
p + Fpm∂mξ

m + Fp1∂mξ
1 + Fp2∂mξ

2 = (3.34)

= −(ap + x1(c01 + c13) + x2(c02 + c23) + xpc03)
1

2
f ′′(xp)− 1

2
f ′(xp)c30 +

1

2
f ′(xp)c03+

+
x1f ′(xp)

xp
1

2
(c01 + c13) +

x2f ′(xp)

xp
1

2
(c02 + c23)

LξFp1 = ξp∂pFp1 + ξ1∂1Fp1 + Fp1∂pξ
p + Fpm∂1ξ

m + Fp2∂1ξ
2 = (3.35)

= (ap + x1(c01 + c13) + x2(c02 + c23) + xpc03)x1f
′′(xp)xp − f ′(xp)

(xp)2
+
x1f ′(xp)

xp
c03+

+(a1 +
1

2
xp(c01 − c13) +

1

2
xm(c01 + c13)− x2c12)

f ′(xp)

xp
− 1

2
f ′(c01 − c13) +

x2f ′(xp)

xp
c12

LξFp2 = ξp∂pFp2 + ξ2∂2Fp2 + Fp2∂pξ
p + Fpm∂2ξ

m + Fp1∂2ξ
1 = (3.36)

= (ap + x1(c01 + c13) + x2(c02 + c23) + xpc03)x2f
′′(xp)xp − f ′(xp)

(xp)2
+
x2f ′(xp)

xp
c03+

+(a2 +
1

2
xp(c02 − c23) +

1

2
xm(c02 + c23) + x1c12)

f ′(xp)

xp
− 1

2
f ′(c02 − c23)− x1f ′(xp)

xp
c12.

Požadujeme-li opět nulovost, vid́ıme, že jediná translace, na kterou neńı žádná podmı́nka
je am, to znamená, že

Q1 = pm (3.37)

je IP. Naopak všechna ostatńı a muśı být nulová, stejně jako c03. Dále je vidět, že neńı
žádná podmı́nka na c12, ve všech př́ıpadech, kdy se v rovnićıch vyskytuje, se tyto členy
odečtou. Př́ıslušné ξ (ozn. ξ1) bude

ξp1 = ξm1 = 0, ξ1
1 = −Ax2, ξ2

1 = Ax1, (3.38)

což tedy dává
Q2 = ξµ1 pµ = x1p2 − x2p1, (3.39)

což je z-ový moment hybnosti. Stejná situace jako u c12 je i (c01 − c31) a (c02 − c32), vždy
se odečtou. Naproti tomu podmı́nky

c01 + c31 = 0, c02 + c32 = 0 (3.40)
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splněny být muśı. T́ım máme pokryté všechny konstanty vyskytuj́ıćı se v ξ. Z podmı́nek
(3.40) máme

ξp2 = ξ2
2 = 0, ξm2 = 2x1, ξ1

2 = xp (3.41)

a
ξp3 = ξ1

3 = 0, ξm3 = 2x2, ξ2
3 = xp, (3.42)

což opět znač́ı IP ve tvaru

Q3 = 2x1pm + xpp1, Q4 = 2x2pm + xpp2. (3.43)

Tyto čtyři IP jsou všechny, které lze źıskat z Poincarého grupy.

Na tomto mı́stě je třeba upozornit, že jelikož maj́ı oba vybrané systémy čtyři IP z Po-
icarého symetríı, čińı je to, samo o sobě, minimálně superintegrabilńımi (i přes to, že
TM-mode model má v těchto IP čas, potřebujeme ve výsledku pouze jednu integraci na
vyřešeńı systému) V článku se však vyskytuj́ı i systémy (4.1 a 4.2), kde počet takových
IP na superintegrabilitu nestač́ı. Naopak v př́ıpadě systému 3.1. je počet IP z Poincarého
symetríı dokonce pět. Vztah mezi počtem IP celkově, jejich počtem z Poincarého symetríı
a tvarem systému jak v relativistické formě tak v p̊uvodńı klasické je jistě velmi složitý a
bude pouze zlehka diskutován později.

3.1.3 Ansatz pro tvar IP

Daľśı metodou, použitou v článku pro systémy 3.2 a 4.1 (v obou př́ıpadech frontálńı kalib-
race), je vysloveńı předpokladu existence daľśıho IP tvaru

Q = c1p1 + c2p2 + c3, kde ci = ci(x
1, x2, xp, xm, pm), (3.44)

tedy hledáńı veličiny polynomiálńı v pi. Důvod̊u výběru takového předpokladu je patrně
v́ıce. Tvar hamiltoniánu samotného ve frontálńı formě v nich polynomiálńı je (na rozd́ıl od
ostatńıch veličin), proto je logické zvolit si za výchoźı právě pi. Daľśım d̊uvodem je možnost
využ́ıt zkušenosti s nerelativistickými obdobami (př́ıtomnost nějakého IP, který by se mohl
přenést i do relativistické formy). Proč se jedná o polynom prvńıho stupně je patrně skryto
v menš́ı výpočetńı náročnosti (možnosti explicitńıho výpočtu) a skutečnost, že cj záviśı na
všech ostatńıch souřadnićıch a hybnostech, je patrně snahou naj́ıt nejobecněǰśı možný tvar.
U obou systémů (i jednoho systému v [2]) však dojde ke značnému zjednodušeńı závislost́ı,
totiž na

Q = −A(xp, pm)p1x
2 + A(xp, pm)p2x

1 +B(xp, pm)p1x
1+ (3.45)

+B(xp, pm)p2x
2 + 2B(xp, pm)pmx

m + C(xp, pm)p2 +D(xp, pm)p1 + (x1)2E(xp, pm)+

+(x2)2F (xp, pm) +G(xp, pm)x1x2 +H(xp, pm)x1 + I(xp, pm)x2 + J(xp, pm),

což bude demonstrováno na konkrétńım systému, obecně je to však patrně dáno tvarem
hamiltoniánu v pi a pm (některé rovnice soustav jsou tak analogické, resp. vedou na stejné
vlastnosti). Dále už se vývoj řešeńı lǐśı. Nyńı na systému 4.1. nast́ıńıme, jak se tato metoda
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chová. Upozorňujeme, že ačkoli zde (alespoň částečně) vylož́ıme ručńı řešeńı soustavy, jsou
obecně soustavy plynoućı z polynomiálńıch ansatz v tomto textu velmi dlouhé a relativně
komplikované (ačkoli jsou předurčené) a tedy dále budou řešeny pomoćı softwaru Maple
[22].

Systém 4.1., nazvaný Helikálńı boost, má nenulové složky čtyřpotenciálu tvaru

A1 = F0x
px2, A2 = F0x

p
(
x1 − ω

3
(xp)2

)
, (3.46)

kde F0 je konstanta. (Tj. v Minkowského souřadnićıch by bylo A1 = F0(x0 + x3)x2, A2 =
F0(x0 +x3)(x1− ω

3
(x0 +x3)2)⇒ B = F0(x1−ω(x0 +x3)2,−x2, 0), E = F0(x2, x1−ω(x0 +

x3)2, 0).) Ze čtyřpotenciálu lze źıskat dva IP svázané s Poincarého symetriemi. Hamiltonián
systému je

H =
1 + (p1 − F0x

px2)2 + (p2 − F0x
p(x1 − ω

3
(xp)2))2

4pm
. (3.47)

Nyńı tento Hamiltonián a Q tvaru (3.44) dosad́ıme do vztahu pro
”
časový“ vývoj (2.41)

a požadujeme, aby byl roven nule. T́ım źıskáme dlouhý výraz, který záviśı na p1 a p2 ex-
plicitně, polynomiálně. Porovnáńım koeficient̊u jednotlivých mocnin tak źıskáme soustavu
PDR. (p1)3 a (p2)3 se však vyskytuj́ı každá pouze v jednom členu a to v posledńım členu
Poissonovy závorky. Tam je

− ∂c1

∂xm
1

2pm
= 0, − ∂c2

∂xm
1

2pm
= 0, (3.48)

což znamená že c1 ani c2 na xm nezáviśı. T́ım se soustava mı́rně zjednoduš́ı a zbývá soustava
(rovnice u třet́ıch mocnin už v́ıce nevyužijeme):

(p1)2 :
∂c1

∂x1
− ∂c3

∂xm
= 0, (3.49)

(p2)2 :
∂c2

∂x2
− ∂c3

∂xm
= 0, (3.50)

p2p1 :
∂c2

∂x1
+
∂c1

∂x2
= 0, (3.51)

p1 : −2pm
∂c1

∂xp
− F0x

px2 ∂c1

∂x1
− F0x

p(x1 − ω

3
(xp)2)

∂c1

∂x2
+ c2F0x

p+ (3.52)

+
∂c3

∂xm
F0x

px2

pm
+
∂c3

∂x1
= 0,

p2 : −2pm
∂c2

∂xp
− F0x

px2 ∂c2

∂x1
+ c1F0x

p − F0x
p(x1 − ω

3
(xp)2)

∂c2

∂x2
+ (3.53)

+
∂c3

∂x2
+

∂c3

∂xm
F0x

p(x1 − ω
3
(xp)

2)

pm
= 0,
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1 : −2pm
∂c3

∂xp
− F0x

px2 ∂c3

∂x1
− c1F

2
0 (xp)2(x1 − ω

3
(xp)2)− c2F

2
0 (xp)2x2+ (3.54)

+
∂c3

∂xm
1 + (F0x

px2)2 + (F0x
p(x1 − ω

3
(xp)2)2

2pm
− ∂c3

∂x2
F0x

p(x1 −
ω

3
(xp)2) = 0.

Z̊ustává zde pouze jeden v hybnostech smı́̌sený člen, ostatńı vymizely, d́ıky odstraněńı
závislosti c1 a c2 na xm. Ze soustavy lze rychle určit několik informaćı: kombinaćı (3.49) a
(3.50) dostáváme

∂c1

∂x1
− ∂c2

∂x2
= 0, (3.55)

dále vyderivováńım (3.49) či (3.50) a následnou dvojnásobnou integraćı podle xm zjǐst’ujeme,
že

c3 = A(x1, x2, xp, pm)xm +B(x1, x2, xp, pm). (3.56)

Toho využijeme při pohledu na (3.53) a (3.54), kde budou členy s derivaćı A podle x1 a x2

jediné obsahuj́ıćı xm a tedy A nesmı́ záviset na x1 ani x2. Tento tvar dosad́ıme zpět do (3.49)
a (3.50), a zderivujeme znovu podle xi. Opětovnou integraćı dle něj pak źıskáme informaci,
že c1 a c2 jsou polynomy prvńıho řádu v x1 respektive x2. Dosazeńım této informace do
(3.55) však zjist́ıme, že funkce před př́ıslušnými xi muśı být shodné. To zároveň znamená,
že tyto funkce nesmı́ záviset na druhém xi Tedy celkem:

c1 = C(xp, pm)x1 +D(xp, pm, x
2), c2 = C(xp, pm)x2 + E(xp, pm, x

1). (3.57)

Dosazeńım tohoto tvaru do (3.51), zderivováńı podle jednoho z xi a opětovnou dvojnou
integraćı podle něj zjist́ıme opět polynomiálńı chováńı:

c1 = C(xp, pm)x1 +G(xp, pm)x2 +H(xp, pm), c2 = C(xp, pm)x2 + I(xp, pm)x1 + J(xp, pm).
(3.58)

Dosazeńım těchto tvar̊u do (3.51) zjǐst’ujeme však, že muśı být G = −I. Dosazeńım do
(3.49) a (3.50) už můžeme prostě vyjádřit C a źıskat tak

c1 =
A(xp, pm)

2pm
x1 +G(xp, pm)x2 +H(xp, pm), c2 =

A(xp, pm)

2pm
x2−G(xp, pm)x1 + J(xp, pm).

(3.59)
Budeme-li se nyńı věnovat funkci B, zjist́ıme z (3.52) dvojnásobnou derivaćı podle x1 a
opětovnou trojnásobnou integraćı, že je to polynom druhého řádu v x1. Naopak z (3.53)
zjist́ıme analogickým postupem, že je to polynom druhého řádu v x2. Porovnáváńım těchto
dvou vyjádřeńı B (parciálńı derivace apod.) že má tvar

c3 = A(x1, x2, xp, pm)xm +K(xp, pm)(x1)2 + L(xp, pm)(x2)2 +M(xp, pm)x1x2+ (3.60)

+N(xp, pm)x1 +O(xp, pm)x2 + P (xp, pm).

T́ım konč́ı sada jednodušš́ıch úprav, kdy známe všechny závislosti na x1, x2 a xm. Daľśı
postup už provedeme velmi zrychleně, nebot’ je zdlouhavý a tedy neńı možné zmiňovat
všechny kroky, je již vhodný sṕı̌se pro poč́ıtač a také je již, zdá se, systémově specifický (o
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celkové metodice už tedy mnoho neř́ıká).

Tedy: z rovnice (3.52) dokážeme vyjádřit K pomoćı G a parciálńı derivace A podle xp,
a dále M pomoćı A a derivace G podle xp. Z té samé rovnice můžeme př́ımo vyjádřit N .
Dosazeńım informaćı do (3.53) zjist́ıme, že G nesmı́ záviset na xp (jediný člen s x1). Dále z
této rovnice můžeme př́ımo vyjádřit L. Z té samé dokážeme vyjádřit O. Když rozeṕı̌seme
celou rovnici pro časový vývoj, zjist́ıme, že vymizely mocniny pi. Porovnáńım koeficient̊u
u x1x2 zjist́ıme, že A je nulové. Z koeficient̊u (xi)2 zase zjist́ıme nulovost G. V této fázi
nám zbývaj́ı pouze funkce J,H, P . Ostatńı se vynulovaly či promı́tly do této trojice. Tvar
funkćı je

c1 = H(xp, pm), c2 = J(xp, pm), c3 = P (xp, pm)− x1F0x
pJ(xp, pm)+ (3.61)

+2x1pm
∂H(xp, pm)

∂xp
− x2F0x

pH(xp, pm) + 2x2pm
∂J(xp, pm)

∂xp
.

Porovnáńım koeficient̊u u mocnin xi se rovnice pro časový vývoj (2.41) rozpadá na tři
rovnice. Z těch lze vyjádřit např.H pomoćı J a źıskat tak PDR čtvrtého řádu v xp pouze pro
J . Tu lze snadno vyřešit, mnohem h̊uře lze však řešeńı vyjádřit. Dosazeńım dokážeme určit i
H, v obou tedy již známe závislost na xp. Z téže soustavy už dokážeme vyintegrovat P v xp.
V této fázi nám zbývaj́ı pouze neznámé závislosti v pm. Ty už však lze, rozděleńım rovnice
časového vývoje (2.41) na rovnice pro koeficienty r̊uzných mocnin souřadnic, nalézt pro
každou funkci zvlášt’. Výsledkem této procedury je Q které je kombinaćı pěti IP uvedených
v článku, z ńıž však prvńı- samostatné pm bylo už nalezeno z Poincarého symetríı. Zbylé
čtyři jsou velmi dlouhé výrazy, tedy po vzoru článku použijeme značeńı

Ω =

√
F0

(2pm)
, ∆x = x1 − x2, Σx = x1 + x2, ∆p =

p1 − p2

2pm
, Σp =

p1 + p2

2pm
, (3.62)

ve kterém maj́ı tyto IP tvar

Q1 = Ω

(
Σx − ω(xp)2 − 2ω

Ω2

)
sinh Ωxp +

(
Σp + xp

(
Ω2
(ω

3
(xp)2 − Σx

)
+ 2ω

))
cosh Ωxp

(3.63)

Q2 = Ω

(
Σx − ω(xp)2 − 2ω

Ω2

)
cosh Ωxp +

(
Σp + xp

(
Ω2
(ω

3
(xp)2 − Σx

)
+ 2ω

))
sinh Ωxp

(3.64)

Q3 = Ω

(
∆x − ω(xp)2 +

2ω

Ω2

)
cos Ωxp +

(
∆p − xp

(
Ω2
(ω

3
(xp)2 −∆x

)
− 2ω

))
sin Ωxp

(3.65)

Q4 = Ω

(
∆x − ω(xp)2 +

2ω

Ω2

)
sin Ωxp −

(
∆p − xp

(
Ω2
(ω

3
(xp)2 −∆x

)
− 2ω

))
cos Ωxp.

(3.66)
Lze však zjistit, že druhý IP z Poincarého symetríı je kombinaćıch těchto čtyř a pm. Celkový
počet nezávislých nalezených IP je tak pět.
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3.1.4 Daľśı postupy

Jako na posledńı postup v článku se pod́ıváme na źıskáváńı trajektoríı a hybnost́ı z IP a
Hamiltonových rovnic a jedno nalezeńı jasných znak̊u existence daľśıho IP. Půjde sṕı̌se o
přehled možnost́ı a př́ıklad̊u, nežli strukturovaný výklad.

Nejprve uvedeme sympatický př́ıklad systému, kde lze velmi snadno źıskat př́ımo trajekto-
rie. Je to systém 3.1. – planárńı vlny. Zadán je dvěma nenulovými složkami čtyřpotenciálu

A1 = f ′1(xp), A2 = f ′2(xp), (3.67)

který má pět poincaréovských symetríı a tedy i IP:

Q1 = p1, Q2 = p2, Q3 = pm, (3.68)

Q4 = 2x1pm + xpp1 − f1(xp), Q5 = 2x2pm + xpp2 − f2(xp),

kde posledńı členy v Q4 a Q5 pocházej́ı z kalibrace čtyřpotenciálu (funkce Λ). Chceme-li
vyjádřit trajektorie, stač́ı vyjádřit x1 z Q4, vše co se v něm vyskytuje, krom xp, jsou také
IP. Analogicky vyjadřujeme x2(xp) z Q5, tedy

x1(xp) =
Q4 + f1(xp)−Q1x

p

2Q3

, x2(xp) =
Q5 + f2(xp)−Q2x

p

2Q3

. (3.69)

Zbývá xm, které vyjádř́ıme z Hamiltonovy rovnice

dxm

dxp
= −{xm, H} = −

{
xm,

1 + (p1 − f ′(xp))2 + (p2 − f ′(xp))2

4pm

}
= (3.70)

= − ∂H
∂pm

=
1 + (p1 − f ′(xp))2 + (p2 − f ′(xp))2

4(pm)2
=

1 + (Q1 − f ′(xp))2 + (Q2 − f ′(xp))2

4Q2
3

.

To lze integrovat v závislosti na konkrétńım tvaru fi.

V př́ıpadě, že hybnosti samy nejsou IP, je samozřejmě třeba pro plnohodnotný popis
systému vyjádřit i je. Taková situace nastává např. v systému 3.2., TM-modelu, kde se
z hybnost́ı zachovává pouze pm (řešeno v přecházej́ıćı sekci). Zde je však dostatek IP
(čtyři z Poincarého symetríı a jeden daľśı nezávislý, byt’ vyjádřitelný jen v integrálńım
tvaru přibude pomoci ansatz). p1 a p2 lze vyjádřit př́ımo z poincaréovských IP, x1 a x2 (v
integrálńım tvaru) částečně kombinaćı těchto, a pátého IP. xm se opět muśı vyjádřit z Ha-
miltonovy rovnice. Zaj́ımavěǰśı situace nastává u systému 3.3., undulátoru. Zde jsou čtyři
poincaréovské IP (řešeno zde, v sekci 3.1). Vlastnosti systému však naznačuj́ı, v souladu s
klasickou obdobou, ještě existenci pátého IP. Napǐsme si Hamiltonovy rovnice pro x2, x3,
a p3:

ẋ2 = −∂H
∂p2

= (3.71)
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= −
∂(
√

1 + (p3)2 + (p1 − b0 cosωx3)2 + (p2 − b0 cosωx3)2)

∂p2

= −p2 − b0 sinωx3

H
,

ẋ3 = −∂H
∂p3

= −p3

H
, (3.72)

ṗ3 =
∂H

∂x3
= −ωb0

H
(p1 sinωx3 − p2 cosωx3). (3.73)

Spojeńım prvńıch dvou (vyjádřeńım H z jedné do druhé a rozděleńım diferenciálu) dosta-
neme

dx2

p2 − b0 sinωx3
=
dx3

p3

. (3.74)

Nyńı vynásobme třet́ı rovnici (3.73) p3:

ṗ3p3 =
ωb0p3

H
(p1 sinωx3 − p2 cosωx3) = ωb0ẋ3(p1 sinωx3 − p2 cosωx3), (3.75)

což lze po přesunut́ı na levou stranu a vynásobeńım 2 vyjádřit jako

d

dx0
((p3)2 − 2b0(p1 cosωx3 + p2 sinωx3)) = 0. (3.76)

Z toho dostaneme, že samotný výraz v závorce muśı být roven konstantě vzhledem k x0,
tuto konstantu nazveme u a vyjádř́ıme z výrazu p3. Tu pak dosad́ıme do (3.74). T́ım
źıskáme

dx2

p2 − b0 sinωx3
=

dx3√
2b0((p1 cosωx3 + p2 sinωx3) + u

, (3.77)

porovnáváńım rovnic a vyjádřeńı Qi (viz sekce 3.1.1) lze dokonce u určit jako kombinaci
u = Q2

3−Q2
2−Q2

1−1−b2
0. Skutečnost, že výraz (3.77) neobsahuje samotné x2 znač́ı (integraćı

źıskáme na x2- straně konstantu), že existuje daľśı IP, nepolynomiálńı v hybnostech.

3.2 Článek [2]

Druhý prob́ıraný článek se věnuje speciálně systémům se skalárńım potenciálem. Toto
značné zjednodušeńı oproti prvńımu článku [1] umožňuje využ́ıt širš́ı grupu transformaćı
než Poincarého, totiž konformńı grupu (2.18). Daľśım rozd́ılem v př́ıstupu článku je me-
toda tzv. rozš́ı̌reńı fázového prostoru, které umožňuje studovat analogie prezentovaných
systémů ve vyšš́ı dimenzi a v ideálńım př́ıpadě přispět k řešeńı systémů p̊uvodńıch. Co
se konkrétńıch systémů týče, článek se jimi zabývá jen minimálně, sṕı̌se klasifikuje možné
př́ıpady a skutečnosti z nich plynoućı. Dále je prob́ırán (v samostatné kapitole) také kvan-
tový rozměr diskutované problematiky, t́ımto se však v této práci zabývat nebudeme.
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3.2.1 Obecná teoretická část

Mějme částici o klidové hmotnosti m0 v poli skalárńıho potenciálu V (x). Pak jej́ı lagrangián
bude

L = −(m0 + V (x))
√
ẋµẋµ = −(m0 + V (x))

√
gµν ẋµẋν . (3.78)

Povšimněme si, že toto je v souladu s (22) i (63), nebot’ ponecháme-li v nich pouze nultou
složku čtyřpotenciálu, je tato násobena nultou složkou čtyřrychlosti, která je v našich
jednotkách rovna jedné – běžně u0 = γc, kde jako γ je Lorenz̊uv faktor (pouze zde, dále to
použ́ıvat nebudeme). Zadefinujeme-li nyńı dynamickou hmotnost jednoduše jako

m(x) = m0 + V (x), (3.79)

je tento lagrangián ekvivalentńı lagrangiánu volné částice s dynamickou hmotnost́ı, nebo
také volné částici s jednotkovou hmotnost́ı v zakřiveném prostoročase s metrikou

Gµν =
m2(x)

m2
0

gµν (3.80)

(v pravém výrazu (3.78) jsme vše dali pod odmocninu a považovali tak za součást metriky).
Tato skutečnost nebude dále př́ımo použita, je nicméně zaj́ımavá (naznačuje např. souvis-
lost s jinou metodou popisu relativistické dynamiky – prostoročasovými geodetikami).

Když nyńı, stejně jako u prvńıho článku, budeme variovat akci a hledat extremálu, źıskáme
Euler-Lagrangeovy rovnice tvaru

d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)
=

∂L

∂xµ
⇔ d

dτ

(
m(x)ẋµ√
ẋµẋµ

)
=
√
ẋµẋµ∂µm(x), (3.81)

kde ve výsledku skutečně figuruje ẋµ se spodńım indexem. Důvodem je, že derivujeme-
li výraz pod odmocninou, derivujeme výraz (ẋµ)2, před ńımž stoj́ı znaménko odpov́ıdaj́ıćı
př́ıslušné složce metrického tenzoru. Jeho vynásobeńım s ẋµ je tedy právě ẋµ. Vynásobeńım
rovnice ẋµ, rozepsáńım a úpravami máme

0 =
ẋµ√
ẋµẋµ

(
d

dτ

(
m(x)ẋµ√
ẋµẋµ

)
− ẋµ∂µm(x)

)
= −ẋµ∂µm(x)+ (3.82)

+
ẋµ√
ẋµẋµ

(
d

dτ
m(x)

ẋµ√
ẋµẋµ

+m(x)
d

dτ

(
ẋµ√
ẋµẋµ

))
=

d

dτ
m(x)− ẋµ∂µm(x)+

+m(x)
ẋµ√
ẋµẋµ

d

dτ

(
ẋµ√
ẋµẋµ

)
= m(x)

ẋµ√
ẋµẋµ

d

dτ

(
ẋµ√
ẋµẋµ

)
,

což tedy z nezávislosti proměnných a funkćı znamená

ẋµ√
ẋµẋµ

d

dτ

(
ẋµ√
ẋµẋµ

)
= 0. (3.83)
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Integraćı této rovnice (lze v́ıce zp̊usoby, např. per-partes, nebot’ funkce derivovaná a nederi-
vovaná jsou shodné až na násobeńı metrickým tenzorem, proto lze integrály seč́ıst a zbytek
je roven druhé mocnině této funkce a zároveň konstantě z p̊uvodńı zintegrované pravé
strany), dostaneme nám již známou podmı́nku (ẋ)2 = konst, kterou můžeme zafixovat
jako 1. To pohybovou rovnici (3.81) zjednodušuje na

d

dτ
(m(x)ẋµ) = ∂µm(x). (3.84)

Toto může být interpretováno jako vyjádřeńı zákona (Lorenzovy) śıly v tenzorovém zápisu:

ẍµm(x) = ∂µm(x)− ẋµẋν∂νm(x) = gνµ∂
νm(x)− ẋµẋν∂νm(x) = (gνµ − ẋµẋν)∂νm(x).

(3.85)
Pro úplnost uved’me, že předvedené pohybové rovnice jsou ekvivalentńı rovnićım geodetik
v metrice (3.80). Nyńı budeme, stejně jako v přecházej́ıćı sekci, hledat symetrie (zde sy-
metrie dynamické hmotnosti), které automaticky implikuj́ı IP. K tomu opět potřebujeme
kanonickou hybnost, která je, jak plyne z (3.78)

pµ = m(x)ẋµ (3.86)

a splňuje tak
”
dynamickou“ analogii podmı́nky (2.3)

pµpµ = m2(x). (3.87)

Mějme tedy opět ξµ vektorové pole určuj́ıćı nějakou infinitezimálńı transformaci a Q =
ξµpµ. Z (3.84) plyne

2m(x)
dQ

dτ
= 2m(x)

(
ξµ
dpµ
dτ

+ pµ
dξµ
dτ

)
= 2m(x)ξµ∂µm(x) + 2m(x)pµ∂νξµẋ

ν = (3.88)

= ξµ∂µm
2(x) + 2pµpν∂νξµ = Lξm2(x) + 2pµpν∂νξµ = Lξm2(x) + pµpν(∂νξµ + ∂µξν),

kde Lξ je opět Lieova derivace vzhledem k vektorovému poli ξ. Tentokrát však apliko-
vaná na skalárńı veličinu, tud́ıž jej́ı reprezentace je mnohem jednodušš́ı. K tomu, aby se
Q zachovávalo je třeba mı́t pravou stranu této rovnice nulovou. Je jistě v́ıce situaćı, ve
kterých nulová je, my však chceme aby to bylo kv̊uli vlastnostem pole a transformaćım.
Odpov́ıdaj́ıćı zp̊usob, jak pravou stranu zjednodušit je kontrakce pµpν metrickým tenzorem
(tedy stane se z nich m2(x) a máme na vynulováńı jen dva členy). K tomu muśı být

∂νξµ + ∂µξν ∝ gµν ⇒ ∂νξµ + ∂µξν =
1

2
gµν∂κξ

κ, (3.89)

kde konkrétńı formule vpravo je jediná možnost, nebot’ požadujeme-li úměru (3.89), muśı
být jedna strana f -násobkem druhé, kdy f je zat́ım neznámá funkce. Když tuto rovnost
vynásob́ıme metrickým tenzorem, dostaneme:

fgµν = ∂µξν + ∂νξµ / · gνµ ⇔ δννf = 2∂µξ
µ ⇔ f =

1

2
∂µξ

µ. (3.90)
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Toto je dle [2] konformńı Killingova rovnice, která má 15-parametrické řešeńı, kterým je
právě vektorové pole př́ıslušej́ıćı konformńı grupě transformaćı (2.18). S předpokladem
(3.89) tedy (3.88) přejde na

2m(x)
dQ

dτ
= Lξm2(x) +m2(x)

1

2
∂µξ

µ, (3.91)

což muśı být pro zachovávaj́ıćı se Q nulová. Této a daľśıch, již v článku [1] prob́ıraných,
skutečnost́ı článek využ́ıvá ke konstrukci superintegrabilńıch systémů.

3.2.2 Př́ıpady a jednoduchá řešeńı

Na rozd́ıl od sekce 3.1 zde budeme postupovat stejně, jako je postupováno v článku sa-
motném, nebot’ účelem je sṕı̌se zrekapitulovat výsledky, než představit jednotlivé metody
(ty jsou až na výjimky obdobné jako v prvńım článku). V části s konkrétńımi př́ıpady se
článek nejprve zabývá situaćı, kdy je dynamická hmotnost funkćı jediné proměnné. Logicky
pak tuto situaci děĺı na tři př́ıpady, totiž proměnou prostorupodobnou, časupodobnou a
světlupodobnou. V prvńım př́ıpadě předpokládáme (drž́ıme se notace článku – jelikož toho
je skalárńı analogie prostorově závislého magnetického pole [2], znač́ıme potenciál B(x3),
podobně v daľśı části analogii elektrického pole):

m2 = m2
0 +B(x3), (3.92)

a pracovat budeme v instantńı kalibraci, tedy

H =
√
p2
j +m2

0 +B(x3). (3.93)

Rovnou vid́ıme (a může být snadno ověřeno z hledáńı poincaréovských symetríı), že

Q1 = p1, Q2 = p2, Q3 = H (3.94)

se zachovávaj́ı a jsou nezávislé. Abychom našli daľśı, vyslov́ıme opět ansatz

Q = f1p1 + f2p2 + f3, kde fj = fj(x
0, x1, x2, x3, p3) (3.95)

a poč́ıtáme časový vývoj Q. V článku jsou uvedeny výsledky pro nejjednodušš́ı netriviálńı
př́ıpad B(x3) = Bx3, kde B je konstanta. Rovnice plynoućı z požadavku nulového časového
vývoje je

0 = − dQ
dx0

=

(
∂f1

∂x1
p1 +

∂f2

∂x1
p2 +

∂f3

∂x1

)
p1

H
+

(
∂f1

∂x2
p1 +

∂f2

∂x2
p2 +

∂f3

∂x2

)
p2

H
+ (3.96)

+

(
∂f1

∂x3
p1 +

∂f2

∂x3
p2 +

∂f3

∂x3

)
p3

H
−
(
∂f1

∂p3

p1 +
∂f2

∂p3

p2 +
∂f3

∂p3

)
B′(x3)

2H
−
(
∂f1

∂x0
p1 +

∂f2

∂x0
p2 +

∂f3

∂x0

)
.

Celou rovnost můžeme vynásobit H. Nyńı bychom rozdělili rovnici na soustavu, podle jed-
notlivých mocnin pi a H, které jsou vzájemně nezávislé. Vypadnut́ı závislosti na některých
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proměnných sice vid́ıme rovnou, soustavu však zde nebudeme řešit, postup je analogický
již ukázanému ve 3.1.3. Z postupu vzejdou daľśı dva IP

Q4 = 2p1p3 +Bx1, Q5 = 2p2p3 +Bx2. (3.97)

O souboru {Q1, Q2, Q3} lze okamžitě ověřit, že IP v něm jsou v involuci, a tedy systém
je integrabilńı. Jelikož zde už je veličin v́ıce a zat́ım nikde nebyl uveden př́ıklad ověřeńı
funkcionálńı nezávislosti Qn, ověř́ıme ji zde zjǐstěńım hodnoty matice

M :=

(
∂Qn

∂xk
,
∂Qn

∂pk

)
, (3.98)

kde však pro větš́ı přehlednost použijeme mı́sto p̊uvodńı množiny IP ekvivalentńı množinu
{Q4/B,Q5/B,Q

2
3/B,Q1, Q2}. V tomto pořad́ı máme

1 0 0 2p3
B

0 2p1
B

0 1 0 0 2p3
B

2p2
B

0 0 0 2p1
B

2p2
B

2p3
B

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 , (3.99)

která je, jak vid́ıme, př́ımo v horńım stupňovitém tvaru a má hodnost 5. To znamená,
že systém je maximálně superintegrabilńı. Řešeńı pro třet́ı složku hybnosti nalezneme
okamžitě z Hamiltonovy rovnice jako

dp3

dx0
=

B

2H
⇒ p3(x0) = p3(0) +

B

2Q3

, (3.100)

rovnice pro souřadnice poskládáme algebraicky z Qi jako

x1(x0) =
Q4 − 2Q1p3(x0)

B
, x2(x0) =

Q5 − 2Q2p3(x0)

B
, (3.101)

x3(x0) =
Q2

3 −Q2
1 −Q2

2 −m2
0 − p2

3(x0)

B
.

K tomuto systému ještě poznámku, která se týká nerelativistické limity: klasická obdoba
je známa a má čtyři IP, v naš́ı notaci Q1, Q2, jej́ı Hamiltonián a Lz, jež lze nakombi-
novat pomoćı našich Qk bez Hamiltoniánu (a tato množina je nezávislá i v relativis-
tickém př́ıpadě, kde Hamiltonián nahrad́ıme relativistickým). V relativistickém př́ıpadě
tuto množinu doplňuje nezávislý Q4, Q5, nebo jedna daľśı možná kombinace (kubická v
hybnostech) Qk bez Hamiltoniánu. Ani jeden z těchto IP se ale v nerelativistickém př́ıpadě
nezachovává.

Druhý, časupodobný př́ıpad předpokládá dynamickou hmotnost tvaru

m2 = m2
0 + E(x0), (3.102)
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tato situace se ukazuje jako velmi jednoduše řešitelná. Hamiltonián je sice explicitně časově
závislý:

H =
√
p2
i +m2

0 + E(x0), (3.103)

avšak zachovávaj́ı se všechny tři prostorové složky hybnosti (m je prostorově nezávislé) a
dále (skalárńı pole) se zachovávaj́ı i všechny tři prostorové složky momentu hybnosti (ale
pouze dvě jsou nezávislé). To dává pět nezávislých IP. To dělá pohybové rovnice triviálně
řešitelnými:

dxj

dx0
= −∂H

∂pj
=
−pj
H
⇒ xj(x0) = −pj

∫ x0

0

ds
1√

p2
i +m2

0 + E(s)
. (3.104)

Posledńı, světlupodobný př́ıpad probereme v daľśı sekci, navazuje na něj jediný daľśı př́ıpad
konkrétńıho systému.

3.2.3 Rozš́ı̌reńı fázového prostoru a speciálńı konformńı trans-
formace

Jako daľśı metodu, v prvńım článku nepoužitou, uvedeme rozš́ı̌reńı fázového prostoru. Toto
je v druhém článku použito u třet́ıho, totiž světlupodobného př́ıpadu. V této situaci máme

m2(x) = m2(nµxµ), (3.105)

kde n2 = 0. Toto představuje skalárńı planárńı vlnu a přirozeně se tak nab́ıźı frontálńı
forma. Principiálně lze př́ıpad rozdělit na dva podpř́ıpady, totiž ten, kdy je výsledek
skalárńıho součinu v (3.105) úměrný xm a kdy je úměrný xp. V jistém smyslu jsou tyto
př́ıpady analogické. Pod́ıváme se na druhou možnost, tedy xp. Zde bude Hamiltonián časově
závislý. Automaticky se zachovávaj́ı všechny zbylé složky hybnosti a dále jsou zde dva IP z
invariance planárńıch vln v̊uči dvěma null rotaćım, které nalezneme z Poincarého symetríı:
z podmı́nky dostáváme (3.6) velmi jednoduchou rovnici

0 = ξp∂pm
2(xp), (3.106)

nebot’ v prvńım členu (3.6) zbude kv̊uli přepisu m2 pouze p-tý člen a ve druhém členu se
prvńı dva výrazy vzájemně odečtou a druhé dva jsou nulové. Toto plat́ı pro Poincaréovy
transformace obecně a je to ve shodě s teoríı z prvńıho článku. T́ımto tedy dostaneme
podmı́nky

ap = 0, c03 = 0, c01 + c13 = 0, c02 + c23 = 0, (3.107)

maj́ıćı za d̊usledek již proklamované IP v podobě prostorových složek hybnost́ı a daľśı dva,
již z jiných př́ıklad̊u známé, IP:

Q1 = p1, Q2 = p2, Q3 = pm, Q4 = 2x1pm + xpp1, Q5 = 2x2pm + xpp2 (3.108)
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(při uvažováńı druhého podpř́ıpadu se jen všude vyměńı xm a xp a pm s pp = H, IP budou
analogické). Nyńı se provede rozš́ı̌reńı konfiguračńıho prostoru o zbylé dvě veličiny xp a
pm, které doted’ byly časové. Nový Hamiltonián se zavede jako

K = H − pp. (3.109)

T́ım se systém převede na autonomńı systém vyšš́ı dimenze (kde časové veličiny jsou nějaké
daľśı, které definovat nemuśıme, naše p̊uvodńı časové veličiny jsou nyńı na stejné úrovni
jako ostatńı). Poissonova závorka a časový vývoj v novém prostoru je

{A,B}∗ =
∂A

∂xµ
∂B

∂pµ
− ∂B

∂xµ
∂A

∂pµ
, Q̇ = −{Q,K} ∗ . (3.110)

V tomto prostoru, pro tento nový systém, lze naj́ıt daľśı dva IP (p̊uvodńıch pět se zachová).
Prvńı vyplývá z konstrukce nového Hamiltoniánu a jde vlastně o p̊uvodńı dynamickou
podmı́nku (2.3) (ta již v novém systému vlastně neńı dynamická):

Q6 = 4pppm − pjpj −m2(x). (3.111)

Daľśı IP se źıská z rovnice pro totálńı časovou derivaci xm p̊uvodńıho systému. Ta je

dxm

dxp
= − ∂H

∂pm
=
p2

1 + p2
2 +m2(xp)

4p2
m

, (3.112)

integraćı této rovnice źıskáme xm(xp) a t́ım v novém prostoru IP tvaru

Q7 = 4p2
mx

m − pipixp −
∫
dxpm2(xp). (3.113)

Tento nový systém je integrabilńı, nebot’ {Q1, Q2, Q3, Q6} jsou zjevně v involuci, a superi-
ntegrabilńı, nebot’ všech sedm Qk je nezávislých (zjevně žádný neobsahuje složky časové v
rozš́ı̌rené dimenzi).

Nyńı je třeba poznámka k účelu tohoto kroku. Rozš́ı̌reńım fázového prostoru jsme studovali
systém o dimenzi vyšš́ı než systém p̊uvodńı, avšak v jistém smyslu k němu analogický. O
tomto systému jsme nalezly jisté informace. Možné použit́ı této metody je v teorii pole
ale i ve studiu superintegrabilńıch systémů jako takových (porovnáńı chováńı v r̊uzných
dimenźıch a pod.). Pro p̊uvodńı systém neńı z tohoto př́ıkladu (ani v druhém systému, pre-
zentovaném záhy, pro který se v článku metoda použ́ıvá) vidět př́ımá výhoda, či zásadńı
nová informace. Obecně však může být postup užitečný – nalezneme-li v rozš́ı̌reném pro-
storu nějaké IP plynoućı z podmı́nek či rovnic p̊uvodńıho systému (ty se nab́ızej́ı), či jinou
metodou (může být snazš́ı než v p̊uvodńım). Je možné p̊uvodńı systém vyřešit ze znalosti
systému rozš́ı̌reného. Pokud bude IP nového systému dost, p̊ujde hledaná trajektorie v
p̊uvodńım systému vyjádřit jako jejich kombinace. I pokud by jejich počet nepostačoval,
najdou-li se trajektorie rozš́ı̌reného systému (které budou parametrizovány nějakým novým
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časem), lze se na ně d́ıvat jako na grafy a dostat z nich trajektorie systému p̊uvodńıho.

Již v úvodu byly odvozeny podmı́nky pro to, aby byla dynamická hmotnost symetrická v̊uči
nějaké transformaci z konformńı grupy a t́ım docházelo zachováváńı neotherovského náboje
k ńı př́ıslušného. V článku je na několika mı́stech využita poincaréovská část (viz výše),
kdežto se zbytkem grupy se setkáme pouze v odd́ılu 3.4., kde obecný systém s dynamickou
hmotnost́ı tvaru

m2(x) =
1

(xp)2
f

(
xm − (x1)2 + (x2)2

xp

)
, (3.114)

(tj. m2(x) = 1
(x0+x3)2

f
(
x0 − x3 − (x1)2+(x2)2

x0+x3

)
v Minkowského souřadnićıch), o kterém je

uvedeno, že splňuje podmı́nku (3.91) pro speciálńı konformńı transformaci generovanou
(2.18) cm = 1 a všemi ostatńımi konstantami v ξ nulovými. Tj. systém zřejmě produk-
tem hledáńı obecného systémů, maj́ıćıho tuto symetrii (v článku se neobjevuj́ı odkazy na
jeho fyzikálńı význam či dř́ıvěǰśı studium). My zde pouze ověř́ıme, že tuto symetrii má
a pod́ıváme se i na celkové chováńı (3.114) v̊uči speciálńım konformńım transformaćım i
dilataćım. Vezmeme tedy posledńı tři členy v (2.18) a najdeme nejprve jejich ξµ. To bude
i po rozepsáńı skalárńıch součin̊u

ξµ = λxµ + cµ((x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2)− 2(c0x0 − c1x1 − c2x2 − c3x3)xµ (3.115)

velmi snadné. Pracovat budeme v souřadnićıch frontálńı kalibrace, ve kterých je vyjádřeno
(3.114), když se však pod́ıváme na (3.115), vid́ıme, že žádné úpravy ve formálńım vyjádřeńım
dělat nemuśıme. Muśıme ale přepsat skalárńı součiny do nových souřadnic, tedy

ξµ = λxµ + cµ(xpxm − (x1)2 − (x2)2)− 2

(
1

2
(xpcm + xmcp)− c1x1 − c2x2

)
xµ. (3.116)

Jak vid́ıme, všechny složky cµ, z̊ustávaj́ı nezávislé, stejně jako λ. Nyńı dosad́ıme (3.114)
podmı́nky do (3.91), kde však budeme pro stručnost předpokládat jen speciálńı konformńı
transformace a dilatace (př́ıklad̊u na poincaréovské symetrie bylo už několik).

0 = (λxp + cp(XX)− 2(CX)xp)

(
−2

(xp)3
f +

1

(xp)2
f ′

(x1)2 + (x2)2

(xp)2

)
+ (3.117)

+ (λxm + cm(XX)− 2(CX)xm))
1

(xp)2
f ′ −

(
λx1 + c1(XX)− 2(CX)x1

) 1

(xp)2
f ′

2x1

xp
−

−(λx2 + c2(XX)− 2(CX)x2)
1

(xp)2
f ′

2x2

xp
+

1

2(xp)2
f(4λ+ 4(c1x1 + c2x2)− 4(cmxp + cpxm)),

kde skalárńı součiny jsou kv̊uli délce označeny jen jako XX a CX. Nyńı bychom po-
rovnávali koeficienty u f , f ′, všech xµ a jejich mocnin a násobk̊u. Jelikož je však zmı́něné
ξ s nenulovou složkou pouze na cm, nebudeme tento postup celý provádět (technicky se
nijak nelǐśı od postupu u Poincarého transformaćı). Pouze ověř́ıme, že pro toto ξ je (3.117)
skutečně nulová.
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Nejprve vyjádř́ıme takové to ξ:

ξp = −(xp)2, ξm = −(x1)2 − (x2)2, ξ1 = −xpx1, ξ2 = −xpx2. (3.118)

To nyńı spolu s (3.114) dosad́ıme do (3.91) a máme

ξµ∂µm
2(x) +

m2(x)

2
∂µξ

µ = −(xp)2

(
− 2

(xp)3
f +

1

(xp)2

(x1)2 + (x2)2

(xp)2
f ′
)

+ (3.119)

+
2(x1)2

(xp)2
f ′ +

2(x2)2

(xp)2
f ′ − ((x1)2 + (x2)2)

1

(xp)2
f ′ +

1

2(xp)2
f(−4xp) = 0.

Jak vid́ıme, výsledkem je skutečně nula. Tedy této transformaci př́ısluš́ı IP tvaru ξµpµ
tvaru.

pp(x
p)2 + pm((x1)2 − (x2)2) + p1x

px1 + p2x
px2, (3.120)

pro libovolné f . Zde je třeba poznámka – obecně by bylo možné aby se spojily např.
speciálńı konformńı transformace a nějaké poincaréovské transformace (jako se mohou
spojovat jednotlivé transformace poincaréovské) a vytvořili tak typově jiný IP. To je jistě
zaj́ımavá situace, nicméně zde k ńı nedocháźı a výraz v (3.91) pro celou konformńı grupu je
velice dlouhý. Proto jsme Poincarého grupu od zbytku konformńı grupy v tomto př́ıkladu
oddělili.
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Kapitola 4

Hledáńı a studium daľśıch
relativistických superintegrabilńıch
systémů s elektromagnetickým polem

Tato kapitola představuje nerešeršńı část textu. V zadáńı práce j́ı odpov́ıdá posledńı bod,
tj. snaha o nalezeńı relativistických verźı známých klasických superingrabilńıch systémů s
magnetickým polem. Nebylo ale př́ılǐs dobře možné toto provést bez položeńı (a kde na
to autorka stačila i prozkoumáńı) několika poněkud obecněǰśıch otázek. Proto se v této
kapitole krom př́ımého hledáńı relativistických obdob v sekci 4.2 zaměř́ıme i na jiná, avšak
bĺızká, témata. Ta mohou v jistém smyslu posloužit i při př́ıpadném navázáńı na tuto práci.

4.1 Jednoduché obecné poznatky relativistických (su-

per)integrabilńıch systémech

Máme-li studovat relativistické obdoby klasických superintegrabilńıch systémů, je pro nás
kĺıčová otázka limity a převod̊u IP mezi nerelativistickou a relativistickou situaćı. Dále
bychom se měli zamyslet nad t́ım, jak funguje převod mezi formami relativistické hamil-
tonovské mechaniky a v jakých situaćıch jsou které z nich výhodné pro popis daného
systému. Ještě zavedeme, kv̊uli úspoře mı́sta, symbol

√
, který odtud dále bude označovat

část hamiltoniánu reprezentovanou odmocninou, tj. u instantńı formy H =
√

+ A0.

4.1.1 Nerelativistická limita a vztah IP v relativistickém a nere-
lativistickém př́ıpadě

K nerelativistické limitě je třeba použ́ıt instantńı formu (ve které také vždy studium ob-
dob klasicky superintegrabilńıch systémů začneme). Pod́ıvejme se tedy nejprve na souvis-
lost klasického a relativistického hamiltoniánu (vše specifikujeme pro elektromagnetického
pole). Do hamiltoniánu instantńı formy tvaru (3.9) pro tyto účely vrát́ıme rychlost světla
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c a označ́ıme jako Hr (relativistický). Ze zavedeńı veličin pµ, Aµ bude tedy

p0 =
E

c
= Hr =

√
m2

0c
2 + (p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + (p3 − A3)2 + A0 = (4.1)

=
√
m2

0c
2 + (p1 + A1)2 + (p2 + A2)2 + (p3 + A3)2 +

ϕ

c
,

kde E je energie. V posledńı rovnosti jsme přešli na značeńı veličin už́ıvané v nerelativistické
fyzice. Vid́ıme, že relativistický hamiltonián tak neodpov́ıdá př́ımo energii, nýbrž energii
dělené c, abychom ho mohli spojit s klasickým hamiltoniánem, který energii odpov́ıdá,
vyjádř́ıme z 4.1 E a zkuśıme provést Taylor̊um rozvoj v 1

c
−→ 0:

E = c2

√
m2

0 +
(p1 + A1)2 + (p2 + A2)2 + (p3 + A3)2

c2
+ ϕ = (4.2)

= ϕ+m0c
2 +

1

2m0

(
(p1 + A1)2 + (p2 + A2)2 + (p3 + A3)2

)
+O

(
1

c2

)
= E0 +Hk +O

(
1

c2

)
Stačilo tedy rozv́ıjet do prvńıho řádu a již se nám objevil klasický hamiltonián Hk =
1
2
(pj + Aj)2 + ϕ. Př́ıtomnost členu m0c

2, klidové energie označené jako E0, neńı nijak
překvapivá – tato je přirozeně součást́ı celkové energie, avšak v klasické fyzice se do ha-
miltoniánu nezahrnuje. Ještě zd̊urazněme, že c jsme mohli ponechat rovno jedné, jako ve
zbytku textu, a rozv́ıjet v hybnostech (prostorových složkách), které by v takových jed-
notkách šly k nule (p = m0u� m0c), došli bychom ke stejnému výsledku.

Dále se již pod́ıváme na obdoby poincaréovských IP v nerelativistické situaci. Poincaréovské
IP jsou hybnosti, momenty hybnosti a jejich boostové analogie a veškeré kombinace.
Nicméně je zjevné, že při přechodu ke klasickému systému je klasický hamiltonián jedńım
z IP, za stejných okolnost́ı jako relativistický, tedy když neńı závislý na čase. Nyńı k hyb-
nostem: mějme prostorovou složku hybnosti pl + Λ(xµ), pak v relativistickém př́ıpadě se
zachovává pokud

0 = {pl+Λ(x), H}−∂(pl + Λ(x))

∂x0
=
∂Λ

∂xj
∂H

∂pj
−1

∂H

∂xl
− ∂Λ

∂x0
=
∂Λ

∂xj
pj + Aj√

(pj + Aj)2 + 1
− (4.3)

= − pj + Aj√
(pj + Aj)2 + 1

∂Aj

∂xl
− ∂A0

∂xl
− ∂Λ

∂x0
⇔ ∂Λ

∂xj
− ∂Aj

∂xl
= 0 ∧ ∂Λ

∂x0
+
∂A0

∂xl
= 0,

kde jsme, kv̊uli snadněǰśımu porovnáńı s klasickým př́ıpadem, vyjádřili vše pomoćı Aµ.
Ekvivalence vyplývá z nezávislosti funkćı ve druhém výrazu (odmocnina a obecná funkce
souřadnic) a konečné podmı́nky z rozděleńı koeficient̊u u hybnost́ı a člen̊u vyskytuj́ıćıch se
samostatně. Pod́ıváme-li se na stejnou podmı́nku v klasickém př́ıpadě, źıskáme

0 = {pl + Λ(x), HK} − ∂(pl + Λ(x))

∂x0
=
∂Λ

∂xj
∂HK

∂pj
− 1

∂HK

∂xl
− ∂Λ

∂x0
=
∂Λ

∂xj
(pj +Aj)− (4.4)
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−(pj + Aj)
∂Aj

∂xl
− ∂A0

∂xl
− ∂Λ

∂x0
⇔ ∂Λ

∂xj
− ∂Aj

∂xl
= 0 ∧ ∂Λ

∂x0
+
∂A0

∂xl
= 0,

zcela shodné podmı́nky plynoućı z rozděleńı koeficient̊u u hybnost́ı. Zcela analogická situace
nastane u zachováváńı moment̊u hybnost́ı, např p3x

2 − p2x
3 + Λ(xµ) v relativistickém

př́ıpadě:

0 = p3
∂H

∂p2

− p2
∂H

∂p3

+
∂Λ

∂xj
∂H

∂pj
− x2 ∂H

∂x3
+ x3 ∂H

∂x2
− ∂Λ

∂x0
= (4.5)

=
p3A

2√
1 + (pj + Aj)2

− p2A
3√

1 + (pj + Aj)2
+
∂Λ

∂xj
pj + Aj√

1 + (pj + Aj)2
−

−x2

(
pj + Aj√

1 + (pj + Aj)2

∂Aj

∂x3
+
∂A0

∂x3

)
+ x3

(
pj + Aj√

1 + (pj + Aj)2

∂Aj

∂x2
+
∂A0

∂x2

)
− ∂Λ

∂x0
⇔

⇔ −x2∂A
0

∂x3
+ x3∂A

0

∂x2
− ∂Λ

∂x0
= 0 ∧ ∂Λ

∂x1
− x2∂A

1

∂x3
+ x3∂A

1

∂x2
= 0 ∧

−A3 +
∂Λ

∂x2
− x2∂A

2

∂x3
+ x3∂A

2

∂x2
= 0 ∧ A2 +

∂Λ

∂x3
− x2∂A

3

∂x3
+ x3∂A

3

∂x2
= 0,

kde je sice formálně ještě jedna podmı́nka (členy nulového řádu v hybnosti dělené odmoc-
ninou), dosazeńım předchoźıch podmı́nek se však tato trivializuje. V klasickém př́ıpadě:

0 = p3
∂HK

∂p2

− p2
∂HK

∂p3

+
∂Λ

∂xj
∂HK

∂pj
− x2∂H

K

∂x3
+ x3∂H

K

∂x2
− ∂Λ

∂x0
= (4.6)

= A2p3−p2A
3+

∂Λ

∂xj
(pj+A

j)−x2

(
(pj + Aj)

∂Aj

∂x3
+
∂A0

∂x3

)
+x3

(
(pj + Aj)

∂Aj

∂x2
+
∂A0

∂x2

)
− ∂Λ

∂x0
⇔

⇔ −x2∂A
0

∂x3
+ x3∂A

0

∂x2
− ∂Λ

∂x0
= 0 ∧ ∂Λ

∂x1
− x2∂A

1

∂x3
+ x3∂A

1

∂x2
= 0 ∧

−A3 +
∂Λ

∂x2
− x2∂A

2

∂x3
+ x3∂A

2

∂x2
= 0 ∧ A2 +

∂Λ

∂x3
− x2∂A

3

∂x3
+ x3∂A

3

∂x2
= 0.

Dostali jsme shodné podmı́nky, rozd́ıl byl pouze v tom, že zde se členy, jež se vynulo-
valy kv̊uli podmı́nkám předchoźım nacházely v posledńı podmı́nce, kdežto v relativis-
tickém př́ıpadě zcela shodné členy tvořily samostatnou (triviálńı) podmı́nku. Stejná situace
přirozeně nastane i pro libovolnou lineárńı kombinaci hybnost́ı a moment̊u hybnost́ı.

Nyńı se pod́ıvejme na IP pocházej́ıćı z invariance v̊uči boost̊um (zde z̊ustaneme u Aµ
nebot’ je to výhodněǰśı pro daľśı výklad), tyto jsou tvaru Hxj + pjx

0 + Λ(xµ). Podmı́nka
na jejich zachováńı (ukázaná na př́ıkladu Hx1 + p1x

0 + Λ(xµ)) je

0 = H
∂H

∂p1

+
∂Λ

∂xj
∂H

∂pj
− x0 ∂H

∂x1
− p1 − x1 ∂H

∂x0
− ∂Λ

∂x0
= −A1 +

A0p1
√ − A0A1

√ + (4.7)
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+
∂Λ

∂xj
pj − Aj
√ − x0

(
−pj − Aj√

∂Aj
∂x1

+
∂A0

∂x1

)
− x1

(
−pj − Aj√

∂Aj

∂x0
+
∂A0

∂x0

)
− ∂Λ

∂x0
⇔

⇔ A0 +
∂Λ

∂x1
+ x0∂A1

∂x1
+ x1∂A1

∂x0
= 0 ∧ ∂Λ

∂x2
+ x0∂A2

∂x1
+ x1∂A2

∂x0
= 0

∧ ∂Λ

∂x3
+ x0∂A3

∂x1
+ x1∂A3

∂x0
= 0 ∧ A1 + x0∂A0

∂x1
+ x1∂A0

∂x0
+
∂Λ

∂x0
= 0,

přičemž jedna podmı́nka se opět trivializovala.

Otázka nyńı je, jak to bude v klasickém př́ıpadě. Je jasné, že ponechávat IP v p̊uvodńım
tvaru nemá smysl (jednak to neodpov́ıdá přechodu, jednak se tak v podmı́nkách zachováńı
objevila v několika členech odmocnina a tyto podmı́nky se výrazně změńı). Logické by bylo
použ́ıt stejný rozvoj jako v (4.2) a nahradit tak Hr .= 1 +Hk (nebo pouze Hk). Ani to ale
na stejné podmı́nky nevede – v rovnici časového vývoje se objev́ı člen H ∂H

∂p1
, který bude mı́t

v klasickém př́ıpadě členy až třet́ıho řádu v hybnostech (kdežto v relativistickém př́ıpadě
se zkrát́ı odmocniny a źıskáme člen prvńıho řádu v hybnostech a člen dělený odmocninou
– viz (4.7)). Tento kubický člen je ale v celé rovnici jediný a nemůže tak opět vést na
shodné podmı́nky. Dokonce źıskané podmı́nky ani nejdou splnit – kubický člen sobě nemá
žádné derivace, nelze ho vynulovat. Nedař́ı se nám tedy tento IP

”
korektńım zp̊usobem“

převést. Jsou zde ale speciálńı př́ıpady, kdy se na stejné podmı́nky dostaneme. Prvńım
takovým nalezeným př́ıpadem je situace, kdy je Hamiltonián nezávislý na čase a A0 = 0 –
pak můžeme boostový IP nahradit x1 + x0p1 + Λ(x) (což je vlastně limita p̊uvodńıho). V
takovém př́ıpadě dostaneme:

0 =
∂HK

∂p1

− x0∂H
K

∂x1
− p1 +

∂Λ

∂xj
∂HK

∂pj
− ∂Λ

∂x0
= p1 − A1− (4.8)

−x0

(
−(p1 − A1)

∂A1

∂x1
− (p2 − A2)

∂A2

∂x1
− (p3 − A3)

∂A3

∂x1
+
∂A0

∂x1

)
−p1+

∂Λ

∂xj
(pj−Aj)−

∂Λ

∂x0
⇔

⇔ x0∂A1

∂x1
+
∂Λ

∂x1
= 0 ∧ x0∂A2

∂x1
+
∂Λ

∂x2
= 0 ∧ x0∂A3

∂x1
+
∂Λ

∂x3
= 0 ∧ A1 + x0∂A0

∂x1
+
∂Λ

∂x0
,

což jsou skutečně, za daných předpoklad̊u, podmı́nky shodné s (4.7). Druhý př́ıpad je,
když A2, A3 nezáviśı na čase, A1 = 0 a A0 = A0(x1). V této situaci nahrad́ıme boostový
IP x1 + x0p1 + Λ(x) +

∫
A0dx1 a máme

0 =
∂HK

∂p1

− x0∂H
K

∂x1
− p1 +

∂Λ

∂xj
∂HK

∂pj
− ∂Λ

∂x0
+ A0

∂HK

∂p1

= p1− (4.9)

−x0

(
−(p2 − A2)

∂A2

∂x1
− (p3 − A3)

∂A3

∂x1
+
∂A0

∂x1

)
− p1 +

∂Λ

∂x1
p1 +

∂Λ

∂x2
(p2 − A2)+

+
∂Λ

∂x3
(p3 − A3)− ∂Λ

∂x0
+ A0p1 ⇔ A0 +

∂Λ

∂x1
∧ x0∂A2

∂x1
+
∂Λ

∂x2
= 0
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∧ x0∂A3

∂x1
+
∂Λ

∂x3
= 0 ∧ x0∂A0

∂x1
+
∂Λ

∂x0
= 0,

tedy za daných předpoklad̊u opět podmı́nky shodné s (4.7). S touto situaćı se setkáme v
sekci 4.2.1.

Jelikož systémy zachovávaj́ıćı boosty nejsou tak dobře známé jako systémy zachovávaj́ıćı
hybnosti či jejich momenty, ukážeme i obecný tvar systému zachovávaj́ıćı boost, např.
Hx1 + p1x

0 (nyńı pro jednoduchost bez Λ. Źıskáme ho vyřešeńım rovnic (4.7):

A0 =
f1((x1)2 − (x0)2, x2, x3) + f2((x1)2 − (x0)2, x2, x3)(x0 + x1)2

x0 + x1
, (4.10)

A1 =
f1((x1)2 − (x0)2, x2, x3)− f2((x1)2 − (x0)2, x2, x3)(x0 + x1)2

x0 + x1
,

A2 = f3((x1)2 − (x0)2, x2, x3), A3 = f4((x1)2 − (x0)2, x2, x3).

Z toho je také vidět d̊uležitá skutečnost, a to, že mohou existovat stacionárńı systémy, které
boost zachovávaj́ı, př́ıkladem takového systému je systém 1.a, prezentovaný v následuj́ıćı
sekci, tuto vlastnost však zjevně mohou mı́t i výrazně složitěǰśı systémy.

Zde je třeba ještě poznamenat, že obecně, ačkoli některé IP tvar neměńı, je vhodné Po-
incaréovské IP poč́ıtat. Důvodem je, že při studiu klasických př́ıpad̊u se IP s časovými
složkami (včetně Λ) obvykle nestuduj́ı, uvedeny v článćıch tedy nejsou. I když tedy v́ıme,
že IP s čistě prostorovými složkami, odpov́ıdaj́ıćı Poincaréovským budou shodné, neř́ıká
nám to nic o zbytku a př́ıpadných kombinaćıch.

Jak jsme viděli u boostových IP, situace s převodem IP, které nejsou prvńıho řádu v hyb-
nosti je poněkud komplikovaná. Ačkoli u některých př́ıpad̊u zjevně existuj́ı

”
přirozené“

převody, obecný postup se zat́ım naj́ıt nepodařilo. U konkrétńıch př́ıpad̊u v sekci 4.2
uvid́ıme mnoho r̊uzných situaćı a porovnáńı, přičemž většinou se zdá, že lépe než snaha o
př́ımý převod by se hodilo zopakovat postup, jakým byly IP nalezeny pro klasický př́ıpad
v př́ıpadě relativistickém (postup, při kterém se naopak IP požaduj́ı/nalézaj́ı z nějaké
podmı́nky a pak se hledaj́ı systémy této podmı́nce vyhovuj́ıćı však v relativistické va-
riantně může plodit odlǐsné systémy). Upozorňujeme, že tato pot́ıž je patrně skutečně
zp̊usobena vyšš́ımi řády, nikoli časovými složkami – jak uvid́ıme dále, i IP s čistě prosto-
rovými složkami se v relativistickém a nerelativistickém př́ıpadě mohou značně lǐsit. Při
jejich porovnáváńı může pomoci jejich vyjádřeńı pomoćı hamiltoniánu.

4.1.2 Systém v r̊uzných (hyperbolických) formách

Jak již v́ıme, lze relativistický systém popsat celkem v pěti základńıch formách. Symet-
rie systému s elektromagnetickým polem zajǐst’uj́ı symetrie čtyřpotenciálu. Tyto symetrie
by mělo být možné nalézt v libovolném popisu. To však ještě negarantuje zachováńı (su-
per)integrability – r̊uzný souřadnicový čas znamená, že čistě prostorové IP v jedné formě
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se mohou stát časovými v jiné. Pak je možné, že tyto nebudou stačit na umenšeńı počtu
potřebných integraćı při řešeńı systému v té mı́̌re, jako stačily v p̊uvodńı formě. Vhodnou
formou k popisu systému bude pravděpodobně ta, ve které bude jeho tvar nejjednodušš́ı
(samozřejmě muśıme zohlednit i obecné (ne)výhody daných forem), nicméně nab́ıźı se
otázka, jak to bude se složitost́ı IP v r̊uzných formách – je např́ıklad možné, že vhodným
výběrem dokážeme hledat IP jednodušeji (např. v nižš́ıch řádech hybnost́ı). Tyto otázky
vyžaduj́ı daľśı zkoumáńı.

Už na tomto mı́stě však lze uvést jednoduchý př́ıklad. Před jeho vyložeńım si ale muśıme
uvědomit, že v pěti možnostech popisu nemáme volnost pouze při výběru parametru a u
hyperbolických forem v rovnićıch pro Σ (2.30), (2.31), (2.32) ale u frontálńı, H1 a H2 forem
můžeme také volit, které prostorové souřadnice v definićıch použijeme (tj. např. u frontálńı
formy xp = x0 + xj můžeme za j dosadit kterýkoli prostorový index). V nejjednodušš́ı si-
tuaci lze tak např. systém se dvěma nenulovými prostorovými složkami čtyřpotenciálu
závislými na stejných prostorových složkách xµ popsat jednodušeji ve frontálńı formě, v
ńıž zadefinujeme xp pomoćı zbylé prostorové souřadnice (vyhneme se odmocnině a zároveň
nevnikaj́ı pot́ıže s převodem čtyřpotenciálu).

Abychom měli (alespoň teoreticky) k dispozici všechny možnosti, prozkoumáme zde H1
a H2. Provedeme formalismus ze sekce 2.3 č́ımž źıskáme základńı informace. Z článk̊u [18],
[19] o nich nev́ıme nic krom rovnic Σ a počtu kinematických generátor̊u, je však jasné, že
postup i řada vlastnost́ı budou podobné bodové formě.

Hyperbolická forma 1

Nejprve tedy parametrizujme souřadnice tak, abychom splnili (2.31) a vyjádřeńı τ a pro
jednoduchost voĺıme a = 0, podobně jako u bodové formy, s analogickou argumentaćı. (Tj.
pracujeme tam, kde jsou splněny podmı́nky tranzitivity a pod., na závěr této sekce uvedeme
i obecnou parametrizaci H2 – pro H1 a bodovou formu by se konstruovaly analogicky – a
ukážeme, že se na nalezených závěrech se nic podstatného neměńı.) Za tohoto předpokladu
tedy máme:

x0 = τ coshω, x1 = τ sinhω sin θ, x2 = τ sinhω cos θ, x3 = x3. (4.11)

Urč́ıme metrický tenzor. Diagonálńı členy budou

h33 = −1, hθθ = −τ 2 sinh2 ω(cos2 ω + sin2 ω) = −τ 2 sinh2 ω, (4.12)

hωω = τ 2(sinh2− cosh2(ω sin2 θ+cos2 θ)) = −τ 2, hττ = cosh2 ω−sinh2(ω sin2 θ+cos2 θ) = 1,

Naopak všechny nediagonálńı budou nulové:

hτω = coshωτ sinhω − τ sinhω coshω sin2 θ − τ sinhω coshω cos2 θ = 0, h3µ6=3 = 0,

hτω = −τ 2 coshω sin θ cos θ + τ 2 coshω sin θ cos θ = 0,
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hτθ = −τ coshω sin θ cos θ + τ coshω sin θ cos θ = 0.

Nejprve ale urč́ıme lagrangián:

LH1 = −m2
0

√
1−

(
dx3

dτ

)2

− τ 2 sinh2 ω

(
dθ

dτ

)2

− τ 2

(
dω

dτ

)2

. (4.13)

Dále už urč́ıme hamiltonián, ve shodě s postupem ze sekce 2.5, na něj ale ještě potřebujeme
znát normálu. Podle (2.26) je:

(NH1)µ = ∂µτ1 =
(x0, x1, x2, 0)√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2
=

(x0, x1, x2, 0)

τ1

= (coshω, sinhω sin θ, sinhω cos θ, 0).

(4.14)
= (coshω, sinhω sin θ, sinhω cos θ, 0).

To nám rovnou ř́ıká, že P 3 je jako jediná hybnost kinematický generátor (viz (2.27)). Podle
článku [18] by kinematické měli být čtyři. Zbylé tři tedy muśı být v Mµν , urč́ıme je z (2.27).
Vid́ıme, že plat́ı

(xµ∂ν − xν∂µ)τ1 = 0⇔ {µ, ν} = {0, 1} ∨ {0, 2} ∨ {1, 2}, (4.15)

tedy zbylé kinematické generátory jsou M10,M20 a M12. Vrat’me se ale k výpočtu ha-
miltoniánu. Ten už z (2.26) źıskáme př́ımo, pouze potřebujeme v pr̊uběhu úprav vyjádřit
Minkowského hybnosti pomoćı nových.

HH1 = Nµpµ = coshωp0 + sinhω(sin θp1 + cos θp2) = (4.16)

= cosh2 ωpτ + τ coshω sinhωpω + sinh2 ω sin2 θpτ + τ sinhω coshω sin2 θpω+

+τ sinh2 ω sin θ cos θpθ + sinh2 ω cos2 θpτ + τ sinhω coshω cos2 θpω− τ sinh2 ω sin θ cos θpθ =

= (cosh2 ω + sinh2 ω)pτ + 2τ coshω sinhωpω = cosh(2ω)pτ + τ sinh(2ω)pω

Z hlediska hamiltoniánu jsme tedy v situaci analogické bodové formě.

Hyperbolická forma 2

Situace je analogická hyperbolické formě 1, vycháźıme z (2.32) pro a = 0. Parametrizujeme

x0 = τ coshω, x1 = τ sinhω, x2 = x2, x3 = x3 (4.17)

a tedy metrický tenzor má tvar

hττ = 1, hωω = −τ 2, h22 = −1, h33 = −1, hµν = 0⇔ µ 6= ν, (4.18)

což dává lagrangián tvaru

LH2 = −m2
0

√
1− τ 2

(
dω

dτ

)2

−
(
dx2

dτ

)2

−
(
dx3

dτ

)2

. (4.19)
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Dále normála bude

(NH2)ν =
(x0, x1, 0, 0)√
(x0)2 − (x1)2

=
(x0, x1, 0, 0)

τ1

= (coshω, sinhω, 0, 0) (4.20)

a hamiltonián by tedy měl být

HH2 = Nµpµ = coshωp0 + sinhωp1 = cosh2 pτ + τ sinhω coshωpω+ (4.21)

+ sinh2 ωpτ + τ sinhω coshωpω = (cosh2 ω + sinh2 ω)pτ + 2τ coshω sinhωpω =

= cosh(2ω)pτ + τ sinh(2ω)pω.

Ještě okomentujeme kinematické a dynamické generátory: z článku [18] v́ıme, že kinema-
tické by měly být čtyři. Skutečně, viditelně

Nµ = ∂µτ2 = 0⇔ µ = 2, 3 ∧ (xµ∂ν − xν∂µ)τ2 = 0⇔ {µ, ν} = {2, 3} ∨ {1, 0}, (4.22)

tedy kinematickými generátory jsou P 2, P 3,M23 a M10.

Několik poznámek k hyperbolickým formám (ukázáno na H2)

Nejprve se, na př́ıkladu H2 pod́ıváme na obecnou parametrizaci, tj. pro obecné a v předpisech
(2.30) - (2.32). Práce s hyperbolickými formami obecně by totiž pro nulové a nemusela být
zcela funkčńı. Výsledky, které jsme zde uvedli však z̊ustávaj́ı v platnosti. Pro nenulové a
máme τ =

√
(x0)2 − (x1)2 − a2 ⇒ (x0)2−(x1)2 = τ 2 +a2 = (τ+a)2−2τa. Proto př́ıkladem

vhodné parametrizace H2 je

x0 = (τ + a) coshω +
√

2τa sinhω, x1 = (τ + a) sinhω +
√

2τa coshω, x2 = x2, x3 = x3.
(4.23)

Pak ale metrický tenzor źıskává jeden nenulový nediagonálńı člen a dvě daľśı složky se
změńı, zbytek se shoduje, ṕı̌seme tedy jen změněné členy:

hττ =
2τ − a

2τ
, hωω = −τ 2 − a2 hτω = −a(a− τ)√

2τa
. (4.24)

Normála přecháźı na (v nových souřadnićıch)

Nµ =
((τ + a) coshω +

√
2τa sinhω, (τ + a) sinhω +

√
2τa coshω, 0, 0)

τ
(4.25)

Když ale nyńı vypočteme hamiltonián, dostáváme stále kombinaci pτ a pω. To by bylo
možné vyjádřit z př́ımo (2.3) jen pokud bychom dokázali jej́ı část v ńıž figuruj́ı tyto dvě
složky hybnosti vyjádřit jako druhou mocninu právě této kombinace. Podmı́nka má ale v
nových souřadnićıch tvar

m2
0 = −

(
a− 2τ

2τ
p2
τ + (τ 2 + a2)p2

ω +
a(a− τ)√

2τa
pτpω + (x2)2 + (x3)2

)
(4.26)
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a tedy prvńı tři členy se na čtverec upravit nedař́ı. Situace se tedy oproti nulovému a (z
tohoto hlediska) neměńı.

Dále se můžeme pod́ıvat, jak vypadá poincaréovské vektorové pole. Provedeńım push-
forwardu ξ a po úpravě máme:

ξ2 = c02τ cosh(ω) + c12τ sinh(ω)− c23x
3 + a2 (4.27)

ξ3 = c03τ cosh(ω) + c13τ sinh(ω) + c23x
2 + a3

ξτ = c02 cosh(ω)x2 + c03 cosh(ω)x3 + c12 sinh(ω)x2 + c13 sin(ω)x3 + a0 cosh(ω)− a1 sinh(ω)

ξω = c01−c02
x2 sinh(ω)

τ
−c03

x3 sinh(ω)

τ
−c02

x2 cosh(ω)

τ
−c13

x3 cosh(ω)

τ
−a0 sinh(ω)

τ
+a1 cosh(ω)

τ
.

Daľśı poznámka se týká trajektoríı a IP. V tvaru lagrangiánu (4.19) vid́ıme, že všechny pro-
storové souřadnice jsou cyklické. Tj. zachovává se Q1 = ∂L

∂ω̇
= τ2ω̇√ , Q2 = ẋ2√ a Q3 = ẋ3√ , kde

jako
√

jsme označili −L a pro jednoduchost jsme volili m0 = 1. Naproti tomu zobecněná

energie IP nebude, nebot’ lagrangián záviśı na čase explicitně. Máme ale i čtvrtý IP, v
podobě ẋ2x3−ẋ3x2√ . Máme tedy (alespoň) 4 IP a tedy volná částice je (alespoň) minimálně

superintegrabilńı systém. Zdá se, že naj́ıt jiné IP je už ale značně obt́ıžné (např. analogie
Q4 se souřadnićı ω se naj́ıt nedař́ı). U H1 a bodové formy nav́ıc bude takových IP ještě
méně (méně cyklických souřadnic).

Abychom źıskali lepš́ı vyjádřeńı hamiltoniánu, mohli bychom z podmı́nky (2.3) vyjádřit
pτ =

√
1 + τ 2p2

ω + p2
2 + p2

3 a toto dosadit do hamiltoniánu (4.21), zda je tento postup legi-
timńı, je otázkou. Rozpor mezi pτ a (4.21) je problematický obecně. Kupř́ıkladu kdybychom
považovali za hamiltonián pouze pτ , budou nalezené IP, at’ u je a jakékoli, analogické lagran-
geově formalismu, z poincaréovských to budou pω, p2, p3 a x2p3−x3p2, což je konzistentńı.
Pokud ale pracujeme s (4.21), ztráćıme, d́ıky explicitńı závislosti na ω pω. Také je otázka,
jak bychom, v takovém př́ıpadě měli pracovat s poincaréovskými IP, resp. zda se IP kon-
struuj́ı násobeńım jeho τ -složky pτ , nebo H. Tyto otázky, prameńıćı patrně z křivosti
nadplochy a tedy možný rozd́ılem mezi časovou složkou a časovým směrem, vyžaduj́ı daľśı
zkoumáńı. Výsledky uvedené v tomto textu je třeba brát pouze jako souhrn pozorováńı,
který si nečińı nárok být kvalifikovaným prostudováńım. Je možné, že formalismus tak,
jak byl předložen ve skutečnosti nelze pro hyperbolické formy efektivně použ́ıt či vyžaduj́ı
významně jinou interpretaci. Ačkoli jsou hyperbolické formy značně exotickou formou po-
pisu, je možné, že použit́ı jiných metod by mohlo vést k efektivněǰśımu využit́ı. Zaj́ımavý
nadhled bychom možná mohli źıskat rozš́ı̌reńım fázového prostoru, resp. porovnáváńım
popisu systému v r̊uzných formách z pohledu z vyšš́ı dimenze.
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4.2 Relativistické obdoby systémů z článk̊u [3, 4, 5, 6]

Články [3, 4, 5, 6] přestavuj́ı rozsáhlou kolekci superintegrabilńıch systémů se statickým
elektromagnetickým polem a obsahuj́ı i jejich jistou klasifikaci. Jako prvńı krok studia je-
jich relativistických obdob byl u všech skupin proveden výpočet poincarévských symetríı.
Výsledky se, až na několik výjimek, nelǐsily od situace klasické. Důvodem je, že se většinou
jednalo IP prvńıho řádu v hybnostech, které neobsahuj́ı časovou souřadnici (ty jsou podle
sekce 4.1.1 shodné), tedy kombinace hybnost́ı a moment̊u hybnost́ı, nejčastěji o počtu 2
nebo 3. Odlǐsná situace však nastala u systémů s konstantńımi poli (zde rozebrány jako
typ 1), kde se objevily poincaréovské IP s časovými složkami (polohy i hybnosti).

Ze systémů z článk̊u bylo vybráno několik, které nyńı budeme studovat. Výběr se snaž́ı
reflektovat jednotlivé, mı́rně odlǐsné situace ke kterým u systémů z článk̊u došlo (z hle-
diska počtu a druhu poincaréovských IP, použitých souřadnic, atd.). Dále jelikož v zadáńı
explicitně zmiňuje např. článek [4], jako typ 4 prozkoumáme (alespoň v základńıch rysech)
veškeré superintegrabilńı systémy z článku [6], který navazuje na článek [4] a rozšǐruje ho.
Vše v této sekci je prováděno nejprve v instantńı formě, nebot’ u ńı je možná př́ımá limita
ke klasické situaci. To však poněkud komplikuje předevš́ım řešeńı Hamiltonových rovnic
(a to i v př́ıpadě vyjadřováńı s IP) nebot’ s odmocninami se zde pracuje velmi obt́ıžně.
Proto řešeńı budeme provádět jen teoreticky (nast́ıńıme postup), hlavně abychom ukázali
základńı vlastnosti.

4.2.1 Systémy typu 1

Prvńım konkrétńım systémem, který budeme studovat je př́ıpad B z článku [4], konkrétně
obecně minimálně superintegrabilńı situace, tj.

B = (0, 0, γ), W = W (x3) (4.28)

(kde se kv̊uli snazš́ımu porovnáńı s článkem drž́ıme jeho notace, ve které W = A0) a tedy

Aµ = (W (x3), 0,−γx1, 0), H =
√

1 + p2
1 + p2

3 + (p2 + γx1)2 +W (x3). (4.29)

Analogický systém je rozebrán i v článku [5] a jeho speciálńı situace a W = 0 v článku
[6], tu zde rozebereme jako součást systému 1.a. Klasicky lze systém učinit maximálně
superintegrabilńım vhodným výběrem W (viz [4]). Relativistickou obdobu tohoto výběru
prozkoumáme jako systém 1.b. V krátkosti se též zmı́ńıme o př́ıpadu nestacionárńıho W .

Nejprve se pod́ıvejme na obecnou situaci. Začneme poincaréovskými IP: při (4.29) dostáváme
z požadavku nulovosti Lieovy derivace tenzoru elektromagnetického pole rovnice:

0 = −γc02 +W ′(x3)c13, 0 = γc01 +W ′(x3)c23, 0 = γc23 −W ′(x3)c01, (4.30)
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0 = −γc13 −W ′(x3)c02, 0 = (a3 + c03x
0 + c13x

1 + c23x
2)W ′′(x3),

což znamená, že nejsou žádné podmı́nky na c12, a
0, a1, a2. Zbytek konstant ve ξ muśı být

obecně roven nule, nebot’ rovnice pro ně nelze splnit současně. Máme tedy čtyři poin-
caréovské IP. Z rovnic je vidět, že by situaci výrazně změnilo, kdyby W ′′(x3) byla nulová,
t́ım bychom źıskali daľśı dva IP pocházej́ıćı z c03 a a3 (bude rozebráno jako systém 1.a.)
Pro druhou, dále rozebranou situaci 1.b. se, jak uvid́ıme, nezměńı nic. V obecné situaci je
tak systém minimálně superintegrabilńı stejně jako je tomu v klasickém př́ıpadě, dokonce
se shodnými IP (shodnost plyne i ze sekce 4.1.1), přesto uvedeme postup: rovnou vid́ıme,
že IP vycházej́ıćı z a0 a a2 se zachovávaj́ı samy o sobě – hamiltonián neńı závislý na čase
ani na x2, tedy

Q1 = p0 = H, Q2 = p2. (4.31)

Pro zbytek je třeba dopoč́ıtat Λ. Pro a1 dostáváme z př́ıslušného ξ rovnice pro Λ tvaru
(3.5):

LξA0 = 0 = ∂0Λ, LξA3 = 0 = ∂3Λ, LξA1 = 0 = ∂1Λ, (4.32)

LξA2 = −γ = ∂2Λ⇒ Λ = −γx2 ⇒ Q3 = p1 + γx2,

přičemž Λ je určena až na konstantu, která byla zvolena jako nulová. Pro c12 dostáváme:

∂0Λ = 0 = ∂3Λ, ∂1Λ = −γx1, ∂2Λ = γx2 ⇒ Λ =
γ

2
((x2)2 − (x1)2) (4.33)

⇒ Q4 = x1p2 − x2p1 −
γ

2
((x2)2 − (x1)2). (4.34)

Jelikož se jedná IP prvńıho řádu, nemuśıme zkoušet Poissonovy závorky, involuci ani funk-
cionálńı nezávislost – vše bude shodné jako v klasickém př́ıpadě. Žádná trojice IP neńı
v involuci, IP jsou však funkcionálně nezávislé. V klasickém př́ıpadě existuje IP, např.
p2

3 +W (x3), který již je v involuci s daľśımi dvěma a čińı tak systém integrabilńım, a tedy
i minimálně superintegrabilńım, ukáže se, že v relativistické př́ıpadě je situace analogická.

Nyńı se nab́ıźı otázka, zda nějakým jednoduchým ansatz nedosáhneme pátého nezávislého
IP a ideálně maximálně superintegrabilńıho stavu. Zkuśıme tedy hledat IP tvaru

p2
1f1 + p2

2f2 + p2
3f3 +Hf4 + p1p2f5 + p1p3f6 + p2p3f7+ (4.35)

+p1f8 + p2f9 + p3f10 + f11, fk = fk(x
0, x1, x2, x3)

Tento ansatz dosad́ıme do vztahu pro časový vývoj (2.35) a odděĺıme části s
√

a bez ńı.
Z každé pak odděĺıme koeficienty jednotlivých mocnin a kombinaćı hybnost́ı a polož́ıme je
rovny nule. Źıskáme dlouhou sadu rovnic. Vyřešeńım této soustavy źıskáme r̊uzné možné
př́ıpady. Prozkoumáńım těchto př́ıpad̊u však nalézáme pátý nezávislý IP pouze pro př́ıpad
1.a. Nalézáme však IP tvaru. Ostatńı př́ıpady, včetně těch v klasickém př́ıpadě maximálně
superintegrabilńıch, tedy maj́ı bud’ pátý IP složitěǰśıho tvaru nežli (4.35), nebo ho nemaj́ı
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v̊ubec. Nalézáme však IP, který je v involuci např. s Q2 (přirozeně i s Q1) a čińı tak systém
integrabilńı a tedy i minimálně integrabilńım. IP je tvaru

Q̃ = p2
3 + (H −W (x3))

W (x3)

2
+W 2(x3) (4.36)

a je patrně analogíı zmı́něného klasického IP plńıćıho
”
stejnou funkci“.

Situace se ale měńı, pokud povoĺıme W = W (x0, x3). V takovém př́ıpadě už se samozřejmě
nezachovává hamiltonián, ale pro některé systémy źıskáváme jiné čtvrté IP, tentokrát ob-
sahuj́ıćı čas. Označ́ıme je Q̃1, nebot’ Q2, Q3, Q4 z̊ustávaj́ı shodné. Jsou to:

W (x0, x3) = Cx3dF (x0)

dx0
, Q̃1 = p3 + CF (x0), (4.37)

W (x0, x3) =
dF (x)

dx
(−x3C1 − C2), kde F (x) =

1

2
(x0)2C1 −

1

2
(x3)2C1 − C2x

3 + C3x
0

Q̃1 = p3C1x
0 +H(x3C1 + C2) + f(x0, x3, Ci), (4.38)

W (x0, x3) =
C1

2C2e
− x3

C3

+
C3e

− x3

C3

2C2

+
x3C4

4C3C2

√
−C4(

e
−C5+x

0

C3

)2

− x3C4

4C3C2

√
−C4(

e
−C5+x

0

C3

)2

(
e
−C5+x

0

C3

)2 ,

Q̃1 = p2
3C2 + p3

√
−C4(

e
−C5+x

0

C3

)2

((
e
−C5+x

0

C3

)2

+ 1

)

2
+He

x3

C2 (C1 +C3) + f(x0, x3, Ck). (4.39)

kde Cn jsou konstanty, a funkce f jsou konkrétńı výrazy, které ale pro jejich délku (a re-
lativńı ned̊uležitost – systémy zde nijak detailně nestudujeme) neuvád́ıme. U posledńıho
systému odmocnina násob́ı závorku.

Nyńı se ale vrát́ıme k časově nezávislému př́ıpadu a pod́ıváme se už na konkrétńı dvě
situace.

Systém 1.a

Situaci specifikujeme pro W (x3) = Ax3, kde A je konstanta. Z prvńıch čtyř rovnic (4.30)
nic nového neźıskáváme, stále je nelze splnit zároveň bez vynulováńı konstant. Posledńı
rovnice se však trivializuje a źıskáváme tak daľśı dva zdroje poincaréovských IP, totiž c03

a a3. Pro a3 dostáváme rovnice

∂1Λ = 0 = ∂2Λ = ∂3Λ, ∂0Λ = A⇒ Λ = Ax0 ⇒ Q5 = p3 − Ax0, (4.40)
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pro c03 pak

∂1Λ = 0 = ∂2Λ, ∂0Λ = x0A, ∂3Λ = x3A⇒ Λ =
A

2
((x0)2 + (x3)2) (4.41)

⇒ Q6 = x3H + x0p3 −
A

2
((x0)2 + (x3)2). (4.42)

Rozeberme tyto výsledky: nejbĺıže našemu studovanému př́ıpadu je př́ıpad
”
supeintegrabi-

lity pro systémy s integrály p1, p2“, podpř́ıpad s γ2
1 + γ2

2 6= 0 (význam γi, je zcela jiný než
zde, neńı nyńı d̊uležitý) v [6]. Tento systém má tvar Aµ = (0, 0, Bx3, 0), což odpov́ıdá analo-
gii našeho systému s jinou souřadnićı a znaménkem v A2 a A = 0 . V klasickém př́ıpadě má,
krom hamiltoniánu, čtyři IP: p2 , ten je shodný s naš́ı situaćı, dále p3−Bx2, což je př́ımá ana-
logie našeho Q3, p1, což odpov́ıdá analogii Q5 (pro nulové A) a konečně l1 + B

2
((x3)2−(x2)2,

což odpov́ıdá Q4. Z úvah v předchoźı podsekci v́ıme, že i pro A nenulové se v klasickém
př́ıpadě zachovaj́ı Q2−Q5 a Q1 bude odpov́ıdat klasický hamiltonián. V klasickém př́ıpadě
je hamiltonián kombinaćı ostatńıch čtyř IP a systém je maximálně superintegrabilńı, nebot’

obsahuje ještě daľśı IP, nepolynomiálńı v hybnostech. Jeho obdobu zde nelze dobře zanaly-
zovat, nev́ıme, zda existuje a jak vypadá pro nenulové W . Vrat’me se tedy k přesné klasické
obdobě našeho systému. Pro A = 0 se zachovává odpov́ıdaj́ıćı tvar Q6, tj. p1x

0 + x3. Pro
nenulové A se klasicky zachovává IP x3 + x0p3 − A

2
(x0)2(= x3 + x0p3 + Λ−

∫
A0dx

3):

{HK , x3 + x0p3 −
A

2
(x0)2} = 1

∂HK

∂p3

− x0∂H
K

∂x3
− 1p3 + Ax0 = 0. (4.43)

Ještě jsme se však nevyjádřili k tomu, do jaké kategorie z hlediska (super)integrability
systém spadá. Vid́ıme, že např. Q1, Q2 a Q5 jsou v involuci, systém je tedy integrabilńı.
Co se funkcionálńı nezávislosti týče, je třeba považovat čas za daľśı proměnnou. Tedy
vytvoř́ıme Jacobiho matici IP Q1 −Q6:

J = (4.44)

0 (γx1+p2)γ
√ 0 A p1√ γx1+p2√ p3√

0 0 0 0 0 1 0
0 0 γ 0 1 0 0
0 γx1 + p2 −γx2 − p1 0 −x2 x1 0
−A 0 0 0 0 0 1

−Ax0 + p3
x3(γx1+p2)γ

√ 0
√

+ Ax3 x3p1√
x3(γx1+p2√ x3p3√ + x0


∼

a převedeme na horńı trojúhelńıkový tvar:

∼



−A 0 0 0 0 0 1
0 γx1 + p2 −γx2 − p1 0 −x2 x1 0
0 0 γ 0 1 0 0
0 0 0 A 0 p2√ p3√

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0

 . (4.45)
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Hodnost je tedy 5, z množiny IP můžeme např. odstranit závislý Q1 a systém je maximálně
superintegrabilńı (neměli bychom to prohlašovat s jistotou, nebot’ máme časový IP, nyńı
ale uvid́ıme, že to pravda je). V klasickém př́ıpadě už o závislosti hamiltoniánu v́ıme, jeho
odstraněńım źıskáme opět pět nezávislých IP, již prob́ıraných tvar̊u, takže v tomto ohledu
je situace shodná. Nyńı se konečně pod́ıvejme na řešeńı systému. Uvedeme, pro úplnost
Hamiltonovy rovnice:

ẋ1 =
p1
√ , ẋ2 =

(p2 + γx1)
√ , ẋ3 =

p3
√ , ṗ1 = −p2 + γx1

√ γ (4.46)

(p2, p3 jsou triviálně vyjádřitelné z Qk). Řešeńı lze źıskat např. následovně: z Q5 vyjádř́ıme
p3. To dosad́ıme do Q6 a vyjádř́ıme x3 (pro které jsme takto źıskali kvadratickou rovnici.)
Nyńı můžeme např. prvńı Hamiltonovu rovnici vynásobit

√
a tu vyjádřit pomoćı Q1 za

dosazeńı již známého x3(x0). Výslednou rovnici zderivovat a zńı dosadit ṗ1 do čtvrté uve-
dené Hamiltonovy rovnice. Tak máme diferenciálńı rovnici v ńıž vystupuj́ı už pouze x1(x0)
a jeho derivace. Jej́ım vyřešeńım źıskáme x1(x0). To lze dosadit do Q4 do něhož zároveň
dosad́ıme za p1 z Q3. Máme algebraickou rovnici pro x2, kterou vyřeš́ıme. Výsledek do-
sad́ıme zpět do Q3 a źıskáváme p1. Konkrétńı výsledky uvedeme pouze po vyřešeńı x3(x0),
dále jsou již výpočty velice nepřehledné a špatně vyjádřitelné.

Vyjádř́ıme-li Q6 pomoćı Q1 a Q5, č́ımž źıskáme kvadratickou rovnici pro x3:

Q6 = x3Q1 + x0(Q5 + Ax0)− A

2

(
x2

0 + x2
3

)
⇔ (4.47)

x3(x0) =
Q1 ±

√
A2(x0)2 + 2AQ5x0 − 2AQ6 + (Q1)2

A
.

Když toto porovnáme s klasickým řešeńım (ẋ3k(x0) = p3 = Q5 +Ax0 ⇒ x3k(x0) = Q5x
0 +

A
2
(x0)2 + C), kde C je konstanta, nalézáme křivku velmi podobnou (4.47) se znaménkem

plus, pouze s t́ım rozd́ılem, že relativistická křivka je o něco špičatěǰśı. Minusová křivka se
(obecně) interpretuje jako křivka antičástice [18].

Systém 1.b

Druhý podpř́ıpad systému (4.29), který prostudujeme je situace, kdy W = γ2

2
(x3)2. V

klasickém př́ıpadě je to jeden ze dvou možných tvar̊u, kdy je př́ıpad B v článku [4]
pro již zmı́něné podmı́nky maximálně supeintegrabilńı. Q1 − Q4 z̊ustávaj́ı shodné, jak
jsme již probrali. V klasickém př́ıpadě přibývá daľśı IP, druhého řádu v hybnosti tvaru
p1l2− p2l1− γx1x2p3− x3(x2p1 + x1p2), který se v relativistickém př́ıpadě nezachovává. Je
však rozumným předpokladem, že i relativistický systém by mohl mı́t IP druhého řádu,
či př́ıpadně daľśı, ne-poincaréovské IP řádu prvńıho. Vı́me již, že ansatz (4.35) nám daľśı
nezávislé IP nepřinese. Zkusme do něj tedy pro tento př́ıpad přidat členy třet́ıho řádu:

Q̃ = Q+ p3
1f12 + p3

2f13 + p3
3f14 + p2

1p2f15 + p2
1p3f16 + p2

2p1f17 + p2
2p3f18+ (4.48)
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+p2
3p1f19 + p2

3p2f20, fk = fk(x
0, x1, x2, x3)

Ani pro tento př́ıpad ale nezávislé IP nenacháźıme.

Můžeme ještě vyzkoušet, jaká je situace ve frontálńı formě. Převedeme tedy systém do
frontálńı formy a máme (A2 z̊ustává shodné a A1 nulové )

Am =
γ2(xp − xm)2

8
= Ap, H =

1 + p2
1 + (p2 + γx1)2

4
(
pm − γ2(xp−xm)2

8

) +
γ2(xp − xm)2

8
(4.49)

Vyzkouš́ıme druhý řád v pi:

Q = p2
1F1 + p2

2F2 + p1p2F3 + p1F4 + p2F5 + F6, Fk = Fk(x
p, x1, x2, xm, pm) (4.50)

V takovémto př́ıpadě dostáváme sérii IP, z ńıž tři se shoduj́ı s Q2 − Q4. Kromě na prvńı
pohled závislých IP dostáváme ještě daľśı dva. Jeden z nich je funkćı pouze hybnost́ı a
souřadnic s indexy 1 a 2 (a tedy se zachovává ve shodné formě i v instantńı formě avšak je
v ńı závislý na ostatńıch). Druhý je složitěǰśı a v instantńı formě se nezachovává. Má tvar

QF
1 = − 16(p2

1 + p2
2)

(xm − xp)2γ2 − 16pm
− 32p2γx

1

(xm − xp)2γ2 − 16pm
+ (4.51)

+
(xm − xp)4γ4 − 64γ2(x1)2 − 256p2

m − 64

4(xm − xp)2γ2 − 64pm
.

Oba integrály zvlášt’ jsou nezávislé na Q2 − Q4, dohromady je ale jeden vždy závislý na
zbylých čtyřech, tedy opět máme pouze minimálně integrabilńı systém se čtyřmi nezávislými
IP. Upozorňujeme, že jsme mohli vybrat i jiný typ frontálńı formy, tj. zadefinovat xp po-
moćı jiné prostorové souřadnice, než x3, vybrali jsme tuto, abychom měli co nejjednodušš́ı
Ap, Am a zároveň nám z̊ustaly nějaké IP z instantńı formy. Je však pravdou, že kdybychom
zvolili xp = x0 +x2, byl by hamiltonián frontálńı formy IP. Zase bychom ale ztratili jiné IP.
Také je pro porovnáńı a přehlednost vhodněǰśı, budeme-li se v celém textu držet jednoho
typu každé formy.

Vrát́ıme se nyńı do instantńı formy a zkuśıme nalézt trajektorie: hamiltonián a Hamil-
tonovy rovnice budou

H =
√

1 + p2
1 + (p2 + γx1)2 + p2

3 +
γ2(x3)2

2
⇒ ẋ1 =

p1
√ , ẋ2 =

p2 + γx1

√ , (4.52)

ẋ3 =
p3
√ , ṗ1 = −(p2 + γx1)γ

√ , ṗ3 = −γ2x3.

Projdeme opět teoretické řešeńı. Do rovnice pro ẋ3 dosad́ıme za
√

= Q1 − γ2(x3)2

2
a

převedeme tak, aby p3 byla na pravé straně sama. Tuto rovnici zderivujeme a pak z ńı
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dosad́ıme za ṗ3 do posledńı rovnice. Výsledkem je diferenciálńı rovnice, kde figuruje už jen
x3(x0) a jeho derivace. Vyřešeńım tedy źıskáme x3(x0) a zpětným dosazeńım do rovnice
pro ẋ3 i p3(x0). Zbytek již dokážeme dořešit pomoćı IP: dosad́ıme již známé vztahy do Q1

a vyjádř́ıme z něho p1 pomoćı x1, toto dosad́ıme do Q3. Z výsledného vztahu lze vyjádřit
např. x1 pomoćı x2 a toto konečně dosadit do Q4 (přičemž p1 vyjadřujeme z Q2 v p̊uvodńım
tvaru). Z výsledné rovnice vyjádř́ıme x2(x0). Z jej́ı znalosti źıskáváme (pomoćı Q3) i p1(x0).
Zbývá už pouze x1(x0). To už jednoduše vyjádř́ıme z p̊uvodńıho tvaru Q4 po dosazeńı již
známých vztah̊u.

Ještě se pod́ıvejme, jak se řešeńı bude chovat ve frontálńı formě. Hamiltonovy rovnice
budou

ẋ1 =
p1

2
(
pm − (xp−xm)2γ2

16

) , ẋ2 =
p2 + x1γ

2
(
pm − (xp−xm)2γ2

16

) , (4.53)

ẋm = − 1 + p2
1 + (p2 + γx1)2

4
(
pm − (xp−xm)2γ2

16

)2 , ṗ1 = − γ(p2 + γx1)

2
(
pm − (xp−xm)2γ2

16

) ,
ṗm =

1 + p2
1 + (p2 + γx1)2

4
(
pm − (xp−xm)2γ2

16

)2

(xp − xm)γ2

8

Zač́ıt můžeme např. t́ım, že do Q4 dosad́ıme za x2 z Q3, č́ımž źıskáme vztah, v němž
vystupuj́ı pouze x1 a p1. Vyjádř́ıme jedno pomoćı druhého. Dále můžeme vydělit Hamil-
tonovu rovnici pro ẋ1 a ṗ1 a źıskat diferenciálńı rovnici, v ńıž opět vystupuj́ı pouze tyto
dvě veličiny a jejich derivace. Dosazeńım předchoźıho algebraického vyjádřeńı jednu z nic
eliminujeme a můžeme (teoreticky) rovnici vyřešit. Řekněme tedy, že jsme źıskali x1(xp).
Když nyńı použijeme Q4 a dosad́ıme za p1 z Q3 a již známé x1(xp), dokážeme vyjádřit
x2(xp) a pomoćı něho z Q3 i p1(xp). Jelikož již vše ostatńı známe, dokážeme konečně z
QF

1 vyjádřit pm pomoćı xm či naopak. Toto vyjádřeńı pak, spolu se všemi známými tra-
jektoriemi dosad́ıme do rovnice pro ẋm či ṗm a vyřeš́ıme. Pak se vrát́ıme k algebraickému
dosazeńı z QF

1 a źıskáme i posledńı veličinu.

4.2.2 Systém 2 a komentáře k př́ıbuzným systémům

Jako na daľśı systém prezentovaný v článćıch se pod́ıváme na magnetický monopól s
Coulombickým potenciálem. Ten je přirozeně/relativně jednoduše popsán v jiných než
kartézských souřadnićıch, konkrétně tzv. rotačně parabolických. Systém i se svými IP je
popsán v článku [3], pro souřadnice se použ́ıvaj́ı označeńı ξ, η, Φ (což jsou u nás ṕısmena
v tomto textu už obsazená, nicméně zde by nemělo docházet k nedorozuměńım). Transfor-
mace má tvar

x1 = ξη cos Φ, x2 = ξη sin Φ, x3 =
ξ2 − η2

2
, ξ, η ∈ (0,∞) Φ ∈ (−π, π〉, (4.54)
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a systém je

Aξ = 0 = Aη, AΦ = −bm(η2 − ξ2)

ξ2 + η2
, A0 =

ω

ξ2 + η2
+

2bm
(ξ2 + η2)2

, (4.55)

kde bm, ω jsou konstanty. Obecně je magnetický monopol s libovolným A0 závislým pouze
na ξ2 + η2(=

√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2) v klasickém př́ıpadě minimálně superintegrabilńı

systém [5], při konkrétńı volbě (4.55), kterou použ́ıváme je maximálně superintegrabilńı
[3].

Ke zkoumáńı potřebujeme i inverzi (4.54): druhou rovnici vyděĺıme prvńı a vyjádř́ıme Φ.
Umocněńım prvńı i druhé na druhou, jejich sečteńım lze vyjádřit ξ pomoćı η nebo naopak.
Dosazeńım tohoto do posledńı rovnice źıskáme kvadratickou rovnici pro druhou mocninu
př́ıslušné souřadnice, odmocněńım jej́ıho řešeńı (přičemž voĺıme to, které je kladné) źıskáme
vyjádřeńı prvńı mocniny. To znamená, že

Φ = arctan
x2

x1
⇒ ∂Φ

∂x1
= − x2

(x1)2 + (x2)2
,
∂Φ

∂x2
=

x1

(x1)2 + (x2)2
, (4.56)

η =

√√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − x3 ⇒ ∂η

∂x3
= −

√√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − x3

2
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2
,

∂η

∂xi
=

xi

2

(√√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2)− x3

√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2

) ,

ξ =

√√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + x3 ⇒ ∂ξ

∂x3
=

√√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + x3

2
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2
,

∂ξ

∂xi
=

xi

2

(√√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2) + x3

√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2

)
a pullback hybnosti (a obecného kovektoru, tedy i čtyřpotenciálu) bude po převedeńı výraz̊u
(4.56) do nových souřadnic

p1 = −sin Φ

ξη
pΦ +

cos Φ

ξ2 + η2
(ξpη + ηpξ), p2 =

cos Φ

ξη
pΦ +

sin Φ

ξ2 + η2
(ξpη + ηpξ), (4.57)

p3 =
ξpξ − ηpη
ξ2 + η2

, p0 = p0.

Můžeme tedy již vyjádřit hamiltonián (jelikož v́ıme, že časovou souřadnici neměńıme, stač́ı
nám jen přepsat p̊uvodńı instantńı hamiltonián do nových souřadnic, tj. vyjádřit v nich
sumu druhých mocnin p̊uvodńıch pj − Aj):

H =

√
1 +

(pξ − Aξ)2

ξ2 + η2
+

(pη − Aη)2

ξ2 + η2
+

(pΦ − AΦ)2

ξ2η2
+ A0(ξ, η,Φ), (4.58)
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který je, jak vid́ıme, zcela v souladu s jeho klasickým tvarem. Dále, pro účely poin-
caréovských IP ztransformujeme i ξµ. Jeho pushforward po úpravách je:

ξ0 = a0 + c01ξη cos Φ + c02ξη sin Φ + c03
ξ2 − η2

2
(4.59)

ξΦ = −
(
a1 + c01x

0 − c13
ξ2 − η2

2

)
sin Φ

ξη
+ c12 +

(
a2 + c02x

0 − c23
ξ2 − η2

2

)
cos Φ

ξη

ξξ = (a3 + c03x
0)

ξ

ξ2 + η2
+ η cos Φ

(
c13

2
+
c01x

0 + a1

ξ2 + η2

)
+ η sin Φ

(
c23

2
+
c02x

0 + a2

ξ2 + η2

)
ξη = −(a3 + c03x

0)
η

ξ2 + η2
− ξ cos Φ

(
c13

2
− c01x

0 + a1

ξ2 + η2

)
− ξ sin Φ

(
c23

2
− c02x

0 + a2

ξ2 + η2

)
Nyńı můžeme zcela klasicky spoč́ıtat Lieovu derivaci Fµν (po jeho transformaci). Výhodou
ponecháńı konstant a, c v (4.59) je to, že nalezené poincaréovské IP lze rychle převést do
kartézských souřadnic jednoduše z toho, že v́ıme, se kterými kartézskými IP jsou svázány.
Pak jen stač́ı převést funkce souřadnic do kartézských. Postup zde ale uvádět nebudeme,
nebot’ rovnice jsou poměrně komplikované a následuje stejně vysloveńı ansatz, které v sobě
př́ıpadné poincaréovské IP obsahuje:

Q = p2
ξa+ p2

ηb+ p2
Φc+ pξpηd+ pξpΦe+ pηpΦf + pξg + pηh+ pΦi+Hj + k, (4.60)

kde a−k jsou obecně funkce ξ, η,Φ, x0. Dostáváme pět nezávislých IP. Dále několik daľśıch
závislých, z ńıž uvád́ıme jen jeden, u kterého to neńı okamžitě vidět (Q̃6) jsou to

Q1 = H, Q2 = pΦ, (4.61)

Q3 = (pξη − pηξ) cos Φ +

(
pΦ
ξ2 − η2

ξη
− bm(ξ2 + η2)

ξη

)
sin Φ,

Q4 = (pξη − pηξ) sin Φ−
(
pΦ
ξ2 − η2

ξη
− bm(ξ2 + η2)

ξη

)
cos Φ,

Q5 = −(p2
ξη

2 + p2
ηξ

2)
sin(2Φ)

2
+ p2

Φ

(ξ2 − η2)2 cos Φ sin Φ

ξ2η2
+ pξpηξη sin(2Φ)+

+pξpΦ
(ξ2 − η2) cos(2Φ)

ξ
+ pηpΦ

(η2 − ξ2) cos(2Φ)

η
+

(
−pξ
ξ

+
pη
η

)
(ξ2 + η2)bm cos(2Φ)+

+pΦ
(η4 − ξ4)bm sin(2Φ)

η2ξ2
+
b2
m(ξ2 + η2)2 sin(2Φ)

2ξ2η2

Q̃6 = −
(p2
ξη

2 + p2
ηξ

2)

2
− p2

Φ(ξ4 + η4)

2ξ2η2
+ pξpηξη +

pΦbm(ξ4 − η4)

ξ2η2
− bm(ξ4 + η4)

2ξ2η2
.

Výsledky je třeba okomentovat. Předně – všechny IP jsou čistě prostorové, tedy systém je
jistě maximálně superintegrabilńı (integrabilitu zaručuje např. involuce Q1, Q2, Q3). Dále
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k IP samotným – porovnáme-li Q2, Q3, Q4 s (4.59) zjist́ıme, že jsou (stejně jako Q1) po-
incaréovské a odpov́ıdaj́ı c12, c13 a c23. V kartézských souřadnićıch jsou to tedy momenty
hybnosti a jsou shodné s klasickou situaćı. Porovnejme s klasickou situaćı ještě IP druhého
řádu: v klasickém př́ıpadě je pátým (v naš́ı notaci) IP X1 v článku [3], který je druhého
řádu, má členy s kvadráty všech hybnost́ı, člen s pΦ a člen konstantńı v hybnostech. To
je nejpodobněǰśı závislému Q̃6, i tam je ale jeden smı́̌sený člen. Žádný formou bližš́ı IP
však, ani mezi závislými IP nalezen nebyl. Dále se pod́ıvejme na řešeńı trajektoríı. Pro
ukázku uvedeme Hamiltonovy rovnice pro polohy, ve skutečnosti ale, jak v́ıme, nebudeme
(pro teoretický (!) postup) potřebovat ani všechny rovnice této skupiny:

H =

√√√√
1 +

p2
ξ + p2

η

ξ2 + η2
+

(
pΦ + bm(η2−ξ2)

η2+ξ2

)2

ξ2η2
+

ω

ξ2 + η2
+

2b2
m

(ξ2 + η2)2
⇒ (4.62)

ξ̇ =
pξ

(ξ2 + η2)
√ , η̇ =

pη
(ξ2 + η2)

√ , Φ̇ =
pΦ + bm(η2−ξ2)

η2+ξ2

ξ2η2√ . (4.63)

O tom, zda a jak je systém řešitelný neńı třeba spekulovat, nebot’ maximálńı superintegra-
bilita je zaručena. Zároveň jsou ale rovnice i IP dosti složité. Postup tedy nast́ıńıme jen v
hrubých rysech. Nejjednodušš́ı je patrně vźıt jednu z prvńıch Hamiltonových rovnic, např.
tu pro ξ̇ a dosadit z Q1 za jmenovatel. Pak na pravé straně zbývá krom ξ už jen pξ a η. Ty se
muśıme pokusit vyjádřit ze zbylých IP. Nejprve můžeme vyjádřit z Q3 cos(Φ) a dosadit do
Q4, odtud pak lze vyjádřit Φ pomoćı ξ, η, pξ, pη. Jednu z hybnost́ı pak vyjádř́ıme (pomoćı
již známého vyjádřeńı Φ) z Q5, druhou (s dosazeńım znalosti prvńı) z Q1. T́ım źıskáváme
rovnici, kde už je jen η a ξ, můžeme tedy η vyjádřit pomoćı ξ a dosadit do Hamiltonovy
rovnice. U pξ bude postup stejný jen s prohozeńı vyjadřováńı pξ a η. Dosazeńım źıskáme
diferenciálńı rovnici, v ńıž již vystupuje pouze ξ a jeho derivace. Jej́ı (teoretické) řešeńı
pak dosad́ıme do např. posledńıho vztahu, z něhož jsme vyjadřovali a reverzńım projet́ım
předchoźıho postupu źıskáme všechny ostatńı polohy a hybnosti.

Při studiu systému (a r̊uzných experiment̊u s ńım) byla nalezena dvě zaj́ımavá zjǐstěńı
týkaj́ıćı se širš́ıch skupin systémů př́ıbuzných studovanému. Prvńım je, že IP (4.61) se za-
chovávaj́ı a jsou nezávislé pro obecnou funkci A0 = A0(ξ2 + η2). Máme tedy celou tř́ıdu
maximálně superintegrabilńıch systémů, které v klasickém př́ıpadě (obecně) tuto vlastnost
patrně nemaj́ı.

Druhá zaj́ımavá skutečnost se týká obecné skupiny systémů tvaru

A0 = 0 = Aξ = Aη, AΦ = −bzξ
2η2

2
+

2bmξ
2

ξ2 + η2
− 2bnξ

2η2

ξ2 + η2
. (4.64)

o těch bylo zjǐstěno, že jsou, pro libovolnou kombinaci konstant bm, bn, bz (alespoň) inte-
grabilńı, nebot’ kromě Q1 = H a Q2 = pΦ zachovávaj́ı také

Q3 =
p2
ξ + p2

η

ξ2 + η2
+

p2
Φ

ξ2η2
− 4(bm − bnη2)

η2(ξ2 + η2)
pΦ + 2η2bzbn+ (4.65)
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+

ξ2η4b2z
2
− 4(bm − bnη2)

(
2η2(bm−bnη2)

(η2+ξ2)2
− η4bz−2η2bn+2bm

η2+ξ2

)
2η2

,

přičemž {Q1, Q2, Q3} jsou v involuci. V klasickém př́ıpadě se řeš́ı v článku [3] podobný
systém – stejné prostorové složky čtyřpotenciálu, ale netriviálńı A0, který je minimálně
superintegrabilńı.

4.2.3 Systémy typu 3

V této kapitole budeme studovat relativistickou obdobu př́ıpadu A.2. z článku [4]. Nejo-
becněǰśı tvar je

A0 =
Ω1Ω2

2S
(Sx1 − x2)2 +

U

2
(Sx1 − x2), A1 = 0 = A2, A3 = Ω2x

1 + Ω1x
2, (4.66)

kde Ωi, S a U jsou konstanty. V klasické situaci zde existuj́ı, krom hamiltoniánu, daľśı dva
IP druhého řádu v hybnostech a jeden prvńıho řadu (neńı j́ım p3, to je samozřejmě také
IP, ale již závislý na ostatńıch, které jsou, z hlediska klasifikace v článku podstatněǰśı). V
relativistické situaci vypočteme nejprve poincaréovské IP. Př́ıslušné rovnice jsou

a1S − a2 = 0, c12 = 0 = c30, c13S − c23 = 0, Ω2c23 − Ω1c13 = 0, (4.67)

Sc10 − c20 = 0, Sc10 + c20 = 0, Ω2c10 + Ω1c20 = 0,

kde jsou zahrnuty i možnosti, kdy některé parametry budou nulové (rovnice se neměńı).
Zjǐst’ujeme, že neńı žádná podmı́nka na a0 a a3, tedy aniž bychom museli něco dopoč́ıtávat,
v́ıme, že se zachovává hamiltonián a p3, jak již bylo vidět z tvaru čtyřpotenciálu. Dále
máme podmı́nku a1S − a2 = 0, k př́ıslušnému ξ vypočteme Λ. Z (3.5) máme

∂0Λ = 0 = ∂1Λ = ∂2Λ, ∂3Λ = Ω2 + SΩ1 ⇒ Λ = (Ω2 + SΩ1)x3, (4.68)

kde druhé dvě složky jsou nulové triviálně, v prvńı se odečetly dva výrazy shodné vlivem
ξ. To tedy znamená, že v obecném př́ıpadě z poincaréovských IP máme

Q1 = H, Q2 = p3, Q3 = p1 + Sp2 − (Ω2 + SΩ1)x3, (4.69)

což se plně shoduje s klasickým př́ıpadem. Posledńı tři rovnice nelze splnit zároveň bez
vynulováńı obou konstant c02, c01, nebot’ S 6= 0. Podmı́nky na c13, c23 by bylo možné splnit,
pokud by bylo S = Ω1

Ω2
, k tomu se ještě vrát́ıme.

Nyńı se pod́ıvejme, jak dopadnou daľśı IP, obecně druhého řádu. Vyzkouš́ıme ansatz (4.35).
Z něhož dostáváme, krom již nalezených Q1 − Q3 a jejich násobeńı Q2, dva IP druhého
řádu, které se však od klasických dvou značně lǐśı, byt’ několik společných rys̊u maj́ı –
stejnou druhou mocninu p1, resp. p3 a př́ıtomnost p3 v prvńı mocnině. V klasickém př́ıpadě
už se krom tohoto v IP vyskytuje jen funkce souřadnic, kdežto v našem př́ıpadě je

Q̃4 = p2
1 +
−p1p22S + (p1 + p2)2(SΩ1 + Ω2)x3 − p32Ω1S

2(x2 + x1)

S2 − 1
+ (4.70)
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+H
x1S2((Ω1Ω2x

1 + U)S − 2Ω1Ω2x
2) + S(Ω1Ω2(x2)2 − Sx2)

S2 − 1
+

1

4S2 − 4
(−(x1)2(Ω1Ω2x

1 + U)2S4 + 2x1x2(2Ω1Ω2x
1 + U)(Ω1Ω2x

1 + U)S3+

+S2((−6Ω2
2(x1x2)2 + 4(x2)2 − 4(x3)2)Ω2

1 − 6x2(Ux2 − 4/3)x1Ω1Ω2 −U2(x2)2 + 4Ω2
2(x1)2)+

+2Ω1Ω2(2Ω1Ω2x
1(x2)3 + U(x2)3 − 4(x3)2)S − Ω2

2(Ω2
1(x2)4 + 4(x3)2),

Q̃5 = p2
2 +

p1p22S − (p1 + p2)2(SΩ1 + Ω2)x3 + p32Ω1(x2 + x1)

S2 − 1
+

+H
−x1((Ω1Ω2x

1 + U)S − 2Ω1Ω2x
2)− (1/S)(Ω1Ω2(x2)2 − Sx2)

S2 − 1
+

+
1

4S2 − 4
(((Ω2

2(x1)4 + 4(x3)2)Ω2
1 + +2UΩ1Ω2(x1)3 + U2(x1)2)S4 + (−4Ω2

1Ω2
2(x1)3x2+

+(−6U(x1)2x2+8(x3)2)Ω2Ω1−2U2(x2)2)S3+((6Ω2
2(x1x2)2−4(x2)2)Ω2

1+6x2(Ux2−4/3)x1Ω1Ω2+

+(−4(x1)2 + 4(x3)2)Ω2
2 + U2(x2)2)S2 − 2Ω1Ω2(x2)3(2Ω1Ω2x

1 + U)S + Ω2
1Ω2

2(x2)4).

Byt’ to možná neńı z upraveného tvaru hned vidět, jsou samostatné funkce souřadnic tvaru
f(x1, x2, x3)+g(x1, x2, x3)S2 pro Q̃4 a −f(x1, x2, x3)−g(x1, x2, x3) pro Q̃5. Když ověřujeme
funkcionálńı závislost všech IP, zjǐst’ujeme, že hodnost Jacobiho matice je stále jen 3 (stejně,
jako bychom poč́ıtali jen poincaréovské IP). To je daľśı zásadńı rozd́ıl – v klasickém př́ıpadě
je systém kvadraticky minimálně superintegrabilńı (p3 lze nakombinovat z ostatńıch IP,
nebo jinak – jeden IP druhého řádu je závislý na zbytku), v relativistickém př́ıpadě je (v
rámci IP tvaru (4.35)) pouze integrabilńı, nebot’ Q1 −Q3 jsou v involuci.

Nyńı se pod́ıváme dva speciálńı př́ıpady. Prvńı př́ıpad jsme již nast́ınili, je to ten, kdy se
objevuje daľśı poicaréovský IP. Druhý je vybrán podle toho, co je maximálně integrabilńı
v klasickém př́ıpadě. Poznamenejme, že oba př́ıpady jsou konkrétńı realizace obecněǰśıho
tvaru S = C1

Ω1

Ω2
+C2

Ω2

Ω1
, kde Ci jsou konstanty. Proto bylo vyzkoušeno, zda v relativistickém

př́ıpadě nenalezneme nějakou kombinaci konstant, při které by se objevily nové nezávislé
IP. Krom př́ıpadu 3.a se tak nestalo. (Neznamená to ale, že nutně neexistuj́ı, pouze to,
že nemaj́ı tvar (4.35), nalezly se pouze dva IP druhého řádu, závislé na ostatńıch (patrně
analogické 4.70)).

Systém 3.a

Jak již bylo upozorněno, źıskáváme pro S = Ω1

Ω2
daľśı IP. Na tuto situaci je poukazováno

též v článku [4]. Jeho tvar je v obou př́ıpadech

Q4 = p3x
1 − p1x

3 +
Ω1

Ω2

(p3x
2 − x3p2) +

(Ω2
1 + Ω2

2)(x3)2 − (Ω2x
1 + Ω1x

2)2

2Ω2

. (4.71)

Zároveň je v článku poznámka, že tento systém přecháźı vhodnou rotaćı souřadnic na
jednu z forem systému B v článku, a to tu, kterou jsme zde studovali jako systém 1.b
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(pro γ =
√

Ω2
1 + Ω2

2). V klasickém př́ıpadě zmı́něný daľśı IP prvńıho řádu udělá systém
maximálně integrabilńı. V našem př́ıpadě ho přidáme ke Q1 −Q3, na kterých je nezávislý
, a źıskáme minimálně integrabilńı systém, což je i stav našeho systému 1.b. Aby byly
výsledky konsistentńı (tj. stejné jako u 1.b), neměl by se tedy již žádný daľśı nezávislý IP
objevit ani v druhém řádu v hybnosti. Skutečně, vysloveńım ansatz (4.35) źıskáváme krom
p3 násobk̊u jiných IP pouze jeden IP druhého řádu (jakousi kombinaci Q̃4, Q̃5), který je na
ostatńıch závislý. Źıskáváme tak minimálně superintegrabilńı systém.

Systém 3.b

Daľśı rozebraný podpř́ıpad bude ten, kdy S = −Ω2

Ω1
. Tento je v článku [4] rozebrán, nebot’

zde lze výrazně zjednodušit A0 a źıskat tvar

A0 = −(Ω2x
1 + Ω1x

2)2

2
, A1 = 0 = A2, A3 = Ω2x

1 + Ω1x
2., (4.72)

V klasickém př́ıpadě má systém (mimo jiné) dva IP prvńıho řádu, plus hamiltonián, v rela-
tivistickém př́ıpadě budeme ve shodné situaci, tedy jen uprav́ıme Q3, který se zjednodušuje
na

Q3 = p1 −
Ω2

Ω1

p2. (4.73)

A máme stále (alespoň) integrabilńı systém. Dále v klasickém př́ıpadě existuje dostatek
nezávislých IP druhého řádu, aby byl systém maximálně integrabilńı. Pod́ıvejme se tedy
opět, co nám dá ansatz (4.35): dostaneme dva daľśı IP, které jsou druhého řádu. Opět však
zjǐst’ujeme, že jsou na ostatńıch IP závislé. Systém tedy z̊ustává v rámci IP druhého řádu
pouze integrabilńı. Pro úplnost uvád́ıme tvar závislých IP (jde o analogie IP druhého řádu
z obecné podoby systému (4.70), tedy je i stejně označ́ıme):

Q̃4 = p2
1 −

2p1p2Ω1Ω2

Ω2
1 − Ω2

2

+
2p3(Ω1Ω2

2x
2 + Ω2

2x
1)

Ω2
1 − Ω2

2

+ (4.74)

+H
Ω4

2(x1)2 + Ω1Ω2
2x

2(Ω1x
2 + 2Ω2x

1)

Ω2
1 − Ω2

2

+
1

4Ω2
1 − 4Ω2

2

(Ω4
2(x1)2(Ω2

2(x1)2 − 4)+

+Ω1Ω2
2x

2(Ω1x
2 + 2Ω2x

1)(Ω2
1(x2)2 + 2Ω1Ω2x

1x2 + 2Ω2
2(x1)2 − 4)),

Q̃5 = p2
2 +

2p1p2Ω1Ω2

Ω2
1 − Ω2

2

− p3(2Ω3
1x

2 + 2x1Ω2Ω2
1)

Ω2
1 − Ω2

2

−

−H (x1)2Ω2
1Ω2

2 + Ω1Ω2x
2(Ω1x

2 + Ω2x
1)

Ω2
1 − Ω2

2

− 1

4Ω2
1 − 4Ω2

2

(Ω2
2Ω2

1(x1)2(Ω2
2(x1)2 − 4)+

+Ω3
1x

2(Ω1x
2 + 2Ω2x

1)(Ω2
1(x2)2 + 2Ω1Ω2x

1x2 + 2Ω2
2(x1)2 − 4)).

Ani třet́ı řád (4.48) nepřináš́ı nic nového – konkrétně objevuje se daľśı IP, jež je ale závislý:

Q̃6 = p3
1 −

p3
2Ω3

2

Ω3
1

− 3p2
1p

2Ω2

Ω1

+
3p2

2p1Ω2
2

Ω2
1

. (4.75)
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Opět nepomáhá ani frontálńı forma, zde se zachovává (z nezávislých IP)

QF
1 = HF , QF

2 = pm, Q
F
3 = p1 −

Ω2

Ω1

p2. (4.76)

Poissonovy závorky viditelně nepřinášej́ı nic nového ani v jedné z forem. Přes všechny po-
kusy tedy z̊ustáváme pouze u (alespoň) integrabilńıho systému.

Hamiltonián a Hamiltonovy rovnice jsou

H =
√

1 + p2
1 + p2

2 + (p3 − Ω2x1 − Ω1x2)2 − (Ω2x
1 + Ω1x

2)2

2
⇒ (4.77)

ẋ1 =
p1
√ , ẋ2 =

p2
√ , ẋ3 =

p3 − Ω2x
1 − Ω1x

2

√ ,

ṗ1 =
p3 − Ω2x

1 − Ω1x
2

√ Ω2+(Ω2x
1+Ω1x

2)Ω2, ṗ2 =
p3 − Ω2x

1 − Ω1x
2

√ Ω1+(Ω2x
1+Ω1x

2)Ω1.

Nast́ıńıme řešeńı: vid́ıme, že integraćı budeme muset źıskat x3, jednu z pi a jednu z xi.
Nejjednodušš́ı tedy patrně bude vyjádřit z Q1 člen Ω2x

1 + Ω1x
2 pomoćı p1, p2. p2 pak ještě

vyjádř́ıme pomoćı p1 z Q3 a vše dosad́ıme do rovnice pro ṗ1 (
√

vyjadřujeme také z Q1).

T́ım máme diferenciálńı rovnici už jen pro p1(x0). Jej́ım vyřešeńım źıskáme z Q3 i p2(x0).
Dále můžeme např. opětovně zderivovat p1(x0) a Hamiltonovy rovnice pro ṗ1 vyjádřit x2

(pomoćı x1) to pak, spolu s p1(x0) dosadit do rovnice pro ẋ1, kde
√

opět vyjadřujeme z Q1.

Vyřešeńım źıskáváme x1(x0). Dosazeńım všech známých předpis̊u do Q1 můžeme vyjádřit
i x2(x0). Dosazeńım všeho známého do Hamiltonovy rovnice pro ẋ3 a jej́ım vyřešeńım
konečně źıskáme i x3(x0). Řešeńı ve frontálńı formě tentokrát rozeb́ırat nebudeme. Jelikož
všechny IP jsou i v ńı prostorové a hamiltonián je jedńım z nich, byl by postup velice
podobný.

4.2.4 Systémy typu 4.a, 4.b a konkrétńı př́ıklad

V článku [6] se řeš́ı dvě skupiny systémů, které jsou v klasickém př́ıpadě integrabilńı. Na
str. 18/19 je pak seznam konkrétńıch systémů těchto tvar̊u, které jsou minimálně superinte-
grabilńı (obecně, při speciálńıch volbách parametr̊u a pod. mohou mı́t maximálně superin-
tegrabilńı). Zde okomentujeme tyto situace. Budeme u porovnáváńı klasických IP použ́ıvat
notace článku – veličiny s indexem A znač́ı připočteńı př́ıslušné složky tř́ıpotenciálu, tj.
např. pA1 = p1 + A1 = p1 − A1, značka ... znač́ı v hybnostech konstantńı funkci.

Typ 4.a

Prvńı skupina má tvar

A1 = 0 = A2, A3 = u2(x1)− u1(x2), (4.78)
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A0 = V1(x1) + V2(x2)− 1

2
(u1(x2)− u2(x1))2.

V klasickém př́ıpadě se přirozeně zachovává hamiltonián a dva daľśı IP: p2
1 − 2(u2(x1)p3 −

V1(x1)) a p2
2 + 2(u1(x2)p3 + V2(x2)), a to pro libovolnou volbu funkćı v (4.78). Dále se

zachovává p3, ten je ale závislý na ostatńıch. V relativistickém př́ıpadě je ale situace jiná:
prvńı jmenovaný integrál druhého řádu by se zachovával pokud

(u1(x2)− u2(x1))u′2(x1) + V ′1(x1)⇒ V1(x1) =
u2

2(x1)

2
− u1(x2)u2(x1) + c1 (4.79)

a druhý pokud

(u1(x2)− u2(x1))u′1(x2)− V ′2(x2)⇒ V2(x2) =
u2

1(x2)

2
− u1(x2)u2(x1) + c2, (4.80)

kde Ci jsou konstanty. To mimochodem znamená, že kdybychom chtěli zachovat oba, vy-
nulovalo by se A0. Žádný z klasicky superintegrabilńıch systémů tohoto tvaru nesplňuje
(4.79) ani (4.80). T́ım jsme tedy sice našli dvě relativistické integrabilńı skupiny (plus jejich
pr̊unik s nulovým A0), avšak podstatně jiné (specifičtěǰśı), než klasická situace.

Máme-li se držet obecného předpisu (4.78), nezdá se, ani při vyzkoušeńı konkrétńıch
př́ıpad̊u, že by existovaly nějaké analogie klasických IP, které by se zachovávaly pro všechny
systémy tvaru (4.78). Někdy se objevuj́ı jiné IP, např. u systému a) z prvńı skupiny v
článku:

u2(x1) =
a

b
ebx2 , u1(x2) = cx1, V1(x1) =

c2(x1)2

2
, V2(x2) = awebx

2

, (4.81)

který má klasicky čtvrtý nezávislý IP tvaru pA1 p
A
3 + ... existuje v relativistickém př́ıpadě

třet́ı nezávislý IP (a v involuci s H a p3)

Q3 = p2
1 + p2

2 − 2p3A3 +HA0 + F (x1, x2). (4.82)

Ten ale neńı automaticky zachován (a nezávislý) pro všechny systémy této tř́ıdy. Obecně
tedy systémy této tř́ıdy nejsou v relativistickém př́ıpadě ani integrabilńı. Proto se touto
skupinou nebudeme v́ıce zabývat.

Typ 4.b

Druhý př́ıpad je podstatně nadějněǰśı. Má tvar

A1 = 0, A2 = −u3(x1), A3 = u2(x1), A0 = V1(x1)− 1

2
(u2

3(x1) + u2
2(x1)) (4.83)

a v klasickém př́ıpadě zachovává hamiltonián, p2 a p3. Okamžitě je vidět, že je to tak i
v relativistickém př́ıpadě. Máme tedy obecně integrabilńı systém. Můžeme se pod́ıvat na
klasicky superintegrabilńı př́ıpady. Na str. 19 v [6] jsou uvedeny čtyři a zjǐst’ujeme, že čtvrté
IP, vykazuj́ıćı jisté podobnosti s klasickými, existuj́ı i v relativistickém př́ıpadě. Ukazuje se
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však, že jsou závislé na ostatńıch, systémy tedy z̊ustávaj́ı pouze integrabilńı. Uvedeme tento
seznam a porovnáńı čtvrtých IP. Relativistické znač́ıme Q̃4, klasické X. Pořad́ı odpov́ıdá
tomu v článku

u3(x1) = 0, u2(x1) =
a

b
ebx

1

, V (x1) = wx1 + cebx
1

: (4.84)

Q̃4 = p2
1 − 2p3A3 + 2HA0 + f(x1), X = pA1 p

A
2 − bp3l

A
1 + ..,

u3(x1) = 0, u2(x1) = a(x1)b−2, V (x1) = a(b− 2)c(x1)b−2 +
w

(x1)2
: (4.85)

Q̃4 = p2
1 − 2p3A3 + 2HA0 + f(x1), X = pA1 l

A
3 − bpA3 lA1 + ...

u3(x1) = 0, u2(x1) = a ln(| x1 |), V (x1) = b ln(| x1 |) +
w

(x1)2
: (4.86)

Q̃4 = p2
1 − 2p3A3 + 2HA0 + f(x1), X = 2pA1 l

A
3 − pA3 lA1 + ...

u2(x1) = 0, u3(x1) =
a

2(x1)2
, V (x1) = −ab ln | x1 |

(x1)2
+

w

(x1)2
: (4.87)

Q̃4 = p2
1 − 2p2A2 + 2HA0 + g(x1), X = pA1 l

A
2 + ...,

přičemž a, b, c, w jsou konstanty, f(x1), g(x1) znamenaj́ı konkrétńı výrazy (u každého IP
jiný), podobně jako ..., pomoćı kterého jsou IP zapsány v článku. Je vidět, že čtvrté IP
jsou všechny shodného tvaru, patrně lze tedy shodně vyjádřit i f(x1), g(x1). Skutečně,
vyjádř́ıme-li pro typ (4.80) s u3(x1) = 0 časový vývoj IP tvaru př́ıslušného Q̃4, dostáváme
po úpravě jediný člen, který se vynuluje pro:

u2(x1)

(
−u

2
2(x1)

2
+ V (x1) + 1

)
u′2(x1) +

(
u2

2(x1)

2
− V (x1)

)
V ′(x1)− f ′(x1) = 0⇒

f(x1) = V (x1)u2
2(x1)− V 2(x1)− u4

2(x1)

4
+ u2

2(x1) + C. (4.88)

Pro typ, kde u2(x1) = 0 a Q̃4 tvaru v posledńım řádku (4.84) máme zcela shodnou rovnici,
jen vyměńıme u3 za u2. Tedy v tomto př́ıpadě

g(x1) = V (x1)u2
3(x1)− V 2(x1)− u4

3(x1)

4
+ u2

3(x1) + C. (4.89)

Nyńı zvoĺıme jeden z konkrétńıch př́ıpad̊u a prostudujeme ho d̊ukladněji. Bude to prvńı
varianta (4.84). Nejprve zkuśıme, zda nám ansatz třet́ıho řádu (4.48) nepřinese daľśı IP.
Zjǐst’ujeme však, že kromě kombinaćı Q2, Q3 nic nedostáváme. Ani Poissonovy závorky
neplod́ı nic nového – viditelně jsou všechny nulové. Ještě prostudujeme, jak vypadá systém
ve frontálńı formě. Zde nalézáme opět pouze tři IP a to

QF
1 = HF , QF

2 = p2, Q
F
3 = pm. (4.90)

71



Vrát́ıme se tedy k formě instantńı a pokuśıme se systém vyřešit (z̊ustáváme u konkrétńıho
systému, je ale jasné, že postup bude pro celou skupinu analogický). Hamiltonián má tvar

H =

√
1 + p2

1 + p2
2 +

(
p3 −

a

b
ebx1
)2

+ wx1 + cebx
1 − a2e2bx1

2b2
⇒ (4.91)

ẋ1 =
p1
√ , ẋ2 =

p2
√ , ẋ3 =

p3 − a
b
ebx

1

√ , ṗ1 = −
p3 − a

b
ebx

1

√ aebx
1 − w − bcebx1 +

a2e2bx1

b
.

Nejprve vynásob́ıme prvńı rovnici
√

, kterou vyjádř́ıme z Q1 a výslednou rovnici zderivu-
jeme. Z ńı pak dosad́ıme za ṗ1 do čtvrté Hamiltonovy rovnice. T́ım máme diferenciálńı
rovnici, kde vystupuje pouze x1 a jeho derivace. Řešeńı této rovnice dosad́ıme do druhé
a třet́ı Hamiltonovy rovnice (s

√
opět vyjádřenou z Q1) a ty vyřeš́ıme. Všechny známé

vztahy pak dosad́ıme do Q1 a z něho vyjádř́ıme p1(x0), která posledńı zbývala.

4.3 Některé tř́ıdy integrabilńıch relativistických systémů

a jejich speciálńı superintegrabilńı př́ıpady

Přesto, že množstv́ı systémů studovaných v článćıch [3, 4, 5, 6] je značné, jedná se vždy
o systémy stacionárńı (ani obecně nejsou nestacionárńı klasické systémy studovány př́ılǐs
často), což je v jistém smyslu omezuj́ıćı (i vzhledem k tomu, že i články [1,7] se sta-
cionárńımi systémy téměř nezabývaj́ı). V této podkapitole využijeme frontálńı kalibraci k
nalezeńı některých tř́ıd integrabilńıch systémů a pokuśıme se i naj́ıt a prostudovat jejich
speciálńı superintegrabilńı př́ıpady.

Možnost́ı, jak tyto tř́ıdy naj́ıt je př́ımo požadovat tři konkrétńı IP v involuci, přičemž
logické je zač́ıt s poincaréovskými IP (jsou poměrně jednoduché a jejich zachováńı má jas-
nou interpretaci). Poincaréovské IP ve frontálńı formě lze dle tvaru rozdělit do několika
skupin. Snahou tedy bylo vybrat množinu tř́ı IP pokud možno z v́ıce r̊uzných tvar̊u (např.
požadavek zachováńı všech tř́ı hybnost́ı vede pouze na nulové pole). Vezmeme-li obvyklou
už́ıvanou bázi poincaréovských IP ve frontálńı formě, nalezneme čtyři takové základńı tro-
jice. U třech (sekce 4.3.1, 2 a 4) je involuce automatická (př́ıpadně vyplývá z požadavku na
zachováńı trojice), u jedné (sekce 4.3.3) ji naopak vynutit nelze, přesto ji zde, pro úplnost a
jej́ı relativńı zaj́ımavost, uvedeme. Dále už je jen třeba určit podmı́nky zachováńı těchto IP
a vyřešit z nich tvar čtyřpotenciálu. U dvou tř́ıd dokonce zjǐst’ujeme, že automaticky maj́ı
daľśı IP, čińıćı je (alespoň) minimálně superintegrabilńımi. Vycháźıme přitom z rovnice
časového vývoje (2.41), nikoli z podmı́nky nulovosti Lieovy derivace tenzoru elektromag-
netického pole, nebot’ rovnice (2.41) obsahuje už př́ımo čtyřpotenciál (obsažený v H), č́ımž
je zaručeno splněńı bezzdrojových Maxwellových rovnic (nalezeńı adekvátńıch zdroj̊u je
poněkud odlǐsnou úlohou, kterou se zde zabývat nebudeme), u podmı́nky (3.6) bychom
museli tyto požadavky přidat. Drobnou nevýhodou postupu je, že u výsledk̊u je třeba
prověřit, zda nejsou některé členy čistě kalibračńı.
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Ještě poznamenejme, že v př́ıpadě prvńı tř́ıdy se podařilo naj́ıt dokonce maximálně su-
perintegrabilńı, netriviálńı (speciálńı) př́ıpad. Nebyla však prováděna souvislá klasifikace.
To, že u jiných tř́ıd neuvád́ıme př́ıpady s v́ıce IP jistě neznamená, že neexistuj́ı.

4.3.1 Systémy zachovávaj́ıćı p2, pm a 2x1pm + xpp1, systém 5

IP této tř́ıdy jsou v involuci automaticky, nemuśıme tedy přidávat žádný dodatečný požadavek.
Pokud se IP (ozn. Q1, Q2, Q3 v pořad́ı z nadpisu a v daľśıch tř́ıdách shodně) zachovávaj́ı,
je systém integrabilńı. Zcela analogická ve všech kroćıch by byla tř́ıda, ve které v IP v nad-
pisu zaměńıme p1 a p2 (nebudeme ji tedy diskutovat zvlášt’). Abychom systémy zkonstru-
ovali, stač́ı nám vyřešit kombinaci podmı́nek plynoućıch ze zachováńı jednotlivých veličin.
Ze zachováńı p2, pm okamžitě plyne nezávislost Aµ na x2 a xm. Podmı́nka na zachováńı
2x1pm + xpp1 je

0 = 2pm
∂H

∂p1

− 2x1 ∂H

∂xm
− xp ∂H

∂x1
− p1. (4.92)

Druhý člen d́ıky předchoźımu vymiźı, tedy zbude

0 = pm
p1 − A1

pm − Am
− p1− (4.93)

−xp
(
− p1 − A1

4(pm − Am)

∂A1

∂x1
− p2 − A2

4(pm − Am)

∂A2

∂x1
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂x1

+
∂Ap
∂x1

)
⇔

⇔ Am + xp
∂A1

∂x1
= 0 ∧ ∂A2

∂x1
= 0 ∧ ∂Am

∂x1
= 0 ∧ A1 + xp

∂Ap
∂x1

= 0.

Soustavu vyřeš́ıme jako

A2 = A2(xp), Am =
−xpf1(xp)

2
, A1 = f1(xp)x1 + f2(xp), (4.94)

Ap = −f1(xp)(x1)2

2xp
− f2(xp)x1

xp
+ f3(xp).

Podstatné nyńı je, zda některé funkce nejsou pouze záležitost́ı kalibrace. Skutečně, po
převedeńı do instantńı formy vid́ıme, že čistě kalibračńı člen je f3(xp), dále ho tedy bu-
deme vypouštět.

Zaj́ımavé na této tř́ıdě je to, že ač ji tvoř́ı obecně značně netriviálńı systémy, je v plné
obecnosti (alespoň) minimálně superintegrabilńı. Použit́ım ansatz (4.50) nalézáme čtvrtý
nezávislý IP, někdy vyjádřitelný pouze v integrálńım tvaru:

Q4 = p1x
p

∫
1

(xp)2(pm + F1(xp))
dxp +

∫
F2(xp)

pm + F1(xp)
dxp+ (4.95)
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+
2x1

xp

(∫
1

(xp)2(pm + F1(xp))
dxp + 1

)
, kde f1(xp) =

2F1(xp)

xp
, f2(xp) = −xpF2(xp).

Přeznačeńı funkćı z (4.94) je použito kv̊uli elegantněǰśımu zápisu.

Existuj́ı i situace, kdy je k dispozici pátý nezávislý IP, tyto nalezené situace však právě
odpov́ıdaj́ı př́ıpadu, kdy Q4 z̊ustane v integrálńım tvaru. Zd̊urazňujeme, že se rozhodně ne-
jedná o plnou klasifikaci. Zdá se, že tř́ıda by mohla mı́t v́ıce maximálně superintegrabilńıch
podpř́ıpad̊u. Zde se pod́ıváme na tu maximálně superintegrabilńı situaci, kdy

A2 = 0, f1(xp) =
2 sin(xp)

xp
∨ 2 cos(xp)

xp
, (4.96)

kde konstanta je zde jen kv̊uli elegantněǰśımu tvaru daľśıho, nezávislého IP, který v této
situaci máme. Ten má tvar

Q5 = arctan

(
pm tan(x

p

2
) + 1√

p2
m − 1

)
p2 + x2

√
p2
m − 1 ∨ (4.97)

arctan

(
(pm − 1) tan(x

p

2
)√

p2
m − 1

)
p2 + x2

√
p2
m − 1.

a je na ostatńıch nezávislý. Tento integrál, zdá se, je pro tuto volbu funkćı specifický. Prvńı
možnost prostudujeme pečlivěji. Zároveň t́ım dokážeme, že se skutečně jedná o maximálně
superintegrabilńı systém – hned tři z našich IP jsou časové, proto na tyto soudy muśıme
opatrně.

Systém 5

Nejprve systém pro ilustraci převedeme do instantńı formy. Zde máme

A0 = −sin(x0 + x3)(x1)2

(x0 + x3)2
− f2(x0 + x3)x1

x0 + x3
− sin(x0 + x3), A2 = 0, (4.98)

A1 =
2 sin(x0 + x3)x1

x0 + x3
+f2(x0+x3), A3 = −sin(x0 + x3)(x1)2

(x0 + x3)2
−f2(x0 + x3)x1

x0 + x3
+sin(x0+x3).

Přirozeně se nab́ıźı otázka, zda nelze v instantńı formě źıskat výhodněǰśı tvar IP. Je sice
možné, že bychom se dokázali zbavit integrálu, protože by se pod ńım třeba objevila
vhodněǰśı funkce. Nicméně co se komplikovanosti tvar̊u IP týče, mohl by být naopak větš́ı.
V instantńı formě je komplikovaněǰśı Aµ, už pro ansatz tvaru (4.35) je př́ıslušná soustava
velmi komplikovaná. Nezdá se nav́ıc př́ılǐs pravděpodobné, že bychom dostali všechny in-
tegrály, vzhledem k tomu, jak komplikovaný tvar IP maj́ı ve frontálńı formě.

Ve frontálńı formě se integrálu nedař́ı zbavit, z Poissonových závorek sice źıskáme jiné
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tvary IP, žádná nás však nezbav́ı integrálu. Pokusme se alespoň teoreticky vyřešit Hamil-
tonovy rovnice. Ty jsou

H =
1 +

(
p1 − 2 sin(xp)x1

xp
− f2(xp)

)2

+ p2
2

4(pm + sin(xp))
− sin(xp)(x1)2

(xp)2
− f2(xp)x1

xp
(4.99)

ẋ1 =
p1 − 2 sin(xp)x1

xp
− f2(xp)

2(pm + sin(xp))
, ẋm = −

1 +
(
p1 − 2 sin(xp)x1

xp
− f2(xp)

)2

+ p2
2

4(pm + sin(xp))2
,

ẋ2 =
p2

2(pm + sin(xp))
, ṗ1 =

p1 − 2 sin(xp)x1

xp
− f2(xp)

2(pm + sin(xp))

2 sin(xp)

xp
+

2 sin(xp)x1

(xp)2
+
f2(xp)

xp
.

Možný postup je např. následuj́ıćı: z Q5 vyjádř́ıme rovnou x2(xp) (v́ıme, že p2 a pm jsou
IP)

x2(xp) =

Q5 − arctan

(
Q2 tan(x

p

2
)+1√

Q2
2−1

)
Q1√

Q2
2 − 1

(4.100)

Dále si označ́ıme integrály v Q4 jako Ii, tj. Q4 = p1x
pI1 + I2 + 2x1

xp
I1 a formálně vyjádř́ıme

např. p1. Po dosazeńı vztahu do Q3 dokážeme již vyjádřit x1. Zpětným dosazeńım do
vyjádřeńı p1 z Q3 pak i ji:

x1(xp) =
Q3 − Q4

I1
+ I2

I1
+ 2x1

xp

2Q2

, p1(xp) =
Q3

2Q2

−
Q3 − Q4

I1
+ I2

I1
+ 2x1

xp

2Q2

, (4.101)

Pouze xm(xp) je třeba źıskat vyřešeńım př́ıslušné Hamiltonovy rovnice pro ẋm, do ńıž
jen dosad́ıme známé vztahy. Samozřejmě bylo možné postupovat v́ıce přes Hamiltonovy
rovnice, vždy bychom se však patrně opět dostali k integrál̊um, které lze (při nejlepš́ım)
pouze aproximovat (př́ıpadně vyjádřit řadou).

4.3.2 Systémy zachovávaj́ıćı H, p2 a 2x1H + xmp1

Druhá tř́ıda sice vypadá v jistém smyslu podobně jako prvńı (prohozeńı xp, xm a pp, pm),
výsledky se však poněkud lǐśı. Involuce vyplývá ze zachováńı celé trojice. Pod́ıvejme se na
podmı́nky: z prvńıch dvou IP v́ıme, že Aµ nezáviśı na xp a x2. Studujme tedy podmı́nky
zachováńı 2x1H + xmp1. Požadujeme

0 = 2H
∂H

∂p1

+ p1
∂H

∂pm
− xm ∂H

∂x1
− 2x1 ∂H

∂xp
, (4.102)

vlivem podmı́nek na zachováńı na H se ale posledńı člen vynuluje a po úpravě zbývá

0 = − A1

pm − Am

(
(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)
+ Ap

)
− (4.103)
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−xm
(
− p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂x1
− p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂x1
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂x1

+
∂Ap

∂x1

)
⇔

⇔ A1 + xm
∂Am
∂x1

= 0, ∧ ∂A1

∂x1
= 0, ∧ ∂A2

∂x1
= 0, ∧ ∂Ap

∂x1
= 0,∧ ApA1 = 0

což se, d́ıky posledńı podmı́nce rozpadne na dvě možnosti – prvńı

A1 = A1(xm), A2 = A2(xm), Ap = 0, Am = f(xm)− x1

xm
A1 (4.104)

a druhou

Ap = Ap(x
m), Am = Am(xm), A2 = A2(xm), A1 = 0. (4.105)

U prvńı skupiny je čistě kalibračńım členem f(xm), v druhé skupině pak Am(xm). Dále je
proto již nebudeme uvažovat (resp. voĺıme je bez ujmi na obecnosti nulové).

Stejně jako prvńı tř́ıda je i tato automaticky minimálně superintegrabilńı. Čtvrtým, nezávislým
IP je

Q4 = p1 +

∫
A1(xm)

xm
dxm, (4.106)

což je zjevně poincaréovský IP (pro druhou skupinu (4.105) př́ımo p1). To znamená, že
zde nezávislá skupina poincaréovských IP, zachovávaj́ıćıch se současně, implikuje rovnou
zachováńı daľśıho nezávislého poincaréovského integrálu.

4.3.3 Systémy zachovávaj́ıćı H, p1x
2 − p2x1 a xpH − xmpm

Zde je involuce automatická u prvńıch dvou IP. K involuci třet́ıho z prvńımi dvěma se ještě
vrát́ıme. Nejprve se vyjádř́ıme k podmı́nkám zachováńı jednotlivých IP. Z prvńıho máme
nezávislost Aµ na xp. Z druhého

0 = p1
∂H

∂p2

− p2
∂H

∂p1

− x2 ∂H

∂x1
+ x1 ∂H

∂x2
= − p1A2

2(pm − Am)
+

p2A1

2(pm − Am)
− (4.107)

−x2

(
− p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂x1
− p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂x1
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂x1

+
∂Ap
∂x1

)
+

+x1

(
− p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂x2
− p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂x2
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂x2

+
∂Ap
∂x2

)
⇔

⇔ −x2∂Am
∂x1

+ x1∂Am
∂x2

= 0 ∧ − A2 + x2∂A1

∂x1
− x1∂A1

∂x2

∧ A1 + x2∂A2

∂x1
− x1∂A2

∂x2
∧ − x2∂Ap

∂x1
+ x1∂Ap

∂x2
,
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kde při úpravě rovnice se odečetly dva shodné členy z prvńıch dvou výraz̊u. Dále jsme
porovnávali koeficienty r̊uzných mocnin pi dělené r̊uznými mocninami pm−Am. Podmı́nka
na zachováńı xpH − xmpm je

0 = −pm
∂H

∂pm
+ xm

∂H

∂xm
−H − xp ∂H

∂xp
. (4.108)

Posledńı člen ale vymiźı, pokud budeme předpokládat zachováńı H. Zbude tak

pm
(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2
− (p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)
− Ap+ (4.109)

+xm
(
− p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂xm
− p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂xm
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂xm

+
∂Ap
∂xm

)
−

⇔ ∂A1

∂xm
= 0 ∧ ∂A2

∂xm
= 0 ∧ Am + xm

∂Am
∂xm

= 0 ∧ − Ap + xm
∂Ap
∂xm

= 0,

kde v druhé rovnosti od pm násob́ıćı prvńı výraz jsme odečetli a přičetli Am, pak je již
postup standardńı. Na konstrukci systému muśıme tedy splnit (4.107) a (4.109). Rovnice
ale maj́ı jisté specifikum. Ap a Am se v nich vždy vyskytuj́ı samostatně a rovnice jsou
bezesporné a jdou rychle vyřešit. Dvě rovnice z (4.107) obsahuj́ıćı společně A1 a A2 ale
nemaj́ı (ryze) reálné řešeńı. To znamená, že obě tyto složky muśı být nulové. Celkem to
znamená

Am =
f1((x1)2 + (x2)2)

xm
, Ap = xmf2((x1)2 + (x2)2), A1 = 0 = A2. (4.110)

V tomto předpisu neńı žádný člen čistě kalibračńı, všechny se ve výsledných poĺıch projev́ı.

Nyńı se již pod́ıváme na podmı́nky involuce. Ty jsou pro involuci druhého a třet́ıho IP

0 = p1x
p∂H

∂p2

− p2x
p∂H

∂p1

− x2xp
∂H

∂x1
+ x1xp

∂H

∂x2
. (4.111)

Toto jsou ale, po vykráceńı xp podmı́nky shodné s (4.107), jejich involuce je tedy automa-
tická. Problém ale nastává s podmı́nkami na involućı prvńıho a třet́ıho IP, ty se totiž po
úpravě redukuj́ı na

0 = − ∂H

∂xm
xm +

∂H

∂pm
pm = (4.112)

xm
(

p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂xm
+

p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂xm
− 1 + (p1 − A1)2 + (p2 − A2)2

4(pm − Am)2

∂Am
∂xm

− ∂Ap
∂xm

)
−

−1 + (p1 − A1)2 + (p2 − A2)2

4(pm − Am)
+ Am

1 + (p1 − A1)2 − (p2 − A2)2

4(pm − Am)2
,

což ale, kv̊uli předposledńımu členu nejde splnit (obsahuje druhé mocniny pi a děleńı
4(pm − Am), pročež nemá v prvńı závorce žádný člen, s ńımž by mohl tvořit rovnici, a
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sám osobě nulový být nemůže). Znamená to, že na integrabilńı systém je potřeba hledat
daľśı IP. Poznamenejme také, že v úpravách se nevyskytly podmı́nky zachováńı, tj. tyto
veličiny nejsou v involuci, ani kdyby se nezachovávaly.

Závěrem ale ještě uvedeme, že pro zkoumáńı systémů této tř́ıdy je vhodněǰśı přej́ıt do
frontálńı obdoby cylindrických souřadnic pomoćı transformace

xp = xp, xm = xm, x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. (4.113)

Ty změńı funkce z (4.110) na f1 = f1(r2), f2 = f2(r2). Dále muśıme přetransformovat
čtyřpotenciál a samotný hamiltonián. Podobně jako v sekci 4.2.2 transformujeme jen pro-
storové složky (tentokrát dokonce jen dvě). Tedy uváž́ıme-li vztahy (4.113) a jejich inverze,
máme

H =
1 + p2

r +
p2ϕ
r2

4(pm − f1(r)
xm

)
+ xmf2(r). (4.114)

4.3.4 Systémy zachovávaj́ıćı p1 , p2 a xpH − xmpm
Zde je involuce automatická – zachováńı prvńıch dvou IP ruš́ı závislost Aµ na x1 a x2,
což stač́ı i na involuci s posledńım. Podmı́nky na zachováńı xpH − xmpm jsme již viděli, v
(4.108) zde ale nevymiźı posledńı člen a podmı́nka je

0 = pm
(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2
− (p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)
+ (4.115)

xm
(
− p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂xm
− p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂xm
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂xm

+
∂Ap
∂xm

)
−

−xp
(
− p1 − A1

2(pm − Am)

∂A1

∂xp
− p2 − A2

2(pm − Am)

∂A2

∂xp
+

(p1 − A1)2 + (p2 − A2)2 + 1

4(pm − Am)2

∂Am
∂xp

+
∂Ap
∂xp

)
−Ap

⇔ −xm ∂A1

∂xm
+ xp

∂A1

∂xp
= 0 ∧ − xm ∂A2

∂xm
+ xp

∂A2

∂xp
= 0

∧ Am + xm
∂Am
∂xm

− xp∂Am
∂xp

= 0 ∧ − Ap + xm
∂Ap
∂xm

− xp∂Ap
∂xp

= 0.

Jak vid́ıme, rovnice pro jednotlivé složky jsou nezávislé, rovnice jsou snadno řešitelné jako

A1 = A1(xpxm), A2 = A2(xpxm), Am =
f1(xmxp)

xm
, Ap = xmf2(xmxp). (4.116)

Opět žádný ze člen̊u neńı čistě kalibračńı, ve výsledných poĺı hraj́ı roli všechny.
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Závěr

V kapitole 1 jsme zavedli notaci, pojmy a vztahy z oblast́ı (super)integrability, speciálńı te-
orie relativity a daľśıch, potřebných k vybudováńı relativistického hamiltonovského popisu.
V kapitole 2 jsme studovali tento popis. Postupně jsme vyložili, proč nelze zavést hamilto-
novský popis

”
tradičńım zp̊usobem“, dále jsme studovali Poincarého grupu a problematiky,

jež s ńı souviśı, abychom ji v daľśı sekci využili ke konstrukci funkčńıho relativistického
hamiltonovského popisu (spolu s daľśımi věcmi k této konstrukci potřebnými) a v téže
sekci jsme nast́ınili, jak vypadá samotný formalismus. Dále jsme se již věnovali konkrétńım
možným formám hamiltonovského popisu (kalibraćım), kterých existuje pouze pět typ̊u. V
posledńı sekci kapitoly 2 jsme se zaměřili na tři z nich, které zavedl již Dirac [7], z ńıž alespoň
dvě se běžně použ́ıvaj́ı. V kapitole 3 jsme se dostali k výsledk̊um a metodám dvou článk̊u,
které se věnuj́ı relativistické superintegrabilitě [1, 2] a jsou možná jedinými (alespoň po-
kud je autorce známo) pracemi v této konkrétńı oblasti. Objevily se zde metody a postupy
jako je hledáńı poincaréovských IP pomoćı požadováńı nulovosti Lieovy derivace tenzoru
elektromagnetického pole, pokusy s polynomiálńım ansatz pro tvar IP a následné řešeńı
soustavy diferenciálńıch rovnic, rozš́ı̌reńı fázového prostoru, hledáńı IP z konformńı grupy
apod. Dále zde byly demonstrovány postupy, jež jsou pro studium (super)integrabilńıch
systémů nezbytné, jako je ověřováńı funkcionálńı nezávislosti IP, či řešeńı Hamiltonových
rovnic.

V kapitole 4, jež představuje vlastńı př́ınos práce, jsme teoretické znalosti z předchoźıch
sekćı využili pro daľśı výzkum. Zaměřili jsme se na systémy s elektromagnetickým polem. V
prvńı sekci jsme se věnovali obecným otázkám a poznatk̊um – studovali jsme nerelativistic-
kou limitu hamiltoniánu instantńı formy, převody poincaréovských IP mezi relativistickou
a nerelativistickou situaćı (u hybnost́ı a moment̊u hybnost́ı je tento převod automatický, u
boostových IP jsme jej nalezli pouze ve speciálńıch př́ıpadech). Nast́ınili jsme, proč nelze
IP vyšš́ıch řádu převádět př́ımo a některé problémy převod̊u (např. závislost) a došli k
závěru, že cesta vede sṕı̌se přes symetrie než přes př́ımý převod. Krátce jsme se zabývali
výhodnost́ı instantńı a frontálńı formou v r̊uzných situaćıch. V druhé podsekci jsme se
zaměřili na hyperbolické formy, jež jsou poměrně málo známé a prozkoumané. Nalezli jsme
jejich grupy stability, lagrangiány, hamiltoniány. Studovali jsme také (na H2) r̊uzné otázky
a specifika vznikaj́ıćı z jisté

”
exotičnosti popisu“ (explicitńı časová závislost, malé nalezené

množstv́ı IP pro volnou částici apod.)
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V druhé sekci kapitoly jsme hledali a zkoumali relativistické obdoby několika systémů
z článk̊u [3, 4, 5, 6]. Hledali jsme předevš́ım poincaréovské a polynomiálńı IP v pj a H
v instantńı a polynomiálńı v pi a H ve frontálńı formě (oboje do max třet́ıho řádu).
Porovnávali jsme jejich počet a druh s klasickou situaćı, někdy jsme hledali př́ıbuzné,
zaj́ımavé skupiny systémů, které by také měly podobné, nebo lepš́ı vlastnosti. Také jsme
nastiňovali teoretické zp̊usoby řešeńı těchto systémů. U prvńıho typu – konstantńı mag-
netické pole a elektrické pole funkćı x3 – jsme nalezli obecně čtyři nezávislé, prostorové
IP, což je stejné jako v klasické situaci, také jsme nalezli skupinu relativisticky integra-
bilńıch systémů při povoleńı závislosti elektrického pole i na x0. U speciálńıch př́ıpad̊u
pak u 1.a pět nezávislých IP zaručuj́ıćıch maximálńı superintegrabiltu, přičemž jeden byl
časový, situace podobná klasické. U 1.b, jež je v klasickém př́ıpadě maximálně superintegra-
bilńı jsme nalezli minimálńı superintegrabilitu. U druhého typu - magnetického monopolu
jsme nalezli maximálńı superintegrabilitu, shodně s klasickou situaćı, avšak v rozporu s
ńı jsme tuto vlastnost objevili i u celé tř́ıdy př́ıbuzných systémů. Dále jsme nalezli jinou
př́ıbuznou skupinu, jež je integrabilńı, podobně jako v klasickém př́ıpadě. U třet́ıho typu -
A.2 v [4] - jež je klasicky minimálně superintegrabilńı, jsme obecně nalezli pouze integra-
bilitu. Ve speciálńıch podpř́ıpadech jsme jeden ztotožnili s 1.b a źıskali zcela konsistentńı
výsledky (a minimálńı superintegrabilitu) a druhý, jež je klasicky maximálně superintegra-
bilńı jsme však z̊ustali u integrability, stejně jako v obecném př́ıpadě. Stejně jako u jiných
systémů jsme identifikovali relativistické IP, které pravděpodobně odpov́ıdaj́ı těm, které v
klasickém př́ıpadě zp̊usobuj́ı (maximálńı)superintegrabilitu. V relativistickém př́ıpadě jsou
však závislé na ostatńıch. Konečně, jako posledńı, jsme studovali obě klasicky superinte-
grabilńı skupiny IP z [6], zjistili jsme že v relativistickém př́ıpadě se IP, které tuto vlastnost
zp̊usobuj́ı nezachovávaj́ı (a zkoumali jsme, kdy by se zachovávaly), nebo jejich alternativy
existuj́ı, avšak jsou závislé. Prvńı skupina neńı v rámci hledaných tvar̊u IP ani integrabilńı,
druhá je v jejich rámci právě integrabilńı.

V posledńı sekci posledńı kapitoly jsme se pokusili o jistou klasifikaci a ve frontálńı formě
jsme hledali trojice r̊uzných poincaréovských IP, jejichž zachováńı by mohlo dát tř́ıdy inte-
grabilńıch relativistických systémů. Studovali jsme čtyři takové trojice. U třech z nich jsme
zjistili, že je involuce IP bud’ automatická, nebo plyne z požadavk̊u na jejich zachováńı. U
jedné trojice je involuce vyloučená (tj. tato tř́ıda integrabilńı neńı - sekce 4.3.3). Vyřešili
jsme rovnice pro čtyřpotenciál zachovávaj́ıćı př́ıslušný IP, identifikovali čistě kalibračńı
členy, a nalezli tak tyto tř́ıdy systémů. U prvńıch dvou tř́ıd se dokonce ukázalo, že jsou
automaticky i minimálně superintegrabilńı. U prvńı tř́ıdy jsme také nalezli a studovali i
maximálně superintegrabilńı speciálńı př́ıpad.
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https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1751-8121/ab14c2

[4] MARCHESIELLO, Antonella a Libor ŠNOBL. Superintegrable 3D systems
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line]. 2006, [cit. 2020-07-17]. Dostupné z https://docplayer.cz/43274110-Teoreticka-
mechanika-v-jazyce-diferencialni-geometrie.html

[17] LEUTWYLER, Heinrich. a Jan STERN. Relativistic dynamics on a
null plane. Annals of Physics [online]. 1978, 112(1), 94-164 [cit. 2020-
07-18]. DOI: 10.1016/0003-4916(78)90082-9. ISSN 00034916. Dostupné z:
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