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Uvod

Kone¢né-rozmérna kvantova mechanika se zabyva kvantovymi systémy, jejichz
stavovy prostor je né&jaky konecné-rozmérny komplexni Hilberttav prostor Hy.
V soucasnosti je pro rozvoj kone¢né-rozmérné kvantové mechaniky vyznamnou
hnaci silou kvantové pocitani. Zakladni jednotkou kvantové informace je qubit,
ktery je reprezentovan dvourozmérnym Hilbertovym prostorem H, a soustava
vice qubiti je reprezentovana tenzorovym souc¢inem Hs ® ... ® Ho.

Zobecnénim qubitu je qudit, ktery je realizovan pomoci d-rozmérného kvan-
tového systému. Kvantova logicka hradla ptsobici na qudit 1ze vyjadrit pomoci
unitarnich matic z C4? [1], napiiklad zobecnénymi Pauliho maticemi.

Nejprve se podivame na souvislosti mezi klasickou mechanikou, nekoneéné-
rozmérnou kvantovou mechanikou a kone¢né-rozmérnou kvantovou mechani-
kou

Déale se budeme vénovat Weylové-Heisenbergové grupé, coz je jistd pod-
grupa unitarnich operatoru tvorena Pauliho X- a Z-maticemi a jejich nasobky.
Pak se budeme vénovat Cliffordové grupé, coz je jista grupa symetrii Weylovy-
Heisenbergovy grupy a blize se podivame na jeji strukturu. Konec této prace
je pak vénovan tak zvané Weilové reprezentaci pro liché hodnoty dimenze N.



Znaceni

1. Grupu (G, -) budeme bez zduraznéni jeji operace znacit pouze G, jeji jed-
notkovy prvek budeme znacit 14, inverzni prvek k prvku g € G ozna¢ime
-1
gt

2. Budeme pouZzivat braketové znaceni: (z|y) znac¢i skalarni soucin vektori
|z) a |y). Skalarni soucin je antilinedrni v prvnim argumentu a linearni
ve druhém. Pokud A, B jsou unitarni operatory, pak (z|A'Bly) znadi
skalarni souc¢in vektori A |z) a B |y).

3. Grupu generovanou prvky gi, ..., g, budeme znacit (gi, ..., g,)-
4. Direktni soucin grup G a G budeme znacit G; x Gs.

5. To, ze H je podgrupa GG, budeme znacit H < G.

Hn komplexni Hilberttuv prostor dimenze N
1 Identicky operator na Hy
ldg Identicky homomorfismus na grupé G

L(Hy) grupa linearnich operatori z Hy do Hy
GL(Hy)  grupa ({X € L(Hn) | X je regularni }; o )

U(N) grupa ({X € GL(Hy) | XXT=1}; o)
U(1) grupa ({zI | z € C,|z| =1}; o)
R+ mnozina vSech matic j X k, jejichz prvky patii do okruhu R

GL(n,R)  grupa ({A € R™ | det(A) # 0}; -)
SL(n,R)  grupa ({A € R™ | det(A) =1}; )



1 Motivace

V hamiltonovské mechanice tvori vyznacnou t¥idu transformaci tak zvané ka-
nonické transformace, jelikoz zachovavaji tvar Hamiltonovych kanonickych rov-
nic. Podminku kanonicnosti transformace lze v obecném 2N-rozmérném fazo-
vém prostoru vyjadiit pomoci Poissonovych zavorek, konkrétné

{Qi7 Qj}qﬁp =0, {Pi? Pj}q,p =0, {Qiu Pj}q,p = 5ij‘

Jednoduchym vypoctem lze ukazat, Ze linearni transformace dvourozmér-
ného fazového prostoru, tj. transformace, které 1ze zapsat ve tvaru

(7) (0 )

jsou kanonické pravé tehdy, kdyz matice transformace mé determinant 1.
Dalsi vyznacnou tiidu transformaci tvoii linedrni nehomogenni transfor-
mace, které na vektor v € R¥ ptisobi nasledovné:

v = Av + b,

kde A € RVN a b e RV,

Pozndamka. Odted pokud budeme mluvit o linearnich nehomogennich trans-
formacich, budeme predpokladat, ze jim prisluSejici matice jsou regularni.

Specialné 1ze linearni nehomogenn{ transformace dvourozmérného fazového
prostoru zapsat ve tvaru

() 0) )+ (2)

Pokud bychom zkoumali, kdy tyto transformace zachovavaji Poissonovy
zavorky, opét bychom snadnym vypoctem zjistili, Ze musi platit ad — bc = 1.
Linearni nehomogenni transformaci, jejiz prislusna ¢tvercova matice je prv-
kem grupy SL(2,R), nazveme kanonickou linedrni nehomogenni transformaci.
Regulérni linearni transformace a translace jsou de facto specialni piipady
linearnich nehomogennich transformaci, a proto je pfirozené se ptat, jaky je
mezi nimi vztah. Podivejme se proto na zptsob, jakym se linearni nehomogenni
transformace skladaji:



V' =AV+0 =A(Av+b)+ b = AAv+ Ab+b.

Toto sklddani odpovida struktufe semidirektniho souctu, coz je pojem,
ktery blize vysvétlime v podkapitole 3.2. Prozatim Fekneme, Ze grupa A(2,R)
nehomogennich linearnich transformaci je semidirektni soucin grupy translaci
a grupy regularnich linearnich transformaci, znac¢ime

A(2,R) = T2 x GL(2,R),

kde T? znaéi grupu translaci v R?. V druhé poznamce pod definici 3.15 uka-
zeme, Ze to skute¢né plati. Pro grupu A(2,R) kanonickych linedrnich nehomo-
gennich transformaci obdobné plati

A(2,R) = T2 x SL(2,R).

V nekonecné-rozmérné kvantové mechanice plati pro operatory polohy a
hybnosti komutacni relace obdobné Poissonovym zavorkam:

[Qi; Q]] - Oa []IAD“ ED]] - 07 [@27 ]fD]] = Zhdz]
a navic jsou operatory polohy a hybnosti provazany Fourierovou transformaci:
FIQF =P,

Pozndmka. V této praci pracujeme primarné s unitarnimi operatory Qn a Py,
kde N zna¢i dimenzi Hilbertova prostoru, na ktery ptsobi. Abychom se vyhli
nejasnostem, znac¢ime samosdruzené operatory a matice pomoci samostatného
fontu. Odted budeme také pro jednoduchost psat operatory bez stiigky.

Uvazujme linearni transformaci

(£)- () ()

Opét lze snadnym vypoctem ukazat, ze takovato linearni transformace za-
chova komutator, pravé kdyz matice transformace méa determinant 1.

Chtéli bychom, aby komutac¢ni vztahy platily i pro koneéné-rozmérné ope-
ratory polohy a hybnosti. Pro libovolné dvé samosdruzené matice A, B ale
plati Tr(AB) = Tr(BA), a proto jejich komutéator nemiize byt roven nasobku
jednotkové matice, jelikoz musi mit nulovou stopu.

Stoneova véta Tiké, ze kazdému samosdruzenému operatoru lze jednoznacné
prifadit spojitou jednoparametrickou unitarni grupu, a proto od operatoru
polohy a hybnosti miizeme pfejit k jistym unitarnim operatorim, konkrétné



P— U(t) = exp(%IP)t), Q= V(s) = emp(%(@s).
Pro tyto operatory plati komutac¢ni vztah
UV (s) = exp(ist)V(5)U (1)

ktery, jak uvidime, je analogicky vztahu mezi prvky Weylovy-Heisenbergovy
grupy.

V kvantové mechanice N-hladinového systému jsou zakladni operéatory
zobecnéné Pauliho matice [2|. Tyto matice generuji ur¢itou kone¢nou pod-
grupu Weylovy-Heisenbergovy grupy. Stavovy prostor N-hladinového kvanto-
vého systému je komplexni N-rozmérny Hilberttv prostor Hy a pozorovatelné
jsou reprezentovany samosdruzenymi operatory, jejichz vlastni vektory tvoii
bézi tohoto prostoru. Proto lze konfiguracni prostor tohoto systému ztotoznit
s abelovskou grupou fadu N. My se budeme vénovat pripadu, kdy vlastnos-
tem systému odpovida grupa Zy. Fazovy prostor pak ztotoziujeme s grupou
Zn X L.

Pokusme se nyni najit operatory Quy a Py, které by predstavovali operatory
polohy a hybnosti na H . Budeme pozadovat, aby byly samosdruzené, a proto
budou vlastni vektory Qp, které¢ oznacime |0) , ..., | N — 1), tvofit ortonormalni
bazi Hy. Je piirozené operator Qy definovat tak, aby platilo Qy i) = i [i)
pro vSechny ¢ € Zy. Operator hybnosti Py pak definujeme pomoci vztahu
Py = Fy'QnFy, kde Fy = \/LN Zf\;;lo |7) (j| w¥ je diskrétni Fourierova trans-
formace a wy = P

Jak bylo Feceno vyse, nebude platit analogie komutacnich relaci z nekonec¢né-
rozmérné kvantové mechaniky, a proto prejdéme k operatorim Qn a Py defi-
novanym néasledovné:

Qn = exp(FQy), Py = exp(3Py).

V pristi kapitole dokdzeme, ze tyto operatory jsou unitarni. Ve standardni
bézi jsou matice Qy a Q) n diagonalni:

00 ... O 1 0 ... 0
0 1 0 0 wy 0
Qv=1. - : ’ Qn = :
00 .. N-1 0 0 ... wy'!

Plati, ze Py = exp(%}"]\’,l@ ~Fn) az definice exponencialy proto plyne, Ze
Py = Fy'QnFn. Pro prvky matice Fy ve standardni bézi plati
(FNn)ij = \/—lﬁw}’{, a (Fyhij = \/Lﬁw;,”. Vypoctem dostaneme
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Tvar Py je pro nas nezajimavy a nebudeme ho proto hledat. Operatory
@n a Py 1ze definovat pomoci jejich ptisobeni na béazi nésledovné:

Qn [n) = wy n),
Py |n) =|n—1 (mod N))
pro vSechna n € Zy.

Poznamka. Matice Q)y, respektive Py ve standardni bazi odpovidaji Pauliho
X-, respektive Z-maticim.

Dale plati pro tyto operatory vztah analogicky komuta¢nimu vztahu mezi

U(t) a V(s):
PYQL = 4P,

coz vyplyne z tvrzeni 2.6.

Ve tieti kapitole pak definujeme Cliffordovu grupu jako nejvétsi grupu uni-
tarnich operéatoru zachovavajicich Weylovu-Heisenbergovu grupu a pozdéji do-
kédzeme, ze méa strukturu semidirektniho soucinu.

10



2 Weylovy-Heisenbergovy grupy

V této kapitole definujeme Weylovu-Heisenbergovu grupu, coz je zakladni po-
jem v této praci. Pak prozkoumame nékteré jeji vlastnosti a nakonec si ukadzeme
jak souvisi s grupou Zy X Zy.

Definice 2.1. Necht B = {|n) | n € Zy} je ortonormdlni bize Hilbertova
prostoru Hy. Definujme

Ddle definugme operdtory Py a Qn jako v predchozi kapitole:

Qn [n) = wi [n),
Py |n) =|n—1 (mod N))

pro vechny |n) € B.

Pozndmka. Lze snadno ovéfit, ze pro operatory Qn a Py plati

QN = Yieny i)' (il,
Py =2 ez [t = 1) (il

Definice 2.2. Rekneme, Ze operdtor X € L(Hy) je unitarni, jestlize plati
Xt =X"1

Pozndamka. Operator X € L(Hy) je unitarni pravé tehdy, kdyz zachovava
skalarni sou¢in, tj. plati (z|XTX|y) = (z|y) pro viechny |z), |y) € Hx.

Tvrzeni 2.3. Operdtory Py, Qn jsou unitdrni.
Diikaz. Necht |j), |k) € B.

(j| PL Py|k) = (j — 1|}ff - 1) = I ik = (jlk),
G1QNQNIE) = w7 (jlk) = wi7djk = (j|k)

Operatory Py, Qn tedy zachovavaji skalarni soucin pro bazické vektory.
Snadno se pak ukaze, ze operatory Py a (Qn zachovavaji skalarni soucin i pro
obecné vektory |z}, |y) € Hy. O

Tvrzeni 2.4. Pro operdtory Qn a Py plati
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1. PnQn = wnQnPn,
2. QN =Py =1

Drikaz. Staci zkoumat pusobeni operatoru na vektory béaze.

1. PyQn|j) = wh Py |j) = Wi |j — 1 (mod N)),

wNQNPx |7) = wnQn |j — 1 (mod N)) = wy |7 — 1 (mod N)),

2. QN 1) =wi' 15) = 15)
PY1j) =1j — N (mod N)) = |5).

Pozndmka. Odted budeme namisto Qy, Py,wy psat jen Q, P, w.

Pozndmka. Pro zjednoduSeni zapisu budeme odted predpokladat, Zze pro
N > 1 je s¢itani a od¢itdni v rdmci indexace v bra a ketech vzdy modulo
N.

Definice 2.5. Weylovu-Heisenbergovu grupu definujeme jako mnozinu
H(N):={:Q'P’ | z€C,|z| =1, i,7=0,...,N}.
s grupovou operaci skladani zobrazent.

Pozndmka. Weylova-Heisenbergova grupa je nékdy definovana jako urcita ko-
ne¢na podgrupa H(N), naptiklad v |2, 3, 4, 6]. Byva ale definovana zv1ast pro
liché a sudé N, coz bez dostatecného zduvodnéni piisobi neintuitivné. My ji
definujeme podle [7].

Pozndmka. Plati, ze H(N) < U(N).
Tvrzeni 2.6. Necht ay,...,a,, by,...,b, € N\ {1}. Pak
Q1 PP, Qon Pbr = yXrsicksn Wb Q3iy ai PYlisy bi
Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukeci. Nejprve tvrzeni dokazeme
pro n=2.

Qalplea2pb2 — Qalpbl—1<PQ>Qa2—1Pb2 — Qa1pb1—1wQPQa2—1PbQ —
— Qa1Pb1—1w2Q2PQaz—2PbQ = ... = wagQa1Pb1—1Qa2Pb2+l = ... =
— WQGQQM Pb1*2Qa2 P52+2 = . = wb1a2Qa1+a2Pb1+b2.

Nyni ukazeme, Ze pokud tvrzeni plati pro n, pak plati i pro n + 1. Mame

12



Qa1 PblmQan-;-l Pbnt1 — wzlSKkS” akbiQZ?zl aiPZ?:l biQan+1 Pbnt1 —
— w21<z<k<n akblw(zz 1 )0L7L4r1622:;I 11 azPZn o
— wzl<z<k<n+l arbi QZ jiary azPZn+1

Tim je tvrzeni dokazéano. O]

Lemma 2.7. Necht X € GL(Hy) a necht QX = aXQ a PX = fXP, kde
a,p € C\ {0}. Pak existuje H € H(N) a z € C\ {0} takové, ze X = zH.

Diikaz. Dikaz provedeme podle [4]. Necht X = STN"% 2. ]i) (j]. Pak

1]0

RX = (vaolwl i) <i|)(Z§VE1o zii k) (G1) = Zf\; kl oW Tsu 1) (] =
—Z” waw| i) (i,
aXQ = (X o wy 1) (1) (e «* [B) (k) = a i gz [i) (-

Porovnanim dostaneme, ze (w7 — a)x;; = 0 pro vSechna i, j. Protoze
X € GL(Hy), existuji i, jo takové, ze z,;, # 0 a a = w9, Déle plati
xij = 0 pro i — j # ip — jo (mod N). Mame tedy z;; = 0; j1+iy—joCi, kde ¢; € C.
Polozme D = diag(cy, ...,cy_1). Lze snadno ovéiit, ze X = P~ D a D # 0.
Podle predpokladii plati PX = X P, a proto i PD = fDP. Odtud mame

PD = (vao1 1= 1) I)(Z] _0 ¢ 17) Ul = ZZN_olCz i = 1) (dl,
BDP = (52700 ¢ ) G5 = 1) (i) = 3205 e i = 1) (il

Plati proto ¢; = Bc¢;—1 pro vSechna i, ¢; = Bley acy= pNey. Jelikoz D # 0,
méame ¢y # 0 a BV = 1. Proto plati 8 = w* pro n&aké k € {0,...,N — 1}
a D = Q%(col). Polozme nyni H = Ph~0QF ¢ H(N) a z = ¢ € C\ 0.
Dostavame X = zH. O

Pozndmka. Pokud ztistaneme pfi znaceni z ditkazu lemmatu 2.7, pak plati
X = 2P/~ QF Pokud bychom piedpokladali, ze X je unitarni, pak by platilo
zI € U(1), a tedy X € H(N).

Véta 2.8. Necht X € GL(Hy), PX = XP a QX = XQ. Pak existuje
c € C\ {0} takové, Ze X = cl.

Diikaz. PouZijeme lemma 2.7 pro piipad, kdy @ = 3 = 1. Mame X = 2Q'P’,
kde z € C\ {0},4,j € {0, ..., N — 1}. Podle predpokladi dale plati

QP = QX = XQ = 2QU(PIQ) = 2iQ P,
2Q'PIT = XP = PX = 2(PQ") P’ = 20'Q' PIH,

13



kde posledni rovnosti na obou fadcich se ziskaji opakovanym pouzitim prvniho
bodu tvrzeni 2.4. Z predpoklada véty dostavame i = j = 0 (mod N), tedy
X =zI. m

Definice 2.9. Necht G je grupa a g € G. Pak zobrazeni Ad, : G — G de-
finované jako Ad,(a) := gag™ pro a € G se nazgvd vnitini automorfismus
grupy G. MnoZina vnitinich automorfismi grupy G tvori grupu, kterou zna-
¢ime Int(G).

Definice 2.10. Necht N € {2,3,...}. Pak Py znaci podgrupu Int(GL(Hr))
generovanou proky Adg, Adp. Symbolicky

PN = <AdQ, Adp>

Z fyzikalniho hlediska jsou dva kvantové stavy, které se lisi jen o fazovy
faktor, nerozlisitelné, a proto, jak uvidime v tvrzeni 2.20, lze od Weylovy-
Heisenbergovy grupy prejit ke grupé Py. Napiiklad v ¢lanku [4] se pracuje
priméarné s timto alternativnim popisem, a proto ho pro tuplnost zavadime.

Tvrzeni 2.11. Necht M, N € GL(Hy). Pak plati

1. AdMAdN :AdMN,
2. Adel = (AdM)il,
3. Ady =Ady pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € C\ {0} takové, Ze M = cN.

Dikaz. 1. Necht X €eGL(Hy). Pak

AdyAdyX = Ady(NXN7Y) = MNXN-M~ = MNX(MN)™! =

2. 7 ptedchoziho bodu plyne, Ze
AdyAdy— = Ady—1Ady, = Adyp =1,

tedy Ady—1 = (Adp)~ L.

3. <: Plyne z toho, Ze (¢cN)™! = %N‘l.

14



=: Necht Ady X = AdyX pro viechna X € GL(Hy). Pak MXM ™! =
= NXN~! a ekvivalentné N"!MX = XN~1M. Prvek N7'M tedy ko-
mutuje se véemi X € GL(Hy) a specialné i s Q a P. Z véty 2.8 plyne,
7e existuje ¢ € C \ {0} tak, zZe N"'M = cI. Plati tedy M = cN, ¢im7 je
ekvivalence dokazana.

]

Pozndamka. 7 tvrzeni 2.11 plyne, Ze zobrazeni Ad: G — Int(G) je grupovy
homomorfismus pro G = GL(Hx). Pro obecnou grupu G to lze dokazat ana-
logicky.

Definice 2.12. Necht G je grupa a H < G. Definugme normalizator H v G
ndasledovné:

Ne(H) :={x € G| zHx ' = H}.
Definice 2.13. Necht G je grupa o« H < G. Grupu H nazveme normdlni
podgrupou grupy G, pokud Ng(H) = G. Znacime H < G.

Definice 2.14. Necht G je grupa « H < G a g € G. Pak mnoZiny
gH = {gh | h € H}, respektive Hg = {hg | h € H} nazgvime levé, re-
spektive pravé rozkladové tridy H v G. Libovolny prvek tridy nazveme jejim
reprezentantem.

Tvrzeni 2.15. Necht G je grupa, H < G a u,v € G. Pak uH = vH prdvée
tehdy, kdyZ u a v jsou reprezentanti stejné levé rozkladové tridy.

Diikaz. Dikaz provedeme podle [5|. Necht x € uH NvH. Pak plati
T =un=uvm
pro né&jaké n,m € H. Vynasobenim rovnosti prvkem n~! zprava dostaneme
u=vmn 1,
kde mn~! € H. Pro libovolné ¢ € H pak plati
ut = v(mn~'t).

Proto plati, ze uH C vH. Opac¢né inkluze se dokdze analogicky. Pokud tedy
maji dvé levé rozkladové tiidy neprazdny prunik, jsou totozné. Mame tedy,
ze uH = vH pravé tehdy, kdyz u € vH, coz je ekvivalentni tomu, Ze u je
reprezentant v H. O

15



Pozndmka. Analogické tvrzeni plati pro pravé rozkladové tiidy.

Definice 2.16. Necht' G je grupa a M, N C G. Pak definujeme soucin mnozin:
M-N:={mn|me Mne N}.

Tvrzeni 2.17. Necht G je grupa, H < G. Pak mnoZina levych rozkladovijch
trid H v G s operaci definovanou uH - vH = (uv)H tvoii grupu.

Dikaz. Necht u,v € G am,n € H. Pak
(un)(vm) = (vvv=n)(vm) = (ww) (v nv)m = (uv)n'm,
kde n’ € H, jelikoz H < G. Odtud plyne uH - vH C (uv)H. Dale mame

1 1

-1 = um'vn1,

(wv)m = (uwv)(mn)(v"'v)n™! = u(vmno=)on~

kde m’ € H. Plati tedy (uwv)H C uH -vH, aproto (uwwv)H = uH -vH.Z této
rovnosti podle tvrzeni 2.15 plyne, Ze operace je dobfe definovana.

Odtud plyne, Ze jednotkovy prvek je eH a inverzni prvek k uH je u 'H.
Asociativita se snadno ovéri. O

Pozndmka. Pro jednoduchost budeme odted psat namisto uH - vH psat jen
uHvH.

Definice 2.18. Necht G je grupa, H < G. Grupu definovanou v predchozim
turzentd nazgvdme faktorgrupou G podle H, znacime G/H.

Tvrzeni 2.19. Necht G, H jsou grupy a ¢ : G — H je homomorfismus. Pak
@ je prosty pravé tehdy, kdyz Ker(y) = {1g}.

Diikaz. Necht Ker(¢) = {1} a g1, g2 € G jsou takové, ze g1 # go. Pak

0(91) = ¢(9295 " 91) = (92)0(95 ' 91) # ©(g2),

coZ znamend, ze ¢ je prosté. Ukazme nyni obracenou implikaci. Pro libo-
volné g € G a ¢’ € G takové, ze p(g') = 1y, plati

0(9)1lu = »(9) = ¢(9la) = p(9)v(la),
©(9) = v(9)la = e(9)v(g) = v(99).

Prvni fadek ukazuje, ze {15} C Ker(y) a druhy, ze je-li p(¢') = 1g, pak
g = 1g kvili prostoté . Tim je tvrzeni dokazano. ]
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Tvrzeni 2.20. Plati
H(N)/U(1) = (Zy x Zy) = Pn

Diikaz. 1. Definujme zobrazeni 0 : (ZyxZy) — H(N)/U(1) tak, ze 6(i, j) =
Q'P7U(1). Pak plati

0(i+i',j+5') = Q" PIH'U(L) = w Q' PIQ"PTU(L) =
L QPIQPIU) = 06, )0l 7).

kde druha rovnost plyne z tvrzeni 2.6. VSechny prvky H(N)/U(1) maji
tvar Q°P'U(1), a proto §(Zy x Zy) = H(N)/U(1). Homomorfismus @ je
proto surjektivni. M&jme (k, 1) takové, ze 0(k,1) = U(1), tedy Q*P'U(1) =
U(1). Pak k =1 =0, jelikoz grupa U(1) obsahuje jen nésobky jednotko-
vého operatoru. Vzor U(1) je tedy {(0,0)}, coz podle tvrzeni 2.19 zna-
mend, ze homomorfismus 6 je prosty. Celkové H(N)/U(1) = (Zy X Zn).

2. Definujme zobrazeni © : (Zy x Zy) — Pn tak, ze O(i, j) = Adgipi. Pak
plati

@(i +4'j + Jl> = Ain+i’Pj+j’ = AinPﬂ'Ain’Pj’ = @(i7j)@(i/7j,)v

kde ve druhé rovnosti se vyuzije prvni bod tvrzeni 2.4 a prvni a tieti
bod tvrzeni 2.11. Zobrazeni © je tedy homomorfismus. Surjektivita © se
dokaze podobnou tvahou jako v pfedchozi ¢éasti diikkazu. Ziejmé plati, ze
©(0,0) = Ad; a z tietiho bodu tvrzeni 2.11 plyne, Ze vzor Ad; = {(0,0)},
¢imz je dokézana i prostota ©. Opét tedy mame Py = (Zy X Zy).

O
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3 Cliffordovy grupy

V této kapitole budeme zkoumat Cliffordovu grupu, jeji souvislost s grupou
SL(2,Zy), pak definujeme semidirektni sou¢in grup a nakonec se podivame na
to, zda Cliffordova grupa ma strukturu semidirektniho souc¢inu.

3.1 Cliffordovy grupy

Definice 3.1. Normalizator Weylovy-Heisenbergovy grupy v grupé unitdrnich
operdtori U(N) nazveme Cliffordovou grupou, znacime

C(N) = N (H(N)).

Pozndamka. Cliffordova grupa C(N) je grupa unitarnich operatori, jejichz
Ad-akce zachovava grupu H(N). Z tvrzeni 2.11 plyne, ze Ad-akce unitarnich
operatori, které se lisi o fazovy faktor, je stejnd, a proto ma smysl je ztotoznit.
Smysl této definice se ukaze hlavné v kapitole 4.

Definice 3.2. Projektivni Cliffordovu grupu definujeme ndsledovné:
C(N):=C(N)/U(1).

Zkoumejme nyni pusobeni prvkia C(NN) na H(N). Necht X € C(N). Pak
plati

XQX! = aQP,
XPX~! = BQep?

pro né&jaka a,b,c,d € {0,..., N — 1} a a, 8 € C takov4, ze |a| = || = 1.

Definujme zobrazeni
a c
p: X — (b d)’

kde X € C(N) a a,b,c,d € Zy.
Tvrzeni 3.3. Zobrazeni ¢ je homomorfismus z C(N) —SL(2,Zy).
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Diikaz. Necht X, X’ € C(N). Déle necht X ptsobi na ) a P jako vyse a
X/QX/—I — O/Qa’Pb’7 X'PX/-1 — ﬁ/Qc/Pdl.

Pak plati
XX/Q(XX/)—l :X(X/QX/ 1)X 1 _ ( /Qa’Pb’)X 1 _
= o/ (2QP%) (BQ°PYY = o/a® B w a(a’ 1>aana pha’ 1 l)chcb’de’

ab+

a’(a’—1) b (' —1)
2 2

_ O/Oéalﬁblw cd+ba’ cb’Qaa +cb’ Pba'—&-db’,

kde v poslednich dvou rovnostech jsme pouzili tvrzeni 2.6. Podobné dostaneme

/ N—1 _ pt c pd, “SS—Labt+ —cd+bec’d' yac' +cd pbc’ +dd’
XX'P(XX') ! = fla g™ Labt TG0 (Qac'+ed phe'+dd’
Plati tedy
ad +cb ad + cd a c\ (d ,
HXXT) = (ba’+db’ bc’+dd’) = (b d) (b’ d’) = SX)PX),
a ¢ je proto homomorfismus. Dale plati

XPQX' = XPX1XQX™! = BQ°PaQ PP = afwidQate pt+d.
XQPXfl — XQXlePXfl — OéQan/BQCPd — aﬁwcha+ch+d’

kde posledni rovnosti na obou radcich plynou z tvrzeni 2.6. Podle tvrzeni 2.4
plati PQ) = w@QP a porovnanim vyrazu vySe dostaneme

wad — w1+bc

Odtud plyne, ze det(¢(X)) = ad — bc = 1 (mod N) pro vSechna
X € Cy. O

Podivejme se nyni, ¢emu se rovna ¢(H(N)). Necht v € U(1) ai,j € Zy.
Pak

YQ PIQRQIPI) ™ = 1Q (PIQ)y PYQ™ = QUwIQP)PTIQ~ = wiQ,
QPP PIQT = (QP)Q = (@ PQYQ T = w P,
kde druha rovnost na obou fadcich plyne z tvrzeni 2.4. Ziejmé tedy pro libo-
volné H € H(N) plati ¢(H) = I a jelikoz ¢ je homomorfismus, plati také pro
libovolné X € C(N)

QX H) = ¢(X)o(H) = ¢(X)I = $(X).
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Z hlediska jejich ¢-obrazu lze tedy vSechny prvky C(N), které se lisi jen o
nasobek prvkem H(N), ztotoznit.

Definice 3.4. Faktorgrupu Cliffordovy grupy podle Weylovy-Heisenbergovy grupy
znacime

C'(N) = C(N)/H(N).

Pozndmka. Jednotkovy prvek v grupé C'(N) je H(N).

Chteéli bychom nyni zavést homomorfismus ¢ : C'(N) — SL(2,Zy) po-
dobné jako vyse. Z tivah nad definici 3.4 plyne, Ze pfi poc¢itani vyrazi XQX 1
a XPX™! kde X je tentokrat n&jaka rozkladova tiida z C'(N), staci vybrat
jejtho libovolného reprezentanta. Zobrazeni ® je proto dobfe definovano.

Tvrzeni 3.5. Zobrazeni ® : C'(N) — SL(2,Zy) je homomorfismus.

Diikaz. Dukaz je zcela analogicky dilkazu tvrzeni 3.3, pouze X a X’ budou
prvky C'(N), z nichz vybereme néjaké fixni reprezentanty a s nimi budeme
pocitat. ]

Lemma 3.6. Homomorfismus ® je prosty.

Diikaz. Podle tvrzeni 2.19 staci ukazat, ze Ker(®) = {H(N)}. Z uvah nad de-
finici 3.4 plyne {H(N)} C Ker(®). Staci proto ukézat, ze plati opacna inkluze.
Necht X’ € Ker(®), X € X'. Pak plati

XQX ! =aQ,
XPX~'=pP

pro néjaké «, 5 € U(1). Podle lemmatu 2.7 a poznamky pod nim plati, Ze
X € H(N). Plati proto Ker(®) C {H(N)}, ¢imz je dikaz ukoncen. O

Nyni podle [2] definujeme operatory Sy a Dy, jejichz vyznam se ukaze v
tvrzeni 3.10.

Definice 3.7. Necht B = {|0),....,|N — 1)} je ortonormdlni bize Hy. Defi-
nujme

us !

TN = —€N .

Ddle definujeme operdtory Sy, Dy ndsledovné:
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Snlj) = ka 0 c‘)jk|k5>z

Dy |j) = TJJ\',lfj |7)  pro N liché
NVE= v 17)  pro N sudé.
Pozndmka. Operéator Sy odpovida diskrétni Fourierové transformaci.

Pozndmka. Odted budeme namisto Sy, Dy, 7n psat jen S, D, 7.

Poznamka. Pro k € N plati

iNZwk: 1 pro k=0 (mod N)
N & %“:5:11:0 pro k # 0 (mod N).

Tvrzeni 3.8. Operdtory S, D jsou unitdarni.

Diikaz. Staci ukédzat, ze operatory zachovavaji skaldrni souc¢in. Méame

< |STS|k> N Zmn Ow_mjwnk <m|n> N Zn 0 wn(k 9 = 5 ik = <j|k>
(JIDID|k)y = 77D 7i=) (j|k) = (j|k),

kde x =1 pro N liché a x = N pro N sudé.

Tvrzeni 3.9. Plati ndsledujici vztahy:

SQS—! =
SPS~t = Q1
DQD™ ' =Q,

DPD-! — QP pro N liché
TNHQP  pro N sudé.

Driikaz. Staci zkoumat ptisobeni operatorii na bazické vektory.

1. SQS™'=P < SQ = PS.

5Q1j) = WS i) = o S w0 1),
PS|j) = \sz 0 kaP|k:> \sz 0 1 ik |k —1) =
= (N W e - 1)+ N - 1)) = <zk 2 i) Ry 4 N - 1)) =
= LYW gy,
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Porovnanim dostaneme SQ) = PS.

2. SPST'1=Q! < SP=Q7's.

SPlj) = S[j—1) = o= 305y wi =Dk k),

Q7S j) = T Salo wrQ T k) = o Sopy WU VR k).
Porovnanim dostaneme SP = Q~1S.
3. DQD ' =Q <= D@ = QD. Necht z =1 pro N lich¢ ax = N pro N
sudé. Pak

DQ|j) = wD|j) = wIr?e9 ),
QD)) = PeIQj) = W)
Porovnanim dostaneme QD = D(Q).

4. DPD ' = roW+DQP < DP = r*N*UQPD, kde a = 0 pro N liché
aa=1pro N sudé.

Nejprve necht N je liché. Pak

DPj)=D|j—1) = 70 D0H=D |5 — 1) = 70D |7 1),
QPDj) =7 IQP|j) = 70 IQj — 1) = 0D j 1) =
= 73007201 |5 — 1) = 70-DCI) |5 — 1),

Porovnanim dostaneme DP = (QPD. Nyni necht je N sudé. Pak plati

DP|j) = D|j —1) = 707N |j 1) = 773 27N 7N |5 1),
7_N+1QPD U) _ TN+17_j(N—j)QP U) _ TN+17-j(N—j)Q U — 1) =
_ 7_N.|_17_j(N—j)7_2(]'—1) |j _ 1> — T—j2+2j+Nj—l+N.

Podle definice 3.7 plati, Ze 72" = 1, a proto dostavame DP = 7V T'QPD.

]

Pozndmka. 7 predchoziho tvrzeni vyplyva, ze S, D € Cy a SH(N),
DH(N) € C'(N). Déle plati

o) = as ) = (] 1) o) = er) = (4 1),



Tvrzeni 3.10. Plati, Ze SL(2,Zy) = (A, B), kde
A=®(DH(N)), B =®(SH(N)).
Diikaz. Dukaz lze najit v [8]. O

Lemma 3.11. Homomorfismus ® je surjektivni.

Diikaz. Necht C' € SL(2, Zy). Pak podle tvrzeni 3.10 existuji ¢isla iy, ..., ig, j1, ...

takové, ze C' = ®(DH(N))*®(SH(N))"..®(DH(N))*®(SH(N))’*. Navic ®
je homomorfismus a proto
C =®(DH(N))"®(SH(N))"...o(DH(N))*®(SH(N))* =
= ®(D"S...D*SIkH(N)).

Pro kazdé C' € SL(2,Zy) tedy existuje X € C'(N) takové, ze C = O(X).
[l

Pozndmka. Podobné plati, Ze ¢ je surjektivni.
Véta 3.12. Plati C'(N) =2 SL(2,Zy).

Diikaz. Zobrazeni ® je podle tvrzeni 3.5 homomorfismus, podle lemmatu 3.6
je prosté a podle lemmatu 3.11 surjektivni. O]

3.2 Semidirektni soucin

Nyni definujeme pojem semidirektniho souc¢tu dvou grup. DokéZeme tvrzeni
z prvni kapitoly, Zze grupa linearnich nehomogennich transformaci je semidi-
rektni soucin grupy translaci a grupy regularnich linearnich transformaci a
nakonec se podivame, zda je mozné vyjadrit projektivni Cliffordovu grupu
jako semidirektni soucin dvou jinych grup.

N&s postup zavedeni semidirektniho sou¢inu je podobny postupu v [5].

Definice 3.13. Necht G je grupa. Grupu automorfismi grupy G znacime
Aut(G).

Tvrzeni 3.14. Necht H a K jsou grupy a necht ¢ : K — Aut(H) je ho-
momorfismus. Necht G je mnozZina usporddangch dvojic (h,k), kde h € H a
k € K. Na G definujeme operaci
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(B, k1) (o, k) = (hap(ki)(he), kikz).
Pak

1. G s touto operact je grupa s jednotkovym prokem (1g,1g) a (h,k)™! =
= (p(k~1) (A7), k™1). Plati navic |G| = |H||K]|.

2. Oznacme H = {(h,1x) | h € H}. Pak H < G.
Diikaz. Pro zjednoduSeni zapisu budeme namisto ¢(k) psat ¢x.

1. Uzavfenost G vuci zavedené operaci je ziejma. Necht (h, k) € G. Pak

(h,k)(1a, 1) = (hoe(1m), K1) = (Rl klg) = (h, k),
(1m, 1x)(h, k) = (Lgpi, (h), 1xk) = (1g, 1xk) = (h, k),

(1y,1k) je tedy jednotkovy prvek na G. Dale

(e (B1), B (R k) = (pp-1 (B )pr1 (), k7E) = (pp-1(R71Dh), 1x) =
= (pn- 1(1H) lg) = (1H7 )1,

(h, k) (pp-2 (A7), k71) = (hsok(smcl(h ), kk™t) =
= (hprr-1(h™1), 1) = (b7 1) = (Lg, 1k).

Plati tedy (h, k)™ = (p(k=Y)(h™1),k™1). Necht (a,x), (b,y), (c,2) € G.
Pak plati

((a,2)(b,y))(c, 2) = (apx(b), zy)(c, 2) = (ap.(b)pry(c), Tyz) =
= (a2 (D) (0 0 py)(c), 1yz) = (ap(b)p.(py(c)), ry2) =
= (aps(bpy(c)), zyz) = (a,2)(bpy(c), yz) = (a,z)((b,y)(c, 2)).

Operace je tedy asociativni a G je grupa. Rad G je ziejmy.

2. Necht (a,z) € G. Pak

(a,z)(h, 1x)(a, I)_l = (apz(h), 21k ) (P (a_1)7 $_1> =
= (CL%Dx(h)Q%(SOrl (a71>>7x1}71) = (agox(h)a”, 1[() € H.

Plati proto H<G.
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Definice 3.15. Necht H a K jsou grupy a ¢ : K — Aut(H) je homomorfis-
mus. Grupa popsand v predchozim tvrzeni se nazyvd semidirektni soucin H a
K wvzhledem k ¢ a znaci se H X, K.

Pozndmka. Pokud bude ¢ zfejmé nebo pokud nas nebude zajimat, budeme
namisto H x, K psat jen H x K.

Pozndmka. Uvazujme grupu translaci v dvourozmérném prostoru 72, specialni
linedrn{ grupu SL(2,R) a definujme ¢ : SL(2,R) — Aut(7?) tak, ze p(A)(v) =
Av pro viechna A € SL(2,R) av € T?, pficemZ v znadi translaci i jeji pifslusny
vektor. Matice A jsou regularni, a proto je ¢(A) skutené automorfismus grupy
T?. Déle necht (v, A), (v', A’) € T? x, SL(2, R). Pak plati

(v, A (v, A) = (V' + p(A)(v), A/A) = (V' + Av, A'A),

coz odpovida skladanf linedrnich nehomogennich transformaci. Proto skute¢né
plati A(2,R) = T? x SL(2,R), respektive A(2,R) = T? x GL(2,R), jak bylo
feceno v prvni kapitole.

Tvrzeni 3.16. Méyme grupy G, H, K takové, Ze H < G a necht existuje epi-
morfismus w : G — K takovy, Ze Ker(m) = H. Pokud existuje homomorfismus
o: K — G takovy, Ze moo = Idg, pak G = H x, K, kde p : K — Aut(H)
je homomorfismus takovy, Ze plati ¢(k)(h) = o(k)ho(k)™* prok € K, h € H.

Diikaz. Pro zjednoduseni zapisu budeme opét namisto ¢(k)(h) psat ok (h).
Nejprve si uvédomme, ze H < G, a proto skuteéné plati, Ze zobrazeni
v : K — Aut(H) je dobfe definované a podle poznamky pod tvrzenim 2.11 je
to homomorfismus. Mé&jme zobrazeni o : H x, K — G takové, Ze
a(h,k) = ho(k) pro h € H, k € K. Nejprve ukazme, Ze « je homomorfis-
mus. Necht hq, hy € H, ki, ko € K. Pak

Cl/((hl, kl)(hg, ]{52)) = a(hlgpkl(hg), ]{?1]{?2) = Of(h10'<k’1)h20'(k’1)71, k’lkﬁg) =
= hio (k) hoo (k1) Lo (k1) o (ks) = hio (k) hao (ks) = a(ha, kr)a(ha, k).

Zobrazeni « je tedy skutecné homomorfismus. Nyni dokazme, Ze « je prosté.
Necht (h, k) € H %, K takové, ze a(h, k) = ho(k) = 1. Uréité plati 7(1¢) =
= 1k, jelikoz 7 je homomorfismus. Pak

lx =7(lg) = w(ho(k)) = w(h)w(o(k)) = 1xk = k,

kde 7(h) = 1k plati, protoze Ker(mw) = H a vyuzili jsme toho, 7ze moo = Idk.
Plati, ze 0(1x) = 1, aproto h = 1y = 1g. Odtud méame Ker(a) = {(1g, 1x)},
cOZ znamena, ze « je prosté.
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Zbyva ukazat, ze « je surjektivni. Necht a € G. Plati, ze Ker(7) = H,
takze a € H <= m(a) = 1. Z¥ejmé go(n(g~')) € G pro libovolné g € G.
Pro m-obraz tohoto prvku plati

m(go(n(g))) = n(g)m(o(m(g7"))) = 7(g)m(9~") = n(gg™") = 1k,

kde druha rovnost plyne z toho, ze m o 0 = Idg. 7 tvah vySe vyplyva, ze
go(m(g~")) € H. Spocitejme a(go(r(g~")), 7(g)):

a(go(m(g™)),m(g)) = go(n(g)")o(n(g)) = go(n(g)'n(g)) = go(lx) = g.

Pro libovolny prvek g € G lze tedy najit (h,k) € H x, K takové, ze
alh,k) = g, ¢imz je dokdzana surjektivita «. Celkové tedy plati
G=Hx, K. O
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4 Weilova reprezentace pro liché N

V minulé kapitole jsme mluvili o Cliffordové grupé a o jeji souvislosti s grupou
SL(2,Zy). Nyni by nas zajimalo, zda Cliffordova grupa ma strukturu semi-
direktniho soucinu. Podle vysledki z predchozi kapitoly proto budeme hledat
vhodny homomorfismus z SL(2,Zy) do C(N), respektive C(N). Pro liché N
jsou tyto homomorfismy znamy jako Weilova reprezentace, respektive projek-
tivni Weilova reprezentace.

Problematikou Weilovy reprezentace se zabyvaji napiiklad ¢lanky |7, 9, 10],
pricemz autoii téchto ¢lankt zfejmé pracovali nezavisle na sobé, jelikoz byl
v8ude pouzit zcela jiny postup. Nas postup v této kapitole vychazi z [10].

4.1 Weylovy posunovaci operatory

Nejprve zavedeme tak zvané Weylovy posunovaci operatory, které generuji
jistou konecnou podgrupu Weylovy-Heisenbergovy grupy.

Definice 4.1. Definujme mnoZinu Z = {0,1,..., N — 1}.

Poznamka. Pokud nebude Teceno jinak, budeme v této kapitole séitat vzdy
pres Z.

Definice 4.2. Definuyme Weyliv posunovaci operdtor
Wm,n - w2an2mP2n7
kde m,n € Z.

Poznamka. Weilova reprezentace je pojmenovana po francouzském matemati-
kovi Andrém Weilovi, zatimco Weylovy posunovaci operatory jsou pojmeno-
vany po némeckém matematikovi a fyzikovi Hermannovi Weylovi.

Tvrzeni 4.3. Operdtory Wy, generuji grupu {w'Q P* | i,j, k € T}.

Diikaz. Pro dikaz staci ukazat, ze wl, @, P lze vyjadrit pomoci Weylovych

posunovacich operatoru. Operator () dostaneme volbou m = %, n=0aP
dostaneme pro m =0, n = % Podle tvrzeni 2.4 plati PQ) = wQP, odtud
wl = PQP Q1. O
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Poznamka. Predchozi tvrzeni plati, protoze nasobeni ¢islem 2 je v Zy bijekce
pro liché N. To pro sudé N neplati, a proto by pomoci operatora W, , nebylo
mozné vytvorit viechny mozné mocniny operatoru () a P. Proto postup v této
kapitole neni mozné pouzit pro sudé N.

Pozndmka. Pripominédme, Ze pro operatory ) a P plati

Q= iezli)w' (il
P=3 ierli = 1) (il

Tvrzeni 4.4. Necht n € Z. Pak plati

Q" =32 [k) wh (K],
=>, lk—=1)(k+n—1|.

Diikaz. Miuzeme se omezit na pripad , kdy n € Z. Vztahy dokazeme matema-
tickou indukci. Pro n = 0 oba vztahy zrejmé plati. Necht prvni vztah plati pro
dané n. Potom

Q" = QQ = (k) w"™ (KNG 1) W' (1) = 2op, k) W™ (R[D) (U] =
=D k) W o (1] = 50, [k) DR (k).
Timto je vztah dokazéan. Dale necht druhy vztah plati pro dané n. Potom

prt = = Qb =1 E+n -1 1 -1) () =
=2k lk = 1) (Btn— 1 =1) =25, [k = 1) Opgna (1] =
=>,k—=1)(k+n|

Timto je vztah dokazéan. O]

Tvrzeni 4.5. Necht m,n € Z. Potom plat7

=32, ) WU (j + 2n].
Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati

Winn = w?™ (32 17) w*™ (G (g Ik = 1) (k+2n — 1) =
=Wy ) WP (k= 1) (k+2n — 1| =
= WP 37 1) W (G + 2n] = 305 15) WU (5 + 2n].

Tim je tvrzeni dokézéano. [
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4.2 Projektivni Weilova reprezentace

Jak bylo fec¢eno na zacatku kapitoly, zajima nas homomorfismus z grupy SL(2, Zy)
do projektivni Cliffordovy grupy. Nejprve definujeme pojem reprezentace.

Definice 4.6. Necht G je grupa a V' vektorovy prostor nad télesem F. Pak ho-
momorfismus p = G — GL(V) nazgvdime reprezentace grupy G.
Projektioni reprezentace grupy G je homomorfismus p' : G — GL(V)/F*, kde
F* je grupa tvorend ndsobky jednotkového operdtoru proky télesa F.

Pozndmka. Necht p : G — GL(V) je zobrazeni a necht existuje zobrazeni
a: G x G — F\ {0} takové, ze plati p(g)p(h) = a(g, h)p(gh) pro viechna
g,h € G. Pak zobrazeni g — p(g)F* je projektivni reprezentace grupy G.

Definice 4.7. Necht S € SL(2,Zy). Méjme zobrazeni U : SL(2,Zy) — U(N)
takové, Ze plati

U<S)Wm,nUT<S) = WS-(m,n)

pro vsechnam,n € L, kde S-(m,n) znaci ndsobeni matice S vektorem (m,n)’.

Zobrazeni ¢ : SL(2,Zn) — C(N), ¥(S) = U(S)U(1) rikdme projektivni

Weilova reprezentace.

Pozndamka. Musime dokazat, ze zobrazeni zZ je homomorfismus, aby bylo jeho
pojmenovani opravnéné. Navic zatim ani nevime, zda takové zobrazeni exis-
tuje. Dale poznamenejme, Ze zobrazeni U, pokud existuje, kvili tvrzeni 4.3
zobrazuje do C(N) a proto zobrazeni 1 skute¢né zobrazuje do C(IV).

Tvrzeni 4.8. Pokud vyse popsané zobrazeni U existuje, pak zobrazeni
¥ SL(2,Zx) — C(N), ¥(S) = U(S)U(1), kde S € SL(2,Zy), je homo-
morfismus a U je jednoznacné aZ na fdzovy faktor.

Diikaz. Necht S;S",S” € SL(2,Zy) jsou takové, ze S” = S'S. Pak plati, ze

U(S" YW, nUN(S") = Wan.mmy = Wer(s:tmm)) = U(S ) Ws.(mmyUT(S) =
=U(S"U(S)W,, LU (S)UT(S").

Odtud dostavame
UT(S”)U(S’)U(S)Wm,n = Wm,nUT(S”)U(S’)U(S).

To plati pro vSechny W,,, a specialné tedy i pro @) a P podle tvrzeni
4.3. Podle véty 2.8 jediné unitarni operatory, které komutuji s ) a P, jsou
jednotkové operatory vynasobené néjakym fazovym faktorem. Proto plati
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U(SS) = eSS (S)U(S).

Podle pozndmky pod definici 4.6 je {Z; homomorfismus. Ukazme nyni jed-
noznacnost zobrazeni U. Necht U’ je jiné zobrazeni vyhovujici nasi definici.
Pak

UN(S)U(S)WrnUN(S)U'(S) = Ws-15.(mn) = Winn-
Podobnym argumentem jako vyse dostaneme
U'(S) = eV U(8).
O
Nésledujici véta ukazuje vyznam definice projektivni Weilovy reprezentace.

Tvrzeni 4.9. Pokud projektivni Weilova reprezentace zz existuje, pak plati, Ze
¢ ot = Idsr(2,2y)

kde (E: 5( ) — SL(2 Zy) je zobrazeni definované tak, Ze pro kaZdou rozkla-
dovou tridu X € C(N) plati $(X) = ¢(X), kde X je libovolny reprezentant X
a ¢ je homomorfismus z tvrzeni 3.3.

Diikaz. Podle poznamky pod definici 3.1 je zobrazeni 5 dobfte definované a
snadno se ukaze, Ze je to homomorfismus. Mé&me matici

A= (CC‘ Z) € SL(2, Zn).

Podle definice Weylovych posunovacich operdtoru plati W% 0= Qa
WO Nt1 = P. Plati

2
UA)Wap JU(A)™ = Wona na,
U(A)WO’%U(A)_I = Wb%,d%'
Pokud tyto vztahy prepiSseme pomoci operatoru (), P a wl, dostaneme

U(A)QU(A) = woe™ 55 “Qupe,
U(A)PU(A)™! = Wb e Qde.
Podle definice homomorfismu gg mame

S((A)) = A.
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Proto plati 50 QZ = Idsy(2,2)- ]

Pozndmka. Plati, 7e Ker(¢) = H(N)/U(1). Ditkaz je analogicky ditkazu lem-
matu 3.6.

Nyni postoupime k diikazu existence zobrazeni U.

Definice 4.10. Definujme matice

1 0 1 -1
h+:(—1 1)’ h—:<o 1)'

Pozndamka. Ziejmé hy, h_ € SL(2,Zy).

Pozndmka. Podle tvrzeni 3.10 matice

11 0 —1
=) =0
generuji grupu SL(2, Zy). Lze snadno ovéfit, 7e A = hY'a B = h th i1,
takze plati, ze

SL(2,Zy) = (h_, hy).

Pozndmka. Plati, ze pokud |0), ..., [N — 1) je ortonormalni baze prostoru Hy,
pak 3, i) il — 1.

Dale pokud oo : IxZ — Ca A=}, . |i) w ) (4|, B = >opa O w9 (p|,
pak B = AT,

Jde o zékladni tvrzeni z linearni algebry a proto je uvadime bez dikazu.

Tvrzeni 4.11. Necht h.,h_ je definovano jako viyse. Definujme operdtory

= it ),
Un, = ﬁzzkH w3z RO (],

Tyto operdtory jsou unitdrni.
Diikaz. Méame

. L i— _ Ll _
U, Ul = %(Z 1) w2REEEN) (R (57 ) w2 Emath) (p)) —
ikp |Z> w2 [( )( *k’+N)*(p7]€)(p7k‘+N <p|
’ > 1(i2—2ik+k?+ Ni— Nk—p?+2pk—k?-+ Nk—Np) <

%Z i) w2 P ENTZND) (] 57, kP

N

~ ¥

p| =
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7 toho, 7Ze w" = 1 a ze vzorce pro soucet geometrické posloupnosti plyne,
Ze suma pres k bude nenulova pravé tehdy, kdyz i = p, tedy

Un, Uy, = 0w il 32 1= 3, 10) (il = L.

Dale plati

Un Ui = (3 18) w20 (i) (S k) w2+ () =
= 30, 1) wHEENIRENLG, (o] = 57, 18) (3] = 1.
Pracujeme s kone¢né-rozmérnym prostorem, a proto automaticky plati i
Ul U, =U U_ =1 O
Tvrzeni 4.12. Pro operdtory Uy,_, Uy, plati

Un- WU} = Wi_.(mn)
Uh+ Wm,nU}1;+ = Wh+-(m,n)

pro vsechna m, n € L.

Dikaz. Méame

Un WnnUj = (Z ) w?mte <]+2n|)(2k|k> 3N (k) =

= (2w % M) (3 1) w?mTHm =2 EN5, ok (R]) =
= (32, 1)) w2 () (32, |) wnltm =3 (P tantan®HiN+2nN) (5 4 o) =
_ Z” |2) i( z+N)5 w2m(j+n) 1(j2+4nj+4n2+jN+2nN) (j + 2n| _

— Z | > <Z + 2n| we 2y +2mz+2mn—f_2m om2— Nl—&-nN

— Z ‘ ><Z + 2n| 2(m—n)( n+z)+nN Z | ><Z + 2n’ n)(z+n) —
= Wh_.(m
protoze h_ - (m,n) = (m —n,n)T.
Dale plati
U, WU\, =
= = 2l | >(ka2“ RGN (R[) (35 17) (G + 2] UL =
N 2 (1) (3, wa Rtk <k‘+2n|)(2p [p) (X, w2lamPa=rtN) (g])) —

5
2 L m(k+n —1(g—k—2n)(¢g—k—2n
_ %ZJ ><Z w3 (i=k) (i=k+N)+2m(k+n) )(qu 5 (g—k—2n)(¢—k—2n+N) <q’) _
s (i—k)(i— m n)—1(g—k—2n)(q—k—2n
— %Z ‘ ><Q‘ka2( k)(i—k+N)+2m(k+n)—5(q—k—2n)(g—k—2n+N) _

- N v g |1) (dl w3 (((=E)?+(i=k)N+4m(k+n)—(k+(2n—q))*~(¢—k—2n)N) _
7q

= NZW, ><q|w2

=~ > 10 w3 (HIN—gN+2nN-+4mn—(2n—q)?) ka%(—2ik+4mk—2k(2n—q» —
i,q

(12 —2ik+k2+(i—k—q+k+2n) N-+dm(k+n)—k?—2k(2n—q)— (2n—q)?) _

anN+2mn Z |z> <q| w%(i2+iN—qN—(2n—q)2) Zk Wh(=ita+2m—2n)
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Podobnou tivahou jako v predchozim dikazu dostaneme, ze suma pfes k je
nenulova pravé tehdy, kdyz i — 2m + 2n = q. Po dosazeni dostavame

Sw?mn S i) (i — 2m + 2n) w3 (=i 2m—2m) N —(i~2m)?) dYul=
— 2mn S 10 (i — 2m + 2n) w3 (@ +2mN—2nN—i®+dmi—4m?) _
= wM=IN 3 13) (i — 2m + 2n] w2mitn—m) =

=22 [0) (i + 2(n — m) [ WP = Wi ),
m,n) =

protoze hy - ( (m,n —m)T. Tim je tvrzeni dokdzano. O

Lemma 4.13. Euxistuje zobrazeni U : SL(2,Zy) — C(N) takové, Ze pro libo-
volné m,n € L plati

U(S)WynlUH(S) = W)

Diikaz. Podle druhé poznamky pod definici 4.10 plati, ze SL(2,Zy) = (h_, hy).
Méjme nyni libovolnou matici S € SL(2, Zy). Existuji ¢isla iy, ..., i, j1, ..., Jk
takovd, ze S = hB)..h*hJF. Definujme zobrazeni U : SL(2,Zy) — U(N),
US)=0 ..U ,]l’i . Podle predchoziho tvrzeni pak plati

U(S)WinnU'(S) = Uit UL Wi (US Y (U ) =W,

R R R Rk () T

= WS-(m,n) .

Zobrazeni U mé tedy pozadovanou vlastnost a podle tvrzeni 4.3 zobrazuje

do C(N). O

Véta 4.14. Projektioni Weilova reprezentace, tedy zobmzem’& popsané v definici
4.7, existuje.

Diikaz. Podle predchoziho lemmatu existuje zobrazeni U popsané v definici
4.7, podle poznamky pod definici 4.7 je zobrazeni v dobfe definované a podle
tvrzeni 4.8 jde o projektivni reprezentaci. [

Véta 4.15. Platz’C(N) = (ZN X ZN) X SL(Z,ZN)
Diikaz. Pokud H € H(N) a X € C(N), pak plati, ze
XU HU(1)X'U(1) = XHX'U(1) = H'U(1),

kde H' € H(N), z ¢ehoz plyne H(N)/U(1) < C(N). Dale podle tvrzeni 4.9

plati, ze &Fo 1,/; = Idsi2,2y), 2z poznamky pod lemmatem 3.11 plyne, Ze gje
surjektivni a  podle  poznamky nad definici 4.10 plati, Ze

Ker(¢) = H(N)/U(1). Definujme zobrazeni ¢ : (Zy X Zy) — H(N)/U(1)
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tak, ze 0'(i,j) = Q*P%U(1) pro libovolné i,j € Zy. Nasobeni &islem 2 je
v Zy pro liché N bijekce a to, Ze je to homomorfismus se dokaze jako v dikazu
tvrzeni 2.20. Proto plati, ze H(N)/U(1) =2 Zy X Zy a z tvrzeni 3.16 plyne, ze
C(N) = (Zy X Zy) ¥ SL(2, Zy). O

Pozndmka. Zduraziujeme, ze predchozi vétu jsme dokazali jen pro liché N.

Podivejme se nyni, jak se skladaji prvky grupy (Zy X Zy) x SL(2,Zy).
Podle tvrzeni 3.16 je akce (diky izomorfismu ") definovana jako ¢'(S)(v) =
= 0L WSO (W)Y(S)™) pro S € SL(2,Zy) a v € (Zy X Zy). Necht
S, S e SL(2,ZN) a U,UI S (ZN X ZN) Pak
(v, 8)(v, ) = (V' + ¢ () (v), §'S) = (v + O (P(S")' (v)1(5) ), §'S) =
= (v 4+ 01 (Ws.,,U(1)),5'S) = (v + S"v,5'S),

coz presné odpovidé sklddani nehomogennich linearnich transformaci.
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4.3 Weilova reprezentace

V této casti kapitoly ukazeme, ze zobrazeni U lze upravit tak, ze uz pijde o
normalni reprezentaci. Tato podkapitola vychazi z ¢lanku [7].

Tvrzeni 4.16. Definujme operdtor
A= me Winn-
Pak pro vSechny |i) plati
NA i) = |—i).

Diikaz. Podle tvrzeni 4.5 mame

NAL) = 8 2 19) G+ 20| 0?0 |i) =
= & 2 ) G+ 2nli) 30, wmtn,

Musi opét platit n = —j, aby byl vyraz nenulovy. Dostavame

NAli) = 32;15) (=5li) = |-i).

Definice 4.17. Definujme operdtory
T, =3I+ 4), T-=3i(I—-%A).

Ddle necht |x) je libovolny vektor z Hy. Definugme sudou, respektive lichou
céast vektoru |x) jako

lz), =T |v), respektive lx)_ =T_|x).
Rekneme, Ze |z) je sudy, respektive lichy prdvé tehdy, kdyz
lz) € Im(Ty) = H;, respektive lz) € Im(T_) = Hy-
Tvrzeni 4.18. Pro vektorové prostory Hi,, Hy plati
dimH, = ¥, dimHy = 2L
Ddle plati
Hy =H & Hy.
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Diikaz. Podivejme se na to, jak operatory T, a 1" zobrazuji bazické vektory.
Podle predchozi definice a tvrzeni 4.17 plati

Ty fi) = 5(11) +1—=4)), T_ i) = 5(Ii) — |=i)).

Pokud j, k € {1,..., %1} jsou takové, ze j # k, pak T} |j) a T |k), re-
spektive 7" |j) a T |k) jsou linearné nezavislé. Dale lze snadno ovéfit, Ze pro

k€ {0,..., 21} plati

N N L= g Ly | R
Navic T} |0) = |0) a T |0) = 0. Celkové dostavame
dimHy, = £, dimH,, = &=L,

Déle plati Ty +T- = I. Odtud Hy + Hy = Hn. Vzhledem k tomu, ze
dimH}, + dimHy = dimHy, musi byt soucet vektorovych prostorii direktn.
Skutecné tedy plati

Hy =Hi & Hy.
O

Tvrzeni 4.19. Necht S € SL(2,Zy). Pak U(S) z0brazuje HY; do HY;, respek-
tive Hy do Hy .

Diikaz. Necht m,n € Z. Pak
US)YWinn = Wsimm)U(S).

Zobrazeni (m,n) +— S - (m,n) je bijekce, a proto vys¢itanim pres m a n
dostaneme

U(S)A = AU(S).
Odtud

U(S)Ty =TLU(S).
Necht

r) € Hj;. Pak existuje |y) € Hy takovy, ze T, |y) = |z). Plati
U(S) |x) = US)Ty |y) = TLU(S) [y),

kde druha rovnost plyne z tivah vySe a posledni vyraz je néjaky sudy vektor.
Analogicky se tvrzeni dokaze pro liché vektory. O]
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Definice 4.20. Necht' S € SL(2,Zy). Pak zizeni U(S) na H};, respektive Hy,
oznacime U(S) ., respektive U(S)_.

Pozndmka. Tvrzeni 4.18 a 4.19 nam zarucuji, ze U(S), respektive U(S)_ lze

reprezentovat ¢tvercovymi maticemi N ;’ L x %, respektive M X %

Véta 4.21. Existuje Weilova reprezentace, tj. pro viechny matice S € SL(2, Zy)
existuje A\g € C takové, Ze zobrazeni v : SL(2,Zy) — C(N), ¥(S) = \g'U(S)
je homomorfismus z SL(2, Zy) do C(N).

Dikaz. Mé&me S,S" € SL(2,Zy). Pak
U(S)U(S') = ¢(S, 9)U(SS),
kde ¢(S,S") € C\ {0}. Analogické vyrazy plati pro U(S)+ a U(S)_. Pro jejich

determinanty dostaneme
det(U(S))det(U(S")4) =
det(U(S)_)det(U(S")_) =
Upravou dostaneme

oS, 5') = det(U(S) ) det(U(S")) det(U(SS")_)
det(U(S)_) det(U(S)_) det(U(SS)1)

Oznatme \g := %. Pak zobrazen{ ¢ : S+ Ag'U(S) je homomor-

fismus a jelikoz U zobrazuje do C(N), plati ¥(S) € C(N) pro vSechny matice
S e SL(Q, ZN) ]

Tvrzeni 4.22. Pro Weilovu reprezentaci i plati, Ze

¢ o = Idsi2,2y),
kde ¢ je homomorfismus z turzeni 3.3.
Diikaz. Dukaz je analogicky diikazu tvrzeni 4.9. O
Véta 4.23. Plati, Ze C(N) = H(N) x SL(2,Zy).

Diikaz. Ziejmé plati, ze H(N) < C(N) a podle piedchoziho tvrzeni méame
¢ o = Idsy(2,2y). Podle poznamky pod lemmatem 3.11 je ¢ surjektivni a
z dikazu lemmatu 3.6 plyne, ze Ker(¢) = H(N). Podle tvrzeni 3.16 plati
C(N) = H(N) x SL(2,Zy). O
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Zaver

V této praci jsme prozkoumali Cliffordovu grupu, ukézali, Zze tato grupa i jeji
projektivni verze maji strukturu semidirektniho souctu a dokézali existenci
Weilovy reprezentace pro liché N. Nejsou to nové vysledky; je mozné je najit
v riznych ¢lancich, ale vétsina autori pouziva rtzné definice a znaceni, a
proto je hlavni pfinos této prace sepsani téchto vysledkii na jednom misté
ve spolecném jazyce.

Na zavér jesté okomentujme otazku existence Weilovy reprezentace pro
sudé N. V ¢lanku [10] byl nalezen homomorfismus z SL(2,Zoy) do U(N),
nicméné my bychom potifebovali homomorfismus z SL(2,Zy) do U(N).
V ¢lanku [11] se bez dikazu tvrdi, Ze (Zy x Zy) x SL(2,Zy) a C(N) nejsou
izomorfni. Tuto otézku tedy jesté bude nutné dal prozkoumat.
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