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Abstrakt : Ćılem této práce je poskytnout přehled možných trajektoríı volných testovaćıch částic
v poli vybraných typ̊u černých děr. Nejprve jsou zavedeny základńı pojmy z diferenciálńı geo-
metrie a obecné teorie relativity. V daľśı části je představen relativistický pohled na symetrie
a zachovávaj́ıćı se veličiny, který využ́ıvá Lieovu derivaci a s ńı souvisej́ıćı Killingova vektorová
pole. Dále jsou formulovány alternativńı př́ıstupy k rovnici geodetiky pomoćı variačńıho prin-
cipu, Hamiltonova formalismu nebo Hamilton–Jacobiho rovnice. Závěrečná část práce se věnuje
detailńı diskusi časupodobných a světlupodobných geodetik v okoĺı dvou nejjednodušš́ıch černých
děr, Schwarzschildovy a Reissner–Nordströmovy. Pro vybrané počátečńı podmı́nky jsou v těchto
prostoročasech provedeny numerické simulace pr̊uběh̊u geodetik.
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Abstract : The aim of this work is to provide an overview of possible trajectories followed by
free-falling test particles within the influence of the selected types of black holes. In the begin-
ning, basic concepts of differential geometry and general relativity are introduced. In the next
part, a theory of symmetries and conserved quantities is presented from a relativistic point of
view, which uses Lie derivative and the related Killing vector fields. Furthermore, alternative
approaches to the geodesic equation are formulated using the variational principle, Hamilton’s
formalism or the Hamilton–Jacobi equation. The final part of the work is concerned with a detai-
led discussion of timelike and lightlike geodesics in the neighbourhood of the two simplest black
holes: Schwarzschild and Reissner–Nordström. Numerical simulations of geodesics are carried
out in these spacetimes for selected initial conditions.
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1.4 Křivost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.1 Lieova derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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5.2 Geodetiky v poli Schwarzschildovy černé d́ıry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Přehled značeńı

Značka Význam

n̂ {1, 2, 3, · · · , n}, kde n ∈ N.
n̂0 n̂ ∪ {0}, kde n ∈ N.
N0 N ∪ {0}.
:= Definujeme jako.

T pq (L) Vektorový prostor tenzor̊u kontravariantńıch řádu p a kovariantńıch řádu q
neboli typu

(
p
q

)
nad vektorovým prostorem L, kde p, q ∈ N0.

(gµν), (gµν) Matice, jej́ıž prvky jsou složky tenzoru typu
(

0
2

)
, popř́ıpadě

(
2
0

)
.

δµν Kroneckerova delta, δµν =

{
0, pokud µ 6= ν,

1, pokud µ = ν.

F(M) Hladké funkce na varietě M .
T pq (M) F(M)-modul hladkých tenzorových poĺı kontravariantńıch řádu p a kovari-

antńıch řádu q neboli typu
(
p
q

)
na varietě M , kde p, q ∈ N0.

T (M) Algebra hladkých tenzorových poĺı, T (M) :=
+∞⊕
p=0

q=0

T pq (M).

γ̇, dγ
dλ Hladké vektorové pole, které každému bodu křivky γ přǐrad́ı tečný vektor ke γ

v daném bodě.
γ̇(t) Tečný vektor ke křivce γ v bodě γ(t), t ∈ Dom(γ).
TPM Tečný prostor k varietě M v bodě P ∈M .
c Rychlost světla ve vakuu.
G Gravitačńı konstanta.
η Minkowského metrika.
En Eukleid̊uv prostor dimenze n ∈ N.
f∗ f∗ : T pq (N) → T pq (M), pull-back tenzorového pole, M,N jsou variety

a f : M → N je difeomorfismus.
f∗ f∗ : T 1

0 (M) → T 1
0 (N), push-forward vektorového pole, M,N jsou variety

a f : M → N je difeomorfismus.
ε0 Permitivita vakua.
µ0 Permeabilita vakua.

V celé práci je použ́ıvána Einsteinova sumačńı konvence, varietou mysĺıme vždy hladkou
varietu a všechny algebraické struktury uvažujeme nad R.
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Úvod

V roce 1916 německý fyzik Karl Schwarzschild publikoval článek [1], ve kterém prezentoval
historicky prvńı netriviálńı přesné řešeńı Einsteinových polńıch rovnic, mimo jiné t́ım objevil
něco, co bylo již od počátku v rovnićıch implicitně skryto, černé d́ıry. Jedná se o tak enormně
zakřivené oblasti prostoročasu, že po překročeńı jejich hranice, horizontu událost́ı, neńı kauzálně
možné, aby odtud hmotné, a dokonce ani nehmotné částice unikly. Černé d́ıry patř́ı již přes
100 let k nejzaj́ımavěǰśım a nejzáhadněǰśım objekt̊um, jimiž se teoretická fyzika zabývá, přesto
však z̊ustává celá řada otázek nezodpovězena a jsou stále aktuálńım tématem výzkumu. To,
že je téma černých děr stále aktuálńı, ilustruj́ı dvě nedávné události, které si źıskali nev́ıdaný
ohlas mezi laickou i odbornou veřejnost́ı. Jednou z nich byla historicky prvńı př́ımá detekce gra-
vitačńıch vln ze zář́ı 2015. Pr̊uběh těchto vln odpov́ıdal těm, které dle obecné relativity vznikaj́ı
při splynut́ı dvou černých děr, [2]. Druhou událost́ı bylo poř́ızeńı sńımku objektu nacházej́ıćıho
se v centru galaxie M87. Tento sńımek byl poř́ızen v dubnu roku 2019 soustavou radioteleskop̊u
EHT a odpov́ıdá tomu, co v obecné relativitě nazýváme st́ın černé d́ıry, [3].

Jak už název práce napov́ıdá, budeme se zabývat geodetikami. Geodetiky jsou zobecněńım
pojmu př́ımka z Eukleidovského prostoru na obecnou hladkou varietu s afinńı konex́ı. Na pro-
storočasu, lorentzovské varietě dimenze 4, odpov́ıdaj́ı geodetiky trajektoríım volných testovaćıch
částic. Zkoumáńım geodetik v okoĺı černých děr tedy źıskáváme představu o tom, jak v této ob-
lasti vypadá gravitačńı pole, nebo jinými slovy o tom, jak černé d́ıry ve svém okoĺı zakřivuj́ı
prostoročas. Jelikož vnitřek černé d́ıry nemůže být zkoumám vněǰśım pozorovatelem, vše co
budeme kdy schopni ověřit a experimentálně zkoumat o černých d́ırách se týká jejich vněǰsku,
proto nás v této práci budou zaj́ımat pouze geodetiky vně černých děr.

Známe čtyři základńı typy černých děr, Schwarzschildovu, elektricky nabitou Re-
issner–Nordströmovu, rotuj́ıćı Kerrovu a nabitou, rotuj́ıćı Kerr-Newmanovu. V této práci
vyšetř́ıme pr̊uběh časupodobných a světlupodobných geodetik v okoĺı prvńıch dvou jmeno-
vaných.
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1 Diferenciálńı geometrie

Ukazuje se, že je velice přirozené a užitečné formulovat obecnou teorii relativity v jazyce dife-
renciálńı geometrie. Z tohoto d̊uvodu bude i zde uvedena kapitola pojednávaj́ıćı o této oblasti
matematiky, v ńıž však představ́ıme pouze pro relativitu stěžejńı objekty. Hlavńım zdrojem pro
tuto kapitolu byla kniha [4].

1.1 Metrika

Prvńım takovým objektem, který hraje v Einsteinově teorii gravitace obzvlášt’ významnou
roli, je metrika. Jedná se o dodatečnou strukturu na varietě, to znamená, že se na varietě
nevyskytuje sama od sebe, ale muśıme ji na ni dodefinovat. Metrika umožňuje měřit délky
a úhly, také na varietě indukuje speciálńı afinńı konexi a t́ım i torzi, křivost a geodetiky.

V celé podkapitole budeme uvažovat libovolný vektorový prostor L dimenze n ∈ N a k němu
duálńı prostor L∗. V prostoru L si libovolně zvoĺıme bázi (e1, · · · , en) a k ńı duálńı bázi prostoru
L∗ označ́ıme jako (e1, · · · , en).

Definice 1.1 Kovariantńı tenzor 2. řádu g nad vektorovým prostorem L nazveme metrickým
tenzorem právě tehdy, když má tyto dvě vlastnosti:

1. ∀u, v ∈ L g(u, v) = g(v, u),

2. ∀v ∈ L g(u, v) = 0⇒ u = 0,

symetrie,

nedegenerovanost.

Metrický tenzor lze rozepsat do složek v̊uči zvolené bázi zp̊usobem g = gµνe
µ ⊗ eν . V kom-

ponentovém zápisu lze požadavky symetrie a nedegenerovanosti ekvivalentně přepsat do tvaru

gµν = gνµ, det(gµν) 6= 0.

Z lineárńı algebry, viz [5], je znám výsledek, že pro každé symetrické bilineárńı zobrazeńı
existuje takzvaná polárńı báze, v ńıž lze toto zobrazeńı reprezentovat diagonálńı matićı, která
má na diagonále pouze č́ısla 1, −1 a 0. Na základě této vlastnosti se definuje signatura tohoto
zobrazeńı, uspořádaná trojice č́ısel (ι+, ι−, ι0), kde ι+, ι−, ι0 ∈ n̂0 po řadě označuj́ı počet 1,
−1 a 0 na diagonále př́ıslušné matice. Metrický tenzor g je symetrické bilineárńı zobrazeńı, to
znamená, že má smysl mluvit o jeho signatuře. Z nenulovosti determinantu (gµν) v libovolné
bázi plyne, že ι0 = 0. Signatura metrického tenzoru se tedy redukuje na uspořádanou dvojici
(ι+, ι−). Polárńı bázi metrického tenzoru nazýváme ortonormálńı báźı.

Z nedegenerovanosti plyne, že matice (gµν) je regulárńı, to znamená, že k ńı existuje matice
inverzńı. Lze snadno ověřit, že složky inverzńı matice jsou komponenty kontravariantńıho
tenzoru 2. řádu, který se obvykle znač́ı g−1 ∈ T 2

0 (L).

Zavedeme dvě zobrazeńı indukované metrikou, které jsou jak v geometrii, tak v relativitě
velmi často využ́ıvány:

∧ : L∗ → L ∀α ∈ L∗ ∧α := g−1(α, .),

∨ : L→ L∗ ∀v ∈ L ∨v := g(v, .).
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Pokud rozeṕı̌seme libovolný kovektor α ∈ L∗, popř́ıpadě vektor v ∈ L do zvolené báze, můžeme
p̊usobeńı zobrazeńı ∧ a ∨ rozepsat takto:

∧α = g−1(α, .) = g−1ρνeρ(αµe
µ)eν = αµg

−1ρνδµρ eν = αµg
−1µνeν = ανeν , kde αν := αµg

−1µν ,

∨v = g(v, .) = gρνe
ρ(vµeµ)eν = vµgρνδ

ρ
µe
ν = vµgµνe

ν = vνe
ν , kde vν := vµgµν .

Zobrazeńı ∧, respektive ∨, se nazývá
”
zvyšováńı, respektive snižováńı, indexu“ a je možné

je zobecnit na obecný tenzor A ∈ T pq (L)1. Zobrazeńı funguj́ı v libovolném argumentu, pro
jednoduchost však ukážeme pouze p̊usobeńı v prvńım kovektorovém a posledńım vektorovém:

∧ : T pq (L)→ T p+1
q−1 (L), ∨ : T pq (L)→ T p−1

q+1 (L).

Necht’ ∀i ∈ q̂ + 1 v(i) ∈ L, ∀j ∈ p̂+ 1 α(j) ∈ L∗, A ∈ T
p
q (L), pak

(∧A)(v(1), · · · , v(q−1);α(1), · · · , α(p+1)) := A(v(1), · · · , v(q−1),∧α(1); · · · , α(p+1)),

(∨A)(v(1), · · · , v(q+1);α(1), · · · , α(p−1)) := A(v(1), · · · ;∨v(q+1), α(1), · · · , α(p−1)),

přičemž v komponentách to pak vypadá následovně:

(∧A)
µ1µ2···µp+1

ν1···νq−1 = g−1µ1ρA
µ2···µp+1

ν1···νq−1ρ ,

(∨A)
µ1···µp−1

ν1···νqνq+1 = gνq+1ρA
ρµ1···µp−1

ν1···νq .

Poznámka Toto značeńı neurčuje, ve kterém argumentu zvyšováńı nebo snižováńı indexu p̊usob́ı,
to je vždy potřeba explicitně dodat.

Pokud zvýš́ıme oba indexy metrického tenzoru, źıskáváme:

gµν = (∧ ∧ g)µν = g−1µρg−1νσgρσ = g−1µρδνρ = g−1µν .

Odtud pak plyne rovnost mezi tenzory g−1 = (∧ ∧ g), tud́ıž můžeme mı́sto g−1µν psát gµν , jak
je ostatně v relativistické i geometrické literatuře běžné.

Poznámka Většinou se symboly ∧ a ∨, vynechávaj́ı a o tenzoru ∧A, respektive ∨A, se zkrátka
hovoř́ı jako o tenzoru A se zvýšeným, respektive sńıženým, indexem.

Definice 1.2 Necht’ M je varieta, tenzorové pole g ∈ T 0
2 (M) se nazývá metrika na M právě

tehdy, když v každém bodě P ∈ M je g(P ) metrický tenzor nad TPM . Varietu M vybavenou
metrikou nazýváme riemannovská a znač́ıme ji uspořádanou dvojićı (M, g).

Signaturu metriky g definujeme jako signaturu metrického tenzoru g(P ), kde P ∈ M je
libovolný. Definice je korektńı, protože d́ıky spojitosti a nedegenerovanosti metriky je signatura
tenzoru g(P ) ve všech bodech stejná.

Pokud je metrika pozitivně definitńı, to jest pro jej́ı signaturu plat́ı ι− = 0, můžeme pomoćı
ńı měřit délky a velikosti úhl̊u. Jakým zp̊usobem jsou tato měřeńı realizována, řeš́ı následuj́ıćı
definice.

1Pro zobrazeńı ∧ je nutné, aby p ∈ N0, q ∈ N, pro zobrazeńı ∨ p ∈ N, q ∈ N0.
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Definice 1.3 Necht’ (M, g) je riemannovská varieta s pozitivně definitńı metrikou, P ∈ M
a u, v ∈ TPM . Velikost vektoru v definujeme výrazem

‖v‖ :=
√
g(v, v). (1)

Velikost úhlu, který vektory u a v sv́ıraj́ı, definujeme jako jednoznačné řešeńı rovnice

cosα =
g(u, v)√

g(u, u)
√
g(v, v)

(2)

na intervalu α ∈ [0, π].

Definice 1.4 Necht’ (M, g) je riemannovská varieta s pozitivně definitńı metrikou, γ je křivka
na M a P,Q ∈ Ran(γ). Označ́ıme-li γ(t1) := P, γ(t2) := Q, kde t1 < t2 , pak délku křivky γ
mezi body P a Q definujeme předpisem

` [γ] :=

∫ t2

t1

√
g(γ̇, γ̇) dt. (3)

1.2 Afinńı konexe

Afinńı konexe je stejně jako metrika dodatečná struktura na varietě. Umožňuje nám zavést
takzvanou kovariantńı derivaci, jež je zobecněńım směrové derivace z Eukleidovského prostoru
na libovolnou varietu se zadanou afinńı konex́ı.

Definice 1.5 Necht’ M je varieta. Pokud je na ńı zadané zobrazeńı ∇ : T 1
0 (M)×T (M)→ T (M),

(W,A) 7→ ∇WA s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1. Zachováváńı stupně tenzorového pole:
∀p, q ∈ N0, ∀A ∈ T pq (M), ∀W ∈ T 1

0 (M)

∇WA ∈ T pq (M).

2. R-linearita ve druhém argumentu:
∀p, q ∈ N0, ∀A,B ∈ T pq (M), ∀λ ∈ R, ∀W ∈ T 1

0 (M)

∇W (A+ λB) = ∇WA+ λ∇WB.

3. Leibnitzovo pravidlo:

∀p, q, p′, q′ ∈ N0, ∀A ∈ T pq (M), ∀B ∈ T p
′

q′ (M) ∀W ∈ T 1
0 (M)

∇W (A⊗B) = A⊗ (∇WB) + (∇WA)⊗B.

4. P̊usobeńı na tenzorových poĺı typu
(

0
0

)
, to jest na hladkých funkćıch na M :

∀f ∈ F(M), ∀W ∈ T 1
0 (M)

∇W f = Wf

5. Komutováńı s kontrakcemi:
∀W ∈ T 1

0 (M) a pro libovolnou kontrakci C

∇W ◦ C = C ◦ ∇W .
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6. F(M)-linearita v prvńım argumentu:
∀p, q ∈ N0, ∀A ∈ T pq (M), ∀f ∈ F(M), ∀V,W ∈ T 1

0 (M)

∇W+fVA = ∇WA+ f∇VA.

ř́ıkáme, že je na varietě M zavedená afinńı konexe, tuto varietu pak znač́ıme uspořádanou
dvojićı (M,∇). Výraz ∇WA nazýváme kovariantńı derivace tenzorového pole A ∈ T pq (M) ve
směru vektorového pole W ∈ T 1

0 (M).

Definice 1.6 Necht’ (M,∇) je varieta dimenze n ∈ N, (U,Φ) je libovolná mapa z jej́ı hladké
struktury a (e1, · · · , en) je libovolný reper prostoru T 1

0 (U). Koeficienty konexe Γρνµ ∈ F(M)
v̊uči zvolenému reperu (e1, · · · , en) definujeme předpisem

Γρνµeρ := ∇µeν , kde ∇µ := ∇eµ .

Speciálně koeficienty konexe v̊uči souřadnicovému reperu (∂1, · · · , ∂n) nazýváme Christoffelovy
symboly 2. druhu.

Transformaćı souřadnic lze snadno zjistit, že koeficienty konexe se netransformuj́ı jako
složky tenzorového pole, tud́ıž se nemůže jednat o komponenty žádného tenzorové pole typu

(
1
2

)
.

Využijeme-li axiomy kovariantńı derivace, najdeme vztah pro kovariantńı derivaci korepe-
rových poĺı eµ:

∇µ(eν(eρ)) = ∇µ(C(eν ⊗ eρ)) = (∇µeν)(eρ) + eν(∇µ(eρ)) = (∇µeν)ρ + Γνρµ

= ∂µ(δνρ) = 0

⇒ ∇µeν = Γνρµe
ρ.

Ze znalosti p̊usobeńı kovariantńı derivace na reperová a koreperová pole už jsme schopni pomoćı
Leibnitzova pravidla a F(M)-linearity napoč́ıtat kovariantńı derivaci libovolného tenzorového
pole A ∈ T pq (M) ve směru libovolného vektorového pole W ∈ T 1

0 (M):

(∇WA)µ···νρ···σ = W κAµ···νρ···σ,κ+W κΓµλκA
λ···ν
ρ···σ+· · ·+W κΓνλκA

µ···λ
ρ···σ−W κΓλρκA

µ···ν
λ···σ · · ·−W

κΓλσκA
µ···ν
ρ···λ .

(4)
Afinńı konexe je tedy na varietě jednoznačně zadána sadou koeficient̊u konexe.

Pokud máme na varietě kromě afinńı konexe definovanou i metriku, to jest máme va-
rietu (M, g,∇), zavád́ıme Christoffelovy symboly 1. druhu Γµνρ ∈ F(M) vztahem
Γµνρ := gµσΓσνρ.

Definice 1.7 Necht’ (M,∇) je varieta se zavedenou afinńı konex́ı. Definujeme tenzorovou operaci
kovariantńı gradient ∇ : T pq (M)→ T pq+1(M) předpisem

∀A ∈ T pq (M) (∇A)(V, · · · , U,W ;α, · · · , β) := (∇WA)(V, · · · , U ;α, · · · , β).

V komponentech vypadá operace kovariantńıho gradientu následovně:

Aµ···νρ···σ;κ
2 = Aµ···νρ···σ,κ + ΓµλκA

λ···ν
ρ···σ + · · ·+ ΓνλκA

µ···λ
ρ···σ − ΓλρκA

µ···ν
λ···σ · · · − ΓλσκA

µ···ν
ρ···λ . (5)

Kovariantńı gradient lze chápat jako kovariantńı derivaci v obecném směru, což ilustruje
následuj́ıćı vztah:

∀W ∈ T 1
0 (M) (∇WA)µ···νρ···σ = W κAµ···νρ···σ;κ. (6)

2Aµ···νρ···σ;κ := (∇A)µ···νρ···σκ ≡ (∇κA)µ···νρ···σ .

15



1.2.1 Paralelńı přenos

Na obecné varietě M neńı možně porovnávat vektory v r̊uzných bodech P,Q ∈ M mezi sebou,
každý totiž lež́ı v jiném vektorovém prostoru TPM , respektive TQM . Pokud však na varietě
pevně urč́ıme ∀P,Q ∈ M bijekci ΥP,Q : TPM → TQM , můžeme už vektory z jednoho bodu
přesouvat do jiného a tam je pak porovnat. Přirozeným zp̊usobem, jak tyto přesuny vektor̊u
provádět, je takzvaný paralelńı přenos, který nyńı definujeme.

Definice 1.8 Na varietě M je zadané pravidlo paralelńıho přenosu právě tehdy, když je
pro libovolnou křivku γ na M a dva libovolné body P,Q ∈ Ran(γ) jednoznačně zadaná bijekce
Υγ
P,Q : TPM → TQM splňuj́ıćı podmı́nky:

1. je lineárńı,

2. ∀P,Q,R ∈ Ran(γ) ⊂M Υγ
P,Q ◦Υγ

R,P = Υγ
R,Q.

Definice 1.9 Necht’ M je varieta se zadaným pravidlem paralelńıho přenosu, γ je křivka na M
a V je hladké vektorové pole definované na Ran(γ), pak absolutńı derivaci vektorového pole
V ve směru křivky γ v bodě P ∈ Ran(γ) definujeme předpisem

DV (t)

Dt
:= lim

ε→0

V
‖
ε (t)− V (t)

ε
,

kde V (t) := V (γ(t)), V
‖
ε (t) := Υγ

γ(t+ε),γ(t)V (t + ε). Nav́ıc řekneme, že vektorové pole V je na

křivce γ autoparalelńı právě tehdy, když DV (t)
Dt = 0.

Autoparalelńı vektorové pole lze chápat tak, že jeho hodnoty na celé křivce vznikly z vektoru
v jednom bodě, který se postupně paralelně přenesl do všech bod̊u křivky. Absolutńı derivace
tedy kvantifikuje odchylku od autoparalelnosti.

Ukážeme, že pokud na varietě zavedeme afinńı konexi, zadáme t́ım i pravidlo pro paralelńı
přenos. Necht’ (M,∇) je varieta dimenze n ∈ N se zavedenou afinńı konex́ı, γ je libovolná křivka
na M a t1, t2 ∈ Dom(γ), pak lze pomoćı kovariantńı derivace zkonstruovat paralelńı přenos
libovolného vektoru v ∈ TPM z bodu P := γ(t1) do bodu Q := γ(t2) po křivce γ následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. Absolutńı derivaci ve směru křivky γ na Ran(γ) polož́ıme rovnou kovariantńı derivaci ve
směru γ̇, to jest D

Dt := ∇γ̇ .

2. Vyřeš́ıme rovnici pro neznámé vektorové pole V ∈ T 1
0 (M),

DV (t)

Dt
≡ ∇γ̇V = 0, s počátečńı podmı́nkou V (t1) = v.

V souřadnićıch se jedná o soustavu n obyčejných lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu
s nekonstantńımi koeficienty,

V̇ µ + Γµνργ̇
νV ρ = 0, s počátečńı podmı́nkou V µ(t1) = vµ,

kde V µ(t) := V µ(γ(t)), Γµνρ(t) := Γµνρ(γ(t)).

3. Paralelně přenesený vektor Υγ
P,Qv pak dostaneme jako vyč́ısleńı výsledného vektorové pole

v př́ıslušném bodě, to jest Υγ
P,Qv := V (t2).
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Snadno se ověř́ı, že tato konstrukce opravdu splňuje definici paralelńıho přenosu.

Analogicky lze definovat a zkonstruovat z kovariantńı derivace paralelńı přenos tenzoru libo-
volného řádu.

1.2.2 RLC konexe

Ačkoliv jsou afinńı konexe a metrika dvě na sobě obecně nezávislé struktury, za určitých
podmı́nek metrika jednoznačně určuje speciálńı afinńı konexi, j́ıž se ř́ıká Riemannova, nebo také
Levi-Civitova konexe, zkráceně RLC konexe. Ukážeme si, jak se tato význačná konexe z metriky
źıská.

Definice 1.10 Necht’ (M,∇) je varieta se zavedenou afinńı konex́ı. Zobrazeńı
T : T 1

0 (M)× T 1
0 (M)→ T 1

0 (M) definované předpisem

∀U, V ∈ T 1
0 (M) T (U, V ) := ∇UV −∇V U − [U, V ]

nazveme torźı.

Poznámka Symbol [U, V ] pro libovolné U, V ∈ T 1
0 (M) definujeme p̊usobeńım na libovolnou

f ∈ F(M) vztahem [U, V ]f = U(V f) − V (Uf). Plat́ı, že vektorový prostor T 1
0 (M) s takto

definovanou Lieovou závorkou tvoř́ı ∞-rozměrnou Lieovu algebru, to mimo jiné znamená
[U, V ] ∈ T 1

0 (M).

Poznámka Pro libovolné tenzorové pole A ∈ T pq (M) zavád́ıme značeńı

Aµ···ν(ρ···σ) :=
1

q!

∑
π∈Sq

Aµ···νπ(ρ)···π(σ),

Aµ···ν[ρ···σ] :=
1

q!

∑
π∈Sq

sgnπAµ···νπ(ρ)···π(σ),

kde Sq označuje množinu všech permutaćı q prvk̊u, tzn. π ∈ Sq : n̂ → n̂ je bijekce. Analogické
značeńı zavád́ıme i pro horńı indexy.

Afinńı konexe tedy na varietě indukuje zobrazeńı torze T s následuj́ıćımi vlastnostmi:

(I) T je F(M)-bilineárńı.

(II) T definuje na M tenzorové pole typu
(

1
2

)
, které se nazývá tenzor torze a jehož komponenty

v souřadnicovém reperu jsou Tµνρ = dxµ(T (∂ν , ∂ρ)).

(III) Tenzor torze je antisymetrický v dolńıch indexech, to jest Tµνρ = Tµ[νρ] .

(IV) Γµνρ = Γµ(νρ) −
1
2T

µ
νρ , ekvivalentně Tµνρ = −2Γµ[νρ].

Požadavek nulovosti torze (T = 0) je dle vlastnosti (IV) ekvivalentńı tomu, že Christoffelovy
symboly druhého druhu jsou symetrické v dolńıch indexech. Konexi, která má nulovou torzi, se
proto ř́ıká symetrická.

Definice 1.11 Necht’ (M, g,∇) je riemannovská varieta se zavedenou afinńı konex́ı. Řekneme,
že afinńı konexe ∇ je kompatibilńı s metrikou, nebo zkráceně metrická právě tehdy, když
∇g = 0.
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Metrická konexe má následuj́ıćı vlastnosti:

(I) Při paralelńım přenosu zkonstruovaném z kovariantńı derivace se zachovávaj́ı úhly mezi
přenášenými vektory a také jejich velikosti, to jest

(∀U, V,W ∈ T 1
0 (M))(∇WU = ∇WV = 0⇒ ∇W (g(U, V )) = 0).

(II) ∇g−1 = 0.

(III) Zvyšováńı a snižováńı index̊u komutuje s kovariantńım gradientem,

∀A ∈ T pq (M) ∇(∧A) = ∧(∇A), respektive ∇(∨A) = ∨(∇A).

(IV) Pro jej́ı Christoffelovy symboly 2. druhu plat́ı

Γµνρ =
1

2
gµσ(gσν,ρ + gσρ,ν − gνρ,σ)− 1

2
(T µ
νρ + T µ

ρν + Tµνρ ).

Definice 1.12 Necht’ (M, g,∇) je riemannovská varieta se zavedenou afinńı konex́ı. Právě tehdy
když je afinńı konexe ∇ metrická a symetrická, nazýváme ji RLC konex́ı.

Věta 1.13 Necht’ (M, g) je riemannovská varieta. Pak na M existuje právě jedna RLC konexe,
jež je určena vztahem

∀U, V,W ∈ T 1
0 (M) g(∇WU, V ) =

1

2
(W (g(U, V )) + U(g(V,W ))− V (g(W,U))−

− g(U, [W,V ])− g(V, [U,W ]) + g(W, [V,U ])).

D̊ukaz. Např́ıklad v [6].

Pokud dosad́ıme do tvrzeńı věty 1.13 za U, V,W souřadnicová reperová pole, dostáváme
vztah pro Christoffelovy symboly:

Γµνρ =
1

2
gµσ(gσν,ρ + gσρ,ν − gνρ,σ). (7)

Naprosto stejný vztah jsme mohli dostat i z vlastnosti (IV) metrické konexe t́ım, že aplikujeme
požadavek nulovosti torze.

1.3 Geodetiky

Na varietě (M,∇) lze zkonstruovat jisté speciálńı křivky tak, že ve vybraném bodě na va-
rietě zvoĺıme vektor a na něj pak iterativně aplikujeme infinitesimálńı paralelńı přenos. Těmto
křivkám se ř́ıká geodetiky. Pokud paralelńı přenos interpretujeme jako zachováváńı rovnoběžného
směru, pak je geodetika křivka, která směřuje stále

”
rovně“ a lze ji tedy chápat jako zobecněńı

pojmu př́ımka y Eukleidovského prostoru na libovolnou varietu se zavedenou afinńı konex́ı. Této
úvaze odpov́ıdá následuj́ıćı formálńı definice geodetiky.

Definice 1.14 Necht’ (M,∇) je varieta se zavedenou afinńı konex́ı, křivku γ nazýváme geode-
tika právě tehdy, když existuje f ∈ F(Ran(γ)) tak, že plat́ı ∇γ̇ γ̇ = fγ̇. Speciálně pak křivku γ
splňuj́ıćı ∇γ̇ γ̇ = 0 nazýváme afinně parametrizovaná geodetika.
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Poznámka Libovolnou geodetiku lze vždy přeparametrizovat tak, aby byla afinńı. Proto pokud
neńı explicitně řečeno jinak, budeme uvažovat pouze afinně parametrizované geodetiky.

Rovnici ∇γ̇ γ̇ = 0 pro neznámou křivku γ se ř́ıká rovnice geodetiky a v lokálńıch souřadnićıch
vypadá takto:

γ̈µ + Γµνργ̇
ν γ̇ρ = 0. (8)

Abychom našli jednoznačné řešeńı této soustavy n diferenciálńıch rovnic a t́ım źıskali tvar geo-
detiky, je třeba zadat počátečńı nebo okrajové podmı́nky:

1. bod P ∈ M a v něm tečný vektor v ∈ TPM pro fixńı hodnotu parametru t, to jest
počátečńı podmı́nky γ(t0) = P, γ̇(t0) = v,

2. dva body P,Q ∈ M pro dvě r̊uzné hodnoty parametru t, to jest okrajové podmı́nky
γ(t1) = P, γ(t2) = Q.

Poznámka Geodetiku zadanou počátečńımi podmı́nkami γ(0) = P, γ̇(0) = v budeme označovat
symbolem γP,v.

Definice 1.15 Necht’ (M,∇) je varieta se zavedenou afinńı konex́ı a P ∈ M . Definujeme
exponenciálńı zobrazeńı se středem v bodě P , expP : TPM →M , předpisem

∀v ∈ TPM expP (v) := γP,v(1).

Věta 1.16 Necht’ (M,∇) je varieta se zavedenou afinńı konex́ı a expP je exponenciálńı zobrazeńı
se středem v bodě P ∈M . Pak plat́ı:

(∃V ⊂ TPM okoĺı 0, ∃U ⊂M okoĺı P )(expP : V o → Uo je difeomorfismus).

D̊ukaz. Např́ıklad v [7].

V d̊usledku této věty můžeme na varietě (M,∇) dimenze n ∈ N zavést následuj́ıćı speciálńı
souřadnice (U,Φ). Vybereme na TPM libovolnou ortonormálńı bázi (e1, · · · , en) a definujeme
hladkou bijekci E : Rn → TPM vztahem E(x1, · · · , xn) := xµeµ. Polož́ıme U rovno okoĺı bodu P
z věty 1.16 a Φ := E−1 ◦ (expP )−1 : U → Rn. Takto zkonstruované souřadnice (U,Φ) nazýváme
Riemannovy normálńı souřadnice se středem v bodě P .

Poznámka Složky souřadnicového zobrazeńı Φ v Riemannových normálńıch souřadnićıch se ob-
vykle znač́ı se stř́ı̌skou, např́ıklad xµ̂. Stejně tak se se stř́ı̌skou znač́ı i komponenty tenzorových
poĺı a jiných objekt̊u vzhledem k těmto souřadnićım, např́ıklad gµ̂ν̂ .

Věta 1.17 Necht’ (M, g,∇) je riemannovská varieta s RLC konex́ı3, P ∈ M a (U,Φ) jsou
Riemannovy normálńı souřadnice se středem v bodě P ∈M . Pak plat́ı:

Γµ̂ν̂ρ̂(P ) = 0, gµ̂ν̂,ρ̂(P ) = 0.

D̊ukaz. Např́ıklad v [6].

Necht’ (M,∇) je varieta dimenze n ∈ N se zavedenou afinńı konex́ı, pak má geodetika γP,v
následuj́ıćı vlastnosti:

(I) ∀b, t ∈ R γP,v(bt) = γP,bv(t).

3Na nulovost Christoffelových symbol̊u 2. druhu stač́ı symetrická konexe.
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(II) expP (0) = γP,0(1) = P .

(III) γP,v(t) = γP,vt(1) = expP (vt).

(IV) Necht’ (U,Φ) jsou Riemannovy normálńı souřadnice se středem v P ∈ M a vektor
v ∈ TPM , jenž lze v souřadnićıch zapsat jako v = vµ̂eµ̂. Pak plat́ı:

Φ(γP,v(t)) = E−1(vt) = (v1̂t, · · · , vn̂t) ∈ Rn, speciálně Φ(P ) = 0.

Vlastnost (IV) znamená, že Riemannovy souřadnice zobrazuj́ı geodetický pohyb po varietě M
na rovnoměrný př́ımočarý pohyb v Rn.

1.4 Křivost

Křivost je názorně představitelný pojem pro křivky a plochy. K matematicky korektńımu zave-
deńı tohoto pojmu v obecném př́ıpadě je však potřeba kovariantńı derivace, muśıme mı́t tedy
na varietě zavedenou afinńı konexi, která pak na varietě indukuje mimo tenzoru torze také
Riemann̊uv tenzor křivosti, jenž udává mı́ru zakřiveńı variety.

Definice 1.18 Necht’ (M,∇) je varieta se zavedenou afinńı konex́ı a U, V ∈ T 1
0 (M).

Operátorem křivosti R(U, V ) : T pq (M)→ T pq (M) nazveme výraz

R(U, V ) := [∇U ,∇V ]−∇[U,V ].

Operátor křivosti na M definuje tenzorové pole typu
(

1
3

)
, jehož komponenty v̊uči

souřadnicovému reperu jsou
Rµνρσ = dxµ(R(∂ρ, ∂σ)∂ν). (9)

Toto tenzorové pole se nazývá Riemann̊uv tenzor křivosti. Jednoduchým dosazeńım do
výrazu (9) lze složky Riemannova tenzoru křivosti zapsat pomoćı Christoffelových symbol̊u
2. druhu:

Rµνρσ = Γµνσ,ρ − Γµνρ,σ + ΓκνσΓµκρ − ΓκνρΓ
µ
κσ. (10)

Ze vztahu (9) lze snadno vidět, že plat́ı

R(∂ρ, ∂σ)∂ν = Rµνρσ∂µ, (11)

odtud a z toho, že souřadnicová reperová pole komutuj́ı, [∂ρ, ∂σ] = 0, odvod́ıme p̊usobeńı
operátoru křivosti na souřadnicové koreperové pole:

R(∂ρ, ∂σ)(dxµ(∂ν)) = R(∂ρ, ∂σ)(C(dxµ ⊗ ∂ν)) = (R(∂ρ, ∂σ)dxµ)ν +Rµνρσ

= R(∂ρ, ∂σ)(δµν ) = 0

⇒ R(∂ρ, ∂σ)dxµ = −Rµνρσdxν . (12)

Využit́ım Leibnitzova pravidla a vztah̊u (11), (12) pak źıskáváme velmi užitečný vztah pro rozd́ıl
druhých kovariantńıch derivaćı libovolného tenzorového pole A ∈ T pq (M), takzvanou Ricciho
identitu:

Aρ···σκ···λ;µν −A
ρ···σ
κ···λ;νµ = Aρ···σζ···λR

ζ
κµν + · · ·+Aρ···σκ···ζR

ζ
λµν −A

ζ···σ
κ···λR

ρ
ζµν · · · −A

ρ···ζ
κ···λR

σ
ζµν . (13)

Od této chv́ıle až do konce kapitoly se omeźıme pouze na riemannovskou varietu (M, g)
s RLC konex́ı.

Tenzor křivosti má pro libovolná vektorová pole U, V,W,X ∈ T 1
0 (M) následuj́ıćı symetrie:
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(I) (∨R)(U, V,W,X)4 = −(∨R)(U, V,X,W ),

(II) (∨R)(U, V,W,X) = −(∨R)(V,U,W,X),

(III) (∨R)(U, V,W,X) + (∨R)(U,W,X, V ) + (∨R)(U,X, V,W ) = 0,

(IV) (∨R)(U, V,W,X) = (∨R)(W,X,U, V ).

Symetrie (I) plyne př́ımo z definice operátoru křivosti, (II) a (III) plynou z metričnosti konexe
a axiomů kovariantńı derivace, posledńı symetrii lze odvodit z předchoźıch. Vztah (III) se nazývá
prvńı Bianchiho identita. V souřadnićıch lze tyto symetrie přepsat takto:

(I)Rµνρσ = −Rµνσρ, (II)Rµνρσ = −Rνµρσ,
(III)Rµνρσ +Rµρσν +Rµσνρ = 0, (IV )Rµνρσ = Rρσµν .

Souřadnicové vyjádřeńı prvńı Bianchiho identity můžeme za pomoćı symetrie (I) a zvýšeńı in-
dexu ekvivalentně přepsat do obvyklého tvaru

Rµ[νρσ] = 0. (14)

Z Ricciho identity (13) a prvńı Bianchiho identity lze odvodit d̊uležitý vztah

Rµνρσ;κ +Rµνσκ;ρ +Rµνκρ;σ = 0, (15)

jenž se nazývá druhá Bianchiho identita5.

Jednoduchým d̊usledkem identity (14) je symetrie R[µνρσ] = 0, tato symetrie spolu se
symetriemi (I) a (II) tvoř́ı nezávislé požadavky na komponenty Riemannova tenzoru křivosti.
Pokud je n ∈ N dimenze variety M , tak z těchto symetríı plyne, že tenzor křivosti má pouze
1
12n

2(n2 − 1) nezávislých komponent6.

Z Riemannova tenzoru křivosti můžeme vytvořit následuj́ıćı kontrakce:

Rρρµν , Rρµρν , Rρµνρ.

Posledńı dvě se d́ıky antisymetrii lǐśı pouze znaménkem a prvńı je v RLC konexi nulová. Jediná
zaj́ımavá je tedy Rµν := Rρµρν , jedná se o složky tenzorového pole typu

(
0
2

)
, kterému se ř́ıká

Ricciho tenzor. Tomuto tenzoru je možno zvýšit index a pak ho dále kontrahovat, dostáváme
hladkou funkci R := Rµµ = gµνRνµ = Rµνµν , která se nazývá Ricciho skalár.

4(∨R)(U, V,W,X) = g(U,R(W,X)V ).
5Opět lze ekvivalentně přepsat do kompaktńıho tvaru Rµν[ρσ;κ].
6Pro dimenzi prostoročasu, to jest n = 4, má tedy tenzor křivosti pouze 20 nezávislých komponent z celkových

256.
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2 Obecná teorie relativity

V této kapitole budou zasazeny geometrické pojmy z předešlé kapitoly do kontextu obecné
relativity a nav́ıc bude představena fundamentálńı rovnice celé teorie, Einsteinovy polńı rovnice.

V celé práci, pokud nebude řečeno jinak, budeme použ́ıvat takzvané geometrizované jednotky,
to jest pokládáme c = 1, G = 1.

2.1 Relativita jazykem diferenciálńı geometrie

Prostoročas v obecné teorii relativity interpretujeme jako riemannovskou varietu (M, g)
dimenze 4, automaticky se na ńı předpokládá RLC konexe. Metrika prostoročasu má indefinitńı
lorentzovskou7 signaturu (3, 1). Bod̊um této variety (prostoročasu) se ř́ıká události.

Necht’ P je nějaká událost a v ∈ TPM , o vektoru v řekneme,

že je


časupodobný, pokud g(v, v) < 0,

světlupodobný, pokud g(v, v) = 0,

prostorupodobný, pokud g(v, v) > 0.

Geodetiky v obecné relativitě můžeme chápat následuj́ıćımi zp̊usoby:

1. Jak již bylo řečeno v předešlé kapitole, geodetika je světočára, to jest křivka na pro-
storočasu, podél ńıž se jej́ı tečný vektor přenáš́ı paralelně. To jednoduše znamená, že
splňuje rovnici (8).

2. Jak bude podrobněji ukázáno v kapitole 4, geodetiky jsou křivky, jež extremalizuj́ı funk-
cionál délky křivky mezi dvěma pevnými body prostoročasu.

3. Je přirozené chápat zrychleńı pohybu po světočáře γ jako absolutńı derivaci vektorového
pole rychlosti γ̇, ve směru γ, což ve smyslu kovariantńı derivace znamená a = ∇γ̇ γ̇. Geo-
detiky jsou tedy křivky, po nichž se realizuje rovnoměrný př́ımočarý pohyb.

Ukážeme, jak se měńı prostoročasový charakter tečného vektoru ke geodetice:

∇γ̇(g(γ̇, γ̇)) = ∇γ̇(CC(g ⊗ γ̇ ⊗ γ̇)) = (∇γ̇g)(γ̇, γ̇) + 2g(∇γ̇ γ̇, γ̇) = 0. (16)

V posledńı rovnosti jsme využili metričnost konexe a rovnici geodetiky. Ukázali jsme, že tečný
vektor ke geodetice má stále stejný prostoročasový charakter. Má tedy smysl mluvit o času-,
prostoru-, či světlupodobné geodetice. Nav́ıc plat́ı, že veličina

ε := −g
(

dγ

dλ
,

dγ

dλ

)
(17)

je podél geodetického pohybu konstantńı. Je zvykem volit normalizaci parametru λ tak, že
ε ∈ {1, 0, −1}.

Časupodobné geodetiky maj́ı význam trajektoríı volných8 testovaćıch částic s nenulovou
hmotnost́ı m. Pro časupodobné geodetiky plat́ı ε = 1, z toho již plyne, že parametr λ je vlastńı

7Metrika variety dimenze n ∈ N, která má signaturu (n− 1, 1) se nazývá lorentzovská.
8V obecné relativitě rozumı́me volnými částicemi takové, které nep̊usob́ı žádné vněǰśı pole, to jest jsou podro-

beny pouze gravitačńı interakci.
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čas τ částice, vektorovým polem rychlosti γ̇ je pak př́ımo čtyřrychlost u = dγ
dτ a lze tedy pomoćı

ńı, popř́ıpadě čtyřhybnosti p = mu ekvivalentně přepsat rovnici geodetiky:

∇uu = 0, ∇pp = 0. (18)

Pro světlupodobné geodetiky je vlastńı čas mezi libovolnými dvěma událostmi nula, a τ
tedy neńı vhodným parametrem. Normalizace ε = 0 neurčuje parametr λ jednoznačně, je však
zvykem ho volit tak, aby platilo p = dγ

dλ . Světlupodobné geodetiky popisuj́ı trajektorie částic
s nulovou hmotnost́ı, jako jsou fotony.

Z normalizace prostorupodobných geodetik ε = −1 plyne, že parametr λ je vlastńı délka
`. Tyto geodetiky neodpov́ıdaj́ı trajektoríım žádných skutečných částic a v této práci se jimi
nebudeme dále zabývat.

Mějme nyńı na prostoročasu Riemannovy normálńı souřadnice se středem v libovolné události
P ,
(
U, xµ̂

)
. Komponenty metrického tenzoru jsou hladké funkce na U , a můžeme je tedy rozvi-

nout do Taylorova rozvoje se středem v bodě P .

∀Q ∈ U gµ̂ν̂(Q) = gµ̂ν̂(P ) + gµ̂ν̂,ρ̂(P )(xρ̂(Q)− xρ̂(P ))+

+
1

2
gµ̂ν̂,ρ̂σ̂(P )(xρ̂(Q)− xρ̂(P ))(xσ̂(Q)− xσ̂(P )) +O(x3) =

= ηµν +
1

2
gµ̂ν̂,ρ̂σ̂(P )xρ̂(Q)xσ̂(Q) +O(x3). (19)

Při úpravách jsme využili tvrzeńı věty 1.17 a vlastnost (IV) geodetiky γP,v. Ukázali jsme, že
libovolné události P můžeme přǐradit význačný souřadnicový systém, v němž je metrika v P
přesně Minkowského. Jak lze vidět z relace (19), obecně toto plat́ı pouze v P a nemůžeme
Minkowského metriku rozš́ı̌rit ani na libovolně malé okoĺı tohoto bodu. Těmto souřadnicovým
systémům se ř́ıká lokálně inerciálńı systémy, zkráceně LIS.

2.2 Einsteinovy polńı rovnice

Gravitace je jediná ze čtyř př́ırodńıch interakćı, která je univerzálńı, to jest p̊usob́ı na všechno,
co má nějakou energii, stejným zp̊usobem. Tato univerzalita vedla Einsteina k tomu, aby ji
interpretoval jako součást prostoročasu namı́sto klasické Newtonovy představy silového pole
na něm definovaného. Einsteinovy rovnice popisuj́ı, jak souviśı rozložeńı energie a hybnosti
v prostoročasu s jeho metrikou.

Při hledáńı Einsteinových rovnic požadujeme, aby v newtonovské limitě odpov́ıdaly výsledku
klasické mechaniky, Poissonově rovnici pro Newton̊uv gravitačńı potenciál:

∆Φ = 4πρ. (20)

Z newtonovské limity rovnice geodetiky, viz [8], plyne g00 = −1−2Φ, v tomto smyslu chápeme
metriku jako relativistickou analogii k Newtonovu gravitačńımu potenciálu. Přirozené relativis-
tické zobecněńı hustoty hmoty ρ najdeme v podobě symetrického tenzorového pole T ∈ T 2

0 (M),
které nazýváme tenzor energie a hybnosti. Dle principu obecné kovariance a předchoźıch
úvah budeme relativistické zobecněńı rovnice (20), Einsteinovy polńı rovnice, hledat v tenzo-
rovém tvaru

F (gµν , gµν,ρ, gµν,ρσ) ∝ Tµν , (21)
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kde F (gµν , gµν,ρ, gµν,ρσ) je tenzorové pole typu
(

0
2

)
na prostoročasu, jež je nějakým zp̊usobem

závislé na metrice a jej́ıch směrových derivaćıch až do druhého řádu. Po tenzoru F se požaduje,
aby byl takzvaně

”
invariantńı co do formy“, to jest, aby F záviselo na svých proměnných

ve všech souřadnicových systémech stejně. Nav́ıc požadujeme, aby F záviselo na druhých
parciálńıch derivaćıch metriky pouze lineárně.

Z výše zmı́něných požadavk̊u na F a toho, jak vypadaj́ı parciálńı derivace metriky v LISu,
plyne, že F záviśı pouze na metrice g a lineárně na Riemannově tenzoru křivosti R, to znamená,
že F je nějakou lineárńı kombinaćı tenzor̊u gµν , Rgµν a Rµν .

Zároveň chceme, aby př́ımo z Einsteinových rovnic plynul zákon zachováńı energie a hybnosti
T µ
µν; = 0. Pokud dvakrát zkontrahujeme vztah (15) a využijeme vlastnosti (III) metrické konexe,

viz odstavec pod definićı 1.11, dostáváme:(
Rµν −

1

2
Rgµν

) µ

;

= 0. (22)

Označ́ıme-li Gµν := Rµν − 1
2Rgµν , definujeme t́ım symetrické tenzorové pole G ∈ T 0

2 (M), které
splňuje G µ

µν; = 0. Ř́ıkáme mu Einstein̊uv tenzor.

Ukazuje se, že rovnice vyhovuj́ıćı všem zde uvedeným požadavk̊um a dosavadńım experi-
ment̊um jsou tyto:

Gµν + Λgµν = 8πTµν . (23)

Člen Λgµν , kde Λ je kosmologická konstanta, se objevuje v rovnićıch z předpokladu nenulové
hustoty energie vakua. Pro podrobněǰśı odvozeńı Einsteinových polńıch rovnic viz [8].

Pomoćı zvýšeńı indexu a následné kontrakce dostáváme z rovnice (23):

gνµ
(
Rµν −

1

2
Rgµν + Λgµν

)
= 8πgνµTµν ⇔ R = 4Λ− 8πT.9 (24)

Z tohoto vztahu pak źıskáváme ekvivalentńı podobu Einsteinových polńıch rovnic:

Rµν − Λgµν = 8π

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
. (25)

Často nás zaj́ımaj́ı Einsteinovy rovnice ve vakuu, to jest pro Tµν = 0:

Gµν + Λgµν = 0, (26)

nebo ekvivalentně pomoćı (25)
Rµν − Λgµν = 0. (27)

9T := gνµTµν ≡ T νν
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3 Zákony zachováńı v obecné teorii relativity

Jako v každé fyzikálńı teorii i v obecné teorii relativity hraj́ı d̊uležitou roli zachovávaj́ıćı se
veličiny a symetrie, které usnadňuj́ı řešeńı fyzikálńıch rovnic. Jejich d̊uležitost je v obecné rela-
tivitě kv̊uli nelinearitě Einsteinových rovnic o to větš́ı. V této kapitole budou popsány základńı
nástroje a postupy, které se ke studiu zákon̊u zachováńı využ́ıvaj́ı.

3.1 Lieova derivace

Geometrickým objektem, který se pro studium symetríı využ́ıvá je Lieova derivace, o které
pojednává tato podkapitola.

Definice 3.1 Necht’ M je varieta, V ∈ T 1
0 (M) a Φt jeho př́ıslušný tok, pak zobrazeńı

Φ∗t : T pq (M)→ T pq (M) nazveme Lie̊uv přenos.

Poznámka Pokud tenzorové pole A ∈ T pq (M) splňuje ∀t ∈ R Φ∗tA = A, ř́ıkáme, že je invari-
antńı v̊uči vektorovému poli V , jež tok Φt generuje.

Definice 3.2 Necht’ M je varieta. Lieovou derivaćı tenzorového pole A ∈ T pq (M) ve směru
vektorového pole V ∈ T 1

0 (M) nazveme výraz LVA definovaný vztahem

LVA :=
d

dt

∣∣∣
t=0

Φ∗tA. (28)

Poznámka Plat́ı, že A je invariantńı v̊uči V ⇔ LVA = 0.

Př́ımo z definice Lieovy derivace ve směru V plyne pro |ε| � 1:

Φ∗εA = A+ εLVA+O(ε2). (29)

Lieova derivace stejně jako derivace kovariantńı je tenzorová operace zachovávaj́ıćı stupeň
tenzoru, je R-lineárńı, na tenzorovém součinu se chová dle Leibnitzova pravidla a komutuje
s kontrakcemi.

V souřadnićıch vypadá Lieova derivace libovolného tenzorového pole A ∈ T pq (M) ve směru
vektorového pole V ∈ T 1

0 (M) takto:

(LVA)µ···νρ···σ = V κAµ···νρ···σ,κ + V κ
,ρ A

µ···ν
κ···σ + · · ·+ V κ

,σ A
µ···ν
ρ···κ − V µ

,κ A
κ···ν
ρ···σ · · · − V ν

,κ A
µ···κ
ρ···σ . (30)

Speciálně pak pro f ∈ F(M) LV f = V f .

Velmi častý je bezsouřadnicový zápis Lieovy derivace vektorového pole pomoćı Lieovy
závorky LVW = [V,W ].

Uvažujme nyńı varietu (M,∇) se zavedenou symetrickou konex́ı. Pokud bychom
v souřadnicovém zápisu Leiovy derivace (30) mı́sto všech

”
čárek“ psali

”
středńıky“ a rozepsali

bychom výrazy se středńıky dle souřadnicového zápisu kovariantńı derivace (4), dostali bychom
po odečteńı všech člen̊u s Christoffelovými symboly stejný výraz, jako je na pravé straně vztahu
(30). T́ımto postupem źıskáváme alternativńı souřadnicové vyjádřeńı Lieovy derivace:

(LVA)µ···νρ···σ = V κAµ···νρ···σ;κ + V κ
;ρ A

µ···ν
κ···σ + · · ·+ V κ

;σ A
µ···ν
ρ···κ − V µ

;κ A
κ···ν
ρ···σ · · · − V ν

;κ A
µ···κ
ρ···σ . (31)

Necht’ U, V ∈ T 1
0 (M). Př́ımo ze vztahu (31) plyne LV U = ∇V U−∇UV . Odtud, z metričnosti

konexe a vlastnost́ı Lieovy a kovariantńı derivace lze snadno ukázat platnost tvrzeńı:

∀U, V,W ∈ T 1
0 (M) (LV g)(U,W ) = g(∇UV,W ) + g(∇WV,U). (32)
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Poznámka Lieova derivace se v̊uči algebraickým operaćım ve
”
směrovém argumentu“ chová

takto:

∀V,W ∈ T 1
0 (M), ∀λ ∈ R LV+λW = LV + λLW , L[V,W ] = [LV ,LW ]. (33)

Neplat́ı však F(M)-linearita jako u kovariantńı derivace, ale pouze linearita v̊uči R.

3.2 Killingova vektorová pole

Killingova vektorová pole představuj́ı význačné
”
směry“ na varietě, podél nichž se jej́ı geometrie

v jistém smyslu neměńı. V této podkapitole ukážeme, jak tyto směry nalézt a co přesně znamená,
že se podél nich geometrie neměńı.

Definice 3.3 Necht’ M je varieta a A ∈ T pq (M), difeomorfismus Φ : M →M nazveme symetríı
tenzorového pole A právě tehdy, když Φ∗A = A. Speciálně pro riemannovskou varietu symetrie
metriky nazýváme izometrie.

V relativitě jsou ze všech symetríı nejd̊uležitěǰśı spojité jednoparametrické grupy izometríı,
proto se ve zbytku kapitoly omeźıme pouze na ně. Až do konce podkapitoly tedy pracujeme
s riemannovskou varietou (M, g) dimenze n ∈ N s RLC konex́ı.

Předpokládejme, že máme spojitou jednoparametrickou grupu izometríı Φt, to jest existuje
nějaký otevřený interval I ⊂ R obsahuj́ıćı nulu tak, že ∀t ∈ I Φ∗t g = g. Vztah mezi vektorovými
poli a toky je vzájemně jednoznačný, d́ıky tomu lze naj́ıt právě jedno vektorové pole ξ ∈ T 1

0 (M),
které generuje grupu Φt. Z poznámky pod definićı Lieovy derivace (28) pak plyne

Lξg = 0, (34)

což lze v souřadnicovém zápisu pomoćı relace (30), respektive (31), zapsat takto:

ξρgµν,ρ + ξρ,µgρν + ξρ,νgµρ = 0, respektive ξ(µ;ν) = 0. (35)

Pro źıskáńı druhé rovnice jsme využili metričnost konexe a vlastnost (III) metrické konexe, viz
odstavec pod definićı 1.11. Těmto rovnićım se ř́ıká Killingovy rovnice a ξ ∈ T 1

0 (M), která

jsou řešeńım těchto rovnic, se nazývaj́ı Killingova vektorová pole. Jedná se o soustavu n(n+1)
2

rovnic pro neznámé funkce {ξµ}nµ=1, to znamená, že obecně nemaj́ı Killingovy rovnice nenulové
řešeńı.

Věta 3.4 (lemma o vyrovnáńı vektorového pole) Necht’ M je varieta dimenze n ∈ N,
P ∈ M a V ∈ T 1

0 (M) takové, že V (P ) 6= 0. Pak existuj́ı souřadnice (U, xµ), P ∈ U takové, že
V = ∂1.

D̊ukaz. Např́ıklad v [9].

Při stejném značeńı jako v předchoźı větě má Lieova derivace metriky ve směru vektorového
pole V v souřadnićıch (U, xµ) velmi jednoduchý tvar

(LV g)µν = gµν,1. (36)

Z tohoto vztahu vyplývá, že pokud existuj́ı souřadnice, ve kterých všechny složky metriky
nezáviśı na jedné ze souřadnic, kterou označ́ıme např́ıklad α, existuje Killingovo vektorové pole
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ξ, jehož vyjádřeńı v těchto souřadnićıch je ξ = ∂α.

Př́ımo ze vztah̊u (33) plyne, že Killingova vektorová pole tvoř́ı podalgebru v Lieově
algebře T 1

0 (M), kterou nazýváme Killingova algebra. Lze ukázat, že tato algebra je vždy

konečněrozměrná s dimenźı nanejvýš n(n+1)
2 .

V tomto odstavci si ukážeme souvislost mezi Killingovými vektorovými poli a Rieman-
novým tenzorem křivosti. Pomoćı Ricciho identity (13) źıskáme pro Killingovo vektorové pole ξ
následuj́ıćı vztahy:

ξµ;νρ − ξµ;ρν = ξσR
σ
µνρ, ξν;ρµ − ξν;µρ = ξσR

σ
νρµ, ξρ;µν − ξρ;νµ = ξσR

σ
ρµν . (37)

Jejich zkombinováńım dostáváme:

(ξµ;ν − ξν;µ);ρ + (ξν;ρ + ξρ;ν);µ − (ξµ;ρ + ξρ;µ);ν = ξσ(Rσµνρ +Rσνρµ −Rσρµν).

Tuto rovnici pak pomoćı Killingových rovnic (35) a přičteńım a odečteńım Rσρµν uprav́ıme do
tvaru

2ξµ;νρ = ξσ(Rσµνρ +Rσνρµ +Rσρµν︸ ︷︷ ︸
0

−2Rσρµν),

kde součet tř́ı Riemannových tenzor̊u vymizel v d̊usledku identity (14). Odtud pak už ze symetríı
Riemannova tenzoru plyne vztah:

ξµ;νρ = ξσRµνρσ. (38)

Kontrakćı tohoto vztahu źıskáváme

ξµ;νµ = ξσRνσ. (39)

Nakonec ukážeme platnost rovnosti ∇ξR = 0:

∇ξR = ξµ∇µR =
(22)

2ξµRνµ;ν = 2(ξµRνµ);ν − 2 ξµ;νR
ν
µ︸ ︷︷ ︸

0

=
(39)

2ξµ ν; µν =
(35)

ξµ ν; µν − ξµ ν; νµ =
(13)

= − ξρ ν; Rµρµν︸ ︷︷ ︸
0

− ξµ ρ; Rνρµν︸ ︷︷ ︸
0

= 0. (40)

Vztah (40) a definice Killingova vektorového pole ukazuj́ı, jak je myšlena neměnnost geometrie
v jejich směru. Při Lieově přenosu se neměńı geometrické veličiny souvisej́ıćı př́ımo s metrikou,
to jest délky a úhly, a při paralelńım přenosu se zachovává Ricciho skalár, to znamená, že se do
jisté mı́ry neměńı křivost.

Př́ımočarým zobecněńım Killingových vektorových poĺı jsou Killingova tenzorová pole,
symetrická tenzorová pole K ∈ T 0

q (M) vyhovuj́ıćı rovnićım

K(µ1···µq ;ν) = 0. (41)

Př́ıklady Killingových tenzorových poĺı jsou metrika nebo symetrizovaný tenzorový součin Kil-
lingových vektorových poĺı se sńıženým indexem.
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3.3 Zachovávaj́ıćı se veličiny

V této podkapitole ukážeme, jak Killingova vektorová pole souvisej́ı se zachovávaj́ıćımi se
veličinami v obecné relativitě. V celé podkapitole uvažujeme prostoročas (M, g).

Necht’ γ je časupodobná10 geodetika parametrizovaná vlastńım časem τ a ξ je Killingovo
vektorové pole, definujeme veličinu

χ := g(p, ξ), v souřadnićıch χ = gµνp
µξν ≡ pµξµ,

a jak, ukážeme v následuj́ıćım odstavci, tato veličina se podél geodetik zachovává, to při
speciálńı volbě parametru znamená ∇pχ = 0.

Při odvozeńı využ́ıváme axiomy kovariantńı derivace, metričnost konexe a Killingovy rovnice
ve tvaru ξ(µ;ν) = 0:

∇pχ = ∇p(g(p, ξ)) = (∇pg)(p, ξ) + g(∇pp, ξ) + g(p,∇pξ) = pµpνξµ;ν = pµpνξ(µ;ν) = 0; (42)

∇pχ = muµ∂µχ = m
dγµ

dτ
∂µχ = m

dχ̂

dτ
, (43)

kde χ̂(τ) := χ(γ(τ)). Ze vztahu (43) plyne, že zachováńı veličiny χ podél geodetik lze
ekvivalentně přepsat dχ̂

dτ = 0. Každé Killingovo vektorové pole tedy generuje veličinu, která se
zachovává podél geodetik.

Analogicky lze ukázat, že Killingovo tenzorové pole K generuje veličinu

Ξ := K(p, · · · , p), v souřadnićıch Ξ = Kµ1···µqp
µ1 · · · pµq ,

která se také zachovává podél geodetik, to jest ∇pΞ = 0, nebo ekvivalentně dΞ̂
dτ = 0, kde

Ξ̂(τ) := Ξ(γ(τ)).

3.4 Symetrické prostoročasy

Definice 3.5 Necht’ (M, g) je prostoročas, řekneme o něm, že má sférickou symetrii právě
tehdy, když jeho Killingova algebra obsahuje Killingovu algebru jednotkové dvourozměrné sféry
(S2,dΩ2) s metrikou indukovanou z E3.

Poznámka Metrika dΩ2 je ve sférických souřadnićıch (θ, ϕ) popsána vztahem

dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2. (44)

Killingova algebra variety (S2, dΩ2) je generována třemi vektorovými poli X,Y, Z ∈ T 1
0 (S2),

která ve výše zmı́něných souřadnićıch vypadaj́ı takto:

X = − sinϕ∂θ − cotg θ cosϕ∂ϕ,

Y = cosϕ∂θ − cotg θ sinϕ∂ϕ,

Z = ∂ϕ. (45)

Tvar poĺı X,Y, Z lze odvodit př́ımým řešeńım Killingových rovnic, nebo rychleji pomoćı in-
tuitivńı představy, že izometrie sféry odpov́ıdaj́ı rotaćım kolem kartézských souřadnicových os
a následnou transformaćı souřadnic.

10Analogicky lze uvažovat i světlupodobnou geodetiku parametrizovanou afinńım parametrem λ.
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Definice 3.6 Necht’ (M, g) je prostoročas, nazveme ho stacionárńı právě tehdy, když v jeho
Killingově algebře existuje časupodobné Killingovo vektorové pole.

Označ́ıme-li si časupodobné Killingovo vektorové pole z předchoźı definice jako ξ, pak z věty
3.4 v́ıme, že existuj́ı souřadnice, ve kterých ξ = ∂α. Z časupodobnosti ξ plyne, že α muśı být

”
časová“ souřadnice, kterou, jak je zvykem, označ́ıme t. Z killingových rovnic a relace (36) už

pak plyne

gµν,t = 0. (46)

Tato úvaha poskytuje ekvivalentńı definici stacionárńıho prostoročasu:

Stacionárńı prostoročas je prostoročas, na němž existuj́ı souřadnice, ve kterých jsou složky me-
triky nezávislé na

”
čase“.

Definice 3.7 Necht’ (M, g) je prostoročas. Řekneme o něm, že je statický právě tehdy, když
splňuje:

1. je stacionárńı,

2. pro časupodobné Killingovo vektorové pole ξ, jehož existenci garantuje bod 1, plat́ı
ξ[µξν;ρ] = 0.

Věta 3.8 (Frobeni̊uv teorém) Necht’ M je varieta dimenze n ∈ N. Množina lineárně

nezávislých jednaforem {ω(α)}pα=1, kde p ∈ n̂− 1 na M definuje množinu podvariet N variety M
právě tehdy, když pro libovolná V,W ∈ T 1

0 (M), která splňuj́ı ∀α ∈ p̂ ω(α)(V ) = ω(α)(W ) = 0,
plat́ı

∀α ∈ p̂ ∇[µω
(α)
ν] V

µW ν = 0.

Množina podvariet N je dána integrálńımi křivkami vektorových poĺı, na nichž jsou dané jedna-
formy nulové.

D̊ukaz. Lze nalézt v [10].

Bod 2 v definici statického prostoročasu lze ekvivalentně formulovat následuj́ıćım zp̊usobem:

Časupodobné vektorové pole ξ je normálové vektorové pole ke všem nadplochám prostoročasu
(M, g), které jsou definovány rovnicemi t = konst., kde t označuje

”
čas“ v souřadnićıch, ve

kterých plat́ı (46).

Při d̊ukazu toho, že obě definice jsou ekvivalentńı vyjdeme z toho, že složky libovolného
normálového vektorového pole ξ k nadplochám t = konst. maj́ı speciálńı tvar, a tedy ekvi-
valenci, kterou je třeba ukázat, lze zapsat takto:

ξ[µξν;ρ] = 0⇔ ξµ = ft;µ, kde f ∈ F(M) je libovolná.

Implikace (⇐) je př́ımým d̊usledkem tvrzeńı: ∀h ∈ F(M) h;µν = h;νµ, které plyne ze záměnnosti
parciálńıch derivaćı a toho, že RLC konexe je symetrická. Ukažme nyńı opačnou implikaci (⇒).
Dle věty 3.8 vektorové pole ξ definuje množinu nadploch N a je k nim zároveň normálové, právě
tehdy, když

∀V,W ∈ T 1
0 (M) ∨ξ(V ) = ∨ξ(W ) = 0⇒ ξ[µ;ν]V

µW ν = 0. (47)
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Vezměme tedy dvě libovolná V,W ∈ T 1
0 (M) splňuj́ıćı (47), pak jistě plat́ı:

0 = ξ[µξν;ρ]V
µW ν =

1

3
(ξµξ[ν;ρ]V

µW ν + ξνξ[ρ;µ]V
µW ν + ξρξ[µ;ν]V

µW ν) =

=
1

3
(∨ξ(V )︸ ︷︷ ︸

0

ξ[ν;ρ]W
ν + ∨ξ(W )︸ ︷︷ ︸

0

ξ[ρ;µ]V
µ + ξρξ[µ;ν]V

µW ν) =
1

3
ξρξ[µ;ν]V

µW ν .

Odtud ξ[µ;ν]V
µW ν = 0, to znamená, že ξ je normálovým vektorovým polem k nějaké množině

nadploch N , to jest
∀N ∈ N , ∀V ∈ T 1

0 (N) g(ξ, V ) = 0. (48)

V souřadnićıch, ve kterých plat́ı (46), je ξµ = fδtµ = ft;µ, jelikož se jedná o tenzorovou
rovnici, nezáviśı jej́ı platnost na zvolených souřadnićıch. Odtud už pak plyne, že N muśı být
množina nadploch definovaných rovnicemi t = konst., č́ımž je ekvivalence obou definic dokázána.

Existuje ještě jedna ekvivalentńı definice statického prostoročasu, která plyne př́ımo z tvrzeńı
(48). Vezměme libovolné N ∈ N a V ∈ T 1

0 (N), v souřadnićıch z rovnice (46) to znamená V 0 = 0.

0 = g(ξ, V ) = gµνξ
µV ν = gµνδ

µ
0V

ν = g00 V 0︸︷︷︸
0

+g0jV
j ⇔ g0j = 0.

Alternativńı
”
souřadnicová“ definice statického prostoročasu tedy zńı:

Statický prostoročas je takový prostoročas, pro jehož metriku v souřadnićıch, ve kterých jej́ı
složky nezáviśı na

”
čase“, plat́ı ∀j ∈ 3̂ g0j = 0. Obecně má tedy statická metrika v těchto

souřadnićıch tvar

g = g00dt2 + gijdx
idxj , ∀i, j ∈ 3̂ g00,0 = gij,0 = 0. (49)

Poznámka Pokud je Killingovo vektorové pole časupodobné pouze na nějaké jednoduše souvislé
oblasti M ′ ⊂ M , ř́ıkáme že prostoročas (M, g) je stacionárńı na M ′, analogicky se zavád́ı i pro
statičnost.
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4 Alternativńı formulace rovnice geodetiky

V kapitole 1 byl představen standardńı př́ıstup k formulaci rovnice geodetiky pomoćı para-
lelńıho přenosu tečného vektoru. Tato kapitola se zabývá několika daľśımi zp̊usoby jak tuto
fundamentálńı rovnici odvodit. V celé kapitole uvažujme riemannovskou varietu (M, g) dimenze
n ∈ N s RLC konex́ı.

4.1 Geodetiky jako trajektorie volných částic

Prvńı zp̊usob, který bude představen, využ́ıvá variaci funkcionálu akce.

Necht’ A je množina všech diferencovatelných křivek na varietě M s počátečńım bodem
P ∈M a koncovým bodem Q ∈M , to jest

A := {γ : [t1, t2]→M | t1, t2 ∈ R, γ(t1) = P, γ(t2) = Q}.

Funkcionál akce S : A → R pro daný lagranžián L(γ, γ̇, t) je definován vztahem

S[γ] :=

∫ t2

t1

Ldt. (50)

Věta 4.1 Afinně parametrizované geodetiky jsou při variaćıch s pevnými konci jedinými ex-
tremálami funkcionálu akce pro volný pohyb, to jest pro lagranžián L = 1

2g(γ̇, γ̇), jinými slovy

δS[γ] = 0⇔ ∇γ̇ γ̇ = 0.

D̊ukaz. Vezměme libovolnou γ ∈ A a libovolné vektorové pole V ∈ T 1
0 (M). Položme nyńı

A′ := {γε := Φε ◦ γ| ε ∈ I, I = Io ⊂ R je okoĺı 0, Φε je tok př́ıslušný poli V }.

Pomoćı r̊uzných vektorových poĺı generuj́ıćıch množiny A′ źıskáme libovolnou křivku γ̃ ∈ A
potřebnou pro vaŕırováńı křivky γ. Požadavek na variace s pevnými konci odpov́ıdá tomu, že
V (P ) = V (Q) = 0.

Vezmeme-li libovolné ε ∈ I, pak pro výraz S[γε] plat́ı:

S[γε] =
1

2

∫ t2

t1

g(γ̇ε, γ̇ε) dt =
1

2

∫ t2

t1

g(Φε∗γ̇,Φε∗γ̇) dt =
1

2

∫ t2

t1

(Φ∗εg)(γ̇, γ̇) dt =
(29)

=
1

2

∫ t2

t1

(g + εLV g +O(ε2))(γ̇, γ̇) dt = S[γ] +
1

2
ε

∫ t2

t1

(LV g)(γ̇, γ̇) dt+O(ε2). (51)

Ve druhém kroku jsme využili definici push-forwardu vektorového pole (γ̇ε = Φε∗γ̇)
a v následuj́ıćım pak definici pull-backu tenzorového pole.

Pokud do vztahu (32) mı́sto U a W dosad́ıme γ̇, dostáváme z metričnosti konexe a axiomů
kovariantńı derivace:

(LV g)(γ̇, γ̇) = 2g(∇γ̇V, γ̇) = 2 (∇γ̇(g(V, γ̇))− g(V,∇γ̇ γ̇)) = 2

(
d

dt
g(V, γ̇)− g(V,∇γ̇ γ̇)

)
. (52)
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Variace funkcionálu akce je dána vztahem δS[γ] := lim
ε→0

S[γε]− S[γ]

ε
, odtud pak dostáváme

δS[γ] =
(51)

1

2

∫ t2

t1

(LV g)(γ̇, γ̇) dt =
(52)

∫ t2

t1

d

dt
g(V, γ̇) dt−

∫ t2

t1

g(V,∇γ̇ γ̇) dt =

= [g(V, γ̇)]t2t1︸ ︷︷ ︸
0

−
∫ t2

t1

g(V,∇γ̇ γ̇) dt. (53)

Výraz [g(V, γ̇)]t2t1 vymiźı d́ıky pevným konc̊um.

Z rovnice (53), nedegenerovanosti metriky a toho, že V je libovolné už plyne

δS[γ] = 0⇔
∫ t2

t1

g(V,∇γ̇ γ̇) dt = 0⇔ ∇γ̇ γ̇ = 0.

Následuj́ıćı věta neńı reformulaćı rovnice geodetiky, avšak představuje formulaci Newtonovy
pohybové rovnice pro částici v potenciálovém silovém poli s potenciálem U , mẍ = −gradU ,
v řeči variačńıho principu na obecné varietě.

Věta 4.2 Všechny křivky, které při variaci s pevnými konci extremalizuj́ı funkcionál akce pro
lagranžián L = 1

2g(γ̇, γ̇)− U(γ), kde U ∈ F(M), vyhovuj́ı rovnici ∇γ̇ γ̇ = −(∧dU).

D̊ukaz. Postup je analogický jako při d̊ukazu věty 4.1. Označme akci pro volný pohyb jako S
a akci pro lagranžián L = 1

2g(γ̇, γ̇)− U(γ) jako S′.

Jistě plat́ı:

S′[γ] = S[γ]−
∫ t2

t1

U dt, S′[γε] = S[γε]−
∫ t2

t1

U ◦ Φε︸ ︷︷ ︸
(Φ∗εU)

dt.

Pomoćı těchto vztah̊u rozeṕı̌seme S′[γε] takto:

S′[γε] = S[γε]−
∫ t2

t1

(Φ∗εU) dt =
(52)(29)

= S[γ]− ε
∫ t2

t1

g(V,∇γ̇ γ̇) dt−
∫ t2

t1

U dt− ε
∫ t2

t1

V U dt+O(ε2) =

= S′[γ]− ε
∫ t2

t1

g(V,∇γ̇ γ̇)︸ ︷︷ ︸
(∨∇γ̇ γ̇)(V )

+ V U︸︷︷︸
dU(V )

dt+O(ε2) =

= S′[γ]− ε
∫ t2

t1

(∨∇γ̇ γ̇ + dU)(V ) dt+O(ε2).

Odtud už plyne tvrzeńı věty:

δS′[γ] = 0⇔
∫ t2

t1

(∨∇γ̇ γ̇ + dU)(V ) dt = 0⇔ ∨∇γ̇ γ̇ + dU = 0⇔ ∇γ̇ γ̇ = −(∧dU).
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Obě tvrzeńı lze dokázat i
”
souřadnicově“. V souřadnicovém zápisu plat́ı

δS[γ] = 0⇔ ∂L

∂γµ
− d

dt

(
∂L

∂γ̇µ

)
= 0. (54)

Vždy se pak ukáže, že Euler–Lagrangeovy rovnice jsou již ekvivalentńı rovnićım ve výše
uvedených větách.

Věta 4.1 nám poskytuje alternativńı praktický postup pro hledáńı geodetik. Symbolicky ho
můžeme zapsat takto:

g 7−→ L 7−→ E–L rovnice 7−→ γ.

Oproti tomu symbolické znázorněńı standardńıho postupu vypadá následovně:

g 7−→ Γ 7−→ γ̈ + Γγ̇γ̇ = 0 7−→ γ.

Metoda využ́ıvaj́ıćı Euler–Lagrangeovy rovnice je často efektivněǰśı než standardńı postup, a do-
konce pomoćı ńı můžeme nalézt i Christoffelovy symboly 2. druhu. Urč́ıme je př́ımo z toho, že

∂L

∂γµ
− d

dt

(
∂L

∂γ̇µ

)
= −gµν(γ̈ν + Γνρσγ̇

ργ̇σ). (55)

4.2 Geodetiky jako
”
nejkratš́ı“ křivky

V této podkapitole ukážeme dř́ıve zmı́něné tvrzeńı, že geodetiky odpov́ıdaj́ı křivkám, které
extremalizuj́ı funkcionál délky křivky mezi dvěma pevnými body, to jest jedná se o křivky
s minimálńı, nebo maximálńı délkou. Na konkrétńım př́ıkladu je často jasné, o jaký př́ıpad se
jedná.

Poznámka Jelikož funkcionál délky křivky nezáviśı na parametrizaci, je jasné, že ani jeho ex-
tremály nemaj́ı pevně danou parametrizaci. Z tohoto d̊uvodu v následuj́ıćı větě mysĺıme geode-
tikou obecnou geodetiku a nikoliv afinně parametrizovanou geodetiku.

Věta 4.3 Při variaćıch s pevnými konci jsou všechny extremály funkcionálu `[γ] geodetikami.

D̊ukaz. Opět využ́ıváme značeńı z d̊ukazu věty 4.1. Funkcionál délky křivky `[γ] mezi dvěma
pevnými body P,Q ∈M lze interpretovat jako funkcionál akce lagranžiánu L =

√
g(γ̇, γ̇).

`[γε] =

∫ t2

t1

√
g(γ̇ε, γ̇ε) dt = · · ·︸︷︷︸

viz 4.1

=
(29)

∫ t2

t1

√
g(γ̇, γ̇) + ε(LV g)(γ̇, γ̇) +O(ε2) dt =

=

∫ t2

t1

√
g(γ̇, γ̇)

√
1 + ε

(LV g)(γ̇, γ̇)

g(γ̇, γ̇)
+O(ε2) dt =

=

∫ t2

t1

√
g(γ̇, γ̇)

(
1 + ε

(LV g)(γ̇, γ̇)

2g(γ̇, γ̇)

)
+O(ε2) dt =

= `[γ] + ε
1

2

∫ t2

t1

(LV g)(γ̇, γ̇)√
g(γ̇, γ̇)

dt+O(ε2). (56)
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V předposledńım kroku jsme využili Taylor̊uv rozvoj.

δ`[γ] =
(56)

1

2

∫ t2

t1

(LV g)(γ̇, γ̇)√
g(γ̇, γ̇)

dt =
(52)

∫ t2

t1

1√
g(γ̇, γ̇)

(
dg(V, γ̇)

dt
− g(V,∇γ̇ γ̇)

)
dt =

=

∫ t2

t1

d

dt

(
g(V, γ̇)√
g(γ̇, γ̇)

)
− d

dt

(
1√

g(γ̇, γ̇)

)
g(V, γ̇)− g

(
V,

1√
g(γ̇, γ̇)

∇γ̇ γ̇

)
dt =

=

[
g(V, γ̇)√
g(γ̇, γ̇)

]t2
t1︸ ︷︷ ︸

0

−
∫ t2

t1

g

(
V,∇γ̇

(
1√

g(γ̇, γ̇)
γ̇

))
dt. (57)

V posledńım kroku jsme využili Leibnitzova pravidla a toho, že kovariantńı derivace p̊usob́ı na

hladkých funkćıch stejně jako směrová derivace. Nulovost výrazu

[
g(V,γ̇)√
g(γ̇,γ̇)

]t2
t1

má stejný d̊uvod

jako v rovnici (53).

Označ́ıme-li h :=
√
g(γ̇, γ̇)), dostáváme

δ`[γ] = 0⇔
∫ t2

t1

g

(
V,∇γ̇

(
1

h
γ̇

))
dt = 0⇔ ∇γ̇

(
1

h
γ̇

)
= 0. (58)

Pro libovolnou h ∈ F(Ran(γ)), která splňuje ∀t ∈ Dom(γ) h 6= 0, plyne př́ımo z axiomů
kovariantńı derivace ekvivalence

∇γ̇
(

1

h
γ̇

)
= 0⇔ ∇γ̇ γ̇ =

ḣ

h
γ̇. (59)

Nakonec označ́ıme f := ḣ
h a z rovnic (58) a (59) už plyne tvrzeńı věty:

δ`[γ] = 0⇔ ∇γ̇ γ̇ = fγ̇. (60)

4.3 Hamilton̊uv př́ıstup

Dále ukážeme, že rovnici geodetiky lze źıskat postupem, který využ́ıvá Hamiltonovu formulaci
teoretické mechaniky.

Stejně jako vě větě 4.1 uvažujme lagranžián pro volný pohyb, L = 1
2g(γ̇, γ̇), jenž má

v lokálńıch souřadnićıch tvar L = 1
2gκλγ̇

κγ̇λ.

Nejprve převedeme lagranžián na hamiltionián, H := pργ̇
ρ−L, kde pρ je kanonická hybnost

definovaná vztahem pρ := ∂L
∂γ̇ρ .

pρ = gκργ̇
κ ⇒

{
γ̇κ = gκρpρ,

L = 1
2g
κλpκpλ,

}
⇒ H =

1

2
gκλpκpλ. (61)
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V daľśım kroku dosad́ıme hamiltonián do Hamiltonových rovnic

γ̇µ =
∂H

∂pµ
= gµκpκ, (62)

ṗµ = − ∂H
∂γµ

= −1

2
gκλ,µpλpκ. (63)

Zderivováńım rovnice (62) podle parametru a dosazeńım za pκ źıskáváme

γ̈µ = gµκ,σ γ̇
σgκν γ̇

ν + gµκṗκ =
(63)

gµκ,σgκν γ̇
σγ̇ν − 1

2
gµκgσρ,κgρν γ̇

νgσλγ̇
λ = 11

= −1

2
gµκ(2gκν,σγ̇

ν γ̇σ − gρν,κgσρgσλγ̇ν γ̇λ) = −1

2
gµκ(gκν,ρ + gκρ,ν − gνρ,κ)γ̇ν γ̇ρ =

(7)

= −Γµνργ̇
ν γ̇ρ. (64)

Z rovnice (64) už je patrné, že Hamiltonovy rovnice pro volný pohyb jsou ekvivalentńı
souřadnicovému vyjádřeńı rovnice geodetiky.

4.4 Hamilton–Jacobiho reformulace rovnice geodetiky

Hledáńı úplného integrálu Hamilton–Jacobiho rovnice lze interpretovat jako ekvivalentńı
formulaci základńı úlohy mechaniky – řešeńı pohybových rovnic. Této korespondence využijeme
k posledńımu vyjádřeńı rovnice geodetiky.

Obecný tvar Hamilton–Jacobiho rovnice pro daný hamiltonián H je

H

(
γµ,

∂S

∂γµ
, t

)
+
∂S

∂t
= 0. (65)

Řešeńım rovnice je funkce S = S(γµ, Pµ, t), kde ∀µ ∈ n̂ je Pµ integračńı konstanta.

V minulé podkapitole bylo ukázáno, že hamiltonián volného pohybu vede na rovnici geode-
tiky. Pro tento hamiltonián vypadá Hamilton–Jacobiho rovnice následovně:

1

2
gµν

∂S

∂γµ
∂S

∂γν
+
∂S

∂t
= 0. (66)

Pokud najdeme úplný integrál Hamilton–Jacobiho rovnice S, je pomoćı něj zadána rovnicemi

pµ =
∂S

∂γµ
(γµ, Pµ, t), (67)

Qµ =
∂S

∂Pµ
(γµ, Pµ, t) (68)

kanonická transformace (γµ, pµ) 7→ (Qµ, Pµ), při ńıž je nový hamiltonián nulový. Z prvńı sady
nových Hamiltonových rovnic, Q̇µ = 0, pak plyne, že ∀µ ∈ n̂ je Qµ konstanta. Inverźı vztahu
(68) tedy nakonec źıskáme souřadnicové vyjádřeńı geodetiky γµ = γµ(Qν , Pν , t).

Rovnici (66) lze tedy chápat jako alternativńı formulaci rovnice geodetiky, jež je ekvivalentńı
rovnici (8) v tom smyslu, že vede na stejný výsledek.

Pro detailněǰśı diskusi jednotlivých krok̊u viz [11].
110 = (gµκgκν),σ = gµκ,σgκν + gµκgκν,σ
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V následuj́ıćıch kapitolách proběhne diskuze geodetických pohyb̊u hmotných i nehmotných
částic v okoĺı vybraných černých děr. Černou d́ıru budeme v této práci chápat jako otevřenou
neprázdnou souvislou podmnožinu prostoročasu, z které v d̊usledku kauzálńı struktury nelze
uniknout do nekonečna po časupodobné ani světlupodobné světočáře. Hranici černé d́ıry
nazýváme horizont událost́ı.[12]

5 Schwarzschildova černá d́ıra

Schwarzschildovo řešeńı bylo historicky prvńım netriviálńım řešeńım Einsteinových rovnic
a mimo jiné odhalilo možnost existence objekt̊u, jež jsme výše popsali jako černé d́ıry. Sch-
warzschildova černá d́ıra je nerotuj́ıćı, nenabitá a sféricky symetrická.

5.1 Schwarzschild̊uv prostoročas

Schwarzschild̊uv prostoročas, který budeme značit (S, g), je přesné, vakuové, sféricky symetrické
řešeńı Einsteinových rovnic bez kosmologické konstanty. Znamená to, že přesně řeš́ı Einsteinovy
rovnice ve speciálńım tvaru

Rµν = 0 (69)

s omezuj́ıćı podmı́nkou na sférickou symetrii. Zdrojem zakřiveńı Schwarzschildova prostoročasu
je obecně libovolné sféricky symetrické hmotné těleso s t́ım, že řešeńı plat́ı pouze vně tohoto
tělesa. Nás bude zaj́ımat speciálně ten př́ıpad, kdy je zdrojem zakřiveńı jediný hmotný bod,
jelikož právě taková konfigurace odpov́ıdá Schwarzschildově černé d́ı̌re.

Schwarzschildova metrika zapsaná v takzvaných Schwarzschildových souřadnićıch, které jsou
vhodné pro popis vněǰsku černé d́ıry, vypadá takto:

g = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
, (70)

detailńı odvozeńı lze nalézt v [12].

Geometrie prostoročasu je určena jediným volným parametrem M , který odpov́ıdá hmot-
nosti zdrojového tělesa.

Schwarzschildovy souřadnice maj́ı stále ještě fyzikálńı interpretaci:

1. Pokud bychom v rovnici (70) udělali limitu r → +∞, přejde Schwarzschildova metrika na
Minkowského metriku. Z toho plyne, že souřadnice t odpov́ıdá vlastńımu času pozorovatele,
který v radiálńım nekonečnu stoj́ı na mı́stě.

2. Souřadnice θ, ϕ odpov́ıdaj́ı úhl̊um na sférách t = konst., r = konst.

3. Souřadnice r má význam tzv.
”
plochového poloměru“, který je definován vztahem

A ≡
∫ 2π

0

∫ π

0

√
gθθgϕϕ dθ dϕ = 4πr2, (71)

kde A označuje vlastńı plochu sféry t = konst., r = konst.
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Hned z rovnice (70) lze vidět, že Schwarzschild̊uv prostoročas je statický na množině určené
podmı́nkou r > 2M a v př́ıpadech M = 0 nebo r �M se redukuje na Minkowského prostoročas.

V těchto speciálńıch souřadnićıch lze horizont událost́ı nalézt řešeńım rovnice12:

grr(r) ≡ 1− 2M

r
= 0, (72)

která má jednoduché řešeńı r = 2M . Schwarzschildovu černou d́ıru BS a jej́ı horizont událost́ı
HS pak popisuj́ı množiny

BS := {P ∈ S| r(P ) < 2M}, HS := {P ∈ S| r(P ) = 2M}. (73)

5.2 Geodetiky v poli Schwarzschildovy černé d́ıry

Mějme nyńı Schwarzschild̊uv prostoročas (S, g) buzený jediným hmotným bodem o hmotnosti
M . Dokud to bude možné budeme diskutovat času- i světlupodobné geodetiky γ společně.
Využijeme speciálńı volbu afinńıho parametru λ tak, aby v obou př́ıpadech platilo p = dγ

dλ .
Tato podmı́nka odpov́ıdá konvenčńı volbě parametru pro nehmotnou částici a λ = τ

m pro
částici s hmotnost́ı m. Veličina ε definovaná rovnićı (17) nabývá pro takové λ hodnoty m2 pro
hmotnou a 0 pro nehmotnou částici.

Rovnice geodetiky odpov́ıdá soustavě 4 diferenciálńıch rovnic 2. řádu pro neznámé funkce
t, r, θ, ϕ. Řešit tuto soustavu př́ımo je obt́ıžné, proto využijeme symetríı, které úlohu výrazně
zjednoduš́ı.

5.2.1 Rovinnost geodetického pohybu

Nejprve ukážeme, že stejně jako v Newtonově gravitačńı teorii je i v obecné teorii relativity
geodetický pohyb kolem sféricky symetrického hmotného centra rovinný.

Uvažujme volnou testovaćı částici s počátečńı polohou γ(0) = Q0 ∈ S a počátečńı
čtyřhybnost́ı γ̇(0) = p0 ∈ TQ0S. Dı́ky sférické symetrii lze vždy nastavit Schwarzschildovy
souřadnice tak, aby Q0 leželo v ekvatoriálńı rovině a vektor p0 byl k této rovině tečný, jinými
slovy θ(0) = π

2 , θ̇(0) = 0. Abychom zjistili, zda pohyb z̊ustává v této rovině muśıme spoč́ıtat
druhou derivaci funkce θ v počátečńım bodě Q0, pro ńıž z rovnice geodetiky plyne vztah
θ̈(0) = −Γθµν(Q0)γ̇µ(0)γ̇ν(0). Relevantńı Christoffelovy symboly v libovolném bodě lze vyjádřit
vztahem

Γθµν =
1

2
gθρ(gρµ,ν + gρν,µ − gµν,ρ) =

1

2
gθθ(δθµδ

r
νgθθ,r + δθνδ

r
µgθθ,r − δϕν δϕµgϕϕ,θ).

Z toho plyne, že jediné nenulové a nezávislé Christoffelovy symboly jsou

Γθϕϕ = − sin θ cos θ, Γθθr =
1

r
.

Označ́ıme-li souřadnice bodu Q0 jako (t0, r0, θ0 = π
2 , ϕ0), pak z předchoźıch vztah̊u a volby

počátečńıch podmı́nek plyne:

θ̈(0) = sin
π

2
cos

π

2︸ ︷︷ ︸
0

ϕ̇(0)ϕ̇(0)− 2

r0
θ̇(0)︸︷︷︸

0

ṙ(0) = 0. (74)

12Pro podrobněǰśı diskusi viz [8].
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To znamená, že geodetický pohyb prob́ıhá pouze v ekvatoriálńı rovině θ = π
2 a úloha se t́ım tedy

zjednodušila na hledáńı pouze tř́ı neznámých funkćı.

5.2.2 Zachovávaj́ıćı se veličiny

Daľśım krokem ke zjednodušeńı bude využ́ıt aparát budovaný v kapitole 3.

S využit́ım vztahu (36) plyne př́ımo z vyjádřeńı metriky ve Schwarzschildových souřadnićıch
existence Killingových vektorových poĺı W = ∂t a Z = ∂ϕ. Z podkapitoly 3.3 pak plyne, že se
zachovávaj́ı veličiny:

E := −gµνWµpν = −gµνδµt pν = −gttpt =

(
1− 2M

r

)
dt

dλ
,

L := gµνZ
µpν = gµνδ

µ
ϕp

ν = gϕϕp
ϕ = r2 sin2 θ

dϕ

dλ
. (75)

Veličiny E, respektive L, lze chápat jako zobecněńı energie, respektive momentu hybnosti.
Pro velká r, kde se Schwarzschild̊uv prostoročas redukuje na Minkowského, totiž plat́ı:

E =

(
1− 2M

r

)
pt ≈

r �M
ptMink = EMink,

L = r2 sin2 θpϕ ≈
r �M

r2 sin2 θpϕMink = L3Mink
= LMink.

U druhé rovnice plyne předposledńı rovnost př́ımo z vyjádřeńı z − ové složky momentu hybnosti
ve sférických souřadnićıch a v posledńım kroku jsme využili toho, že při pohybu v ekvatoriálńı
rovině je jediná nenulová složka momentu hybnosti L3 a pro celkovou velikost momentu
hybnosti tedy plat́ı L = L3.

Nakonec s využit́ım všech dosavadńıch výsledk̊u rozeṕı̌seme veličinu ε:

ε = −gµν
dγµ

dλ

dγν

dλ
=

(
1− 2M

r

)(
dt

dλ

)2

−
(

1− 2M

r

)−1(dr

dλ

)2

− r2

(
dϕ

dλ

)2

=
(75)

=

(
1− 2M

r

)−1

E2 −
(

1− 2M

r

)−1(dr

dλ

)2

− L2

r2
. (76)

Rovnice (75) a (76) lze ekvivalentně přepsat následuj́ıćım zp̊usobem:

dt

dλ
=

E

1− 2M
r

, (77)(
dr

dλ

)2

= E2 −
(

1− 2M

r

)(
L2

r2
+ ε

)
, (78)

dϕ

dλ
=
L

r2
. (79)

Úlohu jsme tedy zjednodušili na soustavu 3 diferenciálńıch rovnic 1. řádu.
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5.2.3 Metoda efektivńıho potenciálu

Pomoćı metody efektivńıho potenciálu lze źıskat dobrou představu o radiálńım chováńı volných
částic i bez př́ımého řešeńı rovnice geodetiky. Prvńım krokem je přepsat rovnici (78) do tvaru(

dr

dλ

)2

= E2 − U(r), (80)

kde U(r) :=
(
1− 2M

r

) (
L2

r2
+ ε
)

, funkci U nazýváme efektivńı potenciál.

Pro pevnou hodnotu veličiny E lze z rovnice (80) vyč́ıst, pro která r se může pohyb reali-

zovat. Jelikož
(

dr
dλ

)2 ≥ 0, muśı platit E2 ≥ U(r), č́ımž je omezena množina př́ıpustných hodnot
souřadnice r tak, že volné částice se mohou pohybovat pouze nad grafem funkce U(r). Pro
diskuzi možných pohyb̊u jsou d̊uležité tyto body:

� Rovnice E2 = U(r) definuje jisté hodnoty r, které nazýváme body obratu. Částice
v těchto bodech měńı směr pohybu z klesaj́ıćıho r na rostoućı, nebo naopak.

� Podmı́nka dU
dr (r) = 0 určuje, na kterých poloměrech je pro jistou hodnotu konstanty E

možné realizovat kruhový pohyb. Lokálńı minima odpov́ıdaj́ı stabilńım kruhovým orbitám
a lokálńı maxima spolu se sedlovými body nestabilńım.

Z předpisu pro efektivńı potenciál U(r) je patrné, že pro libovolnou hodnotu parametru L
plat́ı:

lim
r→0+

U(r) = −∞, (81)

to znamená, že ve Schwarzschildově prostoročasu je možné, aby trajektorie (hmotné i nehmotné)
volné částice s nenulovým momentem hybnosti skončila pádem do centra, což dle Newtonovy
teorie gravitace v gravitačńım poli sféricky symetrického tělesa neńı možné.

Finitńı pohyb je takový, který je bud’ kruhový, nebo prob́ıhá na omezeném intervalu
[rmin, rmax], kde rmin, rmax ∈ (2M,+∞). Pohyby, které neprob́ıhaj́ı na omezeném intervalu,
nazýváme infinitńı.

V následuj́ıćıch podkapitolách budeme pomoćı výše popsaného diskutovat radiálńı chovańı
časupodobných a světlupodobných geodetik zvlášt’.

5.3 Časupodobné geodetiky

Úloha se technicky zjednoduš́ı zavedeńım následuj́ıćı transformace:

σ :=
mλ

2M
=

τ

2M
, ξ :=

2M

r
, ` :=

L

2mM
, E :=

E

m
. (82)

Pomoćı nových veličin lze rovnici (80) ekvivalentně přepsat do tvaru

ξ−4

(
dξ

dσ

)2

= E2 − U(ξ), kde U(ξ) := (1− ξ)(`2ξ2 + 1). (83)

Zaj́ımá nás pouze pohyb vně černé d́ıry, to jest r ∈ (2M,+∞), v řeči nové proměnné
ξ ∈ (0, 1). Radiálńımu nekonečnu odpov́ıdá ξ = 0 a horizontu událost́ı ξ = 1. Efektivńı potenciál
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nabývá pro libovolnou hodnotu parametru ` v hraničńıch bodech hodnot U(0) = 1 a U(1) = 0.

Pro r̊uzné hodnoty veličiny ` źıskáváme kvalitativně r̊uzné pr̊uběhy efektivńıho potenciálu.
V následuj́ıćıch odstavćıch rozebereme, jak se od sebe tyto pr̊uběhy navzájem lǐśı. Prvńım krokem
bude vyšetřit stacionárńı body efektivńıho potenciálu, které slouž́ı k lokalizaci kruhových drah.
K tomu potřebujeme prvńı derivaci:

U,ξ = −1 + 2`2ξ − 3`2ξ2. (84)

Rovnice U,ξ = 0 má řešeńı pouze pokud ` ≥
√

3 a je j́ım:

pro ` ∈
(√

3,+∞
)

ξ±(`) :=
1

3

(
1±

√
1− 3`−2

)
,

pro ` =
√

3 ξ0 :=
1

3
. (85)

Lze snadno nahlédnout jakých hodnot mohou ξ± pro r̊uzná ` nabývat, ξ+ ∈
(

1
3 ,

2
3

)
a ξ− ∈

(
0, 1

3

)
.

Z druhé derivace efektivńıho potenciálu,

U,ξξ = 2`2(1− 3ξ), (86)

je patrné, že pro pevné ` ∈
(√

3,+∞
)

má U(ξ) právě jedno lokálńı maximum v bodě ξ+(`)

a právě jedno lokálńı minimum v bodě ξ−(`). Pokud ` =
√

3, efektivńı potenciál nemá lokálńı
extrém, ale v bodě ξ0 se nacháźı sedlový bod.

V řeči p̊uvodńı lépe představitelné proměnné r můžeme předchoźı dva odstavce interpretovat
tak, že pohyb po nestabilńı, respektive stabilńı, kruhové dráze je možný pouze na poloměru
r+ := 2M

ξ+
, respektive r− := 2M

ξ−
,13 který v závislosti na hodnotě parametru ` odpov́ıdá nějaké

hodnotě z intervalu (3M, 6M ], respektive (6M,+∞).

Hodnoty lokálńıch extrémů a sedlového bodu źıskáme dosazeńım vztah̊u (85) do předpisu
pro efektivńı potenciál U(ξ):

U± := U(ξ±) =
2
(
`(`2 + 9)± (`2 − 3)

3
2

)
27`

, U(ξ0)

∣∣∣∣
`=
√

3

=
8

9
. (87)

Z těchto rovnic je vidět, jaký vztah muśı být mezi veličinami E2 a `, aby se volná testovaćı
částice mohla pohybovat po kruhové dráze. Pokud bychom nyńı efektivńı potenciál uvažovali
jako funkci dvou proměnných U = U(ξ, `), zjist́ıme pomoćı prvńı derivace podle `,

U,` = 2(1− ξ)`ξ2, (88)

že U je v ` všude rostoućı a t́ım pádem se zvyšuj́ıćım se ` roste i hodnota U±. Abychom zjistili
horńı mez pro U±, spočteme limity:

lim
`→+∞

U+ = +∞, lim
`→+∞

U− = 1. (89)

13Poloměry r± jsou definované pro ` ∈
(√

3,+∞
)
, r+ nav́ıc dodefinujeme i pro ` =

√
3 vztahem

r+
(
` =
√

3
)

= 2M
ξ0

.
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Prvńı limita je triviálńı a druhá lze snadno spoč́ıtat využit́ım Taylorova rozvoje. Nakonec
źıskáváme: U+ ∈

(
8
9 ,+∞

)
a U− ∈

(
8
9 , 1
)
, to mimo jiné znamená, že volné částice s E2 > 1 se

pro libovolnou hodnotu veličiny ` nemohou pohybovat po stabilńı kruhové dráze.

Pro částici přilétaj́ıćı z nekonečna muśı platit E2 ≥ 1, a tedy, pokud celý graf efektivńıho
potenciálu U(ξ) lež́ı pod př́ımkou U = 1, tyto částice nemaj́ı bod obratu a jejich trajektorie
konč́ı gravitačńım záchytem. Posledńı d̊uležitou vlastnost efektivńıho potenciálu tedy źıskáme
z podmı́nek řešitelnosti rovnice:

U(ξ) ≡ 1− ξ + `2ξ2 − `2ξ3 = 1 ⇔ ξ(−1 + `2ξ − `2ξ2) = 0. (90)

Pro ` < 2 nemá tato rovnice řešeńı, z čehož plyne, že pro takové hodnoty veličiny ` plat́ı:
∀ξ ∈ (0, 1) U(ξ) < 1. V opačném př́ıpadě řešeńı existuje a je dáno dvěma křivkami,

ξ̃±(`) =
1

2

(
1±

√
1− 4`−2

)
, ` ∈ (2,+∞) (91)

a jedńım společným bodem
(

1
2 , 2
)

v rovině (ξ, `). Plat́ı ξ̃+ ∈
(

1
2 , 1
)

a ξ̃− ∈
(
0, 1

2

)
.

Pro ilustraci a lepš́ı orientaci ve značeńı je na obrázku 1 vykreslen graf efektivńıho potenciálu
U(ξ) s nejsložitěǰśım pr̊uběhem, to jest pro ` > 2, na kterém jsou vyznačené všechny d̊uležité
hodnoty veličin ξ a U .

Obrázek 1: Pr̊uběh efektivńıho potenciálu U(ξ) pro př́ıpad ` > 2 – Schwarzschild̊uv prostoročas,
časupodobné geodetiky.

Křivka ξ̃−(`), která určuje od černé d́ıry vzdáleněǰśı pr̊useč́ık grafu efektivńıho potenciálu
a př́ımky U = 1, má význam pro orbitálńı pohyb na omezeném intervalu [rmin, rmax]. Z výše
źıskaných výsledk̊u je jasné, že takový pohyb může prob́ıhat pouze pro částice s E2 < 1. Poloměr
r̃ := 2M

ξ̃−
je evidentně minimálńı možnou hodnotou rmin pro dané `. Jelikož r̃ ∈ (4M,+∞), plat́ı
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pro libovolné ` omezuj́ıćı podmı́nka na body obratu, 4M < r̃ ≤ rmin < rmax.

Dále už nebudeme potřebovat proměnnou ξ, a vrát́ıme se tedy zpět k p̊uvodńı radiálńı
souřadnici r. Podle hodnoty konstanty ` můžeme na základě výše źıskaných výsledk̊u odlǐsit tři
kvalitativně r̊uzné pr̊uběhy efektivńıho potenciálu U(r):

1. 0 ≤ ` ≤
√

3. Efektivńı potenciál nemá žádný lokálńı extrém, je rostoućı a asymptoticky
se v limitě r → +∞ bĺıž́ı k 1. Nelze realizovat pohyb po orbitálńı dráze, kromě mezńıho
př́ıpadu ` =

√
3, který připoušt́ı možnost nestabilńı kruhové dráhy. Trajektorie částic

přilétaj́ıćıch z nekonečna nemaj́ı bod obratu a tedy všechny nutně spadnou do centra.
Několik pr̊uběh̊u efektivńı potenciálu U(r) tohoto typu, včetně mezńıho ` =

√
3 je vykres-

leno na obrázku 2.

Obrázek 2: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu U(r) prvńıho typu, to jest pro 0 ≤ ` ≤
√

3 – Sch-
warzschild̊uv prostoročas, časupodobné geodetiky.

2.
√

3 < ` ≤ 2. Efektivńı potenciál má lokálńı minimum i maximum a celý lež́ı pod př́ımkou
U = 1. Připoušt́ı možnost orbitálńı trajektorie, včetně stabilńı i nestabilńı kruhové dráhy.
Všechny částice přilétaj́ıćı z nekonečna nevyhnutelně skonč́ı v centru, až na hraničńı př́ıpad
` = 2, jenž umožňuje i to, že ke gravitačńımu záchytu nedojde. Pr̊uběhy efektivńıho po-
tenciálu U(r) spadaj́ıćı do této kategorie jsou znázorněny na obrázku 3.

3. ` > 2. Efektivńı potenciál má lokálńı minimum i maximum a neńı omezen př́ımkou U = 1.
Je možné realizovat nejv́ıce typ̊u trajektoríı, včetně těch, které umožňuj́ı předchoźı př́ıpady.
Př́ıklady těchto pr̊uběh̊u efektivńıho potenciálu U(r) je možné si prohlédnout na obrázku 4.
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Obrázek 3: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu U(r) druhého typu, to jest pro
√

3 < ` ≤ 2 –
Schwarzschild̊uv prostoročas, časupodobné geodetiky.

Obrázek 4: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu U(r) třet́ıho typu, to jest pro ` > 2 – Schwarzschild̊uv
prostoročas, časupodobné geodetiky.

Třet́ı př́ıpad je z hlediska typologie geodetik nejobecněǰśı, proto si jej probereme podrobněji.
V závislosti na hodnotě veličiny E a počátečńı radiálńı poloze částice r0 rozlǐsujeme tyto typy
trajektoríı:
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(I) Částice přilétaj́ıćı směrem k černé d́ı̌re.

1. E2 > U+ ∨ r0 < r+. Pád do černé d́ıry neboli gravitačńı záchyt.

2. E2 = U+ ∧ r0 > r+. Navinut́ı na nestabilńı kruhovou dráhu o poloměru r = r+.

3. E2 ∈ [1,U+) ∧ r0 > r+. Přibĺıžeńı k černé d́ı̌re až na minimálńı poloměr rmin, který
je dán jakožto řešeńı rovnice E2 = U(r) na intervalu (r+,+∞), a poté únik do
nekonečna.

(II) Orbitálńı dráhy.

4. E2 = U+ ∧ r0 = r+. Nestabilńı kruhová dráha.

5. E2 ∈ (U−, 1) ∧ r0 > r+. Poloměr osciluje mezi hodnotami rmin a rmax, které od-
pov́ıdaj́ı řešeńım rovnice E2 = U(r) na intervalu (r̃,+∞).

6. E2 = U− ∧ r0 = r−. Stabilńı kruhová dráha.

(III) Částice mı́̌ŕıćı směrem od černé d́ıry.

7. E2 > U+ ∨ (E2 ≥ 1 ∧ r0 > r+). Únik do nekonečna.

8. E2 = U+ ∧ r0 < r+. Analogie k trajektorii typu 2.

9. E2 < U+ ∧ r0 < r+. Dosažeńı maximálńıho poloměru rmax, který je dán jakožto
řešeńı rovnice E2 = U(r) na intervalu (0, r+), a poté následný obrat pohybu směrem
k černé d́ı̌re, který je zakončen pádem do černé d́ıry.

Na obrázku 5 jsou znázorněny radiálńı pr̊uběhy všech výše popsaných tř́ıd geodetik.

←①

←②

③

④

⑤

⑥

→⑦

→⑧

⑨

Obrázek 5: Pr̊uběh efektivńıho potenciálu U(r) pro ` > 2. Č́ısly 1 – 9 jsou znázorněny jednotlivé
typy radiálńıch pr̊uběh̊u časupodobných geodetik ve Schwarzschildově prostoročasu.
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5.4 Světlupodobné geodetiky

Budeme postupovat zcela analogicky jako u časupodobných geodetik. Přeṕı̌seme rovnici (80) do
ekvivalentńıho tvaru (

dr

dσ

)2

= 1− V(r), (92)

kde σ := λE, V(r) :=
(
1− 2M

r

)
4M2`2

r2
a ` := L

2ME .

Vyšetř́ıme pr̊uběh efektivńıho potenciálu V(r) vně černé d́ıry, to jest r ∈ (2M,+∞). V obou
hraničńıch bodech nabývá V(r) stejných hodnot, V(2M) = lim

r→+∞
V(r) = 0.

Důležité jsou hodnoty radiálńı souřadnice r, pro které může být realizován kruhový po-
hyb, těm odpov́ıdaj́ı lokálńı extrémy a sedlové body efektivńıho potenciálu, k jejich nalezeńı
potřebujeme prvńı derivaci funkce V(r),

V,r =
8M2`2

r4
(3M − r). (93)

Jediným řešeńım rovnice V,r = 0, stacionárńım bodem, je r = 3M . Z druhé derivace,

V,rr =
24M2`2

r5
(r − 4M), (94)

lze vidět, že efektivńı potenciál má v tomto bodě lokálńı maximum s funkčńı hodnotou

V(3M) = 4
27`

2. Po kruhových drahách se tedy mohou pohybovat pouze částice s ` = 3
√

3
2 , tyto

dráhy jsou nestabilńı a mohou prob́ıhat pouze na poloměru r = 3M .

Body obratu jsou definovány jako řešeńı rovnice

1 = V(r). (95)

V předešlém odstavci jsme odvodili, že maximum efektivńıho má hodnotu 4
27`

2. Z toho plyne,

že světlupodobná geodetika má bod obratu právě tehdy, když ` > 3
√

3
2 .

Na rozd́ıl od časupodobného př́ıpadu má efektivńı potenciál pro všechny hodnoty veličiny
` kvalitativně stejný pr̊uběh, až na př́ıpad s ` = 0, kdy je funkce identicky nula. Pr̊uběhy
efektivńıho potenciálu V(r) jsou pro vybrané hodnoty parametru ` vykresleny na obrázku 6.

Jediným parametrem, který spolu s počátečńı radiálńı polohou r0 určuje typ trajektorie
nehmotné částice, je `, v závislosti na jeho hodnotě mohou nastat tyto př́ıpady:

(I) Částice přilétaj́ıćı směrem k černé d́ı̌re.

1. ` < 3
√

3
2 ∨ r0 < 3M . Pád do černé d́ıry neboli gravitačńı záchyt.

2. ` = 3
√

3
2 ∧ r0 > 3M . Navinut́ı na nestabilńı kruhovou dráhu o poloměru r = 3M .

3. ` > 3
√

3
2 ∧ r0 > 3M . Přibĺıžeńı k černé d́ı̌re až na minimálńı poloměr rmin, který je dán

jakožto řešeńı rovnice 1 = V(r) na intervalu (3M,+∞), a poté únik do nekonečna.

(II) Orbitálńı dráhy.
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4. ` = 3
√

3
2 ∧ r0 = 3M . Nestabilńı kruhová dráha.

(III) Částice mı́̌ŕıćı směrem od černé d́ıry.

5. ` < 3
√

3
2 ∨ r0 > 3M . Únik do nekonečna.

6. ` = 3
√

3
2 ∧ r0 < 3M . Analogie k trajektorii typu 2.

7. ` > 3
√

3
2 ∧ r0 < 3M . Dosažeńı maximálńıho poloměru rmax, který je dán jakožto

řešeńı rovnice 1 = V(r) na intervalu (0, 3M), a poté následný obrat pohybu směrem
k černé d́ı̌re, který je zakončen pádem do černé d́ıry.

Obrázek 6: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) – Schwarzschild̊uv prostoročas, světlupodobné
geodetiky.

Nejd̊uležitěǰśım rozd́ılem oproti časupodobným geodetikám je to, že jediný možný orbitálńı
pohyb je nestabilńı kruhová dráha o poloměru r = 3M .

5.5 Numerické řešeńı

V této podkapitole jsou vykreslena numerická řešeńı14 zákony zachováńı nezjednodušené rovnice
geodetiky (8), která ve Schwarzschildových souřadnićıch v ekvatoriálńı rovině odpov́ıdá soustavě
tř́ı diferenciálńıch rovnic 2. řádu:

d2t

dτ2
+

2M

r(r − 2M)

dr

dτ

dt

dτ
= 0,

d2r

dτ2
− M

r(r − 2M)

(
dr

dτ

)2

− (r − 2M)

(
dϕ

dτ

)2

+ (r − 2M)
M

r3

(
dt

dτ

)2

= 0,

d2ϕ

dτ2
+

2

r

dr

dτ

dϕ

dτ
= 0. (96)

14K výpočtu byl použit program Wolfram Mathematica 12.
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Jelikož typologie světlupodobných geodetik nenab́ıźı oproti časupodobné nic kvalitativně
jiného, budeme modelovat pouze časupodobné geodetiky. Počátečńı podmı́nky pro čtyřrychlost
jsou voleny v souladu s rovnicemi (77), (78) a (79), abychom mohli jednoduše pomoćı veličin E
a ` volit, který typ geodetiky chceme nasimulovat:

dt

dτ
(0) =

E
1− 2M

r0

,
dr

dτ
(0) = k

√
E2 −

(
1− 2M

r0

)(
4M2`2

r2
0

+ 1

)
,

dϕ

dτ
(0) =

2M`

r2
0

,

kde r0 je radiálńı souřadnice počátečńı události geodetiky a k voĺıme ±1 v závislosti na tom, zda
chceme simulovat pohyb k, nebo od černé d́ıry. Hmotnost M může být bez újmy na obecnosti
volena libovolně. Na souřadnićıch t0 a ϕ0 počátečńı události typ pr̊uběhu geodetiky nezáviśı,
tud́ıž mohou být nastaveny libovolně. Konstanty `, E a r0 jsou voleny tak, aby bylo pokryto
všech devět výše popsaných druh̊u trajektoríı, přičemž některé se vyskytuj́ı v́ıckrát, abychom
zd̊uraznili to, že se od sebe trajektorie jednoho typu mohou tvarově velmi lǐsit, jak je vidět
např́ıklad na obrázćıch 9 až 12.

Následuj́ıćı obrázky 7 až 20 tedy znázorňuj́ı trajektorie volných testovaćıch hmotných částic
vně Schwarzschildovy černé d́ıry v ekvatoriálńı rovině. Černá d́ıra je na obrázku vyznačena
černým kruhem se středem v počátku a poloměrem r = 2M . Šedé přerušované kružnice znač́ı
radiálńı body obratu. Počátečńı poloha částice je v obrázćıch znázorněna zelnými body, modré
body označuj́ı mı́sto, ve kterém došlo k překročeńı horizontu událost́ı.

Obrázek 7: Trajektorie typu 1 pro ` = 4,
E2 = 2,73.

Obrázek 8: Trajektorie typu 2 pro ` = 2,
E2 = U+(` = 2) = 1.
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Obrázek 9: Trajektorie typu 3 pro ` = 3,5,
E2 = 1.

Obrázek 10: Trajektorie typu 3 pro ` = 4,
E2 = 1,1.

Obrázek 11: Trajektorie typu 3 pro ` = 2,3,
E2 = 1,15.

Obrázek 12: Trajektorie typu 3 pro ` = 2, 3,
E2 = 1,1701255.

Obrázek 13: Trajektorie typu 4 pro ` = 2,
E2 = U+(` = 2) = 1.

Obrázek 14: Trajektorie typu 5 pro ` = 3,
E2 = 0,985.
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Obrázek 15: Trajektorie typu 5 pro ` = 2,
E2 = 0,95.

Obrázek 16: Trajektorie typu 6 pro ` = 2,
E2 = U−(` = 2) = 25

27 .

Obrázek 17: Trajektorie typu 7 pro ` = 4,
E2 = 3.

Obrázek 18: Trajektorie typu 8 pro ` = 2,
E2 = U+(` = 2) = 1.

Obrázek 19: Trajektorie typu 9 pro ` =
√

3,
E2 = 0,887.

Obrázek 20: Trajektorie typu 9 pro ` = 2,3,
E = 1,15.
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6 Reissner–Nordströmova černá d́ıra

Daľśım řešeńım Einsteinových rovnic, které může obsahovat černou d́ıru, je Re-
issner–Nordströmův prostoročas. Tato černá d́ıra je nerotuj́ıćı, nabitá a sféricky symetrická.

6.1 Reissner–Nordströmův prostoročas

Reissner–Nordströmův prostoročas (RN, g) přesně řeš́ı Einsteinovy rovnice (25) bez kosmolo-
gické konstanty s dodatečným požadavkem na sférickou symetrii. Zdrojem je v tomto př́ıpadě
libovolné sféricky symetrické těleso s hmotnost́ı M a elektrickým nábojem q, přičemž nás opět
bude zaj́ımat př́ıpad, kdy je t́ımto tělesem jediný bod, jelikož právě takový zdroj odpov́ıdá
prostoročasu s černou d́ırou.

Stejně jako v minulém př́ıpadě máme prostoročas s jediným hmotným bodem, na rozd́ıl však
od Schwarzschildova prostoročasu je kolem tohoto bodu generováno elektromagnetické pole,
a tud́ıž se na pravé straně Einsteinových rovnic vyskytuje př́ıslušný tenzor energie a hybnosti.
Ze speciálńı teorie relativity je znám, viz [11], tvar tohoto tenzoru na Minkowského prostoročasu:

Tρσ =
1

µ0

(
FρκF

κ
σ −

1

4
ηρσFκλF

κλ

)
, (97)

kde Fρσ := Aσ,ρ − Aρ,σ jsou složky tenzoru elektromagnetického pole a A je čtyřpotenciál elek-
tromagnetického pole. Pomoćı principu obecné kovariance snadno přejdeme do zakřiveného pro-
storočasu:

Tρσ =
1

µ0

(
FρκF

κ
σ −

1

4
gρσFκλF

κλ

)
, kde Fρσ = Aσ;ρ −Aρ;σ. (98)

Jednoduchým výpočtem ukážeme, že stopa tenzoru energie a hybnosti elektromagnetického
pole je nula.

T = gσρTρσ =
1

µ0

Fρκ gσρF κ
σ︸ ︷︷ ︸

F ρκ

−1

4
gσρgρσ︸ ︷︷ ︸

4

FκλF
κλ

 = 0. (99)

S využit́ım tohoto výsledku dostáváme Einsteinovy rovnice ve tvaru

Rµν =
8π

µ0

(
FρκF

κ
σ −

1

4
gρσFκλF

κλ

)
. (100)

Kromě Einsteinových rovnic je potřeba kv̊uli př́ıtomnosti elektromagnetického pole řešit
i Maxwellovy rovnice, jejichž zobecněńı pro zakřivený prostoročas nalezneme stejným zp̊usobem
jako tenzor energie a hybnosti:

F ρσ;ρ = µ0j
σ,

F[ρσ;ν] = 0, (101)

kde j je čtyřproud.

K nalezeńı Reissner–Nordströmovy metriky je tedy potřeba řešit tři sady rovnic, jejichž
řešeńım ve Schwarzschildových souřadnićıch je metrika15:

g = −
(

1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
, (102)

15Odvozeńı lze nalézt v [13].
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kde Q := q
4πε0

. Na prvńı pohled je patrné, že pro Q = 0 přecháźı podle očekáváńı
Reissner–Nordströmův prostoročas na Schwarzschild̊uv a pro r → +∞ se zjednoduš́ı na
Minkowského prostoročas.

Horizont událost́ı nabité černé d́ıry nalezneme stejným zp̊usobem jako nenabité, řešeńım
rovnice:

grr(r) ≡ 1− 2M

r
+
Q2

r2
= 0, (103)

která má v C dvě řešeńı r± = M ±
√
M2 −Q2. Fyzikálńı smysl maj́ı však pouze reálná řešeńı,

proto v závislosti na hodnotách parametr̊u M a Q rozlǐsujeme tyto tři př́ıpady:

1. M2 > Q2. Rovnice (103) má dvě reálná řešeńı r±, a tedy prostoročas má dva horizonty
událost́ı. Vněǰśı horizont nacházej́ıćı se na poloměru r+ ∈ (M, 2M) má stejný význam jako
HS , souřadnice t se po jeho překročeńı stává prostorovou a r naopak časovou. Překročeńı
vnitřńıho horizontu r− ∈ (0,M) měńı prostoročasový charakter obou souřadnic zpět na
p̊uvodńı stav a ve Schwarzschildově prostoročasu nemá žádnou analogii.

2. M2 = Q2. Tomuto př́ıpadu se ř́ıká extrémńı Reissner–Nordströmovo řešeńı. Obě řešeńı
rovnice (103) zde splynou v jediné r = M , význam souřadnic t a r se však při pr̊uchodu
horizontem událost́ı r = M neměńı. Metrika g se v tomto př́ıpadě zjednoduš́ı do tvaru

g = −
(

1− M

r

)2

dt2 +

(
1− M

r

)−2

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
. (104)

3. M2 < Q2. V tomto př́ıpadě neexistuje reálný kořen, d́ıky tomu žádná složka metriky
neměńı své znaménko, a tedy souřadnice t z̊ustává vždy časová a souřadnice r vždy prosto-
rová, to znamená, že metrika je v těchto souřadnićıch všude regulárńı až na prostoročasovou
singularitu r = 0. V této konfiguraci neexistuje žádný horizont událost́ı.

Obrázek 21 poskytuje jednak grafické řešeńı rovnic (72) a (103) pro všechny kvalitativně
r̊uzné př́ıpady a také z něj lze vyč́ıst podle znaménka, jak se s měńıćı se hodnotou radiálńı
souřadnice r měńı kauzálńı struktura jednotlivých prostoročas̊u. Pokud je grr(r) < 0 hraje
roli času souřadnice r a kauzálně možný je tedy pouze pohyb směrem do centra prostoročasu,
pro grr(r) > 0 je časovou souřadnićı t, tud́ıž je možné se pohybovat směrem k centru i od centra.

Po stručném představeńı Reissner–Nordströmovy metriky se přesuneme ke geodetikám. Na-
prosto stejným zp̊usobem a při stejném značeńı16 jako v předešlé kapitole převedeme rovnici
geodetiky na soustavu tř́ı diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu:

dt

dλ
=

E

1− 2M
r + Q2

r2

, (105)(
dr

dλ

)2

= E2 −
(

1− 2M

r
+
Q2

r2

)(
L2

r2
+ ε

)
, (106)

dϕ

dλ
=
L

r2
. (107)

16Jedinou změnou je, že zachovávaj́ıćı veličina E je v tomto př́ıpadě dána výrazem E =
(

1− 2M
r

+ Q2

r2

)
dt
dλ

.
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Obrázek 21: Grafy radiálńı diagonálńı složky inverze metriky grr(r), jejichž pr̊useč́ıky s vodo-
rovnou osou určuj́ı polohy horizont̊u událost́ı.

Z tvaru rovnice (106) je zřejmé, že bude opět možné diskutovat radiálńı
chováńı geodetik pomoćı metody efektivńıho potenciálu, jehož roli bude hrát funkce

U(r) :=
(

1− 2M
r + Q2

r2

)(
L2

r2
+ ε
)

. Ještě než přejdeme k detailńı diskuzi jednotlivých př́ıpad̊u,

vyšetř́ıme limitńı chováńı v okoĺı centrálńı singularity. Pro světlupodobné i časupodobné
geodetiky plat́ı nezávisle na hodnotě veličiny L:

lim
r→0+

U(r) = +∞. (108)

Jedinou výjimkou je světlupodobný př́ıpad s L = 0, kdy je efektivńı potenciál identicky nula.
Odtud je zřejmé, že na rozd́ıl od Schwarzschildova prostoročasu, kde nebyl problém dosáhnout
pohybem po geodetice centrálńı singularity, v Reissner–Nordströmově prostoročasu se po
časupodobné geodetice do centra nedostaneme nikdy a po světlupodobné pouze pokud má
nehmotná částice nulový

”
moment hybnosti“, to jest L = 0.

V následuj́ıćıch podkapitolách budeme podobným zp̊usobem jako v kapitole 5 diskutovat
trajektorie nenabitých hmotných a nehmotných částic. Jelikož je postup a motivace všech d́ılč́ıch
krok̊u stejná, je jejich zápis stručněǰśı.

6.2 Časupodobné geodetiky

Při použit́ı transformačńıch vztah̊u (82) se vyšetřováńı pr̊uběhu efektivńıho potenciálu zjed-
noduš́ı, rovnice (106) se pomoćı nich nechá ekvivalentně přepsat do tvaru:

ξ−4

(
dξ

dσ

)2

= E2 − U(ξ), (109)

přičemž jsme zavedli efektivńı potenciál U vztahem U(ξ) :=
(

1− ξ + Q2

4M2 ξ
2
)

(`2ξ2 + 1),

popř́ıpadě v řeči proměnné r, U(r) =
(

1− 2M
r + Q2

r2

)(
4M2`2

r2
+ 1
)

.
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Zmapujeme limitńı chováńı efektivńıho potenciálu v radiálńım nekonečnu
(r → +∞, nebo ξ = 0). Pro libovolnou hodnotu veličiny ` plat́ı lim

r→+∞
U(r) = 1.

Předpis pro efektivńı potenciál v proměnné r lze zapsat pomoćı grr(r) tak, že

U(r) = grr(r)
(

4M2`2

r2
+ 1
)

, odtud je zřejmé, že funkce U(r) je nulová pouze na horizon-

tech událost́ı.

Pro jednoduchost se při diskuzi časupodobných geodetik dále omeźıme pouze na extrémńı
Reissner–Nordströmův prostoročas, to jest takový, ve kterém Q2 = M2. Efektivńı potenciál se

zjednoduš́ı do tvaru U(ξ) =
(

1− ξ
2

)2
(`2ξ2 + 1). Nav́ıc se zabýváme pouze trajektoriemi vně

černé d́ıry, to jest r ∈ (M,+∞), př́ıpadně ξ ∈ (0, 2).

Nejprve najdeme lokálńı extrémy a sedlové body, jež jsou d̊uležité pro lokalizaci možných
kruhových drah.

U,ξ =

(
ξ

2
− 1

)
(2`2ξ2 − 2`2ξ + 1). (110)

Řešeńı rovnice U,ξ = 0 záviśı na hodnotě parametru ` a je popsáno v následuj́ıćı tabulce:

Rozsah parametru ` Množina řešeńı rovnice U,ξ = 0 na (0, 2)

` ∈
[
0,
√

2
)

∅
` =
√

2 {1
2}

` ∈
(√

2,+∞
)

{ξ1, ξ2}

,

kde ξ1,2 := 1
2

(
1±
√

1− 2`−2
)

. Spočteńım limity ` → +∞ a dosazeńım ` =
√

2 źıskáme rozsah

hodnot, kterých mohou ξ1,2 v závislosti na ` nabývat, to jest ξ1 ∈
(

1
2 , 1
)

a ξ2 ∈
(
0, 1

2

)
. Daľśım

krokem je druhá derivace:

U,ξξ = 3`2ξ2 − 6`2ξ + 2`2 +
1

2
. (111)

Nyńı rozhodneme, zda se v př́ıslušných bodech jedná o lokálńı minimum, maximum, či sedlový
bod efektivńıho potenciálu.

U,ξξ
(

1

2

) ∣∣∣∣
`=
√

2

= 0 ⇒ Pro ` =
√

2 se v ξ =
1

2
nacháźı sedlo.

U,ξξ(ξ1) =
1

2
`2 − 3

2
`2
√

1− 2`−2 − 1 < 0 ⇒ ∀` >
√

2 se v ξ1 nacháźı lokálńı maximum.

U,ξξ(ξ2) =
1

2
`2 +

3

2
`2
√

1− 2`−2 − 1 > 0 ⇒ ∀` >
√

2 se v ξ2 nacháźı lokálńı minimum.

Zbývá napoč́ıtat funkčńı hodnoty efektivńıho potenciálu v těchto významných bodech:

U
(

1

2

) ∣∣∣∣
`=
√

2

=
27

32
U1,2 := U(ξ1,2) =

2`
(
`3 + 5`±

(
`2 − 2

) 3
2

)
− 1

16`2
. (112)

Dle předchoźıho odstavce je pro časupodobné geodetiky př́ıpustná nestabilńı i sta-
bilńı kruhová dráha. Nestabilńı se realizuje pro částice s ` ∈

[√
2,+∞

)
na poloměru
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r1 :=

{
2M
ξ1

pro ` ∈
(√

2,+∞
)
,

4M pro ` =
√

2.
Po stabilńı mohou na poloměru r2 := 2M

ξ2
ob́ıhat částice

s ` ∈
(√

2,+∞
)
. Př́ıpustné hodnoty r1, respektive r2, jsou dány intervalem (2M, 4M ], respektive

(4M,+∞). Rovnice (112) explicitně určuj́ı, jaký vztah muśı být mezi veličinami E2 a `, aby se
částice mohla udržet na př́ıslušné kruhové dráze.

Uvažujme nyńı efektivńı potenciál jako funkci dvou proměnných U = U(ξ, `), z prvńı derivace
podle `,

U,` = 2

(
1− ξ

2

)2

`ξ2, (113)

je vidět, že s přibývaj́ıćı hodnotou parametru ` roste i efektivńı potenciál. Stejným postupem
jako limity (89) spočteme i limity:

lim
`→+∞

U1 = +∞, lim
`→+∞

U2 = 1. (114)

Odtud a z toho, že efektivńı potenciál je v ` rostoućı źıskáváme rozsah pro možné hodnoty
lokálńıch extrémů, U1 ∈

(
27
32 ,+∞

)
a U2 ∈

(
27
32 , 1

)
.

Obrázek 22: Pr̊uběh efektivńıho potenciálu U(ξ) pro př́ıpad ` >

√
11+5

√
5

8 – Re-
issner–Nordströmův prostoročas, časupodobné geodetiky.

Zjist́ıme hraničńı hodnotu parametru `, pro kterou lež́ı celý graf efektivńıho potenciálu pod
př́ımkou U = 1. Doćıĺıme toho t́ım, že nalezneme řešeńı rovnice U1(`) = 1 na intervalu [0,+∞),

t́ım je ` =

√
11+5

√
5

8 ≈ 1,67. Částice s ` <

√
11+5

√
5

8 , která přilétá z nekonečna, tedy muśı
nevyhnutelně spadnout do černé d́ıry.

Stejně jako v předešlé kapitole, viz strana 42, můžeme na základě hodnoty parametru `
rozlǐsit tři kvalitativně r̊uzné vývoje efektivńıho potenciálu U(r), které se vně černé d́ıry od
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těch Schwarzschildových lǐśı pouze t́ım, pro jaké hodnoty veličiny ` jsou nabývány. Prvńı typ

nastane pro ` ∈
[
0,
√

2
]
, druhý pro ` ∈

(√
2,

√
11+5

√
5

8

]
a třet́ı pro ` ∈

(√
11+5

√
5

8 ,+∞
)

.

Př́ıklad třet́ıho typu pr̊uběhu efektivńıho potenciálu U(ξ) je možné nahlédnout na obrázku
22. Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu U(r) všech tř́ı typově odlǐsných př́ıpad̊u jsou vykresleny na
obrázku 23.

Pro pevné ` >

√
11+5

√
5

8 bychom mohli v závislosti na hodnotě konstanty E2 a počátečńı
poloze klasifikovat devět naprosto stejných tř́ıd trajektoríı jako v 5. kapitole.

Zjǐst’ujeme tedy, že časupodobné geodetiky se vně extrémńı Reissner–Nordströmovy černé
d́ıry chovaj́ı kvalitativně jako vně Schwarzschildovy černé d́ıry. Jediným rozd́ılem je jiná lo-
kalizace kruhových drah a celkově jiná závislost trajektoríı na vstupńıch parametrech volných
částic. Nicméně s jistotou můžeme ř́ıct, že uvnitř černé d́ıry rozd́ıl nastane, jelikož na rozd́ıl od
Schwarzschildova prostoročasu v Reissner–Nordströmově nemůžeme pohybem po časupodobné
geodetice dosáhnout centrálńı singularity.

Obrázek 23: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu U(r) pro všechny tři kvalitativně r̊uzné typy –
Reissner–Nordströmův prostoročas, časupodobné geodetiky.

6.3 Světlupodobné geodetiky

Trajektorie nehmotných částic vyřeš́ıme pro obecnou konfiguraci parametr̊u Q a M . Pro zjed-

nodušeńı zápisu označ́ıme α := Q2

M2 a zavád́ıme značeńı podobné jako v podkapitole 5.4:

ξ :=
2M

r
, σ :=

Eλ

2M
, ` :=

L

2ME
. (115)
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Rovnice (106) se pomoćı (115) ekvivalentně přeṕı̌se do tvaru

ξ−4

(
dξ

dσ

)2

= 1− V(ξ), kde V(ξ) :=
(

1− ξ +
α

4
ξ2
)
`2ξ2. (116)

Pro ` = 0 je funkce V(ξ) identicky nula, z toho plyne, že částice s ` = 0 se pohybuje po
radiálńı př́ımce k centru nebo od centra podle toho, kam směřovala jej́ı počátečńı čtyřrychlost.
T́ım je vyřešen př́ıpad ` = 0 pro libovolnou konfiguraci hmotnosti a náboje a dále už vždy
uvažujeme ` 6= 0.

Prozkoumáme nejprve limitńı chováńı efektivńıho potenciálu v radiálńım nekonečnu, ξ = 0
(r → +∞), lim

ξ→0+
U(ξ) = 0. Stejně jako u časupodobných geodetik je vidět př́ımo z tvaru

efektivńıho potenciálu, že je nula pouze na horizontech událost́ı.

Dále urč́ıme př́ıpustnou lokalitu a typ kruhových drah. Prvńım zderivováńım efektivńıho
potenciálu źıskáváme:

V,ξ = ξ`2(αξ2 − 3ξ + 2), (117)

stacionárńı bod ξ = 0 je pro diskusi nepodstatný, jelikož odpov́ıdá radiálńımu nekonečnu. Zbylé
stacionárńı body záviśı pouze na poměru druhých mocnin náboje a hmotnosti α:

� Pro α < 9
8 existuj́ı dva stacionárńı body ξ1,2 := 3

2α

(
1±

√
1− 8

9α
)

.

� Pro α = 9
8 máme jediný stacionárńı bod ξ = 4

3 .

� Pro α > 9
8 stacionárńı bod neexistuje.

Jednoduše napoč́ıtáme limity lim
α→0+

ξ1 = +∞ a lim
α→0+

ξ2 =
2

3
. Dı́ky tomu, že ξ1 je ostře klesaj́ıćı

jako funkce α a ξ2 je ve stejném smyslu ostře rostoućı, můžeme ze spočtených limit určit hodnoty,
kterých mohou pro r̊uzná α potenciálńı extrémy ξ1,2 nabývat, to jest ξ1 ∈

(
4
3 ,+∞

)
a ξ2 ∈

(
2
3 ,

4
3

)
.

O tom jestli má efektivńı potenciál v těchto bodech lokálńı extrém rozhoduje druhá derivace:

V,ξξ = `2(3αξ2 − 6ξ + 2). (118)

Dosazeńım stacionárńıch bod̊u do (118) źıskáváme:

V,ξξ
(

4

3

) ∣∣∣∣
α= 9

8

= 0 ⇒ Pro α =
9

8
má V v ξ =

4

3
sedlo.

V,ξξ(ξ1) =
9`2

2α

(
1 +

√
1− 8

9
α

)
− 4`2 > 0 ⇒ Pro α <

9

8
má V v ξ1 lokálńı minimum.

V,ξξ(ξ2) =
9`2

2α

(
1−

√
1− 8

9
α

)
− 4`2 < 0 ⇒ Pro α <

9

8
má V v ξ2 lokálńı maximum.

(119)

Nyńı vyč́ısĺıme efektivńı potenciál ve výše zmı́něných bodech:

V
(

4

3

) ∣∣∣∣
α= 9

8

=
8

27
`2, V1,2 := V(ξ1,2) =

`2

α3

(
α

(
9

2
− α

)
− 27

8

(
1±

(
1− 8

9
α

) 3
2

))
. (120)
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Spočteńım prvńı derivace podle α, V,α = ξ2

4 , zjǐst’ujeme, že efektivńı potenciál je v α všude
rostoućı. Z limit:

lim
α→0+

V1 = −∞, lim
α→0+

V2 =
4

27
`2 (121)

pak d́ıky monotonii dostáváme pro r̊uzná α: V1 ∈ (−∞, 8
27`

2) a V2 ∈ ( 4
27`

2, 8
27`

2).

Kromě základńıho děleńı Reissner–Nordströmova prostoročasu na tři r̊uzné př́ıpady, viz
strana 51, jsme v předchoźım odstavci zjistili, že v závislosti na konkrétńı hodnotě α se z hle-
diska pr̊uběhu efektivńıho potenciálu Reissner–Nordströmův prostoročas s nahou singularitou
(α > 1) děĺı na daľśı tři př́ıpady, α S 9

8 . Na obrázku 24 je všech 5 kvalitativně odlǐsných pr̊uběh̊u
efektivńıho potenciálu V(r) vykresleno.

Obrázek 24: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro pevnou hodnotou parametru ` a měńıćı
se hodnotou parametru α tak, aby byly pokryty všechny kvalitativně r̊uzné př́ıpady – Re-
issner–Nordströmův prostoročas, světlupodobné geodetiky.

Ještě než začneme diskutovat r̊uzné typy Reissner–Nordströmova prostoročasu zvlášt’,
připomeneme, že stejně jako ve Schwarzschildově prostoročasu jsou radiálńı body obratu dány
rovnićı 1 = V(r).

6.3.1 Subextrémńı prostoročas, M2 > Q2, α < 1

Dle (119) existuje v tomto př́ıpadě lokálńı minimum ξ1 i maximum ξ2. Jelikož ξ1

∣∣∣∣
α=1

= 2

a ξ2

∣∣∣∣
α=1

= 1, z již zjǐstěných závislost́ı ξ1,2 na α plyne ξ1 ∈ (2,+∞) a ξ2 ∈
(

2
3 , 1
)
, to v řeči

proměnné r znamená, r1 ∈ (0,M) a r2 ∈ (2M, 3M). Odtud je zřejmé, že lokálńı minimum
efektivńıho potenciálu se vždy nacháźı pod vněǰśım horizontem událost́ı r+ a lokálńı maximum
je naopak vždy mimo černou d́ıru. Rozsah možných funkčńıch hodnot lokálńıch extrému je
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v závislosti na α následuj́ıćı: V1 ∈ (−∞, 0) a V2 ∈ ( 4
27`

2, 1
4`

2). Př́ıklady pr̊uběh̊u efektivńıho
potenciálu V(r) pro tento př́ıpad jsou k nalezeńı na obrázku 25.

Z toho, že efektivńı potenciál má své lokálńı maximum umı́stěné vždy vně černé d́ıry a toho,
že jeho hodnota V2(`) je v ` evidentně rostoućı, viz (120), plyne to, že světlupodobná geodetika
má vně černé d́ıry radiálńı bod obratu právě tehdy, když V2 > 1. Nestabilńı kruhovou dráhu je
možné realizovat pro hodnotu veličiny `, jež je pro pevné α dána jednoznačně jakožto řešeńı
rovnice V2(`) = 1 na intervalu (0,+∞).

Obrázek 25: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro α < 1 – Reissner–Nordströmův pro-
storočas, světlupodobné geodetiky.

Dı́ky tomu, že pro pevné α se efektivńı potenciál zjevně chová kvalitativně stejně
jako ten ve Schwarzschildově prostoročasu (podkapitola 5.3), konstatujeme stejný závěr
jako u časupodobných geodetik v extrémńım Reissner–Nordströmově prostoročasu. Typolo-
gie světlupodobných geodetik vně černé d́ıry je v Schwarzschildově a subextrémńım Re-
issner–Nordströmově prostoročase stejná, odlǐsuje se pouze t́ım, že jinak záviśı na konstantě
pohybu `.

6.3.2 Extrémńı prostoročas, M2 = Q2, α = 1

Z diskuse (119) je vidět, že efektivńı potenciál má tentokrát jak lokálńı minimum v bodě

r1 = M s hodnotou V1 = 0, tak lokálńı maximum v bodě r2 = 2M s hodnotou V2 = `2

4 . Obrázek
26 ilustruje pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) tohoto typu.

Ze stejných d̊uvod̊u jako v 6.3.1 má světlupodobná geodetika bod obratu právě tehdy, když
V2 = `2

4 > 1 ⇔ ` > 2. Pro ` = 2 je pak možné realizovat nestabilńı kruhový pohyb na
poloměru r = 2M .
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Obrázek 26: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro α = 1 – Reissner–Nordströmův pro-
storočas, světlupodobné geodetiky.

Stejně jako v subextrémńım prostoročasu dosṕıváme k tomu, že chováńı světlupodobných
geodetik vně černé d́ıry se kvalitativně nelǐśı od toho, který je popsán v podkapitole 5.3.

6.3.3 Prostoročas s nahou singularitou, M2 < Q2, α > 1

V tomto prostoročasu neńı žádný horizont událost́ı, a tedy ani žádná černá d́ıra, nacháźı se
v něm pouze takzvaná nahá singularita, která je umı́stěna v jeho centru. Neexistence horizontu
nám umožńı vyšetřit geodetický pohyb nehmotných částic na celém prostoročasu bez přechodu
do obecněǰśıch souřadnic.

Jelikož tento prostoročas nemůže obsahovat černou d́ıru a V(r) jde pro r → 0+ do nekonečna,
má každá světlupodobná geodetika přilétaj́ıćı k centru bod obratu.

Pro tento př́ıpad můžeme, jak již bylo zmı́něno, odlǐsit tři kvalitativně r̊uzné podpř́ıpady
v závislosti na hodnotě parametru α:

6.3.3.1 α ∈
(
1, 9

8

)
Efektivńı potenciál má dle (119) lokálńı minimum v bodě r1 ∈

(
M, 3

2M
)

s funkčńı hodnotou
V1 ∈

(
0, 8

27`
2
)

a lokálńı maximum v bodě r2 ∈
(

3
2M, 2M

)
s funkčńı hodnotou V2 ∈

(
1
4`

2, 8
27`

2
)
.

V této konfiguraci se mohou volné nehmotné částice pohybovat po stabilńıch i nestabilńıch
kruhových drahách. Pro dané α jsou jednoznačně určeny poloměry r1 a r2, na kterých mohou být
př́ıslušné kruhové dráhy realizovány. Stejně tak jednoznačně jsou rovnicemi V1(`) = 1 a V2(`) = 1
určeny i hodnoty veličiny `, které muśı částice mı́t, aby se na př́ıslušných kruhových drahách
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Obrázek 27: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro α ∈
(
1, 9

8

)
– Reissner–Nordströmův pro-

storočas, světlupodobné geodetiky.

udržela. Jednoduchými úpravami tyto hodnoty nalezneme:

`1,2 :=
α

3
2√

α
(

9
2 − α

)
− 27

8

(
1±

(
1− 8

9α
) 3

2

) , (122)

`1 je hodnota potřebná k pohybu po stabilńı a `2 k pohybu po nestabilńı kruhové dráze. Několik
pr̊uběh̊u efektivńıho potenciálu V(r) pro tento př́ıpad, včetně všech významných, je vykresleno
na obrázku 27.

Pro pevně danou konfiguraci prostoročasu α můžeme na základě hodnoty veličiny `
a počátečńı radiálńı poloze částice r0 rozlǐsit tyto kvalitativně r̊uzné typy trajektoríı:

(I) Částice přilétaj́ıćı směrem k nahé singularitě.

1. ` = `2 ∧ r0 > r2. Navinut́ı na nestabilńı kruhovou dráhu o poloměru r = r2.

2. ` ∈ (0, `2) ∪ (`1,+∞) ∨ (` ∈ (`2, `1] ∧ r0 > r2). Přibĺıžeńı k centru až na minimálńı
poloměr rmin, který je dán jakožto řešeńı rovnice 1 = V(r)17, a poté únik do ne-
konečna.

3. ` = `2 ∧ r0 < r2. Přibĺıžeńı k centru až na minimálńı poloměr rmin, který je dán
jakožto řešeńı rovnice 1 = V(r) na intervalu (0, r2), a poté následný obrat pohybu
směrem od centra, který je zakončen navinut́ım na nestabilńı kruhovou dráhu r = r2.

(II) Orbitálńı dráhy.

17Množina, na které je potřeba rovnici řešit, aby bylo rmin dáno jednoznačně, je r̊uzná v závislosti na hodnotě
konstanty `. Pro ` ∈ (0, `2) řeš́ıme rovnici 1 = V(r) na intervalu r ∈ (0,+∞) a pro ` ∈ (`2,+∞) na intervalu
r ∈ (r2,+∞).
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4. ` = `2 ∧ r0 = r2. Nestabilńı kruhová dráha.

5. ` ∈ (`2, `1) ∧ r0 < r2. Poloměr osciluje mezi hodnotami rmin a rmax, které odpov́ıdaj́ı
řešeńım rovnice 1 = V(r) na intervalu (0, r2).

6. ` = `1 ∧ r0 = r1. Stabilńı kruhová dráha.

(III) Částice mı́̌ŕıćı směrem od nahé singularity.

7. ` < `2 ∨ r0 > r2. Únik do nekonečna.

8. ` = `2 ∧ r0 < r2. Analogie k trajektorii typu 1.

6.3.3.2 α = 9
8

V tomto př́ıpadě nemá efektivńı potenciál lokálńı extrém, ale mı́sto toho má v bodě r = 3
2M

sedlo s funkčńı hodnotou V
(

3
2M
)

= 8
27`

2. Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro tento př́ıpad
je možné si prohlédnout na obrázku 28.

Pokud je poměr druhých mocnin náboje a hmotnosti právě α = 9
8 , jediná kruhová dráha,

po které se může volná částice pohybovat, je nestabilńı kruhová dráha s poloměrem r = 3
2M .

Hodnota veličiny ` této částice muśı být taková, aby V
(

3
2M
)
≡ 8

27`
2 = 1⇔ ` = 3

√
6

4 .

Obrázek 28: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro α = 9
8 – Reissner–Nordströmův pro-

storočas, světlupodobné geodetiky.

Oproti předchoźımu př́ıpadu je klasifikace světlupodobných geodetik značně zjednodušena.
V závislosti na hodnotě konstanty pohybu ` a radiálńı počátečńı poloze r0 rozlǐsujeme tyto tř́ıdy
geodetik:

(I) Částice přilétaj́ıćı směrem k nahé singularitě.
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1. ` = 3
√

6
4 ∧ r0 >

3
2M . Navinut́ı na nestabilńı kruhovou dráhu o poloměru r = 3

2M .

2. ` 6= 3
√

6
4 . Přibĺıžeńı k centru až na minimálńı poloměr rmin, který je dán jakožto řešeńı

rovnice 1 = V(r) na R+, a poté únik do nekonečna.

(II) Orbitálńı dráhy.

3. ` = 3
√

6
4 ∧ r0 = 3

2M . Nestabilńı kruhová dráha.

(III) Částice mı́̌ŕıćı směrem od nahé singularity.

4. ` ∈ R+. Únik do nekonečna.

6.3.3.3 α ∈
(

9
8 ,+∞

)
Efektivńı potenciál nemá žádný lokálńı extrém ani sedlo, z jeho limitńıho chováńı v nekonečnu
a u centrálńı singularity plyne, že je ostře klesaj́ıćı funkćı. Jeho pr̊uběh je pro několik vybraných
hodnot veličiny ` znázorněn na obrázku 29.

Obrázek 29: Pr̊uběhy efektivńıho potenciálu V(r) pro pevné α > 9
8 – Reissner–Nordströmův

prostoročas, světlupodobné geodetiky.

V tomto posledńım př́ıpadě, kdy je pr̊uběh efektivńıho potenciálu nejjednodušš́ı se diskuze
volných trajektoríı nehmotných částice zjednoduš́ı na pouhé dva typy:

(I) Částice přilétaj́ıćı směrem k nahé singularitě.

1. ` ∈ R+. Přibĺıžeńı k centru až na minimálńı poloměr rmin, který je dán jakožto řešeńı
rovnice 1 = V(r) na R+, a poté únik do nekonečna.

(II) Částice mı́̌ŕıćı směrem od nahé singularity.
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2. ` ∈ R+. Únik do nekonečna.

Z podrobné diskuze světlupodobných geodetik v Reissner–Nordströmově prostoročasu s na-
hou singularitou vid́ıme, že typologie geodetik záviśı na konkrétńım poměru druhých mocnin
náboje a hmotnosti α. Pokud pomineme to, co jsme již zmiňovali, že pohybem po světlupodobné
geodetice s ` 6= 0 v Reissner–Nordströmově prostoročasu nelze dosáhnout centrálńı singula-
rity, typologie geodetik se i tak od té Schwarzschildovy z podkapitoly 5.3 lǐśı. Zat́ımco pro
α ∈

[
9
8 ,+∞

)
vid́ıme, že rozd́ıl oproti podkapitole 5.3 je pouze v menš́ım počtu typ̊u geodetik,

pro α ∈
(
1, 9

8

)
se mohou volné nehmotné částice pohybovat po drahách (typy 3, 5, 6), po kterých

to ve Schwarzschildově prostoročasu nebylo možné.

6.4 Numerické řešeńı

Jelikož jediným př́ıpadem, který oproti Schwarzschildově prostoročasu přináš́ı něco kvalitativně
nového, je Reissner–Nordströmův prostoročas s nahou singularitou, budeme simulovat pouze
geodetiky na tomto prostoročasu, nav́ıc se omeźıme pouze na př́ıpad s nejbohatš́ı typologíı
geodetik, α ∈

(
1, 9

8

)
. Stejně jako v podkapitole 5.5 jsme numericky řešili nezjednodušenou rovnici

geodetiky ve Schwarzschildových souřadnićıch v ekvatoriálńı rovině:18

d2t

dκ2
+

2M(r −Mα)

r(r2 − 2Mr +M2α)

dr

dκ

dt

dκ
= 0,

d2r

dκ2
− M(r −Mα)

r(r2 − 2Mr +M2α)

(
dr

dκ

)2

− r2 − 2Mr +M2α

r

(
dϕ

dκ

)2

+

+
M(r −Mα)(r2 − 2Mr +M2α)

r5

(
dt

dκ

)2

= 0,

d2ϕ

dκ2
+

2

r

dr

dκ

dϕ

dκ
= 0. (123)

Počátečńı podmı́nky jsou opět voleny ve shodě se zjednodušenými rovnicemi geodetiky (105),
(106) a (107). Při stejném značeńı jako v podkapitole 5.5:

dt

dκ
(0) =

1

1− 2M
r0

+ M2α
r20

,
dr

dκ
(0) = k

√
1−

(
1− 2M

r0
+
M2α

r2
0

)(
4M2`2

r2
0

)
,

dϕ

dκ
(0) =

2M`

r2
0

.

Bez újmy na obecnosti pokládáme M = 1, konstanty `, α a r0 jsou voleny tak, aby byly obrázky
trajektoríı co možná nejnázorněǰśı.

Tentokrát vykreslené obrázky 30 až 35 nepokrývaj́ı všech 8 r̊uzných tř́ıd světlupodobných
geodetik, ale zobrazuj́ı pouze několik vybraných př́ıpad̊u. Nejzaj́ımavěǰśı je obrázek 33, na němž
je vykreslena trajektorie, která nemá ve Schwarzschildově prostoročasu obdobu. Nav́ıc je ke každé
trajektorii připojen i graf efektivńıho potenciálu pro daný př́ıpad s radiálńım pr̊uběhem geodetik,
který je vyznačen červenou čarou. Zelené body opět znač́ı počátečńı polohu částice. V grafech
se kromě zelených bod̊u vyskytuj́ı i fialové, které označuj́ı to, že se na daném poloměru částice
navinula na kruhovou dráhu. Stejně jako v podkapitole 5.5 znač́ı šedé přerušované kružnice
radiálńı body obratu, stejný význam maj́ı i svislé přerušované čáry v př́ıslušných grafech.

18κ := Eλ, kde λ odpov́ıdá konvenčńı volbě parametru pro světlupodobné geodetiky.
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Obrázek 30: Trajektorie typu 1 pro α = 1,1,
` = `2.

Obrázek 31: Trajektorie typu 2 pro α = 1,1,
` = 1.

Obrázek 32: Trajektorie typu 2 pro α = 1,1,
` = 3.

Obrázek 33: Trajektorie typu 3 pro α = 1,01,
` = `2.

Obrázek 34: Trajektorie typu 5 pro α = 1,01,
` = 2,5.

Obrázek 35: Trajektorie typu 8 pro α = 1,1,
` = `2.
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Závěr

V práci jsme nejprve poskytli stručný exkurz do diferenciálńı geometrie s d̊urazem na pojmy
d̊uležité pro standardńı formulaci obecné teorie relativity jako jsou např́ıklad metrika, geodetiky
nebo Riemannovy normálńı souřadnice. Dále jsme tyto pojmy zasadili do kontextu obecné
relativity a nast́ınili odvozeńı Einsteinových polńıch rovnic pomoćı principu korespondence
s Newtonovou gravitačńı teoríı. Ve třet́ı kapitole jsme definovali Lieovu derivaci a symetrie
prostoročasu. S pomoćı těchto definic jsme v podobě Killingových rovnic formulovali kritérium
pro hledáńı těchto symetríı a nalezli jsme veličiny, které se podél geodetik zachovávaj́ı. Na
závěr třet́ı kapitoly jsme vyslovili geometrické definice stacionárńıho a statického prostoročasu
a naznačili, jak souviśı s častěji uváděnými souřadnicovými definicemi. V následuj́ıćı kapitole
jsme prezentovali čtyři r̊uzné alternativńı př́ıstupy k formulaci rovnice geodetiky. Nejprve jsme
ukázali, že geodetiky jsou křivky extremalizuj́ıćı akci volného pohybu a funkcionál délky křivky.
Oproti běžnému souřadnicovému postupu, kdy vede variace funkcionál̊u na Euler–Lagrangeovy
rovnice, jsme při obou d̊ukazech postupovali bezsouřadnicově. Dále jsme ukázali, jak rovnici
geodetiky źıskat z Hamiltonových rovnic pro volný pohyb a nakonec jsme ji formulovali
v podobě Hamilton–Jacobiho rovnice.

V páté a šesté kapitole jsme se již věnovali geodetikám na konkrétńıch prostoročasech, Sch-
warzschildově a Reissner–Nordströmově. V obou př́ıpadech jsme pomoćı aparátu symetríı, který
jsme vybudovali ve třet́ı kapitole, zjednodušili rovnici geodetiky ze soustavy čtyř diferenciálńıch
rovnic 2. řádu na tři rovnice 1. řádu. Dı́ky tvaru radiálńı rovnice jsme mohli využ́ıt metodu
efektivńıho potenciálu a pomoćı ńı klasifikovat geodetiky do několika r̊uzných tř́ıd podle jejich
radiálńıho pr̊uběhu.

Vyšetřováńı časupodobných geodetik ve Schwarzschildově prostoročasu lze chápat jako
relativistické zobecněńı Keplerovy úlohy z Newtonovy mechaniky. Zjistili jsme, že pohyb
volných testovaćıch hmotných částic lze dle obecné relativity v závislosti na počátečńım stavu
částice rozdělit do dev́ıti kvalitativně odlǐsných tř́ıd, namı́sto čtyř, které předpov́ıdá Newtonova
mechanika. Všechny typy časupodobných geodetik se nám následně podařilo numericky
nasimulovat. Dále jsme se zabývali světlupodobnými geodetikami, jejichž typologie se ukázala
být jednodušš́ı, neobsahuje žádné kvalitativně nové typy a mı́sto dev́ıti jich je sedm.

V následuj́ıćı části jsme se zabývali Reissner–Nordströmovým prostoročasem, který je
generován jediným hmotným, elektricky nabitým bodem. Na základě poměru druhých mocnin
náboje a hmotnosti tohoto bodu, který jsme označili α, lze klasifikovat tři kvalitativně odlǐsné
př́ıpady: subextrémńı (α < 1), extrémńı (α = 1) a prostoročas s nahou singularitou (α > 1).
Podařilo se nám ukázat, že pohybem po časupodobné ani světlupdobné geodetice nelze na
rozd́ıl od Schwarzschildova prostoročasu dosáhnout centrálńı singularity. Jedinou výjimkou
jsou nehmotné částice s nulovým momentem hybnosti. Pro časupodobné geodetiky jsme řešili
pouze př́ıpad extrémńıho Reissner–Nordströmova prostoročasu, kde jsme v typologii geodetik
neobjevili žádnou kvalitativńı odlǐsnost od té ve Schwarzschildově prostoročasu.

Světlupodobné geodetiky jsme již řešili pro libovolnou hodnotu parametru α, u su-
bextrémńıho a extrémńıho prostoročasu jsme opět došli k tomu, že klasifikace geodetik je stejná
jako ve Schwarzschildově prostoročasu. Nicméně u geodetik v prostoročasu s nahou singularitou
jsme zjistili, že typologie geodetik záviśı na hodnotě parametru α, konkrétně na tom, jestli je
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menš́ı, rovna nebo větš́ı než 9
8 . Prvńı př́ıpad, α ∈

(
1, 9

8

)
, se ukázal být nejzaj́ımavěǰśım, objevili

jsme osm rozd́ılných typ̊u geodetik, z nichž jeden nemá obdobu nejen ve světlupdobných, ale
dokonce ani v časupodobných geodetikách na Schwarzschildově prostoročasu. Pro tento př́ıpad
jsme provedli numerické simulace vybraných typ̊u geodetik.

Pokračovańı této práce by mohlo být dořešeńı časupodobných geodetik v Re-
issner–Nordströmově prostoročasu a následné studium geodetik v okoĺı zbylých dvou černých děr,
Kerrovy a Kerr-Newmanovy. Jelikož jsme se v této práci zabývali pouze geodetikami vně černých
děr a oblast pod horizontem událost́ı pro nás tedy z̊ustává neprozkoumaná, mohli bychom se
v daľśı práci zaměřit i na ni. Alternativně by bylo možné využ́ıt nabité znalosti źıskané při tvorbě
této práce a věnovat se v daľśım výzkumu bud’ konkrétně černým d́ırám, nebo jinému tématu
obecné relativity.
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Milan Štefanko - Vydavatel’stvo IRIS, 2008.
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[6] L. W. Tu. Differential geometry: connections, curvature, and characteristic classes. New
York: Springer Science, 2017.

[7] J. M. Lee. Riemannian manifolds: an introduction to curvature. New York: Springer, 1997.

[8] S. M. Carrol. Spacetime and geometry: an introduction to general relativity. San Francisco:
Addison Wesley, 2004.

[9] J. M. Lee. Introduction to smooth manifolds. 2. edition. New York: Springer, 2013.

[10] B. F. Schutz. Geometrical methods of mathematical physics. New York: Cambridge Univer-
sity Press, 1980.
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