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Úvod

Op£ní kontrakt, nebo krátce opce, je smlouva, která dává jejímu vlastníkovi právo na
nákup nebo prodej ur£itého mnoºství podkladového aktiva za p°edem smluvených
podmínek. Oce¬ování opcí je d·leºitým oborem pro férové nastavení cen tak, aby
nemohla vznikat arbitráº. V této práci jako podkladové aktivum uvaºujeme akcie, a
proto cena opce bude závislá na hodnot¥ této akcie. Protoºe nikdo nedokáºe s jisto-
tou °íci, jak p°esn¥ se cena akcie bude vyvíjet, bylo t°eba sestavit modely zaloºené na
náhod¥, které tuto cenu odhadují. Asi nejznám¥j²í takový model je Black-Scholes-
Mertonova parciální diferenciální rovnice pro �nan£ní deriváty. Cena opce se pak z
této rovnice odvodí jako její °e²ení se speci�ckými podmínkami. Tento p°ístup je od-
vozen od difúzního procesu a p°edpokládá, ºe zm¥ny hodnoty akcie jsou popisovány
log-normálním rozd¥lením a ºe volatilita ceny je konstantní. Nicmén¥ postupem £asu
pozorování ukázalo, ºe rozd¥lení výnos· má spí²e t¥º²í konce a volatilita není kon-
stantní, ale odpovídá k°ivce nazývané volatility smile. Tyto nedostatky v²ak mohou
být eliminovány skokov¥ difúzním modelem, který byl v roce 1976 p°edstaven R. C.
Merton[9].

Difúzní procesy se skokem jsou speciální t°ídou náhodných proces·, které mají
²iroké uplatn¥ní nap°. ve fyzice, strojovém rozpoznávání a �nancích. V této práci
je budeme vyuºívat k oce¬ování op£ních kontrakt· a modelování cen akcií. Difúzní
procesy se skokem (angl. jump-di�usion) se skládají z dvou hlavních komponent.
První z nich je difúzní sloºka, která p°edstavuje spojitý vývoj ceny v £ase. Tedy
m·ºe simulovat pohyb hodnoty akcie sm¥rem nahoru £i dol·, ale vºdy platí, ºe £ím
men²í je £asový interval mezi dv¥ma hodnotami, pak bude men²í i jejich rozdíl. Tento
difúzní pohyb nám umoºní spolehliv¥ odhadovat cenu akcie, pokud nep°edpovídáme
její razantn¥j²í výkyvy. Abychom byli schopni modelovat ne£ekané a v¥t²í skoky v
cen¥, musíme do modelu p°idat druhou, tzv. skokovou, £ást. Skok znamená, ºe se
hodnota akcie m·ºe nespojit¥ zm¥nit. Tedy bez ohledu na velikost £asového intervalu
se m·ºe cena zm¥nit o libovolný p°ír·stek. P°í£inou takových zm¥n m·ºe být nové
hlá²ení o stavu �rmy, vydání nového zákona, makroekonomické zprávy nebo t°eba
p°írodní katastrofa.

Hlavním cílem této práce je odvodit a implementovat d·leºité modely pro oce¬o-
vání opcí. T¥mi se myslí Black-Scholes-Merton·v (BSM) model, skokový proces a
skokov¥ difúzní model. Aby mohl být tento cíl napln¥n, je nutné de�novat pot°ebné
pojmy a nástroje z obor· pravd¥podobnosti, statistiky a stochastické analýzy. Ne-
odd¥litelnou sou£ástí stochastické analýzy jsou náhodné procesy, kterým také bude
v¥nována pat°i£ná pozornost. Mezi n¥ pat°í nap°. Wiener·v proces a Poisson·v pro-
ces. Tyto procesy a jejich modi�kace budou nejd°íve popsány, poté p°ijde na °adu
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jejich implementace v prost°edí MATLAB, a nakonec budou vyuºity pro simulaci
cen akcií a opcí.

Jako úvod do problematiky opcí bude slouºit kapitola 1. Stru£n¥ °e£eno je opce
kontrakt, ve kterém má jedna strana právo koupit nebo prodat n¥jaké podkladové
aktivum za p°edem smluvených podmínek. Pokud jsme koupili, resp. prodali opci,
pak jsme v tzv. long, resp. short pozici. Jestliºe je p°edm¥tem smlouvy právo na
prodej, resp. nákup podkladového aktiva, pak se opce ozna£uje jako put, resp. call.
V kapitole 1 budou popsány n¥které typy opcí jako nap°. evropská a americká opce a
s nimi související terminologie. V dal²ím textu budeme, pokud nebude °e£eno jinak,
uvaºovat vºdy evropskou call opci.

Pro pochopení a implementaci model· pro oce¬ování opcí je t°eba nejd°íve de-
�novat základní pojmy z teorie míry, pravd¥podobnosti a matematické statistiky.
Tomuto se bude v¥novat kapitola 2. Teprve s t¥mito základy budeme schopni odvo-
dit pojmy jako Wiener·v proces nebo stochastický integrál. Naopak v praktické £ásti
budeme muset um¥t pracovat s n¥kterými pravd¥podobnostními rozd¥lení a bude
t°eba znát jejich základní vlastnosti, proto bude také p°ehled takových rozd¥lení
náplní této kapitoly.

Stochastická analýza je matematický obor, ve kterém se zabýváme procesy, které
obsahují náhodnou sloºku. V £ásti 3 se setkáme s pojmy z tohoto odv¥tví matema-
tiky jako martingal, Itô·v integrál, zm¥na pravd¥podobnostní míry nebo Wiener·v
a Poisson·v proces. V²echny tyto pojmy (a dal²í) jsou klí£ové pro odv¥tví �nan£ní
matematiky, kde se díky nim modeluje nap°. vývoj cen opcí, akcií a chování trhu
obecn¥.

Kapitola 4 bude pojednávat o slavném Black-Scholes-Mertonov¥ modelu pro oce-
¬ování �nan£ních instrument·. V první £ásti bude nejd°íve odvozen tvar Black-
Scholes-Mertonovy parciální diferenciální rovnice, která popisuje dynamiku ceny �-
nan£ních derivát·, jako jsou opce a akcie. V poslední £ásti kapitoly bude pak od-
vozeno °e²ení této rovnice pro call opci evropského typu. V roce 1997 pak za práci
ohledn¥ Black-Scholes-Mertonova modelu obdrºeli dva auto°i Scholes a Merton No-
belovu cenu za ekonomii. T°etí z nich, Black, se této ceny nedo£kal, nebo´ v roce
1995 zem°el.

Skokové a skokov¥ difúzní procesy budou p°edstaveny v kapitole 5. Nejd°íve bude
odvozen teoretický vzorec pro výpo£et call opce na akcii, která je modelována ná-
hodným procesem, jenº neobsahuje difúzní sloºku ale pouze skoky. Nakonec bude
uvedena také formule pro skokov¥ difúzní proces. Pro oba p°ípady bude taktéº zfor-
mulována rovnice, podle níº bude moºné sestavit simulace t¥chto proces·. Toho
vyuºijeme v poslední kapitole o implementaci, kde budou porovnány výsledky simu-
lace s teoretickými vzorci.

Poslední kapitolu bude tvo°it praktická £ást, kde budou v²echny popsané modely
a náhodné procesy implementovány v prost°edí MATLAB. Hlavním výsledkem bude
srovnání ceny opce, vypo£ítané nejd°íve pomocí BSM modelu, poté podle £ist¥ sko-
kového procesu a nakonec dle skokov¥ difúzního procesu. Pro kaºdou £ást pak bude v
p°ílohách p°iloºen zdrojový kód, který bude pat°i£n¥ zdokumentován. Krom¥ p°iloºe-
ného zdrojového kódu bude pro v¥t²inu p°ípad· popsán také pseudokód a jednotlivé
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výsledky budou gra�cky prezentovány. Sou£ástí zdrojového kódu bude i postup, jak
jednotlivé implementované náhodné procesy gra�cky zobrazit.
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Kapitola 1

Základy opcí

Finan£ní deriváty jsou instrumenty, které umoº¬ují investor·m £i �nan£ním institu-
cím °ídit preferovanou úrove¬ rizika p°i obchodování[11]. Tyto nástroje se ozna£ují
jako deriváty, nebo´ jsou odvozeny od podkladového aktiva, kterým m·ºe být na-
p°íklad akcie. Zahrnují se mezi n¥ opce, futures, forwardy a swapy. V této práci se
budeme zabývat pouze oce¬ováním op£ních kontrakt·, a proto v následující £ásti
uvedeme s nimi související terminologii a základní vlastnosti.

1.1 Základní pojmy

V této kapitole budou de�novány a popsány pot°ebné pojmy z oblasti �nan£ních
derivát·. Pro ú£ely této práce bude v²ak zachycena jen malá £ást této jinak rozsáhlé
oblasti.

De�nice 1.1.1 (Opce).
Opce1, nebo také op£ní kontrakt, je smlouva mezi kupujícím a prodávajícím subjek-
tem, kde p°edm¥tem smlouvy je právo k nákupu £i prodeji n¥jakého podkladového
aktiva v p°edem stanovém £ase T a za p°edem stanovenou cenu K. Poznamenejme,
ºe v p°ípad¥ drºitele opce, jde pouze o právo koupit £i prodat, nikoli povinnost [5].

Poznámka 1.1.1 (P°ehled názvosloví).

• Derivát - instrument, jehoº hodnota závisí na hodnot¥, nebo obecn¥ji na
stavu, n¥jakého podkladového aktiva. Takovým podkladovým aktivem m·ºe
být nap°. ropa, obilí, akcie, fotbalový hrá£. Zárove¬ také m·ºe derivátu vyuºít
nap°. farmá°, který se chce pojistit proti nep°íznivému po£así, které i zde m·ºe
slouºit jako podkladové aktivum.

• Finan£ní derivát - derivát, jehoº podkladovým aktivem je n¥jaké �nan£ní
aktivum. V na²em p°ípad¥ bude derivátem vºdy op£ní kontrakt a podkladovým
aktivem bude akcie.

1Anglicky Option, ob£as bude v textu pouºita i anglická verze.
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• Prémie - cena práva (opce), kterou kupující zaplatí prodávajícímu z d·vodu
nevýhodné pozice prodávajícího. Nebude-li °e£eno jinak, prémie se bude nadále
v textu zna£it písmenem c.

• Writer, short position - vypisovatel, prodávající práva, také krátká pozice.
Subjekt v krátké pozici je v jisté nevýhod¥, nebo´ má povinnost splnit smlu-
vený obchod i v p°ípad¥, ºe pro n¥j bude cena podkladového aktiva na trhu v
£ase pln¥ní opce vy²²í neº domluvená cena. Tato nevýhoda je ov²em kompen-
zovaná op£ní prémií.

• Holder, long position - drºitel práva, dlouhá pozice. Drºitel má moºnost se
rozhodnout (podle ceny aktiva na trhu), zda právo uplatnit, £i nikoli.

• Call option - dává drºitelovi právo koupit podkladové aktivum za p°edem
smluvených podmínek.

• Put option - dává drºitelovi právo prodat podkladové aktivum za p°edem
stanovených podmínek.

• Strike prize, exercise prize - p°edem domluvená cena podkladového aktiva.
Pokud nebude °e£eno jinak, bude v dal²ím textu zna£ena jako K.

• Expiration date, exercise date, maturity - smluvené datum.

• Forward Kontrakt podobný tomu op£nímu, rozdíl je v tom, ºe jsou si ob¥
strany rovny v tom smyslu, ºe v dob¥ nabití smlouvy se obchod musí uskute£-
nit. Není obchodovatelný na burze.

• Futures Podobný jako forward, ale je obchodovatelný na burze. Z tohoto
d·vodu má p°esn¥ji de�nované podmínky.

Poznámka 1.1.2. Pokud cena podkladového aktiva v £ase T je S(T ), pak tzv.
vnit°ní hodnota z call, resp. put opce je rovna

z = (S(T )−K)+ := max(S(T )−K, 0), resp. z = (K − S(T ))+. (1.1)

P°íklad 1.1.1. P°edstavme si, ºe sledujeme akcii, která má sou£asnou hodnotu
S(0) > 0. U této akcie o£ekáváme, ºe za rok její cena bude vy²²í neº nyní. Koupíme
proto evropskou call opci na tuto akcii s podmínkou, ºe za rok (t = T ) budeme mít
právo opci uplatnit a tuto akcii koupit za K. Op£ní prémie, kterou musíme zaplatit,
nech´ je c. Pokud tedy cena akcie za rok S(T ) bude vy²²í neº K, uplatníme drºenou
opci a akcii koupíme. Pokud bude navíc platit, ºe S(T )−K > c, pak m·ºeme akcii
koupit a ihned ji prodat a máme zisk ve vý²i S(T )−K − c.

Pokud bude S(T ) < K, pak na²e právo neuplatníme a platíme tak pouze cenu
opce c.

Poznámka 1.1.3. Vypisovatel (subjekt v krátké pozici) vyd¥lá maximáln¥ c, a to v
p°ípad¥, ºe protistrana neuplatní koupené právo. Na druhou stranu, prod¥lat m·ºe
teoreticky neomezen¥. Drºitel (dlouhá pozice) m·ºe vyd¥lat teoreticky neomezen¥ a
prod¥lat maximáln¥ c. Toto je gra�cky zachyceno na obrázku 1.1.
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Poznámka 1.1.4. Opce se z hlediska zpen¥ºitelnosti (vnit°ní hodnoty) mohou na-
cházet ve t°ech stavech:

• ATM - At-The-Money, tento stav odpovídá tomu, kdyº se spotová cena rovná
strike.

• OTM - Out-The-Money, spotová cena pro drºitele nevýhodná. To znamená,
ºe pro call opci je spot níºe neº strike, naopak pro put opci je spot vý²e neº
strike.

• ITM - In-The-Money, opa£n¥ neº OTM. Tedy pro call opci je spot vý²e neº
strike, pro put opci je naopak spot níºe neº strike.

Poznámka 1.1.5 (Arbitráº).
Arbitráº je moºnost, jak nakoupit libovolný druh zboºí a bez rizika toto zboºí prodat
za vy²²í cenu, neº byla ta nákupní. Pokud taková moºnost existuje, pak budou mít
v²ichni zájem ji vyuºít, a tedy se trh dostane rychle do rovnováhy. Taková událost
jist¥ nebude mít dlouhého trvání, a proto se v p°ípad¥ �nan£ních trh· p°edpokládá,
ºe v²echny ceny musí být nastaveny tak, ºe ºádná arbitráº neexistuje.

Pokud m·ºeme uloºit do banky peníze a získávat z nich úroky stanovené úrokovou
mírou r, pak neexistence arbitráºe znamená to, ºe není moºné vytvo°it investici,
která by s nulovým rizikem zaji²´ovala, ºe míra výnosu r1 bude v¥t²í neº r. Pokud
by tomu tak bylo, mohli bychom si jednodu²e stále p·j£ovat peníze od banky a tímto
zp·sobem je investovat s jistou mírou zisku r1 − r.

D·sledkem je nap°. to, ºe máme-li sestavené portfolio s jistým výd¥lkem, musí
tento výd¥lek odpovídat úrokové mí°e r. Jednodu²e proto, ºe pokud by tento výd¥lek
byl niº²í, pak se nám vyplatí peníze vloºit do banky. V opa£ném p°ípad¥ bychom si
mohli p·j£ovat od banky pouze a investovat.

1.2 N¥které typy opcí

Opce bychom mohli rozd¥lit obecn¥ na Vanilla a Exotické opce. Jednodu²e °e£eno,
exotické opce mají sloºit¥j²í podmínky pro uplatn¥ní práva, neº je tomu u vanilla
opcí. Nyní bude následovat n¥kolik p°íklad· jak vanilla, tak exotických opcí.

• Evropská opce Právo na nákup (prodej) podkladového aktiva je moºné uplat-
nit pouze ke smluvenému datu. V celé práci budeme pod pojmem opce rozum¥t
vºdy evropská opce, pokud nebude °e£eno jinak. Výnosy z evropské opce jsou
ilustrovány na obrázku 1.1.

• Americká opce Tuto opci je moºné uplatnit navíc kdykoli p°ed smluveným
datem. Spole£n¥ s evropskou opcí je typu vanilla.

• Bermudská opce Je stanoveno n¥kolik konkrétních £asových okamºik·, kdy
m·ºe být právo uplatn¥no. Reprezentuje �n¥co� mezi evropskou a americkou
opcí.
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• Asijská opce Výnos z opce je stanoven pr·m¥rnou hodnotou podkladového
aktiva za ur£itý £asový úsek.

• Binární opce Zde existují pouze dva moºné výstupy: �výhra-prohra� . M·-
ºeme si vlastn¥ �vsadit� nap°. na to, ºe cena podkladového aktiva bude v £ase
T vy²²í neº S(T ). Vsadíme na to £ástku x, a pokud to bude pravda, pak do-
staneme smluvenou £ást z x. Pokud to pravda nebude, pak p°icházíme o celou
investici.

• Izraelská opce Moºnost zru²it kontrakt p°ed dobou pln¥ní, ale je nutné za-
platit pokutu.

• Chooser opce B¥hem stanoveného £asového okamºiku máme, jako drºitelé
opce, moºnost rozhodnout se, zda-li tato opce bude evropská call £i put.

Jak je vid¥t, existuje celá °ada r·zných opcí, kde n¥které podléhají racionální analýze
a n¥které zase mohou p·sobit jako £istý risk.

(a) Výnos call opce evropského typu. (b) Výnos put opce evropského typu.

Obrázek 1.1: Porovnání výnos· call a put opce evropského typu. Znázorn¥n je vºdy
vztah mezi vypisovatelem (short position) a drºitelem (long position). Vysv¥tlivky:
S(T ) - cena podkladového aktiva v maturity termínu, K - domluvená cena podkla-
dového aktiva, c - cena opce.

Poznámka 1.2.1 (Ozna£ení prom¥nných a parametr·).
Následující zna£ení, nebude-li °e£eno jinak,bude dodrºováno nap°í£ celým textem.

c prémie, cena opce
S(0) sou£asná cena podkladového aktiva
S(t) cena podkladového aktiva v £ase t
T £as
K smluvená cena, strike
rf úroková míra
σ volatilita ceny

1.3 Op£ní strategie

Kombinací dvou nebo více op£ních kontrakt· m·ºeme sestavovat strategie, kde spe-
kulujeme nap°. na r·stu £i poklesu cen akcií. Neº budou p°edstaveny n¥které kon-
krétní p°íklady takových strategií, de�nujme si nejd°íve n¥kolik souvisejících pojm·.
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De�nice 1.3.1 (Bull & Bear Market).
Trh, ve kterém ceny cenných papír· dlouhodob¥ rostou, se nazývá Bull Market (bý£í
trh). Naopak pokud na n¥jakém trhu dominuje klesající trend cen akcií nebo obecn¥
cenných papír·, pak se nazývá Bear Market (medv¥dí trh) [2].

Poznámka 1.3.1. Dlouhodob¥ v¥t²ina trh· s cennými papíry vykazuje bý£í trend,
protoºe i p°es lokální poklesy, ceny rostou. Na druhou stranu trhy £asto nabírají
medv¥dí trend po n¥jaké krizi. V sou£asné dob¥ je aktuální epidemie COVID-19, s
níº n¥které trhy naberou medv¥dí trend.

Kaºdý z t¥chto obecných trend· je sloºen z n¥kolika dal²ích komponent. T¥mito
komponentami jsou: primární, sekundární a terciární trend. Tyto trendy se rozli²ují
podle délky trvání a vzájemného sm¥ru. Tedy primární trend je dlouhodobý, kdeºto
terciární trend je krátkodobý. Hlavní charakteristikou je v²ak jejich vzájemný pohyb:

• Primární trend je práv¥ ten hlavní, dlouhodob¥ dominující trend.

• Sekundární trend p·sobí proti sm¥ru primárního trendu a funguje jako jeho
�korekce� .

• Terciární trend, n¥kdy také �vedlej²í� trend, má stejný sm¥r jako primární
trend, av²ak je pouze krátkodobý a funguje jako korekce trendu sekundárního.

Gra�cky je toto zachyceno na obrázku 1.2.

Na základ¥ t¥chto trend· pak obchodníci spekulují o vývoji cen akcií. Spekulovat
m·ºeme t°eba o tom, ºe cena akcií poroste, £i poklesne, ale také nap°íklad o tom,
ºe se cena bude pohybovat v n¥jakém intervalu, £i ºe tento interval opustí. Podle
vlastní analýzy, preferencí a názoru pak m·ºeme kombinovat opce na takové akcie,
abychom podpo°ili na²í spekulaci. V následující £ásti budou p°edstaveny n¥které z
moºností, jak docílit kýºené strategie.

Op£ní strategie (spread) je kombinace dvou a více put £i call opcí. Podle toho, jak
si myslíme, ºe se trh bude vyvíjet, pak takové strategie sestavujeme. Podle maturity
termín· je potom d¥líme na vertikální a horizontální (kalendá°ní) [2].

Pro vertikální spread platí, ºe v²echny op£ní kontrakty mají stejný termín nabytí
platnosti (maturity) T , ale rozdílné strike prices K1, K2, . . . . Vertikální spread se
pouºívá v situaci, kdy o£ekáváme �rozumný� pohyb v cenách podkladového aktiva.

Kalendá°ní spread pak funguje opa£n¥ v tom smyslu, ºe strike prices K jsou stejné
pro v²echny skládané opce, ale li²í se v dob¥ maturity T1, T2, . . . . Taková strategie
vyuºívá volatility podkladového aktiva. Typicky prodáváme jednu opci c1 s £asem
expirace T1 a kupujeme totoºnou opci c2 s £asem expirace T2 > T1. Maximální ztráta
je tedy c2 − c1. Tuto strategii volíme v p°ípad¥, ºe o£ekáváme zvý²ení p°íslu²né
volatility. Je tomu tak proto, ºe s rostoucí volatilitou a stejnými cenami S(0) a K
roste i cena opce. Kdyº v £ase T1 se bude cena akcie pohybovat okolo strike price K,
ale zvý²í se volatilita, pak se zvý²í i cena na²í call opce, kterou m·ºeme se ziskem
prodat.
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Obrázek 1.2: Vývoj cen akcií �rmy Nokia za poslední dva rok (£vc 2018 - £vc 2020).
Ze spodního grafu je vid¥t celkový rozdíl mezi za£átkem a koncem tohoto období.
Cena t¥chto akcií zde dlouhodob¥ následuje klesající trend. Ozna£ení trend·: £ervená
- primární, zelená - sekundární, �alová - terciární. Pro porovnání je ve spodním grafu
zachycen vývoj praºského PX indexu. Zdroj: https://www.patria.cz/akcie/68191946-
96d6-407b-bc8a-e185d2c9380f/nokia-oyj/graf.html
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Obrázek 1.3: Výnos bull call spread v £ase T (modrá £ára). Sou£asn¥ jsou také
zachyceny short a long call opce, ze kterých se bull call spread skládá. Vysv¥tlivky:
S(T ) - cena akcie v maturity date, K1, K2 strike price, c1, c2 cena p°íslu²ných opcí.

1.3.1 Bull Call Spread

P°i této strategii pracujeme s dv¥ma call opcemi na stejný termín T a spekulujeme
nad r·stem ceny akcie. Koupíme jednu call opci (long call) za cenu c1 p°i strike
price K1, druhou call prodáme (short call) za c2 p°i strike price K2 > K1. Musí
tedy platit, ºe c2 < c1. Gra�cky je tato strategie zachycena na obrázku 1.3. Výpis
moºných scéná°· je pro p°ehlednost uveden v tabulce 1.1.

Na bull call strategii je zajímavé to, ºe místo toho, abychom se nechali unést vel-
kým potenciálním r·stem akcií, se snaºíme vyuºít situace, ºe akcie porostou alespo¬
trochu.

S(T ) vs strike výnos long call výnos short call výnos celkem

S(T ) < K1 −c1 c2 c2 − c1

S(T ) ∈ 〈K1, K2〉 S(T )−K1 − c1 c2 S(T )−K1 + c2 − c1

S(T ) > K2 S(T )−K1 − c1 K2 − S(T ) + c2 K2 −K1 + c2 − c1

Tabulka 1.1: Analýza výnos· z bull call spread strategie. Vysv¥tlivky: S(T ) - cena
akcie v maturity date, K1, K2 strike price, c1, c2 cena p°íslu²ných opcí. �ervená,
resp. zelená barva indikují jistou ztrátu, resp. zisk.

Pokud se cena akcií v £ase T bude pohybovat pod strike price K1, pak na²e speku-
lace o r·stu byla chybná a zaplatíme c2− c1. Kdyº bude platit, ºe K1 < S(T ) < K2,
pak bude výnos o c2 vy²²í, neº kdybychom koupili pouze call opci. V situaci, kdy
S(T ) > K2, pak obdrºíme maximální výnos ve vý²i K2 − K1 + c2 − c1. Z toho je
vid¥t, ºe máme sice omezený maximální zisk, nicmén¥ t¥ºíme hlavn¥ ze situace, kdy
se S(T ) pohybuje mezi ob¥ma strike price. Pak díky této strategii obdrºíme navíc
je²t¥ c2, neº kdybychom drºeli jen samostatnou call opci na tuto akcii.
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1.3.2 Bear Put Spread

Jak název napovídá, v tomto p°ípad¥ spekulujeme nad poklesem cen, tzn. ºe nejv¥t²í
ztrátu utrpíme p°i r·stu S(T ). Bear put sloºíme jako kombinaci short put c1 za strike
K1 a long put c2 za strike K2, kde K1 < K2. Z toho plyne, ºe c2 > c1. Gra�cky
máme tuto strategii zachycenou na obrázku 1.4 a p°ehled scéná°· je v tabulce 1.2.

P°i této strategii se snaºíme je²t¥ více podpo°it na²í spekulaci o n¥jakém rozumném
poklesu cen akcií a zárove¬ se nenecháváme unést moºností, ºe by ceny klesly n¥jak
rapidn¥. Protoºe pokud je na²e domn¥nka správná, pak vyd¥láme je²t¥ o c1 více neº
v p°ípad¥ oby£ejné long put opce.

S(T ) vs strike výnos long put výnos short put výnos celkem

S(T ) < K1 K2 − S(T )− c2 S(T )−K1 + c1 K2 −K1 − c2 + c1

S(T ) ∈ 〈K1, K2〉 K2 − S(T )− c2 c1 K2 − S(T )− c2 + c1

S(T ) > K2 −c2 c1 c2 − c1

Tabulka 1.2: Analýza výnos· z bear put spread strategie. Vysv¥tlivky: S(T ) - cena
akcie v maturity date, K1, K2 strike price, c1, c2 cena p°íslu²ných opcí. �ervená,
resp. zelená barva indikují jistou ztrátu, resp. zisk.

Obrázek 1.4: Výnos bear put spread v £ase T (modrá £ára). Sou£asn¥ jsou také
zachyceny short a long call opce, ze kterých se bear put spread skládá. Vysv¥tlivky:
S(T ) - cena akcie v maturity date, K1, K2 strike price, c1, c2 cena p°íslu²ných opcí.

Pokud cena S(T ) klesne je²t¥ pod K1, pak je ná² zisk omezený tím, ºe protistrana
opci vyuºije a my budeme muset nakoupit za K1, nicmén¥ ihned také prodáme za
K2. Long put jsme koupili za c2 a short put prodali za c1 < c2, tedy £istý zisk bude
rovenK2−K1−c2+c1. PokudK1 < S(T ) < K2, pak uplatníme long opci a získáváme
K2−S(T )− c2 + c1. Bod zvratu, kdy se uº se ziskem dostáváme do záporných £ísel,
nastává pro S(T ) = K2 − c2 + c1. Ve zbylém p°ípad¥, kdy S(T ) > K2, ani jedna ze
stran opci nevyuºije a my musíme zaplatit rozdíl z op£ních prémií c2 − c1.
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Kapitola 2

Matematický aparát

Teorie pravd¥podobnosti je d·leºitým základním stavebním kamenem pro náhodné
procesy a pro zavedení pojm· jako Wiener·v a Poisson·v proces. Pro jejich pocho-
pení, sestavení simulace a aplikaci, je t°eba de�novat n¥které pojmy z teorie míry,
pravd¥podobnosti a matematické statistiky. Tato kapitola bude zavád¥t pouze ne-
zbytn¥ nutné pojmy a nástroje z t¥chto oblastí tak, abychom pozd¥ji mohli simulovat
jak difúzní tak skokové procesy nebo t°eba odvodit °e²ení Black-Scholesovy rovnice
pro výpo£et ceny opce.

2.1 Základní pojmy teorie míry

De�nice 2.1.1. Nech´ Ω je neprázdná mnoºina a mnoºina F obsahuje podmnoºiny
mnoºiny Ω. �ekneme, ºe F je σ-algebra, pokud spl¬uje následující:

1. ∅ ∈ F ,

2. A ∈ F ⇒ Ac ∈ F ,

3. A1, A2, . . . ∈ F ⇒
+∞⋃
n=1

An ∈ F .

Poznámka 2.1.1. Z de�nice σ-algebry F plyne, ºe i sjednocení dvou mnoºin A,B ∈
F leºí v F . M·ºeme totiº sestrojit posloupnost A,B, ∅, ∅, . . . , a pak s vyuºitím 1. a
3. bodu p°edchozí de�nice dostaneme, ºe A∪B ∈ F . Stejn¥ tak kone£ný i nekone£ný
pr·nik mnoºin z F pat°í do F . To plyne z

+∞⋂
n=1

An =

(
+∞⋃
n=1

Acn

)c

.

Protoºe ∅c = Ω a zárove¬ ∅c ∈ F , potom také Ω ∈ F .

De�nice 2.1.2. Nech´ Ω je neprázdná mnoºina a F je p°íslu²ná σ-algebra jejích
podmnoºin. Pak se uspo°ádaná dvojice (Ω,F) ozna£uje jako m¥°itelný prostor.
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De�nice 2.1.3. Jsou dané m¥°itelné prostory (Ω1,F1) a (Ω2,F2). Zobrazení f :
Ω1 → Ω2 nazveme m¥°itelné, pokud

∀B ∈ F2 : {ω ∈ Ω1|f(ω) ∈ B} ∈ F1.

De�nice 2.1.4. M¥jme m¥°itelný prostor (Ω,F). Funkci µ : F → R nazveme mírou
práv¥, kdyº

1. ∀A ∈ F : µ(A) ≥ 0,

2. ∀A1, A2, . . . ∈ F , Ai ∩ Aj, i 6= j : µ

(
+∞⋃
n=1

An

)
=

+∞∑
n=1

µ(An).

Navíc °ekneme, ºe µ je kone£ná míra, resp. σ-kone£ná míra, pokud spl¬uje

1. µ(Ω) < +∞, resp.

2. existují-li mnoºiny A1, A2, · · · ∈ F :
+∞⋃
n=1

An = Ω a zárove¬ ∀i : µ(Ai) < +∞.

Poznámka 2.1.2 (Riemann-Stieltjes·v integrál).
M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ). Nech´ X : Ω→ R je náhodná veli£ina.
Vezmeme-li v úvahu st°ední hodnotu této náhodné veli£iny, m·ºeme ji vyjád°it více
zp·soby:

EX
(a)
=

∫
Ω

XdP
(b)
=

+∞∫
−∞

xdF (x)
(c)
=

+∞∫
−∞

xf(x)dx, (2.1)

kde F (x), resp. f(x) je distribu£ní funkce, resp. hustota náhodné veli£iny X. Za
rovnítkem (a) máme Lebesgue·v integrál, za druhým (b) pak Riemann-Stieltjes·v
integrál a za t°etím (b) klasický Riemann·v integrál. Nyní bude stru£n¥ popsán
práv¥ Riemann-Stieltjes·v integrál [13].

De�nice 2.1.5. Nech´ 〈a, b〉 ⊂ R a m¥jme funkci f : 〈a, b〉 → R, která je na
〈a, b〉 omezená. Dále nech´ funkce g : 〈a, b〉 → R je rostoucí. Ozna£me dn = {a =
x0, x1, . . . , xn = b} jako d¥lení intervalu 〈a, b〉, dále Ai = 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , n
jako jednotlivé podintervaly. De�nujme horní, resp. dolní Riemann-Stieltjes·v sou£et
funkce f podle funkce g vzhledem k d¥lení dn jako

U(dn, f, g) =
n∑
i=1

Mi(g(xi)− g(xi−1)), resp. (2.2)

L(dn, f, g) =
n∑
i=1

mi(g(xi)− g(xi−1)), (2.3)

kde pro i = 1, 2, . . . , n je

Mi = sup
x∈Ai

f(x),

mi = inf
x∈Ai

f(x).
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De�nice 2.1.6. Nech´ funkce f je omezená na intervalu 〈a, b〉. M¥jme D(〈a, b〉)
mnoºinu v²ech moºných d¥lení intervalu 〈a, b〉 a funkci g rostoucí na 〈a, b〉. Pak
de�nujeme horní, resp. dolní Riemann-Stieltjes·v integrál jako

b∫
a

f(x)dg(x) = inf
dn∈D

U(dn, f, g), resp., (2.4)

b∫
a

f(x)dg(x) = sup
dn∈D

L(dn, f, g). (2.5)

Pokud se navíc tyto dva integrály rovnají, pak °íkáme, ºe funkce f je Riemann-
Stieltjesovsky integrabilní nebo také, ºe f je Riemannovsky integrabilní podle g.
Hodnotu tohoto integrálu ozna£ujeme jako

b∫
a

f(x)dg(x), nebo

b∫
a

fdg. (2.6)

Poznámka 2.1.3. Jednou z d·leºitých vlastností Riemann-Stieltjesova integrálu je
p°evod na klasický Riemann·v integrál. M¥jme funkci f omezenou na 〈a, b〉, funkci
g neklesající na 〈a, b〉 a má Riemannovsky integrabilní derivaci na tomto intervalu.
Pak platí

b∫
a

f(x)dg(x) =

b∫
a

f(x)g′(x)dx. (2.7)

Riemann-Stieltjesova integrálu budeme vyuºívat nap°. p°i výpo£tech vlastností
náhodných prom¥nných, kde se bude integrovat podle n¥jaké distribu£ní funkce da-
ného rozd¥lení. V takových p°ípadech se pro výpo£et pouºívá p°evod na Riemann·v
integrál podle vzorce (2.7).

2.2 Pravd¥podobnost a matematická statistika

De�nice 2.2.1. Nech´ Ω je neprázdná mnoºina a F je σ-algebra podmnoºin z Ω.
Mnoºinovou funkci P nazveme pravd¥podobností, spl¬uje-li

1. P : F → 〈0, 1〉,

2. P (Ω) = 1,

3. A1, A2, . . . ∈ F , Ai ∩ Aj = ∅,∀i 6= j ⇒ P (
+∞⋃
n=1

An) =
+∞∑
n=1

P (An).

Poznámka 2.2.1. Protoºe ∅, ∅, . . . je posloupnost disjunktních mnoºin a zárove¬

∅ =
+∞⋃
n=1

∅, m·ºeme vyuºít 3. bodu p°edchozí de�nice, tedy P (∅) =
+∞∑
n=1

P (∅). Z tohoto

23



a 1. bodu de�nice pravd¥podobnosti plyne, ºe

P (∅) = 0. (2.8)

Protoºe P (Ω) = 1 a zárove¬ pro A ∈ Ω platí, ºe Ω = Ac ∪ A, potom dostáváme

P (Ac) = 1− P (A). (2.9)

De�nice 2.2.2. Mnoºinu v²ech moºných výsledk· n¥jakého d¥je zna£íme Ω a nazý-
váme ji prostor elementárních jev·. Elementárním jevem rozumíme libovolný prvek
ω ∈ Ω. P°edpokládejme, ºe máme danou σ-algebru F na prostoru Ω. Libovolná
podmnoºina A ⊂ F se ozna£uje jako náhodný jev. M¥jme de�novanou pravd¥-
podobnostní míru na mnoºin¥ F . Potom uspo°ádaná trojice (Ω,F , P ) se nazývá
pravd¥podobnostní prostor.

Poznámka 2.2.2. M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ) a borelovskou mno-
ºinu B ∈ F . Vzor této mnoºiny p°i zobrazení X je mnoºina X−1(B) =
{ω ∈ Ω|X(ω) ∈ B}. Kaºdé takové mnoºin¥ m·ºeme de�novat pravd¥podobnostní
míru µX(B) = P{X−1(B)}. Tato míra µX(B) se nazývá zákon rozd¥lení náhodné
veli£iny.

De�nice 2.2.3. Nech´ X(ω) je m¥°itelná funkce z (Ω,F , P ) do (R,B), kde B je
systém borelovských podmnoºin mnoºiny R. Pak se taková funkceX = X(ω) nazývá
náhodná veli£ina.

De�nice 2.2.4. M¥jme (Ω,F , P ) a nech´ A,B ∈ F takové, ºe P (B) > 0. Potom
de�nujeme podmín¥nou pravd¥podobnost P (A|B) jevu A za podmínky B de�nujeme
vztahem

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

De�nice 2.2.5. Nech´ máme náhodné veli£iny X1, . . . , Xn na pravd¥podobnostním
prostoru (Ω,F , P ). Potom vektor ~X = (X1, . . . , Xn)T nazýváme náhodným vekto-
rem.

De�nice 2.2.6. M¥jme náhodný vektor ~X = (X1, . . . , Xn). Pro r ∈ {1, . . . , n− 1}
de�nujme dal²í dva náhodné vektory následovn¥:

~Y = (X1, . . . , Xr),

~Z = (Xr+1, . . . , Xn).

Nech´ λ, resp. ν, je σ-kone£ná míra na (Rr,Fr), resp. na (Rn−r,Fn−r). P°edpoklá-
dejme, ºe náhodný vektor ~X má hustotu p(~x) k mí°e µ = λ× ν. To znamená, ºe µ
je σ-kone£ná míra na (Rn,Fn).
Nezápornou m¥°itelnou funkci r(~z|~y) nazveme podmín¥nou hustotou náhodného vek-
toru ~Z vzhledem k ~Y = ~y, pokud ∀A ∈ Fr,∀B ∈ Fn−r spl¬uje

P (~Y ∈ A, ~Z ∈ B) =

∫
A

(∫
B

r(~z|~y)dν(~z)

)
q(~y)dλ(~y), (2.10)

kde q(~y) je sdruºená hustota náhodného vektoru ~Y .
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V¥ta 2.2.1. (o výpo£tu podmín¥né hustoty) M¥jme náhodné vektory ~Y ∈ Rr, ~Z ∈
Rn−r s p°íslu²nými mírami λ, ν. Sdruºenou hustotu vektor· ~Y , ~Z vzhledem k µ =
λ× ν ozna£íme jako p(~y, ~z). Marginální hustota vektoru ~Y se ur£í jako:

q(~y) =

∫
Rn−r

p(~y, ~z)dν(~z). (2.11)

Potom se podmín¥ná hustota vektoru ~Z vzhledem k vektoru ~Y vypo£te následovn¥:

r(~z|~y) =


p(~y, ~z)

q(~y)
, pokud q(~y) 6= 0,

0, jinak .
(2.12)

D·kaz. De�nujme si mnoºinu A = {~y|q(~y) = 0} a m¥jme libovolnou její borelovskou
podmnoºinu widetildeA ⊂ A, Ã ∈ Fr. Nech´ dále B ∈ Fn−r.
Protoºe hustota p je nezáporná, tak s vyuºitím Fubiniovy v¥ty [8] dostaneme, ºe

P (Ã×B) =

∫∫
Ã×B

p(~y, ~z)dλ(~y)dν(~z) =

∫
Ã

(∫
B

p(~y, ~z)dν(~z)

)
dλ(~y) ≤

≤
∫
Ã

(∫
Rn−r

p(~y, ~z)dν(~z)

)
dλ(~y) =

∫
Ã

q(~y)dλ(~y) = 0,

kde P (A×B) = P (~Y ∈ A, ~Z ∈ B).
Nech´ Ac je dopln¥k A do Rr. Pak z de�nice podmín¥né hustoty a z obdrºeného

P (Ã×B) = 0, (2.13)

ukáºeme, ºe∫
C

(∫
B

r(~z|~y)dν(~z)

)
q(~y)dλ(~y) =

∫∫
(C∩Ac)×B

p(~y, ~z)

q(~y)
dν(~z)q(~y)dλ(~y) =

=

∫∫
(C∩Ac)×B

p(~y, ~z)dλ(~y)dν(~z) = P [(C ∩ Ac)×B] .

Z jiº ukázaného (2.13) plyne, ºe P [(C ∩ A)×B] = 0. S vyuºitím tohoto a z de�nice
podmín¥né hustoty dostáváme∫

C

[∫
B

r(~z|~y)dν(~z)

]
q(~y)dλ(~y) = P [(C ∩ Ac)×B] + P [(C ∩ A)×B] . (2.14)

Takºe funkce de�novaná podle (2.12) spl¬uje vztah (2.10).

De�nice 2.2.7. M¥jme vektory ~X = (X1, . . . , Xn)T , ~Y = (X1, . . . , Xr)
T a ~Z =

(Xr+1, . . . , Xn)T pro r ∈ {1, . . . , n−1}. Dále nech´ S(~x) je m¥°itelná funkce n pro-
m¥nných. Pokud existuje kone£ná st°ední hodnota ES náhodné veli£iny S( ~X) =

S(~Y , ~Z).
Pak podmín¥nou st°ední hodnotu E(S|~Y ) náhodné veli£iny S za podmínky ~Y = ~y
de�nujeme jako:

E(S|~Y ) =

∫
Rn−r

S(~y, ~z)r(~z|~y)dν(~z), (2.15)
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pokud takový integrál existuje.

Poznámka 2.2.3. (Vlastnosti podmín¥né st°ední hodnoty)

Nech´ S(~Y , ~Z) a ~Y , ~Z jsou náhodné veli£iny. Pak pro podmín¥nou st°ední hodnotu
E(S|~Y ) náhodné veli£iny S za podmínky ~Y platí následující:

• Nech´ E|S| < +∞, potom

E
[
E(S|~Y )

]
= ES. (2.16)

• M¥jme náhodné veli£iny Z1(~Y , ~Z) a Z2(~Y , ~Z) s kone£nými st°edními hodno-
tami a nech´ a, b ∈ R. Pak platí

E(aZ1 + bZ2|~Y ) = aE(Z1|~Y ) + bE(Z2|~Y ). (2.17)

• Náhodná veli£ina H(~Y ) má kone£nou st°ední hodnotu a je nezávislá na ~Z. Pak

E(HS|~Y ) = HE(S|~Y ). (2.18)

• Pro a ∈ R platí:
E(a|~Y ) = a. (2.19)

• Nech´ nyní S(~Z) je nezávislá na ~Y . Potom

E(S|~Y ) = ES. (2.20)

V¥ta 2.2.2. (Bayesova) Nech´ q(~y) resp. r(~z|~y) je marginální hustota náhodného
vektoru ~Y ∈ Rr, resp. podmín¥ná hustota náhodného vektoru ~Z za podmínky ~Y .
Pak podmín¥ná hustota s(~z|~y) vektoru ~Y za podmínky ~Z je rovna

s(~z|~y) =


q(~y)r(~z|~y)∫

Rr
q(~y)r(~z|~y)dλ(~y)

, pokud
∫
Rr
q(~y)r(~z|~y)dλ(~y) 6= 0,

0 jinak.

(2.21)

(d·kaz str. 54 And¥l)

De�nice 2.2.8. Nech´ ~X ∈ Rn je náhodný vektor. Pak pro ~t ∈ Rn de�nujeme
charakteristickou funkci ψ(~t) vektoru ~X jako

ψ(~t) = Eei
~tT ~X . (2.22)

Poznámka 2.2.4. Nezávislost náhodných veli£in m·ºeme ur£ovat i pomocí tvaru je-
jich charakteristických funkcí, nebo´ platí, ºe náhodné veli£iny X1, . . . , Xn jsou nezá-
vislé práv¥ tehdy, kdyº pro charakteristickou funkci ψ(~t) vektoru ~X = (X1, . . . , Xn)T

platí, ºe
ψ(~t) = ψ1(t) · · · · · ψn(t). (2.23)

Funkce ψ1(t), . . . , ψn(t) jsou odpovídající charakteristické funkce p°íslu²ných náhod-
ných veli£in X1, . . . , Xn. (d·kaz viz and¥l str.30)

Z linearity st°ední hodnoty a Eulerova vzorce eiy = cos y + i sin y hned plyne, ºe
pro charakteristickou funkci ψ(t) náhodné veli£iny X platí

EeitX = E cos(tX) + iE sin(tX). (2.24)
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De�nice 2.2.9. Momentovou vytvo°ující funkcí MX(t) náhodné veli£iny X de�nu-
jeme jako

MX(t) = EetX . (2.25)

Poznámka 2.2.5. Mezi momentovou vytvo°ující funkcí MX a charakteristickou
funkcí ψ náhodné veli£iny X platí jednoduchý vztah MX(t) = ψ(−it).
De�nice 2.2.10. Nech´X, Y jsou dv¥ spojité náhodné veli£iny s hustotami f(x), g(y)
de�novanými na R. Potom konvolucí funkcí f a g rozumíme funkci f ∗g de�novanou
jako

(f ∗ g)(z) =

+∞∫
−∞

f(z−y)g(y)dy

=

+∞∫
−∞

g(z−x)f(x)dx.

(2.26)

V¥ta 2.2.3. Nech´ X, resp. Y jsou nezávislé náhodné veli£iny a nech´ f , resp. g
jsou jejich hustoty de�nované na M ⊂ R. Potom náhodná veli£ina Z = X + Y má
hustotu h(x) = (f ∗ g)(x), x ∈M .

2.3 Pravd¥podobnostní rozd¥lení

Poznámka 2.3.1. Neº budeme moci popsat Poisson·v proces, je t°eba de�novat
základní pravd¥podobnostní rozd¥lení a odvodit n¥které jejich vlastnosti [1].

Alternativní rozd¥lení

De�nice 2.3.1 (Alternativní rozd¥lení).
Náhodná veli£ina X má alternativní (Bernoulliovo) rozd¥lení, pokud platí

P{X = 1}p ∧ P{X = 0} = 1− p, (2.27)

kde p ∈ (0, 1) je parametr. Zna£íme X ∼ Be(p). Obecn¥ pro x ∈ {0, 1} m·ºeme
funkci pravd¥podobnosti takové veli£iny zapisovat takto

P (x) = P{X = x} = px(1− p)1−x. (2.28)

Binomické rozd¥lení

De�nice 2.3.2 (Binomické rozd¥lení). �ekneme, ºe náhodná veli£ina X má bino-
mické rozd¥lení, pokud platí

P{X = k} =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, (2.29)

kde n ∈ N je po£et opakování pokusu, k ∈ {1, . . . , n} je po£et úsp¥ch· v n pokusech
a p ∈ (0, 1) je pravd¥podobnost úsp¥chu v jednom pokusu. Zna£íme X ∼ Bi(n, p).
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Poznámka 2.3.2 (Vztah binomického a alternativního rozd¥lení). Máme-li nezá-
vislé náhodné veli£iny X1, . . . , Xn z alternativního rozd¥lení se stejným parametrem
p a de�nujeme-li náhodnou veli£inu X následujícím zp·sobem

X := X1 + · · ·+Xn, (2.30)

potom náhodná veli£ina X má binomické rozd¥lení Bi(n, p).

Geometrické rozd¥lení

De�nice 2.3.3 (Geometrické rozd¥lení). Náhodná veli£ina X má geometrické
rozd¥lení, pokud

P{X = k} = p(1− pk), k = 0, 1, 2, . . . , (2.31)

kde p ∈ (0, 1) a zna£íme X ∼ Pa(p). Geometrické rozd¥lení se také ozna£uje jako
Pascalovo.

Poznámka 2.3.3 (Vztah geometrického a alternativního rozd¥lení).
Pokud bychom m¥li nekone£nou posloupnost náhodných veli£in z alternativního
rozd¥lení s parametrem p (pravd¥podobnost úsp¥²ného pokusu), potom náhodná
veli£ina X ∼ Pa(p) vyjad°uje po£et neúsp¥ch· p°ed prvním úsp¥chem.

Poissonovo rozd¥lení

De�nice 2.3.4 (Poissonovo rozd¥lení).
O náhodné veli£in¥ X °ekneme, ºe má Poissonovo rozd¥lení, pokud pravd¥podob-
nost, ºe X = k, k = 0, 1, 2, . . . , je dána vztahem

P{X = k} =

{
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

0, jinak.
(2.32)

Parametr λ > 0 a fakt, ºe veli£ina X má takové rozd¥lení, zna£íme X ∼ P0(λ).

P°íklad 2.3.1. (Základní charakteristiky Poissonova rozd¥lení)
Ozna£me pk := P{X = k}, k = 0, 1, 2, . . . .

1. St°ední hodnota X

EX =
+∞∑
k=0

kpk =
+∞∑
k=1

k
λk

k!
e−λ =

= e−λλ

+∞∑
k=1

λk−1

(k−1)!
= e−λλ

+∞∑
k=0

λk

k!
= e−λλeλ = λ.

(2.33)
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2. Rozptyl X

EX2 =
+∞∑
k=0

k2λ
k

k!
e−λ =

+∞∑
k=0

(k2 − k + k)
λk

k!
e−λ =

=
+∞∑
k=0

k(k − 1)
λk

k!
e−λ +

+∞∑
k=0

k
λk

k! e−λ =

= e−λ

(
+∞∑
k=2

λk

(k − 2)!
+

+∞∑
k=1

λk

(k − 1)!

)
=

= e−λ

(
λ2

+∞∑
k=0

λk

k!
+ λ

+∞∑
k=0

λk

k!

)
= e−λ(λ2eλ + λeλ) = λ2 + λ,

(2.34)

VarX = EX2 − (EX)2 = λ. (2.35)

Poznámka 2.3.4. S Poissonovým rozd¥lením p°icházíme do styku tehdy, pokud
sledujeme £etnost n¥jakého jevu v mnoha pokusech. Dal²ím uplatn¥ním Poissonova
rozd¥lení je aproximace binomického rozd¥lení, kdy je po£et realizací pokus· velký
a pravd¥podobnost výskytu náhodného jevu je malá. V literatu°e se £asto uvád¥jí
následující doporu£ení: p < 0.1 a n > 30.

P°íklad 2.3.2.

1. Po£et útok· na webový server za posledních 30 dní je roven 13. Jaká je prav-
d¥podobnost, ºe následující den bude t°eba £elit alespo¬ jednomu útoku?
Pr·m¥rný po£et útok· za den je roven λ = 13

30

.
= 0, 433. Pravd¥podobnost

sledovaného jevu X, tedy výskytu alespo¬ jednoho útoku za den, vypo£teme
pomocí Poissonova rozd¥lení následovn¥

P{X ≥ 1} = 1− P{X = 0} = 1− e−0,433 0, 4330

0!
.
= 0, 351.

2. Máme-li velké n a malé p je výpo£et pravd¥podobnosti n¥jakého jevu z bino-
mického rozd¥lení obtíºný. Nicmén¥ je moºné aproximovat rozd¥lení Bi(n, p)
pomocí rozd¥lení Po(np).

Exponenciální rozd¥lení

De�nice 2.3.5. (Exponenciálního rozd¥lení)
Náhodná veli£ina X má exponenciální rozd¥lení, pokud její hustota pravd¥podob-
nosti má tvar

f(x) =

{
λe−λx, t ≥ 0,
0, t < 0,

(2.36)

kde λ > 0.

P°íklad 2.3.3. Spo£t¥me si základní charakteristiky exponenciálního rozd¥lení.
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1. St°ední hodnota X

EX =

+∞∫
0

xf(x)dx =

+∞∫
0

xλeλxdx =

∣∣∣∣u = x v′ = λe/λx

u′ = 1 v = −e−λx
∣∣∣∣ =

=
[
−xe−λx

]+∞
0
−
∫ +∞

0

−eλxdx =

[
−1

λ
e−λx

]+∞

0

=
1

λ
.

(2.37)

2. Rozptyl X

E(X2) =

+∞∫
0

x2f(x)dx =

∣∣∣∣u = x2 v′ = λe−λx

u′ = 2x v = e−λx

∣∣∣∣ =

=
[
−x2eλx

]+∞
0

+

+∞∫
0

2xe−λxdx =

∣∣∣∣u = 2x v′ = e−λx

u′ = 2 v = −e−λx
∣∣∣∣ =

=

[
−2x

λ
e−λx

]+∞

0

+

+∞∫
0

2

λ
e−λxdx =

[
− 2

λ2
e−λx

]+∞

0

=
2

λ2
,

(2.38)

VarX = E
[
(X − EX)2

]
= E(X2)− (EX)2 =

2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
. (2.39)

3. Distribu£ní funkce F

F (x) = P{X ≤ x} =

x∫
0

f(t)dt =

x∫
0

λe−λtdt =
[
−e−λt

]x
0

= 1− e−λx, x ≥ 0.

(2.40)

Poznámka 2.3.5. Exponenciální rozd¥lení se pouºívá nap°. v teorii obsluhy nebo v
teorii obnovy, kde popisuje t°eba dobu trvání ur£ité události (obsluha u linky) nebo
ºivotnost výrobk· [1]. Toto rozd¥lení poskytuje popis délky intervalu mezi výskytem
náhodných událostí, které jsou popsány Poissonovým rozd¥lením.

P°edpokládejme, ºe taková náhodná událost se za jednu £asovou jednotku vysky-
tuje pr·m¥rn¥ µ−krát. Za t jednotek £asu je tedy po£et výskyt· roven λt. Pois-
sonovo rozd¥lení pak takovou situaci popisuje hustotou P{X = x} = (µt)x

x!
e−µt. Z

toho dostaneme, ºe pravd¥podobnost, ºe b¥hem t £asových jednotek daná událost
nenastane, je rovna P{X = 0} = e−µt.

Pokud tedy hledáme pravd¥podobnost toho, ºe £as prvního výskytu T takové
události je v¥t²í neº t, pak toto odpovídá

P{T > t} = P{x = 0|λ = µt} = e−µt. (2.41)

Chceme-li hledat naopak pravd¥podobnost toho, ºe b¥hem t £asových jednotek n¥-
jaká událost nastane, dostáváme

P{T ≤ t} = 1− P{x = 0|λ = µt} = 1− e−µt (2.42)

Funkce z rovnice (2.42) odpovídá distribu£ní funkci exponenciálního rozd¥lení.
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Poznámka 2.3.6. Dal²í vlastností exponenciálního rozd¥lení je tzv. bezpam¥´ovost.
To znamená, ºe p°i otázce, jak dlouho budeme muset £ekat na první výskyt ná-
hodné události, nezáleºí na £ase, po který jiº £ekáme. P°edpokládejme, ºe £ekáme t1
£asových jednotek a zajímá nás pravd¥podobnost, ºe je²t¥ budeme muset £ekat t2
dal²ích £asových jednotek:

P{τ > t1 + t2|τ > t1} =
P{τ > t1 + t2 ∧ τ > t2}

P{τ > t1}
=

=
P{τ > t1 + t2}
P{τ > t1}

=
e−λ(t1+t2)

e−λt1
= e−λt2 .

(2.43)

Normální rozd¥lení

De�nice 2.3.6 (Normální rozd¥lení).
Normální rozd¥lení je ur£ené hustotou pravd¥podobnosti

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, x ∈ R. (2.44)

Má-li náhodná veli£ina X normální rozd¥lení, pak tento fakt zna£íme X ∼ N(µ, σ2).
Speciální p°ípad, kdy µ = 0, σ = 1, ozna£ujeme jako standardní normální rozd¥lení.
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Kapitola 3

Stochastická analýza

3.1 Náhodný proces

Abychom mohli pochopit skokov¥ difúzní procesy, je t°eba nejd°íve de�novat po-
jmy jako martingal, Itô·v integrál, Wiener·v proces a dal²í. Cílem této kapitoly je
poskytnout teoretické základy nutné pro pochopení skokových, skokov¥ difúzních
proces· a obecných princip· p°i oce¬ování �nan£ních instrument·. Matematický
obor stochastická analýza se zabývá studiem náhodných proces·, zejména pak Wi-
enerovým procesem. Tento proces napodobuje (simuluje) známý fyzikální Brown·v
pohyb, ale má ²iroké uplatn¥ní i na poli �nan£ní matematiky.

De�nice 3.1.1 (Náhodný proces).
Nech´ (Ω,F , P ) je pravd¥podobnostní prostor a ω ∈ Ω. M¥jme n¥jakou mnoºinu
I 6= ∅. Potom mnoºinu náhodných veli£in {X(t, ω)|t ∈ I} nazveme náhodným pro-
cesem na I. Tedy náhodný (stochastický) proces je soubor náhodných veli£in na
n¥jakém pravd¥podobnostním prostoru. Pro jednoduchost budeme náhodný proces
zna£it jako X(t). Pouze v p°ípadech, kde bude t°eba zd·raznit ω pro lep²í vysv¥tlení
kontextu, bude náhodný proces zna£en X(t, ω).

P°íklad 3.1.1. Náhodné procesy d¥líme z hlediska indexové mnoºiny I na diskrétní
a spojité v £ase a stejn¥ i z pohledu hodnot, kterých mohou nabývat. Celkem se tedy
stochastické procesy mohou podle tohoto d¥lení roz£lenit do £ty° skupin. Uve¤me
si jednoho zástupce kaºdé z nich.

1. diskrétní £as i hodnoty - náhodná procházka

2. diskrétní £as, spojité hodnoty - náhodná procházka ale s prom¥nnou veli-
kostí kroku

3. spojitý £as, diskrétní hodnoty - Poisson·v proces

4. spojitý £as i hodnoty - Wiener·v proces

Konkrétní de�nice t¥chto proces· budou uvedeny pozd¥ji, nyní srovnejme tyto p°í-
klady zatím pouze ilustra£n¥ podle obrázku 3.1.
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(a) Náhodná procházka. (b) Náhodná procházka s velikostí skok· z
N(0, 1).

(c) Wiener·v proces. (d) Poisson·v proces.

Obrázek 3.1: Na kaºdém grafu jsou vykresleny t°i trajektorie p°íslu²ných náhodných
proces·.
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De�nice 3.1.2 (Trajektorie).
M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ) a p°íslu²ný náhodný proces X(t). Bu¤
ω ∈ Ω pevné, potom zobrazení t → X(t) nazveme trajektorií náhodného procesu
X(t). Trajektorie se £asto také ozna£uje jako jedna realizace náhodného procesu.

P°íklad 3.1.2. Poj¤me se nyní podívat, co pro náhodný proces znamená, kdyº
za�xujeme t ∈ I, resp. ω ∈ Ω.

1. M¥jme t1 ∈ I pevné. Pak výraz X(t1, ω), ω ∈ Ω p°edstavuje oby£ejnou ná-
hodnou prom¥nnou s n¥jakým pravd¥podobnostním rozd¥lením.

2. Nyní nech´ ω1 ∈ Ω je pevné. Pak výraz X(t, ω1), t ∈ I je práv¥ trajektorií
náhodného procesu. P°ibliºme si tento pojem na konkrétním p°íklad¥:

Nech´ I = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N je indexová mnoºina. M¥jme pevné t ∈ I a
náhodnou veli£inu X(t, ω) takovou, ºe P

(
X(t, ω) = −1

)
= P

(
X(t, ω) = 1

)
=

0.5. Tato náhodná veli£ina m·ºe p°edstavovat nap°íklad hod mincí.

De�nujme náhodný proces Z(t) jako Z(t) =
t∑

k=1

X(k, ω), t ∈ I. Nech´ pro

ná² p°íklad je n = 5. Házíme tedy p¥tkrát mincí a s£ítáme hodnoty 1,−1.
Náhodný proces Z(t) p°edstavuje tento sou£et v £ase t. Nyní vytvo°me jednu
realizaci tohoto náhodného procesu. Pevné ω stanovíme jako

ω = (hlava, hlava, orel, hlava, orel).

Z toho dostaneme hodnoty náhodných prom¥nných X(t, ω):

X(1, (hlava, hlava, orel, hlava, orel)) = 1,

X(2, (hlava,hlava, orel, hlava, orel)) = 1,

X(3, (hlava, hlava,orel, hlava, orel)) = −1,

X(4, (hlava, hlava, orel,hlava, orel)) = 1,

X(5, (hlava, hlava, orel, hlava,orel)) = −1.

Coº pro náhodný proces Z(t) a pevné ω znamená, ºe

Z(1) = 1, Z(2) = 2, Z(3) = 1, Z(4) = 2, Z(5) = 1.

3.2 Martingal

P°i oce¬ování �nan£ních aktiv je klí£ové, aby náhodné procesy popisující ceny t¥chto
aktiv, byly martingaly. Slovy °e£eno je martingal takový náhodný proces, ve kterém
je st°ední hodnota dal²í hodnoty tohoto procesu rovna hodnot¥ procesu v sou£asném
okamºiku. Vlastnost martingalu nám díky tomu zaji²´uje p°edpoklad neexistence
arbitráºe, který je klí£ový p°i odvozování cen opcí a �nan£ních derivát· obecn¥.
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De�nice 3.2.1 (Filtrace).
M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ), I je n¥jaká indexová mnoºina a nech´
{Ft|t ∈ I} je systém σ-algeber na tomto prostoru. Pokud platí, ºe

1)∀t ∈ I,Ft ⊂ F ,
2)∀s, t ∈ I, s < t⇒ Fs ⊂ Ft.

Pak se systém σ−algeber {Ft|t ∈ I} nazývá �ltrace.

P°íklad 3.2.1 (Význam �ltrace).
Filtrace Ft vlastn¥ obsahuje jakoukoli informaci, na kterou se lze ptát ohledn¥ ná-
hodného procesu v £ase t.

Uvaºujme hod klasickou herní kostkou. Mnoºina v²ech moºných výsledk· jednoho
hodu je Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. P°ed hodem je �ltrace rovna F0 = {Ω, ∅}, protoºe víme,
ºe m·ºe nastat pouze jeden z výsledk· 1 aº 6, a zárove¬ také musíme zahrnout i
teoretickou moºnost, ºe nenastane nic. Po prvním hodu dostaneme výsledek ω ∈ Ω.
Nyní se uº m·ºeme ptát na v²echny moºné otázky. Nap°íklad: padlo £íslo jedna,
padlo sudé £íslo, padlo jedno z £ísel jedna nebo t°i, je dané £íslo prvo£íslo, atd.
Filtrace sa1 je tedy tvo°ena v²emi podmnoºinami Ω, je to tedy poten£ní mnoºina
mnoºiny Ω, zapsáno F1 = 2Ω.

Nyní si p°edstavme jinou situaci. Máme dv¥ kostky a nejd°íve hodíme první a pak
druhou kostku. Na za£átku pokusu je tedy �ltrace F0 = {Ω×Ω, ∅}, nebo´ m·ºeme
°íci, ºe na konci na²eho pokusu padnou dv¥ £ísla od jedné do ²esti nebo nic. Po
hodu první kostkou obdrºíme první £íslo a m·ºeme si tedy klást stejné otázky jako
v p°ípad¥ jedné kostky, ale o druhém hodu zatím víme jen to, ºe to bude £íslo jedna
aº ²est. Filtrace je tedy mnoºina F1 = 2Ω×Ω. Po druhém hodu si uº m·ºeme klást
v²echny relevantní otázky jako: padli dv¥ trojky, první £íslo je liché a druhé sudé,
atd. Filtrace po druhém hodu je rovna F2 = 2Ω × 2Ω.

Poznámka 3.2.1. V minulém p°íklad¥ byly �ltrace generovány náhodnou veli£inou,
která p°edstavovala hod jednou kostkou. Pokud nyní uvaºujeme náhodnou veli£inu
W (s) a σ-algebra je generována t¥mito náhodnými veli£inami pro s ≤ t, pak �ltraci
F = {Ft|t ≥ 0} m·ºeme nazývat jako historii Wienerova procesu.

De�nice 3.2.2 (Adaptovaný proces).
Náhodný proces X(t) ozna£íme jako adaptovaný �ltraci F = {Ft|t ∈ I}, pokud
∀t ∈ I platí, ºe X(t) ∈ Ft.

Poznámka 3.2.2. Pokud tedy n¥jaký stochastický proces není adaptovaný �ltraci
F , potom musí existovat n¥jaké t, pro které náhodná veli£ina m·ºe nabýt n¥jaké
nep°ípustné hodnoty (hodnoty, která nebude leºet v Ft). Jinak °e£eno, adaptovaný
proces nem·ºe poskytnout více informací, neº které jsou popsané v p°íslu²né sigma
algeb°e Ft. Kaºdý stochastický proces je adaptovaný svojí vlastní �ltraci.

De�nice 3.2.3 (Martingal).
Nech´ náhodný proces X(t) je adaptovaný �ltraci F = {Ft|t ≥ 0}. Potom tento
náhodný proces ozna£íme jako martingal [10], pokud

1)∀t ≥ 0,E(|X(t)|) <∞,
2)∀s, t ≥ 0, s < t,E(X(t)|Fs) = X(s).

(3.1)
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P°íklad 3.2.2 (Náhodná procházka).
M¥jme posloupnost náhodných nezávislých veli£in {Xn}+∞

n=1 se st°ední hodnotou µ

a rozptylem σ2 < +∞. Nech´ sn :=
n∑
k=1

Xk a nech´ Ft je σ-algebra na Rn. Nyní

de�nujme náhodnou veli£inu Yn jako

Yn = sn − µn, n = 1, 2, . . . . (3.2)

Nyní ov¥°me druhý poºadavek z de�nice martingalu 3.1.

E(Yn+1|Fn) = E(sn+1 − (n+1)µ|Fn) = E(Xn+1 + sn − nµ− µ|Fn)

= E(Xn+1 − µ|Fn) + E(sn − nµ|Fn)

= E(Xn+1 − µ) + E(sn|Fn)− nµ
= sn − nµ = Yn.

Zde jsme vyuºili toho, ºe jde o náhodnou procházku, tedy náhodná veli£ina Xn+1

není závislá na p°edchozím pr·b¥hu Fn. Protoºe pro kaºdé n = 1, 2, . . . platí, ºe
Yn ∈ Fn, je náhodný proces {Yn} adaptovaný �ltraci Fn. Toho jsme vyuºili pro
E(sn|Fn) = sn.

3.3 Markovský proces

De�nice 3.3.1 (Markovský proces).
Náhodný proces X(t) ozna£íme jako markovský, pokud ∀x ∈ R,∀t0 ≤ t, t, t0, s ∈ I,
platí, ºe

P{X(t) ≤ x|X(s), s ≤ t0} = P{X(t) ≤ x|X(t0)}. (3.3)

Poznámka 3.3.1. Jinak °e£eno, pro ur£ení stavu X(t) sta£í znát pouze sou£asný
stav X(t0). Není t°eba znát celou historii stav·.

P°íklad 3.3.1. Speciálním p°ípadem markovského procesu je nap°. Markovský °e-
t¥zec. Tento náhodný proces má diskrétní mnoºinu stav· S, neboli diskrétní obor
hodnot, a je diskrétní v £ase. Pokud ∀x ∈ S platí, ºe P{Xi = x} > 0, a zárove¬
∀x1, . . . , xn ∈ S, a pro v²echna n ∈ N

P{Xn = xn|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1} = P{Xn = xn|Xn−1 = xn−1}.

3.4 Wiener·v proces

De�nice 3.4.1. M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ). Nech´ pro libovolné
ω ∈ Ω existuje spojitá funkce W (t), de�novaná pro t ≥ 0, taková, ºe následující
podmínky:

1. W (0) = 0.
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2. Pro v²echna t0, t1, . . . , tm, 0 = t0 < t1 < · · · < tm, jsou p°ír·stky

W (t1)−W (t0),

W (t2)−W (t1),

...
W (tm)−W (tm−1)

(3.4)

nezávislé.

3. Pro v²echna i ∈ {0, 1, . . . ,m−1} jsou tyto p°ír·stky z normálního rozd¥lení
N(0, ti+1−ti).

Potom náhodný proces {W (t)|t ≥ 0} ozna£íme jako Wiener·v proces.

Poznámka 3.4.1. Pro pochopení chování náhodné veli£iny W , která je popisována
Wienerovým procesem, budeme sledovat zm¥ny v jejích hodnotách nap°í£ malými
£asovými intervaly.

M¥jme malý £asový interval ∆t = b − a, a, b ∈ R+
0 , a < b a zm¥nu hodnoty

náhodné veli£iny ∆W = W (b) − W (a). Aby náhodná veli£iny mohla odpovídat
Wienerovu procesu, musí spl¬ovat vlastnosti z de�nice tohoto procesu. V sou£asném
zna£ení to odpovídá následujícímu:

∆W = ε
√

∆t, ε ∼ N(0, 1). (3.5)

∀a, b ∈ R+
0 ,∆W = W (b)−W (a) jsou nezávislé. (3.6)

Z vlastností normálního rozd¥lení a z vlastnosti (3.5) plyne, ºe samotné p°ír·stky
∆W mají rozd¥lení N(0,∆t). Z druhé vlastnosti (3.6) plyne, ºe W odpovídá Mar-
kovovu procesu, protoºe hodnota tohoto procesu závisí pouze na poslední známé
hodnot¥ procesu W .

Nyní sledujme zm¥nu hodnoty náhodné veli£iny W za n¥jaký del²í £asový úsek
T = N∆t, N ∈ N. Z toho plyne, ºe p°ír·stek hodnoty je roven

(W (T )−W (T−∆t)) + (W (T−∆t)−W (T−2∆t)) + . . .

+(W (T−(N−1)∆t)−W (T−N∆t)) = W (T )−W (0) =
N∑
i=1

εi
√

∆t,

kde εi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, . . . , N . Navíc z podmínky (3.5) plyne, ºe εi jsou navzájem
nezávislé.

Z tohoto plyne, ºe W (T ) − W (0) má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou
µ(W (T )−W (0)) = 0 a rozptylem Var(W (T )−W (0)) = N∆t = T . Protoºe Wiene-
r·v proces je spojitý, p°ejdeme na zna£ení se spojitým £asem, tedy kdyº ∆t → 0.
Místo ∆t nyní budeme malou £asovou zm¥nu ozna£ovat jako dt. Tedy

dW (t) = ε
√

dt. (3.7)
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Obrázek 3.2: 1000 trajektorií Wienerova procesu. Horní graf drºí T = 1. Prost°ední
graf je desetkrát p°iblíºený, spodní pak stokrát. Gra�cká ukázka toho, ºe Wiener·v
proces má graf nezávislý na p°iblíºení.
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Gra�cky je Wiener·v proces zachycen na obrázku 3.2. Zajímavé na Wienerov¥
procesu je i ten fakt, ºe graf tohoto procesu je nezávislý na m¥°ítku, coº je zachyceno
na dvou spodních grafech.

Poznámka 3.4.2 (Zobecn¥ný Wiener·v proces).
Aº dote¤ jsme uvaºovali Wiener·v proces pouze se st°ední hodnotou rovnou nule
a rozptylem rovným jedné. Jinými slovy to znamená, ºe p°edpokládaná hodnota
prom¥nné W v libovolném následujícím £ase bude stejná, jako je v tomto okamºiku,
a rozptyl za del²í £asový úsek T bude roven p°esn¥ T . Nicmén¥ takový proces nám
p°i modelování pohybu ceny akcie nebude sta£it a je t°eba zobecnit tento proces pro
libovolnou st°ední hodnotu a rozptyl.

Pro takové zobecn¥ní de�nujme náhodnou prom¥nnou Y jako

dY (t) = adt+ bdW (t), (3.8)

kde a, b ∈ R jsou konstanty aW (t) je Wiener·v proces z p°edchozího textu. M·ºeme
tedy tuto rovnici psát v °e£i diskrétního £asu jako

∆Y = a∆t+ bε
√

∆t. (3.9)

�len ε je op¥t náhodná veli£ina ze standardního normálního rozd¥lení.

Rovnice (3.8) se skládá ze dvou komponent. První £ást adt je ur£itá deterministická
sloºka, tedy je p°esn¥ vid¥t, jak zm¥na £asu ovliv¬uje zm¥nu hodnoty Y . Druhá
£ást bdW p°edstavuje ²um ve zm¥n¥ hodnoty Y , nebo´ je to náhodná prom¥nná.
Mnoºství takového ²umu je pak ur£eno jako b-krát Wiener·v proces. Poloºíme-li
a = 0, b = 1, bude prom¥nná Y odpovídat p°edchozí prom¥nné W .

Pokud bychom odstranili náhodnou sloºku z rovnice (3.8) (poloºíme b = 0), do-
staneme, ºe dY = adt, z £ehoº plyne, ºe Y = Y (0) + at. Jinými slovy, hodnota
prom¥nné Y se m¥ní lineárn¥ se zm¥nou £asu.

Nyní tedy dostáváme, ºe st°ední hodnota a rozptyl Y jsou rovny

E(∆Y ) = a∆t, (3.10)
Var(∆Y ) = b2∆t. (3.11)

3.5 Itôovo lemma

Pro na²e pot°eby budeme muset pracovat s integrálem z n¥jaké funkce podle p°í-
r·stk· Wienerova procesu W (t). Protoºe trajektorie tohoto procesu ale není hladká

funkce, musíme nejd°íve ur£it, jaký smysl má tedy integrál
b∫
a

f(t)dW (t). Navíc je

nyní tento integrál také náhodná veli£ina, nebo´ jeho hodnota závisí na hodnotách
náhodného procesu.
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Nejd°íve si v²ak p°ipome¬me jiº de�novaný Stieltjes·v integrál a jeho vztah ke
klasickému Riemannovu integrálu:

b∫
a

f(x)dg(x) =

b∫
a

f(x)g′(x)dx = lim
‖D‖→0

n∑
k=1

f(tl)(g(tk)− g(tk−1)), (3.12)

kde ‖D‖ = max{|tk − tk−1|k ∈ {1, 2, . . . , n}, n ∈ N} je norma d¥lení intervalu 〈a, b〉
a a = t1 < t2 < · · · < tn = b.

Pokud by Wiener·v proces W (t) m¥l spojité derivace, pak bychom mohli pouºít
obdobný výpo£et integrálu jako v 3.12. Nicmén¥ tohoto vyuºít nem·ºeme a musíme

stanovit smysl integrálu tvaru
T∫
0

X(t)dW (t) jiným zp·sobem.

De�nice 3.5.1 (Jednoduchá funkce).
Pod pojmem jednoduchá funkce na intervalu 〈0, T 〉 rozumíme takový stochastický
proces S(t), pro který existuje d¥lení D : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T intervalu
〈0, T 〉 takové, ºe pro ∀t ∈ 〈tk−1, tk〉, k = 1, . . . , n platí

S(t) = Sk. (3.13)

Sk je n¥jaká náhodná veli£ina.

De�nice 3.5.2 (Itô·v integrál z jednoduché funkce).
M¥jme S(t) jednoduchou funkci, Wiener·v procesW (t) a interval I = 〈0, T 〉, potom

T∫
0

S(t)dW (t) =
n∑
k=1

Sk
(
W (tk)−W (tk−1)

)
(3.14)

nazveme jako Itô·v stochastický integrál jednoduché funkce S(t) na intervalu I.

De�nice 3.5.3 (Itô·v integrál).
Nech´ pro t ≥ 0 je X(t) adaptovaný náhodný proces �ltraci F(t) Wienerova procesu
W (t) a nech´ je s £asem spojitý. Nech´ X1(t), . . . , Xn(t), n ∈ N je posloupnost
jednoduchých funkcí takových, ºe

lim
n→+∞

E

T∫
0

(
Xn(t)−X(t)

)2
dt = 0. (3.15)

To znamená, ºe tato posloupnost jednoduchých funkcí konverguje k X(t). Pak de�-
nujeme Itô·v integrál funkce X(t) na intervalu 〈0, t〉 jako

I(t) =

t∫
0

X(s)dW (s) = lim
n→+∞

t∫
0

Xn(s)dW (s), 0 ≤ t ≤ T. (3.16)
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Poznámka 3.5.1. Jednoduchých funkcí se vyuºívá v p°ípadech, kdy je t°eba n¥jaký
náhodný proces aproximovat podle t¥ch konstantních £ástí. Tohoto konkrétn¥ se
vyuºívá nap°. p°i výpo£tu integrálu tvaru

T∫
0

W (t)dW (t) =
1

2
W 2(T )− 1

2
T. (3.17)

Zde se zavedou jednoduché funkce konvergující k Wienerov¥ procesu W (t) jako
[12]

Wk(t) = W

(
kT

n

)
, t ∈ 〈tk−1, tk〉. (3.18)

Je vid¥t, ºe pro rostoucí n → +∞ bude posloupnost z t¥chto jednoduchých
funkcí opravdu konvergovat k W (t). Pro srovnání uve¤me klasický integrál z funkce
f(t), f(0) = 0 (pro kterou takový integrál existuje)

T∫
0

f(t)df(t) =

T∫
0

f(t)f ′(t)dt =
1

2
f 2(T ). (3.19)

Z toho je vid¥t, ºe oproti integrálu z Wienerova procesuW (t) zde chybí £ást −1
2
T . To

plyne z toho, jak byla de�nována posloupnost jednoduchých funkcí (3.18), tedy hod-
nota pro interval 〈tk−1, tk〉 se vºdy ur£ovala podle hodnoty na levém kraji. Nicmén¥
toto má i své ekonomické opodstatn¥ní, a to sice, ºe p°i oce¬ování derivátu musíme
stanovit cenu stanovit nyní, tedy v £ase t = 0, p°edtím, neº se cena podkladového
aktiva pohne.

De�nice 3.5.4 (Itô·v proces).
M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ) a Wiener·v procesW (t) na tomto pro-
storu. Nech´ f(t), g(t) jsou adaptované náhodné procesy. Potom náhodný proces ve
tvaru

X(t) = X0 +

t∫
0

f(s)ds+

∫ t

0

g(s)dW (s), nebo také

dX(t) = f(t)dt+ g(t)dW (s).

(3.20)

V tomto ozna£ení £len
t∫

0

f(s)ds odpovídá klasickému Riemannovu integrálu z ná-

hodné funkce a
∫ t

0
g(s)dW (t) je Itô·v náhodný integrál. Koe�cienty f(t), resp. g(t)

se ozna£ují jako drift, resp. volatilita.

De�nice 3.5.5. Nech´ (Ω,F , P ) je pravd¥podobnostní prostor a X(t), t ≥ 0 je
Itô·v proces de�novaný na tomto prostoru. Nech´ dále Y (t), t ≥ 0 je adaptovaný
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proces. Pak de�nujme I(t) jako

I(t) =

t∫
0

Y (s)dX(s) =

t∫
0

Y (s)f(s)ds+

t∫
0

Y (s)g(s)dW (s), (3.21)

kde f(s), g(s) jsou adaptované náhodné procesy. Výraz I(t) tedy p°edstavuje integrál
podle Itôova procesu.

De�nice 3.5.6 (T°ídaM).
M¥jme (Ω,F , P ) a Wiener·v proces W (t) na tomto prostoru. Pro náhodný proces
f t°ídyM platí:

1)f je adaptovaná �ltraci Wienerova procesu,
2)f je B(〈0,+∞))×F −m¥°itelná,

3)

T∫
0

f 2(t)dt < +∞ skoro jist¥.

V¥ta 3.5.1 (Itôovo lemma).
Nech´ X(t) je Itô·v proces takový, ºe

dX(t) = f(t)dt+ g(t)dW (t), (3.22)

kde f(t), g(t) ∈M. Dále m¥jme funkci h(t, x) : 〈0,∞)×R→ R, h ∈ C2(〈0,∞)×R).
Pak platí, ºe

Y (t) = h(t,X(t))

je také Itô·v proces a navíc

dY (t) =
∂h

∂t
(t,X(t))dt+

∂h

∂x
(t,X(t))dX(t) +

1

2

∂2h

∂x2
(t,X(t))(dX(t))2. (3.23)

Poznámka 3.5.2. Dosadíme-li do rovnice (4.1) za proces dX(t), dostaneme

dY (t) =
∂h

∂t
dt+

∂h

∂x
(fdt+ gdW (t)) +

1

2

∂2h

∂x2
(fdt+ gdW (t))2

=

∣∣∣∣ dW (t)dW (t) = dt
dtdt = dW (t)dt = 0

∣∣∣∣ =

=

(
∂h

∂t
+
∂h

∂x
f +

1

2

∂2h

∂x2
g2

)
dt+

∂h

∂x
gdW (t).

V literatu°e se objevuje také podobná v¥ta zvaná jako Itô-Doeblinova, která zapisuje
rovnici (4.1) v integrálním tvaru. Pro τ ≥ 0 platí

h(τ,X(τ)) = h(0, X(0)) +

τ∫
0

∂h

∂t
dt+

τ∫
0

∂h

∂x
f(t)dt

+
1

2

τ∫
0

∂2h

∂x2
g2(t)dt+

τ∫
0

∂h

∂x
g(t)dW (t).

(3.24)
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3.6 Náhodný proces pro cenu cenných papír·

Poznámka 3.6.1. Nyní budeme zkoumat náhodný proces, který popisuje vývoj
ceny cenných papír· bez vyplácení dividend[5]. Model zobecn¥ného Wienerova pro-
cesu bohuºel k popisu nesta£í, nebo´ nezachycuje klí£ový poºadavek investor·, aby
o£ekávaný procentuální výnos z cenného papíru byl nezávislý na jeho cen¥. Wiener·v
proces obsahuje konstantní st°ední drift (pr·m¥rný za jednotku £asu) a konstantní
volatilitu. Fakt, ºe st°ední drift je konstantní musíme nahradit tím, ºe pom¥r zm¥ny
ceny a ceny je konstantní.

Pro odvození modelu vývoje ceny takového aktiva bude nejd°íve zavedeno vhodné
zna£ení.

S(t) . . . cena cenného papíru v £ase t,
α . . . o£ekávané míra výnosu,
S(0) . . . cena v £ase t = 0,
σ . . . volatilita ceny S.

Potom o£ekávaná zm¥na ceny S za £as dt je rovna

dS(t) = αS(t)dt.

Pro odvození driftu nyní p°edpokládejme, ºe volatilita ceny je nulová. Z toho dosta-
neme, ºe

dS(t) = αS(t)dt

dS(t)

S(t)
= αdt∫

dS(t)

S(t)
=

∫
αdt

lnS(t) = αt+ C, C ∈ R
S(t) = eαt+C ,

S(0) = eC ,

S(t) = S(0)eαt.

(3.25)

Kaºdopádn¥ musíme nyní do modelu vývoje ceny zahrnout také volatilitu. Ro-
zumným p°edpokladem je, ºe rozptyl návratnosti za jednotku £asu vyjád°ené v
procentech je, podobn¥ jako u driftu, nezávislý na cen¥ S. Tento p°edpoklad lze
interpretovat jako fakt, ºe investor je, co se týká procentuální míry návratnosti,
stejn¥ nejistý u dvou r·zn¥ drahých cenných papír·.

P°edpokládejme, ºe σ2 je míra rozptylu v proporcionální zm¥n¥ ceny S. Potom
rozptyl ve zm¥n¥ ceny jako takové za n¥jaký £asový interval ∆t je roven

σ2S2∆t.

Vý²e zmín¥né p°edpoklady nahrávají tomu, ºe vývoj ceny S m·ºe být modelován
jako Ito·v proces. Takový model se jiº velmi £asto pouºívá pro oce¬ování cenných
papír· bez vyplácení dividend. Toto m·ºeme zapsat jako

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dX(t). (3.26)
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Poznámka 3.6.2. Model popisovaný rovnicí (3.26) se také n¥kdy ozna£uje jako
geometrický Wiener·v proces. Upravíme-li tuto rovnici, dostaneme

dS(t)

S(t)
= αdt+ σε

√
dt. (3.27)

Z toho plyne, ºe proporcionální zm¥na v cen¥ S má normální rozd¥lení s parametry
µ = αdt a σ̃ = σ

√
dt. Tedy

dS(t)

S(t)
∼ N

(
αdt, σ2dt

)
, neboli

dS(t) ∼ N
(
αS(t)dt, σ2S2(t)dt

)
.

(3.28)

3.7 Rizikov¥ neutrální míra

V¥ta 3.7.1 (Zm¥na pravd¥podobnostní míry).
Nech´ (Ω,F , P ) je pravd¥podobnostní prostor. M¥jme náhodnou veli£inu Z, která
je skoro jist¥ nezáporná. Nech´ navíc EZ = 1. Pak pro A ∈ F de�nujeme

P̃ (A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω). (3.29)

Takto de�novaná míra P̃ je pravd¥podobnost na F . Navíc platí:

1. Pokud je náhodná veli£ina X nezáporná, potom

ẼX = E(XZ) =

∫
A

X(ω)dP̃ (ω).

2. Pokud je náhodná veli£ina Z kladná a Y nezáporná, potom EY = Ẽ

(
Y

Z

)
.

D·kaz viz [12].

De�nice 3.7.1 (Ekvivalentní míry).
M¥jme n¥jakou neprázdnou mnoºinu Ω a F nech´ je σ−algebra z podmnoºin mno-
ºiny Ω. Pokud ∀A ∈ F platí, ºe

P (A) = 0⇔ P̃ (A) = 0, (3.30)

pak o mírách P (A), P̃ (A) °ekneme, ºe jsou ekvivalentní na (Ω,F).

De�nice 3.7.2 (Radon-Nikodýmova derivace).
M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ) a nech´ P̃ je pravd¥podobnostní míra
ekvivalentní mí°e P na (Ω,F). Nech´ Z je kladná skoro jist¥ a taková, ºe spl¬uje
(3.29). Pak Z nazýváme Radon-Nikodýmovou derivací P̃ podle P . Tento fakt zna-
£íme jako

Z =
dP̃

dP
. (3.31)
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V¥ta 3.7.2 (Radon-Nikodýmova).
Nech´ pravd¥podobnostní míry P̃ , P jsou ekvivalentní na (Ω,F). Pak pro kaºdé
A ∈ F existuje náhodná prom¥nná Z, která je kladná skoro jist¥ a EZ = 1, pro
kterou platí

P̃ (A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω). (3.32)

P°íklad 3.7.1. V tomto p°íklad¥ bude demonstrována zm¥na míry prakticky.

M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ), kde Ω je n¥jaká nekone£ná nespo-
£etná mnoºina a kde pro v²echna ω ∈ Ω platí, ºe P (ω) = 0. Dále nech´ X je ná-
hodná prom¥nná ze standardního normálního rozd¥lení N(0, 1), která je de�novaná
na tomto prostoru. Hustota pravd¥podobnosti X je

f(x) =
1√
2π
e−

x2

2 . (3.33)

To znamená, ºe

P (X ≤ a) =

a∫
−∞

f(x)dx, a ∈ Ω. (3.34)

Nyní pro n¥jaké α > 0 de�nujme náhodnou prom¥nnou Y jako

Y = X + α, (3.35)

z £ehoº plyne, ºe EY = α a VarY = 1 p°i pravd¥podobnostní mí°e P . Te¤ budeme
chtít zkonstruovat novou pravd¥podobnostní míru P̃ , p°i které bude Y ∼ N(0, 1).
Protoºe je Y de�nována jako (3.35), kde α > 0, pak je st°ední hodnota Y posu-
nuta sm¥rem vpravo. Abychom z Y vytvo°ili náhodnou prom¥nnou ze standardního
normálního rozd¥lení, pak budeme pot°ebovat p°i°adit v¥t²í pravd¥podobnost pro
mnoºiny z intervalu (−∞, 0〉 a men²í pravd¥podobnost pro interval (0,+∞). Tím
docílíme toho, ºe zm¥níme rozd¥lení Y , ale nezm¥níme samotnou náhodnou veli£inu.
Prakticky to znamená, ºe p°echodem na rizikov¥ neutrální míru zm¥níme rozd¥lení
cen cenných papír·, ale nezm¥níme samotné ceny.

Nyní konkrétn¥ de�nujme

Z(ω) = exp

(
−αX(ω)− 1

2
α2

)
, ω ∈ Ω. (3.36)

Z toho plyne, ºe
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EZ =

+∞∫
−∞

exp

(
−αx− 1

2
α2

)
f(x)dx

=
1√
2π

+∞∫
−∞

exp

(
−1

2
(x2 + 2αx+ α2)

)
dx

=
1√
2π

+∞∫
−∞

exp

(
−1

2
(x+ α)2

)
dx

=

[
y = x+ α

]
=

1√
2π

+∞∫
−∞

exp

(
−1

2
y2

)
dy = 1.

Tedy EZ = 1 a podle de�nice (3.36) je Z > 0 skoro jist¥. Toho vyuºijeme tak, ºe
Z m·ºe slouºit jako Radon-Nikodýmova derivace (3.31) pro P̃ podle P . Ozna£me

By = {ω ∈ Ω|Y (ω) ≤ a},
Bx = {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ a− α, }

a de�nujme tedy novou pravd¥podobnostní míru jako

P̃ (Y ≤ a) =

∫
By

Z(ω)dP (ω) =

∫
Bx

exp

(
−αX(ω)− 1

2
α2

)
dP (ω)

=
1√
2π

a−α∫
−∞

exp

(
−αx− 1

2
α2

)
f(x)dx

=
1√
2π

a−α∫
−∞

exp

(
−αx− 1

2
α2 − 1

2
x2

)
dx =

1√
2π

a−α∫
−∞

e−
1
2

(x+α)2dx

=
1√
2π

a∫
−∞

e−
1
2
y2dy.

Z toho plyne, ºe

P̃ (Y ≤ a) =
1√
2π

a∫
−∞

e−
1
2
y2dy,

a tedy Y je náhodná veli£ina ze standardního normálního rozd¥lení N(0, 1) p°i rizi-
kov¥ neutrální pravd¥podobnostní mí°e P̃ .
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V¥ta 3.7.3 (Girsanovova).
Nech´ (Ω,F , P ) je pravd¥podobnostní prostor, t ∈ 〈0, T 〉 a nech´ W (t) je Wiener·v
proces na tomto prostoru. Dále nech´ F(t) je jeho p°íslu²ná �ltrace a f(t) nech´ je
adaptovaný proces. Pokud de�nujeme

W̃ (t) = W (t) +

t∫
0

f(s)ds, (3.37)

Z(t) = exp

− t∫
0

f(s)dW (s)− 1

2

t∫
0

f 2(s)ds

 , (3.38)

pak, za p°edpokladu ºe
T∫
0

f 2(s)Z2(s)du < +∞, je W̃ (t), 0 ≤ t ≤ T Wienerovým

procesem p°i pravd¥podobnostní mí°e P̃ . Navíc, pokud ozna£íme Z := Z(T ), pak
EZ = 1. Rizikov¥ neutrální míra P̃ je podle (3.32) ur£ena jako

P̃ (A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω), A ∈ F . (3.39)

P°íklad 3.7.2. Girsanovova v¥ta má vyuºití v p°ípadech, kdy chceme z Wiene-
rova procesu, který má n¥jaký drift, tento drift odstranit - vynulovat. M¥jme tedy
(Ω,F , P ) pravd¥podobnostní prostor a na n¥m náhodný proces S(t), t ≥ 0 s �ltrací
F , kde

dS(t) = (µ− r)S(t)dt+ σS(t)dW (t). (3.40)

Nicmén¥ v rizikov¥ neutrálním sv¥t¥ (Ω,F , P̃ ) by m¥l být trend veli£iny S(t) nulový.
Tedy

dS(t) = (µ− r)S(t)dt+ σS(t)dW (t)

=
µ− r
σ

S(t)σdt+ σS(t)dW (t)

= σS(t)d

(
W (t) +

µ− r
σ

t

)
= σS(t)dW̃ (t).

Protoºe
µ− r
σ

t =

t∫
0

µ− r
σ

ds,

pak f(s) =
µ− r
σ

, s ≥ 0 a m·ºeme aplikovat Girsanovovu v¥tu. Tedy jsme dostali

návod, jak Wiener·v procesW (t) s konstantním driftem p°evést na Wiener·v proces
s nulovým driftem W̃ (t).

De�nice 3.7.3 (Rizikov¥ neutrální míra).
Nech´ (Ω,F , P ) je pravd¥podobnostní prostor. O pravd¥podobnostní mí°e P̃ °ek-
neme, ºe je rizikov¥ neutrální, pokud
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1. P a P̃ jsou ekvivalentní na (Ω,F),

2. P°i P̃ je diskontovaná cena akcie D(t)S(t) martingal.

Funkce D(t) je diskontní faktor.

Lemma 3.7.1. M¥jme (Ω,F , P ) a X(t) je náhodný proces pro hodnotu portfolia v
£ase t. Pokud máme rizikov¥ neutrální míru P̃ , pak diskontovaná hodnota portfolia
D(t)X(t) je martingal. D·kaz viz [12].

3.8 Fundamentální v¥ty pro oce¬ování aktiv

Co je to arbitráº jiº bylo slovy vysv¥tleno v první kapitole. Nyní si tento pojem
korektn¥ de�nujeme.

De�nice 3.8.1. Nech´X(t) je náhodný proces p°edstavující hodnotu n¥jakého port-
folia v £ase t, kde X(0) = 0. Tento proces nazveme arbitráºí, pokud existuje T > 0
takové, ºe

P
(
X(T ) ≥ 0

)
= 1 ∧ P

(
X(T ) > 0

)
> 0. (3.41)

Toto nám vlastn¥ °íká, ºe existuje moºnost jistého zisku s vy²²í mírou výnosu, neº
je úroková míra. Pokud tedy nyní momentální kapitál na portfoliu je roven X(0)
(nemusí být roven nule), pak arbitráº existuje práv¥ kdyº

P
(
D(T )X(T ) ≥ X(0)

)
= 1 ∧ P

(
D(T )X(T ) > X(0)

)
> 0. (3.42)

P°i obchodování na �nan£ních trzích by nikdy nem¥la být cena odvozována z
modelu, který p°ipou²tí arbitráº. Následující v¥ta jediným pravidlem tuto skute£nost
zaji²´uje.

V¥ta 3.8.1 (První fundamentální o oce¬ování aktiv).
Je-li model trhu sestaven s rizikov¥ neutrální mírou, pak v tomto modelu neexistuje
arbitráº.

D·kaz. M¥jme tedy rizikov¥ neutrální míru P̃ . Podle lemmatu 3.7.1 víme, ºe dis-
kontovaná hodnota libovolného portfolia je martingal, tzn.

Ẽ
(
D(T )X(T )

)
= X(0), a p°edpokládejme, ºe X(0) = 0, ⇒

Ẽ
(
D(T )X(T )

)
= 0. (3.43)

Pro spor p°edpokládejme, ºe X(t) je arbitráº, potom z (3.41) plyne, ºe P
(
X(T ) <

0
)

= 0. Podle p°edpoklad· máme ale rizikov¥ neutrální míru P̃ ekvivalentní mí°e P ,
tedy P̃

(
X(T ) < 0

)
= 0. Jenºe z (3.43) máme, ºe P̃

(
X(T ) > 0

)
= 0, protoºe jinak

by tato st°ední hodnota musela být v¥t²í neº nula. Protoºe jsou P a P̃ ekvivalentní,
pak musí platit, ºe P

(
X(T ) > 0

)
= 0, coº je spor s p°edpokladem, ºe X(t) je

arbitráº.
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De�nice 3.8.2 (Úplný trh).
Model trhu nazveme jako úplný, pokud existuje moºnost zaji²t¥ní pro kaºdý derivát.

V¥ta 3.8.2 (Druhá fundamentální o oce¬ování aktiv).
Model trhu s rizikov¥ neutrální pravd¥podobností P̃ je úplný práv¥ tehdy, kdyº
existuje práv¥ jedna taková P̃ . D·kaz viz [12].

3.9 Poisson·v proces

Poisson·v proces je základním stavebním kamenem náhodných proces· se skokem,
tak jako Brown·v pohyb pro spojité náhodné procesy. V této £ásti a n¥kolika dal²ích
následujících bude práv¥ tento proces de�nován v£etn¥ jeho modi�kací. Cílem bude
p°edstavit v²echny d·leºité stavební kameny pro skokovou £ást v jump-di�usion
modelu.

Poznámka 3.9.1 (Konstrukce Poissonova procesu). M¥jme posloupnost nezávis-
lých exponenciálních náhodných veli£in ε1, ε2, . . . se stejnou st°ední hodnotou 1

λ
.

Sledujeme proces, p°i kterém se vyskytují události nazývané skoky. První skok na-
stane v £ase ε1, druhý skok bude v £ase ε1 + ε2 a tak dále. Protoºe jsou doby skok·
ur£ené hodnotou náhodné exponenciální veli£iny, pak velikost £asových interval·
mezi dv¥ma po sob¥ jdoucími skoky je popsána exponenciálním rozd¥lením.

Gra�cky m·ºeme Poisson·v proces vid¥t na obrázku 3.3. Vlevo je simulace t°í
trajektorií p°i pevném T = 20 a tím pádem se li²í celkový po£et skok· v jednotlivých
trajektoriích b¥hem této doby. Na pravém obrázku je zadán poºadovaný po£et skok·
N = 20 a sledujeme doby, za které je tohoto docíleno.

Potom £as, ve který nastane n-tý skok, je roven

Tn =
n∑
k=1

εk. (3.44)

Ná² sledovaný Poisson·v proces pak popisuje po£et skok·, které nastanou do £asu
t v£etn¥. Zapsáno:

N(t) = n, pokud Tn ≤ t < Tn+1, n = 0, 1, 2, . . . . (3.45)

Navíc poloºme T0 := 0.

Nyní budeme symbolem F(t) rozum¥t σ-algebru, která nese informace o procesu
N(s) od za£átku (s = 0) do £asu s = t.

V n¥kolika následujících odstavcích budou odvozeny n¥které vlastnosti Poissonova
procesu a jeho rozd¥lení.

Lemma 3.9.1. M¥jme náhodnou veli£inu Tn de�novanou v (3.45), kde n = 1, 2, . . . .
Potom tato náhodná veli£ina má následující gamma rozd¥lení

fn(t) =
(λt)n−1

(n−1)!
λe−λt, t ≥ 0. (3.46)
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(a) Simulace Poissonova procesu s pevným
T .

(b) Simulace Poissonova procesu s pevným
N .

Obrázek 3.3: Gra�cké znázorn¥ní Poissonova procesu. Nt je po£et skok· za £as t. λ
je parametr Poissonova rozd¥lení.

D·kaz. D·kaz provedeme indukcí. M¥jme n = 1, potom f1(t) = λe−λt. Zárove¬
víme, ºe T1 = ε1 má exponenciální rozd¥lení se st°ední hodnotou 1

λ
, £emuº f1(t)

odpovídá.

P°edpokládejme tedy, ºe Tn má gamma rozd¥lení s hustotou fn(t). Nyní zkou-
mejme hustotu rozd¥lení pro Tn+1. Protoºe Tn+1 = Tn+εn+1 a Tn, εn+1 jsou nezávislé,
m·ºeme ur£it hustotu sou£tu dvou náhodných veli£in jako konvoluci jednotlivých
hustot. Tedy

s∫
0

fn(x)f(s− x)dx =

s∫
0

(λx)n−1

(n−1)!
λe−λxλe−λ(s−x)dx

=
λn+1e−λs

(n−1)!

s∫
0

xn−1dx =
λn+1e−λs

(n−1)!

sn

n

=
(λs)n

n!
λe−λs = fn+1(s), s ≥ 0.

(3.47)

Lemma 3.9.2. Poisson·v proces N(t) s intenzitou λ má následující pravd¥podob-
nostní rozd¥lení

P{N(t) = k} =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, 2, . . . . (3.48)

D·kaz viz [12].

Poznámka 3.9.2 (Stacionární p°ír·stky).
Pokud rozd¥lení p°ír·stk· náhodného procesu závisí pouze na rozdílu mezi dv¥ma
£asy, potom se tyto p°ír·stky ozna£ují jako stacionární. Poisson·v proces takovou
vlastnost má. Sledujeme-li rozd¥lení p°ír·stk· N(t + s) − N(s), a pokud víme, co
se stalo do £asu s v£etn¥, sledujeme vlastn¥ po£et skok·, které nastanou v £asovém
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intervalu (s, t+s〉. Nejd°íve je t°eba zjistit, kdy nastane první skok po £ase s. Nicmén¥
víme, ºe intervaly mezi skoky jsou na sob¥ nezávislé, nebo´ jsou to náhodné veli£iny
z exponenciálního rozd¥lení se st°ední hodnotou 1

λ
. Tedy druhý skok po £ase s je

nezávislý na prvním skoku po £ase s, atd. Po£et skok· v £asovém intervalu (s, t+s〉
je tedy nezávislý na F(s). Tedy rozd¥lení N(t+ s)−N(s) je stejné jako N(t).

Poznámka 3.9.3 (St°ední hodnota a rozptyl p°ír·stk· Poissonova procesu).
Pro p°ír·stek Poissonova rozd¥lení N(t)−N(s), kde 0 ≤ s < t platí, ºe

pk = P{N(t)−N(s) = k} =
λk(t− s)k

k!
e−λ(t−s), k = 0, 1, 2, . . . . (3.49)

Nejd°íve ov¥°íme, ºe
+∞∑
k=0

pk = 1. Tedy

+∞∑
k=0

pk =
+∞∑
k=0

P{N(t)−N(s) = k} =
+∞∑
k=0

λk(t− s)k

k!
e−λ(t−s)

= e−λ(t−s)
+∞∑
k=0

λk(t− s)k

k!
= e−λ(t−s)eλ(t−s) = 1.

(3.50)

Nyní odvodíme st°ední hodnotu p°ír·stku. Pokud máme stanoveno, ºe skoky se
objevují pr·m¥rn¥ λ−krát za jednotku £asu, pak je rozumné o£ekávat, ºe mezi £asem
s a t bude tato st°ední hodnota rovna λ(t− s).

E [N(t)−N(s)] =
+∞∑
k=0

kP{N(t)−N(s) = k}

=
+∞∑
k=0

k
λk(t− s)k

k!
e−λ(t−s) = λ(t− s)e−λ(t−s)

+∞∑
k=1

λk−1(t− s)k−1

(k − 1)!

= λ(t− s)e−λ(t−s)eλ(t−s) = λ(t− s),

coº je o£ekávaný výsledek. Obdobn¥ se vypo£ítá rozptyl:

E
[
(N(t)−N(s))2

]
=

+∞∑
k=0

k2λ
k(t− s)k

k!
e−λ(t−s) =

+∞∑
k=1

k
λk(t− s)k

(k − 1)!
e−λ(t−s)

=
+∞∑
k=1

(k − 1 + 1)
λk(t− s)k

(k − 1)!
e−λ(t−s)

=
+∞∑
k=2

λk(t− s)k

(k − 1)!
e−λ(t−s) +

+∞∑
k=1

λk(t− s)k

(k − 1)!
e−λ(t−s)

= λ2(t− s)2 + λ(t− s),
Var [N(t)−N(s)] = E

[
(N(t)−N(s))2

]
− (E [N(t)−N(s)])2

= λ2(t− s)2 + λ(t− s)− λ2(t− s)2

= λ(t− s).
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P°íklad 3.9.1 (Náklady na opravy linky).
P°edstavme si, ºe máme výrobní linku, na které £as od £asu nastává porucha. S
kaºdou takovou poruchou jsou spojené náklady na opravu. Máme zaznamenáno, ºe
za jeden m¥síc nastane pr·m¥rn¥ λ poruch. Vý²e ²kod jsou n¥jaké nezávislé náhodné
veli£iny Xk, k ∈ N ze stejného rozd¥lení. Navíc p°edpokládáme, ºe po£et takových
poruch za £as t je popsán Poissonovým procesem {N(t)|t ≥ 0}. M¥jme tedy

C(t) =

N(t)∑
k=1

Xk, t ≥ 0,

kde C(t) je celková vý²e náklad· na N(t) poruch, které nastaly b¥hem £asu t ≥ 0.
Zajímá nás st°ední hodnota C(t):

EC(t) = E
(
E
(
C(t)|N(t)

))
=

+∞∑
n=0

P
(
N(t) = n

)
E
(
C(t)|N(t) = n

)
=

+∞∑
n=0

(λt)n

n!
e−λtE

(
n∑
k=0

Xk

)
=

+∞∑
n=0

(λt)n

n!
e−λtnE

(
X1

)
= e−λtE

(
X1

) +∞∑
n=1

λt(λt)n−1

(n− 1)!

= e−λtE
(
X1

)
λteλt = λtE

(
X1

)
= E

(
N(t)

)
E
(
X1

)
.

To znamená, ºe za £as t m·ºeme o£ekávat náklady na opravy poruch na lince ve
vý²i λtE

(
X1

)
.

3.10 Kompenzovaný Poisson·v proces

De�nice 3.10.1. M¥jme Poisson·v proces N(t) s intenzitou λ. De�nujeme-li

M(t) = N(t)− λt, (3.51)

pak proces M(t) nazveme kompenzovaný Poisson·v proces [12].

Poznámka 3.10.1. Anglicky se kompenzovaný Poisson·v proces nazývá Compensa-
ted Poisson process. Název a de�nice (3.51) tohoto procesu z°ejm¥ p°edstavuje sloºku
−λt v této rovnici. Slovy °e£eno, se po£et skok· N(t) v kaºdém £asovém okamºiku
zmen²uje o pr·m¥rný po£et skok· za £as t.

V¥ta 3.10.1. Kompenzovaný Poisson·v proces M(t) de�novaný v (3.51) je mar-
tingal.

D·kaz. Chceme dokázat, ºe E(M(t)|F(s)) = M(s). Vyuºijeme toho, ºe p°ír·stky
N(t)−N(s) jsou nezávislé na F(s), pro 0 ≤ s < t.

E [M(t)|F(s)] = E [M(t)−M(s)|F(s)] + E(M(s)|F(s))

= E [N(t)−N(s) + λs− λt|F(s)] +M(s)

= λ(t− s)− λ(t− s) +M(s) = M(s).
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3.11 Sloºený Poisson·v proces

De�nice 3.11.1 (Sloºený Poisson·v proces).
M¥jme posloupnost nezávislých náhodných veli£in X1, X2, . . . , se stejným rozd¥-
lením a st°ední hodnotou β. Nech´ N(t) je Poisson·v proces s intenzitou λ. Pak
de�nujeme sloºený Poisson·v proces jako

C(t) =

N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0. (3.52)

zárove¬ je t°eba °íci, ºe skoky v procesu C(t) nastávají ve stejnou chvíli jako v
p°íslu²ném Poissonov¥ procesu N(t).

Poznámka 3.11.1. Náhodné veli£iny X1, X2, . . . z de�nice (3.52) p°edstavují ve-
likosti skok·. Pokud n¥jaká náhodná veli£ina Xi nabývá záporné hodnoty, pak to
p°edstavuje skok sm¥rem dol·, neboli zmen²ení hodnoty procesu C(t). Sloºený Po-
isson·v proces se de�nuje z toho d·vodu, ºe aº do te¤ jsme vºdy po£ítali se skokem
o velikosti jedna, coº by pro modelování ceny �nan£ních aktiv nebylo dosta£ující.

Poznámka 3.11.2. P°edpokládejme, ºe N(t) = k, k ∈ N. Ozna£me Ck(t) =
k∑
i=1

Xi.

Spo£teme st°ední hodnotu C(t).

EC(t) =
+∞∑
k=0

E [Ck(t)]P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

kβ
(λt)k

k!
e−λt = βλt.

(3.53)

To odpovídá pozorování, ºe pr·m¥rný po£et skok· za jednotku £asu je roven λ a β
je pr·m¥rná vý²ka skoku, Tedy st°ední hodnota sou£tu velikostí t¥chto skok· za £as
t je rovna βλt.

De�nice 3.11.2. Nech´ C(t), t ≥ 0 je sloºený Poisson·v proces. Pak proces C∗(t)
de�novaný jako

C∗(t) = C(t)− βλt, (3.54)

nazýváme kompenzovaný sloºený Poisson·v proces.

V¥ta 3.11.1. Náhodný proces C∗(t), t ≥ 0 je martingal.

D·kaz. Chceme dokázat, ºe E [C∗(t)|F(s)] = C∗(s). Nech´ 0 ≤ s < t. P°edpoklá-
dejme nyní, ºe p°ír·stky C(t)−C(s) jsou nezávislé na F(s) a mají st°ední hodnotu
rovnou βλ(t− s). Potom

E [C∗(t)|F(s)] = E [C(t)− βλt+ C(s)− C(s)|F(s)]

= E [C(t)− C(s)|F(s)]− βλt+ C(s)

= βλ(t− s)− βλt+ C(s) = C(s)− βλs
= C∗(s).
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Nyní je je²t¥ t°eba ukázat, ºe platí p°edpoklady o nezávislosti p°ír·stk· a jejich
st°ední hodnot¥. Protoºe p°ír·stky Poissonova procesu N(t) jsou nezávislé, pak

C(s) =

N(s)∑
i=1

Xi, a

C(t)− C(s) =

N(t)∑
i=N(s)+1

Xi,

jsou také nezávislé. Protoºe N(t)−N(s) má stejné rozd¥lení jako N(t−s), pak navíc

C(t)− C(s) =

N(t)∑
i=N(s)+1

Xi =

N(t)∑
i=1

Xi −
N(s)∑
i=1

Xi =

N(t)−N(s)∑
i=1

Xi =

N(t−s)∑
i=1

Xi = C(t−s).

Tedy C(t)−C(s) má stejné rozd¥lení jako C(t−s) a podle (3.53) je EC(t−s) =
βλ(t−s), £ímº je d·kaz kompletní.
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Kapitola 4

Black-Scholes-Merton·v model

Cílem této kapitoly bude odvození Black-Scholes-Mertonovi parciální diferenciální
rovnice (BSM PDR) a jejího °e²ení. Tato rovnice popisuje vývoj ceny opce na podkla-
dové aktivum, které je popsáno geometrickým Brownovým pohybem (3.26). Nejprve
budou popsány dva alternativní zp·soby odvození Black-Scholes-Mertonovi parci-
ální diferenciální rovnice, která bude typu zp¥tn¥ parabolická. Hledané °e²ení bude
funkce c(t, x), p°i£emº abychom takovou funkci mohli p°esn¥ ur£it, musíme mít dané
okrajové podmínky pro x a koncovou podmínku pro t = T . Z toho d·vodu je v ná-
zvu slovo zp¥tn¥, nebo´ jdeme �proti £asu� . Krom¥ klasického °e²ení BSM rovnice
bude uvedeno také odvození tvaru funkce c(t, x) pomocí rizikov¥ neutrální míry.

Cenu pro evropskou call opci dostaneme bu¤ jako °e²ení této PDR nebo jako
odvození st°ední hodnoty Ẽ

(
er(T−t)(S(T )−K)+|F(t)

)
pod rizikov¥ neutrální mírou.

V celé kapitole budeme pouºívat následující ozna£ení:

r... bezriziková úroková míra,
σ... volatilita podkladové akcie,
K... smluvená strike price.

4.1 Odvození BSM rovnice

M¥jme n¥jaké portfolio s hodnotou X(t), ve kterém drºíme £ást prost°edk· v hoto-
vosti, kterou m·ºeme pravideln¥ úro£it s úrokem r, a zbytek investujeme do akcií,
jejichº cena je modelována geometrickým Brownovým pohybem:

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dW (t). (4.1)

Kde α je výnosová míra akcie. Takºe pokud drºíme k akcií s jednotkovou hodnotou
S(t), pak zbylá hodnota portfolia, která je drºena v hotovosti je rovna X(t)−kS(t).
Tedy zm¥na hodnoty portfolia dX(t) za £as dt je rovna

dX(t) = r(X(t)− kS(t))dt+ kdS(t)

= r(X(t)− kS(t)) + k(αS(t)dt+ σS(t)dW (t))

= rX(t)dt+ k(α− r)S(t)dt+ kσS(t)dW (t). (4.2)
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Nyní si popi²me kaºdou z komponent z poslední rovnice.

• rX(t)dt zachycuje pr·m¥rný výnos z portfolia X(t) díky úrokové mí°e r.

• k(α− r)S(t)dt p°estavuje prémii za investici do akcií.

• kσS(t)dW (t) je náhodná sloºka závislá na volatilit¥ σ ceny akcie S(t) a mnoº-
ství drºených akcií k.

Nyní si odvodíme vzorec pro zm¥nu £isté sou£asné hodnoty pro akcii S(t) a pro
hodnotu portfolia X(t) v £ase t. Bude t°eba tedy odvodit d(e−rtS(t)) a e−rtX(t). K
tomu vyuºijeme Itô·v vzorec . Za£n¥me s prvním z nich.

Ozna£me g(t, x(t)) := e−rtx(t), tedy ∂g
∂t

= −re−rtx(t) a ∂g
∂x(t)

= e−rt. Pro krat²í
zápis vynechme argumenty funkce g. Potom

dg(t, S(t)) =
∂g

∂t
dt+

∂g

∂S(t)
dS(t) +

1

2

∂2g

∂S2(t)
(dS(t))2

= −re−rtS(t)dt+ e−rtdS(t) + 0

= −re−rtS(t)dt+ e−rt (αS(t)dt+ σS(t)dW (t))

= (α− r)e−rtS(t)dt+ σe−rtS(t)dW (t). (4.3)

Podobnými úpravami dostaneme zm¥nu v hodnot¥ portfolia X(t).

dg(t,X(t)) =
∂g

∂t
dt+

∂g

∂X(t)
dX(t) +

1

2

∂2g

∂X2(t)
(dX(t))2

= −re−rtX(t)dt+ e−rtdX(t) + 0

= −re−rtX(t)dt+ e−rt (rX(t)dt+ k(α− r)S(t)dt+ kσS(t)dW (t))

= k(α− r)e−rtS(t)dt+ kσe−rtS(t)dW (t) = kdg(t, S(t)). (4.4)

Pokud srovnáme diskontovanou hodnota portfolia X(t) v (4.4) a (4.2), je vid¥t,
ºe po diskontování zmizí z hodnoty portfolio sloºka rX(t)dt, coº je práv¥ výnos z
úroku. Podobn¥ pro zm¥nu hodnoty podkladového aktiva platí, ºe st°ední výnosová
míra je pokrácena o úrok r a S(t) se po diskontování zmen²í na e−rtS(t).

Nyní máme popsaný vývoj ceny akcie (podkladového aktiva) a portfolia, které se
skládá z tohoto aktiva a z hotovosti. Dále se v¥nujme tomu, jak se bude m¥nit cena
op£ního kontraktu na akcii s hodnotou S(t).

P°edpokládejme, ºe máme Evropskou call opci. Dále máme domluvenou strike
price K, za kterou v £ase T budeme moci koupit akcii v hodnot¥ S(T ). Výplata z
drºené call opce bude v £ase T £init max(S(T )−K, 0) =: (S(T )−K)+. Podle úvah
t°í autor· (Black, Scholes, Merton) se p°edpokládá, ºe cena takové opce bude záviset
na prom¥nné £asu t a cen¥ podkladové akcie S(t). Dal²í parametry jako strike price
K, úroková míra r a volatilita σ se povaºují za konstantní.
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Ozna£íme tedy cenu opce jako c(t, x) = c(t, S(t)). P°i práci s cenou opce jako
funkcí c(t, x) k ní budeme p°istupovat jako k oby£ejné (nenáhodné) funkci. Kaº-
dopádn¥ hodnota funkce S(t) je náhodná, a tedy i funkce c(t, S(t)) je náhodná.
Nyn¥j²ím cílem je odvodit tvar funkce c(t, x), abychom mohli mít p°edstavu o cen¥
opce závislou na hodnotách ceny akcie. Toho dosáhneme odvozením dynamiky ceny
opce dc(t, S(t)) s vyuºitím Itô-Deoblinova vzorce a jiº odvozeného (4.1):

dc(t, S(t)) =
∂c

∂t
dt+

∂c

∂S(t)
dS(t) +

1

2

∂2c

∂S2(t)
(dS(t))2

=
∂c

∂t
dt+

∂c

∂S(t)
(αS(t)dt+ σS(t)dW (t))

+
1

2

∂2c

∂S2(t)
(αS(t)dt+ σS(t)dW (t))2 (4.5)

=

(
∂c

∂t
+ αS(t)

∂c

∂S(t)
+
σ2S2(t)

2

∂2c

∂S2(t)

)
dt+ σS(t)

∂c

∂S(t)
dW (t), (4.6)

kde jsme navíc vyuºili toho, ºe

1

2

∂2c

∂S2(t)
(dS(t))2 =

1

2

∂2c

∂S2(t)
(αS(t)dt+ σS(t)dW (t))2

=
1

2

∂2c

∂S2(t)

(
α2S2(t)(dt)2 + σ2S2(t)(dW (t))2 + ασS2(t)dW (t)dt

)
,

a zárove¬ máme, ºe

(dt)2 = 0,

(dW (t))2 = dt,

dW (t)dt = 0, tedy
1

2

∂2c

∂S2(t)
(dS(t))2 = σ2S2(t)dt

1

2

∂2c

∂S2(t)
.

Podobn¥ odvodíme dynamiku diskontované ceny opce d
(
e−rtc(t, S(t))

)
. Pro pou-

ºití lemmatu ozna£me g(t, x) := e−rtx. Potom

d
(
e−rtc(t, S(t))

)
= dg

(
t, x
)

=
∂g

∂t
(t, x)dt+

∂g

∂x
(t, x)dx+

∂2g

∂x2
(t, x)(dx)2

= −re−rtxdt+ e−rtdx+ 0

= −re−rtc(t, S(t))dt+ e−rtdc(t, S(t))

= e−rt
(
−rc+

∂c

∂t
+ αS(t)

∂c

∂S(t)
+

1

2
σ2S2(t)

∂2c

∂S2(t)

)
dt

+ e−rtσS(t)
∂c

∂S(t)
dW (t). (4.7)

59



Nyní máme p°ipravené nástroje k záv¥re£nému odvození Black-Scholes-Mertonov¥
parciální diferenciální rovnici. Jak jiº bylo nastín¥no na za£átku této £ásti, cenu
evropské opce odvozujeme na základ¥ p°edpokladu, ºe sestavujeme portfolio X(t),
kde jedna £ást je investována (nebo vyp·j£ena) s n¥jakou bezrizikovou mírou a dal²í
£ást p°edstavuje akcie. Tedy model p°edpokládá, ºe na trhu existuje alespo¬ jedno
bezrizikové aktivum a alespo¬ jedno aktivum, u kterého je nejistý vývoj v hodnot¥
(existuje risk).

Portfolio X(t), které replikuje cenu opce c(t, S(t)) a ve kterém tvo°í jednu £ást
akcie a druhou £ást investice s bezrizikovou úrokovou mírou, pak musí pro v²echny
t ∈ 〈0, T 〉 odpovídat cen¥ opce. Toto nastane v p°ípad¥, ºe i diskontované hodnoty
opce a portfolia se rovnají, tedy

e−rtX(t) = e−rtc(t, S(t)), t ∈ 〈0, T 〉.

Toho docílíme nastavením podmínky pro £as t = 0 na X(0) = c(0, S(0)) a tím, ºe v
kaºdém okamºiku si budou odpovídat zm¥ny hodnot portfolia a ceny opce:

d(e−rtX(t)) = d(e−rtc(t, S(t)), t ∈ 〈0, T ).

Te¤ vyuºijeme výsledk· (4.4) a (4.7) a porovnáme je mezi sebou:

k(α− r)e−rtS(t)dt+ kσe−rtS(t)dW (t)

= e−rt
(
−rc+

∂c

∂t
+ αS(t)

∂c

∂S(t)
+

1

2
σ2S2(t)

∂2c

∂S2(t)

)
dt+ e−rtσS(t)

∂c

∂S(t)
dW (t).

(4.8)

Pro odstran¥ní náhodné sloºky z modelu je t°eba vºdy nastavit k = k(t) = ∂c
∂S
.

Pak po n¥kolika úpravách dostaneme Black-Scholes-Mertonovu parciální diferenci-
ální rovnici pro funkci c(t, S(t)):

∂c

∂t
+ rS(t)

∂c

∂S(t)
+

1

2
σ2S2(t)

∂2c

∂S2(t)
= rc, t ∈ 〈0, T ). (4.9)

Dále budeme hledat spojitou funkci c(t, x), která °e²í PDR (4.9), pro t ∈ 〈0, T ), x ≥
0, a spl¬uje podmínky c(T, x) = max(x −K, 0). Taková funkce c(t, S(t)) pak bude
odpovídat cen¥ evropské call opce na akcii S(t).

4.2 Alternativní odvození BSM PDR

Uve¤me je²t¥ jedno dal²í, podobné odvození tvaru BSM parciální diferenciální rov-
nice. BSM parciální diferenciální rovnice musí být spln¥na libovolným derivátem
závislým na cen¥ akcie, u které se nevyplácí dividendy.

P°i odvozování BSM PDR vycházíme z následujících p°edpoklad·[5]:
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1. Cena akcie je popsána geometrickým Brownovým pohybem.

2. M·ºeme prodávat cenné papíry s okamºitou moºností pouºívat obdrºené pro-
st°edky.

3. Neexistují ºádné transak£ní náklady a dan¥.

4. Neexistuje arbitráº.

5. Obchodovat m·ºeme v libovolném okamºiku a libovolné mnoºství cenných
papír· - spojitost.

6. Rizikov¥ neutrální míra r, výnosová míra µ a volatilita σ jsou konstantní.

Hlavní my²lenkou je vytvo°ení takového portfolia, které bude pro zm¥ny pod-
kladového aktiva bezrizikové pro krátké £asové zm¥ny. Tedy, ºe kolísání ceny akcie
bude zaji²t¥no investicí do n¥£eho, co bude vyrovnávat tyto výkyvy. Takové portfolio
Π(t) m·ºeme zkonstruovat nebo´ jak derivát, tak podkladové aktivum jsou ovlivn¥ny
stejným prvkem náhody, jsou tedy naprosto korelované. Bude tvo°eno podílem akcií
aS(t), a > 0 a podílem short call opcí na tyto, námi drºené, akcie bc(t, S(t)), b > 0.
Potom se hodnota tohoto portfolia bude rovnat

Π(t) = aS(t)− bc(t, S(t)). (4.10)

P°i vhodné kombinaci parametr· a, b bude hodnota portfolia necitlivá v·£i malým
výkyv·m v cen¥ akcie. Bu¤ k takové, ºe a = kb. To znamená, ºe pom¥r drºených
akcií bude ovliv¬ovat pom¥r prodaných call opcí. Pro zm¥nu hodnoty portfolia platí

dΠ(t) = kbdS(t)− bdc(t, S(t)), (4.11)

a zárove¬ chceme, aby se hodnota portfolia nem¥nila, tedy

dΠ(t)
!

= 0⇒ kdS(t)− dc(t, S(t))
!

= 0. Takºe

k =
∂c

∂S(t)
(t, S(t)).

Takové k se pak nazývá anglicky delta-hedge. Slovy nám hodnota k °íká, ºe p°i
drºení ∂c

∂S
podíl· akcie S, je t°eba na portfoliu mít také jednu short call opci na toto

mnoºství.

Jak brzy zjistíme, konstrukce takového portfolia nám z rovnice odstraní náhodnou
sloºku. Nyní vyuºijeme toho, co bylo dosud odvozeno a my²lenky portfolia skláda-
jícího se z on¥ch dvou komponent, k potvrzení tvaru k a odvození Black-Scholes-
Mertonovi PDR.
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M¥jme tedy c = c(t, S(t)) cenu opce na akcie S(t) a portfolio Π = −c(t, S(t)) +
kS(t). Potom

dΠ = −dc(t, S(t)) + kdS(t)

(4.6),(4.1)
= −

(
∂c

∂t
+ αS(t)

∂c

∂S(t)
+
σ2S2(t)

2

∂2c

∂S2(t)

)
dt− σS(t)

∂c

∂S(t)
dW (t)

+ k

(
αS(t)dt+ σS(t)dW (t)

)
. (4.12)

Zde potvrzujeme, ºe pro odstran¥ní náhodné sloºky dW (t), je t°eba de�novat
k := k(t) := ∂c

∂S(t)
(t, S(t)). Z toho dostaneme

dΠ = −∂c
∂t
− σ2S2(t)

2

∂2c

∂S2(t)
,

coº je zajímavé i v tom smyslu, ºe z rovnice vypadl parametr α, tedy ºe hodnota
portfolia je nezávislá na st°edním výnosu z akcie.

Dal²ím p°edpokladem je, ºe na trhu neexistuje arbitráº. Potom se tedy výnos z
portfolia dΠ musí rovnat výnosu z investice o hodnot¥ Π do bezrizikového instru-
mentu s úrokovou mírou r. Pokud ozna£íme ∆Π jako zm¥nu hodnoty portfolia Π za
£as ∆t, dostaneme

∆Π = rΠ∆t. (4.13)

Po dosazení z (4.12) a s pár jednoduchými úpravami dostaneme Black-Scholes-
Mertonovu paricální diferenciální rovnici

∂c

∂t
+ rS

∂c

∂S
+

1

2
σ2S2 ∂

2c

∂S2
= rc. (4.14)

4.3 Cena evropské call opce jako °e²ení BSM rov-

nice

P°epí²eme-li rovnici (4.9) na tvar

∂c

∂t
+ rx

∂c

∂x
+

1

2
σ2x2 ∂

2c

∂x2
= rc, kde t ∈ 〈0, T ), x ≥ 0, (4.15)

dostaneme PDR, která je typu zp¥tn¥ parabolická. Pro nalezení °e²ení je t°eba mít
de�nované okrajové podmínky pro x a koncovou podmínku pro t. Pro t je koncová
podmínka následující

c(T, x) = (x−K)+. (4.16)
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Podmínku pro x = 0 dostaneme tak, ºe dosadíme do (4.15):

∂c

∂t
= rc,

z £ehoº hned plyne, ºe c(t, 0) = ertc(0, 0). Z podmínky (4.16) a ze spojitosti funkce
c(t, 0) vidíme, ºe c(T, 0) = 0 a tedy musí nutn¥ platit

c(t, 0) = 0, t ∈ 〈0, T 〉. (4.17)

Druhá okrajová podmínka pro x, je

lim
x→+∞

[
c(t, x)− (x− e−r(T−t)K)

]
= 0, t ∈ 〈0, T 〉.

Coº znamená, ºe s velkým r·stem hodnoty akcie poroste stejn¥ i cena p°íslu²né call
opce. Tedy c(t, x) ∼ x, x→ +∞. Jediný rozdíl mezi t¥mito dv¥ma hodnotami bude
diskontovaná strike price, ale jinak hodnota c bude pro velké hodnoty odpovídat x.

Protoºe je podmínka na £as t = T dána aº na konec £asového intervalu, má tato
PDR p°ívlastek zp¥tná. Cílem je p°evedení BSM parciální diferenciální rovnice 4.15
na tzv. rovnici vedení tepla pomocí transformace prom¥nných. Tato rovnice ve svém
fyzikálním významu popisuje vedení tepla v n−rozm¥rném prostoru (pro ná² p°ípad
bude n = 1), nicmén¥ pro nás je d·leºit¥j²í, ºe pro tuto rovnici existuje vzorec pro
°e²ení. Postup odvozování °e²ení BSM PDR je stru£n¥ °e£eno takový, ºe [3]

1. Zavedení transformace prom¥nných tak, aby se ze zp¥tn¥ parabolické stala
pouze parabolická PDR:

t = T − 2τ

σ2
,

x = Keξ,

c(t, x) = Kf(τ, ξ).

Nyní je t°eba vyjád°it prom¥nné τ, ξ a napo£ítat parciální derivace ∂c
∂t
, ∂c
∂x
, ∂

2c
∂x2
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v °e£i prom¥nných τ, ξ a f(τ, ξ):

τ =
1

2
σ2(T − t) ⇒ ∂τ

∂t
= −σ

2

2
,

ξ = ln
x

K
⇒ ∂ξ

∂x
=

1

x
,

∂c

∂t
= K

∂f

∂τ

∂τ

∂t
= −K∂f

∂τ

σ2

2
,

∂c

∂x
= K

∂f

∂ξ

∂ξ

∂x
= K

∂f

∂ξ

1

x
,

∂2c

∂x2
=

∂

∂x

(
∂c

∂x

)
=

∂

∂x

(
K
∂f

∂ξ

1

x

)
= − 1

x2
K
∂f

∂ξ
+K

1

x

∂2f

∂ξ2

∂f

∂ξ

= − 1

x2
K
∂f

∂ξ
+

1

x2
K
∂2f

∂ξ2
.

Je²t¥ je t°eba pat°i£n¥ upravit koncovou podmínku

c(T, x) = (x−K)+ = (Keξ −K)+ = Kf(0, ξ)⇒ f(0, ξ) = (eξ − 1)+.

Z toho je vid¥t, ºe jsme koncovou podmínku p·vodního problému (4.15) trans-
formovali na po£áte£ní podmínku. Nyní transformované veli£iny dosadíme do
p·vodní rovnice (4.15):

−K∂f

∂τ

σ2

2
+ rKeξK

∂f

∂ξ

1

Keξ
+

+
1

2
σ2K2e2ξ

(
− 1

K2e2ξ
K
∂f

∂ξ
+

1

K2e2ξ
K
∂2f

∂ξ2

)
= rKf.

(4.18)

2. Ozna£íme ϕ := 2r
σ2 a n¥kolika jednoduchými úpravami p°evedeme rovnici (4.18)

na parabolickou PDR s konstantními koe�cienty:

−∂f
∂τ

+ (ϕ− 1)
∂f

∂ξ
+
∂2f

∂ξ2
− ϕf = 0,

ξ ∈ R,

τ ∈ 〈0, T σ
2

2
〉.

(4.19)

3. Nyní bychom zavedli dal²í transformaci prom¥nných f = exp(αξ + βτ)g(τ, ξ),
kde α, β se musí ur£it za pochodu, díky které bychom p°evedli rovnici (4.19)
na tvar rovnice vedení tepla ∂u

∂τ
= ∂2u

∂ξ2
, pro kterou je známá podoba °e²ení

u(τ, ξ) =
1

2
√
πr

+∞∫
−∞

u(0, s)e−
(ξ−s)2

4τ ds. (4.20)
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4. Nakonec bychom museli vy°e²it integrál (4.20) a provést transformaci prom¥n-
ných zp¥t na p·vodní. Kompletní odvození je popsáno v [3].

Výsledné °e²ení BSM rovnice (4.15) pro evropskou call opci pak vypadá ná-
sledovn¥:

c(τ1, x|K, r, σ) = xΦ
(
d+(τ1, x)

)
− e−rτ1KΦ

(
d−(τ1, x)

)
, (4.21)

kde

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
y2

2 dy,

d+(τ1, x) = d−(τ1, x) + σ
√
τ1 =

1

σ
√
τ1

(
ln
x

K
+

(
r +

σ2

2

)
τ1

)
, (4.22)

τ1 = T − t.

4.4 Cena evropské call opce podle rizikov¥ neutrální

míry

Pro cenu evropské call opce bylo jiº nastín¥no odvození jako °e²ení BSM parciální
diferenciální rovnice (4.9). Dal²ím p°ístupem, jak odvodit tento vzorec, je pouºití
rizikov¥ neutrální míry [12].

To znamená, ºe cenu opce c(t, S(t)) po£ítáme jako podmín¥nou st°ední hodnotu
diskontované teoretické hodnoty (S(T ) −K)+ podle �ltrace F(t), p°i£emº p°edpo-
kládáme konstantní úrokovou míru r a konstantní volatilitu σ [12].:

c(t, S(T )) = Ẽ
(
er(T−t)(S(T )−K)+|F(t)

)
. (4.23)

Pro náhodnou prom¥nnou S(t) platí:

S(t) = S(0) exp

(
σW̃ (t) +

(
r − 1

2
σ2

)
t

)
,

kde W̃ (t) je Wiener·v proces de�nován v 3.38. De�nujeme-li τ := T − t a pro-
m¥nnou Y jako1

Y = −W̃ (T )− W̃ (t)√
τ

,

Pro Y tedy platí, ºe je to náhodná veli£ina ze standardního normálního rozd¥lení
p°i neutráln¥ rizikov¥ pravd¥podobnosti P̃ . Pak pro S(T ) platí

1Rozdíl τ nese význam jako £as do vypr²ení opce, neboli £as do maturity termínu.
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S(T ) = S(t) exp

(
σ(W̃ (T )− W̃ (t)) +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
= S(t) exp

(
−σ
√
τY +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
= S(t)X(t).

Pro p°ehlednost jsme ozna£ili S(T ) jako sou£in S(T ) = S(t)X(t), kde S(t) je
F(t)−m¥°itelná a X(t) je nezávislá na �ltraci F(t). Z toho a z vlastností normálního
rozd¥lení plyne

c(t, x) = Ẽ
[
erτ (S(t)X(t)−K)+]

= Ẽ

[
erτ
(
S(t) exp

(
−σ
√
τY +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
−K

)+
]

=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−rτ
(
x exp

(
−σ
√
τY +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
−K

)+

e
1
2
y2dy.

Pokud argument ξ funkce (ξ)+ bude záporný, pak je hodnota této funkce nulová
a tedy i celý integrál je nula. Uvaºujme tedy pouze tu situaci, kdy ξ > 0:

0
!
< ξ = x exp

(
−σ
√
τy +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
−K ⇒

K < x exp

(
−σ
√
τy +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
,

ln
K

x
< −σ

√
τy +

(
r − 1

2
σ2

)
t,

y <
1

σ
√
τ

(
ln
x

K
+
(
r − 1

2
σ2
)
τ

)
.

Výraz na pravé stran¥ posledního °ádku budeme je²t¥ n¥kolikrát pouºívat, a proto
ho ozna£íme jako

d−(τ, x) =
1

σ
√
τ

(
ln
x

K
+
(
r − 1

2
σ2
)
τ

)
. (4.24)

Pro poslední kroky si je²t¥ p°ipome¬me tvar distribu£ní funkce normálního rozd¥-

lení F (x;µ, σ) = 1√
2π

x∫
−∞

exp− (y−µ)2

2σ2 dt a Φ(x) = F (x; 1, 0) pro standardní normální

rozd¥lení. Nyní m·ºeme odvodit �nální podobu funkce pro cenu opce c(t, x):
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c(t, x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−rτ
(
x exp

(
−σ
√
τy +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
−K

)+

e
1
2
y2dy

=
x√
2π

d−(τ,x)∫
−∞

exp

(
−rτ − σ

√
τy + rτ − 1

2
σ2τ − 1

2
y2

)
dy

− e−rτK√
2π

d−(τ,x)∫
−∞

exp
(y2

2

)
dy

=
x√
2π

d−(τ,x)∫
−∞

exp

(
−1

2
(y + σ

√
τ)2

)
dy − e−rτKΦ

(
d−(τ, x)

)

=

 substituce
z := y + σ

√
τ

d+(τ, x) := d−(τ, x) + σ
√
τ


= xΦ

(
d+(τ, x)

)
− e−rτKΦ

(
d−(τ, x)

)
.

Tímto jsme odvodili cenu evropské call opce na akcii S(t). Ozna£me takovou kon-
krétní funkci jako BSM(τ, x|K, r, σ) s prom¥nnými τ, x a parametry K, r, σ:

BSM(τ, x|K, r, σ) = Ẽ

[
erτ
(
x exp

(
−σ
√
τY +

(
r − 1

2
σ2

)
τ

)
−K

)+
]

(4.25)

= xΦ
(
d+(τ, x)

)
− e−rτKΦ

(
d−(τ, x)

)
. (4.26)

67



68



Kapitola 5

Stochastické difúzní procesy se
skokem

Náhodné difúzní procesy se skokem jsou sloºené ze dvou hlavních komponent. Slovo
difúze v jejich názvu napovídá tomu, ºe u t¥chto proces· existuje sloºka, která
odpovídá Brownov¥ pohybu. Na druhou stranu se zde mohou vyskytovat události,
které jsou v trajektorii takových proces· popisovány jako skoky. Nejd°íve zde bude
p°edstaven zp·sob, jak oce¬ovat opce, které mají jako podkladové aktivum skokový
proces. Druhá £ást této kapitoly pak bude v¥nována oce¬ování opcí na podkladové
aktivum, jehoº vývoj je popsán kombinací Wienerova a skokového procesu[12].

5.1 Skokový proces

De�nice 5.1.1. Náhodný proces J(t) má ryzí skoky, pokud je hodnota tohoto pro-
cesu mezi skoky konstantní.

De�nice 5.1.2. Nech´ (Ω,F , P ) je pravd¥podobnostní prostor a F(t), t ≥ 0 je
p°íslu²ná �ltrace pro v²echny dále uvaºované náhodné procesy. Potom X(t) nazveme
náhodným procesem se skoky, pokud platí následující

X(t) = X(0) + I(t) +R(t) + J(t),

X(t) = X(0) +

t∫
0

f(s)dW (s) +

t∫
0

g(s)ds+ J(t).
(5.1)

Tedy náhodný procesX(t) je sloºen ze £ty° £ástí, kde I(t) =
t∫

0

f(s)dW (s) je Itô·v in-

tegrál z adaptovaného procesu f(s) podle Wienerova procesuW (t), R(t) =
t∫

0

g(s)ds

je Riemann·v integrál z n¥jakého adaptovaného procesu g(s) a J(t) je proces s ryzím
skokem. Spojitá £ást procesu X(t) se zna£í jako Xc(t) = X(0) + I(t) +R(t).

Poznámka 5.1.1. V²echny uvaºované procesy jsou zprava spojité. To znamená, ºe
v £ase skoku t je hodnota procesu rovna hodnot¥ po tomto skoku. Pokud by byl
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náhodný proces zleva spojitý, pak hodnota procesu v £ase t by byla rovna hodnot¥
procesu p°ed tímto skokem. Zleva spojitý proces budeme zna£it X(t−). S tímto
zna£ením pak m·ºeme vyjád°it velikost skoku procesu X v £ase t jako ∆X(t) =
X(t)−X(t−). Zárove¬ platí, ºe ∆X(0−) = 0, protoºe v £ase t = 0 ºádný skok není.

De�nice 5.1.3. M¥jme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ), X(t) náhodný proces
se skoky a h(t) adaptovaný proces. Pak náhodný integrál z h(t) podle X(t) de�nujeme
jako

t∫
0

h(s)dX(s) =

t∫
0

h(s)f(s)dW (s) +

t∫
0

h(s)g(s)ds+
t∑

s=0

h(s)∆J(s). (5.2)

P°íklad 5.1.1. Jako p°íklad skokového procesu si uve¤me kompenzovaný Poisson·v
proces, de�novaný v kapitole 3 jako

M(t) = N(t)− λt, (5.3)

kde N(t) je Poisson·v proces s parametrem λ. Potom podle zna£ení z (5.1) stanovme
pro t ≥ 0

X(t) = M(t),

I(t) = 0,

R(t) = Xc(t) = −λt,
J(t) = N(t).

Jako adaptovaný proces ozna£me

h(t) = ∆N(t) =

{
1, pokud má N(t) skok v £ase t,
0, jinak. (5.4)

Z de�nice h je jasné, ºe h(t) = 0 skoro v²ude, tedy pouze v kone£n¥ p°ípadech
platí, ºe h(t) = 1. Spo£ítejme nyní p°íslu²né integrály

t∫
0

h(s)dR(s) = −λ
t∫

0

h(s)ds = 0,

t∫
0

h(s)dJ(s) =

t∫
0

h(s)dN(s) =
∑

0<s≤t

∆N(t)∆N(t) =
∑

0<s≤t

∆N(t) = N(t), ⇒

t∫
0

h(s)dM(s) = −λ
t∫

0

h(s)ds+

t∫
0

h(s)dN(s) = N(t).
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5.2 Cena akcie jako skokový proces

Nyní p°edpokládejme, ºe se cena akcie S(t) modeluje podle tzv. geometrického Po-
issonova procesu[12].

S(t) = S(0) exp (αt+N(t) ln(σ + 1)− λσt) = S(0)(σ + 1)N(t) exp (αt− λσt) .
(5.5)

Zde máme volatilitu σ ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞), st°ední výnosovou míru α, Poisson·v
procesN(t) s intenzitou λ p°i pravd¥podobnostní mí°e P . Ozna£meM(t) = N(t)−λt
jako kompenzovaný Poisson·v proces. Zajímá nás, jak vypadá derivace dS(t) pro
takový proces. K tomu bude pot°ebovat následující v¥tu.

V¥ta 5.2.1 (Itô-Doeblinova pro skokový proces).
Nech´ máme pravd¥podobnostní prostor (Ω,F , P ) a na n¥m skokový proces X(t) =
Xc(t) + J(t). Dále nech´ funkce f(x) je dvakrát spojit¥ diferencovatelná. Potom

f(X(t)) = f(X(0)) +

t∫
0

f ′(X(s))dXc(s)

+
1

2

t∫
0

f ′′(X(s))dXc(s)dXc(s)

+
∑

0<s≤t

(
f(X(s))− f(X(s−))

)
.

(5.6)

Poslední výraz na pravé stran¥ p°edstavuje sou£et velikostí v²ech skok·.

Proto ozna£íme f(x) = ex a S(t) = S(0)f(X(t)). Tedy spojitá £ást procesu X(t)
je rovna Xc(t) = (α − λσ)t a skoková £ást je rovna J(t) = N(t) ln(σ + 1). Z toho
plyne, ºe dXc(t) = (α−λσ)dt. Tedy podle v¥ty 5.2.1 a faktu, ºe dtdt = 0 dostáváme

f(X(t)) = f(X(0)) + (α− λσ)

t∫
0

f ′(X(s))ds+
∑

0<s≤t

(
f(X(s))− f(X(s−))

)

= 1 + (α− λσ)

t∫
0

S(s)

S(0)
ds+

1

S(0)

∑
0<s≤t

(
S(s)− S(s−)

)
,

S(t) = S(0)f(X(t)) = S(0) + (α− λσ)

t∫
0

S(s)ds+
∑

0<s≤t

(
S(s)− S(s−)

)
.

(5.7)
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Nyní se podívejme na rozdíl S(t) − S(t−). Pokud v £ase t nastává skok, pak
S(t) = (σ + 1)S(t−). Dodejme jen, ºe pokud σ ∈ (−1, 0), resp. σ ∈ (0,+∞), pak
cena �ská£e� nahoru, resp. dol·. Pokud v £ase t skok nenastává, pak S(t)−S(t−) = 0.
Z toho plyne, ºe

S(t)− S(t−) = σS(t−)∆N(t). (5.8)

Protoºe p°edpokládáme, ºe nastává pouze kone£ný po£et skok·, pak se funkce
S(t) a S(t−) li²í pouze v kone£n¥ mnoha bodech, tedy jejich integrály se rovnají.
Zapsáno

t∫
0

S(s)ds =

t∫
0

S(s−)ds,

tedy m·ºeme p°epsat zmi¬ovanou sumu jako integrál

∑
0<s≤t

(
S(s)− S(s−)

)
=
∑

0<s≤t

σS(s−)∆N(s)

= σ

t∫
0

S(s−)dN(s) = σ

t∫
0

S(s)dN(s).

(5.9)

Z toho pro cenu S(t) vyplývá, ºe

S(t) = S(0) + (α− λσ)

t∫
0

S(s)ds+ σ

t∫
0

S(s)dN(s)

= S(0) + α

t∫
0

S(s)ds+ σ

t∫
0

S(s)dM(s), ⇒

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dM(t)

= αS(t)dt+ σS(t)(dN(t)− λdt)

= (α− λσ)S(t)dt+ σS(t)dN(t),

coº je na²e hledaná dynamika ceny akcie S(t) p°i pravd¥podobnostní mí°e P , která
je popisována skokovým procesem. Nyní se budeme pot°ebovat p°esunout k rizikov¥
neutrální mí°e P̃ tak, aby tento geometrický Poisson·v proces m¥l st°ední výnosovou
míru α rovnou úrokové mí°e r. Chceme tedy psát dynamiku ceny S(t) jako

dS(t) = rS(t)dt+ σS(t−)dM̃(t)

= (r − λ̃σ)S(t)dt+ σS(t)dÑ(t).
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Musíme najít takové λ̃, p°i kterém bude platit, ºe α− λσ = r − λ̃σ. Takºe

λ̃ = λ− α− r
σ

. (5.10)

Pro takto de�nované λ̃, musí platit, ºe λ̃ > 0. Pokud by tomu tak nebylo, pak bude
existovat arbitráº. Pro demonstraci nech´ tedy λ ≤ α−r

σ
a nech´ nejd°íve σ ∈ (−1, 0).

Potom po dosazení do (5.5) dostáváme, ºe

S(t) = S(0)(σ + 1)N(t) exp(αt− λσt)
≤ S(0)(σ + 1)N(t)e−rt

≤ S(0)e−rt.

Tedy se vyplatí prodat v²echny akcie a peníze investovat s úrokovou mírou r.
Pokud σ > 0, pak bude situace opa£ná a sice se vyplatí vyp·j£it si za úrokovou míru
r a nakoupit akcie. Platí tedy, ºe λ̃ > 0. Toto budeme pot°ebovat pro konstrukci
rizikov¥ neutrální míry P̃ . Poloºme

Z(t) = exp
(
(λ− λ̃)t

)( λ̃
λ

)N(t)

. (5.11)

V [12] je dokázáno, ºe p°i takto de�nované funkci Z(t) jsme schopni vytvo°it
rizikov¥ neutrální míru P̃ =

∫
A

Z(T )dP, A ∈ F , p°i které má Poisson·v proces N(t)

intenzitu λ̃. Zárove¬ máme zaji²t¥no, ºe kompenzovaný Poisson·v proces M̃(t) =

N(t)− λ̃t je martingal a tedy

dS(t) = rS(t)dt+ σS(t−)dM̃(t). (5.12)

Samotnou cenu S(t) m·ºeme napsat ve smyslu nové míry jako

S(t) = S(0) exp
(
(r − λ̃σ)t

)
(σ + 1)N(t). (5.13)

Pokud ozna£íme V (t), 0 ≤ t ≤ T jako rizikov¥ neutrální cenu opce evropské call
opce, z níº je v £ase t = T zisk roven V (T ) = (S(T ) − K)+, pak m·ºeme vyuºít
toho, ºe diskontovaná V (t) je martingal p°i rizikov¥ neutrální mí°e (lemma 3.7.1.
Tedy

e−rtV (t) = Ẽ
(
e−rTV (T )|F(t)

)
(5.14)

a zárove¬ pro cenu akcie S(T ) máme

S(T ) = S(t)e(r−λ̃σ)(T−t)(σ + 1)N(T )−N(t). (5.15)
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Po dosazení do (5.14) a vynásobením obou stran rovnice faktorem ert dostaneme,
ºe

V (t) = Ẽ
(
e−r(T−t)(S(T )−K)+|F(t)

)
= Ẽ

(
e−r(T−t)(S(t)e(r−λ̃σ)(T−t)(σ + 1)N(T )−N(t) −K)+|F(t)

)
.

Protoºe S(t) je F(t)−m¥°itelná a e(r−λ̃σ)(T−t)(σ + 1)N(T )−N(t) je sloºka nezávislá
na �ltraci F(t), pak, pokud ozna£íme V (t) = c(t, S(t)), m·ºeme vyjád°it rizikov¥
neutrální cenu evropské call opce jako

c(t, x) = Ẽ
(
e−r(T−t)(S(t)e(r−λ̃σ)(T−t)(σ + 1)N(T )−N(t) −K)+

)
=

+∞∑
i=0

(
xe−λ̃σ(T−t)(σ + 1)i −Ke−r(T−t)

)+ λ̃i(T − t)i

i!
e−λ̃(T−t).

(5.16)

Zde jsme vyuºili toho, ºe pro i = 0, 1, . . . platí

P{N(t)−N(s) = i} =
λi(t− s)i

i!
e−λ(t−s). (5.17)

Vzorce (5.16) jiº budeme vyuºívat v praktickém výpo£tu pro cenu evropské call
opce na akcii, jejíº cena je popisována geometrickým Poissonovým procesem, tedy
£istým skokovým procesem.

5.3 Cena akcie jako skokov¥-difúzní proces

V p°edchozí £ásti jsme pracovali s cenou akcie, která byla modelována geometrickým
Poissonovým procesem. Tento proces obsahuje pouze skoky. Nyní budeme chtít ke
skokovému procesu p°idat navíc i difúzní £ást. Ta bude reprezentována Wienerovým
procesem. Pro tuto £ást tedy p°edpokládejme, ºe cenu akcie modelujeme následují-
cím procesem [12]

S(t) = S(0) exp

(
σW (t) +

(
α− βλ− 1

2
σ2
)
t

)N(t)∏
i=1

Yi. (5.18)

Tento stochastický proces je sloºen ze spojité £ásti Xc(t) a ze skokové £ásti J(t)

Xc(t) = S(0) exp

(
σW (t) +

(
α− βλ− 1

2
σ2
)
t

)
,

J(t) =

N(t)∑
i=1

(Yi − 1),
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Kde W (t) je Wiener·v proces na (Ω,F , P ), N(t) je Poisson·v proces a Yi jsou
nezávislé stejn¥ rozd¥lené náhodné veli£iny takové, ºe Yi ≥ 0. Náhodné prom¥nné
Yi− 1 vlastn¥ p°edstavují procentuální zm¥nu v cen¥ S(t). Nap°íklad pokud Yi = 0,
pak cena klesne o sto procent na nulu. Takto de�nované S(t) spl¬uje stochastickou
diferenciální rovnici tvaru

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dW (t) + S(t−)d(Q(t)− βλt)
= (α− βλ)S(t)dt+ σS(t)dW (t) + S(t−)dQ(t),

(5.19)

kde Q(t) =
N(t)∑
i=1

(Yi − 1) je sloºený Poisson·v proces. Potom C∗(t) = Q(t) − βλt

je kompenzovaný sloºený Poisson·v proces, kde β je pr·m¥rná vý²ka skoku procesu
Q(t) a λ je pr·m¥rný po£et skok· za jednotku £asu.

P°i sou£asné pravd¥podobnostní mí°e P je α výnosová míra akcie. Cílem bude
op¥t nalezení rizikov¥ neutrální míry P̃ , p°i které bude výnosová míra akcie rovna
úrokové mí°e r.

Abychom zajistili nezápornost Yi, budeme je uvaºovat jako náhodné veli£iny z
log-normálního rozd¥lení LN(a, b2). Protoºe jsou Yi nezávislé pro i = 1, . . . , n, pak
jejich sou£in Y1 · · · · · Yn bude z LN(na, nb2). Pro log-normální náhodnou veli£inu
Yi ∼ LN(a, b2) platí, ºe lnYi ∼ N(a, b2). Pro Wiener·v proces platí, ºe W (t) ∼
N(0, t). Pak tedy pro cenu S(t) de�novanou jako (5.18) dostáváme

S(t) = S(0) exp

(
σW (t) +

(
α− βλ− 1

2
σ2
)
t

)N(t)∏
i=1

Yi

∼ S(0)LN

((
α− βλ− 1

2
σ2

)
t, σ2t

)
LN(na, nb2)

∼ LN

(
lnS(0) +

(
α− βλ− 1

2
σ2

)
t+ na, σ2t+ nb2

)
.

(5.20)

Vyuºili jsme toho, ºe Wiener·v proces W (t) a Yi jsou nezávislé. Te¤ pot°ebujeme,
aby proces C∗(t) = Q(t)− βλt byl martingal. Toho docílíme tak, ºe nastavíme

β = EYi − 1. (5.21)

Ozna£me [4]

λ̃ = λ(1 + β),

σ2
n(t) = σ2 +

b2n

T − t
,

rn(t) = r − λβ + n
ln(1 + β)

T − t
.
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Nyní m·ºeme vyjád°it cenu evropské call opce jako [12][4][9]

c(t, S(t)) = V (t) = Ẽ
(
e−r(T−t)(S(T )−K)+|F(t)

)
, ⇒

c(t, x) =
+∞∑
n=0

e−λ̃(T−t) λ̃
n(T − t)n

n!
BSM

(
T−t, x|K, rn(t), σn(t)

)
.

(5.22)

Zde výraz e−λ̃(T−t) λ̃n(T−t)n
n!

vlastn¥ p°edstavuje pravd¥podobnost P̃{N(T )−N(t) =
n}, tedy ºe b¥hem £asového úseku T−t nastane n skok·. Tuto poslední rovnice (5.22)
jiº budeme schopni pouºít p°ímo pro výpo£et ceny opce na podkladové aktivum,
jehoº cena se modeluje jako skokov¥-difúzní proces.
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Kapitola 6

Implementace popsaných metod

V této £ásti bude p°edstavena implementace jednotlivých proces· a teoretických
vzorc·, které byly v této práci popsány. Nejd°íve budou simulovány pouºívané ná-
hodné procesy. T¥mito simulacemi m·ºeme modelovat pohyb ceny akcie aº do £asu
T , a pak na tomto základ¥ spo£ítat cenu call opce jako e−rT

(
S(T ) − K

)+. Jako
dal²í pak bude implementován teoretický výpo£et ceny call opce pomocí Black-
Scholes-Mertonova modelu. Nakonec bude po£ítána cena opce z Mertonova skokov¥-
difúzního modelu.

6.1 Wiener·v proces

Pseudokód pro generování trajektorií Wienerova procesu je popsán v algoritmu 1.

Algoritmus 1 Wiener·v proces
Nastavení parametr·
T ... koncový £as
n ... granularita d¥lení intervalu 〈0, T 〉
Výpo£et jedné trajektorie
dt = T/n ... velikost jednoho podintervalu
x = randn(n,1) ... vektor délky n náhodných nezávislých výb¥r· z N(0, 1).
dW = sqrt(dt)*x ... p°ír·stky Wienerova procesu
dW(1) = 0 ... první nastavit na nulu, protoºe W (0) = 0.
W = cumsum(dW) ... posloupnost £áste£ných sou£t· p°ír·stk· tvo°í Wiener·v
proces

Kompletní kód, který simuluje Wiener·v proces je p°iloºen v P°íloze A. Imple-
mentace je formou funkce, která vrací jednu nebo více trajektorií a umoº¬uje gra-
�cké zobrazení t¥chto trajektorií. Tato funkce a její parametry jsou zdokumentovány
p°ímo v kódu a pomocí matlabovské nápov¥dy help wiener_process se m·ºeme
podívat na nápov¥du.

Gra�cký výstup m·ºeme vid¥t na obrázku 6.1. Na obrázích 6.1c a 6.1d je zobrazeno
pouze 1000 realizací kv·li výkonu, av²ak p°ipojené statistiky jsou po£ítány ze v²ech
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(a) Jedna trajektorie Wienerova procesu.
Koncový £as T = 1.

(b) T°i trajektorie Wienerova procesu. Kon-
cový £as T = 1.

(c) Po£et realizací N = 104. Koncový £as
T = 2.

(d) Po£et realizací N = 105. Koncový £as
T = 2.

Obrázek 6.1: Gra�cké zobrazení Wienerova procesu. Interval 〈0, T 〉 je vºdy rozd¥len
na n = 1000 podinterval·.

realizací. Protoºe na t¥chto dvou p°ípadech je T = 2, pak by sm¥rodatná odchylka
hodnotW (T ) m¥la být σ =

√
T =

√
2 ≈ 1, 4142 a st°ední hodnota by m¥la být rovna

nule. Z t¥chto obrázk· a statistik m·ºeme vid¥t, ºe tomu na²e simulace odpovídá.

6.2 Geometrický Wiener·v proces

Geometrický Wiener·v proces m·ºeme simulovat nap°. následujícími dv¥ma zp·-
soby:

1. Pomocí zm¥n dS(t) jako výb¥r· z normálního rozd¥lení, viz rovnice 3.28.

2. Nejd°íve vygenerujeme trajektorii Wienerova procesu a pak uºitím toho, ºe
geometrický Wiener·v proces je dán jako

S(t) = S(0) exp

(
(α− 1

2
σ2)t+ σW (t)

)
. (6.1)
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Ve funkci v p°íloze B jsou k dispozici ob¥ tyto varianty. Pseudokód pro ob¥ tyto
moºnosti je zachycen v algoritmu 2.

Algoritmus 2 Geometrický Wiener·v proces
Nastavení parametr·
S0 ... hodnota procesu v £ase t = 0
T ... koncový £as
n ... granularita intervalu 〈0, T 〉
α ... drift
σ ... volatilita
Výpo£et jedné trajektorie
S(1) = S0 ... S je vektor délky n+ 1, na první pozici je S0
dt = T/n ... délka jednoho podintervalu
if moºnost 1 then
for i = 1,. . . ,n do
N ... náhodná veli£ina z N(0, 1)
dS = α*S(i)*dt + σ*S(i)*

√
dt*N

S(i+1) = dS + S(i)
end for

end if
if moºnost 2 then
W ... vektor reprezentující trajektorii Wienerova procesu
S = S0*exp((α− 0.5 ∗ σ2)*t + σ*W)

end if

Teoretické hodnoty st°ední hodnoty a rozptylu geometrického Wienerova procesu
jsou

ES(t) = S(0)eαt,

VarS(t) = S2(0)e2αt
(
eσ

2t − 1.
)

Na obrázku 2 m·ºeme vid¥t n¥kolik simulací geometrického Wienerova procesu.
Na obrázcích 6.2a a 6.2b je vid¥t vliv parametru σ na tento proces. S men²í vo-
latilitou má na hodnoty men²í vliv náhodná sloºka Wienerova procesu a jsou lépe
p°edpovídatelné. Na spodních obrázcích 6.2c a 6.2d je simulováno 1000 trajektorií
geometrického Wienerova procesu se stejným parametrem σ = 0, 3, ale s rozdílným
driftem α. Teoretická st°ední hodnota a rozptyl pro tyto nastavení jsou spole£n¥ s
empirickými statistikami zachyceny v tabulce 6.1.
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α σ S(T ) s(S(T )) ES(T ) VarS(T )
0,2 0,3 24,6912 7,7648 24,4281 7,4964
0,1 0,3 21,9813 6,8022 22,1034 6,7831

Tabulka 6.1: Empirické a teoretické statistiky geometrického Wienerova procesu p°i
daných parametrech. Po£et pozorování je roven 1000.

(a) Trajektorie geometrického Wienerova
procesu s α = 0, 1 a σ = 0, 1.

(b) T°i trajektorie geometrického Wienerova
procesu s α = 0, 1 a σ = 0, 01.

(c) Tisíc simulací Wienerova procesu. Para-
metry: α = 0, 2 a σ = 0, 3.

(d) Tisíc simulací Wienerova procesu. Para-
metry: α = 0, 1 a σ = 0, 3.

Obrázek 6.2: Gra�cké zobrazení geometrického Wienerova procesu. Spole£né para-
metry: S(0) = 20 a T = 1.

80



6.3 Poisson·v proces

P°i generování trajektorií Poissonova procesu m·ºeme nap°. za�xovat T a sledovat
po£et skok· N , které do tohoto £asu nastanou (viz algoritmus 3), nebo za�xovat
naopak N a sledovat £asy, které jsou pot°ebné k dosaºení tohoto po£tu skok· (viz
algoritmus 4).

Algoritmus 3 Poisson·v proces s pevným T

Nastavení parametr·
T ... maximální £as
λ ... intenzita skok· za jednotku £asu
Výpo£et jedné trajektorie
Eps = (ε1) ... vektor délky jedna s jedním výb¥rem z Exp(λ).
if ε1 > T then
B¥hem £asu T nenastal ºádný skok.

else
while 1 do
e = ε ... výb¥r z Exp(λ)
if
∑
i

εi + e < T then

Eps = (Eps, e) ... p°ipoj poslední hodnotu k vektoru Eps
end if

end while
spo£ítej po£et skok· N

end if

Algoritmus 4 Poisson·v proces s pevným N

Nastavení parametr·
N ... po£et skok·
λ ... intenzita skok· za jednotku £asu
Výpo£et jedné trajektorie
Eps = (ε1, . . . , εN) ... vektor nezávislých náhodných výb¥r· z Exp(λ).
T =

∑N
i=1 εi ... £as N−tého skoku

Implementace funkce, která simuluje oby£ejný Poisson·v proces, je k nalezení v
P°íloze C. Tato funkce generuje vºdy jednu trajektorii Poissonova procesu a je
moºno si zvolit, jestli chceme sledovat

1. Po£et skok· N , které nastanou do £asu T , nebo

2. �as T , který musí ub¥hnout, aby nastalo N skok·.

Jak takový proces vypadá, je zachyceno na obrázku 6.3. Na obrázcích 6.3a, 6.3b,
6.3d pozorujeme po£et skok· Poissonova procesu pro pevn¥ daný £as T . M·ºeme
sledovat, jak se trajektorie zm¥ní se zm¥nou parametru intenzity λ, tedy st°edního
po£tu skok· za jednotku £asu. Na obrázku 6.3c je pak naopak vid¥t £as t, který je
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t°eba k dosaºení n = 10 skok·. Na tomto obrázku m·ºeme vid¥t i statistiku, která
°íká, ºe pr·m¥rný £as t, pot°ebný k dosaºení N = 10 skok·, je p°i intenzit¥ λ = 5
roven t = 1, 9825 ≈ N

λ
. Toto odpovídá skute£nosti, ºe vybíráme vºdy 10 náhodných

£ísel z exponenciálního rozd¥lení s parametrem λ = 5.
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(a) Po£et skok· Poissonova procesu do £asu
T = 1 p°i intenzit¥ λ = 10.

(b) T°i trajektorie Poissonova procesu do
£asu T = 1 p°i intenzit¥ λ = 20.

(c) Sto trajektorií Poissonova procesu p°i
pevném po£tu skok· N = 10 a intenzit¥
λ = 5.

(d) Deset trajektorií Poissonova procesu p°i
pevném £ase T = 1 a intenzit¥ λ = 5.

Obrázek 6.3: Gra�cké zobrazení Poissonova procesu. M·ºeme sledovat, jak proces
vypadá p°i pevném po£tu skok· N £i pevném £ase T
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6.4 Kompenzovaný Poisson·v proces

Kompenzovaný Poisson·v proces M(t) = N(t) − λt ode£ítá od oby£ejného Poisso-
nova procesu N(t) sloºku −λt proto, aby to byl martingal. Pokud je M(0) = 0,
pak z vlastnosti martingalu plyne, ºe M(T ) = 0. Zdrojový kód pro tento proces je
dostupný v P°íloze D. Pro nastín¥ní funk£nosti se m·ºeme podívat na algoritmus 5.

Algoritmus 5 Kompenzovaný Poisson·v proces
Nastavení parametr·
λ ... intenzita skok· za jednotku £asu
T ... koncový £as
N ... granularity intervalu 〈0, T 〉
Výpo£et jedné trajektorie
dt = T/N ... velikost jednoho podintervalu
t = (0,dt,2*dt,...,N*dt) ... vektor rozd¥lení intervalu 〈0, T 〉
Tr = −λ ∗ t ... vektor reprezentující sloºku −λt
p = (ε1, . . . , εn) ... vektor s £asy skok· Poissonova procesu
Postupn¥ p°i£ítej £íslo 1 (vý²ka skoku) podle £as· skok· p

Na obrázku 6.4 máme zachycené trajektorie kompenzovaného Poissonova procesu
s r·znými hodnotami intenzity λ. Na prvním obrázku 6.4a je hezky vid¥t, jak sloºka
−λt práv¥ kompenzuje hodnoty skok·, které jsou v tomto p°ípad¥ rovny jedné.
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(a) Jedna trajektorie kompenzovaného Pois-
sonova procesu. Intenzita je λ = 10 skok· za
jednotku £asu.

(b) T°i trajektorie kompenzovaného Poisso-
nova procesu do £asu T = 1 p°i intenzit¥
λ = 1000.

(c) Tisíc trajektorií kompenzovaného Poisso-
nova procesu p°i intenzit¥ λ = 100.

(d) Tisíc trajektorií kompenzovaného Pois-
sonova procesu p°i intenzit¥ λ = 1000.

Obrázek 6.4: Gra�cké zobrazení kompenzovaného Poissonova procesu p°i koncovém
£ase T = 1. �ím v¥t²í je λ, vidíme, ºe se tento proces gra�cky podobá Wienerov¥
procesu, av²ak drºí v¥t²í rozptyl hodnot v £ase t = T .
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6.5 Sloºený Poisson·v proces

Tento proces C(t) má skoky ve stejný £as, jako p°íslu²ný Poisson·v proces. Nicmén¥
se nyní velikosti skok· generují jako náhodné veli£iny ze stejného rozd¥lení s para-
metrem st°ední hodnoty β. V ilustra£ním p°ípad¥ 6 jsou velikosti skok· generovány
z normálního rozd¥lení. Pseudokód pro sloºený Poisson·v proces je popsán v algo-
ritmu 6.

Algoritmus 6 Sloºený Poisson·v proces
Nastavení parametr·
µ ... st°ední hodnota velikosti skoku
σ ... rozptyl hodnot velikosti skoku
λ ... intenzita skok· za jednotku £asu
T ... koncový £as
Výpo£et jedné trajektorie
p = (ε1, . . . , εn) ... vektor s £asy skok· Poissonova procesu
jumps ... vektor s velikostmi skok·
Tr ... vektor p°edstavující hodnoty procesu po jednotlivých skocích

Na obrázku 6.5 si m·ºeme prohlédnout, jak sloºený Poisson·v proces vypadá
p°i r·zných nastavení parametr·. Hodnota procesu vºdy za£íná v nule. Pokud se
podíváme na obrázek 6.5c, tak vidíme, ºe parametr µ normálního rozd¥lení je roven
nule. Tomu odpovídá i pr·m¥rná hodnota procesu v koncovém £ase z 200 realizací.
Na posledním grafu 6.5d je parametr µ = 5, tedy st°ední hodnota velikostí skok· je
rovna p¥ti. Podle toho vidíme i sm¥r, kterým se hodnoty procesu ubírají a odpovídá
tomu i pr·m¥r z hodnot v £ase T = 1, tedy C(T ) = 501, 6653.
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(a) Jedna trajektorie sloºeného Poissonova
procesu.

(b) T°i trajektorie sloºeného Poissonova pro-
cesu.

(c) Dv¥ st¥ trajektorií sloºeného Poissonova
procesu p°i intenzit¥ λ = 100. Na rozdíl od
p°edchozích dvou graf· nevyzna£ujeme body
nespojistosti.

(d) Dv¥ st¥ trajektorií sloºeného Poissonova
procesu p°i intenzit¥ λ = 100.

Obrázek 6.5: Gra�cké zobrazení sloºeného Poissonova procesu p°i koncovém £ase
T = 1. Velikosti skok· jsou vºdy generovány z rozd¥lení N(µ, σ2).
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6.6 Kompenzovaný sloºený Poisson·v proces

Kompenzovaný sloºený Poisson·v proces C∗(t) je posledním ze simulovaných pro-
ces·. Jak je z°ejmé z názvu, je kombinací dvou p°edchozích Poissonových proces·.
Protoºe jsou nyní velikosti skok· generovány z n¥jakého rozd¥lení se st°ední hod-
notou µ a jejich intenzita je λ, je t°eba od sloºeného Poissonova procesu ode£íst
sloºku µλ. Pak bude spln¥na vlastnost martingalu. Pseudokód je op¥t zachycen v
algoritmu 7.

Algoritmus 7 Kompenzovaný sloºený Poisson·v proces
Nastavení parametr·
µ ... st°ední hodnota velikosti skoku
σ ... rozptyl hodnot velikosti skoku
λ ... intenzita skok· za jednotku £asu
T ... koncový £as
N ... granularity intervalu 〈0, T 〉
Výpo£et jedné trajektorie
dt = T/N ... velikost jednoho podintervalu
t = (0,dt,2*dt,...,N*dt) ... vektor rozd¥lení intervalu 〈0, T 〉
Tr = −µλ ∗ t ... vektor reprezentující sloºku ke kompenzaci
p = (ε1, . . . , εn) ... vektor s £asy skok· Poissonova procesu
Postupn¥ k hodnot¥ procesu p°i£ítej £íslo p(i), i = 1, 2, ..., n (vý²ka skoku) podle
£as· skok· p

Chování kompenzovaného sloºeného Poissonova procesu jsou zobrazeny na obrázku
6.6. Uvedeny jsou krom¥ statistik i hodnoty parametr· pro normální rozd¥lení µ a λ.
Na obrázcích 6.6a a 6.6b m·ºeme vid¥t zm¥nu oproti kompenzovanému Poissonov¥
procesu, ºe nyní se velikosti skok· m¥ní a mohou nabývat i záporných hodnot, tedy
sm¥r dol·. Na spodních dvou obrázcích 6.4c a 6.4d pak máme vykreslených 1000
realizací tohoto procesu s r·zným nastavení parametr·.
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(a) Jedna trajektorie kompenzovaného sloºe-
ného Poissonova procesu. Intenzita je λ = 10
skok· za jednotku £asu.

(b) T°i trajektorie kompenzovaného sloºe-
ného Poissonova procesu p°i intenzit¥ λ =
30.

(c) Tisíc trajektorií kompenzovaného sloºe-
ného Poissonova procesu p°i intenzit¥ λ =
300.

(d) Tisíc trajektorií kompenzovaného sloºe-
ného Poissonova procesu p°i intenzit¥ λ =
100.

Obrázek 6.6: Gra�cké zobrazení kompenzovaného sloºeného Poissonova procesu p°i
koncovém £ase T = 1. Velikosti skok· jsou generovány z normálního rozd¥lení
N(µ, σ).
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6.7 Black-Scholes-Merton

Implementace Black-Scholes-Mertonovy formule pro cenu evropské call opce je p°í-
mo£ará, a proto bude vynechán pseudokód pro tuto metodu. Zdrojový kód funkce
pro výpo£et ceny opce podle BSM modelu je k dispozici v p°íloze G.

Hodnoty cen opce vypo£ítané pomocí BSMmodelu nám budou slouºit jako výchozí
bod pro vyhodnocení cen obdrºených z dal²ích model·. Na obrázcích 6.7 a 6.8 je
zachyceno, jaký vliv mají jednotlivé parametry na cenu opce. Konkrétn¥ na obrázcích
6.7a, resp. 6.7b vidíme 2D grafy funkce ceny opce c v závislosti na strike price K a
sou£asné ceny S(0), resp. zbývající £asu τ do t = T . Z nich plyne, ºe

• s roustoucím K klesá c,

• s roustoucím S(0) roste c,

• s klesajícím τ klesá c.

Na dal²ích grafech 6.8a, 6.8b a 6.8c pak máme vºdy zobrazené vrstevnice pro τ ,
resp. pro K. Navíc z nich m·ºeme vy£íst vztah ceny opce vzhledem k volatilit¥ σ a
úrokové mí°e r. Tedy

• s roustoucí σ roste c,

• s roustoucím r roste c.
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(a) Cena opce v závislosti na strike price
a sou£asné hodnot¥ akcie. Parametry: T =
1, r = 0, 05, σ = 0, 3.

(b) Cena opce v závislosti na strike price a
zbývajícího £asu do smluveného data. Para-
metry: S(0) = 100, r = 0, 05, σ = 0, 3.

Obrázek 6.7: Funkce ceny evropské call opce vypo£ítané pomocí Black-Scholes-
Mertonova modelu.

91



(a) Vztah ceny opce a strike price p°i r·z-
ných hladinách zbývajícího £asu do T = 1.
Parametry: S(T − τ) = 100, r = 0, 05, σ =
0, 3.

(b) Vztah ceny opce a volatility p°i r·zných
hladinách strike price. Parametry: S(0) =
100, r = 0, 05, T = 1.

(c) Vztah ceny opce a úrokové míry p°i
r·zných hladinách strike price. Parametry:
S(0) = 100, σ = 0, 3, T = 1.

Obrázek 6.8: Sledování vztahu ceny evropské call opce k ostatním parametr·m
Black-Scholes-Mertonova modelu.
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6.8 Skokov¥-difúzní proces

V poslední £ásti byl implementován nejd°íve model s £ist¥ skokovým procesem a
poté skokov¥ difúzní model. Zdrojové kódy jsou k dispozici v p°ílohách H a I.

Na obrázku 6.9, resp. 6.10 vidíme chování vztah ceny opce v·£i ostatním parame-
tr·m p°i £ist¥ skokovém, resp. skokov¥ difúzním modelu. P°i porovnání graf· vývoje
ceny jsou u skokového procesu z°etelné zlomy, které jsou zp·sobeny práv¥ výsky-
tem skok·. Nap°íklad na obrázku 6.9a je z°etelné, ºe se vºdy musí p°ekro£it ur£itá
hranice, kterou je nutno p°ekonat, aby se v sum¥ 5.16 za£al p°i£ítat dal²í £len. Nao-
pak v p°ípad¥ skokov¥ difúzního procesu je jiº tvar k°ivky �vyhlazený� v d·sledku
zahrnutí Wienerova procesu.
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(a) Vztah ceny opce a strike price p°i r·z-
ných hladinách zbývajícího £asu do T = 1.
Parametry: S(T − τ) = 100, r = 0, 05, σ =
0, 3.

(b) Vztah ceny opce a volatility p°i r·zných
hladinách strike price. Parametry: S(0) =
100, r = 0, 05, T = 1.

(c) Vztah ceny opce a úrokové míry p°i
r·zných hladinách strike price. Parametry:
S(0) = 100, σ = 0, 3, T = 1.

Obrázek 6.9: Cena opce modelované pomocí skokového procesu.
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(a) Vztah ceny opce a strike price p°i r·z-
ných hladinách zbývajícího £asu do T = 1.
Parametry: S(T − τ) = 100, r = 0, 05, σ =
0, 3.

(b) Vztah ceny opce a volatility p°i r·zných
hladinách strike price. Parametry: S(0) =
100, r = 0, 05, T = 1.

(c) Vztah ceny opce a úrokové míry p°i
r·zných hladinách strike price. Parametry:
S(0) = 100, σ = 0, 3, T = 1.

Obrázek 6.10: Cena opce modelované pomocí skokov¥ difúzního modelu.
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6.9 Srovnání metod pro oce¬ování opcí

Nyní, kdyº máme implementované v²echny t°i modely, m·ºeme tyto výsledky po-
rovnat. Tyto modely po£ítají cenu opce z teoretického vzorce, nicmén¥ zde bude
také p°edstaven výsledek ze simulace. Simulací je my²leno generování ur£itého po-
£tu trajektorií náhodného procesu, který popisuje chování ceny podkladové akcie.
Po obdrºení dostate£ného po£tu trajektorií (jsme limitování výkonem hardwaru) pro
£as t = 0 aº t = T m·ºeme spo£ítat cenu opce jako

c = e−rTE(S(T )−K, 0)+,

kde S(T ) jsou ceny simulované akcie v koncovém £ase T . Tyto trajektorie budeme
po£ítat ze vzorc·

1)S(t) = S(0) exp

(
(r − 1

2
σ2)t+ σW (t)

)
,

2)S(t) = S(0)(σ + 1)N(t) exp
(
rt− λ̃σt

)
,

3)S(t) = S(0) exp

(
σW (t) +

(
r − βλ− 1

2
σ2
)
t

)N(t)∏
i=1

Yi.

(6.2)

Rovnice 1),2),3) odpovídají po °ad¥ Black-Scholes-Mertonov¥ modelu, skokovému
procesu, skokov¥ difúznímu procesu. Na grafech 6.11 m·ºeme vid¥t porovnání t¥chto
model·. Ozna£íme-li cenu opce podle BSM, resp. skokového modelu, resp. skokov¥
difúzního modelu jako cbsm, resp. cpj, resp. cjd, pak m·ºeme obecn¥ usoudit, ºe platí
cpj < cbsm < cjd. Vy²²í cena obdrºená ze skokov¥ difúzního modelu odpovídá tomu,
ºe se vlastn¥ kombinuje Black-Scholes-Merton·v model a skoky, a tedy je zde v¥t²í
volatilita. Nastavení ostatních parametr· je zachyceno v tabulce 6.2.

Jak simulované ceny opce odpovídají model·m je zachyceno na obrázku 6.12.
Pozorování je takové, ºe simulované hodnoty v¥rohodn¥ kolísají kolem teoretických
£ar. U skokov¥ difúzního procesu je toto kolísání nejv¥t²í a bude zp·sobeno nejv¥t²í
volatilitou mezi modely.

Název parametru zna£ení hodnota
úroková míra r 0.05
volatilita akcie σ 0.3
výnos akcie α 0.3

intenzita Poiss. λ 1
pr·m¥rný skok 1 + β 1.083
volatilita skoku b 0.4
granularita n 1000

po£et realizací N 1000

Tabulka 6.2: Nastavení parametr· pro modely oce¬ování opcí.
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(a) Cena call opce v závislosti na sou£asné
hodnot¥ podkladového aktiva.

(b) Vývoj ceny opce pro r·zné strike price.

(c) Porovnání ceny opce v závislosti na úro-
kové mí°e.

(d) Chování ceny vzhledem ke zmen²ujícímu
se £asu do smluveného data.

Obrázek 6.11: Porovnání vývoje ceny evropské call opce spo£ítané ze t°í model·.
�ervená £ára p°edstavuje vºdy cenu podle Black-Scholes-Mertonova modelu, zelená
je vypo£ítána s modelem pouze se skoky a nakonec modrá £ára byla získána ze
skokov¥ difúzního modelu.

(a) Cena opce v závislosti na sou£asné hod-
not¥ podkladové akcie.

(b) Cena opce vzhledem k £asu do maturity
termínu.

Obrázek 6.12: Porovnání ceny opce obdrºené z teoretického vzorce (hladká £ára) a
ze simulace. Po£et realizací simulace: 5000.

97



98



Záv¥r

Opce je �nan£ní derivát, a tedy je její cena odvozena od ceny podkladových ak-
tiv, kterými v této práci byly akcie. Protoºe nem·ºeme s jistotou ur£it, jaká bude
hodnota akcie v budoucnosti, musíme jí modelovat na základ¥ náhodných proces·.
Dynamika ceny akcie se nejd°íve popisovala Wienerovým procesem. Tento proces
p°edstavuje to, £emu se °íká difúze a umoº¬uje spojité kolísání hodnoty jak sm¥-
rem nahoru, tak sm¥rem dol·. Tohoto vyuºívá Black-Scholes-Merton·v model, který
m.j. p°edpokládá vývoj hodnoty akcie v £ase podle log-normálního rozd¥lení. Tento
model byl pr·lomový ve smyslu, ºe obchodníci za£ali ceny opcí po£ítat podle jed-
notného a so�stikovaného postupu. Nicmén¥ postupem £asu se ukázalo, ºe spí²e neº
log-normální rozd¥lení se hodnoty akcií °ídí n¥jakým rozd¥lením s t¥ºkými konci.
Pokud má n¥jaké rozd¥lení t¥ºké konce, znamená to, ºe extrémní události (hod-
noty) nastávají £ast¥ji. Z toho d·vodu se k popisu vývoje cen akcií pouºívá také tzv.
skokový proces, p°i kterém se naopak m¥ní hodnota pouze skokov¥. Takové skoky
jsou d·sledkem nap°. vydání nové �remní zprávy nebo n¥jaké mimo°ádné události.
Ceny akcií v²ak vykazují jak difúzní pohyb, tak v nich m·ºe �gurovat i skokové cho-
vání. Proto se odvozuje skokov¥ difúzní model, kde se kombinuje difúzní £ást s tou
skokovou.

Cílem této práce bylo odvodit a implementovat modely pro oce¬ování call opce
evropského typu. Konkrétn¥ t¥mito modely byly: Black-Scholes-Merton·v model,
skokový proces a skokov¥ difúzní proces. Black-Scholes-Merton·v model p°edstavuje
onu difúzní £ást a v kombinaci s £ist¥ skokovým procesem vzniká práv¥ skokov¥
difúzní proces. Tyto t°i modely byly v rámci práce odvozeny, popsány a implemen-
továny. V²echny zdrojové kódy jsou uvedeny pro reprodukovatelnost v p°ílohách.

Neº bylo moºné implementovat v²echny t°i modely, bylo nejd°íve t°eba de�novat
pot°ebné pojmy a odvodit vlastnosti související s náhodnými procesy. Tento díl£í
úkol byl pokryt v kapitolách 1, 2 a 3. Nejd·leºit¥j²í £ástí pro práci s náhodnými
procesy a s nimi souvisejícími modely je tzv. stochastická analýza. V této kapitole
byly nejd°íve de�novány nezbytné pojmy jako náhodný proces, martingal £i �ltrace.
Dále zde byly de�novány d·leºité náhodné procesy jako Wiener·v proces, geomet-
rický Wiener·v proces, Poisson·v proces, kompenzovaný Poisson·v proces, sloºený
Poisson·v proces a kompenzovaný sloºený Poisson·v proces a byly odvozeny jejich
vlastnosti. Protoºe stochastická analýza je obor matematiky, který operuje na ná-
hodných procesech, bylo také nezbytné de�novat Itô·v integrál a vyslovit Itôovo
lemma, které nám naopak dává návod, jak pracovat s derivací náhodného procesu.
Dal²í st¥ºejní bod pro oce¬ování �nan£ních derivát· je rizikov¥ neutrální pravd¥po-
dobnost, která zaji²´uje to, ºe cena derivátu s ní odvozená, bude férová a nebude v
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modelu p°ipou²t¥t arbitráº. Po poloºení teoretických základ· náhodných proces· a
jejich analýzy bylo moºné pokro£it k odvozování jednotlivých model·.

Konkrétn¥ t¥mito modely byly: Black-Scholes-Merton·v model, skokový proces
a skokov¥ difúzní proces. Black-Scholes-Merton·v model p°edstavuje onu difúzní
£ást. V kapitole 4 byla odvozena parciální diferenciální rovnice pro dynamiku ceny
�nan£ních derivát·. Poté bylo odvozeno °e²ení této rovnice pro cenu evropské call
opce. Cena takové opce pak byla odvozena je²t¥ jednou, ale tentokrát s vyuºitím
rizikov¥ neutrální pravd¥podobnosti. V dal²í kapitole 5 byl odvozen skokový a sko-
kov¥ difúzní proces. Skokový proces umoº¬uje modelovat cenu akcie, která m¥ní
svou cenu pouze na základ¥ konkrétních událostí. Neobsahuje tedy spojitou £ást ve
smyslu Wienerova procesu, ale pouze skoky, které jsou modelovány Poissonovým
procesem a jeho modi�kacemi. Skokov¥ difúzní proces pak vznikne kombinací práv¥
Wienerova a Poissonova procesu, takºe je podle n¥j moºné popisovat vývoj ceny ak-
cie, která vykazuje jak difúzní tak skokové chování. V²echny t°i zmi¬ované modely
byly v rámci této práce odvozeny, popsány a implementovány. Jejich zdrojové kódy
jsou uvedeny pro reprodukovatelnost v p°ílohách.

V kapitole 6 pak byly prakticky implementovány v²echny popsané náhodné procesy
a na nich postavené modely pro oce¬ování opcí. Pro kaºdý z t¥chto pojm· byly
vytvo°eny gra�cké ilustrace, jejichº kód je také zve°ejn¥n v p°ílohách. Pro náhodné
procesy byl v praktické £ásti také vºdy uveden pseudokód, který m·ºe slouºit pro
rychlej²í pochopení zdrojového kódu.

Náhodné procesy byly implementovány v prost°edí MATLAB jako funkce, které
vrací trajektorie £i £asy skok· pro dané parametry a po£et pozorování s moºností
gra�ckého výstupu. Konkrétn¥ se jedná o Wiener·v proces, geometrický Wiener·v
proces, Poisson·v proces, kompenzovaný Poisson·v proces, sloºený Poisson·v proces
a kompenzovaný sloºený Poisson·v proces.

Nakonec byly v kapitole 6 vytvo°eny funkce pro výpo£et ceny evropské call opce
na podkladová aktiva, která jsou popisována jedním nebo dv¥ma náhodnými, jiº
zmi¬ovanými, procesy. Nejd°íve zde byly uvedeny výsledky z výpo£tu ceny podle
Black-Scholes-Mertonova modelu, poté pro £ist¥ skokový proces a nakonec pro je-
jich kombinaci ve smyslu skokov¥ difúzního modelu. Pro v²echny t°i p°ístupy byly
vytvo°eny grafy, kde byla zachycena závislost ceny opce v·£i ostatním parametr·m
modelu. P°edstaveny zde bylo také vzájemné porovnání t¥chto model·. Pozorování
z t¥chto výsledk· bylo takové, ºe cena opce byla nejvy²²í, pokud byla vypo£ítána
pomocí skokov¥ difúzního modelu. Pokud jsme cenu opce obdrºeli z Black-Scholes-
Mertonovi formule, pak se její hodnota pohybuje mezi cenou podle skokového a sko-
kov¥ difúzního procesu. Cena opce získaná z £ist¥ skokového modelu pak byla vºdy
nejniº²í. Takový vztah odpovídá i ekonomické interpretaci t¥chto proces·. U sko-
kového procesu se hodnota m·ºe m¥nit pouze se skokem, který m·ºe být vyvolán
n¥jakou událostí £i novou zprávou. V BSM modelu �guruje naopak pouze difúzní
£ást, tedy se cena m¥ní spojit¥ s £asem. V p°ípad¥ skokov¥ difúzního procesu, který
je vlastn¥ kombinací dvou p°edchozích, se pak musí odrazit to, ºe se cena krom¥
difúzního pohybu m·ºe m¥nit i skokov¥. Musí být tedy vy²²í neº jednotlivé kom-
ponenty. Nakonec byla implementována simulace podle vzorc· (6.2). Z obdrºených
výsledk· lze usuzovat, ºe si teoretické a pr·m¥rné empirické hodnoty odpovídají. Ta-
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ková simulace náhodných proces· je d·leºitá hlavn¥ v p°ípadech, kdy nejsme schopni
odvodit analytický vzorec, nebo kdy je výpo£et takového vzorce p°íli² nákladný.

S op£ními kontrakty se obchoduje jak na ve°ejných burzách, tak na mimoburzov-
ních trzích. Jejich popularita stále roste a po°ád se vytvá°ejí nové typy a modi�kace.
Proto je oce¬ování opcí d·leºité pro vytvá°ení férových cen tak, aby nemohla vzni-
kat arbitráº. V této práci byly odvozeny a implementovány t°i p°ístupy k takovému
ocen¥ní. V oblasti obchodování s opcemi se nejvíce vyuºívá Black-Scholes-Merton·v
model. Pro pouºití skokov¥ difúzního procesu k oce¬ování opcí je d·leºité formu-
lovat, co vlastn¥ skok znamená, a ur£it jejich intenzitu. Návrhem na pokra£ování
by mohla být implementace dal²ích metod pro oce¬ování opcí jako jsou nap°. bino-
mické modely nebo dal²í varianta skokov¥ difúzního modelu, který p°edpokládá jiné
rozd¥lení pro velikosti skok· [7].
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P°íloha A

Kód - Wiener·v proces

function [W, t] = wiener_process(n, T, graph, n_instances, tplot)

% Simulation of the Wiener process

%

%[W, t]

% W Vector with length of 'n' representing one scenario of the Wiener

% process

% t Time series

%

%WIENER_PROCESS(N,T,GRAPH,N_INSTANCES)

% N Number of subintervals of [0,T] (granularity)

% Default value: 1000

% T Time interval [0,T]

% Default value: 1

% GRAPH 'true' or 'false' whether to plot the result or not

% Default value: false

% N_INSTANCES Number of instances of the process to be plotted

% Default value: 1

% TPLOT Number from (0,T] interval specific for plotting.

%

%Note:

% When printing, only 1e3 of realizations are plotted due to the

% execution time. But also the runs with max and min values are printed!

%

%Example usage:

% wiener_process(100, 1, true, 1000)

%% Input parameters handling

if nargin < 4; n_instances = 1; end

if nargin < 3; graph = false; end

if nargin < 2; T = 1; end

if nargin < 1; n = 1000; end

if nargin < 5; tplot = T; end

if tplot > T; error('Ratio of the data to be plotted has to be <= T'); end

105



%% Computation task

dt = T/n;

dW = sqrt(dt)*randn(n,n_instances);

dW(1,:) = 0;

W = cumsum(dW,1);

t = linspace(0, tplot, tplot/T*n); % print only the ratio given by 'tplot'

st = length(t);

%% Plotting

if graph

figure

% Statistics

maxW = max(W, [], 1); minW = min(W, [], 1);

% Keep the indices for plotting

% To plot the run with maximum and minimum value

[maxW, imax] = max(maxW); [minW, imin] = min(minW);

lastW = W(end,:);

% Plot itself

% Plot only reasonable number of instances (1000.)

% If the max and min runs are in those first 1000, then don't plot

% them again.

n_to_print = min(1e3, n_instances);

if imax <= n_to_print; imax = []; end

if imin <= n_to_print; imin = []; end

plot(t,W(1:st,[1:n_to_print imax imin])); hold on;

% Plot editing

a = gca; % Get the current axis

a.Position([1 2 4]) = [.11 .3 .6]; % [1, 2] position, [3, 4] w, h

title("Simulation of the Wiener process")

xlabel("\it t")

ylabel("\it W_t")

grid on;

message = "Minimal value of W: " + minW + newline + ...

"Maximal value of W: " + maxW + newline + ...

"Mean of values of W at time T: " + mean(lastW) + newline +

...

"St. dev. of values of W at time T: " + std(lastW);

annotation('textbox',[.1 .19 0 0],'String',message,'FitBoxToText','on')

end
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P°íloha B

Kód - Geometrický Wiener·v proces

function [S, t] = geom_wiener_process(n, S0, alpha, sigma, T, graph,

n_instances)

% Simulation of the geometrical Wiener process for option pricing.

%

%[S, t]

% S Vector with length of 'n+1' representing one scenario of the

geometric

% Wiener process

% t Time series

%

%GEOM_WIENER_PROCESS(N,S0,ALPHA,SIGMA,T,GRAPH,N_INSTANCES)

% N Number of subintervals of [0,T] (granularity)

% Default value: 1000

% S0 Initial price of the option

% Defualt value: 20

% ALPHA Expected rate of return of time period 'T'

% Default value: 0.1

% SIGMA Volatility in the option price

% Default value: 0.3

% T Time interval [0,T]

% Default value: 1

% GRAPH 'true' or 'false' whether to plot the result or not

% Default value: false

% N_INSTANCES Number of instances of the process to be plotted

% Default value: 1

% Note: If the number of instances to plot is bigger than 2,

% then the returned vector W is highlighted with RED colored

% DASH-DOT line

%% Input parameters handling

if nargin < 7; n_instances = 1; end

if nargin < 6; graph = false; end

if nargin < 5; T = 1; end

if nargin < 4; sigma = 0.3; end
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if nargin < 3; alpha = 0.1; end

if nargin < 2; S0 = 100; end

if nargin < 1; n = 1000; end

%% Computation task

S = zeros(n+1, n_instances);

S(1,:) = S0;

dt = T/n; % Time step

t = (0:dt:T);

% Simulation via dS

for i = 1:n

dS = alpha*S(i,:)*dt + sigma*S(i,:)*sqrt(dt).*randn(1,n_instances);

S(i+1,:) = S(i,:) + dS;

end

% Simulation via Wiener process

% t = t(1:end-1);

% W = wiener_process(n,T,false,n_instances);

% S = S0*exp((alpha-0.5*sigma^2)*repmat(t',1,n_instances) + sigma*W);

%% Plotting

% TODO: can be parametrized for both geom. and std. wiener process

if graph

figure

% Statistics

maxW = max(S, [], 1); minW = min(S, [], 1);

% Keep the indices for plotting

% To plot the run with maximum and minimum value

[maxW, imax] = max(maxW); [minW, imin] = min(minW);

lastS = S(end,:);

% Plot itself

% Plot only reasonable number of instances (1000.)

% If the max and min runs are in those first 1000, then don't plot

% them again.

n_to_print = min(1e3, n_instances);

if imax <= n_to_print; imax = []; end

if imin <= n_to_print; imin = []; end

plot(t,S(:,[1:n_to_print imax imin])); hold on;

% Plot editing

a = gca; % Get the current axis

a.Position([1 2 4]) = [.11 .3 .6]; % [1, 2] position, [3, 4] w, h

title("Simulation of the geometric Wiener process")

xlabel("\it t")

ylabel("\it S_t")

grid on;

message = "Minimal value of S: " + minW + newline + ...

"Maximal value of S: " + maxW + newline + ...
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"Mean of values of S at time T: " + mean(lastS) + newline +

...

"St. dev. of values of S at time T: " + std(lastS);

annotation('textbox',[.1 .19 0 0],'String',message,'FitBoxToText','on')

end
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P°íloha C

Kód - Poisson·v proces

function [Tn, Eps, N, T] = poisson_process(n, lambda, T, graph, ...

n_instances, t_stat)

% Simulation of the Poisson process

%

%[TN, Eps, N, T]

% TN Times of jumps

% EPS Sizes of subintervals

% N Number of jumps

% T Time needed for 'n' jumps (if 'T' not given)

%

%POISSON_PROCESS(N,LAMBDA,T,GRAPH,N_INSTANCES)

% N Number of jumps to be performed

% Default value: 10

% Note: If the 'T' parameter is set to 'T=0',

% then the jumps are generated

% until the given time t='T' is reached.

% LAMBDA Parameter for exponencial distribution

% Default value: 1

%

% T Time interval [0,T]

% Default value: 0, that means that the 'n' jumps are performed

% GRAPH 'true' or 'false' whether to plot the result or not

% Default value: false

% N_INSTANCES Number of instances of the process to be plotted

% Default value: 1

% Note: If the number of instances to plot is bigger than 2,

% then the returned vector W is highlighted with RED colored

% DASH-DOT line

% T_STAT 'true' of 'false' if to plot also the other statistics.

%% Input parameters handling

if nargin < 6; t_stat = false; end

if nargin < 5; n_instances = 1; end

if nargin < 4; graph = false; end
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if nargin < 3; T = 0; end

if nargin < 2; lambda = 1; end

if nargin < 1; n = 10; end

def_T = T; % Default 'T', needed for the recursion in plotting

%% Computation task

% If 'T==0', than no concrete time interval is given,

% Generate only 'n' exponential variables.

% Else, generate points until the sum of epsilons is less than given 'T'.

if T == 0

Eps = exprnd(1/lambda, [n, 1]);

T = sum(Eps); % If 'T' not set, set it accordingly to the jumps

else

Eps = exprnd(1/lambda);

if Eps > T

fprintf("No jumps occured to time t=" + T + "\n")

N = 0; Tn = 0; return

end

while 1

e = exprnd(1/lambda);

if sum(Eps) + e < T

Eps = cat(1, Eps, e);

else

break

end

end

end

Tn = [0; cumsum(Eps)]; % Times of jumps

N = Nt(Tn, T);

nth_jump_times = zeros(n_instances, 1); % Times of the n-th jump

nth_jump_times(1) = T;

last_N = zeros(n_instances,1);

%% Plotting

if graph

figure

maxN = N; maxT = T; % Needed for axes

last_N(1) = N;

t = [Tn; T];

jump_values = (0:N);

stairs2(t, jump_values, 'left', '-.r'); hold on; % Plot the first one

if n_instances > 1 % If the number of instances is bigger, plot others

for i = 2:n_instances

[Tn_new, ~, N_new, T_new] = poisson_process(n, lambda, def_T);

maxN(maxN < N_new) = N_new;

maxT(maxT < T_new) = T_new;

nth_jump_times(i) = T_new;

last_N(i) = N_new;
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t = [Tn_new; T_new];

jump_values = (0:N_new);

stairs2(t, jump_values, 'left'); hold on;

end

end

% Plot editing

a = gca; % Get the current axis

a.Position([1 2 4]) = [.11 .3 .6]; % [1, 2] position, [3, 4] w, h

title("Simulation of the Poisson process")

xlabel("\it t")

ylabel("\it N_t")

xlim([0 maxT]);

ylim([0 maxN]);

%yticks(0:1:maxN+1);

grid on;

message = "\lambda: " + lambda + newline + ...

"Number of runs: " + n_instances + newline + ...

"Max T: " + maxT + newline + ...

"Max N: " + maxN + newline + ...

"Mean N: " + mean(last_N);

if t_stat

message = message + newline + ...

"Mean n-th jump time: " + mean(nth_jump_times);

end

annotation('textbox',[.1 .2 0 0], ...

'String',message, ...

'FitBoxToText','on', ...

'BackgroundColor', 'white')

end

end

%% Computes the number of jumps to time 't'

function N = Nt(Tn, t)

N = binary_search(Tn, t) - 1; % Tn(N) <= t < Tn(N+1)

end

function stairs2(x, y, continuity, line_marker)

% Plots the stairs but without the vertical lines.

%

%STAIRS2(X,Y,CONTINUITY)

% X Vector of x-coordinates

% Y Vector of y values for each stair

% CONTINUITY 'left', 'right' or 'none' to highlight the points

% of discontinuity

% LINE_MARKER String to specify the line marker

%

%Example usage:
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% A = [1 2 3 4]; B = [1 2 3]; stairs2(A,B);

% Creates three lines given by points [x, y]:

% [1, 1] and [2, 1]

% [2, 2] and [3, 2]

% [3, 3] and [4, 3]

%% Input parameter's handling

if nargin < 4; line_marker = 'default'; end

if nargin < 3; continuity = 'none'; end

%% Plotting

n = length(x)-1;

A = zeros(2, n);

B = A;

for i = 1:n

A(:,i) = [x(i); x(i+1)];

B(:,i) = [y(i); y(i)];

end

if strcmp(line_marker, 'default')

color = rand([1 3]);

plot(A,B,'Color',color);

else

plot(A,B,line_marker)

end

if ~strcmp(continuity, 'none')

hold on;

marker_size = 20;

if strcmp(line_marker, 'default')

marker_face_color = color;

marker_edge_color = color;

else

marker_face_color = [1 0 0];

marker_edge_color = [1 0 0];

end

if strcmp(continuity, 'left')

scatter(A(1,:),B(1,:),marker_size,'o', ...

'MarkerFaceColor',marker_face_color, ...

'MarkerEdgeColor',marker_edge_color); hold on;

scatter(A(2,:),B(2,:),marker_size,'o', ...

'MarkerEdgeColor',marker_edge_color)

elseif strcmp(continuity, 'right')

scatter(A(1,:),B(1,:),marker_size,'o', ...

'MarkerEdgeColor',marker_edge_color); hold on;

scatter(A(2,:),B(2,:),marker_size,'o', ...

'MarkerFaceColor',marker_face_color, ...

'MarkerEdgeColor',marker_edge_color)

end

end
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P°íloha D

Kód - Kompenzovaný Poisson·v
proces

function [Tr] = cpoisson_process(N, lambda, T, ...

graph, n_instances)

% Simulation of the Compensated Poisson process

%

%[Tr]

% Tr Trajectory of the process

%

%CPOISSON_PROCESS(N,LAMBDA,T,GRAPH,N_INSTANCES)

% N granularity of the [0,T] interval

% All the other input parameters correspond to

% the POISSON_PROCESS function.

%% Input parameters handling

if nargin < 5; n_instances = 1; end

if nargin < 4; graph = false; end

if nargin < 3; T = 10; end

if nargin < 2; lambda = 1; end

if nargin < 1; N = 1000; end

%% Computation task

dt = T/N;

t = (0:dt:T);

% -lambda*t part will be the same for all of the elements

Tr = repmat(-lambda*t',1,n_instances);

for i = 1:n_instances

p = poisson_process(0, lambda, T, false, 1, false);

for j = 2:length(p)

% adds the jump size from t to the end

Tr(t > p(j), i) = Tr(t > p(j), i) + 1;

end
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end

st = length(t);

%% Plotting

if graph

figure

% Statistics

maxTr = max(Tr, [], 1); minTr = min(Tr, [], 1);

% Keep the indices for plotting

% To plot the run with maximum and minimum value

[maxTr, imax] = max(maxTr); [minTr, imin] = min(minTr);

lastTr = Tr(end,:);

% Plot itself

% Plot only reasonable number of instances (1000.)

% If the max and min runs are in those first 1000, then don't plot

% them again.

n_to_print = min(1e3, n_instances);

if imax <= n_to_print; imax = []; end

if imin <= n_to_print; imin = []; end

plot(t,Tr(1:st,[1:n_to_print imax imin])); hold on;

% Plot editing

a = gca; % Get the current axis

a.Position([1 2 4]) = [.11 .3 .6]; % [1, 2] position, [3, 4] w, h

title("Simulation of the compensated Poisson process")

xlabel("\it t")

ylabel("\it M_t")

grid on;

message = "\lambda: " + lambda + newline + ...

"Minimal value of M: " + minTr + newline + ...

"Maximal value of M: " + maxTr + newline + ...

"Mean of values of M at time T: " + mean(lastTr) + newline + ...

"St. dev. of values of M at time T: " + std(lastTr);

annotation('textbox',[.1 .19 0 0],'String',message,'FitBoxToText','on')

end
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P°íloha E

Kód - Sloºený Poisson·v proces

function [Tr, jumps, times] = compound_poisson_process(mu, sigma, lambda,

T, ...

graph, n_instances)

% Simulation of the Compound Poisson process

%

%[TR, JUMPS]

% TR Trajectory of the process

% JUMPS Sizes of jumps

% TIMES Times of jumps - determined from poisson process

%

%COMPOUND_POISSON_PROCESS(LAMBDA,T,GRAPH,N_INSTANCES)

% MU, SIGMA are parameters for normal distribution of the jump's size

% All the other input parameters correspond to

% the POISSON_PROCESS function.

%% Input parameters handling

if nargin < 6; n_instances = 1; end

if nargin < 5; graph = false; end

if nargin < 4; T = 1; end

if nargin < 3; lambda = 1; end

if nargin < 2; sigma = 1; end

if nargin < 1; mu = 0; end

if T <= 0; error('T parameter has to be greater than 0!'); end

%% Computation task

p = poisson_process(0, lambda, T, false, 1, false); % times of arrivals

jumps = mu + sigma*randn(length(p),1); % jumps are from N(mu,sigma)

jumps(1) = 0;

Tr = cumsum(jumps);

last_Tr = zeros(n_instances, 1);

times = p;
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%% Plotting

if graph

figure

maxTr = max(Tr); minTr = min(Tr);

last_Tr(1) = Tr(end);

t = [p; T];

stairs2(t, Tr, 'none', '-.r'); hold on; % Plot the first one

if n_instances > 1 % If the number of instances is bigger, plot others

for i = 2:n_instances

[Tr_new, ~, jump_times] = compound_poisson_process( ...

mu, sigma, lambda, T, false, 1);

maxTr(maxTr < max(Tr_new)) = max(Tr_new);

minTr(minTr > min(Tr_new)) = min(Tr_new);

last_Tr(i) = Tr_new(end);

t = [jump_times; T];

stairs2(t, Tr_new, 'none'); hold on;

end

end

% Plot editing

a = gca; % Get the current axis

a.Position([1 2 4]) = [.11 .3 .6]; % [1, 2] position, [3, 4] w, h

title("Simulation of the compound Poisson process")

xlabel("\it t")

ylabel("\it C_t")

xlim([0 T])

%yticks(0:1:maxN+1);

grid on;

message = "Number of runs: " + n_instances + newline + ...

"Max C: " + maxTr + newline + ...

"Min C: " + minTr + newline + ...

"Mean C: " + mean(last_Tr);

annotation('textbox',[.1 .2 0 0], ...

'String',message, ...

'FitBoxToText','on', ...

'BackgroundColor', 'white')

message2 = "\lambda: " + lambda + newline + ...

"\mu: " + mu + newline + ...

"\sigma: " + sigma;

annotation('textbox',[.4 .2 0 0], ...

'String',message2, ...

'FitBoxToText','on', ...

'BackgroundColor', 'white')

end
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P°íloha F

Kód - Kompenzovaný sloºený
Poisson·v proces

function [Tr] = ccpoisson_process(mu, sigma, N, lambda, T, ...

graph, n_instances)

% Simulation of the Compensated Compound Poisson process

%

%[Tr]

% Tr Trajectory of the process

%

%CCPOISSON_PROCESS(N,LAMBDA,T,GRAPH,N_INSTANCES)

% MU, SIGMA are parameters for normal distribution of the jump's size

% N granularity of the [0,T] interval

% All the other input parameters correspond to

% the POISSON_PROCESS function.

%% Input parameters handling

if nargin < 7; n_instances = 1; end

if nargin < 6; graph = false; end

if nargin < 5; T = 10; end

if nargin < 4; lambda = 1; end

if nargin < 3; N = 1000; end

if nargin < 2; sigma = 1; end

if nargin < 1; mu = 0; end

%% Computation task

dt = T/N;

t = (0:dt:T);

% -lambda*mu*t part will be the same for all of the elements

Tr = repmat(-lambda*mu*t',1,n_instances);

for i = 1:n_instances

p = poisson_process(0, lambda, T, false, 1, false);

jumps = mu + sigma*randn(length(p),1); % jumps are from N(mu,sigma)

119



jumps(1) = 0;

for j = 2:length(p)

% adds the jump size from t to the end

Tr(t > p(j), i) = Tr(t > p(j), i) + jumps(j);

end

end

st = length(t);

%% Plotting

if graph

figure

% Statistics

maxTr = max(Tr, [], 1); minTr = min(Tr, [], 1);

% Keep the indices for plotting

% To plot the run with maximum and minimum value

[maxTr, imax] = max(maxTr); [minTr, imin] = min(minTr);

lastTr = Tr(end,:);

% Plot itself

% Plot only reasonable number of instances (1000.)

% If the max and min runs are in those first 1000, then don't plot

% them again.

n_to_print = min(1e3, n_instances);

if imax <= n_to_print; imax = []; end

if imin <= n_to_print; imin = []; end

plot(t,Tr(1:st,[1:n_to_print imax imin])); hold on;

% Plot editing

a = gca; % Get the current axis

a.Position([1 2 4]) = [.11 .3 .6]; % [1, 2] position, [3, 4] w, h

title("Simulation of the compensated compound Poisson process")

xlabel("\it t")

ylabel("\it C*_t")

grid on;

message = "Minimal value of C*: " + minTr + newline + ...

"Maximal value of C*: " + maxTr + newline + ...

"Mean C*(T): " + mean(lastTr) + newline + ...

"St. dev. C*(T): " + std(lastTr);

annotation('textbox',[.1 .19 0 0],'String',message,'FitBoxToText','on')

message2 = "\lambda: " + lambda + newline + ...

"\mu: " + mu + newline + ...

"\sigma: " + sigma;

annotation('textbox',[.5 .19 0 0], ...

'String',message2, ...

'FitBoxToText','on')

end
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P°íloha G

Kód - Black-Scholes-Merton·v model

function [c] = black_scholes(S0, r, T, K, sigma, type)

% Computes the theoretical price of the european option

% via the Black-Scholes-Merton formula

%

%[C]

% Returns the price of the option

%

%BLACK_SCHOLES(S0,R,T,K,SIGMA,TYPE)

% S0 Prize of the stock now

% R Interest rate

% T Maturity

% K Strike price

% SIGMA Volatility

% TYPE Either 'call' or 'put'

%

%NOTES:

% Except the parameter 'type', others can be vectors.

%% Input parameters handling

if nargin < 6; type = 'call'; end

if nargin < 5; sigma = 0.3; end

if nargin < 4; K = 100; end

if nargin < 3; T = 1; end

if nargin < 2; r = 0.05; end

if nargin < 1; S0 = 100; end

%% Computation task

% d1 ... d+, d2 ... d-

d1 = 1./(sigma.*sqrt(T)).*(log(S0./K) + (r + sigma.^2/2).*T);

d2 = d1 - sigma.*sqrt(T);

switch lower(type)

case "call", c = S0.*normcdf(d1) - exp(-r.*T).*K.*normcdf(d2);

case "put", c = exp(-r.*T).*K.*normcdf(-d2) - S0.*normcdf(-d1);
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otherwise

disp("Wrong type selected. Only 'call' and 'put' are allowed.")

end
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P°íloha H

Kód - Skokový proces

function [c] = pure_jump_price(S0, r, T, K, sigma, lambda, alpha)

% Computes the theoretical price of the european call option

% via the pure jump model

%

%[C]

% Returns the price of the option

%

%PURE_JUMP_PRICE(S0,R,T,K,SIGMA,LAMBDA,ALPHA)

% S0 Prize of the stock now

% R Interest rate

% T Maturity date

% K Strike price

% SIGMA Volatility

% LAMBDA Frequency of jumps per unit of time

% ALPHA Mean rate of return

%% Input parameters handling

if nargin < 7; alpha = 0.2; end

if nargin < 6; lambda = 1; end

if nargin < 5; sigma = 0.3; end

if nargin < 4; K = 100; end

if nargin < 3; T = 1; end

if nargin < 2; r = 0.05; end

if nargin < 1; S0 = 100; end

if T == 0

c = max([S0 - K, 0]);

return

end

%% Computation task

rn_lambda = lambda - (alpha - r)/sigma;

n = 50; % summation index (max is 170 due to the n! limit)
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c = option_price(S0, rn_lambda, T, r, sigma, K, n);

end

function [y] = positive(x)

% represents (x)^+ operator

len_x = length(x);

x = reshape(x, [len_x, 1]);

y = max([x zeros(length(x),1)], [], 2);

end

function [p] = poisson_prob(lambda, T, n)

i = (0:n)';

p = (lambda.^i.*T.^i)./factorial(i)*exp(-lambda*T);

end

function [c] = option_price(x, lambda, T, r, sigma, K, n)

i = (0:n);

a = x*exp(-lambda*sigma*T)*(sigma + 1).^i;

b = K*exp(-r*T);

p = poisson_prob(lambda, T, n);

elements = positive(a - b).*p;

c = sum(elements);

end
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P°íloha I

Kód - Skokov¥ difúzní proces

function [c] = jump_diffusion_price(S0, r, T, K, sigma, lambda, beta, b)

% Computes the theoretical price of the european call option

% via the Jump-diffusion model

%

%[C]

% Returns the price of the option

%

%JUMP_DIFFUSION_PRICE(S0,R,T,K,SIGMA,LAMBDA,BETA,B)

% S0 Prize of the stock now

% R Interest rate

% T Maturity date

% K Strike price

% SIGMA Volatility

% LAMBDA Freqeuncy of jumps per unit of time

% BETA Mean size of jumps

% B Variance of jump's size

%% Input parameters handling

if nargin < 8; b = 0.4; end

if nargin < 7; beta = 0.083287; end

if nargin < 6; lambda = 1; end

if nargin < 5; sigma = 0.3; end

if nargin < 4; K = 100; end

if nargin < 3; T = 1; end

if nargin < 2; r = 0.05; end

if nargin < 1; S0 = 100; end

if T == 0

c = black_scholes(S0,r,T,K,sigma,'call');

return

end

%% Computation task
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rn_lambda = lambda*(1+beta); % risk-neutral lambda

n = 50; % summation index (max is 170 due to the n! limit)

r_n = r_element(r, lambda, beta, T, n);

sigma_n = sigma_element(sigma, b, T, n);

c = option_price(S0, rn_lambda, T, r_n, sigma_n, K, n);

end

function s_n = sigma_element(sigma, b, T, n)

i = (0:n)';

s_n = sqrt(sigma^2 + b^2*i./T);

end

function r_n = r_element(r, lambda, beta, T, n)

i = (0:n)';

r_n = r - lambda.*beta + (log(1+beta)./T).*i;

end

function [p] = poisson_prob(lambda, T, n)

i = (0:n)';

p = (lambda.^i.*T.^i)./factorial(i).*exp(-lambda*T);

end

function [c] = option_price(x, lambda, T, r_n, sigma_n, K, n)

p = poisson_prob(lambda, T, n);

bsm = black_scholes(x, r_n, T, K, sigma_n, 'call');

elements = p.*bsm;

c = sum(elements);

end
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P°íloha J

Kód - Simulace ceny

%% Simulation

t0 = 0; % starting time

T = 1; % maturity date in years

sigma = 0.3; % volatility

alpha = 0.3;

K = 100; % strike price

lambda = 1;

beta = 0.083287; % 1+beta = mean of log-normal jump

b = 0.4; % variance of log-normal jump

r = 0.05;

n = 1000;% steps

n_instances = 1000;% instances

St = (50:150);

len_St = length(St);

% BSM

c_bs_e = zeros(len_St,1); % empirical prices

c_bs_t = zeros(len_St,1); % theoretical prices

% PJ

c_pj_e = zeros(len_St,1);

c_pj_t = zeros(len_St,1);

% JD

c_jd_e = zeros(len_St,1);

c_jd_t = zeros(len_St,1);

for idx = 1:len_St

[W, t] = wiener_process(n,T,false,n_instances);

S_bsm = St(idx)*exp((r-0.5*sigma^2)*repmat(t',1,n_instances) +

sigma*W);

c_bs_e(idx) = exp(-r*T)*mean(max(S_bsm(end,:)-K,0));
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c_bs_t(idx) = black_scholes(St(idx),r,T,K,sigma,'call');

% Pure Jump

S_pj = zeros(length(t),n_instances);

rn_lambda = lambda - (alpha - r)/sigma;

sigma = 0.3;

jj = zeros(n_instances,1);

for k = 1:n_instances

[Tn, Eps, N, T] = poisson_process(0, rn_lambda, T, false); % times

of jumps

pow = 0;

jj(k) = length(Tn)-1;

Tn = [Tn(2:end); T];

for i = 1:length(t)

for j = 2:length(Tn)

if Tn(j-1) <= t(i) && t(i) < Tn(j)

pow = j-1;

end

end

S_pj(i,k) = St(idx)*(sigma + 1)^pow*exp(r*t(i) ...

- rn_lambda*sigma*t(i));

end

end

c_pj_e(idx) = exp(-r*T)*mean(max(S_pj(end,:)-K,0));

c_pj_t(idx) = pure_jump_price(St(idx),r,T,K,sigma,lambda,alpha);

% Jump-diffusion

S_jd = zeros(length(t),n_instances);

jj = zeros(n_instances,1);

rn_lambda = lambda*(1+beta);

% normal to log-normal tranformation with given params of the LN dist.

ln_mu = log((1+beta)^2/(sqrt((1+beta)^2 + b^2)));

ln_sigma = sqrt(log(1 + b^2/(1+beta)^2));

tes = [];

mm = ones(n_instances, 1);

for k = 1:n_instances

% times of jumps

[Tn, Eps, N, T] = poisson_process(0, rn_lambda, T, false);

mult = 1; % multiplicator

jj(k) = length(Tn)-1;

for kk = 1:jj(k)

pom = exp(ln_mu + ln_sigma*randn());

tes = cat(1,tes,mult);

mult = pom*mult;

mm(k) = mult;

end

for i = 1:length(t)

S_jd(i,k) = St(idx)*exp(sigma*W(i,k) + ...

(r - beta*lambda - 0.5*sigma^2)*t(i))*mult;

end
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end

c_jd_e(idx) = exp(-r*T)*mean(max(S_jd(end,:)-K,0));

c_jd_t(idx) = jump_diffusion_price(St(idx),r,T,K,sigma,lambda,beta,b);

end

plot(St,c_pj_e); hold on; plot(St,c_pj_t);

plot(St,c_jd_e); hold on; plot(St,c_jd_t);

plot(St,c_bs_e); hold on; plot(St,c_bs_t);

title('Simulated and theoretical option price')

xlabel('\it spot price')

ylabel('option price')

grid on;

lgd = legend("Pure Jump - simulation", ...

"Pure Jump - theoretical", ...

"Jump-diff - simulation", ...

"Jump-diff - theoretical", ...

"BSM - simulation", ...

"BSM - theoretical", ...

"Location", "northwest");

title(lgd, 'Simulation vs. theory')
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