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Uvod

Tato prace je ivodem do dynamiky kiivek v roviné. PrestoZe je kiivka Cisté matematicky
objekt, podobné struktury se bézné nachazeji v piirodé, napiiklad rozhrani rtiznych latek
lze ¢asto dobre aproximovat kiivkou. PTi studiu fazovych rozhrani pak vyvstala motivace
pro studium dynamiky ki¥ivek, konkrétné v rdmci Gibbsovy-Thomsonovy podminky na
rozhrani.

Prvni kapitola této prace se zabyva matematickym tvodem, kde se definuji pojmy potiebné
pro zbytek prace. Soucasti kapitoly je i rozbor vlastnosti rovnice vedeni tepla.

Ve druhé kapitole predstavime tlohu
v==k+f, (1)

kde v je velikost normélové rychlosti, x kfivost kfivky a f vnéjsi sila.

Fyzikalni motivaci této tlohy jsou napiiklad fazové prechody latek (|7, [22], [16]) a dyna-
mika dislokaci v materialech ([5], [28], [23]). Vyuziti lze dale nalézt pii zpracovani digitél-
niho obrazu (|10], [26]), napf. pfi hledani hran v obrazku nebo pfi odstraiovani Sumu.

Déle je soucasti druhé kapitoly uvedeni zakladnich zptusobu feSeni tlohy (1) - pfimé a
nepiimé metody. Jelikoz je tato tloha v roviné dobfe prostudovana, v této kapitole jsou
rozebrany i nejdulezitéjsi teoretické vysledky.

Ve treti kapitole popisujeme numerické schémata odvozenéa pomoci piimé metody. Pro lepsi
efektivitu vypoctia vyuzijeme tangencialni redistribuci.

V posledni kapitole predvedeme vypocetni vysledky ziskané pomoci schémat z predchozi
kapitoly.

Tato prace vznikla v rdmci vyzkumnych praci projektu ,,Centrum pokrocilych aplikovanych
prirodnich véd“ ¢. CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_019/0000778 MSMT CR.






Kapitola 1

Potrebny matematicky aparat

V nasledujici kapitole probereme vlastnosti rovnice vedeni tepla. Divodem je podobnost
rovnice pohybu podle kfivosti pravé s difuzni rovnici. Dale predstavime zékladni pojmy z
diferencialni geometrie tykajici se kfivek, abychom porozuméli zkoumanému pohybu. Na-
konec si zadefinujeme tzv. Hausdorffovu metriku, pomoci které miizeme pomérovat vzda-
lenost dvou kompaktnich mnozin v metrickém prostoru. Jeji vyuziti v této préaci spociva v
moznosti porovnavat rizné kiivky v R2.

1.1 Vlastnosti rovnice vedeni tepla

Rovnice vedeni tepla je linedrni parabolickd parcidlni diferencialni rovnice, kterd je du-
kladné prostudovana (viz [40]). Fyzikalni interpretaci muZe byt Sifeni tepla nebo difuze
latky ve zkoumané oblasti.

U rovnice vedeni tepla nas zajimé predevsim princip maxima, jelikoz ho lze vyuzit i v

vvvvvv

a nalezneme feSeni v jednorozmérné prostorové oblasti.

Rovnice vedeni tepla (nebo také difuzni rovnice) v R™ s Dirichletovou okrajovou podminkou
je linearni parcialni diferenciélni rovnice tvaru

Ou(Z,t) = D (Au(Z,t)) + F(Z,t) na  x (0, +00), (1.1)
u(Z,0) = up(Z) na {2,
ulon(t) =0 Vi > 0,

kde €2 je omezena oblast v R"”, D > 0 je difuzni koeficient, ug je po¢atecni hodnota fuknce u
a I je zdrojovy ¢len. Symbolem A oznacujeme Laplacetv operdtor. V pripadé modelovani
Sifeni tepla funkce F' predstavuje tepelny zdroj rozmistény na oblasti €2 a u predstavuje
funkci teploty na €.

1.1.1 Analytické feSeni v jednorozmeérné oblasti

Dale nalezneme analytické feSeni rovnice vedeni tepla na jednorozmérné oblasti, tedy v
piipadé n=1. Rovnice (1.1) pak pfejde do tvaru:



Oyu(x,t) = DOgpu(z,t) + F(x,t) na (a,b) x (0, +00), (1.2)
u(z,0) = up(x) na (a,b),
u(a,t) =0, wu(b,t) =0 vt > 0.

Nejprve nalezneme feSeni homogenni, tedy pro funkei F' nulovou. K jeho sestrojeni vyuzi-
jeme tzv. separace proménnych (podrobny postup lze detailné najit v [40]). Pfedpokladejme
tvar fesni u(z,t) = X (x)T(t), kde funkce X a T nejsou vSude nulové. Pak po dosazeni do
rovnice (1.2) a formalnich tpravach ziskdme rovnici

T X"
T(t) = Dy(f'?),

kde kazda strana je funkci jiné proménné, proto se rovnaji néjaké stejné konstanté, kterou
oznac¢ime —\ € R. ReSme tedy nejprve rovnici

DX"(x) + X (z) = 0. (1.3)

Hledame, pro ktera X existuje netrivialni feSeni rovnice (1.3), které zaroven splni okrajovou
podminku. Diky netrivialité funkce T pfejde okrajova podminka do tvaru

Pro A < 0 je feSenim (1.3) linearni kombinace dvou exponenciel, ktera neni v zadném bodé
rovna nule, pokud neni nulovad na celém defini¢nim oboru. To znamené, Ze nelze splnit
okrajové podminky. Pro A = 0 tlohu fesi pouze linearni funkce, ale ta je nulovi pravé v
jednom bodé, pokud to opét neni nulovéi funkce. Dirichletovu podminku také nelze splnit.
Zbyvé jen A > 0. Pak pro A, B € R je jednim z moZnych tvari FeSeni (1.3)

X(z) = Asin <(m - a)\/g> + Boeos ((:1: _a) g) ,

ktery je vyhodny pii dalsich upravach. Okrajovou podminku v bodé a splnime jen pro
B = 0. Predpoklddajme A # 0. Z podminky v bodé b plyne rovnice pro A

sin <(b —a) g) =0.

Tato rovnice méa spocetné mnoho feSeni, kterd oznac¢ime Ag, k € N:

Er \?
A =D .
= (555)

Pro kazdé A\ nalezneme funkei Ty (¢) danou rovnici

T—F)\kT:O.

Je ziejmé, ze Casova funkce bude vzdy ve tvaru klesajici exponenciely.

Ve vysledku jsme nasli spo¢etné mnoho homogennich feSeni rovnice (1.2) ve tvaru

(2, ) = Age ™ sin ((:c —a) \/§> .
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Libovolnou kombinaci téchto fesenf pak ziskdme znovu homogenni feseni. Proto navrhneme

u(x,t) = io Ape Mt sin ((m —a) \/’\E> . (1.4)
k=1

Pokud tato fada stejnomérné konverguje, pak se skutecné jedna o feSeni.

TeSeni ve tvaru

Dale dosazenim pocatecni podminky

u(z, 0) = ug(x) = +§Ak sin <(:c )T > (1.5)

b—a
k=1

ziskdme rozvoj do trigonometrické fady na intervalu (a,b). Proto se jedna o rozvoj funkce
ug do Fourierovy fady na intervalu (a,b). Po pfenésobeni rovnice (1.5) vyrazem

sin ((x _ a)blfa>

a integraci od a do b ziskdme s vyuzitim stejnomérné konvergence Fourierovych rad

/buo(x) sin <(x . a)bl_”a> dz = i::Ak /bsin <(ac . a)blfa> sin ((x _ a)bk_ﬂa> d

2 k=1
> b—a T
= Z A /sin (Iz)sin (kz) dz
> b—am
= Z Ay, §5k,z
k=1
— 4 b—a

Dosazenim do (1.4) ziskdme tvar u(zx,t), ktery pak dale upravime

u(z, t) = g ; E - a/bUO(y) sin <(y - a)bk_wa> dy e M'sin ((fv —a) Aﬁf)

|

b

— / G(z,y, t)uo(y)dy.

a

+oo
2 et k :
- E e Mt gin <($ — a)b _ﬁa> sin <(y —a) ’\D’“) uo(y)dy
k=1

G(z,y,t)

Takto definované G(z,y,t) se nazyva Greenova funkce (|40]).



Dalsim krokem je nalezeni FeSeni tlohy (1.2) s nenulovou pravou stranou F(x,t) a naopak
nulovou pocate¢ni podminkou ug(z). Se¢tenim tohoto feseni s jiz nalezenym homogennim
nalezneme celkové feseni (1.2).

Hledejme nehomogenni feseni ve tvaru

Zuk )sin ( x—a)\/75>

Dosadme tento tvar feseni do rovnice (1.2), kde namisto F'(x,t) napisme Fourieriv rozvoj
této funkce na intervalu (a, b):

—+00

> (up(t) + Apug(t)) sin <(x —a f) ka ) sin ( z— a)@) :

k=1
V8echny koeficienty se pak mus{ rovnat, ziskdvidme tudiz obycejné diferencialni rovnice pro
funkece ug. Z poc¢ateéni podminky plyne, Zze ux(0) =0, Vk € N. VyfeSenim rovnic
uy, + Mgt = f,
ug(0) =0

ziskdme jejich reSeni
t

up(t) = /e_’\’“(t_T)fk(T)dT, keN.
0

Po dosazeni upravime FeSeni zdménou integralu se sumou, vyjadienim koeficientii fi(7) a
vyuzitim tvaru Greenovy funkce:

/t e (t=7) fr(7)dT sin <(m—a)\/)"?> — /t/bG(az,y,t—T)F(yﬂ-)dydT‘
0 0

a

+
8

e
Il

1

Celkové feseni tlohy (1.2) je tedy
b t b
u(z,t) = /G(:r:,y,t)uo(y)dy + //G(:L‘,y,t —7)F(y, 7)dydT.
a 0 a
Pripad obecné&jsi okrajové podminky je feSen v [40].

1.1.2 Princip maxima

Mgjme ted tlohu vedeni tepla s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Owu(z,t) = DOyyu(x,t) + F(x,t) na (a,b) x (0, +00), (1.6)
u(z,0) = up(x) na (a,b),
u(a,t) = g1(t), u(d,t) = ga(t) vt > 0.

Véta 1.1.1 (Princip maxima) Necht feseni ulohy (1.6) (ozn. u(x,t)) existuje na Dy :=
(a,b) x (0,T). Pak

ute0) < max { 0), 2(0). o (ua(o)} | + KT na Dy
z€(a,

kde pro konstanty Ko > 0, K > 0 plati, Ze |F(z,t)] < Ko < K.



Diikaz: Z linearity rovnice plyne, Ze feSeni u tlohy (1.6) mtuZeme napsat jako
u(x,t) = ui(x,t) + ug(z,t),

kde wu; Tesi lohu (1.6) s nulovou pravou stranou (tedy F = 0), ale se zachovanymi okrajo-
vymi podminkami a se zachovanou po¢ateéni podminkou a ug ¥esi (1.6) naopak s nulovymi
okrajovymi podminkami a nulovou poc¢ateéni podminkou (to znamena g1, g2, up = 0). Do-
kaZeme tvrzeni pro uq a uo zvIAast.

Nejprve dokdZeme, Ze uj nabyva maxima na mnoziné A := {(z,t) € Dy |z =aVax =
bVt =0}. Definujme
m = mjx{ul(w,t)},
M := max{uj(z,t)}.
Dy
Necht pro spor M > m, tedy u; svého maxima nabyva jinde, neZ na mnoziné A. Ozn.
(x0,to) bod, kde u(xg,ty) = M. Definujme si funkci

v(x,t) = uy(z,t) + H(x —20)%

Pro tu plati
m+ M

M —m
b—a)® =
(b—ap ="

2(b—a)?
M—m 9

W(UCO —x0)” =M.

Tedy maximum funkce v je v&tsi nebo rovno M a neni nabyvano na A. Necht je toto

maximum nabyvano v bodé (x1,t;). Tedy

v(zy,t1) = r%ax{v(a:,t)}, (z1,t1) ¢ A,
!

v(z,t) <m+

< M na A,

v(@o,to) = M +

z ¢ehoZ vyplyva, Ze mohou nastat pouze dva pripady:

o (x1,t1) € Dy (to znamena t; # T)
Pak z vlastnosti lokdlniho maxima plati
8tv(x1,t1) = 0, 8zv(a:1,t1) = 0, 8mv(a:1,t1) S 0.
Tteti nerovnost vyplyva z negativni semidefinitnosti matice druhych derivaci (Hessi-
ana) v bodé (z1,t1) a Sylvesterova kritéria. Pak
M —m

05 O tr) = Ompv(er,te) = ==y

(1.7)

coZ je spor s predpokladem M > m.

o t1 =T, 21 € (a,b)
Pak stejné jako predtim plati

8xv(ar1,t1) = 0, 835351)(.%'1,251) S 0.

Nyni odvodime, jak vypada ¢asova derivace zleva v (z1,t1). Z definice maxima na
levém okoli t; plati v(z1,t) < v(x1,t1). Diusledkem je nasledujici nerovnost:

v(zy,t) —v(x1,t1)

O(xy,t1) = lim > 0.
t—t] =11
<0

Z ni pak také vyplyva nerovnost (1.7), tedy dochézi opét ke sporu.



Ted dokazeme, Ze

UQ($,t) S KT na Df.
Oznatme L = maxp {ua(z,t))}. Necht pro spor L > KT, tedy necht v bodé (xg,tg),
ve kterém je hodnota L nabyvéana, plati ua(zg,tg) > KT. Definujme pomocnou funkei w

tentokrat ve tvaru: Ty
w(z,t) = ug(z,t) + KTT'

Jelikoz na mnoziné A je ug(z,t) = 0, plati

Tt
w(z, t) :KTT < KT < L na A.

Po dosazeni bodu (xg,ty) dostaneme

Tt
w(zo, to) = L+ KT~ 0> 1.

—_——
>0

Necht je maximum funkce w dosazeno v bodé (x1,t;). Pro ten plati, ze nelezi v A a
ug(z1,t1) > L. Analogicky k pfedchozimu postupu se pro vSechna mozna t; € (0,7
dokéze nerovnost

8tw(x1,t1) - amw(xl, tl) Z 0.

Po dosazeni za w dojdeme k nésledujici nerovnosti:
Ow(z1,t1) — Opgw(x1, t1) = Opua (w1, t1) — Oggua(z1,t1) — K = F(z1,t1) — K >0,
ale z predpokladu plati
F(z1,t1) = K < [F(z1,t)] - K <0,

coZ je spor s definici konstanty K.

Celkem tak na Dy plati

u(z,t) = uy(x,t) + uz(x,t) < max {gl (t),92(t)7£1[%?§]{uo($)}} + KT,

coz jsme chtéli dokézat. O

1.2 Pojmy z diferencidlni geometrie kiivek

Pro potieby této préice je nutné se seznamit se zakladnimi pojmy z diferencialni geometrie
krivek. Nasledujici ¢ast se zabyva obecnou parametrickou definici kfivky v R™, déle vlast-
nostmi rovinnych kiivek. V roviné se zavede teény a normélovy vektor (Frenetiiv ramec
nebo také Frenetiv repér v roving) a kiivost rovinné kiivky. Posledni ¢ast sekce je véno-
vana prostorovym krivkdm. Definujeme Frenettv ramec v prostoru, dale kfivost a torzi
prostorové kiivky.

Definice 1 (Parametricky zadana kiivka) Necht' I C R je interval. Spojité zobrazeni
v : I — R™ nazveme parametricky zadanou kfivkou. Definujeme stopu krivky I' C R™ jako
obraz tohoto zobrazeni, tedy T := ~(I).



I' pfedstavuje geometricky objekt, zatimco v je zobrazeni, diky kterému jsme schopni
zkoumat vlastnosti kiivky. Slovem ,kiivka“ vSak budeme oznacovat i objekt I'. Z kontextu
bude zfejmé, zda-li méme na mysli podmnozinu R™ nebo zobrazeni do R™. Pismenem [
budeme dale znacit interval, kde je kiivka definovana.

Interval I nemusi byt ani uzavieny, ani omezeny. Stejné tak I' nemusi byt omezenad mno-
zina. Piiklad takové kiivky, kterd ma tudiz nekonecnou délku, je na obr. 1.1. Kfivka se
nazyva Descartuv list. Dle nasi definice, kde pozadujeme kfivku definovanou na intervalu,
se vlastné jedna o dvé kiivky

71t (=00, —1) = R% v : (=1, +00) — R?

3t 3t
e =1yEiee)

Pokud v8ak je I uzavieny interval, tedy je to kompakt, pak i I' je kompaktni mnozina.

se stejnym predpisem:

Descartlv list Necht ¢ : J — I je spojita bijekce mezi
2 i intervaly I a J, v : I — R" kfivka. Pak
15 - 7 := =y o ¢ parametricky zadava stejny ob-
1 _ jekt I, jelikoz plati ¥(J) = v(o(J)) = v(I).
o5 L L | To znamena, Ze jeden objekt 1ze reprezen-
\\\ tovat rtznymi zobrazenimi. Kfivku 4 na-

> 0 ' ] zveme reparametrizaci kiivky +.
o Mg&jme nyni uzavieny interval: I = [a,b)].
Tr b Linearn{ transformaci ¢~*(u) = ¥=2 pro
15 ¢ 7 v8echna u z intervalu [a, b] dostaneme inter-
2 — val [0,1] = ¢~ ([a, b]). Tedy kiivka 7(t) :=
2-15-1-05 0 05 1 15 2 ~v(¢(t)) bude definovana na intervalu [0, 1].

X Analogicky lze ziskat kiivku definovanou na

intervalu [0, 27].
Obrazek 1.1: Priklad rovinné kiivky s ne-
kone¢nou délkou - Descartuv list: y(t) =

2

Dale 1ze hovorit o n-krat spojité diferenco-
vatelné kiivee v piipadé, ze v € C™(I). S
diferencovatelnosti se vaze pojem regularity
krivky.

Definice 2 Krivka v € CM(I) se nazjvd
reguldrni, pokud | 7' |# 0 na I. | - | znaci
eukleidovskou normu. V anglicky psané literatute se takovd kiivka nazve ,immersed”.

Dalsi uzite¢nou vlastnost{ je prostota kiivky. Kfivka ~ je prosta pravé tehdy, kdyz plati

Yui,ug € I:y(uy) =v(ug) = up = ug.

V anglicky psané literatufe se regularni a prosta kiivka nazve ,,embedded”. Takova kiivka
nikde sama sebe neprotina. Pojmy ,immersed“ a ,embedded maji i obecnéjsi vyznam, pro
nase ucely v8ak postaci tato definice (viz [41]).

Dulezitou parametrizaci je parametrizace podle délkového parametru. To znamena, Ze
zméné parametru odpovida zmeéna délky oblouku kfivky. Parametr takové kiivky znac¢ime
s.



Definice 3 Necht~ je kiivka, v € CD(I). v je pFirozene parametrizovand, pokud | 4'(s) |=
1 pro vsechna s € 1.

Prirozené parametrizované kiivka je vzdy regularni. Podminka regularity kiivky je ve sku-
tecnosti postacujici k existenci pfirozené reparametrizace.

Véta 1.2.1 Libovolné parametrizovanou kiivku lze piirozené reparametrizovat, praveé kdyz
Je requldrni.

Dikaz: Mé&jme v € C(l)(I ) regularni obecné parametrizovanou kiivku, necht bez Gjmy na
obecnosti plati 0 € I. Definujme funkci s(u) : I — R predstavujici pro u > 0 délku oblouku

od bodu 7(0) do bodu y(u):
s(u) = /d§ - / | +/(@) | di.
0 0

V piipadé u < 0 je s(u) rovna zaporné vzaté délce oblouku. Derivaci s(u) podle u a s
pouzitim regularity kiivky ~ ziskdme nerovnost

ds ,
— = 0.
70 = (W) >

Z monotonie funkce s(u) na I vyplyva, Ze existuje inverzni funkce u(s) : s(I) — I. Kiivka
~v(u(s)) pak bude pfirozené parametrizovana. O

Pro kiivky s kone¢nou délkou L lze v pfirozené parametrizaci volit I = [0, L].

Mg&jme ted libovolnou funkci g(s), odvodime vztah mezi derivacemi podle pfirozeného a
obecného parametru. Po dosazeni s(u) s pouzitim fetézového pravidla plati

2 (g(su) = P D0y <) 4/() | % 5w,

z ¢ehoz vyplyva uziteény vztah

a__ 1 d
ds | 9'(u) | du’

V této praci budeme vyuzivat hlavné jeden druh kiivek, a to uzaviené.

Definice 4 Uzavtend kiivka je kifivka definovina na uzavieném intervalu [a,b], pro kte-
rou plati y(a) = ~(b).

Pro uzavienou kfivku miZeme ztotoznit interval, na kterém je definovana, s jednotkovou
kruznici S' c R2.
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Rovinné kiivky

V nésledujici ¢asti budeme uvazovat kiivky
v R?, které se nazyvaji rovinné. Zavedeme
kiivost a Frenetuv ramec rovinnych kiivek.

Asteroida
1 T T

0.8
Definice 5 Kiivku v nazveme Jordanova, 0.6
pokud je uzaviend a prostd (aZ na pocdtecni 0.4
a koncovy bod). 0.2
0
Pro Jordanovu kfivku ~ je dokizano, Ze 0.2
mnozina R?\ T' sestava ze dvou komponent 04
souvislosti (oblasti s prazdnym priinikem). '
Neomezena se nazyva vnéjsek krivky -y -0.6
(zn. ext(I')) a omezena se nazyva vnitiek -0.8
kFivky 7 (zn. int(I')). Jordanova kiivka -1

v8ak nemusi byt regularni. Na obrazku 1.2 -1 -0.8-06-0.4-02 0 02040608 1

je znazornéna rovinna k¥ivka s ndzvem aste-
roida, ktera je Jordanova. JelikoZ neni spo-
jité diferencovatelna, nemuze byt ani regu-
larni.

Obrazek 1.2: Piiklad Jordanovy kiivky - aste-
roida: y(u) = (cos?(u),sin®(u)), u € [0, 27].

Definujme navic jesté jednu vlastnost Jordanovych kfivek - konvexnost.

Definice 6 Jordanovu kiivku v nazveme konvexnt, pokud plati

Vuy,ug € I,V € (0,1) : ay(ur) + (1 — a)y(uz) € int(I") UT.

Frenetovy vztahy a kfivost

Definice 7 Pro prirozené parametrizovanou kiivku v definujeme tecny vektor T = %'y a
normadlovy jednotkovy vektor ]\7, ktery je kolmgj na Ta orientovany tak, aby det(f, N) =1.

Jinak Feceno, N = (%’y)% kde operace L piisobi na vektor (a,b): (a,b)* = (=b, a).
Dale budeme predpokladat kiivky alespon dvakrat spojité diferencovatelné.
Jelikoz plati T -T= 1, po zderivovani podle parametru s dostaneme %f T = 0. Z toho

vyplyvé, ze v kazdém bodé existuje redlné ¢islo « tak, Ze

d
—T = kN. 1.
L =r (1.9)

Nasledné zT-N =0a N - N = 1 odvodime
d

2N = —&T. 1.10
75 K (1.10)

Témto vztahtim fikdime Frenetovy vzorce v roviné.

Z (1.8) lze prepsat prvni Frenetiv vzorec pomoci obecné parametrizace:

dys_ 1 d (A
ds! = T3 | du <| () |>‘ (L11)

11



Definice 8 Velicinu k(s) spliugici %f = kN nazyvame krivosti rovinné krivky v bodé s.

Existuje intuitivni zptisob, jak chapat kiivost. Kfivka je v ur¢itém bodé vice ,zkiivena”,
pokud se v okoli tohoto bodu rychleji méni smér tecného vektoru. Coz jinak fe¢eno znamena
rychlou zménu dhlu mezi teénym vektorem a osou x v danych kartézskych souradnicich. V
nésledujici definici se zavadi takovy thel.

Definice 9 Spojitd funkce 0(u), kterd spliuje
T(u) = (cosO(u),sinf(u)),

se nazyvd tecny uhel krivky.
Véta 1.2.2 V prirozené parametrizaci plati, Ze r(s) = 6'(s).

Dﬁ;kaz: . .
4T = L (cosf(s),sinf(s)) = 6'(s)(—sinf(s),cosd(s)) = 0'(s)N = x(s)N. -

Vétsinou vSak budeme mit k dispozici pouze obecné parametrizovanou kiivku. Pak je
uzite¢né umeét vyjadrit kfivost i v jiné parametrizaci, nez prirozené.

Véta 1.2.3 Pro kiivost obecné parametrizované requldrni kiivky plati

det /7 7
p = 37 (1.12)
|7

Dikaz: Jiz vime

k(s) = 0'(s).
Predpokladejme nyni, ze zname zéavislost teného thlu na obecném parametru u. Pak se
jedna o jinou funkci, proto tecny thel zavisly na u znacme jinym zptsobem: 6(u). Plati
0(s) = 6(u(s)). Derivujme tuto rovnost podle pfirozeného parametru

df (u(s))

w(s) = Tt = (u(s) (),

pak prejdéme k proménné u pomoci derivace inverzni funkce, kde kiivost zavislou na pa-
rametru v znac¢ime K:
-1

Ru) = (s(u)) = 0'(u) (5'(w)
Tento vyraz chceme vyjadiit pomoci v/ (u) = (v (u), 5 (w)).
Nelze vyjadtit spojity tec¢ny thel 6 pomoci ~" globalné. Postaci vsak lokalni vyjadieni.

Volme libovolné ug € I°, kde I° znaéi vnitfek intervalu I. Pak mohou nastat dva piipady:

e 7i(up) # 0: Pak existuje otevieny interval J C I obsahujici ug tak, Ze na J plati
vy # 0. Zaroven existuje k € Z tak, Ze

O(u) = kr + arctan ()

Yu € J.

Z tohoto vyjadreni plyne diferencovatelnost 6 na J , tudiz i v ug.

12



e i (up) = 0: Pak z regularity kiivky existuje otevieny interval J C I tak, Ze na J
plati 74 # 0. Zaroven existuje k € Z tak, ze

- /
O(u) = km + arccotgfy} () Vu € J.
V2 (u)

Z tohoto vyjadieni opét plyne diferencovatelnost 6 na J, tudiz i v uo.

Derivaci 6 podle u ziskdme v obou pifpadech stejny vyraz:

g s = _ det(v',7")
V2 + % |y |2

Dale s(u) predstavuje opét délku oblouku, tedy s(u) = [J' | 7/(@) | di pro vSechna u €
[0, 1]. Celkem tak dostaneme

N 1 det(y,y") 1 det(v,7")
|7 12 | .

O
Pro uzaviené kiivky (bez Gjmy na obecnosti definované na [0, 1]) plati pro k € Z rovnost
0(1) — 0(0) = 2k.

Divodem je rovnost T(1) = T/(0). Pro Jordanovu kiivku vsak k mize nabyvat jen jis-
tych hodnot. Tento poznatek je dokadzan nasledujici vétou o ,turning tangents* neboli o
,otacejicich se te¢nach®:

Véta 1.2.4 (Theorem of Turning Tangents, [34]) Pro Jordanovu regquldrni kifivku plat,
Ze k = +1.

Dikaz lze nalézt v [34] v ramci dikazu tzv. Gauss-Bonnetovy véty.

Intuitivné tento poznatek znamena, ze te¢ny vektor Jordanovy krivky ,,obéhne* kruh préave
jednou.

Pokud k = 1, Jordanovu kiivku nazveme kladné orientovanou, jinak zaporné orientovanou.
Pokud je v(u) kladné orientovana, pak kiivka 4(u) := v(1 — u) je zdporné orientovana a
naopak. To si nyni dokdzeme. Necht 6(u) je teény uhel kiivky ~y. Plati

Yoo N B B A A
W(U) = m(l u) = < cos(f(1 —u)), —sin(6(1 u))) = (cos(@(u)),sm(@(u))) ,
kde é(u) =7+ 0(1 — u) je tecny thel kiivky 7. Pak zfejmé plati

6(1) — 6(0) = —(8(1) — 6(0)).

Véta 1.2.5 Pro I kladné orientovanou Jordanovu krivku plati

/ K(s)ds = 2,

r

//{(s)ds = —27.

T

Pro zdporné€ orientovanou

13



Dikaz: Necht je opét kiivka definovana na [0,1]. Pro 0(u) tetny smérovy thel kladng
orientované Jordanovy kiivky plati 6(1) — 6(0) = £27, jak bylo rozebrano vyse. Dale lze

upravit

A1) — 6(0) = /1 § () du = / 0/ (s)ds = / (5)ds.
0

r

r

Tudiz kiivost kladné orientované Jordanovy kfivky splhuje

/ K(s)ds = 21

r

a kiivost zaporné orientované spliuje

/ k(s)ds = —2r.

r

V celé Casti jsme zatim nepremysleli o znaménku
kiivosti. Mé&jme stale Jordanovu kiivku. Nezavisle
na orientaci kiivky plati, Ze na konvexnich ¢astech
kiivky mifi vektor d,T do vnitiku kiivky, na ne-
konvexnich ¢astech ven z kfivky. Pro kladné orien-
tovanou kiivku vektor N sméfuje vzdy do vnitiku
kiivky. Z frenetova vzorce (1.9) tedy plati, ze kii-
vost k je nezdporna na konvexnich ¢astech a zaporna
na nekonvexnich (viz obrazek 1.3). Pro zaporné ori-
entovanou k¥ivku miif vektor N vzdy ven z kiivky,
takze kfivost bude na konvexnich ¢astech nekladna a
na nekonvexnich kladna. Pro nas dulezity poznatek
je, ze vektor kN mi¥ vzdy do vnitfku kfivky na kon-
vexnich ¢astech a vzdy ven z kiivky na nekonvexnich
castech.

Prostorové krivky

Pro kiivky v prostoru se kromé normélového a tec-

PRI

kiivosti se navic definuje torze kiivky. Pro zaklady
diferencialni geometrie prostorovych kiivek viz [37].

Definice 10 Pro piirozené parametrizovanou krivku

k>0

Obréazek 1.3: Orientace vektori T
a N a znaménko kfivosti x v pri-
padé kladné orientované Jordanovy
kiivky

v € C*(I) v prostoru definujeme v kaZdém bodé tecny, normdlovy a binormdlovij vektor

T,N, B vztahy:
T:= v,
/!
N = 7” ,
7"
B:=Tx N.



Tyto vektory jsou jednoznacéné definovdny viude, kde v'(s) a +"(s) jsou linedrné nezdvislé
(jinak by jejich vektorovy soucin byl nulovy). Trojice (T, N, B) se nazyjvd Frenetdv rdmec
krivky v prostoru [37].

Kiivost k definujeme nasledujicim zpisobem:

d - — —

—T=+"= ”y"‘ N =kN.

ds

Tedy x = |¥”|. Dale lze v8ak zavést veli¢cinu 7 nazyvajici se torze, ktera predstavuje lokalni

rovinnost nebo nerovinnost kiivky.

Véta 1.2.6 Méjme prirozené parametrizovanou prostorovou kvivku v € C3(I). Na inter-
valu, kde neni krivost nulovd existuje jednoznacné funkce T tak, Ze

d T 0 k 0 T
df N = —K 0 T ]\7
*\ B o -7 0/ \B

Tyto vztahy se nazyvaji Frenetovy vzorce pro prostorovou kiivku.

Dikaz: Vime, Ze %f = kN. Pokud zderivujeme rovnost B-B = 1, zjistime, Ze %é je

rovna linearni kombinaci tetného a normélového vektoru. Tedy existuji konstanty (1, B2
tak, ze

d - . .
—B =T+ 3sN.
ds

Rovnost prenasobime vektorem T a upravime s pouzitim per partes

51:%§'f:%<B-T)—§-—T’:_RB.

7 ¢ehoz vyplyva, ze %é = 52]\7 .

Analogicky zderivovanim rovnosti N - N = 1 zjistime, Ze d%N je rovno linearni kombinaci

vektorit T a B. Existuji tedy ¢isla ag, ag tak, ze

d - - -
—N =onT + asB.

ds
Po prenésobeni te¢nym vektorem zjistime, Ze a; = —k, prendsobenim binorméalou dosta-
neme: J J
N S S
7 ds ds &
Oznacime 7 := a9 = — 2. To uz je hledané funkce a diky predchozi konstrukei jsou splnény
Frenetovy vzorce. O

1.3 Hausdorffova metrika

Nakonec predstavime néastroj k porovnavani dvou kompaktnich mnozin v metrickém pro-
storu, pro naSe potieby postaci predpokladat prostor R".
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Definice 11 Necht x € R™, M C R" neprdzdnd kompaktni mnoZina. Pak vzddlenosti bodu
x od mnozZiny M definujeme jako

p(z, M) := min{|z —y| |y € M}.
Ddle pro M, N C R™ kompaktni neprdzdné definujme
u(M,N) := max{p(x,N) | z € M}.
Hausdorffovu metriku pak definujeme vztahem:
p(M,N) := max{u(M,N),u(N,M)}.
Takto definované p je skuteéné metrikou na kompaktnich mnozinach. Hausdorffova metrika

je nulova pouze tehdy, pokud jsou poméfované mnoziny totozné. Pri posunuti kompaktni
mnoziny je Hausdorffova metrika ptivodni a posunuté mnoziny rovna velikosti posunu.

Pro néas je uziteéna pii porovnavani ruznych kiivek (coz jsou kompaktni mnoziny), na-
priklad muzeme na zakladé Hausdorffovy metriky rozhodnout o konvergenci vyvijejici se
k¥ivky. Vice informaci o zavedeni Hausdorflovy metriky lze nalézt v [42].
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Kapitola 2
Ulohy dynamiky kiivek

V této kapitole si nejdfive predstavime ruzné druhy tloh tykajici se dynamiky kiivek.
Pak se zaméfime na vyvoj kiivek v roviné podle kiivosti. Nejdfive si predstavime tuto
feSenou tlohu v obecném tvaru, nasledné uvedeme a vysvétlime dva zakladni zpusoby
feSeni. Dale predstavime nékteré teoretické vysledky. Nakonec predstavime nékolik aplikaci
této dynamiky.

2.1 Druhy dynamiky krivek

Kromé pohybu podle stfedni k¥ivosti existuje mnoho jinych dynamik, nékteré v této casti
uvedeme.

Pohyb ve sméru normaly v prostoru

Malo probadanou ulohou je pohyb prostorovych kifivek podle rovnice analogické k (2.9)

Oy = /d\_f, ~v(+,0) = 70, (2.1)

kde normalovy vektor N je definovany pomoci Frenetova ramce v prostoru. Na rozdil od
rovinnych kiivek mohou byt prostorové topologicky velmi komplikované a zaroven prosté.
Jak bylo zminéno v predchozi ¢asti, vyvoj jistého druhu prostorovych kiivek (ramp) podle
(2.1) byl vyuzit ke studiu singularit vyvoje rovinné kiivky podle (2.9), konktrétné v [3].

Pohyb ve sméru binormaly

Jina volba pohybu kfivek v prostoru je pohyb podle kfivosti ve sméru binormaly. Tedy
vyvoj prostorové kiivky 7(u,t) se fidi zdkonem

Oy = kB =T x kN = Os7y X Oss7Y.
Jednou z vlastnosti této dynamiky je, ze délka uzaviené kiivky se pfi tomto pohybu neméni.

wev e

pohybu prostorovych kiivek ve sméru normaély i binormaly lze nalézt v [29].
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Willmorav tok

Kromé pohybu nadploch v R™ podle stfedni kfivosti, kdy se minimalizuje celkovy uza-
vieny objem, existuje také tzv. Willmoriv tok. Jakozto gradientni tok minimalizuje cel-
kovy kvadrat stfedni kifivosti nadplochy. Rovnice pro normaéalovou rychlost pak vypada
nasledovné:

1
v=—Arky — 5%%4 + 2kGKM,

kde

e ProVrf:=Vf—(Vf, N >]\7 projekci gradientu funkce f na teény prostor nadplochy
I" je definovan Laplace-Beltramiho operator Arf := V- Vrf

e kg je Gaussova kiivost

Willmoriv tok byl vyuzit napiiklad pro vysvétleni bikonkavniho tvaru cervenych krvinek,
ma vyznam i pfi zpracovani obrazu. Jednou z praci, zabyvajicich se Willmorovym tokem,

je napiiklad [30].

Hyperbolicky pohyb podle stfedni kfivosti

Rovnice pro takovy pohyb vychéz{ z vinové rovnice a nikoli z rovnice vedeni tepla. Vyuziva
se ke zkoumani oscilaci na rozhranich, které vznikaji napiiklad pfi ristu nékterych krystala.

o,

Nejjednodussi verze rovnice pro vyvijejici se rovinnou kiivku v(u,t) : St x [0,T) — R? m4
tvar
0%y

ot?

kde vo(u) je pocatecni rychlost po¢ateéni kiivky ~p. Obecnéjsi tvar je napiiklad

= /{]\7, 7('“’ 0) = 70(“)? atfy(ua 0) = UU(U)NOv

Py, O G o

fvv

2.2 Pohyb podle stredni kiivosti

Mgjme ted v Case se ménici uzavienou regularni nadplochu I'(¢) C R™. Kazdy bod = € T'(t)
je tak funkei od ¢asu x = z(t). Rychlost ¢ tohoto bodu je pak dana ¢asovou derivaci
#(t) = #(t). Normalovou rychlosti rozumfme v = #- N, kde N je normélovy vektor. Obecné
pohyb podle stifedni kiivosti spo¢iva v pohybu kazdého bodu uzaviené nadplochy v R” v
normaéalovém sméru rychlosti

v="ry+ f, (2.2)

kde kps je stfedni kiivost f vné&jsi sila obecné zavisla na lokalnich parametrech (napf. na
poloze bodu x v R™) nebo globélnich parametrech (napf. objem uzavieny nadplochou).

Tento pohyb se nazyva Mean Curvature Flow (dale jen MCF). Vyznam pohybu podle
MCEF bez pravé strany f je co nejrychlejsi ztrata objemu ohrani¢eného nadplochou. Pro
uvedeni do této dynamiky v R™ viz napiiklad [25].
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V R? jsou tyto nadplochy kiivky a stfedni kiivost se shoduje s jiz definovanou kiivosti .
Dale budeme predpokladat pouze vyvoj kiivek. V roviné je tedy uloha (2.2) pfepséana na

v=k+ f. (2.3)

V piipadé f = 0 ztrata obsahu vnitiku kiivky zpisobuje zkracovani délky kiivky, proto se
v R? pohyb
v=K (2.4)

nazyva Curve Shortening Flow (dale CSF), neboli kiivku zkracujici pohyb. Dynamika
takového pohybu je matematicky dikladné prostudovana, napfiklad dynamika jednodu-
chych uzavienych kiivek je rozebrana v [18], [20], [21]. Otazkou vzniku singularit béhem
vyvoje se pak zabyvali napiiklad [3], [13].

2.3 Primé a neprimé metody resSeni

Existuje vice pfistupi k FeSeni rovnice (2.3). Popisem téch nejpouzivanégjsich se zabyva [17].
Zakladni déleni metod je pak na pfimé a nepiimé metody. Podle matematického pristupu se
také 1isi zplisoby numerickych vypocti. Tato prace se pfevazné zaméruje na piimé metody
feSeni.

e P¥imé metody hledaji feseni (2.3) jako jisté zobrazeni y(u,t) : St x [0,T) — R?
predstavujici vyvijeci se k¥ivku podle odvozené rovnice (2.11) az do maximélniho ¢asu
T'. Numericka schémata vychézejici z tohoto pfistupu jsou numericky nenaroéna, ale
vétSinou ne piilis spolehliva pii pouziti vyrazné sily f. Stabilitu schémat lze vylepsit
tzv. redistribuci, kdy se béhem vypoctu presouvaji body predstavujici k¥ivku. Pfimou
metodu feSeni{ a rizné moznosti tangenciélni redistribuce studoval napiiklad Seveovic
v [36] a Sevovic, Mikula v [27].

e Neprimé metody nehledaji piimo predpis pro kfivku, ale prevadi tlohu do vySssi di-
menze. Mezi nepiimé metody patii tzv. vrstevnicova metoda, ktera zavadi funkci
na R? tak, ze body, kde je funkce nulové, pfedstavuji aktualni kifivku. Pro tuto v
Case se vyvijejici funkei se pak Fesi odvozené parcialni diferencialni rovnice (2.7). Nu-
béhem vyvoje, narozdil od pFfimych metod. Vrstevnicova metoda je ¢esky nazev pro
tzv. level-set metodu. Uzitim level-set metod se zabyva Sethian v [35], vyuziti téchto
metod v praxi je detailné rozebrano v knize [31]. Metoda podobna vrstevnicové se
nazyvad metoda fazového pole.

2.3.1 Vrstevnicova metoda

V této ¢asti predstavime odvozeni jisté parcialni diferencialni rovnice z tulohy (2.3) pomoci
vrstevnicové metody.

Namisto hledani pfedpisu pro vyvoj pocatecéni Jordanovy kiivky I'g ve tvaru v = (¢, u),
hledame piedpis pro jisté zobrazeni g : [0,T] x © — R, kde 2 C R? je oblast. Funkce ¢
urcuje vyvijejici se k¥ivku I'; zpiisobem

Iy ={zxeR?|g(t,z) =0}, te[0,T].
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Tedy kiivka je v kazdém Case zadéna implicitné. Pfedpokladame, Ze g je spojité diferenco-
vatelna podle ¢asu a alespon dvakrat spojité diferencovatelna v prostorovych soutadnicich.
Ze spojitosti pak plati, Ze na vnitfku a vnéjsku ki¥ivky I'y neméni g znaménko. Déle po-
7adujeme, aby se na intI'; a extI'; lisilo znaménko g. Ucelem je zajistit, aby na I'y platilo
Vg # 0. Takové g nazveme vrstevnicova nebo také level-set fuknce. Mnozina bodt, kde ¢
nabyva néjaké konstantni hodnoty ¢, se nazyva vrstevnice.

Nyni vyjadiime evoluéni rovnici, kterou g musi spliiovat, pokud ma na I'; platit v = k+ f.
Zderivujme podle ¢asu vztah

g(t,z(t)) = ¢,

kde z(t) je Gasovy vyvoj libovolného pevného bodu z mnoziny {x € R? | g(0,z) = c},
¢ € R. Dostaneme rovnici
og+Vg-1=0. (2.5)

Tato rovnice musi byt splnéna vSude na [0,7] x . Pro ¢ = 0 je bod z(t) € T'y, proto musi
platit & = (k + f)N Nyni je tfeba odvodit vyjadreni x a N pomoci funkce g.

Pokud dosadime parametrické FeSeni 7y (u, t) namisto z(t), bude platit
9(t,7(u,t)) = 0.
Po zderivovani podle parametru u
Oug(t,7(u,t)) = Vg 0yy =| duy | Vg - T =0.
7 toho vyplyva, Ze Vg je ndsobkem N a tudiz plati

= Vg
N=+ - 2.6
| Vg | (26)

Abychom zachovali konvenci o sméru vektoru N (do vnitiku kiivky), je tfeba zohlednit
znaménko funkce g na vnitfku a vnéjsku I';. Pokud g > 0 na intl; a tudiz ¢ < 0 na
extl'y, pak g roste smérem dovnitt k¥ivky, coz odpovida pozadovanému sméru normélového

vektoru. Proto v takovém pripadé bude platit N = +%7 v opacném piipadé N= |§§ B

Nalezeni obecného predpisu pro kiivost je komplikovanégjsi, vyjde vSak najevo, Ze pro nasi
konvenci plati

Vg

k(t,z) = =V -N(t,z) = TV - <|V|

) (t,x) pro x € Ty

Nyni ovéfime spravnost tohoto tvaru kfivosti. Mé&jme pro pevné t kiivku I'y;. Z véty o
implicitnich funkcich ji lze lokalné reprezentovat grafem. Tedy vy(x) = (z, p(x)) (popFipadé
v(y) = (¥(y),y), postup by byl analogicky). Pak po dosazeni do vzorce (1.12) dostaneme

_ det(”y’,fy”) B S0//

WP Tt o2 ‘HO'QS.

ZAaroven

IR R (RS S o2 CO A WP e 21 C N VP (R S
V-N(z,y) V( HW(@( . >> @( 1+<,0’2($)) 6y< 1+¢,2(x)>,



kde predpokldadame

N(z,y) = (1:@,2(1,) <_¢i<$)>>

jako vektorové pole definované na R2. Vyraz u 0y nezavisi na y, proto je nulovy. Upravou
zbyvajictho ¢lenu pak na I'y ziskdme

/!
V.N=-—* &

N

Jednim z bézné uzivanych tvart pocatecni podminky na g je funkce vzdélenosti od zadané
pocatecni kiivky:

9(0,z) = p(x,T) na int(I'y),

9(0,2) = —p(x,Ty) na ext(T),
kde p(x,Ty) znaci vzdalenost bodu x od kiivky I'g. Pak znaménko v (2.6) bude +.
Rovnice (2.5) pak pfejde na tvar

Vg> Vg Vg-Vyg
g —V|==)Vyg- + =0
& <|Vg| 9w T vyl

a po upravé vznikne jiz vysledna vrstevnicova nebo také level-set rovnice pro funkci g

Vg>
og — |Vg|lV | == ) +|Vyg|f =0. 2.7
9= 19019 (102 ) + 10l (2.7)

Tato rovnice nenf jedin& mozna. Existuje mnoho modifikaci, napfiklad regularizované verze.
Jednou z praci, zamérujicich se na vyuziti level-set metod v obrazovém zpracovani je [35],
pak naptiklad K. Mikula v [26]. Level-set metody jsou vhodné i pfi studiu dislokaci [23].

2.3.2 Prima metoda

Jak jiz bylo zminéno, FeSeni pfimou metodou bylo studovano naptiklad v [27]. Zamé&Fime se
nyni na nalezeni feseni ulohy (2.3) pomoci pfimé metody. Predpokladejme FeSeni ve tvaru
na Gase zavislé parametricky zadané kiivky vy(u,t) : St x [0,T) — R2, tedy I'y = {v(u, 1) |
u € S'}. Pak kazdy bod z(t) € Ty mtizeme napsat jako x(t) = v(u,t) pro u pevné, proto
1ze nasledujicim zpusobem upravit zakon (2.3):

v=i-N=08~ -N=r+ /.

Vektor N miif do vnitiku kidvky. V&imnéme si, Ze rovnice (2.3) neomezuje pohyb bodu z(t)
v tangencidlnim tvaru, ¢ehoz se vyuziva pii numerickych vypoctech. Nyni v8ak predpokla-
dejme pohyb pouze v normélovém tvaru. Z tohoto predpokladu a doplnénim pocatecéni
podminky ziskdme tlohu

Oy = (k+ f)N na S' x (0,7), (2.8)
7(70) =0 na Sl,
popiipadé pro f = 0 dlohu
Ay = kN na S' x (0,7), (2.9)
7(+,0) =70 na S,
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kde 7o predstavuje pocate¢ni uzavienou k¥ivku. Z Frenetova vzorce (1.9) vyplyva, Ze
kN = 0,T = 0ss7, kde s je prirozeny parametr. Proto lze tlohu (2.8) pfepsat v pfiro-
zené parametrizaci

Ory = Ossy + IN na {(s,t) |t € (0,T),s € (0,L(t))}, (2.10)

7(+0) =0 na (0, L(0)).
V tomto tvaru je patrnd podobnost s rovnici vedeni tepla. Ve skutecnosti mé tato rovnice
také podobné vyhlazujici efekt na pocatecni podminku.

Diferencialy ds a dt v8ak nejsou nezavislé, protoze délka L(t), a tudiz i diferencial délky,
se v ¢ase méni. Naproti tomu diferencidly du a dt nezavislé jsou. Zaména derivaci podle ¢
a podle u je tedy ekvivalentni.

Pro vztah mezi pfirozenym parametrem a parametrem u plati s = ﬁ@u, z Cehoz plyne

1 oy )
Ossy = Oy .
T 0wy ] (mm

Pak evolu¢ni rovnici (2.10) pFepiSeme na numericky vyuZzitelnou formu

| oy \ | L (Bu)t 1
Oy = B, + a S'x (0,7), 2.11
= o] <|3w|> ] na §°x (0.1) (21)

7(+,0) =0 na S,

kde (0,7y)* znaci vektor kolmy k vektoru 8,7 tak, aby orientace tohoto vektoru odpovidala
vzajemné orientaci vektort 7' a N dle nasi konvence. Tedy aby platilo det(7’, N) = 1.

Pro f = 0 ma pak tato tloha tvar

. 1 Oy 1
@7_!8m¢%<\%70 na S x (0,7), (2.12)

v(+,0) = na S'.

Gradientni tok

Nyni ukdZeme jedno z moznych odvozeni rovnice (2.12) pomoci gradientniho toku [39].
Dokazeme, Ze takovy pohyb nejrychleji zmensuje délku, proto se nazyva Curve Shortening
Flow.

Definujme funkcional F (X: ) prifazujici kazdé uzaviené regularni kiivce X: 8 5 R? jejl

délku, tedy
1
ﬂm:/m:/

kde X, = e d ¥ NaSim cilem je nalézt obdobu gradientu funkce pro funkcional F. Mé&jme
diferencovatelnou funkci h : R — R. Pak pro derivaci ve sméru vektoru ¢ € R™ plati

Oh
o7

= (Vh,9),

jelikoz v kazdém bod€ je Vh linearni funkciondl na R". Z vlastnosti skaldrniho sou¢inu
plyne, Ze smérova derivace podle ¥ je nejvétsi mozna ze vSech smértu stejné velikosti, pokud
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je ¥ kladnym nasobkem Vh. Naopak je nejmensi, pokud je ¥ jeho zdpornym nasobkem. F
nepusobi na prostoru R™, ale na prostoru uzavienych regulédrnich kfivek a s jinym skalarnim
sou¢inem. Hledame ekvivalent gradientu pro F, ktery bude linedrnim funkciondlem na
prostoru kfivek.

Mgjme nyni libovolnou uzavienou regularni kiivku ?(u) a definujme pro p z néjakého okoli
nuly
9(p) :== F(X +pY)

a najdéme ¢'(0), tedy vlastné derivaci F ve sméru Y. P¥imym vypoctem s pouZitim per
partes dostaneme

1 L, S L S
% ¥ Xu : Yu Xu ¥ Xu ¥
7(0) :/d ((Xu+pyu) du:/ du= | =¥ —/d e ) Yau,
0 dp lp=0 4 X. 3 du Xu‘

0

Po vyuziti faktu, ze Y, X jsou uzaviené kiivky, a po prevodu integra¢niho parametru na
prirozeny ziskame

—

g'(o>:/— L4 X ) yug = G(0), 7).

Lineéarni funkcionél c?(X' ) predstavuje hledany gradient funkcionalu F. Dosadme ted X s
¢asovou zavislosti:

tvvs

—

L = -a(G(X),d(X))
pro néjaké o > 0. Pro volbu @ = 1 mé dynamika tvar

Oy = —G(7).

2.4 Vlastnosti reSeni

V této ¢asti prostudujeme nékteré vlastnosti, které ma feseni tlohy (2.12), tedy Fesime
pouze pohyb CSF (po zapsani v pfirozené parametrizaci)

Oy = 0ss7,  Y(+,0) = 0.

Pozdéji si predstavime konkrétni nenulové silové funkce: funkei zajistujici pohyb zachové-
vajici obsah a linearn{ funkci vzdalenosti od pocatku.
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Nésledujici tvrzeni jsou v obecnéjsim tvaru uvedena i v [36].

Jelikoz se kfivka v Case zkracuje, prirozeny parametr kiivky s neni nezavisly na case t.
Jejich derivace nejsou tedy zaménné, jak jiz bylo zminéno vySe. Nésledujici véta proto resi
vztah mezi témito diferencialy.

Véta 2.4.1 Pro derivaci podle prirozeného parametru Os a podle casu O¢ plati:

0105 = 050y + K>0s. (2.13)

Dukaz: Pro vztah mezi derivaci podle obecného parametru 9, a prirozeného parametru

0s plati
1

Oy = ——04.
|0u|

Tento vztah zderivujeme podle ¢asu pii znaceni w = |0,y|. Pfitom vyuZijeme zadménnosti
derivaci podle t a u, tedy vztahu 0,0, = 0,0;:

1 1 1 1
0105 = Oy <8u> = —010y — 72(8tw)8u = 050y — *(8tw)as'
w w w w
Je tedy tfeba vypodist vyraz dyw. K tomu je potfeba vyjadieni pomoci skalarniho soucinu:
w? = |0uy[* = (Buy, Bu)-

Po derivaci podle ¢asu upravime:

—

2wdw = 2(8:0u, Ouy) = 2(0u(kN), Buy) = 2w?(9s(kN), T)
= 20%((8sk)N — KT, T) = —2w?k>.

Pak vyjadiime Oyw:
dpw = —wk>. (2.14)

Po dosazeni ziskame tvrzeni véty.

Véta 2.4.2 Krivost TeSeni tilohy splriuje rovnici

Otk = %k + K. (2.15)

Dikaz: Pro jednodussi zapis oznaéme w = 0y = |6u7|f. Vyuzitim vzorce pro kiivost
(1.12) dostaneme

det (i, 9, )
|3

Byk = 0, = —3k|d| (@ - 9D + 2|@| B det (84T, DuiB) + || 30udet (i, ByF).

Vyrazy, které se zde vyskytuji, dale upravime s pouzitim vztahu 0,0y = 9,9, a Frenetovych
vzorcil. Dostaneme

@ - Ol = —|w|K2,
det(w, 0,) = |W|* sk,
det (90, D) = — ||y (|0]) D5k — |0]>K3.
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Po dosazeni a tpravach dojdeme k tvrzeni véty.
O

Dale se zaméiime na rovnici pro celkovou délku kiivky a pro celkovy obsah vnitiku Jorda-
novy kfivky.

Véta 2.4.3 Plat7

dzgf) = —/I{2ds, (2.16)
Iy

kde L(t) je celkovd délka vyvijejici se requldrni uzaviené kiivky v case t.

Dukaz: Plati .

Ouy 8t8u’Y _ W - Oy
0w ||

Po zintegrovani obou stran podle v od 0 do 1 upravime levou stranu

O¢|0uy| = = —|Duy|K2.

1 1
d d
N = — N g —L
oo =5 [10.00 =510
0 0

1
—/\8u’y]f<:2du: —/m2ds.
0 Iy

Tim je tvrzeni dokazano. O

a pravou stranu

Véta 2.4.4 Pro A(t) obsah vnittku vyvijejici se Jordanovy kiivky podle CSF plati rovnice

aA()

= —or. 2.17
7 m (2.17)

Dukaz:

V dtkazu se vyuZije Greenova véta: Pro pozitivné orientovanou Jordanovu kiivku dava
do souvislosti kfivkovy integral druhého druhu s integralem pfes vnitfek kiivky. Upravme
A(t) pro kladné orientovanou kiivku v (u) := v(u,t), t pevné:

Alt) = / ds — / <d(§f) - d(diz/2)> ds — ;f—xzdm + a1das

int(Te) int(T¢) Yt

1
/ det(~y
0

V piipadsé, Ze vi(u) je zaporné orientovand, pak ;(u) := (1 — u) je kladné orientované.
Pak analogicky k pfedchozimu postupu upravime A(t):

l\'.)\v—l

= [xl(u) :Vl(uvt)ax ( ) 72 u, t

1
A(t) = - % —x9dxy + T1d29

1 / 1 ;
= 2/det(’y, 2/det
0 0
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Po zderivovani podle ¢asu dostaneme

1
1
=+- /det Oy, Ouy) + det(ry, 00y y)du. (2.18)
0

Déle si pomtzeme nasledujicim vypoctem, kde vyuZzijeme uzavienosti kiivky:

0 = det(y, dyy)(1) — det(v,9v)(0)

= /au det (v, Oyy)du

1
/det Yy Ory) + det(y, 0y 0py)du
0

7 toho vyplyva, Ze
[ det@r.0.m)du = [ detr, 0,00)du.

Po dosazeni do (2.18) se vyraz upravi s vyuzitim rovnice pro 0yy a s vyuzitim faktu, ze
det(N,T) = —1. Nakonec se vyuzije véta (1.2.5):

1 1
:i:/det Oy, Ouy)d :l:/det (kN, \8u'y]f)du = ¢//<;ds = —2m.
0 0 Iy
O

Dtsledkem této véty je netrividlni poznatek, Ze kfivky se vyvijeji po ur¢ity konecény cas.
Konkrétné pro A° pocateéni obsah inicialni kiivky plati, Ze feSeni existuje pouze do ¢asu

A0
Véta 2.4.5 Uloha (2.11) a tloha
auu7 7 1
Oy = ERE + fN na S* x (0,7), (2.19)
7(70) =70 na Sl

se pro stejnou pocdtecni kitvku a stejnou vnéjsi funkci f lisT pouze pohybem v tecném sméru.
Tedy Tesent obou uloh maji stejny geometricky tvar.

Dikaz: Jednoduse od sebe odec¢teme pravé strany obou rovnic.

1 Ouy OunY Y 1y Ouy —1\
Oy + — fN =0, (|0, = Oy (|04 T
EX1 (r m) N Tl (10:17) 5,57 = 2 (19117)

Dale 1ze upravit posledni vyraz:

B (10uy| ™) T =~

81/}’ ) auufy et
|0y [?
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2.4.1 Priklady nenulové funkce f

Funkce f v rovnici (2.11) miZe mit raznorody tvar. Zde uvedeme jen dva tvary funkce,
které i pfimo implementujeme.

Pohyb zachovavajici obsah

Pomoci gradientniho toku odvodime urcity tvar funkce f, pokud pozadujeme, aby vyvijejici
se Jordanova kiivka zachovéivala obsah ohrani¢ené oblasti. Takova dynamika ma vyuziti
pfi modelovani krystali, ale i v obrazovém zpracovani. ,Area Preserving Flow“, jak se
dynamika nazyva v angli¢ting, je hlavnim tématem napiiklad v [24], [19], [15].

Tvar funkcionalu F bude nasledujici:

F(X)= /ds—i— / det(X, X,)ds,
r

kde realné ¢islo A predstavuje redlny parametr, ktery pozdéji uréime a vyraz u tohoto
parametru je obsah kiivky X (viz dukaz véty (2.4.4)). Dalsi postup je analogicky jako
v piipadé .7-'()?) = L()?) Opét pro g(p) = F(X —i—p?) hledame ¢'(0), béhem vypoctu
vyuzivame per partes:

(det( X,) + det(X,Y, )) du

Tedy rovnice bude mit tvar dyy = (k+ )\)]\7 . Ted jen sta&i urcit A z pozadavku na konstantni
obsah. Opét je zde vyuzit dikaz véty (2.4.4):

1 1
/det (Ory, Ouy)d /det (kN + AN, |8,y|T)du = —/ngs — AL(T),
0 0 Iy

z ¢ehoz vyplyva, ze

kde & nazveme prumérnou kiivosti podél kiivky I'. Rovnice pohybu tedy bude mit tvar
Ay = (k—&)N. (2.20)
Pro Jordanovu kfivku navic vime, Ze fr kds = +2m, coz zjednodusuje numericky vypocet.
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Linearni funkce vzdalenosti od pocéatku

Volme funkci zavislou na vzdalenosti od po¢atku r (polarni soufadnice) vztahem
f(r) = L(r —ro)
pro L € R\ {0}, ¢ > 0. Jiny tvar této funkce by byl
J(@) = L(|Z] = 7o),
ale to by byla funkce od dvou proménnych.

Ted zkoumejme, kdy bude normélové rychlost v mensi nebo vé&tsi nez nula, pokud se bude
vyvijet kladné orientovany kruh. Jelikoz f je radidlné symetricka, v kazdém ¢ase bude
feSenim opét kruh. Pfipomenme, Ze kladna normalova rychlost znamena pohyb smérem do
vnitiku kiivky. Po dosazent v(u,t) = r(t)( cos(u),sin(u)) do rovnice (2.11), kde vyuZijeme
k(t) = %, dostaneme vztah:

1
v=*k+ L(r—mr9) = -+ L(r —ro).
r
Po polozeni rovno nule dostaneme kofeny

2
70 rH 1
=00
T 1L

Podle tvaru grafu kvadratické funkce Lr? — Lrrg + 1 rozlisime dva pFipady:

e [.<0: Kruhy s polomérem vétsim nez ry se budou dale rozpinat, normalovéi rych-
lost bude zaporné, tedy pohyb bude ve sméru smérem ven. Pro polomér mensi nez
r4+ bude rychlost kladna a tedy se kruh stdhne do bodu. Kruh s polomérem ry se
bude nachézet v nestabilni rovnovazné poloze. r_ bude zaporné, takze takovy piipad
netfeba rozebirat.

e [.>0: kruhy s polomérem vétsim nez r1 se budou zmensovat, dokud polomér nebude
rovny ry, tim se dostane do stabilni rovnovazné polohy. Tedy se nezmensi do singu-
larity. Kruh s polomérem r_ bude v nestabilni rovnovazné poloze, tedy vypocetnimi
chybami se snadno bud zmensi do bodu nebo se zvétsi na vétsi stabilnéjsi kruh s
polomérem 7 .

Pripad L>0 je tedy zajimavéjsi, jelikoz vlastné zabranime stazeni do bodu a stabilizujeme
feSeni.
Pokud pro slozitéjsi kladné orientovanou Jordanovu kifivku f neni pfilis ,silnd* vaci k, pak

se kiivka vyvine do kruhu. Jeho dynamika je pak probrana vyse. Co se stane, kdyz je sila
prilis ,silné*“ lze vidét v posledni kapitole této prace na obrazku 4.8.

2.5 Teoretické vysledky

Pohyb kifivek v roviné fizeny vztahem v = k je nejlépe prostudovan. Napiiklad v [20]
je dokazéana lokalni existence feseni pro hladkou pocateéni kiivku, prevazné diky lokalni
podobnosti s rovnici vedeni tepla. Bylo také dokazano, ze feSeni existuje tak dlouho, dokud
je kfivost omezené.
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Jednim z hlavnich teoretickych vysledki tykajicich se CSF je zjisténi, ze konvexni kiivka
v R? se stahne do ,kulatého bodu.

Véta 2.5.1 (Gage 1984, [18]) Necht v; je Vt € [0,T) konvezni uzaviend C? rovinnd
krivka (tedy kiivost je vsude kladnd v pripadé kladné orientace). Necht (y)l_, vyhovuji
rovnici (2.9). Necht pro obsah A(t) kiivky ¢ plati

lim A(t) = 0.

t—T

Pak také plati, Ze
. L2t
BT

neboli isoperimetricky pomér se blizi hodnoté 4w. Navic pro normalizované krivky ny =

= 4m,

ﬁ% plati, Ze vymezuji konvexnt oblast konverqujici v Hausdorffové metrice k jednotko-

vému kruhu.

K dukazu této véty se vyuzila tzv. izoperimetricka nerovnost L; > 47 a nékolik pomocnych
tvrzeni. Jedno lemma si dok4Zeme.

Lemma 2.5.2 Necht ~; spliiuge rovnici (2.9) na intervalu [0,T"). Pokud

A0 =0

pak

.. L(t)
2
—r=—21 <0.
hinlnfL(t) /K ds 0 0

Yt

Dikaz: Diky jiz dokdzanym tvrzeni o derivaci celkové délky a obsahu plati

k2ds — m—

d [ L? LdL L?dA -2 /

dt<A>:2Adt_A2dt_A
Yt

Necht pro spor je vyraz liminf vétsi nez kladné e V¢ € [t1,T). Pak

-1
-2, /HQdS_WL S—Qe:_%(ldA)(dA) _cd(nd)

A A A Adt )\ dt T dt
Yt

Zintegrovanim od t1 do t, t; <t < T dostaneme

L? L? €. A(t)
—() < —(2 —1
a0 <7+ 2inZms
Dale plati izoperimetricka nerovnost:
L2
A

ktera vyplyva z poznatku, Ze pro pevny obsah kiivky mé kruh nejmensi délku, a naopak,
pro pevnou délku méa kruh nejvyssi obsah. Tedy levou stranu méme omezenou zdola, ale
prava strana pro t — T~ diverguje do —oo, coz je spor. Tim je dokdzané lemma.
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Grayson dale dokézal, Ze i konkavni, ale Jordanova, kiivka se v kone¢ném case stane kon-
vexni. Tedy i takové kiivky se stahuji do kulatého bodu. Tvrzeni pak zni:

Véta 2.5.3 (Grayson 1987, [21]) Necht v : St — R? je reguldrni Jordanova krivka v
roviné. Pak vy : S x [0,T) — R? spliujici na svém definicnim oboru
Ay = kN,
7(-0) =10

existuje. Navic y(-,t) je hladkd kifivka Vt, konverguje k bodu pii t — T a jeji limitni tvar
prit — T je kruh s konvergenci v C*° normé.

P1i zkoumani této tlohy Grayson vyuzil moznosti lokdlné reprezentovat regularni kiivku
grafem. Tim se tloha regularizuje podobné jako (2.22).

Lemma 2.5.4 Zvolme kartézské souradnice v R?, aby krivka (-, t9) byla lokdlné grafem.
Ddle necht (+) znaéi derivaci podle souradnice x. Pak casovy vjvoj souradnice y pii pevné

soufadnici x je ddn
7
Oy = ———.

Nawvic pro veliciny 6(z,t) = arctan(y'(x,t)) a kfivost k(x,t) plati

/! 124
0 K 3

at9:1 atﬁzry&‘i‘/i.

+y12’

Dikaz: Dosadme do evolu¢ni rovnice (2.12) kiivku v(z,t) = (z,y(x,t)) parametrizovanou
pomoci x. Tak dostaneme vektorovou rovnici

_1 _1 _1\/
(0,0) = (1 +y) > ((1 +y?)72 - (0,y") + ((1 +y?) 2) -(l,y’)> :
Rovnice pro prvni slozku vektoru pak méa tvar

0= ((1+y’2)*%)', (2.21)

po dosazeni do rovnice pro druhou slozku tak dostaneme

/!

Oy = ———.
tY 1+ y,2
Dale uzitim retézového pravidla dostaneme
/!
;Y o
T
a pak zaménou derivaci dyy' = (Opy)":
1 0"
(9 9 = ——5 a / = —\
t 1 +y/2( 1Y) 1+ y2
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Co se tyce rovnice pro kiivost, vyuZzijeme rovnici (2.15). Ta je v pfirozené parametrizaci,
proto je tfeba vyuzit vztah mezi derivaci podle pfirozeného parametru a podle obecného
parametru (pro tento pfipad podle soutadnice x):

’
1 K
Ossk = )
SS \/1+y/2 (\/1+y/2>

Pak plati
K_I// N/ K/,
Ok = O s (1 ’2*5)7 3,
ik = Ogssk + K 1—|—y’2+ (I+9y"7) W—i—n
Diky vztahu (2.21) je prostiedni ¢len nulovy a tedy lemma je dokézané. O

Ne v8echny regularni uzaviené kiivky jsou vsak Jordanovy. Je tedy otazkou, jak se vypora-
dat se vznikem singularit (pfed stazenim do bodu), kdy pfestava existovat klasické feSeni.
Deckelnick v [13] zavedl tzv.slabé FeSeni, diky kterému lze feSeni prodlouzit i pro ¢asy po
vzniku singularit. Hlavnim néstrojem je zkoumani regularizované verze ulohy (2.19) (pro
f =0), ktera je globalné fesitelna:

na S x (0, 400), (2.22)
7(-0) =10 na S',

kde € > 0.

Kromé Deckelnicka se teorii singularit zabyvali i M. Grayson a S. Altschuler [3]. Ti vyuzili
prevodu rovinného problému na prostorovy. Tedy namisto zkouméni vyvoje nejednoduché
kiivky v R? se studuje vyvoj uréitych jednoduchych (ale neuzavienych) kiivek v R3,

Definice 12 (Rampa) Prostorovou kfivku, kterd stabilné roste (tedy jeji teény vektor md
vZdy kladnou vertikdlni slozku), nazveme rampa.

Oznac¢me Ty(t) vyvijejici se regularni rovinnou kfivku v roviné zy podle Curve Shortening
Flow, ktera je nesingularni pro t € [0,wp]. Necht I'y(0), A € (0, 1] jsou periodické rampy,
jejichz vertikalni projekce do roviny zy je rovna I'y(0), a jeich vertikalni perioda je rovna
A. Pak necht T')(t) se také vyviji dle CSF, tedy podle rovnice (2.1). Ted lze zformulovat
hlavn{ v&tu shrnujici princip pouziti téchto pomocnych kiivek.

Véta 2.5.5 (Altschuler, Grayson 1992, [3]) UZzitim definic a znaceni vyse plati:

1. T'\(t) existuje a je hladkd Vt > 0.

2. Limita pro X — 0 krivek T'\(t) je hladkd krivka ¥t € [0,wy] aZ na konecné mnoho
bodii w; € [wo,wy]. Ddle plati, Ze V't > wy, je limitou bod.

3. Tyto limitni krivky se shoduji s rovinngm vijvojem krivky To(t) mimo singularity.

4. Limitni rovinnd krivka je nezdvisld na viybéru I'y(0) a tudiZ je jedinecnd.

Singularitami v obecném MCF, kde se jedna o dynamiku uzavienych nadploch v R" se
zabyva prace [12].
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2.6 Motivace a aplikace

2.6.1 Fazové prechody a tvorba krystala

Rist krystali je druh spontanniho utvareni forem v pfirodé. Znalosti o dynamice tohoto
jevu se vyuZzivaji v mnoha oblastech priumyslu, naptiklad pfi vyrobé& polovodi¢t nebo op-
tickych vladken. Napfiklad monokrystalicky Cisty kiemik, jez se pouzivi v elekrotechnice,
vznik4 Fizenou krystalizaci. Fazovy prechod je jev obecnéjsi, kdy se méni faze, neboli sku-
penstvi, urcité latky. Krystalizace je druh tuhnuti, tedy zmény latky z kapalného na pevné
skupenstvi. Tématem riistu krystala se zabyval [16].

Anizotropie

Anizotropie znamena, Ze vyvoj zavisi na sméru pohybu, tedy sméru normalového vektoru.
K popisu anisotropie se zavadi funkce jio(77) > 0, definovana na mnoziné {ii € R? | |7i| = 1}.
Jedna se o hustotu energie na rozhrani a predstavuje urc¢ité uprednostiiovani nékterych
sméri vektoru 77 pfi vyvoji kiivky. Cilem pohybu je pak co nejrychleji snizit celkovou energii
na rozhrani E,:

B,(t) = [ pol~N)ds.

Iy

Znaménko — je pfiddno pred normalovy vektor N kvili jeho opac¢né orientaci. Pokud je
o = 1, jde o izotropni pripad a pohyb probiha podle bézného CSF v = k. Funkci pg 1ze
roz&ifit na funkci g definovanou na R? nasledujicim zptisobem:

Pak podle gradientniho toku (|39]) bude pohyb probihat normélovou rychlosti v = A“(—Z\7 )
kde A, (77) je tzv. vaZena kf¥ivost dana

A, (R) = (AT Hess, ()i ™)k,

. . M1t 12 0?
kde Hess,, je Hessova matice tvaru , kde pi; = 5ok
ol (M12 M22> i = B0z

Jak dale dokéZzeme, zédkon pohybu lze déle zjednodusit do tvaru

v=(i(v)+ 4" (v))k, (2.23)

kde v je tihel, ktery svira vektor 7i s osou x, a fi(v) := u(ii(v)) = u((cosv,sinv)). Oznaéme

t =t = (—sinv, cosv).

Abychom (2.23) odvodili ze vzorce pro A, derivujme dvakrat fi(v). Po tpravé dostaneme
p'(v) =7 (v)Hess, (ii(v)) (Hv)) — Vu(ii(v)) - id(v).

Jelikoz pro rozsifenou funkci p(Z) plati

w(AZ) = Au(Z) YA >0,
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po zderivovani rovnice podle A\ a poloZeni A = 1 ziskdAme vztah
V(@) = u(Z), YieR2
Specialné pro ¥ = 7 pak dostaneme rovnost
tT Hess, (i)t = i(v) + i (v).

Déle se zavadi dva geometrické obrazce: Franktiv diagram a Wulffiv tvar. Frankiv diagram
se znaci F, a je definovan

— M v 1( _ Z 2 ) —
7=t | =5 = e e =),

Wulffav tvar je dan

W= [ {ZFeR? | Z-ii(v) < p(ii(v))}.
vest

v

tykajici se anizotropie lze nalézt v [41].

2

15

1,

0.5 -

0,

-0.5

-1 -

-1.5 -

2 ! ! ! ! ! ! !
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5

Obréazek 2.1: Priklad:pu(v) = 140, 2 cos 4v. Vlevo: Frankiv diagram, vpravo: obrazec ohra-
niceny Carami tvori Wulffiv tvar. Silna anizotropie se projevuje v existenci konkavnich
¢asti ve Frankové diagramu a v existenci ,Spicek ve Wulffové tvaru.

Priklad F a W

Mé&jme fi ve tvaru ji(v) =1+ Acosmv pro A € R,m € N. Lze pak ovéfit, Ze vyraz
pred kfivosti v (2.23) nabyvé i zapornych hodnot pro |A(1 —m?)| > 1. V takovém
piipadé, kdy vyraz ji + i’ nabyva zapornych hodnot, se anizotropii fik4 silna. Na
obrazcich 2.1 zobrazen Frankuv diagram a Wulffav tvar pro A = 0,2, m = 4.
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Stefanova uloha

Vyuzitim termodynamickych veli¢in lze vy-
tvorit fyzikalni model fazovych pfechodi,
ktery se nazyva Stefantv model. Ten se
zabyvé fazovym pirechodem prvniho druhu
a predpokldda existenci ostrého rozhrani
mezi pevnou a kapalnou latkou. Na tomto
rozhrani se predpokladaji skoky veli¢in, po-
pisujicich systém. Stefanova tloha je feSena
v [16],[38]. Porovnani s metodou fazového
pole lze nalézt v 7] a v |22].

Méjme omezenou oblast 2 C R"™, kde pro-
biha fazovy pfechod prvniho druhu z ka-
palné faze na pevnou. Dale necht () C Q
zna¢i oblast, kde se nachéazi kapalné faze
a Q(t) C Q oblast, kde se nachazi pevna

Qp(t) na0)

r'(t)

Obréazek 2.2: Rozhrani mezi fazemi, [16]

faze. Fazové rozhrani mezi témito oblastmi oznac¢me I'(t) := 0Q(t) N O (t) (viz 2.2).

Pak hleddme funkci p¥edstavujici teplotni pole u : [0,T] x © — R Fesici Stefanovu tilohu

pcoyu = V(AVu) na Q(t) UQ(t), (2.24)
Aﬁﬁru |s —)\aﬁru |1 = Lor na I'(t),
u—ut = fAiSnp — aivp na I'(¢),
be(u) lao =0,
U |=0 = Up na €2,

Qs(t) ’t:O - QSO‘

Dale jsou vysvétleny jednotlivé rovnice i symboly v nich pouzité.

1. Prvnf rovnice pfedstavuje rovnici vedeni tepla, kde

e p je hustota oblasti
e c je tepelné kapacita oblasti

e )\ je tepelna vodivost oblasti

2. Druhé rovnice se nazyva Stefanova podminka a vyjadiuje nespojitost tepelného toku

(veli¢iny AVu) na rozhrani fazi I'(¢).

e iir znadi normalovy vektor k rozhrani I'(t) mifici smérem ven z €

e ur je normélové rychlost rozhrani I'(¢)

e [ predstavuje latentni teplo, tedy teplo uvolnéné ztuhnutim jednotky kapalné

latky

3. TTeti rovnice je Gibbsova-Thomsonova podminka dévajici do souvislosti rychlost fa-
zového rozhran{ vr s podchlazenim kapaliny a se zakfivenim rozhrani.

e ux znaci teplotu tani



e o0 znali povrchové napéti mezi fazemi
e As je rozdil entropii mezi €; a g
e xp = Viir je stifedni kifivost nadplochy T'(¢)

e « > 0 je koeficient pfipojovaci kinetiky na hranici

4. Ctvrta rovnice predstavuje okrajovou podminku na hranici 92 danou funkei b.(u).
Jednéa se bud o Dirichletovu, anebo o Neumannovu podminku.

* Dirichletova: pro danou hodnotu ugq je b. definovano:
bc(u) = U— UQ-

x Neumannova: pro zadany tepelny tok g na hranici 02 a pro 7gq znacici norméa-
lovy vektor na hranici je b. definovano:

be(u) = (\(u)Vu — ) - g
5. Pata rovnice predstavuje pocatecni stav teplotniho pole.

6. Posledni rovnice pfedstavuje pocateéni pozici a tvar pevné faze.

Metoda fazového pole

Nasledujici metoda je zaloZzena na mySlence neostrého fazového prechodu, tedy predpoklada
se existence tenké prechodové vrsty mezi fazemi. Tato metoda je obsaZena v pracech [3§],
[7], kde je také porovnavana se Stefanovou tlohou.

Mé&jme hladkou funkei p : R x © — [0, 1] pro 2 C R™ omezenou oblast. Necht pro fazové
rozhrani mezi kapalnou a pevnou fazi plati

r(t) = {a?e Q| p(t, 7) = ;}

Pro kapalny stav necht odpovidaji hodnoty p blizké nule a pro pevny stav zase hodnoty
blizké jedné. Takovou funkci p nazveme fazové pole.

Zména fazi probihé na tenké vrstvé Qr, jejiz tloustka“ je dana difuznim parametrem &.

Model fazového pole je pak dan soustavou rovnic pro fazové pole p(t, Z) predstavujici fazové
rozhrani a teplotni pole u(t, ¥) pro (¢, %) € [0,00) x

pcoyu = V(AVu) + Losp, (2.25)
7(€)0wp = EAp + f(u, Vp,¢€)

s odpovidajicimi okrajovymi a poc¢ate¢nimi podminkami pro funkce p a u.

Prvni rovnice opét predstavuje rovnici vedeni tepla. Druha rovnice se nazyva fazova rovnice
nebo Allen-Cahnova rovnice. 7(§) a f(u,p, Vp,§) jsou jisté funkee lisici se podle jednotli-
vych typt modelu. Jedna se o obdobu Gibbsovy-Thompsonovy rovnice ze Stefanovy tlohy.
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Obrazek 2.3: Vlevo originalni obrazek, vpravo vliv difiizni rovnice s Dirichletovou okrajovou
podminkou do ¢asu t=0.001 (vysledek zpracovany v ramci vyuky na FJFI CVUT v Praze)

2.6.2 Zpracovani obrazu

V oblasti zpracovan{ digitalntho obrazu lze nalézt mnoho oblasti, kde se vyuzije dynamika
kiivek. Jde naptiklad o odstranéni Sumu, hledédni hran nebo rozpoznévani obrazu. Hled4ni
hran je vyuzitelné naptiklad pfi zpracovani snimki z magnetické rezonance. Zpracovani
obrazu pomoci level-set metod je rozebrano v [31], déle se tomuto tématu vénuji [26], [4],
(6], [11].

Nyni se zaméfime na problémy pii odstranovani Sumu. Nejjednodussim zpusobem, jak
odstranit Sum, je aplikovat na obrazek difuzi, tedy rovnici vedeni tepla ve 2D. To zptsobi
odstranovani Sumu, ale zaroven i rozmazavani hran a celého obrazku, coz vétSinou neni
zédouci. Pfiklad pouziti rovnice vedeni tepla lze vidét na obrazku 2.3. Vime, Ze rovnice
vedeni tepla mé fundamentalni feSeni ve tvaru Gaussovy funkce

Vysledek pisobeni rovnice vedeni tepla na funkci intenzity Iy(z,y) do ¢asu o je pak ekvi-
valentni konvoluci G, (z,y) := G(z,y,0) s funkei Iy rozsifenou na celé R?:

Go(2.y) * Io(a, ) = / Gl — &, — mTo(€,m)dédn.
R2

Tato konvoluce tedy rozmaze cely obrazek, ale hrany chceme zachovat. Proto se rovnice
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vedeni tepla modifikuje na tvar

Bu =V - (g(| Vu |) V) na Q x (0,T), (2.26)
D = 0 na 99 x (0, 7),
u =0 = Ip na (2,

kde Q C R? predstavuje vétsinou obdélnikovy tvar obrazku, I(z,y) predstavuje barevnou
intenzitu na obrazku. Tato rovnice (2.26) se nazyva Peronova-Malikova tloha [33]. ¢ :
]RBL — R™ je nerostouci funkce volena tak, aby v blizkosti hran, kde | Vu | je velmi vysoka,
diftize v podstaté neprobihala. Naopak tam, kde je tento gradient nizky pozadujeme g
blizké jednicce a tedy difuze probiha béZznym zpisobem. Vhodnou volbou g je napiiklad

funkce
1

9\ = 14+ aX’
kde pomoci parametru o > 0 lze regulovat citlivost detekce hran. Rovnice (2.26) se vSak
miiZe lokalné chovat jako zpétné rovnice vedeni tepla, které je velmi Spatné fesitelné. Proto
se vyuziva modifikovana Peronova-Malikova tloha tvaru

Oru=V-(9(] VG5 xu |)Vu)

s pocateénimi a okrajovymi podminkami analogickymi predchozi tloze, definiéni obor
stejny, o > 0 pevné. Takto modifikované tloha je jiz dobfe FeSitelnd a méa jednoznacné
feSeni.

Dalsi metodou zpracovani obrazu muze byt Allen-Cahnova rovnice, feSena napiiklad v [8]
nebo [22].

2.6.3 Dislokace

V realném svété obsahuji krystalické latky ve své
miizce ur¢ité nedokonalosti. Jde naptiklad o chybé-
jici nebo pfebyvajici atomy. Vlastnosti latky byvaji
silné ovlivnény timto jevem, coZ je motivace k jeho
vyzkumu. Pokud defekty maji tvar ¢ar, nazyvaji se
dislokace. Zkoumani chovani téchto dislokaci je ak-
tualnim problémem (viz prace [5], [28], [32], [23]).
Existuji v8ak dalsi typy poruch.

e Bodové poruchy: Piipad chybé&jiciho atomu
v mfiZce anebo naopak prebyte¢ného atomu
nachézejictho se mimo mrizku.

Obrazek 2.4: Tvar dislokaci pod mi-
e Rovinné poruchy: Perfektni krystal je slo- kroskopem (prevzato z [29])
7en z na sebe poloZenych vrstev atomu v pravi-
delném uspofadéani. Defektem pak je napiiklad
chybéjici ¢ast jedné vrstvy, nebo naopak vlozena Cast vrstvy mezi dvé jiné.

Pti pohybu dislokace interaguji s jinymi druhy defektt a jinymi dislokacemi. Dochazi k
topologickym zménédm, kdy se jedna dislokace muze rozpadnout na vice dislokaci nebo
naopak z vice dislokaci vznikne jen jedna. Mohou se dokonce navzijem i vyrusit. Jejich
pohyb probihé ve vrstvé s vyssi hustotou atomi, pii jevu zvaném Cross-Slip se dislokace
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presouvaji na jinou vrstvu. Obecny predpis pro jejich pohyb je MCF v = k + F, kde
F' zahrnuje silové interakce od ostatnich defekti, napéti v materidlu, atd. Podrobnéjsi
informace lze nalézt v [23].
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Kapitola 3
Numerické feseni dynamiky kiivek

Tato kapitola se zabyva aplikaci numerickych metod na tlohu (2.12), coz je evolu¢ni parci-
alni diferencialni rovnice. Déle se zabyva upravenou tlohou (2.19) pro f = 0, kteréa zajisti
redistribuci uzlt pri vypoctu. Numerickym feSenim téchto tloh pomoci pfimé metody se
zabyval nap¥iklad Sevcovi¢ [36] nebo [9]. Pridani vlivu vngjsi funkee je rozebrano vzapéti.
Nakonec jsou porovnana numericka schémata pro tlohu (2.12) a (2.19). PouZzitim analytic-
kého FeSeni je ovérena divéryhodnost schémat.

3.1 Metoda primek, Eulerovo schéma

Jednim ze zptsobu FeSeni evolu¢ni PDR je prevod na soustavu ODE pomoci metody pii-
mek. Ta spoc¢iva v diskretizaci pouze prostorovych proménnych, v tomto piipadé v dis-
kretizaci intervalu, kde je dané kiivka definovana. Nasledné se odpovidajici diferenciélni
vyrazy nahradi diferen¢nimi. To se provede nésledujicim postupem.

Nejdrive aproximujeme kiivku lomenou ¢arou, tedy koneénym poctem bodi v roviné. Tento
pocet oznafme N. Mé&jme zadanou uzavienou inicialni kiivku 7y definovanou (bez tjmy
na obecnosti) na [0; 27]. Takovy interval predpokladame, jelikoZ 7o je vétsinou definovana
pomoci goniometrickych funkci. Interval se pak rozdéli stejnomérné po krocich

h:=—.
N

Y, CR% kde 49 := yo(i-h).

1=

Aproximaci po¢atecni kiivky pak bude posloupnost bodu (’y?)
Plati 7§ = 1%

Po diskretizaci kiivky se v rovnici nahradi prvni a druha derivace podle u diferen¢nim
vyrazem. Cilem je pak najit N + 1 funkci (%(t))i]\io fesicich vzniklou soustavu ODR s
poécatecni podminkou ~;(0) = 47?.

Tuto soustavu lze TeSit jednou z Rungeovych-Kuttovych metod. Zde se vyuZije nejjedno-
dussi metoda, kterd se nazyva Eulerova. Pouziti Eulerovy metody je ekvivalentni pouziti
dopredné ¢asové diferenci. Dalsi postup zahrnuje ¢asovou diskretizaci. Zvolme ¢asovy krok
7 dostateéné maly. Budeme chtit pocitat az do ¢asu T', tedy budeme pocitat v Ny = T'/7
krocich. Vznikla schémata budou explicitni, tedy nova Casova hladina se napoc¢ita pouze
pomoci predchozi.
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3.1.1 Verze bez redistribuce

Nyni zdiskretizujeme parcialni diferencialni rovnici (2.12):

1 Oy )
Oy = Ou (-, 0) = .

Resen{ aproximujeme hodnotami %j ~ (ih,j7). V (j + 1). pocetnim kroku nalezneme

postup vypoctu nové kiivky (’yj 1

7

N N
). o pomoci pfedchozi kiivky <’yf ) v Hledame tedy
1= 3 1=
piedpis pro vypocet nového i-tého uzlu v/ + pomoci uzli z j-té ¢asové hladiny.

Vyraz 0,7 lze pomoci kroku h aproximovat bud dopfednou diferenci

J J
Yit1
h )
nebo zpétnou diferenci
J J
Vi T Vi
—
Zarovei je tu moznost aproximovat | 0,y | primérem z dopfedné a zpétné diference, coz
provedeme u prvni ¢asti pravé strany rovnice. Oznacme min] := |y — v/ ;| vzdalenost 1.
uzlu od (i — 1). uzlu a plus] = |v/,; — ]| vzdalenost i. od (i + 1). uzlu. Pak nahrazeni
bude mit tvar . on
(ih, j7) ~

| Oy |

min; + plus;
Déle aproximujeme vnitiek zéavorky pomoci dopfedné diference

QS e A G % el

h plusg plus]

Pak na tento vyraz aplikujeme diferenci zpétnou a vyjadiime

P 1 [~ —~7 I~
au< B )Uh,ﬁ)% Rt At ol
| Ouy | h plus] min

Derivaci podle ¢asu nahradime dopfednou ¢asovou diferenci, coz je ekvivalentni pouziti
Eulerovy metody v metodé piimek:

Jj+1 J
i T

8t7<ZhajT) ~ T

C o . . S I S | . ,
Po dosazeni vSech diferenc¢nich vyraza a po vyjadieni ’yg 1 dostaneme numerické schéma

2 R T e A ke 2 (3.1)
7 ; — , :

plusg + man; plus] min;
v =7(ih), i€{0,1...N},j€{0,1...N:}.

L
W=7+

Ve schématu pokladame v’ | := v, vx 4= 7{. Pak i nova ¢asové hladina bude uzaviena

kfivka, tedy bude platit 73“ = W?VH-
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3.1.2 Verze s redistribuci
Namisto tlohy (2.12) numericky fesime tlohu

_ Ouy
|0uy]?’

Ory

ktera je striktné parabolickd. Vime dle véty (2.4.5), Ze pohyb bodu kiivky fizeny touto
rovnici se ligf od (2.12) jen v te¢ném sméru. Tedy body, predstavujici kiivku, se pfesouvaji v
pribéhu vypoctu, ale sém pohyb kiivky neni narusen. Vyhoda spociva ve zvySeni numerické
stability a efektivity vypoctu, zvlast, pokud méa pocatecéni kiivka mista s vysokou kiivosti.
V téchto mistech se pfi vypoc¢tu hromadi body diskretizované kifivky, coz miize zpiisobit
potiZe pri vypoctu.

Diskretizace této rovnice je o néco jednodussi. Namisto | 9,7 | vyuZijeme primér druhych
mocnin dopredné a zpétné diference. Druhou derivaci podle u vytvorime obdobné jako u
predchoziho schématu, jako zpétnou diferenci z dopfedné diference.

o 1
| 0wy |2 (ih, j7) ~ - <

h? h?

lus’)? in’)2
: (plus;) _i_(mznz)>7

8uu7(2h737) ~ ﬁ (7@?4»1 - 275 + ’Yg,l> .

Casova diskretizace zistava stejna. Po vyjadieni dostaneme schéma

. . J o ond 4 a)
,ijrl _ /73 +97- 71+1 ‘ i ’)’17'1 ’ (32)
(plus!)? + (min!)?

%

7 =7(ih), i€{0,1...N},j€{0,1...N;}.

Ve schématu opét pokladéame 7{1 = fyg\,_l, V{V-s—l = ’y{.

3.2 Konvergenc¢ni analyza

Vizualni porovnani s analytickym feSenim

Nyni je tfeba se ujistit, Zze navrzené kédy odpovidaji pfipadnému analytickému feSeni.
Jako toto analytické TeSeni pouZzijeme vyvijejici se kruznici. V dalsi ¢asti textu odvo-
dime jeji predpis. Necht tedy v tuloze (2.12) je pro poCateéni polomér rog > 0 yo(u) =
(rocosu,rosinu), w € [0,27]. Kfivost v kazdém bodé kruznice je stejna, proto vektor
kN mé vzdy stejnou velikost. Navic vzdy mifi do stfedu kruZnice, proto z této stfedové
symetrie muZzeme predpokladat, Ze vyvijejici se kiivka v kazdém cCase zustane kruznici.
Necht v(t,u) = r(t) (cosu,sinu). Pak s(t) = (r(¢)) . Dale vime, ze T = |9,y Ouy =
(—sinu,cosu). Aby det(T, N)=1a T L N, musi platit N = — (cosu,sinu). Po dosazeni
do rovnice
Oy = kN

dostaneme

7(t) (cosu,sinu) = ——— (cosu, sinu) ,

r(t)
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t=0.0-0.48 t=0.0-0.48

Obrazek 3.1: Porovnani numerického a analytického feSeni pro piipad stahujiciho se kruhu.
Cerné tecky znadi analytické feSeni, Cervena Cara znaci numericky vypocet bez redistribuce
(schéma (3.1)) a modra ¢ara numericky vypocet s redistribuci (schéma (3.2)).

z ¢ehoz ziskdme jednoduchou diferencialni rovnici s poc¢ateéni podminkou
r(t)r(t) =—1, r(0) =ro.

Zintegrovanim od 0 do t a dosazenim pocatetni podminky dostaneme Casovou zavislost
poloméru kruZznice:

Z ni 1ze odvodit, Ze fedeni existuje pouze v ¢asovém intervalu [0;72/2).

Ted uZ jen staci numerické feSeni obou verzi programu porovnat s analytickym feSenim.

Porovnani vypoctu s analytickym reSenim

Na obrazcich 3.1 jsou porovnana napocitané a analytické feSeni, vlevo pomoci verze
bez redistribuce, vpravo s redistribuci. Jak lze vidét, feSeni se vizualné shoduji.

e Pocatecni kiivka: kruh o poloméru 1
e Funkce f =0
e Pocet bodi kiivky: 300

e Koneény ¢as vypoctu T: 0.48 (¢asovy krok 7: 1072, podet Easovych krokii:
48000

Stejné jako pro tento konkrétni piiklad se v absolutni vétsiné pfipadid vypocet obéma
verzemi vizuélné shoduje.
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Vypocet EOC

Dale bychom mohli zkoumat jistou konvergenci kfivek pfi zvySovani poc¢tu uzla pfi vypoctu
za konstantniho ¢asového kroku. K tomu se vyuzije Hausdorffova metrika.

Vypocitame experimentélni fad konvergence (EOC) nésledujicim zptisobem: Mé&jme vyvi-
jejici se k¥ivku f‘(t), kterou povazujeme za spravné feSeni a pak dvé numericky napocitané
feseni I'; a I'y reprezentované riznymi pocty uzli Ny a Na, N1 < Ns. Tato feSeni zndme
na Casovych hladinach (i7)", kde 7 je ¢asovy krok hladin. Spo¢teme Hausdorffovy vzda-
lenosti mezi spravnym feSenim a napoc¢itanymi feSenimi na téchto hladinach:

Pak experimentalni fad konvergence FOC je definovan:

_ log([le™]/[|le™)]])
EOC(Ny, Ny) := og o/ N

Takovy vypocet nyni provedeme pro piipad vyvijejiciho se kruhu.

Experimentalni fad konvergence kruhu

Méjme m = 48 a 7 = 0.01. V tabulce 3.2 jsou napocitané experimentalni rady kon-
vergence pri postupném zjemnovani sité, tedy zvySovani poctu uzli sité. Za spravné
TeSeni je povazovano numerické feSeni pro N = 1000.

e Verze schématu: s redistribuci
e Pocatecni kiivka: kruh o poloméru 1
e Funkce: f =0

e Koneény ¢as vypoctu T: 0.48 (Gasovy krok 7: 5- 1077, pocet ¢asovych krokii:
960000)

Rozdil numerickych schémat
Duvodem k pouZiti redistribuce je lepsi numericka stabilita, zvlasté v pripadé slozitéjsich
funkci f by mohla verze bez redistribuce selhat. Na pfikladu kfivky, kterda ma mmnoho

,Spicek”, si ukdzeme vyznam redistribuce vizualné.
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N | Ly-norma EOC
50 | 0,001037
100 | 0,000255 2,027218
200 | 0,000063 2,005434
300 | 0,000028 1,985077
400 | 0,000016 1,959249
500 | 0,000011 1,91642

Tabulka 3.1: Tabulka EOC: Prvni sloupec je pocet uzli, druhy predstavuje napocitanou
normu chyby. Ve tfetim sloupci je napoc¢itané EOC mezi feSenim ve stejném Fadku a
feSsenim v predchozim radku.

Vyznam pouziti redistribuce

Na obrazcich 3.2 zobrazen rozdil v rozmisténi jednotlivych uzli v pribéhu vypodtu
pii pouZiti schémat (3.1) a (3.2). Vypocet lze také najit na obrazcich 4.1.

e Pocatecni kiivka: tvaru draka [2].
e Funkce f =0
e Pocet bodi kiivky: 300

e Kone¢ny cas vypoétu T: 30 (Easovy krok 7: 1074, pocet ¢asovych krokii: 3-107)
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Obrazek 3.2: Rozdil v pouziti obou schémat: Cervené je vykresleno feSeni bez redistribuce,
modfe s redistribuci. V ¢ase t = 30.0 lze pozorovat vyrazné nerovnomérné rozlozeni bodi
pri pouziti verze bez redistribuce.
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3.3 Pridani vnéjsi sily

Ta miiZe obecné byt zavisla na ¢ase, pozici bodu v roviné a teéném uhlu (ekvivalentné na
tetném vektoru), ale i na veli¢inach jako je délka nebo obsah vnitiku kiivky. Nyni chceme
do schémat (3.1) a (3.2) zakomponovat ¢len fN. Vime, Ze v roviné plati

(v)*

N = s kde () = (=)

o i+1 . . . s
Pii vypocu uzlu 77 *1 se v obou verzich diskretizace pFicte ¢len

j j J J
Y2i+1 — V2,0 M+l T Vg
Tf- | — . ,

plus! ’ plusg

kde ¢isla 1 a 2 v dolnim indexu znamenaji slozku vektoru. Aproximovala se zde prvni
derivace pomoci dopfedné diference.

Schéma pak bude mit tvar

I g 4 2 T ke e ke A (3.3)
! ‘ plus] + min] plus] min]
frf _’Yg,iﬂ - 7%,1’ 7{,i+1 - 7{,1'
plus] ’ plus] ’

7 =v(ih), i€{0,1...N},j€{0,1...N;}

(2
pro schéma bez redistribuce a

. , I 9nd nd
L = o7 | L TN T e (3-4)
(plus?)? + (mind)?

7

. A _ -
+7f- —7%’““1 _ fy%ﬂ' ’Y{,i—&-l - ’V{,i
plus] ’ plus? ’

79 =(ih), i€{0,1...N},j€{0,1...N;}

)

pro schéma s redistribuci.

v

Napriklad volba vnéjsi sily
1

FO(0) =~ [ ws

r
zpusobi, jak bylo rozebrano diive, Ze pohyb zachovava konstantni obsah, zatimco sniZzuje
délku.

Pro Jordanovy kiivky podle véty (1.2.5) pfejde f na tvar
I'(t) = F——.
10w =% 1

V tomto tvaru neni tézké vznikly pohyb implementovat, jelikoz L(t) 1ze snadno aproximovat
souctem délek mezi uzly kiivky:

N—-1 ‘
L(jr) ~ Z plus].
=0
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Kapitola 4

Vysledky

V této kapitole se nachazi numerické vysledky spocétené pomoci numerického schématu s
redistribuci, tedy schémat (3.2) a (3.4).

danovych, pocatecnich kiivek. P¥iklady zahrnuji i pisobeni zminénych funkci f.

Na néasledujicich dvou stranéch se nachézeji vypocty vyvoje s Jordanovou pocateéni kiivkou
ve tvaru draka, kterad je zajimava mnozstvim ,Spicek”, tedy mist s vysokou kfivosti. Na
obréazcich 4.1 je zaznamenam vyvoj podle schématu (3.2). Z¥eteln4 je vyhlazovaci vlastnost
tlohy.

Na dalsi strané je vyobrazen vyvoj stejné kiivky, tentokrat podle schématu (3.4) s funkeci
zachovavajici ohrani¢eny obsah. Pocatek vyvoje je velmi podobny vyvoji bez této funkce,
pozdéji se TeSeni stabilizuje do tvaru konstantni kruznice, viz obrazky 4.2. Déale je schéma
(3.2) pouzito na obdobnou po¢atecni kiivku, tentokrat ve tvaru mamuta, vyvoj na obréaz-
cich 4.3.

Linearni funkce vzdélenosti od pocatku je pak pouzita na obrazcich 4.4 a 4.5, kde je
vyobrazen vyvoj kiivky tvaru kruhu a kfivky hvézdicovitého tvaru.

Dale je vhodné provérit, jak se schéma (3.2) vyporada s kiivkami, které nejsou jednoduché.
Pocatecni kiivka pak bude rozdélena na koneény pocet smycek, nékteré kladné orientované
a jiné zaporné orientované. Kazda z nich se pak bude vyvijet zvlast. Pohyb podle CSF
funguje i pro zédporné orientované smycky, jelikoz vektor kN je nezavisly na orientaci. To
znamend, ze kazda smycka se stahne. Mensi smycky pii stahovani vymizi diky konec¢né
vypocetni presnosti. Nakonec se tedy celd kfivka také stdhne do bodu. Ptiklady takového
vyvoje jsou na obréazcich 4.6 a 4.7.

Béhem numerického vypocétu s vnéjsi silou mize dojit ke vzniku zaporné orientované
smycky, na té ma pak vektor N opacny smér. Ve schématu jsme vS8ak pfi uréovani vektoru
N v élenu f]\7 automaticky predpokladali kladné orientovanou Jordanovu kfivku, kdy N
sméfuje do vnitiku kiivky. Na smycce pak pohyb neodpovida rovnici v = k + f, ale rovnici
v = k — f. Piiklad takového vyvoje je na obrazcich 4.8, kde je pouzita linearni funkce
vzdélenosti od pocatku. Vytez z tohoto vyvoje je pak zobrazen na obréazcich 4.9, kde je
znézornéna situace s teénym a normélovym vektorem.
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Vyvoj podle CSF, Jordanova kiivka 1

Na obrazcich 4.1 je vyobrazeny vyvoj kfivky podle CSF. Lze pozorovat postupné
vyhlazeni kiivky a jeji nasledné stazeni do kruhu.

Verze schématu: s redistribuci

Poc¢atecéni kiivka: tvaru draka [2]

Funkce f =0

Pocet bodu krivky: 450

Kone¢ny ¢as vypoctu T : 50 (¢asovy krok 7 : 51074, podet ¢asovych krokii:

10%)
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t=10.0

15
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_30 1 1 1 1

-15-10 -5 0 5

t=40.0

10

20

10 -

_30 1 1 1 1

-15-10 -5 0 5 10 15

_30 1 1 1 1 1
-15-10 -5 0 5 10 15
t=50.0
T T T
20 - b
10 - b
T O
-10 + .
20 + .
_30 1 1 1 1 1
-15-10 -5 0 5 10 15

Obrazek 4.1: Priklad vyvoje kiivky ve tvaru draka pohybem CSF
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Pohyb zachovavajici obsah, Jordanova kfivka

Na obrazcich 4.2 lze pozorovat vyvoj stejné kiivky jako na 4.1, tentokrat vyvoj
probiha se zachovanym obsahem.

e Verze schématu: s redistribuci

e Poratecni kiivka: tvaru draka [2]
a2

e Funkce f = —k = _T?)

e Pocet bodi kiivky: 450

e Konecny &as vypocétu T : 50 (Gasovy krok 7 : 51074, pocet ¢asovych kroki:

10%)
T T T T T T T T T
20 - N 20 N 20 - N
10 - N 10 - b 10 - /7 ﬂ <\ 7
[ SV
[ U
0 . 0Fr . 0 | | A
10 - 4 a0t 4 a0 M/ /L/ 1
I/
Iy
U
-20 - 20 - 4 20 b 2
_30 1 1 1 1 1 _30 1 1 1 1 1 _30 1 1 1 1 1
-15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 10 15
t=10.0 t=30.0 t=50.0
T T T T T T T T T
20 N 20 - N 20 N
10 - N 10 - N 10 ~
M\ m
0! | e Y |
-10 v : -10 + \\/ - -10 :
-20 - - =20 + B 20 - 2
_30 1 1 1 1 1 _30 1 1 1 1 1 _30 1 1 1 1 1
-15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 10 15

Obrazek 4.2: Pocéatedni kiivka ve tvaru draka pii pohybu zachovéivajicim obsah
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Vyvoj podle CSF, Jordanova kiivka 2

Na obrazcich 4.3 lze pozorovat vyvoj kfivky tvaru mamuta. Kiivka se vyviji podle
CSF, stejné jako na obrazcich 4.1.

e Verze schématu: s redistribuci

Poc¢atecéni kiivka: tvaru mamuta [1]

Funkce f =0

e Pocet bodu krivky: 450
e Koneény ¢as vypoctu T : 84 (¢asovy krok 7 : 5- 1074, pocet ¢asovych krokii:
168000)
t=0.0 t=2.8
N—

e

/

\

|
\ | S |
M /\ | 5 M / - \ 7
\ ! - ~
</ \\ \/ \/\/
i { ) PRETYE i
_
| | | | | L 15 | | | | | | | |
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| o 10 I -
| 5 I -
\

L / 5 -
r -10 -
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Obréazek 4.3: Poc¢atecni kiivka ve tvaru mamuta, pohyb CSF



Vyvoj s linearni funkci vzdalenosti od pocéatku - kruh

Na obréazku 4.4 je vyobrazeny vyvoj kruhu s pouzitim linearni funkce vzdalenosti
od pocatku.

e Verze schématu: s redistribuci

Pocateéni kiivka: kruh o poloméru 5

Funkce f(r) = 10(r — 2), za r dosazeno |7|.

Pocet bodi kfivky: 300

Kone¢ny ¢as vypoétu kruhu 7' : 0.8(¢asovy krok 7 : 107° pocet asovych
krokt: 80000)

t=0.0-0.8

-4 -2 0 2 4

Obrazek 4.4: Vliv funkce f(r) = 10(r — 2) na vyvoj kruhu o poloméru 5. Limitni kruh méa

polomér r; =14 0.3v/10. Casovy krok vyobrazenych hladin je 0.04.
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Vyvoj s funkci vzdalenosti od pocatku - hvézdicovita kiivka

Na obrazku 4.5 je vyobrazeny vyvoj hvézdicovité kiivky s pouzitim linedrni funkce
vzdalenosti od pocatku.

e Verze schématu: s redistribuci

Pocatecni kiivka: t € (0, 27)
z(t) = 2(1 + 0.6 cos(10t)) cos(t)
y(t) = 2(1 + 0.6 cos(10t)) sin(t)

Funkce f(r) = 10(r — 2), za r dosazeno |y

Pocet bodu kiivky: 500

Kone¢ny ¢as vypoctu T : 0.4(Easovy krok 7 : 2 - 1075 pocet casovych krokii:
2-10%)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Obrézek 4.5: Vyvoj kiivky yo(t) = (2(1 4 0.6 cos(10¢)) cos(t), 2(1 + 0.6 cos(10t)) sin(t))

pod vlivem funkce zévislé na vzdélenosti od pocatku. Cervené vyznaceny limitni kruh ma
polomér r4 = 1+ 0.3v/10. Casovy krok vyobrazenych hladin je 0.02.
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Vyvoj podle CSF, nejednoducha kfivka 1

Na piikladé vyobrazeném na obrazcich 4.6 si ukdzeme, jak se schéma (3.2) vyporada

s nejednoduchou kfivkou.

Verze schématu: s redistribuci

Pocatecni kiivka: (t € (0, 2m))
x(t) = cos(5t) + cos(4t)/2 + sin(20t)/3
y(t) = sin(5t) + sin(4t) /2 + cos(20t) /3

15

0.5

-0.5
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2

15

1

0.5

0
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Obrazek 4.6: Nejednoducha pocateéni kiivka, pohyb CSF
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e Funkce f =0
e Pocet bodu kfivky: 450
e Koneény ¢as vypoctu T: 0.8 (Gasovy krok 7: 1076, pocet casovych krokii:
800000)
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Vyvoj podle CSF, nejednoducha krivka 2

Dalsi pocéatecni kiivka, ktera neni Jordanova. Vyvoj lze pozorovat na obrézcich 4.7.
e Verze schématu: s redistribuci

e Predpis pocatecni kiivky: (¢t € (0,27))
x(t) = cos(7t) + cos(13t)/2 + sin(14t)/3
y(t) = sin(7t) 4 sin(13t) /2 + cos(14t) /3

e Funkce f =0
e Pocet bodu kiivky: 450

e Konetny ¢as vypoctu T: 0.8 (Casovy krok 7: 1075, pocet asovych kroki:
Yy yp y p y
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Obrazek 4.7: Dalsi priklad nejednoduché pocatetni kiivky vyvijejici se podle CSF
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Priklad nespravného vyvoje

V pripadé prilis silné funkce muze dojit k topologickym zménam, po kterych jiz
vyvoj neni spravny - muze dojit k obratu normély jako na obréazcich 4.8.

e Verze schématu: s redistribuci

Pocateéni kiivka: tvaru draka [2]

Funkce: f(r) = 5(r — 2), za r dosazeno |7|

Pocet bodi kfivky: 600

Koneény ¢as vypoctu T: 0.036 (¢asovy krok 7: 10~7, pocet Gasovych krokii:

360000)
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Obrazek 4.8: Piiklad nespravného vyvoje kiivky
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Obrazek 4.9: Vyfez z vyvoje na obrazcich 4.8. Cervenou Sipkou vyznacen smér te¢ného
vektoru, modrou Sipkou smér normélového vektoru. Pocatecni kfivka je kladné orientované.
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Zaver

Cilem této préace bylo sezndmit se s moZznostmi popisu kfivek pomoci diferenciélni geometrie
a nasledné pouzit tyto znalosti ke studiu taloh tykajicich se dynamiky kiivek.

V prvni kapitole jsme prostudovali matematicky popis kiivek. Zminili jsme napiiklad vétu
o otacejicich se te¢nach, diky které jsme odvodili nékteré zajimavé vlastnosti kiivek.

Druhé kapitola pojednévala pfevazné o matematickych vlastnostech rovinného pohybu
krivek podle kfivosti s vyuzitim informaci z prvni kapitoly.

Ve tieti kapitole jsme sestrojili vlastni numerick4 schémata fesici tlohu ze druhé kapitoly.
Schémata byla explicitni. Zkonstruovali jsme schéma vyuzivajici tangencialni redistribuci
a tim vylepsili vlastnosti schématu. Regenf spo¢tené pomoci schémat bez redistribuce i s
redistribuci jsme porovnali s analytickym feSenim.

V posledni kapitole jsme aplikovali schéma s redistribuci ze treti kapitoly na rizné pocatec¢ni
kfivky. Oveérili jsme funkénost schématu pii aplikaci na jednoduché i nejednoduché kfivky.
Dale jsme uvedli priklad vyvoje, kdy doslo ke vzniku smycky opac¢né orientace. Dusledkem
byl nespravny dalsi vyvoj na této smycce.

Do budoucna se zaméfime na vyvoj numerickych schémat, kterda by byla stabilngjsi a
efektivnéjsi. Dalsi smér vyzkumu se bude zaobirat napfiklad hyperbolickym pohybem podle
kiivosti, ktery vychazi z Newtonova pohybového zakona.
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